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9.-12. klase

9.1. Kadam naturalam n vértibam izteiksmes Gn-D(nt4) vértiba ir vesels skaitlis?

Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi:
Bn—-1)(n+4) 3n?+1ln—4 3n(n+2)+5n—4 3n(n+2) 5n+2)—14 14
n+2 n+2 n+2 n+2

n+2 n+2
Ta ka 3n + 5 ir naturals skaitlis, tad dotas izteiksmes vértiba bis vesels skaitlis tikai tad, ja ;—i‘; ir vesels skaitlis, bet tas

iespéjams, ja (n + 2) ir skaitla 14 dalitajs. levérojot, ka n ir naturals, ieglstam, kan+ 2 =7 vain+ 2 = 14, no ka

iegistam, kan = 5vain = 12.
9.2. Atrast visus naturalos skaitlus B intervala 1 < B < 99, kuriem izpildas $ada ipasiba: jebkuram naturalam skaitlim C,
1HB+CH100 ir skaitju 1, B, C, 100 vidéjais aritmaétiskais.

kuramB < C < 100irspekaB<V < C, kurV =
Atrisinajums. Pécdota 1 < B < C < 100.Taka B < C, tad var pienemt, kaC =B+ x, kur1 <x <99 — B. lidz ar

to ieglstam, ka Cetru doto skait|lu vid€jais aritmétiskais ir
_1+B+B+x+100 2B+x+101

V=
4 4
Nemot vera, ka jaizpildas nevienadibam B < V < C, ieglistam
2B+ x+ 101
——<B+x

4B < 2B +x+ 101 < 4B + 4x.

Parrakstot ieglto divkarSo nevienadibu ka nevienadibu sistému, ieglstam

{4BS2B+x+101 - {ZBS 101 + x
2B+x+101<4B +4x ' 2B > 101 — 3x°

levérojam, ja nevienadiba izpildas pie x = 1, tad ta izpildas ar1 pie lielakiem x. Tapéc tas, ka 31 nevienadiba izpildas

visiem x = 1 ir ekvivalents apgalvojumam, ka ta izpildas pie x = 1. Tatad
{ZB <102 iob {B <51
2B>98 ! B > 49

Lidz ar to esam ieguvusi, ka jebkurai derigai C vértibai ir spéka sakariba B <V < C,ja B ir 49,50 vai 51.

9.3. Punkts R atrodas uz stara OB un punkti P un Q atrodas uz stara OA ta, ka OP < 0Q un <ORP = ¥BRQ. Lenka RPA

bisektrise krusto staru OB punkta T. Pieradit, ka QT ir <RQA bisektrise!
Atrisinajums. Pagarinam nogriezni PR, tad <ORP = <NRB ka krustlenki (skat. 1. att.) un lidz ar to art BRQ = <NRB.

Izmantojot bisektrises Tpasibu, ieglistam, ka punkts T atrodas vienada attaluma no

o lenka NRQ malam NR un RQ, tasir, TC = TD;

o lenka QPR malam PR un PQ, tasir, TC = TE.
Tatad TD = TE un esam ieguvusi, ka punkts T atrodas vienada attaluma no lenka RQA malam. Lidz ar to péc bisektrises

pazimes esam ieguvusi, ka punkts T atrodas uz <RQA bisektrises jeb QT ir *RQA bisektrise.
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1. att.

9.4. Vai eksisté tadi Cetri dazadi a) naturali skaitli, b) pirmskaitli a, b, ¢, d, ka vienlaicigi izpildas $adi nosacijumi:

o b+c+ddalasara,

o c¢+d+adalasarb,

o d+a+bdalasarc,

o a+b+cdalasard?
Atrisinajums. a) J3, eksisté. Skaitliem 1, 2, 3, 6 izpildas visi uzdevuma nosacijumi:

o 2+3+6dalasarl,

o 14+3+6dalasar?2,

o 142+ 6dalasar3,

o 1+ 2+ 3dalasarb6.
b) N&, neeksisté. levérojam, ka

o a+ (b+c+d)dalas ar a (jo abi saskaitamie dalas ar a),

o b+ (c+d+a)dalasarb,

o ¢+ (d+a+b)dalasarc,

o d+(a+b+c)dalasard.
Ta ka a, b, c,d ir pirmskaitli, tad a + b + ¢ + d dalas ar abcd, no ka izriet, ka a + b + ¢ + d = abcd. Nezaudgjot
visparigumu varam pienemt, ka a < b < c < d. Tada gadijuma a+ b + c+d < 4d < abcd, jo pat tris mazako
atskirigo pirmskaitlu reizinajums 2 -3 -5 > 4. Esam ieguvusi pretrunu, tatad neeksisté tadi Cetri dazadi pirmskaitli,
kuriem izpildas visi uzdevuma nosacijumi.

9.5. Vai kubu ar izmériem 12 X 12 X 12 iespéjams salikt no kiegeliem, kuru izmériir 1 X 1 X 8?
Atrisinajums. Pamatosim, ka prasito nevar izdarit. Sadalam kubu 9 mazakos kubos, kuru izméri ir 4 X 4 X 4, un
iekrasojam tos ka Saha galdinu (skat. 2. att.). Pavisam ir 64 - 14 = 896 melni un 64 - 13 = 832 balti kubini ar izmériem
1 x 1 X 1. Ta ka katrs kiegelis parklaj 4 melnus un 4 baltus kubinus ar izmériem 1 X 1 X 1 (skat. 3. att.), tad, ja no Siem
kiegeliem batu salikts kubs, tas saturétu vienada skaita melnos un baltos kubinus ar izmériem 1Xx1 X1,
bet 896 + 832.

2. att. 3. att.
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10.1. Pieradt, ka skaitlim 20193 + 20203 + 20212 ir vismaz 20 dazadi pozitivi dalitaji!
Atrisinajums. Apziméjam n = 2020 un parveidojam doto skaitli:
m-1P2+n+(m+1)3=n3-3n?+3n—-1+n*+n2+3-n?2+3:n+1=
=n-(Bn?+6)=n-3-n?+2)=22-5-101-3-(2020% + 2).
Ta ka naturalam skaitlim x = pfl 'pgz Cat p,’;lm, kur p; ir dazadi pirmskaitli, pavisam ir (k; + 1)(k; + 1) ... (kp, + 1)
dazadi naturalie dalitaji, tad dotajam skaitlim ir vismaz (2 +1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 24 dazadi dalitaji, pat
nenemot véra reizinataju 20202 + 2. Patiesiba dotajam skaitlim ir 640 dazadi dalitaji.

10.2. Zinams, ka x? + y2 4+ xy = 3. Kada var biit x + y vértiba?
1. atrisindjums. Pamatosim, ka x? + y? + xy > z (x + y)?. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

3 3 3
2 2 2,242 22
x“+y +xy_4x +2xy+4y
1 1

—x2 +—y? —lxy >0
4 4 27

x2+y2—2xy>0

(x—y)?=0.
Ta ka ieglta patiesa nevienadiba, tad ari dota nevienadiba ir patiesa. Lidz ar to esam ieguvusi, ka 3 > z (x +y)?jeb
4>(x+y)’tatad—2<x+y<2.
Vél japarada, ka visam vértibam $aja intervala ir atbilstosas x un y vértibas. Apzimgjamx +y =t (-2 <t < 2). No
dotas vienadibas ieglstam

x2+2xy+y’—xy=3 = xy=@x+y)? -3 > «xy=t?-3.
Sastadam kvadratvienadojumu a? — ta + t? — 3 = 0, kura saknu summa ir a; + a, =t un saknu reizindjums ir
a,a, = t? — 3. Ja $im vienadojumam ir atrisindjums dotai t vértibai, tad ta saknes ir meklétas x un y vértibas.
Aprékinam diskriminantu D = (—=t)? —4-1-(t>—3)=12—-3t?, td ka —2<t <2, tad t? <4, tatad visam
pielaujamajam t vértibam D > 0. Tatad -2 <x +y < 2.
2. atrisinajums. ApzZiméjam x = u + v un y = u — v. levietojot apzZiméjumus dotaja vienadiba, ieglistam
u+v)’+@w—-v)2+@@+v)u-v)=3
uw?+2uv +v?+u? - 2uw+v?+u—v?=3

3u? + v? =3.

Lai pédéja vienadiba batu patiesa,tad -1 <u <1.Takax+y=wu+v)+ (u—v) =2y, tad—-2<x+y < 2.
10.3. Taisnlenka trijstlri ABC, kura <ABC = 90°, novilkts augstums BD, nogriezna BD viduspunkts ir E. Punkti F un G ir

attiecigi nogrieznu AD un CD viduspunkti. Pieradit, ka <AEC + <FBG = 180°.
Atrisinajums. levérojam, ka  AABD~ABDC péc pazimes ¥¢, jo XADB =<BDC =90° un

IBAD = 90° — <ABD = «DBC (skat. 4. att.). Tatad trijstiru malas ir proporcionalas, tas ir, i—g = % . Ta ka
AD =2FD un BD =2ED, tad ?—g = %. Lidz ar to ABDF~ACDE péc pazimes méfm. Tatad

LFBD = 4DCE = 90° — <DEC jeb <FBD + «<DEC = 90°.
Lidzigi pierada, ka <GBD + <AED = 90°.

Tatad <AEC + <FBG = (XAED + «DEC) + (XFBD + <GBD) = 90° + 90° = 180°.
B
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10.4. Aplikojam skaitlu virkni 7; 737; 73737, 7373737, ..., kuras pirmais loceklis ir 7 un katru nakamo iegist, iepriekS&jam
pierakstot gala 37. Pieradit, ka neviens $is virknes loceklis nedalas ar 17.
Atrisinajums. Apziméjam virknes locek|us ar sy = 7, s, = 737, s, = 73737, ...
Redzams, ka virkné ir spéka sakariba s;.q1 = 100s, + 37. PatieSam, skaitli pareizinot ar 100 tam tiek gala pierakstitas
divas nulles, bet pieskaitot 37 Sis nulles parvérsas par 37, tatad 1 operacija pieraksta skait|a gala 37. Apzimésim ar a;
atlikumu virkni, kas rodas s, dalot ar 17, a;, = s, mod 17. Mums japierada, ka virkné (a;) nav nevienas nulles.
Arivirknes a;, katrs loceklis (tapat ka virknei s ) ir atkarigs tikai no iepriek$éja

Ap41 = Sg+q mod 17 = 100s, + 37 mod 17 = 15a;, + 3 mod 17.

Izmantojot $o formulu un to, ka ay; = 7 mod 17 = 7, aprékinasim virknes a; pirmos locek]us.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ay (mod 17) 7 6 8 4 12 13 11 15 7

Esam ieguvusi, ka ag = ag = 7. Ta ka 8aja virkné katrs loceklis ir atkarigs tikai no iepriek3éja, tad St virkne bis periodiska
ar periodu 8: no ta, ka a, = ag, secinam, ka a; = aq, tad a, = a, utt.

Ta ka starp pirmajiem 8 locekliem $aja virkné nav nevienas nulles, tad, ta ka ta ir periodiska, tad art talak taja nebds
nevienas nulles.

10.5. Dotas Cetras péc areja izskata vienadas monétas, katras monétas masa ir 20 g vai 21 g. Ka noteikt katras monétas
masu ar tris svérSanam uz elektroniskajiem svariem, kas rada uz svariem uzlikto monétu kop€&jo masu?
Atrisinajums. Apziméjam monétas ar 4, B, C, D. Pirmaja svérsana uz svariem liekam 4 un B.
o JaA+B=40vai A+ B = 42, tad A un B masas jau zinamas, tas attiecigi ir 20 g un 20 g vai 21 g un 21 g. Péc
tam ar divam svérSanam atrodam C un D masu.
o JaA+ B = 41, tad otraja svérSana uz svariem liekam A un C.
o JaA+C=40un A+ C =42, tad zinam A un C masu, tatad art B masu. TreSaja svérSana uz svariem
liekam D un nosakam tas masu.
o JaA+C=41,tadnota, kad+ B = A+ C, secinam, ka B = C. Tresaja reizé uz svariem liekam B, C un
D. levérojam, ka B + Cir para skaitlis (40 vai 42). Apskatot visus iesp&jamos svérSanas iznakumus,
ieglstam katras monétas masu, skat. 5. att.

B+C B+C+D D B C A
40 60 20 20 20 21
40 61 21 20 20 21
42 62 20 21 21 20
42 63 21 21 21 20

5. att.
2020

11.1. Dota funkcija f(x) = mx? + (m — Dx +
(1;2)?
1. atrisinajums. levérojam, ka m # 2019. Lai funkcija bltu augosa, jaizpildas nevienadibai f (1) < f(2). Atrisinam So
nevienadibu:

015 Ar kadam parametra m vértibam funkcija ir augosa intervala

2020
D)+ g _1) 24—
m+(m—1)+ 51 <4mt (m=1- 2+ 00
2Zm—1<6é6m-—2
2

Vel jagarantg, ka parabolas virsotne neatrodas intervala (1; 2). Ta ka m vértibas ir pozitivas, tad parabolas zari ir vérsti
uz augsu un, lai dotaja intervala funkcija bltu augosa, jaizpildas nevienadibai x,, < 1 jeblz_—mm < 1. Reizinot nevienadibu
ar 2m > 0, iegustam 1 —m < 2m jeb m > é Lidz ar to funkcija ir augosa intervala (1;2), ja m € [%;2019) U
U (2019; 400).
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A - , . 1- - ..
2. atrisinajums. levérojam, ka m # 2019. Ja m < 0, tad parabolas virsotnes abscisa z_r:zn < 0, kas nozimé, ka funkcija

. . o= - 2020 e ey "
nav augosa dotaja intervala. Ja m = 0, tad ieglstam f(x) = —x ~ o015 UM ta ir dilstosa funkcija. Ja m > 0, tad

Ce Y . - = N v ame = e 1- .

parabolas zari ir vérsti uz augsu un, lai dotaja intervala funkcija bltu augosa, jaizpildas nevienadibai z_r;n < 1. Reizinot
S - . 1. . .. = .

nevienadibu ar 2m > 0, ieglstam 1—m < 2m jeb mZE. Lidz ar to funkcija ir augosa intervala (1;2), ja

m € [3;2019) U (2019; +0).

11.2. Aplikojam virkni 1; 2; 2; 3; 3; 3; 4, 4; 4,4, 5; 5; 5, 5; 5, 6; 6; 6; 6; 6, 6; ..., kura katrs naturalais skaitlis k tiek atkartots
k reizes. Pieradit, ka $is virknes n-to locekli var aprékinat péc formulas [\/ 2n + %]
Ar [x] apzZiméjam skaitla veselo dalu, tas ir, lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x. Pieméram, [3,1] = 3, [17] = 17,
[6,99] = 6.
Atrisinajums. Katrs naturals skaitlis k dotaja virkné atkartojas k reizes, noskaidrosim, ar kadiem indeksiem (kuras
pozicijas) tas taja paradas.
Pirms pirma skaitla k ir viens vieninieks, divi divnieki, tris trijnieki, ..., (k — 1) skaitlis (k — 1), tatad kopa

k?—k
1+24+...+(k-1) = >
skaitli. Tatad skaitlim k indeksi $aja virné bis
k?—k k?—k k? -k
> +1; > +2; ... + k,

2_
jeb, citiem vardiem sakot, jebkurs skaitlis k Saja virkné paradas ar indeksu % +i,kurl<ic<k.

Lai pieraditu formulu, japierada, ka visiem naturaliem k un visiem naturaliem 1 < i < k izpildas

[/2(’(22—_k+i) +%]=k jeb  [VKZ—k+2i+3]=k

Vienadiba [x] = y, kur y ir naturals skaitlis izpildas tad un tikai tad, ja y < x < y + 1, tapéc vienadiba parvérsas par
divkarso nevienadibu

1
kS\/kz—k+2i+E<k+1

Atnemot % un kapinot kvadrata, ieglistam
1\2 1\?
k——) Skz—k+2'<(k+—)
( 2 ' 2
<2i<2k+ !
7 =2 m
Redzams, ka péd€ja nevienadiba ir patiesa visiem 1 < i < k. Ta ka visi parveidojumi bija ekvivalenti (kvadrata tika
kapinatas pozitivas izteiksmes), tad sakotnéja izteiksme ari ir spéka.

11.3. Cetrstiaris ABCD ievilkts rinka linija. Pieradit, ka trijstaros ABC, BCD,CDA, DAB ievilkto rinka liniju centri ir
taisnstura virsotnes!

Atrisinajums. Ja X un Y ir attiecigi AABD un AABC ievilkto rinka liniju centri (skat. 6. att.), tad AY un BY ir attiecigi
LBAC un XABC bisektrises. Tatad

1
XAYB = 180° — (XBAY + <ABY) = 180° — 5 («¥BAC + «ABC) =
1
= 4BAC + <ABC + <ACB — E({BAC + <ABC) =

1 1 1
= 5 (RBAC + %ABC + %ACB) + 5 ¥ACB = 90°+ 5 %ACB.
Lidzigi <AXB = 90° + %4ADB .
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Ta ka XACB = ¥ADB ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, tad <AYB = «xAXB. Tatad punkti
A, X,Y, B atrodas uz vienas rinka Iinijas. Lidz ar to <XYB = 180° — <XAB = 180° — %qDAB.

Ja Z ir ABCD ievilktas rinka Iinijas centrs, tad lidzigi ieglstam, ka <ZYB = 180° — %<IDCB.

Izmantojot Sis divas vienadibas, ieglstam

1 1
AXYZ = 360°— «XYB — «ZYB = 360°— (180° — EqDAB) —(180°— E@:DCB) =

1 1
= E(qDAB + «DCB) = 5 180° = 90°.

Lidzigi pierada, ka ari paréjie Cetrstara lenki ir taisni, tatad tas ir taisnstaris.

6. att.

11.4. Zinams, ka trisciparu skaitlis abc ir pirmskaitlis un ka vienadojumam ax? + bx + ¢ = 0 ir divas realas saknes. Vai var
gadtties, ka $Ts saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skait|i?
Atrisinajums. a) N&, saknes nevar bt veseli skaitli. levérojam, ka ¢ # 0, jo pretéja gadijuma abc nav pirmskaitlis. Tas
nozimé, ka 0 nav vienadojuma sakne. Jax > 0, tad ax? + bx + ¢ > ¢ > 0. Tatad vienadojumam var bt tikai negativas
saknes. Apziméjot saknes ar —x;, —x, un sadalot kreisas puses izteiksmi reizinatajos, iegtstam

ax? + bx + c = alx + x)(x + xy).
Pienemsim, ka Sis saknes ir veseli skaitli. Ja x = 10, tad ieglistam

a(10 + x;)(10 + x,) = 100a + 10b + ¢ = abc.

Tatad esam ieguvusi, ka abc ir salikts skaitlis, kas ir pretruna ar doto. Lidz ar to vienadojumam nav veselu saknu.
b) N€, saknes nevar bt racionali skaitli. Pienemsim pret€&jo, ka saknes vienadojumam ir racionalas, tas ir, —% un —%,
1 2

kur p4, qq ir savstarpéji pirmskait|i un art p,, g, ir savstarpéji pirmskaitli. Sadalam vienadojuma kreiso pusi reizinatajos:

a
ax’+bx+c=a (x + p_1> (x + &> = (q1x + p1)(q2x + p2).
q1 qz 9192

levietojot x = 10, ieglstam

= 100a + 10b + ¢ = abc

a
e (10g, + p,)(10g, + p,) = 100a + 10 (ﬂ + p_2> + P1P2
142

a1 92 419>
a(10q; + p1)(10q; + p;) = abc - q192-
Pamatosim, ja kvadratvienadojuma ax? + bx + ¢ = 0 sakne irs (nesaisinama dala), tad a dalas ar q.

levietojam vienadojuma ax? + bx + ¢ = 0 ta saknix = s un parveidojam ieguto identitati:

a(§)2+b(§)+c=o

ap? + bpq +cq* =0
q(cq + bp) = —ap®.
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Ta ka péedéjas vienadibas kreisa puse dalas ar g, tad ari labas puses izteiksmei jadalas ar q. Nemot véra, ka péc
pienémuma p un q ir savstarpé€ji pirmskaitli, secinam, ka a ir jadalas ar q.

Lidz ar to secinam, ka g; ir viencipara skaitlis, jo a ir cipars.

Analogi iegust, ka ¢ dalas ar p;. Tas nozimé, ka 10q; + p; ir divciparu skaitlis.

Tatad vienadiba g q, - abc = a(10q, + p;)(10g, + p,) nevar pastavét, jo kreisaja pusé ir reizinatajs abc (trisciparu
pirmskaitlis), bet labaja pusé a ir viencipara skaitlis un paréjie reizinataji — divciparu. Lidz ar to dota vienadojuma saknes
nav racionali skaitli.

11.5. Atrast lielako naturalo skaitli N, kuram ir spéka 1pasiba: lai kuras N ritinas batu aizkrasotas 4 X 4 ratinu tabula,
vienmér varés izvéléties divas rindas un divas kolonnas t3, ka katra aizkrasota rdtina atrodas vai nu izvélétaja rinda, vai
izvélétaja kolonna (vai abas).

Atrisinajums. Lielaka N vertiba ir 6. Pamatosim, ja iekrasotas 6 ritinas, tad jebkuram krasojumam izpildas uzdevuma
nosacijumi. Ja kada rinda ir vairak neka divas iekrasotas ratinas, tad izvélamies So rindu un vél kadu rindu, kura ir kada
iekrasota ratina. Tatad izvélétajas divas rindas jau ir vismaz Cetras iekrasotas ritinas. Ta ka ir palikusas divas iekrasotas
ratinas, tad pietiek izvéléties divas kolonnas, lai iekrasotas ritinas atrastos $ajas kolonnas.

Ja neviena rinda nav vairak ka divas iekrasotas ritinas, tad péc Dirihlé principa divas iekrasotas ritinas ir vismaz divas
rindas. Izvélamies Sis divas (vai divas no trim, ja tris rindas ir pa divam iekrasotam rdtinam) rindas. Tad izvélétajas divas
rindas jau ir tieSi Cetras iekrasotas ratinas. Ta ka ir palikusas divas iekrasotas ritinas, tad pietiek izvéléties divas
kolonnas, lai iekrasotas ritinas atrastos Sajas kolonnas.

Pamatosim, ka lielakam N vértibam ipasiba nav spéka visam tabulam. Ja N = 7, tad 1paSiba nav spéka, pieméram,
7. att. dotajam ratinu izvietojumam. levérojam, ka, izvéloties jebkuras divas rindas, paliek tris kolonnas, kuras atrodas
iekrasotas ratinas.

7. att.

12.1. Geometriskas progresijas pirmais, desmitais un 2020-ais loceklis ir naturals skaitlis. Vai noteikti art tas 2019-ais
loceklis ir naturals skaitlis?
Atrisinajums. N&, 2019-ais loceklis var nebat naturals skaitlis, pieméram, jab; = 1 € Nun g = V2, tad

9
© b10=b1-q9=(?{/§) =23=8E€N,
o bygyo = by - 2010 = (W)zow — 2673 g |\,
2016 2
0 bygr9 = by - q?018 = (¥2)" - (V2)" = 2672 Y4, kas nav naturals skaitlis.

12.2. Noteikt izteiksmes (x +y + z) G =+ i + i) vislielako un vismazako vértibu, jal < x,y,z < 2020.

Atrisinajums. Parveidojam doto izteiksmi un lietojam nevienadibu % +Z = 2:

Y Y

X z

Tatad dotas izteiksmes mazaka vértiba ir 9 un to var iegit, jax =y = z.

Lai atrastu izteiksmes F maksimalo vértibu, vispirms pieradisim lemmu.

Lemma. Funkcija f(x) = x + E, k > 0, dilst pa kreisi no tas minimuma punkta x = vk un aug pa labi no 3, tas ir,
0<u<v<vk 2fW>fW) un Vk<u<v = f) < f®).

Pieradijums. Apskatam abus gadijumus.

1 1 1 X X z z
(x+y+z)(—+—+—)=3+—+ +—-—+—-—+=4+-2=234+24+2+2=09.
X y z y zZ X y

kK k k
fw>fwv) e ——->v-u e —>1 o k>un
k k
faw<flv) & ———<v—u & —<1 e k<uv
u v uv
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Saskana ar Lemmu fiksétiem y, z € [1; 2020], funkcija
F(x) = (1+1)+1 +2) +2+ 243
@ =x(j+)+ 04D+ 7+

maksimalo vertibu sasniedz intervala galapunkta, tas ir, kad x = 1 vai x = 2020. Simetrijas dél tas pats attiecas uz
gadijumiem, kad fikséjam x,y un x, z. Tatad izteiksme F maksimalo vértibu sasniedz tad, kad x,y,z € {1;2020}.
Apskatam izteiksmes F vértibu, ja x,y,z € {1;2020}:

o x=y=z=1vaix=y=2z=2020,tadF(x;x;x) =9;

o x=y= lunz = 2020, tad F(l; 1; 2020) =2022-2 1 — 2022-4—041;
2020 2020
o x=y=2020unz = 1,tad F(2020;2020; 1) = 4041 - 1 — = 22222922
2020 2020
Lidz ar to dotas izteiksmes vislielaka vertiba ir %

12.3. Rinka linija w ievilkta vienadsanu trapece ABCD, punkts H ir garaka pamata AB viduspunkts. Punkts M ir viduspunkts
tam lokam AB, kas nesatur punktus C un D. Taisnes CD un AM krustojas punkta X. Zinams, ka nogriezni HX, DM un
AC krustojas viena punktd Y un DM = AC. Pieradtt, ka AB? = 2CD>.

Atrisinajums. Pieradisim, ka H ir rinka linijas w centrs. Ta ka AC = DM, tad CDA = DAM un AkM = DAM — DA =
= CDA — DA = CmD (skat. 8. att.). Ta ka uz vienadiem lokiem balstas vienadas hordas, tad AM = CD. levérojam, ka
AIMAC = «CDM un XAMD = «DCA ka ievilktie lenki, kas balstas attiecigi uz viena un ta pasSa loka. Tad
AAYM = ADYC péc pazimes ¥mf un MY = YC ka atbilstoSas malas. Esam ieguvusi, ka punkts Y atrodas vienada
attaluma no nogriezna MC galapunktiem. Trijstlris MXC ir vienadsanu, jo <DCM = XAMC ka lenki, kas balstas uz
vienadiem lokiem DAM un ADC, tatad punkts X atrodas vienada attaluma no nogriezna MC galapunktiem. Lidz ar to
XY (jeb XH) ir nogriezna MC vidusperpendikuls. levérojam, ka simetrijas dél MH ir malu AB un CD vidusperpendikuls.
Ta ka Cetrstlris DAMC ir ievilkts Cetrstaris, tad tam apvilktas rinka linijas centrs atrodas malu vidusperpendikulu
krustpunkta, l1dz ar to punkts H ir rinka linijas w centrs.

Ta ka punkts M ir mazaka loka AB viduspunkts, tad AM = MB. Trijstdris AMB ir vienadsanu taisnlenka trijstdris, jo
balstas uz diametra AB, tad péc Pitagora teorémas AB? = AM? + MB? = CD? + CD? = 2CD?.

8. att.

12.4. Zinams, ka ¢etrciparu skaitlis abcd ir pirmskaitlis un ka vienadojumam ax3 + bx? + cx + d = 0 ir tris realas saknes.
Vai var gadities, ka visas $is saknes ir a) veseli skaitli, b) racionali skait]i?
Atrisinajums. a) Né, saknes nevar bt veseli skaitli. levérojam, ka d # 0, jo pretéja gadijuma abcd nav pirmskaitlis. Tas
nozimé, ka 0 nav vienadojuma sakne. Ja x > 0, tad ax® + bx? + cx + d > d > 0. Tatad vienadojumam var bat tikai
negativas saknes. Apziméjot saknes ar —x;, —x5, —x3 un sadalot kreisas puses izteiksmi reizinatajos, ieglistam

ax3+bx?+cx+d=alx +x)(x+ x)(x + x3).
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Pienemsim, ka vienadojuma saknes ir veseli skaitli. Ja x = 10, tad ieglistam

a(10 + x,)(10 + x,)(10 + x3) = 1000a + 100b + 10c + d = abcd.

Tatad esam ieguvusi, ka abcd ir salikts skaitlis, kas ir pretruna ar doto. Lidz ar to vienadojumam nav veselu saknu.
b) N&, saknes nevar bt racionali skaitli. Pienemsim, ka saknes vienadojumam ir racionalas, tas ir, —% , —Z—Z un —%,
1 2 3

pie kam dalas ir nesaisinamas jeb p; un q; ir savstarpégji pirmskaitli. Parveidojam vienadojuma kreisas puses izteiksmi:

a
ax3+bx2+cx+d=a (x + ﬁ) (x + &) (x + p—3) = (q1x + p1)(q2x + p2)(q3x + P3).
q1 q: qs 419293

levietojot x = 10, ieglistam

a
(10q; + p1)(10q, + p2)(10q3 + p3) =
q19293
10000 + 100 (2422 4 22) 4 10 (2P DL Pe P2 D) D1 P2 s
91 42 (g3 91 92 491 43 Q2 Q3 q1 92 g3

= 1000a + 100b + 10c + d = abcd.

Reizinot abas puses ar q;q,q3 # 0, iegustam

419293 - abcd = a(10q; + p1)(10q; + p2)(10q3 + p3).

Pamatosim, ja vienadojuma ax3 + bx? + cx + d = 0 sakne irs (nesailsinama dala), tad a dalas ar g.
levietojam vienadojuma ax3 + bx? + cx + d = 0 ta saknix = Z un parveidojam iegito identitati:

3 2
a(£> +b(£> +c(£)+d =0
p q q
ap® + bp?q + cq’p +dq® =0
q(bp® + cqp + dq*) = —ap®.
Ta ka pédéjas vienadibas kreisa puse dalas ar g, tad ari labas puses izteiksmei jadalas ar q. Nemot véra, ka péc
pienémuma p un q ir savstarpéji pirmskaitli, secinam, ka a ir jadalas ar q.

Lidz ar to secinam, ka g; ir viencipara skaitlis, jo a ir cipars.
Analogi iegust, ka c dalas ar p;. Tas nozimé, ka 10q; + p; ir divciparu skaitlis.

Tatad vienadiba q,q,q3 - abcd = a(10q, + p;)(10q, + p,)(10q5 + p3) nevar pastavet, jo kreisaja puseé ir reizinatajs
abcd (Cetrciparu pirmskaitlis), bet labaja pusé a ir viencipara skaitlis un paréjie reizinataji — divciparu. Lidz ar to dota
vienadojuma saknes nav racionali skait|i.
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12.5. Kada valsti ir 2020 pilsétas, katra ar katru ir savienota ar celu, celi arpus pilsétam nekrustojas (izmantoti viadukti).
Biznesmenis ar celu parvaldi spélé $adu spéli: katru dienu biznesmenis privatizé vienu celu, bet celu parvalde nojauc
desmit neprivatizétus celus. Pieradit, ka biznesmenis var panakt, ka péc kada laika vinam pieder ciklisks celu marsruts
kas iet caur tieSi 70 pilsétam, katra iegrieZoties tiesi vienu reizi!

Atrisinajums. Vispirms biznesmenis sev var izveidot celu virkni no 67 celiem caur kadam pilsétam
A — A, — Az—...—Ag7 — Agg. To noteikti var izdarit, jo pat péc pédéja gajiena celu parvalde ir nojaukusi
tikai 67 - 10 = 670 celus, bet no katras pilsétas iziet 2019 celi. Nosauksim pilsétas A1, 4,, ..., Agg par zalam.
Nakamaja etapa biznesmenis var sev privatizét 40 ceus, kas iziet no pilsétas A; un iet uz pilsétam S;,S5,...,S40
(skat. 9. att.), kas nav zaJas. To noteikti var izdarit, jo no pilsétas A, iziet 2019 — 68 = 1951 cels uz pilsétam, kas nav
zalas, bet celu parvalde pat pédéja gajiena kopa ir nojaukusi tikai (67 + 40) - 10 = 1070 celus. Nosauksim pilsétas
S1,...,S40 par sarkanam.

Agz Ags

AN TN

D, D, Dy
9. att.

Nakamaja etapa biznesmenis var sev privatizét 40 celus, kas iziet no pilsétas Agg un iet uz pilsétam Dy, D, ..., Dyg, kas
nav ne zalas, ne sarkanas. To noteikti var izdarit, jo no pilsétas Agg iziet 2019 — 68 — 40 = 1911 celi uz pilsétam, kas
nav ne zalas, ne sarkanas, bet celu parvalde pat pédéja gajiena kopa ir nojaukusi tikai (67 + 40 + 40) - 10 = 1470
celus.

Uz doto bridi celu parvalde ir nojaukusi 1470 celus, bet 40 sarkanas ar 40 zalajam pilséetam kopa savieno
40 - 40 = 1600 celi, tatad vismaz 130 no tiem vél nav nojaukti. Pienemsim, ka nav nojaukts cel$, starp pilsétam §; un
D;. Tad pédéja gajiena biznesmenis var privatizét 3o celu un vin$ bls ieguvis ciklisku marrutu caur 70 pilsétam
(skat. 10. att.).

~ N
Si Az
D;
Ags _ Agy
10. att.
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