Latvijas 65. matematikas olimpiades 3. posma 2. kartas uzdevumi un atrisinajumi

1. Pieradit, ka dazadiem realiem skaitliem a, b un c sakariba a+b+c =0 ir speka tad un tikai tad, ja
a’®+b®+c®=3abc.

Atrisinajums

Otro sakaribu parrakstam forma a*® +b* +¢® —3abc = 0. Ievérojam, ka

(a-b)*+(a-c)* +(b—c)’

a®+b*+c®-3abc=(a+b+c)a’?—ab+b*—ac+c?—bc)=(a+b+c
( ) ) =( ) >

Lai pieraditu prasito, japierada nepiecieSamais un pietickamais nosacijums.
= Jaa+b+c=0,tad a®+b*®+c®—-3abc=0.
< Jaa®+b®+c®—3abc =0, tad ta ka a, b un ¢ visi ir atskirigi, otrais reizinatjs vienmér ir pozitivs,

lidzarto a+b+c=0.
. Uz trijstira ABC malam AC un BC uz aru ir konstruéti kvadrati ACA A, un BCB, B,. Pieradit, ka taisnes
AB, A,B, un AB, krustojas viena punkta!
Atrisinajums
Ta ka AC=AC, ZACB =/ACB+ /BCB,=/ACB+/ACA =</ACB, BC=BC, tad
AACB, = AACB péc pazimes m¢m (skat. Al. att.). Ievérojam, ka, AACB, pagriezot par 90°, tas sakrit
ar AACB. Tapec AB, LBA. Apzimgam AB, un BA krustpunktu ar P. Ta ka
ZAAA = ZAPA =90°, tad ap PAA,A var apvilkt rinka Iiniju. Tad ZAPA, = ZA,PA=45° ka
ievilktie lenki, kas balstas uz vienadam hordam. Lidzigi iegiist, ka «BPB, = ZB,PB, =45°. Tas
nozimé, ka punkti A,, P un B, atrodas uz vienas taisnes jeb taisnes AB, A,B, un AB, krustojas viena
punkta, kas arT bija japierada.

By
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AL att.

. Naturalus skaitlus X un y sauc par draudzigiem, ja Xy+1 ir naturala skaitla kvadrats. Piem&ram, skaitli
2 un 40 ir draudzigi. Pieradit: ja skaitli @ un b ir draudzigi, tad eksisté tads naturals skaitlis ¢, ka
vienlaikus a un c ir draudzigi, un ari b un c ir draudzigi.

Atrisinajums

Pec dota ab+1=k?.Ja c=2k+a+b, tad

e ac+l=2ka+a?+ab+1=2ka+a’+k?=(a+k)*;

e bc+1=2kb+b?+ab+1=2kb+b?+k?=(b+k)2.

Lidz ar to esam paradijusi, ka vértiba ¢ =2k +a+b atbilst uzdevuma nosacijumiem.
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4. Atrast visas funkcijas, kas defintas veseliem skaitliem un pienem veselas vértibas, tadas, ka
f (@) = f(-1) un visiem veseliem x un y izpildas

f(X)+ f(y)=f(x+2xy)+ f(y—2xy).

Atrisinajums
Der visas funkcijas forma f(m-2'") =k, , kur k. katram i >0 ir kads patvaligs vesels skaitlis un m ir
nepara.
levietosim x=1un y=n, tad

f@+ f(n)=f@+2n)+ f(-n). )]
levietojot Xx=n un y=-1, iegtst

f(n)+ f(-1)=f(-n)+ f(2n-1).

Salidzinot Sos vienadojumus, iegist, ka f(2n—-1) = f(2n+1), kas nozimég, ka
=D =1(RJ)=f-D=fQ=fQR)=f5)=...
Tatad funkcijas vertiba ir viena un ta pati visiem nepara skaitliem, citiem vardiem sakot,
f(2n+1) = f (1) visiem veseliem n.
Ievietojot vienadojuma (*) sakaribu f(2n+1) = f (1), iegist, ka f(n) = f(—n) visiem veseliem n.
Dotaja vienadiba ievietojot x =2k +1 un y = n unievérojot, ka X + 2Xy $aja gadijuma ir nepara skaitlis,
tatad f(x) un f(X+2xy) saisinas, iegist:
f(ny=f(n-2-2k+2)-n) = f(—(4k +2)-n) = f ((4k +1)-n).
Dotaja vienadiba ievietojot X =nun y = 2k +1 un ievérojot, ka y — 2Xy $aja gadijuma ir nepara skaitlis,
tatad f(y) un f(y—2xy) saisinas, iegust:
f(nN)=f(n+2-(2k+1)-n) = f((4k +3)-n).
Tatad f(n)= f(mn) jebkuram nepara skaitlim m.
Tas nozimé, ka funkcijas vértibas tiek viennozimigi noteiktas ar tas vértibam punktos 2', jo jebkuru
naturalu skaitli n var izteikt forma n=m-2', kur m — nepara skaitlis, tatad f(n)=f(m-2')= f(2").
Funkcijas vértibas punktos 2', var izvéleties patvaligi, t. i., f(2') =k;, kur k. ir patvaligs vesels skaitlis
visiem i>0. Funkcijas vértiba tad tiek definéta ar izteiksmi f(m-2') =k, visiem nepara m un i >0.
Paradisim, ka visas §adas funkcijas der. Pienemsim, ka X =u-2' un y=v-2' kur uun v ir nepara. Tad
f00 =k, T(y)=k,,
f(x+2xy) = f(u-2' +uv- 2" = f(2'(u+uv-2""™)) =k,
fly—2xy)=f(v-2! —uv-2"") = £ (2] (v—uv-2")) =k,
un dota vienadiba f(x)+ f(y) = f(x+2xy)+ f(y—2xy) izpildas.
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5. Parlamenta, kura ir n>2 deputati, darbojas k >0 komisijas. Katra komisija ir vismaz divi deputati,
neviena komisija neietilpst visi n deputati. Katrs deputats var darboties viena vai vairakas komisijas, var
arT nebit neviena komisija. Kadai lielakajai k vértibai deputatus noteikti iesp&jams nosédinat rinda ta,
ka nevienas komisijas deputati taja nes€z visi péc kartas?

Atrisinajums

Lielaka k vértibair k=n—2.

Pieradisim, ka lielaka Kk vértiba nav iesp&jama.

Apzimésim deputatus ar numuriem no 1 Iidz n, tad komisijas biis skaitlu no 1 1idz n apakSkopas.

Ja k =n-1, tad var izvéléties komisijas, pieméram, $adi: {1, 2}, {1,3}, ..., {Ln-1}, {L n}. Taka 1
noteikti atradisies rinda blakus kadam citam deputatam, tad ir komisija, kuras visi deputati séz péc kartas.
Pamatosim, ka vérttba k =n—2 apmierina uzdevuma nosacijumus. Pieradisim to ar matematisko
indukciju. Komisiju, kura ir tikai 2 deputati, sauksim par 2-komisiju.

Indukcijas baze. Ja n=2,tad k =0 un nevienas komisijas deputati neséz p&c kartas.

Induktiva pienemums. Pienemsim, ka n—1 deputatu var nosédinat rinda ta, ka nevienas no k=n—-3
komisijam visi locekli neséz p&c kartas.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka n deputatus var nosédinat rinda ta, ka nevienas no k =n—2 komisijam
visi locekli neséz péc kartas.

e Pienemsim, ka ir deputats A, kur§ nav neviena komisija. Tad atlikuSo n—1 deputatu var nosédinat
rinda péc induktiva pien€muma un deputatu A nosédinat rindas beigas (vai jebkura cita vieta).

e Pienemsim, ka ir deputats B, kurs ietilpst tikai viena komisija K. Tad, izslédzot deputatu B un
likvidéjot komisiju K, pargjo n-1 deputatu péc induktiva pienémuma var sasédinat ta, ka
nosactjums izpildas. Tad, ja kada gala nes€z neviens no komisijas K, deputatu B var sédinat taja
gala, pretgja gadijuma jebkur (jo tad komisijas K locekliem jau tapat kads séz pa vidu).

e Atliek gadijums, kad katrs deputats ietilpst vismaz divas komisijas. Saja gadijuma noteikti atradisies

deputats, kurs piedalas ne vairak ka viena 2-komisija — pretéja gadijuma, ja katrs no n deputatiem
piedalas vismaz divas 2-komisijas, tad kopgjais 2-komisiju skaits butu vismaz 2n:2=n, bet
kopgjais komisiju skaits ir n—2.
Izvélamies deputatu C, kur$ piedalas ne vairak ka viena 2-komisija. Apzimésim $o 2-komisiju ar
K., bet, ja tadas nav, tad par K, nemsim jebkuru komisiju, kura Sis deputats piedalas. Izslegsim C
no parlamenta un no visam komisijam, kur tas ietilpst, komisiju K, likvidésim. Tad p&c induktiva
pienémuma atlikuSo n—1 deputatu var nosédinat rinda ta, lai atlikuSo n—3 komisiju deputati taja
neséd&tu pec kartas. Tad deputatu C (analogi ka otraja gadijuma) var nosédinat ta, lai komisija K,
ar1 nes€detu pec kartas.
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