Latvijas 65. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi

9.1. Atrast visus tadus naturalus skaitlus n un m, kuriem - ar1 ir naturals skaitlis!
nt—
Atrisinajums
levérojam, ka n*-m*=(Mm-m)(n+m)(n*+m?). Ta ka n un m ir naturdli skaitli, tad
2015 5 o~ var but naturals skaitlis tikai tad, ja n>mzx>=1. Lidz ar to
(n—m)(n+m)(n° +m*)
1<n-m<n+m<n?+m?®. Tas nozZim¢, ka Nn—m, n+m un n*+m’ ir tris dazadi skaitla 2015
dalitaji. Sadalam skaitli 2015 pirmreizinatajos: 2015=5-13-31. Uzrakstam augos$a seciba visus
skaitla 2015 dalitajus: 1, 5, 13, 31, 65, 155, 403, 2015.
Novért§jam saucgja izteiksmi:
n*-m*>n*-(n-1)*=4n®*-6n% +4n-1=4n(n-1)%? + 2n* -1> 4(n-1)° 1.
Ta ki n*-m*<2015, tad ari 4(n—-1)°-1<2015. No kurienes iegiistam, ka
(n—1)% <504<512=83%, tatad n—1<8 jeb n<9. Lidz ar to esam ieguvusi, ka lielaka iespgjama n
vertiba ir 8§ un N+ mM<8+7 =15. Apskatam visus iesp&jamos gadijumus.
n—m n+m n m n’+m?

1 5 3 2 13 Der, jo 2015:(1-5-13) = 31.

1 13 7 6 85 Neder, jo nav 2015 dalitajs.

5 13 9 4 97 Neder, jo nav 2015 dalitajs.
Tatad vienigas iesp&jamas vertibas ir N=3 un m=2.
Piezime. Var iegiit ari vajaku summas N+m novértg§jumu. levérojam: ja n? +m? = 2015, tad
n—m=n+m=1, kas nav dazadi skavitli. Tatad n® +m? <403<441=21%. Lidz ar to ne n, ne m
nevar parsniegt 21, tatad N+ m<42. Saja gadijuma papildus japarbauda vél art tas vertibas, kuram
n+m=31.

9.2. Pieradit, ka, izmantojot

a) visas septinas dotas figiiras (skat 1. att.), katru tieSi vienu reizi, nav iesp&jams salikt taisnstiri;
b) seSas no dotajam figiiram, katru tiesi vienu reizi, var salikt taisnstiri.
Visas figliras sastav no vienadiem kvadratiem. Figtiras drikst pagriezt, bet nedrikst apmest otradi.
TaisnstiirT nedrikst buit caurumi, un figiiras nedrikst parklaties.

—III_III—| || |
1. att.

Atrisinajums

a) Visas septinas dotas figiiras kopa satur 28 riitinas, tatad taisnstiira laukumam arf jabat 28 ratinam.
Vienigie iesp&jamie taisnstlira izméri ir 1x 28 (neder), 2x14, 4x7 . Izkrasojot taisnstiirus ka Saha
galdinu, katra no tiem melno un balto ritinu skaits ir vienads. Ja visas dotas figiiras izkrasotu ka Saha
galdinu, tad tas visas, iznemot treSo, saturétu tiesi divas katras krasas riitinas. Tresa figlira saturétu
tris vienas krasas un vienu otras krasas riitinu (skat. Al. att.). Tatad, saskaitot balto un melno riitinu
skaitu pa visam septinam figtiram, iegiitu, ka vienas krasas riitinu ir par divam vairak neka otras krasas
rutinu. L1dz ar to, izmantojot visas septinas dotas figliras, taisnstiiri izveidot nav iesp&jams.

58
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9.3.

b) Ja neizmanto treso figliru, tad taisnstiri ir iesp&jams izveidot (skat., piem&ram, A2. att.).

A2. att.

Aija izvélas naturalu skaitli n <100 un veido skaitlu virkni, kur katru nakamo virknes locekli iegiist
péc $ada likuma:

e ja 2n <100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n;

e ja 2n>100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n—100.

Ja virkné vél kadreiz paradas skaitlis n, tad skaitli n sauksim par patikamu. Cik pavisam ir patikamu
skaitlu, kas neparsniedz 100?

Pieméram, skaitlis 40 ir patikams, jo 40; 80; 60; 20; 40; ..., bet 25 — nav, jo 25; 50; 100; 100; ...
(talak virkn@ nav skaitlu, kas atskirigi no 100).

Atrisinajums

1. risinajums. Ir 25 skaitli, kas neparsniedz 100 un dalas ar 4. Paradisim, ka visi Sie skaitli ir patikami.
Katrs no tiem pieder vienam no trim cikliem:

100—100;

20—40—80—60—20;
4—8—16—32—64—28—56—12—24—48—96—92—84—68—>36—72—44—88—T76—52—4.
Pieradisim, ka tie skaitli, kas nedalas ar 4, nevar biit patikami. Skirojam divus gadfjums.

e Nepara skaitli nevar bt patikami, jo visi nakamie virknes locekli bus tikai para skaitli un, tatad,
sakotng&ja n vertiba taja atkartoti paradities nevar.

e Para skaitli, kas nedalas ar 4, var pierakstit forma n=4k +2. Saja gadijuma otrais virknes
loceklis bts vai nu 2-(4k+2)=4-(2k+1), vai 2-(4k+2)-100=4-(2k —24). Abos
gadijumos virknes otrais loceklis dalas ar 4 un tas ir uzrakstams forma 4m. Visi nakamie virknes
locekli art dalisies ar 4, jo vai nu 2-4m=8m, vai 2-4m—-100=4-(2m—25) . Lidz ar to virkné
nevar atkartoti paradities skaitlis, kas nedalas ar 4, un skaitlis n=4k + 2 nav patikams.

Tatad pavisam ir 25 patikami skaitli.

2. risinajums. Ir 25 skaitli, kas neparsniedz 100 un dalas ar 4. Paradisim, ka visi Sie skaitli ir

patikami. Ja skaitlis x dalas ar 4, tad gan 2x, gan 2x—100 ari dalisies ar 4. Aplikosim virkni, sakot

ar patvaligu skaitli X, kas dalas ar 4: X;, X,, X3, ... Ta ka ir tikai 25 skaitli, kas taja var paradities,

tad skaidrs, ka kada bridi virknes locekli saks atkartoties. Aplikosim pirmo skaitli virkné, kas

atkartojas, tas ir, tadu X, , ka visi iepriek$gjie Xy, X,, ..., X; ir dazadi, bet X;,; ir vienads ar kadu no

tiem. Pieradisim, ka X;,; = X;, ar to ari bls pieradits, ka skaitlis X, ir patikams. Pienemsim pretgjo,
ka X;,; = X,,; unapliikosim, kadi var€ja biit ieprieksgjie skaitli X; un X, . Taka tiem jabut dazadiem,

tad skaidrs, ka x;,; un X, tika iegti ar dazadam darbibam, tas ir, X;,; =2X; un X,,; = 2x, —100

(vai otradi), kas nozimg, ka 2X; =2x, —100 jeb X, —X; =50 un ta ir pretruna, jo gan X;, gan X,
dalas ar 4, bet 50 nedalas ar 4.

Vel japierada, ka pargjie skaitli nav patikami. Skaidrs, ka nepara skaitli nav patikami, jo, ja X ir nepara
skaitlis, tad gan 2x, gan 2x—100 ir para skaitli un talak virkn€ visi skaitli biis para.

Ja skaitlis x dalas ar 2, bet nedalas ar 4, tad x nav patikams, jo, gan 2X, gan 2x—100 dalas ar 4 un
talak virkné visi skaitli dalisies ar 4.
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9.4. Trijsturi ABC novilkta bisektrise BL (L atrodas uz malas AC), ta krusto taisni, kas no A vilkta paraléli
BC, punkta K. Zinams, ka LK = AB. Pieradit, ka AB > BC'!
Atrisinajums
Ta ka ZLBC = ZLBA péc bisektrises definicijas un /LBC = Z/AKB ka ieksgjie skerslenki pie
paralélam taisném BC un AK, tad ZLBA = ZAKB un trijstiiris AKB ir vienadsanu, pie kam AB = AK
(skat. A3. att.). Ar trijstaris AKL ir vienadsanu, jo péc dota un iepriek$ ieguta LK = AB = AK..
Vienadsanu trijstiirim lenki pie pamata ir vienadi, tapeéc LALK = ZLAK..
Taka /ALK = ZBLC ka krustlenki un /L AK = Z/ACB ka ieksgjie Skerslenki pie paralélam taisném
BC un AK, tad /BLC = ZBCL un trijstaris LBC ir vienadsanu, pie kam BL = BC ..
No trijstiira nevienadibas AB + AK > BK = BL + LK =BC + AK un no ta seko, ka AB > BC.
B A
A3. att.
9.5. Kada ir izteiksmes a®° +a* + i1 mazaka iesp&jama vertiba, ja a ir reals skaitlis?
a +
Atrisinajums
1. risinajums. Dotas izteiksmes mazaka iesp&jama veértiba ir 1, to ieglist, ja @ =0. Pamatosim, ka
mazaku vertibu nevar iegut.
. : D C 1 *ra‘+1 8
Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi: a” +a* +——=2a" + at# =a” + ? +1.
a’"+1 a’"+1 a"+1
Pirmie divi saskaitamie ir nenegativi, tatad §1s izteiksmes vértiba ir vismaz 1.
2. risinajums. Dotas izteiksmes mazaka iesp&jama vertiba ir 1, to iegiist, ja a=0. Pamatosim, ka
mazaku vertibu nevar iegut.
Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi: a” +a* + il a® -1+@" +1)+ Z
a + a
No sakaribas starp vidgjo aritmétisko un vid€jo geometrisko izriet, ka
1
a*+1)+ 22-\/a4+1- =2.
( ) a*+1 ( ) a*+1
Ta ka a* >0, tad iegistam a® +a’+— . >0-1+2=1. Tatad dotas izteiksmes vértiba ir
a +
vismaz 1.
10.1. Kvadratvienadojuma

N 2 [
1++/5)x - (1+\/§)x+4/3wg 0

saknes ir skaitli a un b. Pieradit, ka izteiksmes a*b+ab” +3a*b? +3a°b* vértiba ir vesels skaitlis!

Atrisinajums
a+b=4g— . (1++5)
3+4/5
7 1

No Vjeta teorémas izriet, ka
ab = 4/— —
3++/5 1+45
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Parveidojam doto izteiksmi:
a’b+ab* +3a’b® +3a’b® =ab(a® +b® +3a’b +3ab®) =ab(a+b)°® =

3
=4 ! . 1 . I . 3:L. 2 _
_V3+\/§ 1++/5 4(3+\/§J (1+\/§) 3++/5 (1+\/§)

_7-(@+2J/5+5) _7-2:3++5) _
3+\/§ 3+\/§

Ta ka skaitlis 14 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.

14.

10.2. Pieradit, ka katram naturalam n izteiksme 3n° +5n* —8n dalas ar 10.
Atrisinajums
1. risinajums. [zmantosim matematiskas indukcijas principu.
Indukcijas baze. Ja n=1, tad 3+5-8=0 dalas ar 10.

Induktiva pienémums. Pienemsim, ja n =k , tad3k> +5k* —8k dalas ar 10.
Induktiva pareja. Pieradisim, ja n =k +1, tad 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas ar 10.
Ekvivalenti parveidojam izteiksmi 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) :

3(k® +5k* +10k> +10k? +5k +1) +5(k* + 4k® + 6k + 4k +1) —8(k +1) =

=3k +20k* +50k® +60k* + 27k =3k +5k* —8k +15k* +50k® + 60k * +35k =

=3k® +5k* —8k +5k - (3k® +10k? +12k +7) .

Saskaitamais 3k +5k* —8k dalas ar 10 p&c induktiva pienémuma.

Saskaitamais 5k - (3k® +10k? +12k +7) dalas ar 5, jo satur reizinataju 5, un dalas ar 2, jo

e jakir para skaitlis, tad reizinatajs k dalas ar 2;

e jakir nepara skaitlis, tad reizinatajs 3k® +10k? +12k +7 ir para skaitlis un tas dalas ar 2.

Ta ka izteiksme 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas gan ar 2, gan ar 5, tad ta dalas arT ar 10 un lidz
ar to esam pieradijusi, ka 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas ar 10.
No matematiskas indukcijas principa izriet, ka katram naturalam n izteiksme 3n° +5n* —8n dalas ar
10, kas ari bija japierada.

2. risinajums. Parveidojam doto izteiksmi:

3n°+5n* —8n=n(3n* -3n*+8n*-8) =n 3n*(n-1)+8 (n* -1)) =

=nBn®(n-1)+8(n-1)(n* +n+1)) =n (n—1) (3n® +8(n* +n+1))

Viens no reizinatajiem n vai n—1 ir para skaitlis, tapéc noteikti dota izteiksme dalas ar 2. V&l
japierada, ka dota izteiksme dalas ar 5.

Skaitli n dalot ar 5, iesp&jamas piecas dazadas atlikumu vértibas: 0, 1, 2, 3, 4. Apskatam visus
gadijumus:

e n=>5k, tad reizinatajs n dalas ar 5;

e n=>5k+1, tad reizinatajs n—1 dalas ar 5;

e n=5k+2 jeb n=2(mod5), tad

3n®+8-(N®+n+1)=3-8+8-(4+2+1) =4+1=0(mod5);
e n=5k+3jeb n=3(mod5), tad
3n®+8-(N?+n+1)=3.27+8-(9+3+1) =1+4=0(mod5);
e n=5k+4 jeb n=4(modb), tad
3n®+8-(N*+n+1)=3.64+8-(16+4+1)=2+3=0(mod5).
Esam ieguvusi, ka visos gadijumos dota izteiksme dalas gan ar 2, gan ar 5, tatad ta dalas ar 10.
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10.3. Pozitiviem skaitliem a, b, ¢, d, e, f ir speka sakaribas a> +b* =c® un d® +e®* = f?. Pieradit, ka
(a+d)*+(b+e)* <(c+ f)>.
Atrisinajums
1. risinajums. Ta ka visi dotie skaitli ir pozitivi, varam tos uztvert ka nogriezZnu garumus.
Apskatam taisnlenka trijstiri KLM ar kateSu garumiem KL =a+d un KM =e+b (skat. A4. att.).
Novelkam nogrieznus NO || KM un OP || KL ta, ka KN =OP =a un KP =NO =e. No dotajam

sakaribam un Pitagora teorémas trijstiros OPM un LNO, iegiistam, ka OM =c un LO = f .

L "

d /

i O
\ .

a

K ¢ Pb M

A4, att.
Aprékinam trijstira KLM hipoteniizas garumu: LM = \/ (a+d)*+(b+e)® . No trijstiira

nevienadibas trijsturt LMO izriet, ka \/ (a+d)? +(b+e)® <c+ f.Taka abas nevienadibas puses ir
pozitivas, tad, kapinot kvadrata, iegiist (a+d)> + (b+e)* < (c+ f)?, kas ari bija japierada.
2. risinajums. Aplukojam vektorus X = (a;b) un y =(d; e), tad
|>?|:\/m=\/c—2:c un |)7|:\/W:\/?: f;
X+y=(a+d;b+e) un|X+Y|=+/(a+d)?+(b+e)?.

Tad izteiksmi (a+d)* +(b+e)® < (c+ f)? var parrakstit | X+ y|°< (| X|+|¥|)?, kas ir patiesa, jo
jebkuriem diviem vektoriem | X+ y [<| X |+ Y |.

10.4. Pieradit, ka regularam desmitstirim A A,..A, ir speka sakariba A A, +R=AA,, kur R ir tam
apvilktas rinka Iinijas radiuss!
Atrisinajums
1. risinajums. Regularam desmitstarim A A,...A, apvilktas rinka linijas centru apzim&sim ar O
(skat. AS5. att). Regulara desmitstira katra mala savelk 360°:10=36° lielu loku. Tad
1

ZAAA, :%u AAA, =72° un ZAAA, :EU A,A,A, =36° ka ievilktie lepki un
ZA0A, =UAAA, =T72° ka  centra lenkis. No AAAB iegilistam, ka
ZABA, =180°-36°-72°=72°.

Ievérojam, ka ZOBA, = ZA BA, =72° ka krustlenki. Tatad AA/A,B un AOA,B ir vienadsanu, jo
lenki pie pamata ir vienadi, Ilidz ar to AA, =AB un BA, =0A,=R. Tad
AA, +R=AB+BA, =AA,, kas ar bija japierada.

2. risinajums. Regularam desmitstirim A/A,...A, apvilktas rinka linijas centru apzimésim ar O
(skat. AG. att.). Regulara desmitstlira visas malas savelk vienada lieluma lokus. Diagonales A/A,,
A;A, un A, A ir sava starpa paralélas, jo starp paraleélam hordam ir vienadi loki. Lidzigi paralélas
ir arT diagonales A, A;, A/A, un AsAy, pie kam AjA, = A A,, jo vienadus lokus savelk vienadas
hordas.

Nogriezni AjAy un A;A,, ir diametri. Nogrieznu A/A, un AjA, krustpunktu apzimgjam ar X.
Cetrstiiri A/A,A;X un Ao XA,O ir paralelogrami, jo to pretéjas malas ir pa pariem paralélas. Tatad
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A A, = XA, un OA, = XA, =R.

japierada.

Ay

Al/ﬁ

A3

Al[) 14

10.5. a) Pieradit, ka, izmantojot visas piecas dotas figtras (skat. 2. att.), katru tieSi vienu

Ag
ADb. att.

Aq

iesp&jams salikt taisnstiiri!

b) Vai, izmantojot Cetras no dotajam figtiram, katru tiesi vienu reizi, var salikt taisnstiri?

Tatad AA, +OA, = A;A, jeb A/A, +R=AA,, kas arT bija

reizi, nav

Visas figliras sastav no vienadiem kvadratiem. Figtras drikst pagriezt vai apmest otradi. TaisnstarT
nedrikst biit caurumi, un figiiras nedrikst parklaties.

Atrisinajums

[T [ 1

| ]| | |

2. att.

a) Visas piecas dotas figiliras kopa satur 20 riitinas, tatad taisnstiira laukumam arf jabtt 20 ratinam.
Vienigie iesp&jamie taisnstiira izmeri ir 1x20 (neder), 2x10, 4x5. Izkrasojot taisnstiirus ka Saha
galdinu, katra no tiem melno un balto riitinu skaits ir vienads. Ja visas dotas figiiras izkrasotu ka Saha
galdinu, tad tas visas, iznemot treSo, saturétu tiesi divas katras krasas rutinas. Tresa figiira saturétu
tris vienas krasas un vienu otras krasas ratinu (skat. A7. att.). Tatad, saskaitot balto un melno riitinu
skaitu pa visam piecam figliram, iegiitu, ka vienas krasas riitinu ir par divam vairak ka otras krasas

rutinu. L1dz ar to, izmantojot visas piecas dotas figiiras, taisnstiri izveidot nav iesp&jams.

Y.

AT7. att.

b) Cetras no dotajam figiiram kopa satur 16 riitinas, tatad taisnstiira laukumam arf jabat 16 ratinam.
Vienigie iesp&jamie taisnstiira izméri ir 1x16 (neder), 2x8, 4x 4 . Spriezot lidzigi ka a) gadijuma,

secinam, ka nevar izmantot A7. att. redzamo figliru. Apskatisim atlikusas Cetras figiiras.

Izkrasosim taisnstiirus joslas (skat. A8. att.).

Ew

A8. att.

Ievérojam, ka katra taisnstiirmt melno un balto riitinu skaits ir vienads. Ja ar1 figiiras izkrasotu joslas,
tad tas visas, iznemot otro, satur€tu tiesi divas katras krasas ritinas. Otra figlira saturtu trTs vienas
krasas un vienu otras krasas ratinu (skat. A9. att.). Tatad, saskaitot balto un melno ratinu skaitu pa
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visam Cetram figlram, iegltu, ka vienas krasas rutinu ir par divam vairak ka otras krasas ritinu. Lidz
ar to, izmantojot ¢etras no dotajam figiiram, taisnstiiri izveidot nav iesp&jams.

s e

A9. att.

11.1.

11.2.

Kvadratvienadojuma
@+~/5)x2 —47-@+5)?x+47 =0
saknes ir skaitli a un b. Pieradit, ka izteiksmes a*b +ab* +3a’b® +3a’b® +16a’h® +16a’b* vértiba
ir vesels skaitlis!
Atrisinajums
No Vjeta teorémas izriet, ka

a+b=47-@1++5)
7

ab=
1+\/§

Parveidojam doto izteiksmi:
a’b+ab* +3a’b® +3a°b® +16a’b® +16a°b* = ab(a® + b® + 3a’b + 3ab® +16a°b* +16a°b®) =

=ab((a+b)°® +16a2b2(a+b))=£,[4\/?_(1+\/§)3 +16. 4\/?-4\/7.(1+\/§)J=

1++/5 (1++/5)?
:7-(1+\/§)2+%:7-((6+2\/§)+

36+24J5420416 ., 6+2V5 _

6+2\/§ '6+2\/§_

Ta ka skaitlis 84 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.

16 J_
6+ 245

=7 84.

Vai uz ritinu lapas var uzzimét 1612-stari, kura laukums ir 2015 riitinas un kura malas iet pa riitinu
Itnijam?

Atrisinajums

Ja, $adu daudzstiri var uzzimét (skat., pieméram, A10. att.).

f | | :4[]3

E

Al0. att. All. att.
Figiiras biivésanai izmantoti 403 taisnstari ar izm&riem 1x5 rutinas. Tatad iegtta daudzsttra laukums
ir 5-403= 2015 ratinas. Ta ka katrs taisnstiris satur tiesi Cetras iegtita daudzstira malas, tad uzziméts
ir 4-403=1612-staris.

Piezime. Daudzsturi var uzzimét ari, pieméram, ka Al1l. att.

11.3. Piratam Dzonam Silveram kajit€ ir 38 papagaili un 39 papagailu kratini. Katram papagailim ir savs

kratin$ un veél viens kratin$ stav tukss. Kadu dienu vétras laika tie visi izmuka, tika nokerti un uz atru
roku salikti atpakal kratinos (katra kratina ne vairak ka viens), bet ne obligati savos. Viena gajiena
Dzons Silvers var panemt vienu papagaili un parlikt uz to kratinu, kur§ dotaja bridi ir tukSs. Kads ir
mazakais gajienu skaits, ar kuru vinam noteikti pietiek, lai panaktu, ka visi papagaili atrodas savos
sakotngjos kratinos?
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Atrisinajums

Apzimesim papagailus ar numuriem no 1 11dz 38 un kratinus ar numuriem no 1 lidz 39 ta, ka sakotng;ji
papagaila numurs sakrit ar kratina numuru. VienkarSibas del tuksaja vieta sakuma ieliksim iedomatu
papagaili ar numuru 39. Nemsim patvaligu papagaili a,, kas neatrodas sava kratina, pienemsim, ka
tas atrodas kratina a,. Tad a, arT neatrodas sava vieta un atrodas kada vieta a,, utt, [idz papagailis
a, atrodas vieta a, (2<n<39). Tada veida visi papagaili sadalas ciklos. Ja cikla ir n papagaili, tad
§1 cikla sakartoSanai nepiecieSams tiesi

a) n—1 gajiens, ja taja ietilpst tukSais kratins. Tad tur ir n—1 papagailis un ar katru gajienu ne
vairak ka vienu var ielikt sava kratina, tatad mazak gajienu nevar biit. Ar n—1 gajienu pietiek,
jo vienmér bis kads papagailis, kuru ielikt sava vieta;

b) n+1 gajiens, ja taja neietilpst tuksais kratins. Ar pirmo gajienu nevienu papagaili nevar ielikt
sava vieta un ar katru nakamo gajienu ne vairak ka vienu papagaili var ielikt sava vieta, tapec
mazak biit nevar. Pirmaja gajiena jebkuru papagaili parcel uz tukSo kratinu, atlikuSos n—-1
sakarto ka a) gadijuma ar n—1 gajienu un pedgeja gajiena iece] sava vieta to, kuru parcéla pirmo.

Tatad kopgjais nepiecieSamais gajienu skaits ir

e papagailu skaits + ciklu skaits, ja neviena cikla neietilpst tukSais kratin$

e papagailu skaits + ciklu skaits — 1, ja kada cikla ietilpst tuksais kratins.
Redzams, ka maksimalais gajienu skaits biis nepiecieSams tad, kad ciklu skaits ir maksimalais un
neviena cikla neietilpst tuksais kratins. Minimalais papagailu skaits cikla ir 2, tap&c maksimalais ciklu
skaits ir 38:2 =19, tatad maksimalais gajienu skaits, kads var but nepiecieSsams, ir 38+19=57
gajieni. Redzam: ja papagailus samaina vietam pa pariem, tad tiesi tik daudz gajieni ar1 ir vajadzigi.

11.4. Naturali skaitli @, b un ¢ ir savstarpgji pirmskaitli un visi ir lielaki neka 50. Zinams, ka a+b dalas

arcun b+c dalas ar a. Atrast mazako iesp&amo b vértibu!
Atrisinajums
Mazaka iesp€&jama b vertiba ir 2549. Pieradisim, ka mazaku b vértibu nav iesp&jams atrast.

Skaitlis a+b+c dalas gan ar a gan ar c, tatad a+b + cdalas ar ac (jo tie ir savstarpgji pirmskaitli).
Tatad a+b+c>ac jeb b>ac-a-c=ac-a-c+1-1=(a-1)(c—-1)-1. Lidz ar to mazaka b
vertiba ir gadijuma, ja a =51 un ¢ =52 (vai otradi), t. i., b=50-51-1=2549. Skaitli 51, 2549, 52
apmierina dotos nosacijumus.

11.5. Pieradit, ka regularam Cetrpadsmitstirim A A,...A, ir speka sakariba A /A, + A A, = AA, + R, kur
R ir tam apvilktas rinka linijas radiuss!
Atrisinajums
1. risinajums. Regularam cetrpadsmitstirim A A,...A, apvilktas rinka linijas centru apzimésim

ar O (skat. Al12. att.). Regulara Cetrpadsmitstira katras malas savilkto loku apzim&am ar
a =360°:14.

Tad ZAAA, = ZAAA = ZAAA =a un ZAAA = ZA A A, =3 ka ievilktie lenki un
ZAOA, =3 ka centra lenkis.

levérojam, ka 180°=7a. No AAA,B iegistam, ka LABA, =7a—-a—3a =3a, lidzigi no
AAA,C  degust ZA,CA,=3a un no AAOD iegist ZADO=3c. Ilevérojam, ka
ZADO = /ZA,DC =3a un ZA,CA, = ZDCA; =3 ka krustlenki. Tatad AAA,B, AAAC,
AOAD un AACD ir vienadsanu, jo lenki pie pamata ir vienadi. Lidz ar to
AB=AA, =AA, =AC un AO=AD=R,un A, D=A.C.

Tad AA +AA =AB+AD+DA, =AC+R+CA, =AA +R=AA,+R, kas ari bija

japierada.
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Ay As

A An

Al2. att. Al3. att.
2. risinajums. Regularam Cetrpadsmitstirim A A,...A, apvilktas rinka Iinijas centru apzimesim ar
O (skat. A13. att.). Regulara Cetrpadsmitstiira visas malas savelk vienada lieluma lokus. Diagonales
AA,, AA,, AjA; un AgA, ir sava starpa paral€las, jo starp paralelam hordam ir vienadi loki.

Lidzigi paralélas ir arT diagonales A,A;, AA,, AsA, un AjA;;, pie kam AjA, = A/A, un
A A5 = A;A,, jo vienadus lokus savelk vienadas hordas.

Nogriezni AsA;, un AgAj; ir diametri. Nogrieznu Aj/A, un A;A;, krustpunktu apzimésim ar Y.
Cetrstiiris XA, YA, ir paralelograms, jo ta pret€jas malas ir pa pariem paralélas. Tatad AA, = XA,
Un XAy, = AgAy — AR, = AA —AA,. V

Nogrieznu A,A;; un AqA,, krustpunktu apzimésim ar X. Cetrstiiris A;A, A; X 1r paralelograms, jo ta
pretéjas malas ir pa pariem paral€las. Tatad AY =A,X un
YA;3 = AjAis = XAy = AAs - AA + A A,

Cetrstiiris A;YA;O ari ir paralelograms un OA; = YA, =R. Tatad AA;—AA, +AA =R jeb
AA, + A A, = AA, + R, kas ari bija japierada.

. c0S3X 1 . _. Sin3x
12.1. Zinams, ka = ——. Aprekinat — vertibu!
cosx 2015 sinx
Atrisinajums
1. risinajums. Aplikosim starpibu
sin3x cos3x _ sin3xcosx—cos3xsinx _ sin(3x—x)  sin2x  2sinX-COSX _ 9
Sinx  COoSX Sinx-cosx Sinx-cosx sinXx-cosx  SinX-cosx '
sin3x 1 4031
Tatad =2 =

+ = :
sinx 2015 2015
2. risinajums. Parveidojam doto sakaribu:

COS3X _ COS(2X+X) _ COS2XCOSX—SiN2XSinX  COS2XCOSX — 2sin® XCOSX
COSX COSX COSX COSX

=C0S2Xx —2sin’ x=1—2sin? x —2sin* x =1—-4sin’ x = L
2015
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12.2.

12.3.

2014

Izsakot, iegiistam 4sin® x = ——— . Aprekinasim > .r13x vertibu:
2015 sinx
Sin3x _ sin(2x+X) _ sin2XCOSX+C0S2Xxsinx 2sinXcos’® X + C0s2Xsin x B
sinx sinx sinx sinx
=2¢0s° X+ 052X = 2(1—sin® X) + (1—2sin”* X) =3—4sin’ x _3_2014_ 4031
2015 2015

Paralelograma ABCD ickSpusé atziméts punkts P ta, ka ~PAB=_/PCB. Pieradit, ka
/PBC = /PDC!
Atrisinajums
Apzimgjam /PAB = /PCB =« . No virsotnes D velk nogriezni DQ, kas paraléls AP, bet no C —
nogriezni CQ, kas paraléls BP (skat. A14. att.). Trijstari ABP un DCQ ir vienadi péc pazimes ¢/m/
un to attiecigie elementi ir vienadi, t. i., PB=QC un ZPAB=/QDC =«. Tad PBCQ ir
paralelograms, jo PB =QC un PB| QC . Lidzarto ZCPQ = ZPCB = « ka ieksgjie skérslenki pie
paralélam taisneém PQ un BC. Ap cetrstiiri DPCQ var apvilkt rinka Iiniju, jo vienadi lenki ZCPQ un
ZCDQ balstas uz CQ. Tatad ZPDC = ZPQC, jo abi ir ievilkti lenki, kas balstas uz hordas PC.
Paralelograma PBCQ pretgjie lenki ir vienadi: Z/PBC = ZPQC . Tatad ~PBC = /PDC .

A B

? \/C
Q
Al4. att.

Pieradit, ka jebkuram naturalam nepara skaitlim n izteiksme 2269" +2151" +1389" —1779" dalas
ar 2015.

Atrisinajums

1. risinajums. Ievérojam, ka 2015=5-13-31. Ta ka visi pirmreizinataji ir dazadi, nepiecieSams
pieradit, ka dota izteiksme vienlaikus dalas gan ar 5, gan ar 13, gan 31.

Izmantosim teorému: ja veseli skaitli A un B, dalot ar n, dod attiecigi atlikumus a un b, tad dalot ar n
skaitlus A+B, A—B, A-B rodas tadi pasi atlikumi, kadus dod a+b, a—b, a-b dalot ar n.
Apskatam dotas izteiksmes dalamibu ar katru pirmreizinataju.

e Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269" +2151" +1389" —1779" dalot ar 5, ir 4" +1" +4" —4"
jeb 4" +1. Taka n ir nepara skaitlis, tad 4" +1=4"*" +1=4.16" +1. No ta, ka 16, dalot ar 5 dod
atlikumu 1, iegiist, ka 4-16* +1 dalot ar 5, dod atlikumu 4-1“ +1=5 jeb dalas ar 5. Tatad ari
izteiksme 2269 +2151" +1389" —1779" dalas ar 5.

o Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269" +2151" +1389" —1779" dalotar 13,ir 7" +6" +11" —11"
jeb 7" +6" =77 + 6% =7.49% +6-36“. No ta, ka 49 un 36, dalot ar 13, abi dod atlikumu 10,
iegiist, ka 7-49* +6-36“, dalot ar 13, dod atlikumu 7-10% +6-10 =13-10“ jeb dalas ar 13.
Tatad arf izteiksme 2269" +2151" +1389" —1779" dalas ar 13.

e Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269"+2151" +1389" -1779" dalot ar 31, ir
6" +12" +25" —12" jeb 6" +25" = 6" + 25" = 636" +25-625" . No ta, ka 36 un 625, dalot
ar 31, abi dod atlikumu 5, iegiist, ka 6-36 +25.625%, dalot ar 31, dod atlikumu

6-5 +25-5 =31-5% jeb dalas ar 31. Tatad ari izteiksme 2269 +2151" +1389" —1779" dalas
ar 31.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dota izteiksme vienlaikus dalas ar 5, 13 un 31, tatad ta dalas ar 2015.
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2. risinajums. levérojam, ka 2015=5-13-31. Ta ka visi pirmreizinataji ir dazadi, nepiecieSams
pieradit, ka dota izteiksme vienlaikus dalas gan ar 5, gan ar 13, gan 31.
Apskatam dotas izteiksmes dalamibu ar katru pirmreizinataju:

0 2269" +2151" +1389" —1779" =4" 41" +4" —4" =4" +1" = (-1)**? +1=-1+1=0(mod5);
e 2269" +2151" +1389" —1779" =7" +6" +11" -11" =7" + 6" = (-6)**? + 6% =0 (mod 13);
e 2269" +2151" +1389" —1779" =6" +12" + 25" —12" =6" + 25" = 621 + (—6)%**1 = 0 (mod 31)

Lidz ar to esam pieradijusi, ka dota izteiksme vienlaikus dalas ar 5, 13 un 31, tatad ta dalas ar 2015.

12.4. Katrs no skaitlu ass punktiem ar veselu koordinatu ir nokrasots vai nu balta, vai melna krasa. Nekadi
divi balti punkti neatrodas viens no otra attaluma 1 un nekadi divi melni punkti neatrodas viens no
otra attaluma d. Noteikt, kadam naturalam d v&rtibam §ads krasojums ir iesp&jams!

Atrisinajums
Sads krasojums iespgjams tikai tad, ja d — nepara skaitlis. Tad der krasojums, kur punkti nokrasoti
pamiSus balta un melna krasa (skat. A15. att.).

—0 L L O L O *—

Al5. att.
Skaidrs, ka divi baltie punkti nevar atrasties blakus. Ja divi melnie punkti atrodas blakus (pieméram,
pozicijas 1 un 2), tad d vienibas talak (pozicijas d +1 un d +2) atrodas divi baltie punkti, kas nav
iesp&jams péc uzdevuma nosacijumiem. Tatad punktiem jabit izkrasotiem pamiSus. Redzams, ka
pamisus izvietojot punktus, uzdevuma nosacijumi tiek apmierinati, ja d ir nepara skaitlis, bet, ja d ir
para skaitlis, tad ne.

12.5. Votivapu valoda visi vardi sastav tikai no diviem burtiem a un b. Jebkuru vardu var iegiit no varda
“a”, atkartoti lietojot Sadus tris likumus:
1) pierakstot vardam gala burtu b;
2) pierakstot vardam gala sevi pasu;
3) aizstajot varda tris péc kartas esosus burtus a ar vienu burtu b.
4)
Vai votivapu valoda ir vardi a) abbababab; b) baabaabaa?
Atrisinajums
a) Vardu “abbababab” var iegat $adi:
2) 2) 2) 2) 3) 3)
a—aa—aaaa—aaaaaaaa—>aaaaaaaaa@aaaaa— abaaaaaaaaaaa—

3) 3) 3) 1
—abbaaaaaama— abbabaaaaa— abbababa— abbababak

b) Vardu “baabaabaa” nevar iegiit. Burtu a aizstajam ar ciparu 1, bet burtu b — ar ciparu 3. Tad visi
vardi votivapu valoda tiek aizstati ar naturaliem skaitliem, kuru pieraksta izmantoti tikai cipari 1
un 3.
Ieverojam, ka sakotn€jais vards “@” jeb skaitlis 1 nedalas ar 3.
Pieradisim, ja kads skaitlis nedalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar uzdevuma dotajam
darbibam, ar1 nedalas ar 3:
1) ja skaitlis nedalas ar 3, tad, pierakstot tam gala 3, arT iegutais skaitlis nedalas ar 3, jo ciparu
summas atlikums, dalot ar 3, nemainas;
2) ja skaitla ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad iegtita skaitla ciparu summa, dalot ar
3, dod atlikumu 2; ja skaitla ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tad iegiita skaitla ciparu
summa, dalot ar 3, dod atlikumu 1; abos gadijumos iegiitais skaitlis nedalas ar 3;
3) skaitla ciparu summa nemainas, aizstajot 111 ar 3, tatad iegttais skaitlis nedalas ar 3.
Aizstajot varda “baabaabaa” burtus ar cipariem, iegtst skaitli 311311311, kas dalas ar 3, jo ta ciparu
summa ir 15. Tatad, vairakkart izmantojot dotos likumus, $o vardu nav iesp&jams iegit.
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