Latvijas 67. matematikas olimpiades 3. posma 2. kartas uzdevumi un
atrisinajumi

1. Funkcijai f: Z — R, kas definéta veseliem skaitliem un pienem realas vértibas, izpildas Sadas ipasibas:
a) f(0) #0,
b) f(=1) = ~1
o) f)f () = f(x+y)+ f(x — y) visiem veseliem skaitliem x un y.
Aprékinat £(27) un f(2017).
Atrisinajums. |zvéloties x = y = 0, no c) iegstam f2(0) = 2f(0), tad, izmantojot a), ieglistam f(0) = 2.
Izvéloties x = O uny = 1, ieglistam
fOfFD =fD)+f(-1);
fQ) =f(=1)
f(1) =-1.
Talak izmantosim sakaribas, kas |auj no zinamam f(x — 1) un f(x) vértibam aprékinat f(x + 1) vértibu:
fOfM=fx+D+fx-1)
fx+)=~fx) - fx-1) =-(fx—-1)+f(x))
Tatad
f@=-(F@+fM)=-2-1)=-1
fA=-fO+f2)=-(-1-1)=2;
f@=-(f@Q+f3)=-(-1+2)=-1;
fG=-fA+f@)-2-1)=-1
Tas nozimé, ka veértibas ,2,—1,—1", augot argumenta vértibai, cikliski atkartojas: f(3n) = 2, bet
f(Bn+1) = f(3n+ 2) = —1 visam veselam n vértibam.
Lidzarto f(27) = f(3-9) =2un f(2017) = f(3-672 + 1) = —1.
2. Doti divi nesakritosi regulari n-sturi PA{A, ... Ap_q1 un PB{B, ... B,,_1 (virsotnes dotas pulkstenraditaja
virziena). Pieradit, ka taisnes A{ By, A» By, ..., A;,_1B,_1 krustojas viena punkta!
Atrisinajums. Ja kadi punkti P, A; un B; atrodas uz vienas taisnes, tad dotie n-sturi ir homotétiski ar centru
punkta P. ST homotétija attélo A; pret B;, tapéc taisne A4;B; iet caur punktu P.
Varam pienemt, ka nekadi tris punkti P, A; un B; neatrodas uz vienas taisnes. Aplikojam divus trijstirus
AA;PB; un AAjPB;, kur i > j. Tie ir lidzigi péc pazimes m¢m, jo
e JA;PB; = ¥A;PB;, jo lenkis starp taisnemPA; un PA; ir vienads ar lenki starp taisném PB; un PB;;
AP AjP . . N S
5P B, jo dotie n-stari ir lidzigi.
Taisnes A; B; un A;B; nav paralélas, jo citadi punkti P, A; un B;atrastos uz vienas taisnes. Apziméjam 3o divu
taisnu krustpunktu ar Q. No AA;PB; un AA;PB; lidzibas izriet, ka <PA;B; = «<PA;B;. To var ekvivalenti
parrakstit ka <PA;Q = «PA;Q. Tas nozimg, ka punkti P, A;, Aj un Q atrodas uz vienas rinka linijas. Tatad Q
pieder daudzstira PA;A,...A,_q apvilktajai rinka Iinijai. Lidzigi pierada, ka Q pieder arT daudzstira
PB;B,...B,_4 apvilktajai rinka linijai. Secinam, ka visas taisnes A1 By, A3 B>, ..., A,_1B,,_1 krustojas doto
daudzstiru apvilkto rinka liniju krustpunkta, kas ir atskirigs no P.
3. Atrast visus tadus pirmskaitlu parus (a; b), ka a?bh® + 1 ari ir pirmskaitlis!
Atrisinajums. Sadi pari ir tikai (2; 2), (2; 3),(3; 2).
Pamatosim, ka citu paru nav. Apzimésim n = a?b® + 1. Ja gan a, gan b ir nepara pirmskaitli, tad n ir para
skaitlis, turklat lielaks neka 2, tatad tas nevar bt pirmskaitlis. Lidz ar to vismaz viens no skaitliem a un b ir
para pirmskaitlis, simetrijas dé] var pienemt, ka a = 2. Tad a = 2,b = 2 ir atrisinajums (n = 17), an
a = 2,b = 3ir atrisinajums (n = 73). Pieradisim, ka citu atrisinajumu nav.
Pienemsim, ka b ir pirmskaitlis, kas lielaks neka 3, un pieradisim, ka tada gadijuma n dalas ar 3. Tas izriet
no td, ka b?=1(mod3) un 20 =2%k*+1=72.22k=2.(4%)=2(mod3), tatad
n=2p2+1=2-14+1=0(mod3).



4. Katrs no 10 skoléniem nopirka tiesi 3 gramatas. Zinams, ka jebkuriem diviem skoléniem ir vismaz viena
gramata, ko nopirkusi vini abi. Noteikt mazako iespéjamo skolénu skaitu, kuri visi nopirkusi vispopularako
gramatu! (Vispopularaka ir ta gramata, kuru nopirkusi visvairak skolénu.)

Atrisinajums. Mazakais skolénu skaits ir 5, gramatas tie varéja pirkt, pieméram, ta, ka paradits 1. att.
S1 52 S3 S4 S5 56 S7 S8 S9 S10

G1
G2
G3
G4
G5

1. att.
Vél japierada, ka skolénu skaits nevar bat mazaks ka 5.
Ar L apziméjam skolénu skaitu, kas visi nopirkusi vienu un to pasu vispopularako gramatu. Tad L > 3:
pieradijums no pretéja, pienemsim, ka ir ne vairak ka 3 skoléni, kas nopirkusi vispopularako gramatu. Ar A
apziméjam vienu no Siem skoléniem. Skolénam A ir vél divas gramatas, katru no tam ir nopirkusi ne vairak
ka vél divi citi skoléni (pretéja gadijuma kadu gramatu bitu nopirkusi vismaz 4 skoléni, kas ir pretruna
pienémumam L < 4). Lidz ar to ir ne vairak ka 3 -2 = 6 “citu” skolénu un kopéjais skolénu skaits ir ne
lielaks ka 3 + 6 < 10 — pretruna.
Atliek pieradtt, ka L nevar bat 4. Vispirms paradisim, ka tad, ja L = 4, katru gramatu bGtu nopirkusi tieSi 4
skoléni. Pienemsim pretéjo, ka ir tada gramata G, kuru nopirkusi ne vairak ka 3 skoléni; pienemsim, ka viens
no tiem ir S. Tad gramata G skolénam S ir kopiga ar vél ne vairak ka 2 skoléniem; tatad paréjas divas skoléna
S gramatas ir kopigas ar vismaz 7 skoléniem. Tacu tad vismaz vienu S gramatu ir nopirkusi vél vismaz 4
skoléni, tas ir, L = 5 — pretruna.
Tatad, ja butu L = 4, katru gramatu butu nopirkusi tiesi ¢etri skoléni. Apskatisim, cik kopa gramatas ir
pardotas. No vienas puses, dots, ka 10 skoléni nopirka katrs tieSi 3 gramatas, tatad kopa pardotas 30
gramatas. No otras puses, katru gramatu nopirkusi tiesi Cetri skoléni, tatad pardoto gramatu skaits dalas ar
4 — pretruna Tétad arTL nevar bt 4.

5. Pieradit, ka + + + +—+—>2
117 = 119

1 1 4n 1 .
Atrlsmajums.IzmantOJamsakarlbu + =-—— > —unieglstam
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1 1 1 1 1 1 1 1
L E+1_9+ +2_9+3_1>6+H+1_3+1_5>§'
1 1 1 1 1
L §+E+ +a+a>§;
1 1
) ° + + +E+ >§.
Sadi var pleradlt, ka
1-|-1-|-1+-|-1+1+1+1-|-1+1>2
3 5 117 119 121 123 125 127 ’

bet uzdevuma dotaja kreisaja pusé ir par Cetriem saskaitamajiem mazak.
Tatad izmantotie novértéjumi ir par ,,rupju” un nepiecieSams izmantot precizakas nevienadibas.
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Noveértejot kada rindas fragmenta summu, plecas reizes tika izmantota nevienadiba Sto>s Sis

nevienadibas vieta izmantosim vienadibu: % + % =-+ E

Tad, péc bitibas nemainot iepriek$éjos spriedumus, var pieradit, ka
1+1+ +1+1+1+1+1+1>2+5—21
3 5 117 119 121 123 125 127 105 21

Atnemot no abam nevienadibas pusém vienadus skait|us, ieglistam:

1+1+1++1+1 2+1 <1+1+1+1)
3 5 7 117 119 21 121 123 125 127/




Atnemot no abam nevienadibas pusém vienadus skaitjus, ieglistam
1 1 1 1 1 1 ( 1 1 1 1 ) _

stetrt ottt it T s T 1

_2+4 (1+1+1+1)_
%784 \121 123 125 ' 127)

_2+<1 1)+(1 1>+(1 1>+<1 1)>2
N 84 121 84 123 84 125 84 127 ’

lidz ar to sakotnéja nevienadiba ir pieradita.




