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Latvijas 68. matematikas olimpiades 3. posma 1. kartas
uzdevumi un atrisinajumi

9.1.

9.2.

9. klase

Zinams, ka a un b ir pozitivi skaitli, un kvadratfunkciju y = ax? + 2018x + b un y = bx? + 2018x + a
minimalo vertibu summa ir nulle. Pieradit, ka katrai no Sim kvadratfunkcijam minimala vértiba ir nulle!

1. atrisinajums. Abam dotajam kvadratfunkcijam ir vienads saknu skaits, jo tam ir vienads diskrimintants
D = 20182 — 4ab. Ja tam abam bdtu divas saknes, tad to minimalas vértibas bitu negativas un to summa ari
bltu negativa. Ja tam abam nebdtu saknu, tad to minimalas vértibas bGtu pozitivas un summa arf pozitiva.
Tatad tam abam ir tiesi viena sakne, kas nozimé, ka to minimala vertiba ir nulle.

2. atrisinajums. Ta ka a un b ir pozitivi skaitli, tad abu parabolu zari ir vérsti uz augsu un kvadratfunkciju
minimala vértiba sakrit ar parabolas virsotnes y koordinatu. Parabolas y = ax? + 2018x + b virsotnes
koordinatas ir

2018 1009 10092 1009 10092
x, = =50 = =10 un oy, =a(-97) +2018- (- 52) + b=~ 4 b,
bet parabolas y = bx? + 2018x + a virsotnes koordinatas ir
1009 10092 1009 10092
X, = =27 un y, = b (=5P) +2018- (- 5F) +a= -2
Ta ka abu kvadratfunkciju minimalo vértibu summa ir nulle, tad
2 2
1009 +b—1029 ta=0
2
a+b-— a+b)=0;
= ( )
10092
(a+b)|1- =
ab

2 2 2 2
") = 0 jeb ab = 10092 Tatad b = 2 un y,, = — o + 22

Takia+b>0,tad (1-

iegust, ka y,,, = 0.

Piezime. Kvadratfunkcijas minimalo vértibu var atrast ar atdalot pilno kvadratu:

10092 10092 10092 10092
) +b-— = a( ) +b-—

= 0. Lidzigi

X +—
a? a

a?

1
y=ax2+2018x+b=a<x2+2-1009-x-a+ ~

10092
a? '
Izvéleti tris daZadi naturali skaitli un aprékinati to reizinajumi pa pariem, iegustot tris reizinajumus. Pieradit, ka
Sos reizinajumus, dalot ar 4, vismaz divi dod vienadus atlikumus!
Atrisinajums. Katru naturalu skaitli n var izteikt forma n = 4b + a, kur b € Z un a ir skaitla n atlikums, dalot
ar 4. lespéjamas atlikuma a vértibas ir 0, 1, 2 vai 3. Apskatam visus iespéjamos gadijumus, kadus atlikumus var
dot tris izvelétie skaitli.
1) Ja kads no skaitliem dalas ar 4 (jeb dod atlikumu 0), tad st skait|a reizinajums ar paréjiem diviem skaitliem
ari dalas ar 4 jeb Sie divi reizinajumi dod atlikumu 0.
2) Ja neviens no skaitliem nedalas ar 4, tad iesp&jami divi gadijumi.
a) Ja vismaz diviem skaitliem atlikums, dalot ar 4, ir vienads, tas ir, skaitlus varam izteikt forma
4k + q; 4m + q un 4n + p, tad reizinajumiem (4k + q)(4n + p) = 4(4kn + kp + nq) + qp un
(4m + q)(4n + p) = 4(4mn + mp + nq) + gp atlikums ir vienads ar gp atlikumu, dalot ar 4.
b) Ja visi atlikumi ir dazadi, tad viena skaitla atlikums, dalot ar 4, ir 1, otra — 2, tresa — 3, tas ir, skaitlus
varam izteikt forma 4k +1; 4m+ 2 un 4n + 3. Tad reizinajuma

o 10092 - .. il
Takaa (x + T) = 0, tad kvadratfunkcijas minimala vértiba Yo, = b—
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9.3.

9.4.

4k +1)(4m+2) = 4(4km+ 2k +m) + 2 atlikums ir vienads ar  reizinajuma

(Am+2)(4n+ 3) = 4(4mn+ 3m + 2n + 4) + 2 atlikumu, tas ir, ir vienads ar 2.
Esam aplikojusi visus gadijumus un prasitais pieradits.
Ratinu tabulas ar izmériem 8 X 14 katra ritina sézZ tieSi viena musa. Visas musas parlido uz citu tabulu ar
izmeériem 7 X 16 ratinas ta, ka katra ratina atkal ir tieSi viena musa. Vai iespéjams, ka visas musas, kas bija
kaimini sakotngéja izvietojuma (tas ir, atradas blakus rdtinas ar kopigu malu), bds kaimini art jaunaja
izvietojuma?
1. atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Pienemsim, ka musas ir parlidojusas ta, ka visas, kas
bija kaiminos pirms parlidosanas, ir kaiminos ari péc tas. levérojam, ka stlra ratina (skat. 1. att. melnas
ratinas) sédosai musai ir tiesi 2 kaimini, maléja ritina (pelékas ratinas) — tiesi 3 kaimini un vidéja ratina (baltas
ratinas) — tiesSi 4 kaimini. Skaidrs, ka katrai musai kaiminu skaits nemainas vai palielinas (ja tas samazinatos, tad
kadu no kaiminiem ta batu pazaudéjusi). Tatad stdra ratinas, kuras musam ir tikai divi kaimini, var ielidot tikai
musas, kas art pirms tam bijusas stdros. Tabula ar izmériem 8 X 14 ratinas ir 36 maléjas ritinas, bet tabulai ar
izmériem 7 X 16 ir 38 malgjas ratinas. Ta ka abas tabulas ir vienads ratinu skaits, tad divas maléjas ratinas bus
jaaiznem musam, kuras atradas sakotnéjas tabulas vidéjas ritinas, bet tad tas bldtu pazaudéjusas vismaz vienu
kaiminu, kas ir pretruna ar pienémumu.
2. atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Saskaitisim, cik musu pari bija kaimini pirms un péc
parlidoSanas. Kaiminu katra tabula ir tiesi tik, cik ir iek$€jo Iiniju, katra iek$€ja linija atdala divas kaiminu musas.
Tatad pirms parlidoSanas kaiminu skaits bija 7-14+4+8-13 = 202, bet péc parlidosanas tas ir
6-16+ 7-15 = 201, tatad ir vismaz viens musu paris, kas bija kaimini pirms parlidoSanas, bet nav kaimini

péc.

1. att.

Dots vienadsanu trijstaris ABC, kuram AC = 6 un AB = BC = 5. Uz malas AB atlikts tads punkts D, ka
BD = 2, un uz malas AC atlikts tads punkts E, ka AE = 2. Nogriezni BE un CD krustojas punkta M. Aprékinat
trijstira BMC laukumul!

1. atrisinajums. Novelkam trijstiri ABC augstumu BH (skat. 2. att.). Ta ka BH ir arl mediana, tad

HC = %AC =3, un péc Pitagora teorémas ABHC aprékinam BH =+vVBC?—-H(C?=4. Tad

Sagc = %BH -AC =12. Ta ka trijstdriem BCD un DCA ir kopigs augstums no virsotnes C, tad
Sepc = ESABC = % un Sapc = ESABC = %. leglistam, ka hye = 22“;6 = %, kur hyc ir no virsotnes D vilktais

augstums. Aprékinam Spgc = %EC “hyc = %. Tatad Sppc = Sgpc- Tas nozimé, ka augstums no B pret CD ir

vienads ar augstumu no FE pret CD, no ka izriet, ka trijstiru BMC un EMC laukumi ir vienadi.
; 1 1 4
Tatad SBMC = ESBEC = E 4 E =

B _] A
2 FE 1 H 3 C
2. att.

2

E 1 H 3
3. att.

2. atrisinajums. Novelkam trijstiri ABC augstumu BH (skat. 3. att.). Ta ka BH ir arl mediana, tad
HC = %AC = 3, un péc Pitagora teorémas ABHC aprékinam BH = VBC?Z —H(C? = 4. Tad Spgc = %EC-
BH = %-4-4 = 8. Novelkam EK||AB, kur punkts K atrodas uz CD (skat. 4. att.). Tad AACD~AECK, jo
EK||AD. Tad =2 =27 jeb =% = 2 no ki izriet, ka EK = 2. Ta ka <DBM = <KEM un %BDM = SEKM ka
ieksejie skerslenki pie paralélam taisném un BD = EK = 2, tad ADMB = AKME péc pazimes ¥mf. Ta ka
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BM = ME ka atbilstosas malas vienados trijstiros un trijstiriem BMC un MEC sakrit augstums,
1 1
tad SBMC = SMEC = ESBEC = E " 8 = 4‘

9.5. Rinda izvietotas 2018 monétas. Viena gajiena drikst panemt vienu monétu, parcelt to pari tieSi divam
monétam un uzlikt to uz nakamas monétas. Vai 1009 gajienos visas monétas iespéjams savakt kaudzités pa
divam monétam katra kaudzite?

5. att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais ir iespéjams. Ja ir 10 monétas vai 8 monétas, tad attiecigi ar 5 vai 4
gajieniem tas var savakt kaudzités pa divam monétam katra kaudzité, skat., pieméram, 6. att. un 7. att. Ta ka
2018 = 201-10+ 8, tad ar 201 -5+ 4 = 1009 gajieniem monétas iespé&jams savakt kaudzités pa divam
monétam katra kaudzite.

1
OO0O000000
1 1
0000 00000 00000608
0000 O OO0 0000 OO0
o0 O O 000 00 O 000
© 000 O © O 00

6. att. 7. att.

10. klase

10.1. Atrast visus tadus veselu skaitJu parus (x; y), kas apmierina nevienadibu sistému
2x% +2y% 4+ 24x — 28y + 167 <0
15
x+ 2y < >
Atrisinajums. Parveidojam sistémas pirmo nevienadibu

2(x?2+12x+36) + 2(y*> — 14y +49) -3 <0
3
(x+6)*+ (y —7)? <3
Skaitla kvadrats ir nenegativs. Ja divu nenegativu veselu skaitju summa ir mazaka neka %, tad Sie skaitli var bat

tikai (0; 0), (1; 0) vai (0; 1).

(x+6)% | (y—7)> x y x+2y

15

0 0 —6 7 —-6+14 =8> - neder
15

0 1 —6 8 —-6+16 =10 > — neder
15

0 1 —6 6 —-6+12=6< 7
15

1 0 -5 7 —-54+14=9> > neder
15

1 0 —7 7 ~T+14=7<—

Lidz ar to dotajai sistémai ir divi atrisinajumi (—6; 6) un (—=7; 7).

2017./2018. m.g. http://nms.lu.lv/ 3



10.2.

10.3.

10.4.

Paralelograma ABCD malu BC un CD viduspunkti attiecigi ir K un M. Aprékinat AD garumu, ja AK = 6, AM =
3 un <KAM = 60°.

Atrisinajums. Novelkam KM, BD un ar E apziméjam BD un AM krustpunktu (skat. 8. att.). Uz stara AM
atliekam tadu punktu A’, ka A’'M = AM = 3, tad A’AK ir vienadmalu trijstaris, jo tas ir vienadsanu trijstaris,
kura virsotnes lenkis ir 60°, tatad abi pamata pielenki art ir 60°. Tapéc ta mediana KM ir ari augstums, tatad
LKMA = 90°. Péc Pitagora teorémas ieglistam, ka KM = 34/3.

Nogrieznis KM ir trijstira BCD viduslinija, tapéc BD = 2KM = 63 un <MEB = 90°.

Ta ka KMED = <AEB ka krustlenki un <EMD = XEAB ka iekséjie Skérslenki pie paralélam taisném, tad

AMED~AAEB péc pazimes £¢ un % = % = % = % no ka iegistam ED = %BD =2V3unAE = %AM =2.
Pé&c Pitagora teorémas AAED, ieglistam AD = VAE2 + ED?2 =4 + 12 = 4.,
A B
T
D L o C
A"
8. att.

Piezime. Malas KM garumu var aprékinat art izmantojot kosinusu teorému trijstirt KAM:
KM? = AK? + AM? — 2 - AK - AM - cos <KAM = KM =33

Pamatot, ka XKMA = 90° wvar ari izmantojot Pitagora teorémas apgriezto teorému, tas ir, ta ka
AK? + KM? = AM?, tad trijstaris KAM ir taisnlenka.
Skaitlus a, b, ¢ sauksim par skaistu trijnieku, ja tiem piemTit $adas Tpasibas:

e tieir tris péc kartas esosi naturali skaitli;

e katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.
Pieméram, skaists trijnieks ir 8, 9, 10.
a) Atrast tadu skaistu trijnieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.
b) Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu trijnieku!
Atrisinajumes. a) Skaists trijnieks ir, pieméram, 110 (dalas ar 2), 111 (dalas ar 3), 112 (dalas ar 4).
b) Aplikosim skaitlus, ko ieglst no skaitliem 110, 111 un 112, aiz pirma cipara ievietojot n nullu grupu:

1w10; 1w11; 1w12

n n n
legitie skaitli joprojam ir secigi. Pirma skaitla ciparu summa ir 2, un tas dalas ar 2. Otra skaitla ciparu summa ir

3, tatad tas dalas ar 3. Tre$a skait]a ciparu summa ir 4, un tas dalas ar 4, jo ta pédéjo divu ciparu veidotais
skaitlis dalas ar 4. Ta ka n var bt jebkurs naturals skaitlis, tad skaistu trijnieku ir bezgaligi daudz.
Desmit Sahisti katrs ar katru izspéléja vienu Saha partiju, daZzas no tam beidzas neizskirti. Ir zinams, ka bija tiesi
viens Sahists, kas neizskirti nospéléja tiesi vienu partiju, divi Sahisti — kas nospéléja divas, tris Sahisti — kas
nospéléja tris, un Cetri $ahisti, kas neizskirti nospéléja tiesi ¢etras partijas. Sos pédéjos Cetrus $ahistus (kas
katrs Cetras partijas nospéléja neizskirti) sauksim par neizskirtu karaliem, bet par karalisku neizskirtu sauksim
partiju, kura neizskirtu izcinija divi neizskirtu karali. Vai var apgalvot, ka tika izspéléts a) vismaz viens
karaliskais neizskirts, b) vismaz divi karaliskie neizskirti?
Atrisindjums. Sahistus apzimé&jam ar punktiem. Ja divi $ahisti spél&jusi neizikirti viens ar otru, tad atbilstoos
punktus savienojam ar liniju. Tad, atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem, no katra punkta iziet tik liniju, cik
paradits 9. att.
a) No punktiem A, B, C un D (skat. 9. att.) kopa iziet 16 liniju gali, bet no seSiem atlikusajiem punktiem kopa
iziet 14 liniju gali. Tatad nevar bt ta, ka punkti 4, B, C un D ir savienoti tikai ar atlikusajiem seSiem punktiem
un nav savienoti sava starpa. Tatad esam ieguvusi, ka no tiem Sahistiem, kas neizskirti spél&jusi tiesi Cetras
reizes, noteikti ir tadi divi, kas spéléjusi viens ar otru, tas ir, noteikti tika izspéléts vismaz viens karaliskais
neizskirts.
b) Né&, skat., pieméram, 10. att.

B C D

A
A ANAA

YV VY YV

9. att. 10. att.
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10.5. lIzvéléti 12 dazadi naturali skaitli, neviens no tiem neparsniedz 35. Pieradit, ka no Siem skaitliem iesp&jams
izvéléties tris atskirigus skaitlu parus ta, ka visiem tris pariem lielaka un mazaka skaitla starpiba ir vienada!
Viens skaitlis var ietilpt ari divos paros (vienreiz ka lielakais, otrreiz — ka mazakais).

Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka eksisté tads 12 skaitlu komplekts, kur visas starpibas starp skaitliem

atkartojas ne vairak ka divas reizes.

levérojam, ka 12 skaitli kopa veido 12 - 11 : 2 = 66 starpibas, tam iespéjamas 34 dazadas vértibas: no 1 lidz

34. Ja kadu no veértibam starpibas vispar nepienem, tad katrai no paréjam starpibam japaradas tieSi divas

reizes. Tapat redzams, ja kadas divas vértibas tiek pienemtas tikai vienu reizi, tad visas paréjas japienem tiesi

divas reizes. Nav iespé&jams, ka tris vértibas tiek pienemtas tikai vienu reizi, tapat nav iespéjams, ka kada
vértiba netiek pienemta un kada cita tiek pienemta tikai vienu reizi.

levérosim, ja més katru no tiem (apzimésim ar x) aizstajam ar 36 — x, tad arfi sis jauniegltais skaitlu komplekts

atbilst visam prasibam: visi skaitli ir intervala [1; 35] un to starpibas ir tiesi tas pa$as. So simetrijas Tpasibu

izmantosim, lai samazinatu aplikojamo gadijumu skaitu.

levérojam, ka starpibu

o 34 var iegit tikai viena veida 34 = 35 — 1;

o 33variegit tikai 2 veidos 33 =35—-2 =34 —1;

o 32variegit tikai 3veidos 32 =35—-3=34—-2=33 - 1;

o 31variegit tikai 4 veidos31 =35—4=34—-3=33-2=32—-1.

Pienemsim, ka $adi 12 skait]i ir atrasti.

Starpibu 34 var iegit tikai no skaitliem 1 un 35, starpibu 33 tikai no skaitlu pariem (2; 35) un (1; 34). Tas

nozime, ja nav izvéléts 1 vai 35, tad mums nav neviena starpiba 34 un ir lielakais viena starpiba 33, kas nav

iespéjams. Tatad noteikti ir izvéléti abi skaitli 1 un 35. Ja nav izvéléts ne 2, ne 34, tad mums ir viena starpiba 34

un neviena starpiba 33, kas nav iespéjams. Tatad viens no skaitliem 2 vai 34 noteikti ir izvéléts, augstakminétas

simetrijas péc pienemsim, ka tas ir 2. Talak aplikojam iesp&jamos gadijumus.

1. Skaitlis 3 ir izvéléts (kopa ar 35; 1 un 2). Tad 34 noteikti nav izvéléts, citadi mums bdtu tris starpibas 1
(35—34=3—-2=2—1=1). Tad 33 noteikti ir izvéléts, citadi mums bdtu tikai viena starpiba 34, viena
33 un viena 32 (ko var ieglt tikai 3 veidos 35 —3 =34 -2 =33 -1 = 32).

Ja mums ir izvéléti skaitli 1, 2, 3, 33, 35, tad noteikti nav izvéléti 4 un 32, jo citadi mums bdtu vairak neka
divas starpibas 1. Tas nozimé, ka mums ir tikai viena starpiba 31 (jo nav ne 2, ne 4, ne 32), kas kopa ar to, ka
mums ir tikai viena starpiba 33 un viena starpiba 34 dod pretrunu.

2. Skaitlis 3 nav izvéléts. Tad 34 ir izvéléts, jo pretéja gadijuma mums bdtu tikai viena starpiba 32 (ja ne 3, ne
34 nav) viena 33 un viena 34. Tatad mumes ir izvéléti skaitli 1, 2, 34, 35, kas nozimé, ka nav ne 3, ne 33, lai
nebdtu vairak ka divas starpibas 1. Tas nozimé, ka mums jau ir tikai viena starpiba 34 un tikai viena starpiba
32, kas nozimég, ka visam paréjam starpibam jabit pienemtam tiesi divreiz. Tatad 4 un 32 noteikti ir izvéléti,
lai varétu ieglt divas starpibas 31. No ta, ka mums ir izvéléti 1, 2, 4, 32, 34, 35 (un nav 3 un 33) seko, ka
mums noteikti nav izvéléti 5, 6, 30 un 31, lai nebdtu par daudz starpibu 1 vai 2. Bet tas savukart nozimé, ka
mums nav nevienas starpibas 29 (ko var iegit tikai 6 veidos: ka 35 -6 =34—-5=33—-4=32—-3=
=31—-2=30-—1 = 29), kas kopa ar to, ka mums ir tikai viena starpiba 34 dod pretrunu.

11. klase

11.1. Atrisinat nevienadibu |||x -2 - 3| — 7| < 5.
1. atrisinajums. Ta ka modula vértiba ir mazaka neka 5, tad
—5<|lx—2|-3|-7<5jeb2 < |Ix—2|-3| < 12.
lespéjami divi gadijumi:
1) 2<|x—2]—-3<12jeb5 < |x — 2| < 15 un atkal iesp&jami divi gadijumi
a) 5<x—2<15jeb7<x<17;
b) —15<x—-2<-5jeb—-13<x<—3;
2) —12<|x—2|—-3<-2jeb -9 < |x—2| <1 untaka modulis ir nenegativs, tad -1 <x—-2<1
jebl <x < 3.
2. atrisinajums. Doto nevienadibu var atrisinat, pakapeniski veidojot funkciju y = |x — 2|, y = |x — 2| = 3,
y=|lx=2|=3l,y=|lx—2|=3|=7,y = ||lx — 2| — 3| — 7| grafikus, ievérojot, ka funkcijas
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o y=f(x)—a, kur a > 0, grafiku iegust, funkcijas y = f(x) grafiku parbidot paraléli Oy asij par a
vientbam uz leju;
o y=|f(x)] grafiku ieglst, nemainot to grafika y = f(x) dalu, kur f(x) = 0, un to grafika dalu, kur
f(x) < 0, attélojot simetriski attieciba pret Ox asi.
Rezultata ieglst 11. att. doto grafiku. Atbildi nolasa no grafika, atrodot krustpunktus ar taisni y =5 un
izvéloties tos intervalus, kur grafiks atrodas zem taisnes y = 5. Lidzartox € (—13; =3) U (1;3) U (7;17).

y= e =2=3[=7 7

x

= m w e

16 16 14 13 12 11 10 -9 8 -7 6 -5 -4 3 -2 410 T 2 3 4 & & 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 7 18
11. att.

11.2. Vienadsanu trijsttrt ABC no pamata BC viduspunkta H novilkts perpendikuls HE pret sanu malu AC, punkts O
ir nogriezna HE viduspunkts. Pieradit, ka AO L BE!
A

B 4 +—Ld
F H Y

12. att.

Atrisinajums. Vienadsanu trijstlri mediana, kas vilkta no virsotnes, ir arl augstums un bisektrise. Tapéc
AH 1 BC un ¥BAH = <HAC, no ka izriet, ka ABHA~AHEA péc pazimes £¢ (skat. 12. att.). Trijstari BAH

novelkam medianu AF. No sakaribam lidzigos trijstliros (AF un AO ir atbilstosas medianas) secinam, ka

SFAH = 20AE un % = % Ta ka <FAO = <FAH + <HAO = <0AE + <HAO = <HAE, tad AFOA~AHEA

péc pazimes m¥fm. Tatad <FOA = 90°. Bet BE||OF, jo FO ir ABHE viduslinija. Tapéc BE L AO.
11.3. Skaitlus a, b, ¢, d, e sauksim par skaistu piecinieku, ja tiem piemit Sadas Tpasibas:
e tieir pieci péc kartas esosi naturali skait]i;
e katrs no tiem dalas ar savu ciparu summu.
Pieméram, skaists piecinieks ir 6,7, 8, 9, 10.
a) Atrast tadu skaistu piecinieku, kura mazakais skaitlis ir lielaks neka 10.
b) Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz skaistu piecinieku!
Atrisinajums. a) Skaists piecinieks ir, pieméram,
o 27027024 — ciparu summa ir 24; ta ka Sis skaitlis dalas ar 3 (jo ciparu summa dalas ar 3) un 8 (jo pédéjo
tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8), tad tas dalas ar 24;
o 27027025 — ciparu summa ir 25; ta ka pédéjo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 25, tad ar pats
skaitlis dalas ar 25;
o 27027026 — ciparu summair 26 un 27027026 = 26 - 10392501;
o 27027027 —ciparu summa ir 27 un 27027027 = 27 - 1001001,
o 27027028 — ciparu summa ir 28 un 27027028 = 28 - 965251.
b) Aplikosim skaitjus, ko iegist no skaitliem 27027024, 27027025, 27027026, 27027027 un 27027028, pirms
pédéjiem diviem cipariem ievietojot n nullu grupu:
270270..024; 270270..025; 270270..026; 270270..027; 270270...028
N—— —— —— ~—— ~——

n n n n n
legitie skaitli joprojam ir secigi un ta ka tika pievienotas tikai nulles, tad ciparu summa nemainas, tas ir, ciparu

summas attiecigi ir 24, 25, 26, 27 un 28. Katru no Siem skaitliem var uzrakstit forma 27027 - 10™*2 + x, kur
x = 24,25,26,27,28. Pamatosim, ka Sie skaitli dalas ar savu ciparu summu. levérojam, ka
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11.4.

11.5.

27027 -10™2 + x = 27-1001-10%-10" 1 +x =23-33-53.7-11-13-10"1+x un ka pirmais
saskaitamais dalas ar visam iespéjamam x vértibam, tas ir, ar 24, 25, 26, 27 un 28. Ta ka abi saskaitamie dalas
ar x, tad ari pats skaitlis dalas ar x.

Ta ka n var bat jebkurs naturals skaitlis, tad skaistu piecinieku ir bezgaligi daudz.

Atrisinat vienadojumu sistému realos skait|os

x3 4+ 4x = 5y
y3 + 4y =5z
z3 4+ 4z = 5x

Atrisinajums. Dot3ds sistémas atrisinajumi ir (0;0;0);(1;1;1) un (—1;—1;—1). Pieradisim, ka citu
atrisinajumu nav. Ta ka vienadojums ir simetrisks attieciba pret mainigo rotaciju, tad nezaudgjot visparigumu,
varam pienemt, ka x > y un x = z. Funkcija f(a) = a® + 4a ir stingri augo3a visa sava definicijas apgabala, ka
divu augosu funkciju summa (a3 un 4a), tatad, ja x > y, tad no sistémas pirma un otra vienadojuma iegist, ka
x3 + 4x > y3 + 4y jeb 5y > 5z, no ka izriet, ka y > z. Savukart no y > z tie$i tada pa3a veida, izmantojot
sistémas otro un treSo vienadojumu, iegist, ka z > x. Tatad x =y >z > x, no ka seko, ka x =y = z.
levietojot 0 sistémas pirmaja vienadojuma, iegist x3 + 4x = 5x jeb x3 —x =0, tatad x; = —1,x, = 0,
x3 = 1. Parbaude apstiprina, ka x =y=z=-1,x=y=2z=0 un x =y =2z =1 patieSam der ka Sis
vienadojumu sistémas atrisinajumi.

Tris 500 litru mucas atrodas attiecigi 100, 107 un 113 litri Gdens. Viena gajiena atlauts jebkura muca M pieliet
klat no jebkuras citas mucas (kura ir vismaz tikpat daudz Gdens ka muca M) tik daudz Gdens, cik muca M jau
atrodas. Vai, veicot $adus gajienus, iespéjams iztuksot a) vienu mucu, b) divas mucas?

Atrisinajums. a) Vienu mucu ir iespéjams iztuksot, skat., pieméram, talak dotaja tabula

100 107 113

100 107 + 107 = 214 113-107 =6
100 + 100 = 200 214 -100=114 6

200 114 -6 =108 6+6=12

200 108 —12 =96 12+ 12 =24
200—-24 =176 96 24 + 24 =48
176 — 48 = 128 96 48 + 48 =96

128 0 192

b) Pamatosim, ka divas mucas nav iespéjams iztuksot. levérojam, ka kopé€jais Gdens daudzums ir 320 litru,
muca esoSajam tdens daudzums bitu jadalas ar 5.

Aplikosim patvaligu soli, péc kura tGdens daudzums visas mucas dalas ar 5, simetrijas péc pienemsim, ka $aja
soll no pirmas mucas Udens tika parliets otraja, tatad tas bija (x; y; z) = (x —y;2y; z) un visi tris
skaitli x —y, 2y un z dalas ar 5. No ta, ka 2y dalas ar 5, izriet, ka y dalas ar 5 (jo 2 un 5 ir savstarpégji
pirmskait)i) un no ta, ka x — y dalas ar 5 un y dalas ar 5, izriet, ka (x — y) + y = x dalas ar 5. Tatad gan x, gan
Y, gan z dalas ar 5, tatad, ja péc kada sola visas mucas tdens daudzums dalas ar 5, tad ar1 pirms 31 sola tas ir
dalijies ar 5. Ta ka sakotnéjais tdens daudzums ne visas mucas dalas ar 5, tad skaidrs, ka no ta nav iespéjams
iegut situaciju, kad visas mucas dens daudzums dalas ar 5.

12.1.

12.2,

12. klase

Apzimésim a = 20188(082018) ' p — (]g2018)!82018 yn ¢ = (Ig(1g2018))2°18, Aprékinat izteiksmes
a-b b-c  c—-a _ ..
+Tvertlbu!

¢ Ta
Atrisinajums. Izmantojot logaritmu Tpasibu m!°8m¢t = t, jegiistam, ka x'8Y = 10'80:"8%) = 10l8x1gy = yl8x,
tapéc a = 2018!8(182018) — ]52018182018 — p (eit x = 2018 un y = g 2018). Lidz ar to

a—b b—c c—a a—c c—a

=0 =0
c+a+b +

Uz trijstara ABC malas AB atlikti punkti D un E ta, ka AD = DE = EB, uz malas BC — punkti F un G t3, ka
BF = FG = GC, uz malas AC — punkts H ta, ka 2AH = CH. Nogrieznis DF krusto nogrieznus EH un EG
attiecigi punktos P un R. Pieradit, ka DP = PR = RF.
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Atrisinajums. Nogriezni DF un GE ir trijstra BDG medianas (skat. 13. att.). Medianas krustojoties tiek
sadalttas attieciba 2:1, skaitot no virsotnes, tapéc DR = 2RF.

Novelkam BR, tas krusto DG punkta M un AC punkta J. levérojam, ka BM ir trijstira DBG mediana (jo iet caur
BA _ AC

medianu krustpunktu). Ta ka trijstiri BDG un BAC ir lidzigi péc pazimes m#m, tad 3 = pc N
<BDG = ¥BAC, tatad DG||AC. Ta ka trijstari BDM un BAJ ir lidzigi pec pazimes ¢, tatad -2 = 2= = ==, no

% = % = %, tatad BJ ir trijstira BAC mediana. Ta ka trijstiri AEH un AB]J ir lidzigi péc
pazimes mfm, tad XAEH = ¥AB]J un tatad EH||B]. Péc Talesa teorémas secinam, ka DP = PR.

Taka DR = 2RF un DP = PR, tad DP = PR = RF.

ka varam secinat, ka

12.3. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x® + 3x3 + 1 = y*.
Atrisinajums. Der skait]u pari (0; 1) un (0; —1). Pieradisim, ka citu atrisinajumu nav.
Apziméjam x3 = a, tad y* = a® + 3a + 1.
Jaa>1,tad a’? +2a+1<a?+3a+1<a?+4a+4, titad arl (a + 1)? < y* < (a + 2)?, redzams, ka
y* (kas ir naturala skaitla kvadrats) atrodas starp divu péc kartas eso3u naturalu skaitju kvadratiem — pretruna.
Jaa<—4,tad a2 +4a+4<a’+3a+1<a?+2a+1, tatad ari (a+2)? <y* < (a+1)? un, tiesi
tapat ka ieprieks, ieglistam pretrunu, ka y* atrodas starp diviem péc kartas eso3u skaitJu kvadratiem.
Tatad —3<a <0.Takia =x3tada =0vaia = —1.
Jaa=0, tad x =0, no ka izriet, ka y =%1. Ja a=—1, tad x = —1, un iegustam, ka y4 = —1, kam
atrisinajuma nav. Tatad dotajam vienadojumam ir tikai divi atrisindjumi (0; 1) un (0; —1).

12.4. Taisnstlris, kura izméri ir n X m ratinas, griezot par ratinu linijam, sagriezts 1 X 6 ritinas lielos taisnstaros.
Pieradit, ka n vai m dalas ar 6.

Atrisinajums. Sakotnéjo ratinu laukumu Saha veida izkrasosim 3 X 3 ratinas lielos melnos un baltos kvadratos
(skat. 14. att.).

14. att. 15. att.

Katrs 1 X 6 ratinu taisnstdris, neatkarigi no novietojuma laukuma, satur tiesi tris melnas un tris baltas ritinas.
Tatad visi $adi taisnstari kopa satur vienadu skaitu melno un balto ratinu.

Pamatosim, ja ne n, ne m nedalas ar 6, tad taisnstliri n X m melno un balto ritinu skaits nav vienads, tas ir,
sadu taisnstdri nevar sagriezt taisnstliros 1 X 6 ritinas. Sadalam taisnstari slejas, kuru platums ir 6 ratinas
(skat. 15. att.), tajas melno un balto ratinu skaits ir vienads. Labaja pusé noteikti atliek sleja, kuras platums ir
mazaks neka 6 ritinas. So sleju sadalam joslas, kuru augstums ir 6 ritinas, tajas melno un balto rtinu skaits ir
vienads. Laba apakséja stir1 paliek taisnstiris, kura augstums ir mazaks neka 6 ritinas. Lidz ar to nesadalits
paliek taisnstdris a X b, kura malu garumi var bt no 1 idz 5 rltinam. Ta ka taisnstdris ir sagriezts taisnstliros
1 X 6, tad a- b dalas ar 6 un iespéjami divi gadijumi 2 X 3 vai 4 X 3. Neviena no Siem abiem taisnstlriem
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melno un balto ritinu skaits nav vienads (skat. 16. att.). Tatad sakotnéja taisnstdrm melno un balto ratinu skaits
nav vienads un to nevar sadalit taisnstiros 1 X 6 ritinas.

X X X
X X X
X X X
o O O

16. att.

12.5. Tris mucas attiecigi ir a,b un c litri Gdens, kur a, b, ¢ ir naturali skaitli. Katras mucas tilpums ir lielaks neka
a + b + c litri. Viena gajiena atJauts jebkura muca M pieliet klat no jebkuras citas mucas (kura ir vismaz tikpat
daudz Gdens ka muca M) tik daudz Gdens, cik muca M jau atrodas. Pieradit, ka, veicot Sadus gajienus, vienmér
iespéjams iztuksot vienu no mucam!

Atrisinajums. Apskatam mucu, kura ir vismazak tGdens. Paradisim, ka kada no paréjam mucam ieglt mazak
Gdens neka $aja muca. Tad skaidrs, ka, atkartojot So procesu, agrak vai vélak kada no mucam bds tuksa.
Apziméjam mucas ar A (sakuma taja ir a litri), B (b litri) un C (c litri) un, nezaudéjot visparigumu, pienemam,
ka0 < a < b < c. Aplikojam mucas A un B.
Izsakam b = a-x + y, kur 0 < y < a, bet x izsakam binara forma:
X = Xg+ 2x; + 2%x, + 23x3 + -+ + 2Kx,,

kur x; irvainu 0, vai 1lvisiemi=0,1,...,k.
Veiksim parlieSanas uz mucu A4, izdarot k + 1 gajienu (gajienus numurésim no 0 lidz k):

e jax; =1, tadi-taja gajiena parlejam Gdeni no mucas B muca 4;

e jax; =0, tad i-taja gajiena parlejam tdeni no mucas € muca A.
Katra gajiena Gdens daudzums muca A dubultojas un i-taja gajiena muca tiek ielieti 2'a litri Gdens. Ta ka

katram naturalam m izpildas nevienadiba 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 271 = % < 2™, tad muca B pietiks
Gdens, lai veiktu kartéjo gajienu neatkarigi no t3, cik reizes veikta lieSana no C uz A.

Pat, ja no B uz A bis javeic tikai viena — pédéja lieSana, no C parlietais Gdens daudzums neparsniedz
a(l+24+22+23+-- 428 1) <a2k<b<c, titad muca C pietiks Gdens, lai veiktu nepieciesamos
gajienus.

Ar aprakstitajiem gajieniem tiks panakts, ka muca B paliek y litri Gdens, bet, ta ka y < a, tad tagad muca B ir
mazak Gdens neka sakotnéji bija muca A (tas ir, tagad muca B ir vismazakais Gdens daudzums). Atkartojot
[Tdzigas gajienu virknes, panaksim, ka kada no mucam tdens vairs nebds.
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