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9.-12. klase

9. klase

9.1. Doti Cetri naturali skaitlia < b < ¢ < d. Zinams, ka skaitlu a, b, c vid€jais aritmétiskais ir divas reizes mazaks par

9.2

skaitlu a, b, ¢, d vidéjo aritmétisko. Kada ir mazaka iespéjama d vértiba?

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

a+b+c a+btc+d
3 N 4
8a+b+c)=3(a+b+c+d)

8a+b+c)—3(a+b+c)=3d
5(a+b+c)=3d

2

d:§(a+b+c).

3
Takaa>1,b> 2, ¢ > 3, tad secinam, ka
5 5
dzg(a+b+c)2§(1+2+3):10,

kas nozimée, ka mazaka iespé€jama d vertiba ir 10. To var sasniegt,jaa = 1,b=2,¢c=3und = 10.

Ilmars un Kims spélé spéli, pamisus izdarot gajienus, Ilmars sak pirmais. Sakuma uz tafeles ir uzrakstits skaitlis 2.
Sava gajiena spélétajs nodzes uz tafeles uzrakstito skaitli = un ta vieta uzraksta kadu naturalu skaitli y, kuram

x < y < 2zx. Uzvar tas spélétajs, kas uzraksta uz tafeles skaitli a) 31; b) 2026. Kuram spélétajam ir uzvarosa
stratégija?

Atrisinajums.

b) levérosim, ka, ja spélétajs sava gajiena uzraksta skaitli k, tad sava nakamaja gajiena vins noteikti var uzrakstit
vai nu skaitli 2k, vai ar1 2k + 1.

Patiesam, ja spélétajs uzraksta uz tafeles skaitli &, tad pretinieks nakamaja gajiena var iegit tikai skaitli no in-
tervala [k + 1;2k — 1]. Redzams, ka pat pasam mazakajam skaitlim no i intervala k + 1 izpildas nevienadibas
k+1<2k<2(k+1)unk+1<2k+1 < 2(k+ 1), unacimredzami tas izpildisies ari visiem paréjiem skaitliem
no §i intervala, tatad gan skaitli 2k, gan 2k + 1 vin$ sava nakamaja gajiena uzrakstit varés.

No $T varam secinat, ka spélétajs, kurs sava gajiena uzrakstis skaitli 1013, var garantéti uzvarét (jo sava nakamaja
gajiena vins vienmér vareés uzrakstit skaitli 2 - 1013 = 2026). Lidzigi sprieZot, spélétajs, kurs sava gajiena uzrakstis
skaitli 506, arT var garantét uzvaru (jo tad sava nakamaja gajiena vins varés uzrakstit skaitli 2 - 506 + 1 = 1013 un

aiznakamaja - 2026). Analogiski turpinot $o virkni, ieglisim, ka uzvaru var garantét tas spelétajs, kas sava gajiena
uzraksta skaitli
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(saja virkne katrs skaitlis & ir izsakams no iepriekséja, ka % ja kir para, un % ja k ir nepara).

Tatad uzvarés pirmais spélétajs (Ilmars), jo sava pirmaja gajiena vins varés uzrakstit skaitli 3 (un tad attiecigi sava
otraja gajiena skaitli 7, sava tresaja gajiena skaitli 15 utt.).

a) levérosim, ka b) gadijuma iegiitaja virkné ir ari skaitlis 31, tatad, ievérojot to pasu stratégiju, llmars atkal var
garantét uzvaru.

9.3. Vai eksisté tads naturals skaitlis n, ka tam var atrast tris dazadus ta dalitajus a, b, ¢, kuri ir lielaki par 1 un kuriem

9.4.

9.5.

izpildas, ka skaitlis (a — 1)(b — 1)(c — 1) dalas ar: a) n; b) n??

Atrisinajums. a) J3, eksisté.
Der, pieméram, n = 60,a = 4,b = 5, ¢ = 6, jo tada gadijuma (a—1)(b—1)(c—1) = (4—1)(5—1)(6 — 1) = 60,
tatad visas dalamibas izpildas.

b) N&é, neeksisté.
Pienemsim preté€jo, ka eksisté. Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka ¢ < b < a. levérosim, ka, ta ka n dalas

ar a, tad n? : a2, lidz ar to ir jaizpildas (a — 1)(b — 1)(c — 1) :a?. levérosim, ka skaitli @ un @ — 1 ir savstarpéji

pirmskaitli, tapéc a un a — 1 ari ir savstarpéji pirmskaitli. Tas nozimé, ka (b — 1)(c — 1) : a®. levérosim, ka
(b—1)(c—1)=bc—b—c+1<bec<a?

lidz ar to dalamiba nevar izpildities. Secinam, ka masu pienémums ir aplams, lidz ar to skaitlis n, kas apmierina
uzdevuma prasibas, neeksisté.

Skolotajs uz tafeles uzrakstija kvadratvienadojumu z2 4+ 102 4+ 20 = 0. Péc tam katrs skoléns péc kartas palielinija
vai samazinaja par 1 vai nu koeficientu pie x, vai brivo locekli (bez z). Galarezultata uz tafeles palika uzrakstits

kvadratvienadojums z2 + 20z 4+ 10 = 0. Vai noteikti var apgalvot, ka kada bridi uz tafeles bija uzrakstits kvadrat-
vienadojums ar veselam saknem?

Atrisinajums. J3a, kvadratvienadojums ar veselam sakném vienmeér atradisies.

Apzimésim koeficientus uz tafeles ka 72 + bz + ¢ = 0. Sakuma (b, c) = (10, 20), bet beigas (b,c) = (20, 10).
Aplakosim starptbu d = b — ¢. Sakuma d = 10 — 20 = —10, bet beigas d = 20 — 10 = 10. levérosim, ka starpiba
d vienmér mainas tiesi par £1, jo:

e jab—b*1l,tadd —>d=+1;

e jac—cx1,tadd — dF1.

Ta ka sakuma d = —10 un beigas d = 10, tad kaut kada bridi d vértiba bija vienada ar 1. Tas nozimé, ka
d=b—c=1jebb = c+ 1. Tada gadijuma uz tafeles ir uzrakstits kvadratvienadojums =2 + (c+1)zx+c=0
un tam ir 2 veselas saknes: —1 un —c.

Uz vienadsanu trijstira ABC sanu malam AB un AC atlikti attiecigi punkti K un L ta, ka AK = CL un
<ALK + <«<BKL = 60°. Pieradit,ka KL = BC.

Atrisinajums.

Taka AK = LC un trijstaris ABC ir vienadsanu, tad ari AL = K B. Kons-
trué taisni t; || AC, kas iet caur punktu B, un taisni ty || BC, kas iet caur
punktu L (skat. 1. att.). Apzimé&jam taiSnu ¢; un ¢9 krustpunktu ar M. Tada
gadijuma cetrstaris C LM B ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralé-
las. Paralelograma pretéjas malas ir pa pariem vienadas, tatad LC' = BM un
LM = CB.Taka AC || M B, tad <CAB = <ABM ka ieksgjie skérslenki
pie AC || M B, ko krusto AB, kas nozimé, ka AAKL = ABMK (mfm).
Tad (ka vienadu trijstaru atbilstosie elementi) <ALK = <M KB = « un
KL = MK. Aplukojot trijstari LK M, tas ir vienadsanu (KL = MK) ar
<LK M = 60°, nokavarsecinat,ka ALK M irviendadmaluun LK = KM =
M L. Ka pieradits ieprieks, M L = C B, tatad ari K L. = CB, kas ar1 bija japie-
rada.

1. att.
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10. klase

10.1. Vai eksisté kvadrattrinoms ax? + bz + ¢, kur a, b, ¢ ir veseli nepara skaitli un ﬁ ir viena no ta sakném?

10.2.

10.3.

1

Atrisinajums. Ng, jo, ievietojot 5555

vienadojuma, iegist

a1 2+b i+c—oy 20262
2026 2026

2026°¢ + 2026b + a = 0.

Ta ka pirmie divi saskaitamie ir para skaitli neatkarigi no b un ¢ paritates, tad, lai summa iegttu O (para skaitli), art
a jabut para skaitlim, kas ir pretruna ar doto.

Ar d(a) apzimésim naturala skaitla a dalitaju skaitu no 1 lidz a ieskaitot. Naturalu skaitli n > 1 sauksim par stiligu,
ja tam izpildas $adas divas 1pasibas:

o d(n) ir nepara skaitlis;

o d(k) <d(l) visiem k < [, kas abi ir skaitla n dalitaji.
Pieradi, ka skaitlis ir stiligs tad un tikai tad, ja tas izsakams forma p>™, kur m ir naturals skaitlis un p ir pirmskaitlis!

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka d(n) ir nepara tikai naturalu skait|u kvadratiem. Aplikosim naturalu skaitli
n. levérosim, ka, ja skaitlis [ ir skaitla n dalitajs, tad skaitlis % artir dalitajs. Tas nozimé, ka visus skaitla n dalitajus
var sadalit paros (l, %) lidz ar to skaitla n dalitaju skaits (tas ir, skaitlis d(n)) ir para skaitlis, iznemot gadijumu
n = k?, jotada gadijuma k un % sakrit. Secinam, ka d(n) ir para skaitlis visiem skaitliem, iznemot, ja n ir naturala
skaitla kvadrats (jeb para pakape), kas ari bija japierada.

Pieradisim, ka tadu skaitlu para pakapes, kuru pirmreizinataju vida ir vairak neka viens pirmskaitlis, neder. Pie-
nemsim, ka dota tada naturala skaitla, kas satur pirmreizinatajus p; < ps, para pakape. Tad Sis pakapes dalitaju
vida ir skaitli p7 < p1pa < p3. Ta ka tie ir pirmskaitli, tad d(p3) = 3, jo p3 dalas tikai ar 1, p, p3, bet d(p1p2) = 4,
jo p1p2 dalas ar 1, py, p2 un p1p2. legita pretruna, jo p1pe < p3, bet d(pip2) > d(p3).

Visbeidzot pamatosim, ka skaitliem, kas ir viena pirmskaitla para pakapes, izpildas prasitais. Tad varam izteikt
n = p>™, kur m € N. Tas nozZimé, ka skaitla n dalitaju vidd ir 1, p, p?, p>, ..., p>™. Taka p - pirmskaitlis, tad
skaidrs, ka katra nakama pakape ir lielaka par ieprieks€jo, un tas dalitaju skaits palielinas par 1, tapéc uzdevuma
nosacijumi izpildisies.

Dots trijstaris ABC'. Punkts O ir trijstarim ABC apvilktas rinka linijas centrs. Perpendikuls, kas vilkts no punkta
B pret AO, krusto malu AC punkta M. Perpendikuls, kas vilkts no punkta C pret AO, krusto taisni AB punkta
N. Pieradit, ka BC?> = BM - CN.

Atrisinajums.

2. att.



http://nms.lu.lv/

10.4.

10.5.

Apzimésim <ABC' = ( (skat. 2. att.). Tad <AOC = 20 ka centra lenkis trijstarim ABC' apvilktaja rinka linija.
Taka AO = OC, tad <OAC = <OCA = M = 90° — S. Aplikojot trijstira AQC ieks€jo lenku summu,
ieglist <TACN = (3. Aplikojot trijstira AP M iekséjo lenku summu, <AMB = B. Tad AABM ~ AACB, jo
<JAMB = <ABC = j un <BAC— kopigs lenkis. No ta izriet, ka 2 = 4B Tapat AACN ~ AABC, jo

_ . R CNBC A:C' Tq =
<IBAC - kopigs lenkis un <ACN = <ABC = 3. Notaizriet, ka 5= = 45- Taka
BM  AB
BC — AC .ON = pc2. 4B AC _ poo
CN _AC = BM - -CN = BC ic ABfBC’.
BC AB

Uz 6 x 6 $aha galdina katra laucina sakuma atrodas pa tornim. Katra gajiena drikst nonemt no galdina jebkuru
vienu torni, kas apdraud nepara skaitu citu tornu (torni apdraud viens otru, ja tie atrodas viena rinda vai viena
kolonna un starp tiem nav citu tornu). Kads ir lielakais tornu skaits, ko var nonemt?

Atrisinajums. Atbilde ir 31.

Vispirms pieradisim, ka noteikti vismaz 5 torni paliks nenonemti. Acimredzami, ka torni, kas ir sttros, paliks ne-
nonemti, jo jebkura bridr stlros esosie torni apdraud tiesi 2 tornus. Bridi, kad uz Saha galdina palikusi 5 torni,
aplikosim torni, kas nav viens no stiiros esoSajiem torniem. Ja Sis tornis atrodas pirmaja rinda, pédgja rinda, pir-
maja kolonna vai pédgja kolonna, tad tas apdraud tiesi 2 citus tornus, pretéja gadijuma sis tornis apdraud O citus
tornus. Secinam, ka So torni més nonemt nevarésim, tapéc vismaz 5 torni paliks nenonemti. Lidz ar to nonemt
més varésim ne vairak ka 36 — 5 = 31 torni.

Konstrukcija, ka nonemt 31 torni, ir $ada. Zemak redzamaja tabula katra ratina ierakstitais skaitlis attélo gajie-
na numuru, kura no attiecigas ritinas tika nonemts tornis.

2 3 4 5 6
1 26 24 21 X
2 23 25 22 20

30 29 18 19

8§ 31 28 17 X
7 16 14 13 15
6 9 10 11 12 X

Uzdevumam pastav ari alternativas konstrukcijas, kas lauj panakt 31 nonemtu torni.

T W N~
O O W |
N
J

Doti pozitivi reali skaitli x, y, z ar Tpasibu, ka jebkuru divu 3o skait|u starpiba ir mazaka neka 2. Pieradit, ka

Vey+ 1+ yz+1+vVer +1>a+y+ 2.

Atrisinajums. levérosim, ka, ja més pieraditu, ka /zy +1 > xTer, Vyz +1 > y;—z unvzx +1 > 2‘5‘%, tad,
saskaitot §1s 3 nevienadibas kopa, més iegttu, ka

x+y+y+z+z+x

Voy+ 1+ yz+ 1+ Ve +1> 5 5 5

=z +y+z,

kas ir misu pieradama nevienadiba.

Pieradisim, ka v/xy + 1 > xQﬂ (paréjas divas nevienadibas pierada analogi). Veicot ekvivalentus parveidojumus,
varam iegt, ka

\/:ny+1>x7+y

2
(z +y)?
4
doy +4 > (x+y)? = 2 + 22y + ¢/

4> 2% =2y +y? = (z —y)>

(zy+1) >

P&dgja nevienadiba ir patiesa, jo péc uzdevuma nosacijumiem 2 > |z —y/|, kas nozimé, ka4 > (x—y)?. Analogiski
varam pieradit, ka \/yz + 1 > % unvzz+1> Z;’”, kas atrisina uzdevumu.
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11. klase

11.1. Doti pozitivi reali skaitli a,b. Zinams, ka 2026 skait]u ‘gjﬂ, %7 ceey gigg%g summa ir vienada ar 2026. Ar ko ir
vienads $o 2026 skait]u reizinajums?
Atrisinajums. Doto 2026 skait|u reizinajums ir vienads ar 1.
levérosim, ka
a+1l a+2 a + 2026
——— =2026
b1l b12 b+ 2026
a+2 a + 2026
—1 e —— 1] =0
(1) ( )+ (5o )
@ + L—b R bl
b+ b+2 7 b+2026
1 1
Ju— b . . — p—
(a—1) <b+1+b+2+ +b+2026>
Taka g + 55 + - - -+ 59095 7# 0, J0 bir pozitivs skaitlis, tad secinam, ka a — b = 0, kas nozimé, ka a = b. Tada
gadijuma
a+1l a+2 _a+2026
b+1 b+2 7 b42026

kas nozimé, ka doto 2026 skaitlu reizinajums ir vienads ar 1.

11.2. Realu skaitlu trijnieku x, y, z sauksim par triadi, jax + y + z = 1.

a) Atrast lielako konstanti C' ar ipasibu, ka jebkurai triadei max(z? + y,y? + 2, 2% + x) > C.
b) Pieradit, ka neeksisté tada konstante C, ka jebkurai triadei min(z? 4 y,y% + 2,22 + ) < C.

Atrisinajums. a) Lielak3 iespéjama C vertibair C = 3

Jax =y =2 = %,tadx+y+z = 1unx2+y = y2+z =224 = %,kasnoszé,ka% > (. Tagad
pieradisim, ka jebkurai triadei izpildas, ka

max (z2

O W~

+y,y2—|—z,z2+x) >

levérosim, ka visiem realiem skaitliem a, b, ¢ izpildas, ka max(a, b, ¢) > %b“, tapéc, ja més pieraditu, ka

(@ +y)+ @ +2)+ (P +2) 4
3 -9
4
Pyt ty > 3
4
?+yP 21> >3
1
x2+y2+z22§,

tad prasitais btu pieradits. Tacu, izmantojot to, ka x + y + z = 1, varam iegit, ka

—_

x—i—y +22> =

w

32+ +2%) > 1
32 +y* +2%) > (w+y+2)°
322+ P+ 2%) > + P + 22+ 22y + 2yz 4 222
222 4+ 2y + 222 — 2wy — 2yz — 222 > 0
(=9 +@y—2)°+(z—2)>0.
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11.3.

Pedéja nevienadiba ir patiesa, jo realu skaitlu kvadratu summa ir nenegativs lielums. Ta ka $1 nevienadiba tika
ieglta, ekvivalenti parveidojot sakotnéjo nevienadibu, tad arT sdkotnéja nevienadiba ir patiesa.

b) Tagad pieradisim, ka neeksisté tada konstante, ka min(z? + y, 2 + 2, 22 + x) < C. Aplakosim skaitlus z = 0,
y=1t,z=1—t,kur tirreals skaitlis. Tad
min(z? +y, % + 2,22 + ) = min(t,t* —t + 1,1 — 2t + %)

levérosim, ka jebkurait > 3 vértibai izpildas, kat>—t+1 > t, jo tasir ekvivalentiar (t—1)? > 0,unt?—2t+1 > ¢,
jo tasir ekvivalentiar ¢(t — 3) + 1 > 0. Lidz ar to

min(z? +y, 2 + 2,22+ ) =min(t, 12 —t + 1,1 — 2t + %) = ¢
Tacu, ta ka més skaitli ¢ varam izvéléties péc patikas lielu, tad neeksisté tada konstante C, ka t < C, kas ar1 bija
japierada.

Dots rinka Iinija ievilkts Cetrstiris ABC D, kuram BC < AD. Punkts E ir taiSnu AB un C' D krustpunkts Punkti
K un L irizvéléti attiecigi uz malam C D un AB aripasibu, ka <<KAD = <K BCun<LDA = <LC B. Pieradtt,

ka EK = EL.

Atrisinajums.

3. att.

levérosim, ka, ta ka ap cCetrstri ABC'D var apvilkt rinka liniju, tad <BAD = <BCFE un <CDA = <CBE.
levérosim, ka

FEAK = <BAD — «KAD = «BCFE — <KBC = <BKF,
<EDL =<CDA - <LLDA =<FBC —<LCB =<FLC,

kur més izmantojam to, ka <BC'FE ir trijstira BC' K aréjais lenkis un <& BC' ir trijstira K BC' ar€jais lenkis.

Taka <FAK = <«<BKEFE,tad AEBK ~ AEKA péc pazimes ¢/, un,taka <EDL = <FLC,tad AELC ~
AEDL péc pazimes £¢. Lidz ar to

EL ED )
EK EA

_ 2: .
5 - ER — EK EB-FEA.
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11.4.

11.5.

Lidz arto,taka <BAD = <BCEun<CDA = «<CBE, tad AEBC ~ AEDA péc pazimes ¢/, kas nozZimé, ka

EB EC
ED = EA = EB-EA=FEC-ED.

Secinam, ka
FIL? =FED-FEC =FEB-EA=FK? — FL = FK,

kas ari bija japierada.
Atrast visus naturalo skaitu trijniekus a, b, ¢, kuriem eksisté tadi naturali skaitli x, y, z, kaab+1 = z!,bc+1 = 3!
unca+ 1=z

Piezime. Ar n! apzZimé skaitla n faktorialu - pirmo n naturalo skait|u reizinajumu, pieméram, 5! =5-4-3-2-1 =
120.

Atrisinajums. Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka a < b < ¢. Tada gadijuma ab < ac < bcun

ab+1<ac+1<cb+1 = =< z<y.
Takaz!:zluny!:z!jox < zunx <y, tad secinam, ka (ca + 1) : (ab+ 1) un (bc + 1) : (ab + 1). Pamanisim, ka

a(c—b) = ((ca+1)— (ab+1)):(ab+1)

b(c—a)=((bc+1)— (ab+1)):(ab+1).
levérosim, ka LKD(ab + 1,a) = LKD(bc+1,b) = 1,lidzarto (c—b): (ab+ 1) un (c—a): (ab+1). Tas nozZimé, ka

(c—a)—(c—b)=(b—a):(ab+1).

Lai S1dalamiba izpilditos, ir jablt patiesai nevienadibai ab+1 < b—a, tacuievérosim,kab—a < b < ba < ba+1,
tapéc dalamiba var izpildities tad un tikai tad, jaa — b = 0 jeba = b = t, kur ¢ ir kaut kads naturals skaitlis.

levérosim, ka tada gadijuma t2 + 1 = z!. Jaz > 3, tad z! dalas ar 3, kas nozimé, ka (2 + 1) :3. Ta¢u ¢? dod

atlikumus 0 vai 1, dalot ar 3, tapéc (¢ + 1) / 3. Secinam, ka x = 1vai z = 2. Acimredzami, ka z = 1 nav
iespéjams, tapéc = = 2, kas nozimé, ka a = b = 1. Tada gadijuma c+ 1 = y!, kas nozZim¢, ka ¢ = y! — 1. Secinam,
ka visi iesp&jamie atrisinajumiir (¢! — 1,1,1), (1,¢! — 1,1)un (1,1,¢! — 1).

Alberts ir pierakstijis virkni a1, as, . . ., asgag, kura katrs no skaitliem 1, 2, .. ., 2026 paradas tiesi vienu reizi. Kris-
tine velas noteikt So virkni, veicot vairakus gajienus, péc kuriem Alberts vinai sniedz informaciju. Viena gajiena
Kristine uz lapas uzraksta skaitlus no 1 lidz 2026 un dazus no tiem savieno ar linijam t3, ka katrs skaitlis ir savienots
ar ne vairak ka vienu citu skaitli. Péc tam vina iedod So lapu Albertam. Tad Alberts uz citas lapas uzraksta skait|us
no 1 lidz 2026 un katram skaitlu parim ¢ un j, kurus Kristine savienoja ar Iniju, vin$ savieno ar liniju skaitlus a;
un a;. Beigas vins iedod 3o lapu Kristinei. Kads ir mazakais gajienu skaits, kas nepiecieSams, lai Kristine varétu
noteikt Alberta sakotnéjo virkni?

Atrisinajums. Atbilde ir n = 2.

P&c viena gajiena Kristine nekadi nevar ar parliecibu noteikt Alberta virkni. Proti, ja uz Alberta lapas ir savienoti
skaitli a; un a;, tad Kristine nevar zinat, kurs no tiemir a; un kurs ir a;.

Pieradisim, ka Kristine vienmér var ar parliecibu noteikt Alberta virkni péc diviem gajieniem, tapéc minimalais
nepiecieSamais gajienu skaits ir tiesi 2. Pirmaja gajiena Kristine savieno parus 3-4, 5-6, ..., 2025-2026. Otraja
gajiena Kristine savieno parus 2-3, 4-5, ..., 2024-2025.

Pamatosim, ka péc Siem diviem gajieniem Kristine zina skaitlus a1, as un asgag. PatieSam, skaitlis a; ir vienigais,
kas nebija savienots ar nevienu citu skaitli ne pirmaja, ne otraja gajiena. Skaitlis as ir vienigais, kas tika savienots ar
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kadu citu skaitli tikai otraja gajiena, bet skaitlis asgo¢ ir vienigais, kas tika savienots ar kadu citu skaitli tikai pirmaja
gajiena.

Talak Kristine zina art ag, jo péc otra gajiena Sis skaitlis ir savienots ar as. Savukart skaitlis a4 pirmaja gajiena
bija savienots ar ag, tapéc Kristine zina ari a4. Turpinot $adi spriest, Kristine nosaka visus paré€jos skaitlus no a;
[ldz a,,; (n 4 1)-aja soli vina nosaka a,, 41, jo Sis skaitlis tiesi viena no apmainam bija savienots ar a,,, un, atkariba
no skaitla n paritates, vina zina ari, kura no apmainam tas notika.
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12. klase

12.1.

12.2.

12.3.

Kada trijstara lenki ir a, 8 un . Zinams, kaa < 8 < 7y un
sin? a + sin? 8 = cos® a + cos? 3.
Pieradit, ka v = 90°.

1. atrisinajums. Ta ka trijstlira lenku summa ir 180°, tad mums pietiek pieradit, ka o+ 5 = 90°. Skaidrs, ka lenki
« un [ ir Sauri, apzimésim ¢ = 90° — 3 un ievérosim, ka ar1 ¢ ir Saurs. Tada gadijuma mums japierada, ka o = .
levietojot dotaja vienadojuma 3 = 90° — ¢ un izmantojot to, ka sin (90° — ¢) = cos ¢ un cos (90° — ) = sin p,
ieglistam, ka
) 2 2 )
sin” a 4 cos” ¢ = cos” o + sin“ .
Talak ievietojot cos? a = 1 — sin? a un cos? ¢ = 1 — sin? o, iegiistam, ka

sin?a + 1 —sin® p = 1 —sin® a 4 sin” o,

ko vienkarojot ieglistam, ka sin? o = sin? ¢. Taka a.un ¢ ir $auri lenki, tad to sinusi ir pozitivi, tatad sin o = sin ¢.
Ta ka sinuss ir augosa funkcija intervala [0, 90°], tad varam secinat, ka o = ¢, kas arT bija vajadzigs.

2. atrisinajums.  Pamanisim, ka oz un S ir auri lenki (citadi trijstdra lenku summa parsniegtu 180°, jo v > ).
Parveidosim doto izteiksmi:

(cos? a — sin® ) + (cos? B —sin* B) = 0
cos2a + cos28 =0
200 —
a QBCOS204—|—2B _
2 2
cos (o — fB)cos (a+ ) =0

2 cos 0

levérosim, ka, ta ka o un f ir Sauri, tad |a — 3| < 90°, tatad cos (o — ) # 0. Tas nozZimé, ka cos (« + ) = 0,
tatad a + 8 = 90° 4 180°n, kur n € Z. Ta ka e un  ir Sauri, mums der tikai o« + 8 = 90°, tacu no trijstdra lenku
summas izriet, ka 90° = « + g = 180° — ~, tatad v = 90°, kas arT bija japierada.

Doti reali skaitli a1, as, . . ., a104, kuriem izpildas
ay+ag-az-...-ap4a =02 +az ... Q104 - a1 :...:a104+a1-ag-...-a103:2026
Pieradit, ka starp skaitliem a1, as, . . ., ajg4 ir vismaz 52 vienadi.

Atrisinajums. Ar P apzimésimajas-. . .-a1o4. levérosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka a?+P = 2026aq;
katram 1 < i < 2026. Tas nozimé, ka skaitli a1, as, . . ., aggag ir vienadojuma z2 — 2026z + P = 0 saknes. Tacu
kvadratvienadojumam ir ne vairak ka 2 dazadas saknes, tapéc péc Dirihl€ principa starp skaitliem ay, ao, . . ., ajp4
vismaz 104 = 2 = 52 ir vienadi.

Rinka linija w, kuras centrs ir punkts O, ir ievilkts piecstiris ABC DFE ta, ka taisnes AE un BD ir paralélas. Uz
diagonalém AC un C'E ir attiecigi izvéléti punkti X un Y ar1pasibu, ka

JABX =<CBD un <EDY =<CDB

Pieradit, ka ap trijstiriem DY O un BX O apvilktas rinka linijas vélreiz krustojas punkta, kas atrodas uz w.
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12.4.

Atrisinajums.

4. att.

Taka AE || BD, tad ABDE ir vienadsanu trapece, tapéc AB = DE. levérosim, ka <BAX = <BDC =
<EDY = aun<ABX = <DBC = <DFEY = (3, kur més izmantojam to, ka lenki, kas balstas uz vienu un to
pasu loku, ir vienadi. Secinam, ka AABX = ADFEY péc pazimes {mf. Tada gadijuma BX = Y F ka vienados
trijstdros atbilstoSie elementi.

levérosim, ka OB = OA = OF = OD karadiusi un <BOA = <FEOD, jo loki AB un DE ir vienadi, kas
nozimé, ka <OBA = <OAB = <OED = <ODE. Tada gadijuma

<XBO = <0OBA - <ABX =<0ED — <YED = <Y EO.

Secinam, ka AX BO = AY EO péc pazimes m{m. Tada gadijuma <BXO = <OY FE ka vienados trijstlros
atbilstosie elementi.

Pienemsim, ka trijstiira B X O apvilkta rinka Inija krusto w punkta 7'. levérosim, ka <BTO = 180° — <BXO =
180° — <«OY E = <0OY C. Pienemsim, ka taisnes C E' un BT krustojas punkta Z. Tada gadijuma esam ieguvusi,
ka <ZTO = <«OY Z, kas nozimég, ka ap Cetrsttri OY T'Z var apvilkt rinka liniju.

levérosim, ka <ZY D = <Y DFE + <Y ED = « + g ka trijstira Y D E aré&jais lenkis. Atzimésim ari to, ka
<BCD =180° — <DBC —<CDB =180° — § —a = <BTD

ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku. Secinam, ka <BT'D + <<ZY D = 180°, kas nozimé, ka ap Cetrstari
ZTY D var apvilkt rinka lniju. Esam ieguvusi, ka cetrstari OYTZ un ZTY D ir ievilkti. Tada gadijuma punkti
O un D pieder trijstirim ZT'Y apvilktai rinka lTnijai, tapéc visi pieci punkti Z, T, Y, O, D atrodas uz vienas rinka
[ijas. Secinam, ka ap Cetrstlri OY DT var apvilkt rinka liniju, kas atrisina uzdevumu.

Dota 10 x 10 ratinu tabula, katra tas ratina ir ierakstits kads vesels skaitlis (starp tiem var gadities ar1 vienadi).
Sauksim rGtinu par labu, ja visu skaitlu summa kolonna, kura atrodas $i ritina, neparsniedz visu skaitlu summu
rinda, kura atrodas i ritina. Atrodiet mazako iesp&jamo labo ratinu skaitu Sada tabula.

Atrisinajums.

Mazakais iespéjamais labo ratinu skaits ir 10. Pieméram, pirmaja rinda visas ritinas ieraksta 1, bet visas paré&jas
rindas visas ratinas ieraksta 0 (skat. 5. att. (a)). Tad pirmas rindas summa ir 10, bet katras kolonnas summa ir
1, tapéc visas pirmas rindas ratinas ir labas (to ir 10), bet visas paréjas nav labas; tatad var panakt tiesi 10 labas
ratinas.
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Tagad pieradisim, ka mazak par 10 labam rdtinam nevar bat. Sadalam tabulas ratinas 10 grupas pa 10 ratinam
ta, lai katra grupa ratinas atrastos dazadas rindas un dazadas kolonnas (pieméram, nemot cikliskas diagonales, ka
redzams 5. att. (b)). Pienemsim, ka kada grupa visas ratinas nav labas; tad katrai rGtinai $aja grupa tas rindas
summa ir mazaka neka tas kolonnas summa. Saskaitot sis nevienadibas pa visam grupas ratinam, iegiistam, ka
visu tabulas skaitlu summa, saskaitita pa rindam, ir mazaka neka ta pati summa, saskaitita pa kolonnam, kas nav
iespéjams. Tatad katra grupa ir vismaz viena laba ratina, un labo ritinu skaits ir vismaz 10.

o|0o|O|loOo|C0|0 0|
O|0|O|Oo0|C(0|0 0|
O|I0|0O00|0(0|0|0O|F
oO|0|0OoO|C0|0 O
ellellellellollellelleleli
O|0|O|Oo0|C(0|0 0|
O|0|O00|C(0|0|O|F
O|I0|0O0O0|00|0 0|
ellelleollelleolle}lle} ool g
o|0o|O|lo|Oo|C0|0 0|

R

5. att.

—
QO
-

(b)

12.5. Naturalu skaitlu kopu S sauksim par latvisku, ja tai izpildas sadas divas Tpasibas:
o katriem diviem dazadiem kopas S elementiem a, b piemit ipasiba, ka a® + 1 dalas ar b un b? + 1 dalas ar a;
o katrs kopas S elements ir lielaks neka 2026.

Atrast visus naturalos skaitlus n > 2, kuriem eksisté latviska naturalu skaitlu kopa, kas sastav tiesi no n dazadiem
elementiem.

Atrisinajums. Atbilde ir n = 2.
Pienemsim, ka eksisté latviska skaitlu kopa, kas sastav no n > 3 elementiem. Aplikosim 3 Sis kopas lielakos ele-

mentus a < b < c. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka (a® + 1) :bun (a® + 1) i c. Ja skaitliem b, c ir kopigs
dalitajs d, tad ta ka (b + 1):c no uzdevuma nosacijumiem un d dala gan c, gan b2, tad tam ir jadala 1. Secinam, ka

b, cir savstarpéji pirmskaitli, lidz ar to (a2 + l)fbc. Tacuievérosim, ka a®+1 < b, tapéc dalamiba nevar izpildities.

Tagad pieradisim, ka eksisté latviska skaitlu kopa, kas sastav no 2 elementiem. Vajag atrast naturalu skaitlu pa-
rus ¥,y > 2026, kuriem izpildas, ka (y% + 1):z un (22 + 1) :y. levérosim, ka, ja més atradisim skaitJu parus,
kuriem izpildas 22 + 32 + 1 = 3xy, tad

(2 +92+ )iz = (P +1)ix

(2 + 92+ 1)y = (@2 +1)iy.
Pieradisim, ka, ja (o, 3o) ir vienadojuma x2 + y? 4+ 1 = 3xy atrisinajums, tad ari (yo, 3yo — o) ir atrisinajums.
PatieSam
Y5 + (3yo — 0)” + 1 = 3yo(3yo — o)
ys + 9yg — 6zoy0 + 2§ + 1 = 9y§ — 3zoyo
a:% + yg + 1 = 3z0yo-

Pédéja sakariba ir patiesa, jo péc pienémuma (g, yo) ir vienadojuma z? 4+ y? 4+ 1 = 3zy atrisinajums. Lidz ar to,
taka (1,1) ir vienadojuma 2 + 32 + 1 = 3y atrisinajums, tad varam iegit $adu bezgaligu atrisindjumu virkni:

(1,1) = (1,2) = (2,5) = (5,13) — ...

Redzam, ka, turpinot So atrisinajumu virkni pietiekami ilgi, ieglisim atrisinajumu, kura z, y > 2026, kas arT atrisina
uzdevumu.
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