Latvijas 71. matematikas olimpiades 3. posma 2. kartas uzdevumi un
atrisinajumi

1. Doti reali skaitli a, x, y, z, kuriem ir spéka vienadibas:
x+y+z=a,
1 1 1 1

Xy z a
Pieradit, ka vismaz viens no trim skaitliem x, y, z ir vienads ar a.
Atrisinajums. Pieradisim, ka (x —a)(y —a)(z — a) = 0. Atverot iekavas, kreisa puse parveidojas par
xyz — a(xy + yz + zx) + a*(x + y + z) — a>. Bet no pirmas vienadibas izriet, kaa?(x + y +z) —a3 =0
un no otras (vienadojot saucéju kreisaja pusé) —ka xyz — a(xy + yz + zx) = 0.

2. Pieradtt, ka var atrast 22921 dazadus naturalu skaitlu parus (a;; b;), ka vienlaicigi izpildas $adas vienadibas:
1 + 1 + ! + -+ 1 1
albl azbz a3b3 a22021b22021 -

(ay + ay + as + -+ + ay2021) + (by + by + by + -+ + byz021) = 32022,

Piezime. Pari (a; b) un (c; d) ir dazadi,jaa # cvaib # d.
Atrisinajums. Apskatam skaitJu parus (1; 2), (1; 3), (1; 12), (3; 4). Tiem izpildas vienadibas:
1 1 1
T2tttz
(1+1+1+3)+Q+3+12+4) =27

Tatad ir 22 pari ar summu 33.
Aizstajam pari (a; b) ar diviem skaitlu pariem: (a; a + b) un (b; a + b). Tad
1 1 b+a _1
a@+b) "b@a+bh) abbta)  ab

a+(@a+b)+b+(a+b)=3(a+b),

tas ir, apgriezto lielumu summa nemainas, bet skaitlu summa palielinas 3 reizes. Sada veida no 22 pariem ar
summu 33 var iegiit 23 parus ar summu 3%, péc tam — 2% parus ar summu 3° utt.
Var pieradit, ka vienadi pari var rasties tikai no vienadiem. Tadé| visi iegutie pari bls dazadi.

3. Dots vienadsanu trijstris ABC, kuram AB = AC. Uz pamata malas BC atziméts punkts D ta, ka BD = 2CD.
No B pret AD un AC novilkti perpendikuli — attiecigi BE un BF. Aprékinat <CEF lielumu, ja <BAC = 22°.
Atrisinajums. Papildinasim trijstdri lidz rombam ABGC (virsotne G ir novietota simetriski A attieciba pret
BC) un novilksim romba diagonali AG. Diagonalu krustpunktu apzimésim ar H. Vienkarsibas péc, lenki BAC
apzimésim ar a.

Ta ka romba diagonales krustojoties dalas uz pusém, tad AH = HG un CD = 2DH. Bet tas nozimé, ka
trijstari ACG ari AD ir mediana un tas pagarinajums krusto CG viduspunkta I. Tatad AICH ~ AABC.
leverosim, ka punkti A,B,H,E un F atrodas uz vienas rinka Ilinijas ar diametru AB . Tapéc
LEHB = 180° — «<EAB un <CHE = 180° — <FHB = 4EAB. Aplikojot ievilktos lenkus, kas balstas uz AF,
ieglstam, ka XAEF = <ABF = 90° — «a.

No t3, ka AB||CG , Skérslenki XEAB un XEIC ir vienadi: <EAB = JEIC. Tatad XEIC = <CHE, abi Sie lenki
balstas uz nogriezna CE un ap &etrstiri CEHI var apvilkt rinka Iiniju. Saja rinka linija <IHC = %IEC, jo
balstas uz IC. Bet <[HC = <ACB = 222=% Tatad <AEC = m180° — 2IEC = 222*¢

No sakaribas <CEF = <AEC — <AEF ieglstam, ka <CEF = 1802—“" — (90° — &) = 2% = 33°.




4. Sakuma uz tafeles ir uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 400. Divi spélétaji péc kartas izdara gajienus, sak
pirmais spélétajs. Viena gajiena spélétajs nodzes jebkurus 3 skaitus, kuriem eksisté trijstiris ar S$adiem malu
garumiem. Spélétajs, kurs vairs nevar izdarit gajienu, zaudé. KurS spélétajs — pirmais vai otrais — uzvarés,
pareizi spéléjot?

Atrisinajums. Pieradisim, ka pirmais spélétajs vienmér var uzvarét.

levérosim, ka skaitli 1 nevar nodzést nekada veida. Paradisim, ka, ja katra gajiena pirmais spélétajs nems tris
mazakos skaitlus, neskaitot 1, tad vinS vienmeér vareés izdarit gajienu, kamer vien bus atlikusi véel kadi skaitli,
neskaitot 1. Tada gadijuma spélé beigsies, kad uz tafeles bus atlicis viens pats skaitlis 1 (un gajiens bus otra-
jam spélétajam) vai ari agrak pie kada otra spélétaja gajiena.

Pienemsim, ka kartéja gajiena mazakie atlikusie skaitli ir a < b < c. Pieradisim, kaa + b > c, tas ir, ka tie ir
derigi. Visus skaitlusa +1; a+2; ...; b—1; b+ 1; b+ 2; ...; c — 1ir panémis otrais spélétajs kados sa-
vos gajienos, jo pirmais spélétajs visu laiku ir némis skaitlus, kas ir mazaki neka a. Sadu skaitlu ir c — a — 2.
Kamér otrais spélétajs ir némis Sos skaitlus, pirmais spélétajs ir némis skaitJus no intervala 2; ...; a — 1, tatad
Saja intervala ir vismaz ¢ — a — 2 skaitli. Ta ka taja ir tieSia — 2 skaitli, tadc —a —2 <a —2jebc < 2a un
takia<b,tadc<a+a<a-+b.

5. Atrisinat naturalos skait|os vienadojumu n3® — 5n + 10 = 2k,
Atrisinajums. Jan = 1, tad vienadojumam atrisinajuma nav, jan = 2, tad der atrisindjumsn = 2, k = 3.
Pieradisim, ka, ja n>2, tad vienadojumam atrisinajumu nav.
Aplikosim doto vienadojumu péc modula 7. Vienadojuma laba puse péc modula 7 pienem vértibas 1, 2, 4,
bet kreisa—3,6, 1, 1, 5, 5, 0. Tatad, ja tas sakrit, tad tas abas pienem vértibu 1 péc modula 7. Bet tas nozime,
ka k dalas ar 3, tatad n® — 5n + 10 ir kada naturala skait|a kubs.
Paradisim, ka tas ta nevar but. Lai to izdaritu atliek pieradit, ka visiem n = 3 ir spéka

n-1)3<n®-5n+10<nd

Laba nevienadiba ir acimredzama, kreisa péc iekavu atvérianas un saisinasanas klist par 3n? —8n + 3 > 0,
ko var parveidot par 3n(n — 3) + n + 3 > 0, kas ir patiesa visiem n = 3.



