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Valsts izglitibas satura centrs

IEGULDIJUMS TAVA NAKOTNE

Latvijas 72. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

9.1. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x un y ir spéka nevienadiba x2 + 5y2 + 4xy — 6y + 9 > 0.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
(x2 +4xy + 4y?) + (y2 — 6y +9) = 0;
(x+2y) 2+ @y -3)2=0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja puseé ir divu nenegativu skaitlu summa,
kas art ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad
ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

9.2. Vienadsanu trijstlrmi ABC virsotnes lenkis X{ABC = f8. Ar centru punkta A un radiusu AC novilkta rinka Iinija, kas
krusto malas AB un BC attiecigi punktos D un E. Zinams, ka <ADE = 12(. Aprékinat § lielumul!
Atrisinajums. T4 ki AABC ir vienadsanu, tad <BAC = <BCA = %(180° — %ABC) = §(180° — B). levérojam,
ka AD = AE = AC ka radiusi (skat. 1. att.), tatad ADAE un ACAE ir vienadsanu trijstdri. 1zsakam lenkus:
o <CAE = 180°— 2«BCA = 180° — 2 -%(1800 — B) = B (no ACAE);
o <DAE = 4¥BAC — «CAE = %(180O —B)—pB =90°— %;
o <DAE = 180°— 2<ADE = 180°—2-128 = 180° — 24 (no ADAE).

Lidz ar to ieglstam vienadojumu:

90° —% =180°—24B; 180°— 38 =360°—48B; 458 =180% pf = 4°.

1. att.

9.3. Pieradit, ka katram naturalam K > 1 var atrast tadu naturalu skaitli, kas dalas ar 7 un kura ciparu summa ir K.
Atrisinajums. Apskatam divus gadijumus.

o JaK irpara skaitlis, tasir, K = 2n, kurn € N. levérosim, ka 1001 daldsar 7 (jo7 - 143 = 1001) un ta ciparu
summa ir 2. Uzrakstot skaitli 1001 rinda aiz sevis n reizes (100110011001...), ieglsim (4n)-ciparu skaitli,
kura ciparu summa ir 2n un kurs dalas ar 7.

o JaK irneparaskaitlis, tasir, K = 2n + 1, kur n € N. Papildus ievérosim, ka skaitlis 21 dalas ar 7 un ta ciparu
summa ir 3. Aiz skaitj]a 21 uzrakstot (n — 1) reizi skaitli 1001 (2110011001...), ieglsim (4n — 2)-ciparu
skaitli, kura ciparu summair3+ (n—1)-2 = 2n+ 1 un kurs dalas ar 7.
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9.4.

9.5.

Zinkarigs tarists vélas pastaigaties pa pilsétas ielam (plana attélotas ka ratinu malas) no krustojuma A Iidz
krustojumam B (skat. 2. att.), veicot péc iespéjas garaku celojumu un neatgrieZoties neviena krustojuma vairakas
reizes. Kads ir lielakais iesp&jamais celojuma garums, ja uzskatam, ka vienas ritinas mala ir vienu vienibu gara?

2. att.

Atrisinajums. Lielakais iesp&jamais celojuma garums ir 40, to var veikt, pieméram, ka paradits 3. att.
Pieradisim, ka lielaks celojuma garums nav iespéjams. Atzimésim katru otro krustojumu ar melnu apltti (skat.
4. att.). levérosim, ka ik péc diviem veiktiem posmiem celotajs nonak atzimétaja krustpunkta. Ta ka sakumpunkts
A ir atziméts un atzimétu krustpunktu kopa ir 21, tad apmeklésanai atliek vairs tikai 20 atzimétu krustpunktu
(ieskaitot B). Tatad celojums beigsies punkta B péc ne vairak ka 2 - 20 = 40 posmiem.

3. att. 4. att.

Pieradit, ka trijstlira augstumi nevar bt 19, 37 un 41 vienibu gari!

Atrisinajums. Pienemsim, ka $ads trijstlris eksisté un ka ta laukums ir S. Izmantojot trijstira laukuma

ahg . - N 2§ N .. 25 28
2“, izsakam trijstira malas garumu a = P Tad trijstira malu garumi ir 19 37 YN
a

apréekinasanas formulu S =
28
41’

S 11 1 . Lo . — v o . .
nevienadibai 5+H<E’ kuras patiesumu var viegli parbaudit, pieméram, ar Sadiem ekvivalentiem

parveidojumiem:

- . e e - S 25 25 25w .. .
Bet Siem malu garumiem neizpildas trijstira nevienadiba, jo i< ST nevienadiba ir ekvivalenta

1 1 2 1 1 1 1 1 3 1
—+=<=; —=—-=X — <= —=<=
37 41

3
; — - < ; ; 41 < 3-37.
38 37 38 38 41 3738 3841 37 41

10.1.

Atrisinat realos skait|os vienadojumu sistému

x2=y+2

{yz =x+2
Atrisinajums. Atnemot no pirma vienadojuma otro un veicot ekvivalentus parveidojumus, ieglistam

x2—yl=y—x;
(x=»x+y)+&x-y)=0;
(x=y)x+y+1)=0.
Tatadx —y =0vaix+y+1=0.
o Apskatam gadijumu, kad x —y = 0. Izsakam y = x un ievietojam to dotas vienadojumu sistémas pirmaja

vienadojuma. legiistam kvadratvienadojumu x2 — x — 2 = 0, kuram ir divas saknes x; = —1 un x, = 2.
Tad attiecigi ariy; = —1 un y, = 2. Parbaudot redzam, ka skaitu pari (—1; —1) un (2; 2) der.
o Apskatam gadijumu, kad x +y + 1 =0. Izsakam y = —1 — x un ievietojam to dotas vienadojumu
—1+/5

sistémas pirmaja vienadojuma. legistam x? +x —1 =0, kuram ir divas saknes x; = un

2
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-1—5 —1—/5 —14+/5

un y, = —1—x, =

Xq = . Tad attiecigi y3 = —1—x3 =
(—1+\/§_ —1—\/3) (—1—\/5_ —1+/5
2 72 un 2 72
Tatad dotajai vienadojumu sistémai ir 4 atrisinajumi:
-1+V5 —1-+5 -1-v5 —1++5
(-1 -1); (Z2) T ; A

. Parbaudot redzam, ka

) apmierina doto vienadojumu sistemu.

10.2. Uz regulara trijstira ABC malas AB ka uz diametra konstruéta pusrinka Iinija arpus trijstira. Punkti D un E
atrodas uz Sis pusrinka linijas un dala to tris vienados lokos. Pieradit, ka nogriezni CD un CE sadala malu AB tris
vienada garuma nogrieznos!

Atrisinajums. Nogrieznu CD un CE krustpunktus ar AB apziméjam attiecigi ar M un N (skat. 5. att.) un
apziméjam AB = AC = CB = a. No simetrijas izriet, ka AM = NB, tatad prasitais bis pieradits, ja pieradisim,
ka AM = Z.

Novelkam CO 1L AB un DK 1 AB.Taka loki AD, DE un EB ir vienadi, tad katrs no tiem ir 60° un <BAD = 60°
ka ievilktais lenkis, kas balstas uz loku DB.

levérojam, ka O ir gan regulara trijstira ABC augstuma pamats, gan pusrinka linijas centrs. leglstam, ka

AO =0B =0D = %AB = % levérojam, ka trijstdris AOD ir regulars, jo tas ir vienadsanu trijstaris, kam lenkis
pie pamata ir 60°. Ta ka punkts K ir 81 regulara trijsttra augstuma pamats, tad AK = KO = AZ—O = %.

Regularie trijsttri ABC un AOD ir Iidzigi ar lidzibas koeficientu % = 2. Tas nozimé, ka % = 2.
Trijstlri MOC un MKD ir ldzigi péc pazimes £¢ (vienadi taisnie lenki un krustlenki). Ta ka lidzigos trijstlros

Do s . L co _OM .
atbilstosas malas ir proporcionalas un = 2, tad arl i 2jeb OM = 2MK.

levérojam, ka KO = OM + MK = 3MK = %, no kurienes MK = %

Tatad AM = AK + MK =2+ 2 =2,
4 12 3

10.3. Pieradit, ka katram naturalam K > 1 var atrast tadu naturalu skaitli, kas dalas ar 13 un kura ciparu summa ir K.
Atrisinajums. Apskatam divus gadijumus.
o Ja K ir para skaitlis, tas ir, K = 2n, kur n € N. levérojam, ka 1001 dalas ar 13 (jo 1001 = 13-77) un ta
ciparu summa ir 2. Uzrakstot skaitli 1001 rinda aiz sevis n reizes (100110011001...), ieglsim (4n)-ciparu
skaitli, kura ciparu summa ir 2n un kurs dalas ar 13.
o Ja K ir nepara skaitlis, tas ir, K = 2n + 1, kur n € N. Papildus ievérosim, ka skaitlis 10101 dalas ar 13 (jo
10101 = 13-777) un ta ciparu summa ir 3. Aiz skaitla 10101 uzrakstot (n — 1) reizi skaitli 1001
(1010110011001...), ieglsim (4n + 1)-ciparu skaitli, kura ciparu summa ir3+(n—1)-2=2n+1 un
kurs dalas ar 7.
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10.4. Vienadojuma x3 — 40x2 + 511x — 2040 = 0 saknes ir trijstdra malu garumi, kas izteikti centimetros.

10.5.

Aprékinat s1 trijstira laukumu!
1. atrisinajums. Dota vienadojuma saknes apziméjam ar a, b, ¢ un vienadojumu parrakstam forma:
(x—a)(x—b)(x—c)=0. (1)
Atverot iekavas, iegistam
x3—(a+b+c)x?+ (ab + ac + bc)x — abc = 0. (2)
Dotaja vienadojuma un vienadojuma (2), pielidzinot koeficientus pie vienadam pakapém, ieglistam, ka
a+b+c=140;
ab + ac + bc = 511;
abc = 2040.
P&c Hérona formulas trijsttra laukums S = \/p(p —a)(p — b)(p — ¢), kura, b un ¢ —trijstlra malu garumi, bet
p — pusperimetrs. Ta ka a, b, c ir trijstlra malu garumi un a + b + ¢ = 40, tad pusperimetrs p = 20.
Analogiski ka no (1) tika ieglts (2), ieglstam, ka
P—a)(p-b)(p—c)=p3>—(a+b+c)p?+ (ab+ ac+ bc)p — abc
Tatad trijstdra laukums ir
S =p@3—(a+b+c)p?+ (ab+ac+ bc)p — abc) =
= \/20 (203 —40-202+511-20 —2040) =
=204/202-2-202 + 511 — 102 =
20409 — 400 = 60 (cm?).
2. atrisinajums. Atradisim trijstGra malu garumus. Ja tie ir naturali skaitli, tad tiem jabat briva locekla 2040
dalitajiem. levérojot, ka 2040 = 23 -3 -5 - 17, var uzminét sakni, pieméram, x = 17.
Sagrupéjot vienadojuma locek|us, ieglistam ari paréjas saknes:
x3 —40x% + 511x — 2040 = x3 — 17x% — 23x2% + 391x + 120x — 2040 =
=x%(x—17) — 23x(x — 17) + 120(x — 17) = (x — 17)(x? — 23x + 120) =
=(x—17)(x — 15)(x — 8).
Tatad dota vienadojuma saknes un attiecigi ari trijstira malu garumi ir 8, 15, 17. Ta ki 8% + 152 = 172, tad

dotais trijstaris ir taisnlenka trijstdris un ta laukums ir%- 815 = 60 (cm?).

Holivudas diéta katras septinas secigas dienas kopa jaapéd tiesi tris sierini “Karums”, bet Bolivudas diéta — katras
vienpadsmit secigas dienas kopa jaapéd tiesi pieci sierini “Karums”. Kadu lielako secigu dienu skaitu var ievérot
abas diétas vienlaicigi?

Piezime. Katru dienu var ést veselu nenegativu skaitu sierinu.

Atrisinajums. Abas diétas vienlaicigi var ievérot lielakais 15 dienas péc kartas. Lai to izdaritu viens sierin$
"Karums" jaed 1., 4., 5., 8., 11., 12., 15. diena. Viegli parbaudit, ka abu diétu nosacijumi izpildas.

Diena 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. | 10. | 11. | 12. | 13. | 14. | 15.

Sierins K K K K K K K

Pieradisim, ka 16 (vai vairak) dienas abas diétas vienlaicigi ievérot nevar. Pienemsim pretéjo, ka to var izdarit,
un apzimésim i-aja diena apésto sierinu skaitu ar a;. No Holivudas di€tas nosacijuma izriet, ka a; = a;,- visiem
1<i<9, bet no Bolivudas diétas nosacijuma izriet, ka a; = a;;11 visiem 1 <i<5. Apvienojot Sos
nosacijumus, ieglstam divas vienadibu virknes (pirmas vienadibas loceklus apzimé&jam ar x, bet otras —ar y):
Qg = Q13 = Az = Qg = A1 = A5 = Q12 = A1 = dg = Q15 = Qg = Q11 = X;
a7 = A4 = A3 = Qg9 = ).

Pirmajas septinas dienas apésto sierinu skaits ir a; + a, + -+ + a; = 5x + 2y, bet pirmajas 11 dienas apésto
sierinu skaits ir a; +a, + -+ aq; = 8x + 3y. No diétu nosacijumiem iegustam vienadojumu sistému:
S5x+2y=3
{Sx +3y=5
negativs).

kuru atrisinot, ieglistam, ka x = 1 un y = —1, kas nav iesp&jams (apésto sierinu skaits nevar bat
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11.1.

11.2.

11.3.

Vai eksisté tads naturals skaitlis, kuram vienlaikus izpildas Sadas tris 1pasibas:
o toreizinot ar 2, ieglst naturala skaitla kvadratu;
o toreizinot ar 3, ieglst naturala skaitla kubu;
o toreizinot ar 5, ieglst naturala skaitla piekto pakapi?
Atrisinajums. Ja, pieméram, der skaitlis 21° - 320 - 524 jo
215 . 320 . 524- .2 = (28 . 310 . 512)2,
215 . 320 . 524 -3 = (25 . 37 . 58)3’
215 . 320 . 524 .5 = (23 . 34— . 55)5_

Cetrstira ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N. Nogrieznu AD, BC un MN vidusperpendikuli
krustojas viena punkta. Pieradtt, ka AB = CD.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim lemmu: ja diviem trijstlriem ir vienadas divas malas un medianas pret treSo
malu, tad Sie trijstdri ir vienadi.

Pieradijums. Pienemsim, ka ir doti divi trijstiri A; B;C; un A, B, C,, kuros novilktas medianas B;M; un B, M, un
kuros A;B; = A;B,, B;C; = B,C, un B;M; = B,M,. Papildinam trijstlri A;B,C; I'dz paralelogramam: uz
taisnes By M; atliekam punktu D, ta, ka B;D; = 2B M, (skat. 6. att.). Ta ka Cetrstira A;BC;D; diagonales
krustojoties dalas uz pusém, tad Sis Cetrsturis ir paralelograms. Analogi izdaram ari ar trijstiri A,B,C,.

Trijstari A{B1D1 un A, B, D, ir vienadi péc pazimes mmm, jo A{B, = A,B,, A{D; = B;C; = B,C; = A,D, un
B:D, = 2B;M,; = 2B,M, = B,D,. Tatad €A, B;M; = ¥A,B,M, (vienados trijstiros attiecigie lenki ir vienadi).
Analogi no trijstiru B;C;D; un B,C,D, vienadibas izriet, ka <M B,C; = <M, B,(,.

Tatad <«A,B.C; = «A;B{M; + <M B,C; = ¥A,B,M, + <M,B,C, = ¥A,B,C,, no ka izriet, ka trijstari
A1B,C; un A,B,C, ir vienadi péc pazimes mfm. Lemma pieradita.

Tagad dotaja uzdevuma vidusperpendikulu krustpunktu apzimésim ar P (skat. 7. att.). Trijstlri PBA un PCD ir
vienadi péc ieprieks pieraditas lemmas, jo no vidusperpendikulu Tpasibam vienadas ir to divas malas PB = PC
un PA = PD, unvienadas ir to medianas PM = PN. Ta ka vienados trijstlros atbilstosie elementi ir vienadi, tad
AB = CD.

Bl Bg

M, o Ay M, .

A

Dl D2
6. att.

Sakuma uz papira lapas uzrakstits skaitlis 16. Ja uz lapas ir
o uzrakstits skaitlis x, tad uz tas atlauts uzrakstit arf skaitli x?;
o uzrakstiti skaiti x un y, tad uz tas at]auts uzrakstit ari skaitli |x — y| + 1.
Vai var panakt, lai uz lapas bltu uzrakstits skaitlis 2022 (neviens uzrakstitais skaitlis netiek nodzésts)?
Atrisinajums. Pamatosim, ka nevar panakt, lai uz lapas bitu uzrakstits skaitlis 2022.
Sakuma uzrakstitais skaitlis 16, dalot ar 3, dod atlikumu 1.
o Ja skaitlis x dod atlikumu 1, dalot ar 3, tad ari skaitlis x2, dalot ar 3, dod atlikumu 1,jo 1> = 1 (mod 3).
o Ja skaitli x un y, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad ari skaitlis |[x — y| + 1 dod atlikumu 1, dalot ar 3, jo
1-1+4+1=1(mod3).
Tas nozimé, ka uz lapas var iegit tikai tadus skaitlus, kas dod atlikumu 1, dalot ar 3. Ta ka 2022 dalas ar 3 (bez
atlikuma), tad aprakstitaja veida so skaitli uz lapas iegit nevar.
Piezime. Uzdevumu var risinat ari péc modula 5 vai péc modula 15.
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11.4. Vienadojuma x3 — 54x2 + 865x — 3480 = 0 saknes ir trijstdra malu garumi, izteikti centimetros. Aprékinat 1

11.5.

trijstlra laukumu!
1. atrisinajums. Dota vienadojuma saknes apziméjam ar a, b, ¢ un vienadojumu parrakstam forma:
(x—a)(x—b)(x—c)=0. (1)
Atverot iekavas, iegistam
x3—(a+b+c)x?+ (ab + ac + bc)x — abc = 0. (2)
Dotaja vienadojuma un vienadojuma (2), pielidzinot koeficientus pie vienadam pakapém, ieglistam, ka
a+b+c=054
ab + ac + bc = 865;
abc = 3480.
Péc Hérona formulas trijsttra laukums S = \/p(p —a)(p — b)(p — ¢), kura, b un ¢ —trijstlra malu garumi, bet
p — pusperimetrs. Ta ka a, b, c ir trijstira malu garumi un a + b + ¢ = 54, tad pusperimetrs p = 27.
Analogiski ka no (1) tika ieglts (2), ieglstam, ka
P—a)(p-b)(p—c)=p>—(a+b+c)p?+ (ab+ ac + bc)p — abc
Tatad trijstdra laukums ir
S =p®3 - (a+b+c)p?+ (ab+ ac + bc)p — abc) =
= \/27 (273 —54-272 4+ 86527 —3480) =
=/27-3-(9-272 —18-272 +865-9 — 1160)
=9/—9-272 4+ 7785 — 1160 = 9V64 = 72 (cm?).
2. atrisinajums. Atradisim trijstlra malu garumus. Ja kads no tiem ir racionals skaitlis, tad tas ir skaitla 3480
dalitajs. levérojot, ka 3480 = 23 - 3+ 5+ 29, uzminam vienu sakni x = 24.
Sagrupéjot vienadojuma loceklus, iegistam:
x3 — 54x% + 865x — 3480 = x3 — 24x% — 30x2 + 720x + 145x — 3480 =
= x2%(x — 24) — 30x(x — 24) + 145(x — 24) = (x — 24)(x? — 30x + 145).
Atrisinot kvadratvienadojumu x2 — 30x + 145 = 0, ieglstam, ka ta saknes ir 15 —+/80 un 15 + +/80. Tatad
trijstdra malu garumi ir 24, 15 ++/80 un 15 —+/80. Lai aprékinatu trijstira laukumu, izmantosim Hérona

formulu. Trijstira pusperimetrs ir %(24 +15++v80+ 15— V80) =27 un tatad ta laukums ir

S= J27(27 —24)(27 — 15 —/80)(27 — 15 +V80) =
= \/27 -3+ (12 —+80)(12 +V80) = V273 64 = 72 (cm?).

Naturalu skaitli N sauksim par amizantu, ja katru N secigu naturalu skait|u reizindjums dalas ar N2. Kuri skaitli
nav amizanti?

Atrisinajums. Pamatosim, ka amizanti nav visi pirmskaitli, ka ar1 skaitlis 4.

Ja p ir pirmskaitlis, tad pirmo p skait|u reizinajums 1+ 2-...- p nedalas ar p?, jo neviens no pirmajiem p — 1
skaitliem nedalas ar p.

Pirmo 4 skaitu reizinajums 1 - 2 - 3 - 4 nedalas ar 42, tatad skaitlis 4 nav amizants.

Pieradisim, ka visi paré&jie skaitli ir amizanti. Ja N ir salikts skaitlis, kas ir lielaks neka 4, tad to var izteikt ka
reizinajumu N =a-b, kura = 2un b = 3. Tatad N = 2bun N > 3a. No N péc kartas sekojoSiem skaitliem
viens noteikti dalas ar N. Taka 2b < N, tad vél vismaz viens cits no Siem N péc kartas sekojosiem skaitliem dalas
ar b. Taka 3a < N, tad vél vismaz divi citi no Siem N péc kartas sekojosiem skaitliem dalas ar a (tas nozimg, ka
kads no Siem diviem skaitliem, kas dalas ar a, noteikti nesakrit ar to skaitli, kas dalas ar b). Tatad N péc kartas
sekojosu skait|u reizinajums dalasar N - b -a = N2.

12.1.

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu x? — cosx + 1 = 0.
Atrisinajums. Der vértibax = 0,jo 02 —1+1=0.Jax # 0, tad x? + 1 > 1 > cos x, tatad vienadiba nevar
pastavet.
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12.2. Trapeces ABCD pamatiir AD un BC. Lenku BAD un ABC bisektrises krustojas punkta E, bet lenku BCD un CDA

bisektrises — punkta F. Pieradit, ka EF = Mmmzﬂ.

1. atrisinajums. Taisnes BE un AD krustpunktu apzimésim ar G, bet taisnes CH krustpunktu ar AD —ar H (skat.
8. att.).

Ta ka <ABC + <BAD =180°, tad <«BAE + <ABE =90° un no trijstira ABE ieglstam, ka
JAEB = 180° — 90° = 90°. Tad AAEB = AAEG péc pazimes Ymf un AB = AG ka atbilstosas malas vienados
trijstlros. Analogiski pierada, ka DC = DH.

No ta, ka BE = EG un CF = FG izriet, ka EF||BC un EF||AD (caur punktu E novelk taisni paraléli AD un BC,
péc Talesa teorémas Si taisne sadala nogriezni CH uz pusém, tatad ta iet caur punktu F).

Apskatisim divus gadijumus, kada seciba var bat izkartoti punkti uz taisnes AD.

o Skat. 8. att. Trijstari HCD paraléli parnesam par HG. Tad CC' = DD’ = FF' = HH' = HG. Ta ka EF' ir

trijstira GBC' viduslinija, tad EF’ = % = @ legistam, ka EF = EF' — FF' =

AD+BC—AB—-CD
2

levérojam, ka HG = AG + DH — AD = AB + DC — AD. Tatad EF =
BC+HG __ BC+AD—AG-DH __ AD+BC—AB—CD

o Skat. 9. att. leglistam, ka EF =

8. att. 9. att.

2. atrisinajums. No punkta E novelkam perpendikulus pret malam BC, AB un AD, to pamatus attiecigi
apziméjam ar Ey, E,, E5 (skat. 10. att.). Lidzigi no punkta F novelkam perpendikulus pret malam BC, CD, AD un
to pamatus attiecigi apziméjam ar F;, F,, F3.
Ta ka katrs lenka bisektrises punkts atrodas vienada attaluma no lenka malam, tad EE; = EE, un EE, = EE3.
Lidzigi ieglstam, ka FF; = FF, = FF;.
Taisnlenka trijstiri EE;B un EE,B ir vienadi (jo ir vienada katete un hipotenlza), tapéc E;B = E,B ka
atbilsto$as malas vienados trijstaros. Lidzigi ieglistam, ka E;A = E3A, F;C = F,C un F,D = F3D.
Cetrstiris E; F; F3E5 ir taisnstris un EF ir ta viduslinija tapéc E; F; = E3F; = EF.

o Jauznogriezna BC punkti atrodas seciba B, E;, F;, C (skat. 10. att.; attiecigi uz AD tad punkti atrodas seciba

A, E;, F3, D), tad
BC+AD—AB=CD _ BEy+E\Fy+FiCHAEs+EsFs+FsD=BE,~E,A-CF,—FoD _ ExFitBsPs _ pp
2 2 2 ’
o JauznogrieZzna BC punkti atrodas seciba B, F;, E;, C (skat. 11. att.; attiecigi uz AD tad punkti ir $ada seciba:
A, F3,E3, D), tad
BC+AD—AB=CD _ BE\=E\Fy+F\C+AEs—EsFs+FsD-BEy~EyA-CF=FoD _ ExFitBsfs _ pp
2 2 2

B B L Ie;
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12.3.

12.4.

Pieradit, ka divu vai vairaku secigu naturalu skaitlu kubu summa nevar bat pirmskaitlis!
Atrisinajums. No kubu summas formulas a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) redzams, ka a® + b® dalas ar (a +
b). Apskatisim divus iespéjamos gadijumus.
o Jair para skaits secigu naturalu skaitlu, tas ir, 2k secigi naturali skaitli, kur k = 1, 2, ..., tad So skaitlu summu
var uzrakstit ka
S=m—k+1)3+m—-k+23++Mm+k—-13+n+k)3
Sagrupéjot pirmo saskaitamo ar pédéjo, otro saskaitamo — ar pirmspédé€jo utt., ieglistam, ka
m—k+13+Mn+k)idalasarn—k+1+n+k=2n+1,
m—k+23+Mm+k—-1)3dalasarn—k+2+n+k—1=2n+1,

Ta ka visas 8is k summas dalas ar (2n + 1), tad ari visu 2k kubu summa dalas ar (2n + 1), lidz ar to nav
pirmskaitlis.

o Jairnepara skaits secigu naturalu skaitlu, tasir, (2k + 1) secigi naturali skaitli, kur k = 1, 2, ..., tad 3o skait]u
summu var uzrakstit ka

S=m—kP+(n-k-D) +.+0 -1 +n+ (+1%+...+(n+ (k- 1)+ + k)3
levérojam, ka pa$a vida $iem saskaitamajiem atrodas skaitlis n3, kas dalds ar n. Paréjos saskaitamos
sagrupéjam tapat ka ieprieks, tas ir, sagrupéjam pirmo saskaitamo ar pédéjo, otro saskaitamo — ar
pirmspédéjo utt., ieglistam, ka
m—k)¥+m+k3dalasarn—k+n+k=2n
(n—(k—l))3+(n+(k—l))3dalésarn—k+1+n+k—1 =2n

Ta ka visas §1s summas dalas ar 2n, un vidéjais saskaitamais n® dalas ar n, tad ari visu (2k + 1) kubu summa
dalas ar n, lidz ar to nav pirmskaitlis.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat arT ar matematiskas indukcijas metodi.

Vienadojuma x3 — 14x2 + 63x — 91 = 0 saknes ir trijstira malu garumi, kas izteikti centimetros. Aprékinat 1
trijstira laukumu!
Atrisinajums. Dota vienadojuma saknes apziméjam ar a, b, ¢ un vienadojumu parrakstam forma:

(x—a)(x—b)(x—c)=0. (1)

Atverot iekavas, ieglstam

x3—=(a+b+c)x?+ (ab + ac + bc)x — abc = 0. (2)
Dotaja vienadojuma un vienadojuma (2), pielidzinot koeficientus pie vienadam pakapém, ieglistam, ka

a+b+c=14;
ab + ac + bc = 63;
abc = 91.
P&c Hérona formulas trijstara laukums S = \/p(p — @)(p — b)(p — ¢), kur a, b un ¢ —trijstira malu garumi, bet
p — pusperimetrs. Ta ka a, b, c ir trijstira malu garumi un a + b + ¢ = 14, tad pusperimetrsp = 7.
Analogiski ka no (1) tika ieglts (2), ieglstam, ka
p—a)p—-b)p—c)=p3>—(a+b+c)p?+ (ab+ ac+ bc)p — abc.
Tatad trijstdra laukums ir
S =p@3—(a+b+c)p?+ (ab+ ac+ bc)p — abc) =

=7 (73-14-72+63-7—-91) =

=/7-7-(49-98+ 63 —13) = 7 (cm?).
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12.5. Kvadratu arizmériem 9 X 9 ritinas pa ratinu lTnijam sadalija devinos daudzstiiros, kas katrs satur tiesi 9 ritinas,
un katru no tiem nokrasoja cita krasa. Katra dota kvadrata rinda un katra kolonna atrodas tiesi tris dazadu krasu
ratinas. Pieradit, ka visi iegltie daudzstari ir kvadrati ar izmériem 3 X 3 ritinas!

Atrisinajums. Aplidkosim, cik garas var bt katra daudzstlra projekcijas uz divam dota kvadrata
perpendikularajam malam. Abas projekcijas ir nogriezni, tas apzimésim ar p,. un p,, (skat. 12. att.).

Dz

Py

12. att.

Ta ka katrs daudzstaris satur 9 ratinas, tad projekciju garumu reizinajums bls vismaz 9 ritinas, tas ir,
Px Dy 29.

Noteiksim, kada ir mazaka iespéjama projekciju garumu summa. No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un
vidéjo geometrisko ieglistam, ka

Px + Dy
721/79,5'173,2\/5:3.

Tatad py + py = 6, pie tam vienadiba izpildas tikai tad, ja p, = p,, = 3.

Ta ka katra rinda un katra kolonna ir tiesi tris dazadu krasu ratinas, tad katra rinda projekciju summa ir
1+ 14 1 = 3 unarikatra kolonna projekcijusummair1 4+ 1 + 1 = 3. Tatad visu projekciju garumu kopsumma
ir 3-9 (rindas) + 3 - 9(kolonnas) = 54. Lidz ar to katrai no devinu daudzstiru projekciju garumu summam
jablt 6 (pretéja gadijuma3, ja kaut viena daudzstira projekciju garumu summa parsniegtu 6, tad visu projekciju
garumu summa parsniegtu 9 - 6 = 54). Tatad visi daudzstdri ir kvadrati ar izmériem 3 X 3 ritinas.

2021./2022. m.g. http://nms.lu.lv/ 9



