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Latvijas 73. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

9.1.

9.2.

9.3.

Vai eksisté tadi naturali skait]i x un y, ka izteiksmes x? — x — y2 + y vértiba ir a) 10, b) 2023?

Atrisinajums. a) Ja, pieméram,x =4uny =2,tad4?2 —4—-22+4+2=16—4—4+2 = 10.

b) Né, tadi naturali skaitli x un y neeksisté. Parveidojot izteiksmi, ieglistam
—x=y*+y=x(x-1) -y - 1.

Ta ka divu péc kartas esoSu naturalu skaitlu reizindjums ir para skaitlis, tad abi saskaitamie

x(x — 1) un y(y — 1) ir para skaitli. Divu para skait|u starpiba ir para skaitlis, tatad to starpiba nevar bat 2023,
jo tas ir nepara skaitlis.

x2

Doti 8 atsvari, kuru masas attiecigiir1, 2, 3, 4,5, 6, 7 un 8 kg. Vai $os atsvarus var novietot uz sviru svaru kausiem
t3, lai izpildas abi nosacijumi:

o sakuma uz katra svaru kausa batu 4 atsvari un svari atrastos lidzsvara;

o atsvarus varétu parmainus nonemt no viena svaru kausa un no otra ta, lai péc katra atsvara (iznemot

pédeja) nonemsanas tas kauss, no kura nonem atsvaru, klGtu vieglaks neka otrs svaru kauss?

Atrisinajums. Ja, var, atsvarus izvietojam S$adi: uz viena svaru kausa liekam atsvarus, kuru masa ir
3, 4,5, 6 kg (kopa 18 kg), bet uz otra—1, 2, 7, 8 kg (kopa 18 kg). Atsvarus var nonemt $ada seciba: 3; 7; 5; 2; 4;
8; 6; 1 (masas izmaina dota tabula, kur peléka krasa iekrasots vieglakais svaru kauss).

Nonemtais 1. kausa 2. kausa
1. kauss 2. kauss
atsvars atsvaru masa atsvaru masa
sakuma 3,4,5,6 1,2,7,8 18 18
3 4,5,6 1,2,7,8 15 18
7 4,5,6 1,2,8 15 11
5 4,6 1,2,8 10 11
2 4,6 1,8 10 9
4 6 1,8 6 9
8 6 1 6 1
6 1 0 1

Pa apli uzrakstiti n skaitli, kur katrs no tiem ir 0 vai 1. Viena gajiena Maris var izvéléties kadu skaitli, kuram blakus
abas puseés (pa labi un pa kreisi) uzrakstitie skaitli ir vienadi, un izvéléta skaitla vieta uzrakstit otru skaitli (tas ir,
skaitla O vieta uzrakstit 1 un otradi). Vai Maris, atkartojot $adus gajienus, vienmeér (neatkarigi no sakotnéjam
skaitlu vértibam un izkartojuma) var panakt, ka visi pa apli uzrakstitie skaitli ir vienadi, ja: a) n = 72; b) n = 73;
c)jn =747

Atrisinajums. a) Jan = 72, tad Maris ne vienmér var ieglt prasito. Pieméram, ja skaitli pa apli izkartoti ta, ka 18
reizes péc kartas atkartojas skaitlu Cetrinieki “0; 0; 1; 1”7, tad nav tada skaitla, kam abas pusés uzrakstiti vienadi
skaitli. Lidz ar to Maris vispar nevar veikt nevienu gajienu un nevar panakt, ka visi apli esosie skaitli klst vienadi.
b) Pamatosim, ka Maris vienmér var panakt, ka pa apli uzrakstiti vienadi skaitli. Ar bloku apzimésim vienadu
skaitlu virkni, kurai abos galos blakus atrodas pretéji skaitli virkné esosajiem (pieméram,
..;0;1;1;...;1;1;0;...). levérosim, ka eksisté bloks, kura garums ir nepara skaitlis. Ja tads bloks neeksistétu,
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tad bloku garumu summa bitu para skaitlis, kas ir visu skaitlu kopéjais skaits. leglstam pretrunu, jo pa apli
uzrakstiti 73 skaitli (nepara skaitlis).
Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka 3aja bloka ir 2k + 1 vieninieki (gadijums ar nullém ir lidzigs). Katram
vieniniekam pieskirsim indeksu a; pulkstena raditaja virziena. Sakuma Maris veic gajienus ar vieniniekiem,
kuriem ir para indekss, tas ir, a,, ay, ..., a,j, un péc tam veic gajienus ar vieniniekiem ar nepara indeksu, tas ir,
ay, as, ..., Ayr4+1- 1ada veida bloks ar vieniniekiem tiek parveidots par bloku ar nullém. Ta ka sakotn&jam blokam
abas puses ir divi bloki ar nullem, tad péc aprakstito gajienu veikSanas visi tris bloki saplidis kopa. Tatad kopé€jais
bloku skaits samazinas par 2. Sadi Maris turpina darboties — atrod bloku ar garumu, kas ir nepara skaitlis, un
sapludina to kopa ar blakus esoSajiem blokiem. Kada bridi bloku skaits k|Gs vienads ar 2, jo sakuma bloku skaits
ir para (nullu un vieninieku bloki mainas parmainus). Kad tas bis izdarits, Maris var veikt gajienu ar to bloku,
kura garums ir nepara skaitlis, un tad visi uzrakstitie skaitli bds vienadi.
c) Jan = 74, tad Maris ne vienmér var ieglt prasito. Aplikosim $adu skaitJu izkartojumu: skaitlu ¢etriniekam
"1;1;1; 1" no abam pusém parmainus ir sarakstiti skaitlu pari "0; 0" un "1;1". Sada gadijuma "1;1;1;1" no
abam pusém bis "0; 0". Maris var veikt divus iespéjamus gajienus: "1; 1; 1; 1" parrakstit vai nu par "1;0; 1; 1"
vai "1; 1; 0; 1". Nezaudgjot visparigumu, pienemsim, ka "1; 1; 1; 1" ir partaisits par "1; 0; 1; 1" (otrs gadijums ir
[idzigs). Tada gadijuma nakamais iespéjamais gajiens ir skaitlu bloku "0;0;1;0;1;1;0;0" parrakstit par
"0;0;0;0;1;1;0;0"vai "0; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 0 . Tas nozimé, ka Maris iegis lidzigu situaciju pirms diviem gajieniem
esoSajam skaitlu izkartojumam. Lidz ar to Maris $aja gadijuma nevareés iegut uzdevuma prasito.

9.4. Plakné atziméti punkti A(5;2), B(m;5) un C(3;m). Kadam realam m vértibam trijstaris ABC ir taisnlenka
trijstaris?
Atrisinajums. Apskatam taisnlenka trijstiri ADB, kur D(m;2), AD =|5—m| un BD=|5-2|=3
(skat. 1. att.). Izmantojot Pitagora teorému AADB, aprékinam nogriezna AB garuma kvadratu:

AB? = AD?> + BD? = (5—-m)?+ (2—-5)> =m? — 10m + 34.

Y
B(m;5)
D(m;2) A(5:2)
x
1. att.

Lidzigi, katram nogrieznim konstrugjot taisnlenka trijstari, ieglistam, ka
AC?=(-3)2+2-m?=m?-4m+8;
BC?=(m—-3)>+(5-m)? =2m? — 16m + 34.

Lai trijstdris ABC buatu taisnlenka, divu malu garumu kvadratu summai jabat vienadai ar tresas malas garuma
kvadratu. Aplikojam tris iespéjamos gadijumus.
1.Ja AB? + AC? = B(C?, tad
m? —10m + 34 + m? —4m + 8 = 2m? — 16m + 34;
2m+ 8 = 0;
m= —4.
2.JaAC? + BC? = AB?, tad
m? —4m+ 8+ 2m? —16m + 34 = m? — 10m + 34;
m?—5m+4=0;
my; =1, m, = 4.
3.JaAB? + BC? = AC?, tad
m? —10m + 34 + 2m? — 16m + 34 = m? — 4m + 8;
m?—11m+ 30 = 0;
m; =5, m, = 6.
Esam ieguvusi, ka trijstaris ABC ir taisnlenka jam ir —4;1; 4; 5; 6.
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9.5. Uz tafeles uzrakstiti dazadi pirmskaitli, kuru vidéjais aritmétiskais ir 25. Kads vislielakais pirmskaitlis var bat
uzrakstits uz tafeles?
Atrisinajums. Lielakais uz tafeles uzrakstitais pirmskaitlis var bt 127. Pamatosim, ka lielaks pirmskaitlis nevar
blt uzrakstits. Ja viens no uzrakstitajiem pirmskaitliem ir pirmskaitlis 2, tad paré&jie uzrakstitie skaitli ir nepara
skaitli un iespéjami divi gadijumi:
1) visu uzrakstito skaitlu kopéjais skaits ir nepara skaitlis un skaitlu summa ir para skaitlis, tatad vidéjais
aritmétiskais nevar bit nepara skaitlis (var bit para skaitlis vai dalskaitlis);
2) visu uzrakstito skaitlu kopéjais skaits ir para skaitlis un skaitlu summa ir nepara skaitlis, tatad vidéjais
aritmétiskais nav vesels skaitlis.
Abi gadijumi neatbilst uzdevuma nosacijumiem, tatad uz tafeles nav uzrakstits skaitlis 2.
Lielako uz tafeles uzrakstito pirmskaitli apzimésim ar p. Varam secinat, ka p > 25, jo uzrakstitie skaiti ir dazadi
un to vid€jais aritmétiskais ir 25. Uzrakstisim uz tafeles visus trikstoSos pirmskaitlus, kas mazaki neka 25, un
nodzésisim visus uz tafeles eso3os pirmskaitus, kas lielaki neka 25, iznemot p. Sada gadijuma uz tafeles
uzrakstito skaitlu vid€jais aritmétiskais samazinasies. No ta ieglstam, ka
3+5+7+11+13+17+19+23+p<
5 <
Tatad p <127. Ta ka 127 ir pirmskaitlis, tad uz tafeles var bt wuzrakstiti pirmskaitli
3;5;7;11;13;17;19;23; 127, kuru vidéjais aritmeétiskais ir 25.

25.

10. klase

10.1. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu

3(x?2+y%2+22+4)—2(xy+yz+zx) —4(x+y+2z)=0.
Atrisinajums. Atverot iekavas un sagrupéjot saskaitamos, ieglistam

(2 =2xy+y)+ (2 —2yz+2)+ (2> —2xz+x) + (X2 —4x+ ) + (2 -4y +4) + (22 — 4z + 4) = 0;
x—y)2+@-22+@—-x)?+x -2+ —-2)2+(z-2)*=0.

Ta ka katrs saskaitamais ir starpibas kvadrats, tad visi saskaitamie ir nenegativi. Vieniga iespé€ja, ka, saskaitot
seSus nenegativus skaitlus, ieglit O, ir tad, ja katra saskaitama vértiba ir0. Tatadx =y =z = 2.

10.2. Doti 8 atsvari, kuru masas attiecigiir 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 un 8 kg. Vai Sos atsvarus var novietot uz sviru svaru kausiem

ta, lai izpildas abi nosacijumi:

o sakuma uz katra svaru kausa bitu 4 atsvari un svari atrastos lidzsvarj;

o atsvarus varétu parmainus nonemt no viena svaru kausa un no otra ta, lai péc katra atsvara (iznemot

pédéja) nonemsanas tas kauss, no kura nonem atsvaru, klitu vieglaks neka otrs svaru kauss?

Atrisinajums. Ja, var, atsvarus izvietojam S$adi: uz viena svaru kausa liekam atsvarus, kuru masa ir
3,4,5, 6 kg (kopa 18 kg), bet uz otra—1, 2, 7, 8 kg (kopa 18 kg). Atsvarus var nonemt $ada seciba: 3; 7; 5; 2; 4;
8; 6; 1 (masas izmaina dota tabula, kur peléka krasa iekrasots vieglakais svaru kauss).

Nonemtais 1. kausa 2. kausa
1. kauss 2. kauss
atsvars atsvaru masa atsvaru masa
sakuma 3,4,5,6 1,2,7,8 18 18
3 4,5,6 1,2,7,8 15 18
7 4,5,6 1,2,8 15 11
5 4,6 1,2,8 10 11
2 4,6 1,8 10 9
4 6 1,8 6 9
8 6 1 6 1
6 1 0 1
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10.3. Rinda kaut kada seciba uzrakstiti visi naturalie skait)i no 1 [ldz 2023. Viena gajiena tiek sareizinati katri divi blakus
esosie skaitli un zem tiem tiek uzrakstita s reizinajuma ciparu summa; Sada veida tiek iegtta jauna rinda, kura
ir par vienu skaitli mazak neka sakotnéja rinda. Péc pirma gajiena tiek iegita jauna rinda, kura ir 2022 skaitli, péc
otra gajiena tiek iegita jauna rinda, kura ir 2021 skaitlis utt., "dz péc 2022. gajiena tiek ieglta pédéja jauna rinda,
kura ir tikai viens skaitlis. Atrast visas iespéjamas 1 pédéja skaitla vertibas!

Atrisinajums. Pédéjais skaitlis vienmeér bis 9. Pamatosim, ka uz tafeles beigas nevar bit uzrakstits kads cits
skaitlis. levérosim, ka, ja skaitlis dalas ar 9, tad ari ta ciparu summa dalas ar 9. Ta ka pirmaja rinda ir skaitli, kas
dalas ar 9, tad, Sos skait|us sareizinot ar kadu citu skaitli un iegustot reizinajuma ciparu summu, iegitais skaitlis
dalisies ar 9. Tatad arT otraja rinda bs skaitli, kas dalisies ar 9. Lidzigi spriezot, ieglstam, ka arT pédéja rinda
esoSajam skaitlim ir jadalas ar 9.
Pamatosim vél vairak — ka priekSpédéja rinda abi skaitli dalas ar 9. Ja més katrai rindai atmetam pédéjo locekli,
tad priekspédéja rinda kl|Ust par pédéjo. Ta ka sakotnéjas rindas kreisaja dala (bez laba mal€&ja locek|a) noteikti
kads skaitlis dalas ar 9, tad, spriezot ka ieprieks, art pedéjais loceklis dalas ar 9. Tatad priekSpédéjas rindas
kreisais loceklis dalas ar 9. Lidzigi, atmetot pirmo locekli, secinam, ka ari priekSpédéjas rindas labais loceklis dalas
ar 9.
Aplikosim, cik lieli var bat skaitli katra rinda. Pirmaja rinda lielakais skaitlis ir 2023, tatad divu $is rindas skait|u
reizinajums neparsniegs 20232 = 4 092 529, kas ir septinciparu skaitlis. Lidz ar to neviens no iegitajiem
skaitliem otraja rinda nebds lielaks ka 9 - 7 = 63. Lidzigi varam aplikot otras rindas lielako iespéjamo skaitlu
reizinajuma vertibu 63 - 63 = 3969 un secinat, ka tresaja rinda neviens skaitlis nebis lielaks ka 3 + 9 - 3 = 30.
Lidzigi secinam, ka tresas rindas divu skait|u reizindjums neparsniedz 30 - 30 = 900, tatad ceturtas rindas skaitli
neparsniedz8 + 9+ 9 = 26.Taka 26 - 26 = 676 < 899, tad katra nakamaja rinda lielakais skaitlis neparsniegs
26.
Ka secinajam ieprieks, priekSpedéjas rindas abiem skaitliem jadalas ar 9. Ta ka Sie abi skaitli neparsniedz 26, tad
vienigas iespéjamas to vértibas ir 9 vai 18. Aplukosim visus iespéjamos gadijumus priekSpédéjas rindas skaitliem:

o ja abi skaitliir9,tad 9 - 9 = 81, kura ciparu summa ir 9;

o javiens skaitlisir 9, bet otrs ir 18,tad 9 - 18 = 162, kura ciparu summa ir 9;

o ja abi skaitliir 18, tad 18 - 18 = 324, kura ciparu summa ir 9.
Tatad varam secinat, ka pédéjais uzrakstitais skaitlis var bat tikai 9.

10.4. lzliekta cetrstira ABCD diagonalu krustpunkts ir O. Zinams, ka <CAD = 30°, «BCD = 24<BAD un
IABC = 2XADC. Aprékinat <COD!
Atrisinajums. Apziméjam ¥BAD = a un <BCD = 2a. Tad ¥«BAC = a — 30°.
C

2. att.

No izliekta Cetrstira iekSeéjo lenku summas ieglistam, ka
IBAD + ¥ABC + «BCD + «ADC = 360°;

3a+ 3<ADC =360° = a+ XADC = 120°.
Tad <ADC = 120° — a un ¥ABC = 240° — 2a.
No trijstira ABC ieglstam, ka
XBCA = 180° — <ABC — <BAC = 180° — (240° — 2a) — (@ — 30°) = a — 30° = <BAC.
Tatad AABC ir vienadsanu un AB = BC.

No punkta C pret malu AD novelkam perpendikulu CE. Tad ¥ACE = 60° un <DCE = ¥BCD — <BCA —
—<ACE = 2a — (a — 30°) — 60° = a — 30°.
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10.5.

Vienadsanu trijstari ABC pret malu AC novelkam augstumu BF, kas ir art mediana, tapéc AF = %AC. No AAEC

iegistam, ka CE = %AC ka katete pret 30° lenki. Lidz ar to AAFB = ACED péc pazimes “fmf”, jo
IBAF = 2DCE = a — 30°, AF = CE un <AFB = <CED = 90°. Tatad AB = CD ka atbilstosas malas.

Taka BC = AB = CD, tad trijstaris BCD ir vienadsanu un <CBD = %(180° — «BCD) =90° — a.

Lidz arto <COD = «BCA + ¥CBD = a — 30° + 90° — a = 60° ka ABOC argjais lenkis.

Pa apli sarakstiti n skaitli, kur katrs no tiem ir 0 vai 1. Viena gajiena Kims var izvéléties kadu skaitli, kuram blakus
abas pusés (pa labi un pa kreisi) uzrakstitie skaitli ir vienadi, un izvéléta skait|a vieta uzrakstit otru skaitli (tas ir,
skaitla 0 vieta uzrakstit 1 un otradi). Kadam n vértibam Kims, atkartojot $adus gajienus, vienmér (neatkarigi no
skait]u sakotnéjam vértibam un izkartojuma) var panakt, ka visi pa apli uzrakstitie skaitli kldst vienadi?
Atrisinajums. Kims prasito var panakt visiem nepara skaitliem n. Vispirms pieradisim, ka, ja n = 0(mod 4) un
n = 2(mod 4), tad eksisté skait]u izkartojums, no kura Kims nevar iegit izkartojumu, kura visi skaitli ir vienadi.
Aplikosim abus gadijumus.

o Jan =0(mod4) jeb n = 4k, tad aplikojam tadu skaitlu izkartojumu, kura ir k péc kartas esosi skaitlu
&etrinieki “0; 0; 1; 1”. Sada gadijuma nav tada skaitla, kam abas pusés uzrakstiti vienadi skaitli, un Kims
vispar nevar veikt nevienu gajienu, Iidz ar to nevar panakt, ka visi apli esosie skait]i klGst vienadi.

o Jan = 2(mod 4) jebn = 4k + 2, tad aplikojam $adu skaitJu izkartojumu: skaitJu cetriniekam "1; 1; 1; 1"
no abam pusém parmainus rakstiti skaitlu pari "0; 0" un "1; 1". Sada gadijuma "1; 1; 1; 1" no abam pusém
bas "0; 0". Kims var veikt divus iespéjamus gajienus: "1;1;1; 1" parrakstit vai nu par "1;0;1; 1" vai
"1;1; 0; 1". Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka "1; 1; 1; 1" ir parveidots par "1; 0; 1; 1" (otrs gadijums
ir lidzigs). Tada gadijuma nakamais iespéjamais gajiens ir skaitlu bloku "0; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 0" parveidot par
"0;0;0;0;1;1;0;0" vai "0;0;1;1;1;1;0;0. Tas nozZimg, ka Kims iegls lidzigu situaciju pirms diviem
gajieniem esosSajam skaitlu izkartojumam. Lidz ar to Kims Saja gadijuma nevarés ieglt uzdevuma prasito.

Pamatosim, ka gadijuma, ja n ir nepara skaitlis, tad Kims vienmér var panakt, ka pa apli uzrakstiti vienadi skaitli.
Ar bloku apzimésim vienadu skaitlu virkni, kurai abos galos blakus atrodas pretéji skaitli virkné esosajiem
(pieméram, ...;0;1;1;...;1;1;0;..). levérosim, ka eksisté bloks, kura garums ir nepara skaitlis. Ja tads bloks

bloks
neeksistétu, tad bloku garumu summa bitu para skaitlis, kas ir visu skaitlu kopéjais skaits. leglistam pretrunu,

jo pa apli uzrakstits nepara skaits skait|u.

Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka $aja bloka ir 2k + 1 vieninieki (gadijums ar nullém ir lidzigs). Katram
vieniniekam pieskirsim indeksu a; pulkstena raditaja virziena. Sakuma Kims veic gajienus ar vieniniekiem, kuriem
ir para indekss, tas ir, a,,ay, ..., azk, Un péc tam veic gajienus ar vieniniekiem ar nepara indeksu, tas ir,
a,, as, ..., Ar+1- 1ada veida bloks ar vieniniekiem tiek parveidots par bloku ar nullem. Ta ka sakotnéjam blokam
abas puseés ir divi bloki ar nullem, tad péc aprakstito gajienu veikSanas visi tris bloki sapliidis kopa. Tatad kopéjais
bloku skaits samazinas par 2. Sadi Kims turpina darboties — atrod bloku ar garumu, kas ir nepara skaitlis, un
sapludina to kopa ar blakus esoSajiem blokiem. Kada bridi bloku skaits klds vienads ar 2, jo sakuma bloku skaits
ir para (nullu un vieninieku bloki mainas parmainus). Kad tas bis izdarits, Kims var veikt gajienu ar to bloku, kura
garums ir nepara skaitlis, un tad visi uzrakstitie skaitli bas vienadi.

11. klase

11.1. Doti tadi reali skait]i x uny, ka x + y = 1 un x? + y2 = 3. Pieradit, ka izteiksmes x1! + y11 vértiba ir naturals

skaitlis, un atrast So vértibu!
1. atrisinajums. Lai iegltu prasito vértibu, izmantosim $adu vienadibu:

X"yt =+ ) ET YY) — ey (" 4y,
Vispirms aprékinam xy vértibu:
2xy=(x+y)?—x2—-y?=12-3=-2 = xy=-1.
Ja ar a, apzZiméjam x™ + y™ vértibu, tad $adi esam aprakstijusi rekurences sakaribu:
a, =1; a, = 3; Ap = Ap_q1 + ay_s.
Izmantojot $o sakaribu, jaatrod a;; jeb x'! + y1. Pakapeniski rékinot, ieglistam, ka
az=4; a4 =7; a5 =11; a5 =18; a;, =29; ag =47;a9 = 76; a9 = 123; a;; = 199.
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11.2.

2. atrisinajums. Vispirms noskaidrosim skaitla xy vértibu:
2xy=(x+y)2—x?-y?2=12-3=-2 = xy=-1.
Talak varam izmantot $adas vienadibas, lai pakapeniski aprékinatu prastto vértibu:
B4y =@+ -xy+y)=1-B+D =4
B +yS = +yHe+yY) - () (x+y) =3-4-1-1=11;
X0 +y°=(* +y%)? - 20xy)* =42 +2=18;
x4yt = (x8 +yO) (x5 + %) — (xy)’(x +y) =18-11+1-1 = 199.

Augosa aritmétiska progresija sastav no tris trisciparu skaitliem. Zinams, ka jebkuru no Siem trisciparu skaitliem
var iegut no jebkura cita, samainot vietam ta ciparus. Kada ir mazaka iespéjama $is aritmétiskas progresijas
diference?

Atrisinajums. Mazaka diferences vértiba ir 45, kuru var ieglt, pieméram, ja dota aritmétiska progresija 127; 172;
217. Pamatosim, ka mazaku diferences vértibu nevar iegit.

Vispirms pieradisim, ka tris doto skaitlu pieraksta ir izmantoti tris atskirigi cipari.

Ja bitu izmantots tikai viens cipars, tad nebtu iespéjams izveidot tris atskirigus skait|us.

Pienemsim, ka skaitli veidoti no diviem atSkirigiem cipariem a un b (a < b). Tad iesp&jami divi atskirigi tris

skaitlu komplekti: aab < aba < baa vai abb < bab < bba. Ta ka Sie ir vienigie skaitli, ko iespéjams izveidot,
tad skaitli tieSi $ada seciba ar' ir aritmétiskas progresijas tris secigi locekli. Aprékinasim otra un pirma locekla
starpibu A4 un tresa un otra locek|a starpibu A,. Péc aritmétiskas progresijas ipasibam A; = A,. Apskatam katru
gadijumu:
o Ja aab < aba < baa, tad Ay =9(b—a) unA, =90(b —a). No t3, ka Ay =A,, izriet, ka b =a
(pretruna).
o Ja abb < bab < bba, tad A; =90(b—a)unA, =9(b—a). No ta, ka Ay =A,, izriet, ka b =a
(pretruna).
Tatad dotie skaitli ir veidoti no tris dazadiem cipariem.
Pienemsim, ka Sie cipariira,b un ¢ (a < b < c). No Siem cipariem iespéjams izveidot sesus skait]us:

abc < ach < bac < bca < cab < cha.

Aprékinam katru divu blakus skait|u starpibu:
A; = ach — abc = 9(c — b);
A, = bac — ach = 90(b — a) — 9(c — b);
A; = bca — bac = 9(c — a);
A, = cab — bca = 90(c — b) — 9(b — a);
As = cba — cab = 9(b — a).

Mazako iesp€jamo diferenci ieglsim, ja tris skaitli seSu skaitlu virkné bis péc kartas. Aplukosim, kada var bat
tre$a un pirma mekléta skait|a starpiba. ST starpiba ir vienada ar divu secigu A; summu:

A+ A, =90(b — a) > 90;
A, +A;3=90(b—a)—9(c—b)+9(c—a) =99(b —a) =99;
As; +A, =90(c—b) —9(b—a)+9(c—a) =99(c — b) =99;
A, + As = 90(c — b) = 90.

Tatad divu diferenéu mazaka iespéjama veértiba ir 90. Lidz ar to esam pamatojusi, ka mazaka diference
ir90 : 2 = 45.
Piezime. Aplikosim, ka var atrast tadas a, b un c vértibas, lai A;= A,.

A=A, = 9(c—-b)=90b—-a)—9(c—-b) = <c—b=5b—-a)
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11.3.

11.4.

11.5.

Tatadb—a =1unc—b =5, joa, b un cir cipari. Derigas (a; b; ¢) vértibas ir (1;2;7), (2;3;8) un (3;4;9),
bet aritmétiskas progresijas locekli ir attiecigi 127, 172, 217; 238, 283, 328; 349, 394, 439.

Lidzigu rezultatu var iegat, ja meklé a, b un c vértibas, kuram A, = Ac.

Tad c—b =1 un b—a =5 un derigas (a; b; c) vértibas ir (1;6;7), (2;7;8) un (3;8;9), bet aritmétiskas
progresijas locekli ir attiecigi 671,716,761; 782, 827, 872; 893, 938, 983.

Dota vienadsanu trapece ABCD, tas pamati ir AB un CD un diagonales krustojas punkta X. Malas AD
viduspunktu apzimésim ar M. Caur X vilkta taisne, kas paraléla AB, krusto malu AD punkta Y. Pieradit, ka punkti
B,C,M,Y atrodas uz vienas rinka Iinijas!

Atrisinajums. Lai pieraditu, ka ap Ccetrstiri BCMY var apvilkt rinka Iiniju, pietiek pieradit, ka
IMYB 4+ <MCB = 180° jeb «MCB = 180° — <MYB.Taka <MYB = 180° — «AYB (blakuslenku ipasiba), tad
japierada, ka <AYB = <MCB.

Ar N apzimésim malas BC viduspunktu, bet ar T — taiSnu AB un DN krustpunktu. Ta ka <BNT = «<CND
(krustlenki), BN = NC un <NBT = INCD (ieks&jie skérslenki pie paralélam taisném AB un CD), tad
ABNT = ACND péc pazimes Ym#. Tada gadijuma to atbilstosas malas BT un CD ir vienadas, tatad

AB _ AB

BT ~ CD’
levérojam, ka ABAX~ADCX péc pazimes £, tatad

AB B AX

cD ~ CX
TakaYX || CD, tad no Talesa teorémas ieglistam, ka

AX AY

XC YD
No vienadibam iegistam, ka

AB AY

BT YD

Tatad AYAB~ADAT péc pazimes mfm un YB || DT, tatad XAYB = <NDA ka kapslu lenki. Ta ka
ANDA = «MCB simetrijas d€| vienadsanu trapece, tad <AYB = «NDA = <MCB. Tatad ap Cetrsttri BCMY
var apvilkt rinka Iiniju.

T

3. att.

Pieradrt, ka eksisté bezgaligi daudz tadu naturalu skait|u Cetrinieku (ay; by; a,; bsy), ka ay # ay, by # b, un
2% — (b))% = 2% — (b,)? > 0.

Atrisinajums. Nemsim patvaligu naturalu skaitli k > 2 un aplikosim skaitu ¢etriniekus (2k; 2¥ — 1; k + 1; 1).

Visi Sie skait|u Cetrinieki atbilst uzdevuma nosacijumiem, jo

22k — (2k —1)" = 22k — (22k = 2.2k £ 1) = 2k+1 1 >0,

Sakuma uz tafeles ir uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 2023 (katrs tieSi vienu reizi). Viena gajiena limars var
izvéléties jebkurus divus uz tafeles uzrakstitos skaitlus, nodzést tos, un vieta uzrakstit to vidéjo aritmétisko. Péc
2022 gajieniem uz tafeles bis palicis tiesi viens skaitlis. Kadas ir iespéjamas naturalas sis skaitla vértibas?
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Atrisinajums. Uz tafeles var bt palicis jebkurs naturalais skaitlis no 2 lidz 2022. Ta ka vid€jais aritmétiskais no
diviem dazadiem skaitliem ir mazaks neka lielakais skaitlis un lielaks neka mazakais skaitlis, tad varam secinat,
ka pédéjais uzrakstitais skaitlis nevar bat 1 vai 2023 (vai lielaks).
Aprakstisim algoritmu, ka pakapeniski ieglit jebkuru naturalo skaitli 4 < n < 2020. Nezaudéjot visparigumu,
varam pienemt, ka skaitli uzrakstiti augosa seciba.
Paradisim, ka var panakt, ka skaitlim n blakus ir uzrakstiti skaitlin — 2 unn + 2 (citu skaitJu uz tafeles vairs nav).
Vispirms paradisim, ka panakt, ka uz tafeles no skaitla n pa kreisi paliek tikai skaitlis n — 2. Pirmaja soli skait|i 1
un 3 tiek aizstati ar 2, katra nakamaja soli no kreisas puses divi mazakie skaitli tiek aizstati ar to aritmétisko
vidéjo:
1;2;3; 4,5, ...n—1 - 2;2;:4,5..n—1 > 2:4,5,6;..;.n—1 -
- 356 .;n-1 ->+-> n-3n-1 -> n-2
Lidzigi var ieglt, ka uz tafeles no skaitla n pa labi var palikt tikai skaitlis n + 2:
n+1;, n+2;..;2019; 2020; 2021; 2022;2023 - n+1; n+2;..; 2019; 2020; 2022; 2022 -
- n+1;n+2; ..; 2019; 2020; 2022 - n+1;n+2; ...; 2019; 2021 -
-»-> mn+l;n+3 - n+2

Lidz ar to uz tafeles ir uzrakstiti tris skaitlin — 2; n; n + 2. Lai uz tafeles paliktu skaitlis n, rikojamies sadi:
n—-2;nn+2 - nn - n,
kur4 <n < 2020.
Paradisim, ka iegut skaitlus 2; 3; 2021 un 2022:
o Pécieprieks aprakstita var panakt, ka skaitlim 2 pa labi ir palicis tikai skaitlis 4, [idz ar to uz tafeles ir palikusi
tikai tris skaitli 1; 2; 4, no kuriem skaitli 2 var iegit sadi: 1; 2; 4 —» 1; 3 - 2.
o Skaitlim 2022 pa kreisi var iegit tikai skaitli 2020, [idz ar to uz tafeles ir palikusi tikai tris skaitli 2020; 2022;
2023, no kuriem skaitli 2022 var ieglt sadi: 2020; 2022; 2023 — 2021; 2023 - 2022.
o Skaitlim 6 pa labi var iegit tikai skaitli 8, Idz ar to uz tafeles ir palikusi tikai septini skaitli
1; 2; 3; 4; 5; 6; 8, no kuriem skaitli 3 var ieglt sadi:
1; 2; 3;4;5;6;8->1;3;4;,4,5:8-1;3;4,5,6-1; 3;5;,5->1; 3;] 5> 3; 3> 3.
o Skaitlim 2018 pa kreisi var iegit tikai skaitli 2016, lidz ar to uz tafeles ir palikusi tikai septini skait]i
2016; 2018; 2019; 2020; 2021; 2022;2023, no kuriem skaitli 2021 var iegt sadi:

2016; 2018; 2019; 2020; 2021; 2022;2023 — 2018;2018;2019; 2021;2022; 2023 -
- 2018;2019;2020;2021;2023 —» 2019;2019; 2021; 2023 — 2019;2021;2023 -
- 2021;2021 - 2021.

12. klase

12.1. Doti tadi reali skaitli x uny, kax + y = 1 un x3 + y3 = 4. Pieradit, ka izteiksmes x13 + y13 vértiba ir naturals
skaitlis, un atrast So vértibu!
Atrisinajums. Izmantojot kubu summas formulu, iegiistam, ka (x + y)(x2 —xy +y?) =4.Takax +vy =1,
tad x2 — xy + y? = 4. Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegiistam, ka (x + y)? — 3xy = 4, tatad xy = —1.
Talak pakapeniski ieglistam prasito:

(x+y)=1 = x*+2xy+y*=1 = x*+y*=1-2xy=3;
4y =+ y)EE+y) - ()2 +y)=3-4-1-1=11;
X0 +y®=(*+y*)? -2y =42 +2=18;
X7 +y7 =@ +y)(x+y) —xy(x®+y%) =18-1+1-11 = 29;
X3+ 913 = (7 +y)(x® +y°) — (x)°(x +y) =29-18—1-1=522—1 = 521.
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12.2.

12.3.

12.4.

Uz trijstira ABC malas BC izvéléts patvaligs punkts D. Punkti I; un I, ir attiecigi trijstiros ABD un ACD ievilkto
rinka liniju centri. Trijstarim Al; B apvilkta rinka linija krusto taisni BC punkta X, kas nesakrit ar B, bet trijsttrim
Al, C apvilkta rinka linija krusto taisni BC punkta Y, kas nesakrit ar C. Pieradit, ka DX = DY.

Atrisinajums. Pieradisim, ka <DXA = «XAD (skat. 4. att.). Ta ka apvilkta Cetrstlra AI; BX pretéjo lenku summa
ir 180°, tad <«DXA = 180° — «xAIl;B. lzmantojot trijstira BAIl; iekSéjo lenku summu, var izteikt
180° — <AL B = «I,AB + «I, BA, tatad <DXA = <[, AB + <[, BA.

Aplukojot otrus divus pretéjos lenkus apvilktaja Cetrsturi Al;BX, iegustam, ka «[;AX = 180° — «[; BX.
Izmantojot blakuslenku Tpasibu, varam izteikt 180° — «I; BX = «I;BD, tatad <«I;AX = «I;BD. levérojam, ka
4DAX = «<DAI; + «<l;AX = «<DAI;, + «<I;BD.

Ta ka trijstdra ievilktas rinka linijas centrs atrodas bisektriSu krustpunkta, tad <«DAI; = <[;AB un
<[, BA = «I;BD. Tada gadijuma «DXA = «[;AB + <1, BA = <DAI; + «I,BD = «DAX, tatad DX = DA.
Lidzigi, aplUkojot ap Cetrstiri AI,CY apvilkto rinka Iiniju un ar to saistitos lenkus, pierada, ka DY = DA. Tatad
DX = DA = DY, kas bija japierada.

¥F—3 b C v

4. att.

Uz tafeles uzrakstiti 100 reali pozitivi skaitli (ne obligati dazadi). Ja uz tafeles ir uzrakstiti skaitli x un y (ne obligati
dazadi), tad uz tas ir uzrakstits ari skaitlis j% Kada var bt visu 100 uzrakstito skaitlu summa, ja zinams, ka viens

no uzrakstitajiem skaitliem ir 73?

Atrisinajums. Pieradisim, ka visi 100 uzrakstitie skaitli ir vienadi.

Pienemsim pretéjo, ka uz tafeles ir atrodami vismaz divi dazadi skaitli. Sakartosim visus skaitlus nedilstosa seciba
un nemsim divus ar mazakajam vértibam a < b (a ir vismazakais skaitlis un b ir otrs mazakais skaitlis). Péc

uzdevuma nosacijuma uz tafeles ir rakstits ari skaitlis %. Paradisim, ka a < ZL:; < b, kas bis pretruna ar to, ka
a un b ir divi mazakie skait]i.

Lai pamatotu, ka a < ZL:;, reizinam abas nevienadibas puses ar a + b > 0 un iegiistam, ka a? + ab < 2ab jeb
a? < ab, kas ir patiesa nevienadiba, jo a < b.

Lidzigi, lai pamatotu, ka % < b, reizinam abas nevienadibas puses ar a + b > 0 un ieglstam nevienadibu

2ab < ab + b?, kas ir ekvivalenta patiesai nevienadibai ab < b?, jo a < b.
Tatad visi uzrakstitie skaitli ir vienadi un to summair 73 - 100 = 7300.

Piezime. Skaitlis Z%I; = 1%1 ir skaitlu a un b vidéjais harmoniskais.

a'b
Pieradit, ka nevar atrast tadus pirmskaitjus p un g, kuriem p9~1 + gP~1 + 1 ir vesela skaitJa kvadrats!
Atrisinajums. Pienemsim, ka p un g abi ir nepara skaitli. Tada gadijuma p — 1 un g — 1 abi ir para skaitli. Ta ka

nepara skaitla kvadrats dod atlikumu 1, dalot ar 4, tad
2 2

pq‘1+qp‘1+1=<pq71> +(qu—1) +1=1+1+1=3(mod4).
Tacu neeksisté tads vesela skaitla kvadrats, kurs dod atlikumu 3, dalot ar 4. Lidz ar to varam secinat, ka vismaz
viens no skaitliem p vai q ir vienads ar 2.
Nezaudéjot visparigumu, pienemsim, ka p = 2. Tada gadijuma 2971 + g + 1 ir jabat vesela skait|a kvadratam.
Ja q = 2, tad izteiksmes vértiba ir 5, kas nav vesela skaitla kvadrats. Lidz ar to varam pienemt, ka g ir nepara
skaitlis. Pieradisim, ka
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a-1\? a-1 2
(2 2 ) <2q_1+q+1<(2 2 +1> .
1.2
Taka (2 2 ) = 2971 < 2971 4 g + 1 ir patiesa nevienadiba, tad atliek pieradit, ka
a-1 2
(2 2 +1) >20"1 4+ g+ 1
q-1
207142272 +1>29 4+ g+1
qt1
22 >q
Ta ka pie ¢ = 3 nevienadiba ir ekvivalenta ar 22 = 4 > 3 un ta ka eksponentfunkcija aug atrak neka linedra
funkcija, tad varam secinat, ka pédéja nevienadiba ir patiesa. Tas nozimé, ka skaitlis 2971 + g + 1 atrodas starp

divu secigu veselu skaitlu kvadratiem, tapéc tas nevar bt vesela skaitla kvadrats.

12.5. Kada valsti ir 100 pilsétas, dazas no tam ir savienotas ar celiem. Katrs cel$ savieno tiesi divas pilsétas un arpus
pilsétam celi nekrustojas (izmantoti viadukti). Kads ir pats mazakais kopéjais ceJu skaits, pie kura noteikti
(neatkarigi no celu izvietojuma) var apgalvot, ka no jebkuras pilsétas var aizbraukt uz jebkuru citu pilsétu (varbat

ari caur vienu vai vairakam citam pilsétam)?
100-99

Atrisinajums. Pats mazakais celu skaits ir — (100 — 2) = 4852. Atrisinasim uzdevumu visparigaja
n(n-1)

2

gadijuma ar n pilsétam un pamatosim, ka mazakais iespéjamais celu skaits ir — (n — 2), lai no jebkuras
pilsétas noteikti varétu aizbraukt uz jebkuru citu pilsétu.

Vispirms pamatosim, ka ar mazaku celu skaitu nepietiek. Atliek paradit vienu pieméru, ka pilsétam jabut
savienotam ar celiem, lai uz vienu no pilsétam nevar nok|Gt. Aplakosim gadijumu, kad kopéjais celu skaits ir par

. - . -1 o . . . " . 0 s
vienu mazaks, tas ir, n(nT) — (n — 1), un ka ir kada pilséta, uz kuru neiet neviens cels, bet katras divas atlikusas
(n-1)(n-2) _ n(n-1) _

2

2

pilsétas ir sava starpa savienotas ar celu. Tada gadijuma tam vajag tiesi
n(n-1)

(n—1) celus.

Tatad meklétais piemérs ir atrasts un celu skaits nevar but mazaks par > (n—2).

Pamatosim, ka ar n(nz_l) — (n — 2) celiem pietiek, lai no jebkuras pilsétas noteikti varétu aizbraukt uz jebkuru
. - o - D e as . A . -1)

citu pilsétu. UzblGvesim no sakuma lielako iespéjamo celu skaitu starp n pilsétam, tas ir, nn ). Péc tam

nojauksim (n — 2) cejus. Pamatosim, ka ari péc to nojauksanas izpildas uzdevuma nosacijumi. Aplikosim divas
patvaligas pilsétas, apzimésim tas ar A un B, paréjas (n — 2) pilsétas apzimésim attiecigi ar X1, X5, ... , Xp_».
Aplakosim (n — 1) marsrutu, ka no pilsétas A var nok|at pilséta B: marsrutu A < B un (n — 2) marsrutus
A & X; & B. levérojam, ka viena cela nojaukSana saboja ne vairak ka vienu no Siem marSrutiem, tapéc péc

(n — 2) celu nojauksanas vismaz viens no Siem marsrutiem, pa kuru nok|t no pilsétas A uz B, vél paliks. Tatad
r n(n-1)

S~ (n — 2) celiem pietiek, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.
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