Lidzfinansé Nacionalais Valsts izglttibas
Eiropas Savieniba attistibas plans attistibas agentdra

Eiropas Sociala fonda Plus projekts Nr. 4.2.2.3/1/24/1/001 “Pedagogu profesionala atbalsta sisteémas izveide”

Latvijas 75. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi
9.-12. klase

9. klase

9.1.

9.2,

Ap apalu galdu séZ 8 bérni. Katriem tris péc kartas sédosiem bérniem kopa ir nepara skaits konfeksu. Pieradit, ka
katram bérnam ir vismaz viena konfekte!
Atrisinajums. Prasitais bUs pieradits, ja pamatosim, katram bérnam ir nepara skaits konfeksu.
Apziméjam katram bérniem eso$o konfeksu skaitu, ka paradits 1. att. Pecdotaa+b+c,d+e+f,g+h+air
nepara skaitli. Tad ari (a+ b +c)+(d+ e+ f) + (g + h + a) ir nepara skaitlis; tas nozimé, ka 2a + (b + ¢ +
d+e+ f+ g+ h) ir nepara skaitlis. Tatad (b +c+d) + (e + f + g) + h ir nepara; tatad h ir nepara. Lidzigi
pierada, ka aria; b; ...; g ir nepara skaitli.

h a

g b

c
! e d
1. att.

Uz trijstira ABC malas AB atlikts tads punkts D, ka AD : DB = 2 : 1. Trijstura ABC mediana BE krusto CD
punkta F. Pieradit, ka BF = FE.
1. atrisinajums. Novilksim nogriezni EG t3, lai G ir CD viduspunkts (skat. 2. att.). Tada gadijuma CG = GD un
AE = EC (BE ir trijstira ABC mediana), tatad EG ir trijstira ADC viduslinijaun EG || AD.
leglstam, ka ADBF = AGEF péc pazimes lml:

o ¥FDB = 4FGE (ieksgjie skérslenki pie EG || AD);

o EG = %AD = DB, jo EG ir AADC vidusliniaun AD : DB =2 : 1;

o <DBF = XGEF (ieksgjie skérslenki pie EG || AD).
Tatad BF = FE ka vienado trijstlru atbilsto$as malas.
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9.3.

9.4.

2. att. 3. att.

2. atrisinajums. Izmantosim faktu, ja trijstiira malas dalas attieciba a : b un augstumi pret Sim malam ir vienadi, tad
trijstdru laukumi ari dalas attieciba a : b. Lidz ar to:
o jaSppg =y,tad Spra = 2y (BD: AD = 1: 2 un kopigs augstums no F);
o jaSyrg = x,tad Sggc = x (AE = EC un kopigs augstums no G).
levérosim, ka ar Sygr = Sgrc (AE = EC un kopigs augstums no B), tad Sgrs = 3y = Sgpc (skat. 3. att.).
Taka Sypc = 2Sgpc (BD: AD = 1: 2 un kopigs augstums no C), tad 2y + 2x = 2 - 4y jeb x = 3y.
Tas nozimé, ka Spgc = x = 3y = Sppc. No apgriezta fakta BF : FE = 1: 1 jeb BF = FE.

Bezgaliga naturalu skait|u virkné katru nakamo skaitli, sakot no otr3, var iegit iepriek$éjam pieskaitot vai nu 54, vai
77. Pieradtt, ka $aja virkne ir skaitlis, kuram divi pedgjie cipari ir vienadi!

Atrisinajums. levérosim, ka 2 - 77 = 154, kas nozimég, ka pieskaitit 54 ir tas pats, kas divas reizes pieskaitit 77 (mums
interesé tikai skaitla divi pédéjie cipari). Aplikosim citu virkni b;, kura pirmais loceklis ir dotas virknes pirmais
loceklis, bet katru nakamo, iegust, iepriekséjam loceklim pieskaitot 77:

b0=a1; b1:a1+77; b2:a1+277; b3:a1+377;... Jebbl:a1+77l, kurl:(); 1; 2; 3; e

Tad musu dotas virknes locek]us var iegiit no Sis virknes, sakot no a; un katra soli ejot uz priekSu vai nu par 1 vietu
(uz nakamo locekli) vai par 2 vietam (uz aiznakamo).

Pieradisim, ka Saja virkné ir visas 100 iespéjamas pédgjo ciparu vértibas (no 00 lidz 99). Aplikosim pirmos 100 $is
virknes locek|us. Ja kada no vértibam nebitu sastopama, tad péc Dirihlé principa kadiem diviem no pirmajiem 100
virknes locekliem butu vienadi divi pédgjie cipari. Tada gadijuma to starpiba dalitos ar 100. Ja sakrit b; ar b; locekli,
tad bj—b;=a, +77-j—(ay +77-i) =77(j - i), kas dalas ar 100. Ta ka 77 un 100 ir savstarpgji pirmskait]i,
tad no ta var secinat, ka i — j dalas ar 100. Kas ir pretruna, jo gan i, gan j ir mazaki neka 100 (més aplukojam pirmos
100 locek]us).

Tatad kaut kur 8aja virkné b; ir loceklis, by, kas beidzas ar 11. Bet tas nozimé, ka nakamais loceklis by, beidzas ar
11 4+ 77 = 88. Ta ka mums ir divi locekli péc kartas, kam pédgjie cipari ir vienadi, tad tiem “parlekt pari” nevar, ta
ka més katra soli ejam vai nu uz nakamo, vai aiznakamo locekli, tad uz viena no Siem diviem més noteikti trapisim.

Dotas septinas péc aréja izskata vienadas monétas, no kuram piecas ir istas (tam visam ir vienada masa), bet divas
ir viltotas (abam viltotajam ir vienada masa), turklat zinams, ka viltotd monéta ir vieglaka neka ista. Ka ar 3
svérSanam uz sviru svariem bez atsvariem atrast abas viltotas monétas?

Atrisinajums. Pirmaja svérsana uzliksim uz katra svaru kausa 3 monétas. Tad ir iesp&jami divi gadijumi.

1. Svaru kausi ir [1dzsvara. Tas nozimé, ka uz katra svaru kausa ir tiesSi divas 1stas un viena viltota monéta.
Apzimésim monétas, kas atradas uz kreisa svaru kausa, ar a, b un c. Otraja svérsana uzliksim uz viena svaru kausa
a, bet uz otra — b. Ja tagad viens no svaru kausiem ir vieglaks, tad attieciga monéta (a vai b) ir viltota. Ja svaru kausi
ir lldzsvara, tad monéta c ir viltota.

TreSaja svérsana analogiski rikojamies ar tam trim monétam, kas pirmaja svérsana atradas uz laba svaru kausa.

2. Svaru kausi nav lidzsvara. Tas nozimé, ka uz smagaka svaru kausa visas monétas ir istas, bet uz vieglaka ir viena
vai divas viltotas.
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Apzimésim monétas, kas atradas uz vieglaka svaru kausa, ar a, b un ¢, bet to monétu, kas pirmaja svérsana
nepiedalijas, ar d. Otraja svérsana uzliksim monétas a un b katru uz sava svaru kausa.
o Jasvaru kausi ir Ildzsvara, tad vai nu tas abas ir viltotas, vai ar1 tas abas ir 1stas, un tada gadijuma viltotas ir c un
d. Kurs no Siem gadijumiem ir istais, var noskaidrot tresaja svérSana, salidzinot, pieméram, monétas a un c.
o Javienanotam irvieglaka (simetrijas péc pienemsim, ka ta ir monéta a), tad més zinam, ka monéta a ir viltota,
monéta b ir ista un otra viltota ir viena no monétam c¢ un d. Kura tiesi, var noskaidrot tresaja svérsana, tas

salidzinot.

9.5. Uz tafeles uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 2025. Alise un Kate spélé sadu spéli. Spéli sak Alise, vinas gajienus
veic pamiSus un katra gajiena katra meitene nodzes vienu skaitli. Spéle beidzas, kad uz tafeles palikusi divi skaitli. Ja
So skaitlu summa ir kada naturala skaitla kvadrats, tad uzvar Alise, pretéja gadijuma uzvar Kate. Kura meitene,
pareizi spéléjot, noteikti var uzvaréet?
Atrisinajums. Vienmeér var uzvarét Alise. Sava pirmaja gajiena vinai janodzeés skaitli 2025. Talak visus skait|us Alisei
jasadala paros t3, lai katra part esoso skaitli summa ir 2025:

(1;2024); (2;2023);...; (2022;2023).

Kad Kate nodzés kadu skaitli, tad Alisei péc tam janodzés atbilstosa para otrais skaitlis. Beigas uz tafeles paliks divi
skaitli, kuru summa ir 2025, kas ir naturala skaitla kvadrats (2025 = 452).

10. klase

10.1. Vai eksisté tadi veseli skaitlia, b,c,d, kala — b| + |b —c| + |c — d| + |d — a| = 2025?

Atrisinajums. levérojam, ka |x — y| = x + y (mod 2). No 3ejienes ieglstam, ka
la=b|+|b—c|+|c—d|+|d—a|=(a+b)+(b+c)+(c+d)+(d+a)=2(a+b+c+d)
= 0 (mod 2).

10.2. Dots vienadsanu trijstaris ABC, kuram AB = AC un XBAC = 80°. Uz malas AC atlikts punkts E ta, ka <EBC = 30°,

bet uz nogriezna BE atlikts punkts M ta, ka <MCB = 10°. Aprékinat xAMC lielumu!
Atrisinajums. Novelkam virsotnes lenka bisektrisi (kas ir art medianu un augstums) AF, tas krustpunktu ar BE
apziméjam ar D (skat. 4. att.). Savienojot C un D, ieglstam divus vienadus trijstirus BAD un DAC péc pazimes mfm
(AB = AC, AD - kopiga, ¥BAD = XCAD). Tatad <ACD = «ABD = 20°. Lidz ar to <DCM = XACB — <MCB —
JACD = 50°—10° — 20° = 20°.
Lenkis KEMC = <MBC + <MCB = 30° 4 10° = 40° ka trijstira BMC arg&jais lenkis. 1zmantojot iek$€jo lenku
summu, iegustam:

o noAADC: «ADC = 180° — «DAC — <ACD = 120

o noACDM: <MDC = 180° — <DMC — «DCM = 180° — 40° — 20° = 120°.
Tatad AADC = AMDC péc pazimes #mf (CD — kopiga, XCDM = XADC, ¥ACD = <MCD). Lidz arto AC = CM un
AACM ir vienadsanu trijstaris ar virsotnes lenki XACM = 40° un <CMA = (180° — 40°) : 2 = 70°.
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4, att.

10.3. Dots naturals skaitlis n > 1. Katram skaitJan + 1 pozitivam dalitajam d (ieskaitot 1 un n + 1) Petrs izdalija skaitli n
ar d (ar atlikumu), dalljumu uzrakstija uz tafeles, bet atlikumi ierakstija kladé. Pieradit, ka uz tafeles un kladé ir
uzrakstiti vieni un tie pasi skait]i!

Atrisinajums. levérosim, ka, jan + 1 = ab, tad skaitli n, dalot ar a, dalijuma ieglistam b — 1 un atlikuma a — 1 (jo
n=(b—-1) a+ (a—1), savukart, n dalot ar a, dalijuma iegistam a — 1, bet atlikuma b —1(jon=(a—1) -
b+ b — 1). Tas nozimé, ka ja skaitlis x paradas uz tafeles ka dalijums, dalot ar d, tad tas paradisies ari kladé ka

. 1 - . - - I o L
atlikums, dalot ar%. Un otradi, ja skaitlis y paradas kladg, ka atlikums, n dalot ar d, tad tas paradisies ari uz tafeles,
e 1 . L . 1 o - . o
ka dalijums, n dalot ar % (spriedums ir spéka aritad, jad = %). Tas nozimég, ka uz tafeles un kladé ir uzrakstiti
vieni un tie pasi skaitli.

10.4. Dots 5 X 5 ratinu kvadrats, kura katra rQtina ierakstits skaitlis no 1 lidz 25 (skat. 5. att.). No $1 kvadrata izgrieza 6
figlras, kas katra bija vai nu 1 X 4 ratinu taisnstiris (vertikals vai horizontals), vai ari 2 X 2 ratinu kvadrats, pari
palika viena ratina. Kads skaitlis var bat rakstits uz Sis ritinas?

1|12 3| 4|5

6|7 |8 9|10

11 | 12| 13| 14| 15

16 | 17 | 18 | 19| 20

212223 24| 25

5. att.
1. atrisinajums. Paradisim, ka pari palikusT rdtina ir stdra ritina, t.i., uz tas ir rakstits 1, 5, 21 vai 25. Tas, ka ta var
b{t stdra rltina, redzams Saja pieméra (skat. 6. att.), lai iegltu paréjas stira ritinas, attéls japagriez. Atliek pamatot,
ka citu iespéju nav.

11 (12 | 13| 14| 15

16 (17 | 18 | 19| 20

21| 22| 23| 24| 25

6. att.
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10.5.

Vispirms ievérosim, ka katra izgrieztaja figlira ir divi para un nepara skaitli. Tatad atlikust viena ratina noteikti satur
nepara skaitli (jo to mums ir vairak). Apldkosim ratinas, uz kuram rakstits 8, 12, 14 un 18 (kas visi ir para skaitli, tatad
Sis ratinas noteikti tika izgrieztas) levérosim, ka

o Sis ratinas pieder vismaz trim dazadam figtiram, kas izriet no t3a, ka jebkura figlira, kas satur divas no Sim

ratinam, satur ari centralo ratinu 13,

o neviena figlra, kas satur kadu no Sim rdtinam, nevar saturét nevienu stdra ratinu.
Tas nozimé, ka uz visam ¢etram stdra ratinam mums ir atlikusas tikai tris figtiras, kam tas var piederét. Ta ka divas
stdra rdtinas nevar atrasties viena figira, tad viena no tam paliks neizgriezta.

2. atrisinajums. Paradisim, ka pari palikust ratina ir stlra ratina, t.i., uz tas ir rakstits 1, 5, 21 vai 25. Tas, ka ta var
blt stdra rltina, redzams Saja pieméra (skat. 6. att.), lai iegltu paréjas stdra ratinas, attéls japagriez. Atliek pamatot,
ka citu iespéju nav.

Lai pamatotu atrisindjuma otro dalu, (ka nevar bt izgriezta neviena cita riitina, iznemot stdra ritinu) var izmantot
ari $adu alternativu spriedumu:

lerakstisim skait|us ratinas ta, ka paradits 7. att.

113]2])4]1

4 | 2 311 4

7. att.

levérosim, ka jebkura pielaujama 1 X 4 vai 2 X 2 figira satur skaitlus, kuru summa ir 10. Ta ka visu skaitlu summa
ir 61, tad skaidrs, ka vieniga pari palikust ratina satur skaitli 1. Ja ta batu kada cita ratina, kas satur 1, iznemot stira
ratinu, tad pagriezot visu “griezumu” par 90 gradiem vienu vai atspogulojot pret vertikalo simetrijas asi, més
vienmér varésim panakt, ka pari palikusT rdtina satur kadu citu skaitli, kas nav 1 (kas nav iesp&jams). Tatad vieniga
iespéja ir, ka neizgriezta ir palikusi stlra ratina.

Naturalu skaitli ar vismaz diviem cipariem sauksim par Tpasu, ja, nodzésot jebkuru vienu ta ciparu, ieglst sakotnéja
skait|a dalttaju. Pieméram, 120 ir Tpass skaitlis (dalas gan ar 12, gan ar 20, gan ar 10, nodzésot attiecigi 0; 1 vai 2).
Atrast visus devinciparu TpasSos skaitlus, kuri dalas ar devini!

Piezime. Gadijuma, ja péc pirma cipara nodzésanas atlikusais skaitlis sakas ar vienu vai vairakam nullém, tad liekas
nulles tiek atmestas.

Atrisinajums. Pieradisim, ka katram Tpasam skaitlim, kuram ir vismaz tris cipari, pédgjais cipars noteikti ir 0, ka ari
nodzésot So peédéjo ciparu, ir iegits cits pasais skaitlis.

Aplukosim n-ciparu skaitli A = a;a,a5 ... a,_1a,. Ta ka skaitlis ir Tpass, tas dalas ar skaitli, kuru iegist, nodzesot
pédéjo ciparu a,, jeb tas dalas ar skaitli a;a,az ... a,_;. 51 dalitdja reizinajums ar 10 ir a;a,as ...a,_,0, Iidz ar to
a, = 0, jo, reizinot aplikoto dalitaju ar naturalu skaitli, kas ir lielaks vai mazaks neka 10, iegutais reizinajums bis
lielaks vai mazaks neka A attiecigi, salidzinot Skiras sakot ar desmitiem (jo a@ya,as ... a,_7 ir vismaz divciparu

skaitlis). Ja nodzéstu jebkuru skaitla A ciparu, kas nav pédgjais, iegltais skaitlis D bids skaitla 10 daudzkartnis, jo
pédéjais cipars bis 0. Ta ka gan A, gan iegltais dalitajs D dalas ar 10, arT% =a,a,as ...a,_, dalas ar %. Ta ka %
ieglts no a;a,as ... a,_; nodzésot kadu brivi izvélétu ciparu, tad art skaitlis a;a,as ... a,_1 ir ipass.

No ta izriet, ka devinciparu Tpasie skaitli ir uzrakstami forma a; a,0000000, kur @y a; ir ipass divciparu skaitlis (tatad
a, # 0). Ta ka a;a, dalas ar aq, tad ari @;a, — a;0 = a, dalas ar a;. Sads nosacijums izpildas visiem divciparu
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skaitliem, kas mazaki neka 20, un ari skaitliem 22, 24, 26, 28, 33, 36, 39, 44, 48, 55, 66, 77, 88 un 99. Lai
a,a,0000000 dalitos ar 9, skaitlim @;a, ari jadalas ar 9. Tatad derigie skaitli ir 18, 36 un 99.

Nosacijums, ka a;a, dalas ar a, neizpildas vienigi skaitlim 18. Tatad 360000000 un 990000000 ir vienigie
devinciparu Tpasie skaitli, kuri dalas ar 9.

11. klase

11.1.

11.2.

Dotas septinas péc aréja izskata vienadas monétas, no kuram piecas ir istas (tam visam ir vienada masa), bet divas
ir viltotas (abam viltotajam ir vienada masa), turklat zinams, ka viltotd monéta ir vieglaka neka Tsta. Ka ar 3
SvérSanam uz sviru svariem bez atsvariem atrast abas viltotas monétas?
Atrisinajums. Pirmaja svérsana uzliksim uz katra svaru kausa 3 monétas. Tad ir iesp&jami divi gadijumi.
1. Svaru kausi ir [idzsvara. Tas nozimé, ka uz katra svaru kausa ir tiesi divas Tstas un viena viltota moneéta.
Apzimésim monétas, kas atradas uz kreisa svaru kausa, ar a, b un c. Otraja svérsana uzliksim uz viena svaru kausa
a, bet uz otra — b. Ja tagad viens no svaru kausiem ir vieglaks, tad attieciga monéta (a vai b) ir viltota. Ja svaru kausi
ir ldzsvara, tad monéta c ir viltota.
TreSaja svérsana analogiski rikojamies ar tam trim monétam, kas pirmaja svérsana atradas uz laba svaru kausa.
2. Svaru kausi nav lidzsvara. Tas nozimé, ka uz smagaka svaru kausa visas monétas ir 1stas, bet uz vieglaka ir viena
vai divas viltotas.
Apzimésim monétas, kas atradas uz vieglaka svaru kausa, ar a, b un ¢, bet to monétu, kas pirmaja svérsana
nepiedalijas, ar d. Otraja svérsana uzliksim monétas a un b katru uz sava svaru kausa.
o Jasvaru kausi ir lidzsvara, tad vai nu tas abas ir viltotas, vai ar1 tas abas ir istas, un tada gadijuma viltotas ir c
un d. Kurs no Siem gadijumiem ir Tstais, var noskaidrot tresaja svérsana, salidzinot, pieméram, monétas a un
c.
o Ja viena no tam ir vieglaka (simetrijas péc pienemsim, ka ta ir monéta a), tad més zinam, ka monéta a ir
viltota, monéta b ir Ista un otra viltota ir viena no monétam c un d. Kura tiesi, var noskaidrot tresaja svérsana,
tas salidzinot.

Cetrstiris ABCD ievilkts rinka [Tnija, ta diagonales krustojas punkta E. Uz hordam AC un BD attiecigi atlikti tadi
punkti F un G, ka AF = BE un DG = CE. Pieradit, ka punkti B, F, G, C atrodas uz vienas rinka Iinijas!
Atrisinajums. lzmantojot krustisku hordu 1pasibu, ieglstam, ka BE - ED = AE - CE (skat. 8. att.). lzsakam
nogrieznus ED un AE:

o ED=EG+GD =EG + CE;

o AE = AF + FE = BE + EF.
Lidz ar to ieglstam:

BE - (EG + CE) = (BE + FE) - CE;
BE -EG + BE - CE = BE - CE + FE - CE;
BE - EG = FE - CE.

Tatad punkti B, F, G, C atrodas uz vienas rinka linijas, jo izpildas krustisku hordu 1pasibai apriezta Tpasiba.

8. att.
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11.3.

11.4.

Divas dazadas skaitlu virknes aq; a,; ...; Apg25 Un by; by; ...; bagas katra satur visus naturalos skaitjus no 1 lidz
2025 (katru tiesi vienu reizi), bet skaitlu virkne cy; ¢5; ...; 2025 Satur visus para skaitJus no 2 Iidz 4050 katru tieSi
vienu reizi. Pieradit, ka

2 2 2
ci —4a;by c; —4a,b, ) C3025 — 4Q2025D2025 >0

ay+bi+c; a;+b,+c; 2025 + b2o25 + C2025

Atrisinajums. levérosim, ka (a + b)? > 4ab jebkuriem skaitliem a un b (tas ir ekvivalents (a — b)? > 0), turklat
vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja a = b. Tas nozimég, ka

c2—4ab>cz—(a+b)2_(c—a—b)(c+a+b)_

> = c—a-—b,
at+b+c at+b+c a+b+c
turklat vienadiba izpildas tad un tikai tad, ka a = b. Tad
C12 — 4a, b, sz —4a,b, 022025 — 4a3025b2025
a;+by+c; a;+by+c; Az025 + b2025 + C2025

> (c; —ay; —by) + (c; —az — by) + -+ + (2025 — Az025 — b2025) = 0.

Turklat ta ka virknes a,, un b,, ir dazadas, tad vismaz viena (patiesiba vismaz divas) izteiksmés nevienadiba ir stingra,
[idz ar to rezultats art ir stingri lielaks neka 0.

Dots 7 X 7 ritinu kvadrats. No ST kvadrata izgrieza 12 figliras, kas katra bija vai nu 1 X 4 ratinu taisnstiris (vertikals
vai horizontals), vai ari 2 X 2 ratinu kvadrats, pari palika viena ratina. Kura vieta sakotnéja kvadrata varéja atrasties
$1 pari palikust rGtina?

Atrisinajums. Pieradisim, ka pari palikusi rtina varéja atrasties tikai un vienigi sakotnéja kvadrata centra, pieméru
skat. 9. att.

9. att.

VEél japarada, ka neviena cita rdtina pari palikt nevar. Lai to pamatotu, ierakstisim skaitlus rltinas ta, ka
paradits 10. att.

1(3(2|4|1|3]2
42131423

3|24 3|2
421314123
132|413 2
4123|1423
1({3(2 4|13 2

10. att.

levérosim, ka jebkura pielaujama 1 X 4 vai 2 X 2 figlra satur skaitJus, kuru summa ir 10. Ta ka visu skaitlu summa
ir 121, tad skaidrs, ka vieniga pari palikust ratina satur skaitli 1. Ja ta batu kada cita ratina, kas satur 1, iznemot
centrala, tad pagriezot visu “griezumu” par 90 gradiem vienu vai atspogulojot pret vertikalo simetrijas asi, més
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11.5.

vienmér varésim panakt, ka pari palikusT ritina satur kadu citu skaitli, kas nav 1 (kas nav iespéjams). Tatad vieniga
iespéja ir, ka palikusi ir centrala ratina.

Uz tafeles sakuma uzraksttti divi vieninieki. Viena gajiena var:
o nodzést vienu uz tafeles uzrakstito skaitli un ta vieta uzrakstit divas reizes lielaku;
o ja uz tafeles uzrakstitie skaitli ir dazadi (apzimésim tos ar x > y), tad nodzést skaitli x un ta vieta uzrakstit
skaitli x — y.
Vai, atkartojot sadus gajienus, var panakt, ka uz tafeles ir uzrakstiti skaitli a) 20 un 24; b) 20 un 25?
Atrisinajums. a) Var, pieméram, $adi:

LD ->{12) - (14> (1;3) > (2;3) > (43) > (8;3) > (5:3) » (10;3) » (20;3) —» (20;6) -
- (20;12) - (20; 24).

b) Tas nav iesp&jams. levérosim, ka katra soli uz tafeles uzrakstito skait|u lielakais kopigais dalitajs vai nu nemainas,
vai ari palielinas divas reizes. Ta ka sakuma skait|u lielakais kopigais dalitajs ir 1, tad beigas tas nevar pienemt vértibu
5 = LKD(20; 25).

12. klase

12.1.

12.2.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 2271371 4 5" dal3s ar 7.

1. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

12”+6-5"_ 12" -5 +7.5"
6 B 6 '

Starpiba 12™ — 5™ dalas ar 7, tatad skaititajs dalas ar 7. Ta ka sakotnéj3 izteiksme ir naturals skaitlis visam naturalam
n vértibam, un 7 un 6 ir savstarpéji pirmskaitli, tad ar7 sakotnéja izteiksme dalas ar 7.

22n—13n—1 +5n=2. 2271—2 . 371—1 +5n=2. 1271—1 + 5" =

2. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 21 - 3° + 51 = 7, kas dalas ar 7.
Induktivais pienémumes. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan =k, t. .,
22k-13k=1 4 5k : 7
Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess aritad, jan =k + 1, t. i,
22k+13k + 5k+1 17
Parveidosim izteiksmi:
22k+13k + 5k+1 =4. 22k—1 .3. 3k—1 +5. 5k =12. 22k—13k—1 +5. 5k —
=5. (22k—13k—1 + Sk) +7. 22k—13k—1
~————_—
17 péc ind.pien. 7
Ja katras saskaitamais dalas ar 7, tad visa summa dalas ar 7.
Secindjums. Ta ka apgalvojums ir patiesa, ja n =1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka
apgalvojums ir patiess arin = k 4+ 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

Cetrstiris ABCD, kuram AB + CD = AD, ir ievilkts rinka Iinija. Pieradit, ka lenku ABC un BCD bisektri$u
krustpunkts atrodas uz Cetrstira malas AD.

1. atrisinajums. Apziméjam <BCD = 2a un <ABC = 2[. No t3, ka Cetrstarim ABCD var apvilkt rinka [iniju,
ieglistam, ka ¥BAD = 180° — 2a un <ADC = 180° — 2. Uz malas AD atliek punktu E ta, ka AB = AE = a un
DE = DC = b. Tad AABE un ACDE ir vienadsanu trijstari, kuriem <AEB = <ABE = a un <CED = <ECD = f3.
Ap trijstari BCE apvelkam rinka Iiniju. lespéjami divi gadijumi.

1. Cetrstiira mala AD ir s rinka Iinijas pieskare un punkts E ir vienigais punkts uz AD, kas kopigs $im nogrieznim un
rinka lnijai (skat. 11. att.). Tad <BCE = XAEB = « ka ievilktais lenkis un hordas-pieskares lenkis, kas abi balstas uz
vienu un to pasu loku BE. Lidz ar to ¥ECD = <BCD — «BCE = 2a — a = a. Tatad CE ir lenka BCD bisektrise.
Lidzigi pierada, ka BE ir lenka ABC bisektrise.
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2. Rinka linija krusto AD gan punkta E, gan vél otra punkta H (skat. 12. att.). Tad <BEH = 180° — a. No t3, ka ap
BCHE var apvilkt rinka Iniju, izriet, ka <BEH + <BCH = 180° jeb ¥BCH = a. No ta seko, ka CH ir lenka BCD

bisektrise. Lidzigi pierada, ka BH ir lenka ABC bisektrise. Tatad bisektrises krustojas punkta H, kas atrodas uz malas
AD.

A

2. atrisinajums. Apziméjam <BCD = 2a un ¥ABC = 2f3. No ta, ka Cetrstirim ABCD var apvilkt rinka [iniju,
ieglistam, ka ¥BAD = 180° — 2a un <ADC = 180° — 2. Uz malas AD atliek punktu E t3, ka AB = AE = a un
DE = DC = b (skat. 13. att.). Tad AABE un ACDE ir vienadsanu trijstri, kuriem XAEB = ¥ABE = a un XCED =
IECD = B.
Izmantojot kosinusu teorému trijstlrt ABE, ieglistam, ka
BE? = AB? + AE? — 2AB - AE - cos(180° — 2a) ;
BE? = a® + a® + 2a? cos 2a = 2a%(1 + cos 2a) = 2a? - 2 cos?® a;
BE = 2a - cosa.
P&c sinusu teorémas trijstlrt BCE ieglistam, ka

BC _ EB _ 2a-cosa L
sin(180°—a — B)  sinRa—pB) sinQRa — )’ @

13. att. 14. att.

Tagad novelkam lenku ABC un BCD bisektrises, kas krustojas kada punkta F (skat. 14. att.). Bisektrises BF
krustpunktu ar AC apziméjam ar G.

Tad <AGB = 180° — «BAG — <ABG = 180° — (180° — 2a) — 8 = 2a — 5.

No sinusu teorémas trijstart ABG iegustam, ka

a _ BG _ BG 5
sin(2a —B) ~ sin(180° —2a)  sin2a @

No lenku sakaribam trijstiri BCF lenku sakaribam izriet, ka <BFC = 180° — a — f = <BEC un

BC BF (1) 2a-cosa BF
= f—Y =
sin(180° —a — B) sina sin(2a — ) sina
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a BF () BF BG

sin(2a — B) ~ sin2a =  sn2a sinZa BF = BG.
Tas nozimé, ka punkti F un G sakrit un atrodas uz AD.
12.3. Pozitiviem realiem skaitliem x, y, z izpildas x + y + z = 1. Pieradit, ka
1 1 1 27

+ + =—.
xy—z+2 yz—x+2 xz—y+2 16

Atrisinajums. Izmantojot doto vienadibu x + y + z = 1 un veicot ekvivalentus parveidojumus, ieglistam:

1 N 1 N 1 >27
xy+x+y+1 yz+y+z+1 xz+x+z+1 16’
1 1 1 27

GIDO+D O+DeE+D) GEDz+D 16
Z+1+x+1+y+1>27.
x+ Dy +D(Ez+1) " 16’

4 - 27
x+Dy+D(E+1) 16’
1 27

x+ Dy +D(z+1) Z o1

Pieradisim, ka peédéja nevienadiba ir patiesa, izmantojot nevienadibu starp aritmétisko vidéjo un geometrisko vidéjo
pozitiviem skaitliemx + 1,y +1unz + 1:

(x+1)+(y;rl)+(z+1)zV(x+1)(y+1)(z+1);

4,
32 Va+ DO+ DE+1);

64> 1 1 1);
572 @+ DO+ D@+ 1);

1 27
x+ Dy +1DE+1)~ 64

12.4. Pirmskaitli p un q ir tadi, ka p? + pq + q? ir kada naturala skaitla kvadrats. Pieradit, ka p? — pq + g2 ir pirmskaitlis!
Atrisinajums. Ja p = g, tad p? + pq + g% = 3p? un tas nav naturala skait|a kvadrats.
Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka p < q. Tada gadijuma p? + pq + q% = k% > 1. Veicot ekvivalentus
parveidojumus, iegistam:
p> +2pq +q* —k* = pg;
p+@)?—k*=pgq
(p+a-k@+q+k)=pq.
Ta ka p un q ir pirmskaitli, tad iesp&jami divi gadijumi:
l.Jap+gq—k=1unp+q+k=pq, tad k =p+q—1 un, ievietojot otraja vienadiba, ieglstam p + q +
(p + q — 1) = pq. Parveidojam iegtto vienadibu:
pq+1-2p—29=0;
pq+4—2p—2q=3;
(r—-2)(q—-3)=3.
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Ta ka ir tikai viens veids, ka skaitli 3 izteikt ka divu naturalu skait|u reizindjumu,tadp —2 =1unqg—2 =3jebp =
3unqg =5.Llidzartop? —pq + g% =9 — 15 + 25 = 19 un tas ir pirmskaitlis.
2.Jap+q—k=punp+q+ k = q, tad no otras vienadibas iegiistam, ka p = —k un Sis gadijums neder.

12.5. Uz tafeles uzrakstiti divi polinomi P(x) = x? + 2 un Q(x) = x + 1. Viena gajiena limars izvélas kadus divus uz
tafeles jau uzrakstitus polinomus a un b (a un b var bit ari viens un tas pats polinoms) un uzraksta uz tafeles kadu
no polinomiem a+ b, a —b vai a- b (rezultdata var sanakt art nulltds pakapes polinoms, kas ir skaitlis). Vai,
atkartojot $adas darbibas, vinam kada bridi var izdoties uz tafeles uzrakstit polinomu: a) x3 + 2; b) x* + 2?
Atrisinajums. a) N, neizdosies. levérosim, ka sakotn&jiem polinomiem P(2) = 6 un Q(2) = 3, tatad polinoma
vértiba punkta x = 2 dalas ar 3. Tas paliek spéka ari péc jebkuras no atlautajam darbibam (ja polinomi P;(x) un
P,(x) punkta x = 2 dalas ar 3, tad ari P; (x) + P,(x), P;(x) — P,(x) un P;(x) - P,(x) punkta x = 2 dalisies ar 3).
Bet polinoms R(x) = x3 + 2 punktd x = 2 pienem vértibu R(2) = 23 + 2 = 8, kas nedalas ar 3.

b) Tas ir iespéjams, pieméram, uzrakstot uz tafeles Sadus polinomus:

Pi(x)=Qx) - Q(x) = (x +1)> =x?+2x+ 1;
Py(x) = P1(x) —P(x) = x>+ 2x +1— (x? +2) = 2x — 1;
Py(x) = P(x)-P(x) = (x2 4+ 2)? = x* + 4x% + 4;
Py(x) = P,(x) - P(x) = 2x — 1)? = 4x% — 4x + 1;
Ps(x) = P3(x) —Py(x) = (x* +4x% +4) — (4x?> —4x+ 1) = x* + 4x + 3;
Pe(x) =Ps(x) — Py(x) =x*+4x+3— (2x — 1) = x* + 2x + 4;
P,(x) =Pg(x)—Q(x) =x*+2x+4—(x+1) =x*+x+3;

Ps(x)=P,(x)—Q(x)=x*+x+3—-(x+1) =x*+2.
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