2019./2020. m.g.

“Profesora Ciparina klubs”

1. nodarbibas uzdevumi un atrisinajumi

1. Komanda ir 9 sportisti, katram no tiem ir pieskirts numurs no 1 lidz 9 (numuri neatkartojas). Uz rita rosmi
tie visi nostajusies sada seciba:

T¢ xRN QN

Treneris var izvéléties daZus péc kartas stavosSus sportistus (vienalga cik) un likt viniem nostaties pretéja
seciba. Kads ir mazakais skaits rikojumu, lai treneris varétu panakt, ka sportisti stavétu numuru pieaugosa
seciba?

Atrisinajums
Paradisim, ka So paveikt ar tris rikojumiem.

1. rikojums:

9220 ¢4

Liekam pirmajiem seSiem nostaties pretéja seciba.

2. rikojumes:

S S G REE S

Tagad liekam pédéjiem seSiem nostaties pretéja seciba.

3. rikojums:

S G EE1E S

Ka pédéjo rikojumu atkal liekam pirmajiem seSiem nostaties pretéja seciba.

Rezultata esam ieguvusi prasito.

' EEEEEEE S

Tagad atliek pamatot, ka ar mazak rikojumiem Sis nav iespéjams. Acimredzami ar vienu rikojumu Sis nav
iespéjams. Mums japanak, ka sportisti ar numuriem 7,8 un 9 stav rindas beigas. So varam panakt
visatrak, ja liekam visiem nostaties pretéja seciba, bet tad bitu javelta vél 3 pavéles, lai sakartotu katru
trijnieku pareiza seciba, tapéc tas neder. Ja gribam pakapeniski parvietot trijniekus, tad ieglstam
situaciju, kas aprakstita atrisinajuma. Tatad ar divam vai vienu pavéli Sis nav iespé&jams.
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Vai taisnstdri ar izmériem 9 X 13 var sagriezt ta, lai izveidotos divi kvadrati ar izmériem 3 X 3, viens
kvadrats ar izmériem 2 X 2, viens kvadrats ar izmériem 6 X 6, viens kvadrats ar izmériem 7 X 7 un viens
taisnstdris ar izmériem 2 X 5?

Atrisinajums
Ja, var, skat. 1. att.

1. att.

Ezeram ir desmitstira forma. Ta virsotnés atrodas ciemi. Ezera nav salu. Vai var gadities, ka no pieciem
ciemiem nevar redzét nevienu citu? (No viena ciema var redzét otru vienigi tad, ja starp tiem atrodas
Gdens.) Pieméram, 2. att. no ciema A neredz nevienu citu ciemu, bet no ciema B redz ciemu E un D.

B
E C
A
D
2. att.
Atrisinajums
Ja, var, skat., pieméram, 3. att.
A B C D E
3. att.

Virsotnes A, B, C, D un E ir uzdevuma prasitie ciemi.
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V==

diagonalu garumu summa ir lielaka neka aréja cetrstira diagonalu garumu summa?

Atrisinajums
Ja, var, skat. 4. att.

4. att.
Nav grati parliecinaties, ka iekséja taisnstira diagonalu summa ir lielaka neka aréja romba diagonalu

summa.

Klasé ir 16 skoléni. Katram no viniem 3aja klaseé ir tieSi 3 draugi. Vai noteikti Sos skolénus var sasédinat 8
solos pa diviem katra sola ta, lai katra sola sédétu draugi?
Atrisinajums

Paradisim, ka var gadities ta, ka nav iespéjams sasédinat visus, lai katra sola sédétu draugi. Shematiski
attélosim klasesbiedru draudzibas, ka tas darits 5. att. Katru punktu sapratisim ka skolénu. Ja divi punkti
ir savienoti ar nogriezni, tad uzskatisim, ka Sie klasesbiedri ir draugi.

5. att.

Jameés sasédinam A ar B kopa, tad tie draugu loki, kas satur C un D nav sasédinami, jo katrs no tiem satur
tikai piecus cilvékus, kas nav para skaits. Lidziga situacija més nonaktu, ja sasédinatu A ar C vai A ar D. Ar
pretpieméru esam pamatojusi, ka ne vienmér varésim sasédinat visus skolénus, lai blakussédétaji butu
draugi.
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"Profesora Ciparina klubs"

2. nodarbibas uzdevumi un atrisinajumi

Vectévs Ciparins saviem mazbérniem Ojaram un Nellijai uzdavinaja pa domino komplektam. Ojaram tika
klasisks domino komplekts ar kauliniem, kas satur ciparus no 0 lidz 6, bet Nellijai neierastaks komplekts
— tas saturéja kaulinus ar cipariem no 0 lidz 7. Ciparins izaicinaja katru mazbérnu salikt savus kaulinus pa
apli ta, lai tie ievérotu domino spéles principu, tas ir, 4 savienojas ar 4 un tamlidzigi. Vai abiem tas var
izdoties?

Atrisinajums

Pamatosim, ka Ojaram tas var izdoties. Viens no variantiem bitu paradit specifisku piemeéru, kur ir
paveikts prasitais, bet més varam ari uzdevumu atrisinat bez pieméra. Sastadisim grafu, kura virsotnes ir
cipari no 0 Iidz 6 un katras divas virsotnes ir savienotas ar Skautni, ka tas redzams 6. att.

6. att.

Katra $kautne grafa reprezenté kadu no domino kauliniem ar attiecigajiem cipariem. Sobrid dubultie
kaulini, pieméram, 6 — 6, nav attéloti, jo tos varam jebkura bridi pielikt klat vietas, kas jau ir pareizi
savienotas. Varam saskatit, ka katras virsotnes pakape ir 6. Tas nozimé, ka 3aja grafa eksisté Eilera cikls,
kas art izveidotu prasito kaulinu apli.

Sadi més esam atrisinajusi uzdevumu, pamatojot eksistenci. Ja gribas apmierinat zinkaribu, varam ari
atrast kadu konkrétu pieméru, bet tas nav nepiecieSams.

Lidzigi varam ari pamatot, ka Nellijai tas neizdosies, izmantojot grafus un to, ka neizveidosies Eilera cikls.
Tomeér pietiek ar vienu elementaru novérojumu, lai atrisinatu So uzdevumu. Neskatoties uz dubultajiem
kauliniem, katrs no cipariem paradas 7 reizes uz kauliniem. Tas ir nepara skaits, tapéc mums vienmeér
paliktu viens kaulins, kurs neb{tu savienojams.

Dots taisnstiris ar izmériem m X n ratinas. Katra rdtina nokrasota vai nu melna, vai balta krasa.
Krasojumu sauc par jauku, ja taja nevar atrast taisnstdri (tas var sakrist art ar doto), kura malas iet pa
ratinu Iinijam un kuram visas stlira ratinas ir nokrasotas viena un taja pasa krasa. Vai var jauki izkrasot
taisnstdri ar izmériem a) 6 X 4 ratinas; b) 5 X 5 ratinas?

Atrisinajums
a) J3, var, pieméram, skat 7. att.

7. att.
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b) Pamatosim, ka prasito nevar izdarit. Apskatisim taisnstiira pirmo rindu. Péc Dirihlé principa mums
zinams, ka vismaz 3 ritinas bis viena krasa, jo kopa ir 5 rltinas un tikai 2 krasas. Nezaudéjot visparigumu,
pienemsim, ka Sis tris rdtinas ir izkrasotas melnas. Turpmak apskatisim tikai tas 3 kolonnas, kuras satur
s1s tris melnas ratinas, ka tas redzams 8. att.

8. att.

Mdsu uzdevums tagad ir aizkrasot aizsvitrotas ritinas ta, lai neveidotos neviens taisnstdris. Uzreiz varam
saskatit, ka neviena no atlikusajam rindam nedrikstam aizkrasot divas rltinas melnas, jo izveidosies
taisnstliris ar pirmas rindas ratinam. Lidzigi neviena rinda nevar saturét tris baltas ratinas, jo nonaksim
situacija, ka rinda ar tris ritinam neviena no divam krasam nevar paradities divreiz. Tas nozimé, ka katrai

oo T . . v 1 _ .32
no atlikusajam 4 rindam jasatur 2 baltas un 1 melna rdtina. Tris rltinas $adi varam nokrasot -5 = 3

veidos, bet mums ir 4 rindas. Péc Dirihlé principa varam secinat, ka kads no krasojumiem atkartosies,
izveidojot taisnstari.

Ciparina zemé ir n lidostas. Kads ir mazakais avioreisu skaits starp lidostam, lai neatkarigi no t3, ka tie tiek
izkartoti, garantétu to, ka no jebkuras lidostas var tikt uz jebkuru citu lidostu? Starp divam lidostam var
bt tikai viens avioreiss un nav tadu reisu, kas ved uz to pasu lidostu, kuru pamet.

Atrisinajums
nn-1)

Ja mums ir n lidostas, tad maksimalais avioreisu skaits ir , ja no katras lidostas izveidojam reisu uz

(n-1)(n-2)

jebkuru citu. Tatad, ja mums ir (n — 1) lidosta, tad tas var saturét maksimums reisus. Lai

garantétu to, ka vienmér varés tikt no jebkuras lidostas uz jebkuru citu, tad mums bis nepiecieSams kopa

(n-1)(n-2)

vismaz + 1 reisi, jo citadak var gadities, ka (n — 1) lidostas satur savu maksimalo reisu skaitu,

bet pédéja n-ta lidosta ir izoléta.

Majai ar vienu ieeju katra istaba ar nepara skaita durvim ir nolikts kikas gabalins. Pamatot, ka vienmér
varés aiziet I1dz kadai istabai, kur atrodas kika!

Atrisinajums

Katru istabu varam reprezentét ar virsotni, bet durvis ar Skautném, kas savieno istabas. Majas arpusi ari
varam apzimét ka telpu, ja ta ir savienota ar majas ieeju. Uzdevuma teksts saka, ka katra virsotne ar
nepara pakapi, satur kiikas gabalinu, iznemot, protams, arpusi. Sobrid apskatisim tikai tas istabas, kuras
var nok|it no majas ieejas, jo var gadities, ka kadai istabai aiz sienas ir vél viena istaba, kurai nav durvju,
kas veidotu savienotu celu lidz izejai! Tatad esam nonakusi lidz grafam, kur no katras virsotnes var nok|at
uz jebkuru citu virsotni. Pie tam zinams, ka vienai virsotnei (artelpai) pakape ir 1. No rokasspiediena
lemmas mums zinams, ka visu virsotnu pakapju summa ir para skaitlis. Saja summa piedalas ari artelpas
pakape, kas ir nepara skaitlis. Tas nozimé, ka summa ir vél viens saskaitamais ar nepara pakapi, lai
rezultata batu para skaitlis. Siir ta istaba, kura satur kikas gabalu. Ta ka més darbojamies ar grafu, kur
no katras virsotnes var nok]at uz jebkuru citu, tad esam pamatojusi uzdevuma prasito.
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5. Vai uz standarta 8 X 8 Saha galdina zirdzin$ var izpildit visus iesp&jamos gajienus, katru tiesi vienu reizi
un atgriezties sakotnéja laucina? Gajienu uzskatisim par izpilditu, ja tas ir noticis jebkura virziena.
Pieméram, 9. att. redzamajam zirdzinam ir 8 iespéjami gajieni, tie visi ir javeic. Gajiens no d4 uz e6 ir tas
pats, kas no e6 uz d4.

Atrisinajums

Katru Saha galdina laucinu varam uztvert ka virsotni un Skautnes savienot starp virsotném tad un tikai
tad, ja zirdzins spéj nok|Gt viena gajiena no vienas virsotnes uz otru. Uzdevuma prasits, vai Sadam grafam
var atrast Eilera ciklu. Pietiek atrast tadu virsotni ar nepara pakapi, lai tas nebutu iespéjams. Skatoties uz
10. att., varam redzét, ka zirdzinam ir tikai 3 iesp&jami gajieni Saja situacija, kas nozimé, ka tas virsotnes
pakape ir nepara skaitlis un Eilera cikls neeksisteé.
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"Profesora Ciparina klubs"
3. nodarbibas uzdevumi un atrisinajumi

Virkné uzrakstiti 7 naturali skaitli, no kuriem pirmais ir a un otrais ir b. Katrs nakamais skaitlis $aja virkné
ir vienads ar iepriekséjo divu summu. Atrast lielako iespéjamo a vértibu, ja zinams, ka pédgjais skaitlis
virkné ir 2019.

Atrisinajums

Secigi saskaitot, nonaksim pie ta, ka septitais skaitlis virkné ir 5a + 8b, kam jabat vienadam ar 2019.
Tatad jaatrisina vienadojums naturalos skaitos:

2019 —8b

—

Ta ka més mekléjam vislielako a vértibu, tad redzam, ka b vieta jaliek péc iespéjas mazaks skaitlis, lai
dalljums batu vesels. Mazliet pacensoties, nonakam pie atbildes a = 399 un b = 3.

a =

Vai var atrast 2019 dazadus naturalus skait|us, lai to summa dalitos ar katru no Siem 2019 skaitliem?

Atrisinajums

Ja, var. Apskatisim skaitlus 1; 2; 3. So tris skaitlu summa ir 6, un ta dalas ar katru no saskaitamajiem. Ja
meés pievienosim 6 sakotnéjai virknei, tad saskatisim, ka Sobrid visu 4 skaitlu summa ir 12, un vélreiz
summa dal3s ar katru no saskaitamajiem. Sadi més varam turpinat, pievienojot summu virknei katru reizi.
Ja mums ir $adi veidota virkne - 1; 2; 3; ...; s, tad induktivi mums zinams, ka, ja saskaitam visus skait|us
virkné, iznemot skaitli s, ieglisim summa s. Pie tam katrs no Siem saskaitamajiem dala s. Ja pie summas
pieskaitisim pédéjo skaitli virkné s, tad rezultata ieglisim skaitli 2s. Ta ka visi iepriekséjie saskaitamie dala
s, tad tie dalis arT 2s. Pie tam s arl dala 2s. Tatad varam veiksmigi $adi papildinat virkni lidz ieglstam
prasitos 2019 skaitus. Ta ka katru reizi virkné pievienojam divreiz lielaku skaitli, tad tie bis dazadi.

Cik ir desmitciparu skaitlu, ko var pierakstit tikai ar cipariem "6" un "9" (ne obligati ar abiem), turklat
nekadi divi cipari "6" neatrodas blakus?

Atrisinajums
Atrisinasim $o uzdevumu pakapeniski. Vispirms apskatisim, cik ir $3du vienciparu un divciparu skaitu. So
ir diezgan vienkarsi atrisinat un ieglstam respektivi atbildés 2 un 3. Talak apskatisim, cik ir $adu trisciparu
skaitu. Lai to izdaritu, centisimies uzbivéet vinus no iepriek$éjiem. Péc idejas mums divciparu skaitla
beigas japievieno vél viens cipars, lai ieglitu trisciparu skaitli. Katram derigajam divciparu skaitlim varam
pievienot 9 beigas, lai iegltu derigu trisciparu skaitli. Tagad atliek atrast, cik ir tadu divciparu skait|u, kam
var pievienot 6 beigas. Mums jaskatas, cik ir tadu divciparu skait|u, kas beidzas 9, lai pievienotu 6, bet jau
iepriek$ noskaidrojam, ka 9 var pievienot jebkuram derigam skaitlim, tapéc to kopa bds tik, cik ir derigu
vienciparu skaitJu. Abas Sis vértibas saskaitot, ieglsim, ka kopa ir 2 + 3 = 5 derigu trisciparu skaitu.
Sadi més ar identiskiem spriedumiem varam veidot &etrciparu skaitlus utt. lidz ieglistam desmitciparu
skaitlus. Ja ar a; apzimésim to, cik ir derigu i-ciparu skait]u, tad ieglsim sekojoSu virkni:

a, =2;a, =3;a3 =5;a, =8;a; = 13;a4 = 21;a; = 34; a5 = 55; a9 = 89; a,¢ = 144.
Vérigais pamanis, ka 8T ir Fibonadi skaitJu virkne.

Uz tafeles rinda uzrakstiti skaitli a) 1;2;3; ... ; 2018 ;b) 1;2; 3; ...; 2019. Ka katram no tiem pierakstit
prieksa " + " vai " — " zimi, lai iegUtajai izteiksmei bltu vismazaka iesp&jama pozitiva vértiba?

Atrisinajums
a) Ja mums ir doti Cetri secigi skaitli (x); (x + 1); (x + 2); (x + 3), tad starp tiem varam salikt zimes ta,
laisummabitu0: (x) = (x+1)— (x+2)+ (x+3) =0.Taka 2018 = 4 - 504 + 2, tad varam panakt
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to, ka paliek pari divi skaitli, kas neietilpst neviena summa, kas dod 0. Sie divi skaiti bas 1 un 2. Tad
skaidrs, ka —1 + 2 = 1, kas artir vismazaka iesp&jama pozitiva vértiba.

b) No 1 Ilidz 2019 kopa ir 1009 para un 1010 nepara skaitlu, kas nozimé, ka neatkarigi no ta, ka més
izvietojam " 4+ " vai " — " zZimes, rezultata varam iegt tikai para skaitli. Mazakais pozitivais para skaitlis ir
2, ko varam ieglt ar +1 — 2 4+ 3 = 2. Paré&jos skaitlus sagrup&jam pa 4 un izvietojam zimes t3, lai to
summa batu 0.

Vai pa ritinam var uzzimét a) (4 - 4)-stiri, kura laukums ir 42; b) (4 - 2019)-stdri, kura laukums ir 20192?

Atrisinajums
a) So var panakt daudzos veidos, bet viens no variantiem redzams 11. att.

11. att.

b) Més varam turpinat pievienot rindas 11. att., lai iegltu vélamo daudzstiri. Varam saskatit, ka $adam
figram laukums sakrit ar rindu skaitu kvadratu, jo saskaitot secigi, sakot ar 1, nepara skaitlus, tad
rezultata ieglistam kvadratu. Pie tam katra jauna rinda pievieno figlrai 4 virsotnes. Tatad kopa
nepiecieSamas 2019 rindas, lai ieglitu vélamo rezultatu, ka tas redzams 12. att.

—

2019

‘ij

12. att.
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"Profesora Ciparina klubs"
4. nodarbibas uzdevumi un atrisinajumi
1. Vaikatru gadu, ieskaitot art garos gadus, ir vismaz viena “melna piektdiena” (piektdiena 13. datuma)?

Atrisinajums
Vispirms apskatisimies, kura gada diena ir katra ménesa 1. datums, sakot ar 1. janvari. lekavas noradisim

garo gadu.
janv. | febr. | marts | apr. | maijs | jun. jal. aug. sep. okt. nov. dec.
1 32 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335
(1) | (32) | (61) | (92) | (122) | (153) | (183) | (214) | (245) | (275) | (306) | (336)

Ja tagad atradisim Siem skaitliem atlikumu, dalot ar 7, ieglisim nedélas dienu, kura ir katra ménesa 1.

datuma.
janv. | febr. | marts | apr. | maijs | jan. jal. aug. sep. okt. nov. | dec.
1 4 4 7 2 5 7 3 6 1 4 6

(1) (4) (5) (1) (3) (6) (1) (4) (7) (2) (5) (7)

levérojam, ka katrai nedélas dienai ir vismaz viens meénesis, kura ta ir pirma ménesa diena, neatkarigi no
ta, vai ir Tsais gad vai garais. Lai 13. datums bitu melna piektdiena, nepiecieSams, lai 1. datums batu
sestdiena. Tatad, ja 1. janvaris isaja gada ir pirmdiena, tad 1. septembris bls sestdiena un 13. septembris
bls mekléta melna piektdiena. Patiesiba nav nozimes, kada nedélas diena ir 1. janvaris, jo vél joprojam
katrai nedélas dienai bis vismaz viens ménesis, kura ta ir pirma ménesa diena. Tatad secinam, ka katru
gadu bus tads ménesis, kura 1. datums ir sestdiena, kas garantétu melno piektdienu.

2. Skaitli sauc par stabilu, ja ta cipari ir pamiSus para un nepara. Pieméram, stabili ir skaitli 2781, 987654321
utt. Pamato, ja naturals skaitlis n nedalas ne ar 2, ne ar 5, tad eksisté tads stabils skaitlis, kas dalas ar n.

Atrisinajums

Nemsim patvaligu n, kas nedalas ne ar 2 un ne ar 5, un centisimies atrast stabilu skaitli, kas dalas ar n.
Vispirms apskatisim skaitlus, kuri veidojas, liekot secigi skaitli "12", pieméram, 12121212 un 1212.
Apzimésim $adus skait|us ar S;, ja secigi nemti i skaitli "12". Tatad pieméra apskatijam attiecigi S, un S,.
Panemsim pirmos n + 1 skaitlus S;, t.i., S1,S2, ..., Sp, Spe1- Pec Dirihlé principa varam secinat, ka starp
Siem n + 1 skaitliem bas vismaz divi tadi, kuri, dalot ar n, dos vienadu atlikumu. Tas nozimée, ka ir tads a
un b, lai S, — S, dalitos ar n. levérosim, ka S, — S, = S4_p, - 10P un §is skaitlis dalas ar n. Ta ka n nedalas
ne ar 5, ne ar 2, tad n nedalas ar 10. Tas nozimé, ka S,_, dalas ar n. Skaitlus S; més buvéjam pakapeniski
liekot klat "12". Viegli saskatit, ka visi Sie skait]i ir stabili, tapéc esam atradusi mekléto stabilo skaitli, kas
dalas ar n. Ta ka n bija patvaligs (starp visiem naturalajiem skaitliem, kas nedalas ne ar 2, ne ar 5)
secinam, ka Sis ir spéka visiem sadiem naturaliem skaitliem.

3. Pieradi, ka, nemot jebkurus n + 1 skaitlus no kopas {1,2,3,...,2n}, varés atrast divus savstarpgjus
pirmskait|us!

Atrisinajums

levérosim, ka jebkuri divi blakusesosi skaitli ir savstarpéji pirmskait)i. Tatad pietiktu pieradit, ka nemot
jebkurus n + 1 skaitlus no kopas {1, 2, 3, ..., 2n}, varés atrast divus skaitlus, kas biltu blakusesosi. Més
$os skait|us varam sagrupét pa divi paros (1; 2), (3; 4), ..., (2n — 1; 2n). Kopa bus n $adu paru. Péc Dirihle
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principa varam secinat, ka vismaz 2 no dotajiem n + 1 skaitliem ietilps viena no n pariem, kas ar1 bis
meklétie savstarpéjie pirmskaitli.

A4 formata papira lapai izgriezti divi vienadi apali caurumi. Vai atlikuSo papira lapu ar vienu taisnu
griezienu var sadalit divas dalas, kuru laukumi ir vienadi?

1. atrisinajums

Ja, to var izdartt. Vispirms atrisinasim uzdevumu konstruktivi, t.i., paradisim specifiskus solus, ka nonakt
lldz vélamajam rezultatam.

Lai So panaktu centisimies sadalit lapu bez caurumiem vienadas dalas un atseviski caurumus vienadas
dalas. Lai sadalitu pasu lapu, pietiek cauri ta centram novilkt jebkuru taisni (skat. 1. att.).

1. att.

Sis sadala lapu divas vienadas figiiras, tapéc ari to laukumi sakritis. Lai sadalitu pa$us caurumus vienadas
dalas, tad mums art jaatrod kads centrs, caur kuru velkot jebkuru taisni, figira sadalas divas vienadas
dalas. So varam darit, atrodot viduspunktu starp abu rinku liniju centriem. Pat ja caurumi parklajas, varam

atrast to centru viduspunktu (skat. 2. att.).

Tatad mums ir atrasti divi punkti, caur kuriem varam vilkt jebkuru taisni, un ta sadalis katru attiecigo
figlru divas dalas. Ta ka starp jebkuriem diviem punktiem varam novilkt taisni, tad varam sadalit
sacaurumoto A4 lapu divas dalas, lai abam dalam sakrist pilnas A4 lapas laukums un ari caurumu laukums,
ko tad beigas atnemam no pilnas lapas. Rezultata ieglstam divas dalas ar vienadiem laukumiem (skat. 3.
att.).

2. att.
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3. att.

2. atrisinajums

Tagad pieradisim prasito tikai caur eksistenci, t.i., pamatosim, ka to var izdarit, nenoradot konkrétu
griezumu. Vispirms apskatisim laukumu sadalijumu, kads ir virs taisnes un zem taisnes, ja griezumu veiktu
zem lapas (skat. 4. att.).

O
O~

O
O

O
O
I

4, att.

levérojam, ka 100% no laukuma ir virs taisnes un 0% zem taisnes. Tagad pakapeniski varam bidit So taisni
paraléli uz augdu. Nakamaja soli ieglistam, pieméram, sadalijumu 80% un 20%. Sadi varam turpinat lidz
viss laukums atrodas zem taisnes. Esam nepartraukti bidijusi So taisni no briza, kad viss laukums ir virs
taisnes, lidz situacijai, kad viss laukums ir zem taisnes. Tas nozimég, ka pa ceJam bija tads moments, kad
taisne sadalija laukumu vienadas dalas, kas art ir mekléta taisne.

Sis risinajums balstas uz to pasu faktu, ka nepartraukta funkcija, kas pienem gan pozitivas vértibas, gan
negativas vértibas, viena bridi Skérso abscisu asi un pienem vértibu 0. Svarigi sevi parliecinat, ka nevar

_____

(galigi) ir sacaurumota papira lapa.

Dotas desmit kartites, uz kuram uzrakstiti dazadi divciparu skaitli (uz katras kartites uzrakstits viens
skaitlis). Pamato, ka var izveidot divas kaudzites ta, lai tajas esoSo kartisu skaitlu summas bitu vienadas!
Piezime. Nav obligati jaizmanto visas kartites.

Atrisinajums
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Apskatisim vispirms, kadas summas $1s kaudzites var veidot. Vismazakais divciparu skaitlis ir 10, un, liekot
to atseviska kaudzité, varam iegit vismazako iespéjamo kaudzites vértibu, t.i., 10. Vislielako kaudzites
vértibu varam ieglt, ja saliekam 10 lielakos divciparu skaitlus viena kaudzé, t.i,
99 + 98 + - + 91 + 90 = 945. Skaidrs, ka visas vértibas starp Siem ekstrémiem ari varam iegit, tapéc
kopa ir iespéjamas 945 — 10 + 1 = 936 dazadas veértibas. Tagad apskatisim, cik daudz dazadu kaudzisu
varam izveidot. Ja mums ir 10 kartTtes, tad, veidojot kaudzi, katru karttti varam izvéléties vai nu pievienot
%ai kaudzei, vai arT nepievienot. Tatad katrai kartitei ir divas iespéjas, kopa veidojot 21 = 1024 dazadas
kaudzites. Sis skaits sevi ietver ari tuk$o kaudziti un kaudzi ar 10 kartitém, tapéc kopa “lietojamas”
kaudzes ir 1022.

Katra no Sim kaudzitém var pienemt kadu no 936 vértibam. Tas nozimg, ka péc Dirihlé principa bus divas
tadas dazadas kaudzites, kuru summas sakritis. Ja Sim kaudzém nav kopigu kartiSu, tad esam pabeigusi
savu darbu, bet, ja gadijuma abam kaudzitém nepiecieSams kads kopigs divciparu skaitlis, tad So no abam
kaudzém iznemam un atstajam mala. Kopé&ja summa abam kaudzeém vél joprojam sakritis, tas nozimée, ka
pakapeniski varam atbrivoties no vienadajiem skaitliem Iidz ieglstam divas kaudzites ar dazadiem
divciparu skaitliem, kuru summas sakrit.

Atliek jautajums — vai var gadities, ka, $adi nemot ara vienados skaitjus, beigas paliek tuksas kaudzites?
Ta ka més sakotnéji darbojamies ar dazadam kaudzém, tad tas nozimg, ka viena kaudzé ir skaitlis, kas nav
otra kaudze, tapéc nevaram nonakt l1dz tadai situacijai, ka abas kaudzes “iztuksojas”.

Piezime. levérojam, ka esam paradijusi, ka prasito var izdarit, bet mums nav radusies nekada mazaka
nojausma, ka to izdarit. Noteikti efektivakais veids bltu rakstit kadu datorpgrammu, kas meklé summas
kaudzitém. Ar So gribu uzsvért, ka daudzi uzdevumi nav atrisinami ne ar piemériem, ne ar kadu algoritmu,
bet gan vien tikai ar eksistenci ka faktu.
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"Profesora Ciparina klubs"

5. nodarbibas uzdevumi un atrisinajumi

1. Kurs skaitlis lielaks:
1 1 1 1 1
—(1+—+—+---+ + )

2019 2 3 2018 2019
vai
- (1+1+1+ PR )7
2020 2 3 2019 2020/ °
P . e s - o 1,1 1 1
Atrisinajums. Pamatosim, ka pirma izteiksme ir lielaka neka otra. ApzZimésim 1 + 3 + 3 + -+ 7018 + 2019

ar S. Tatad meés gribam parliecinaties, vai

S S 1 (S+ 1 )
2019 2020 2020/

Vienkarsojot So izteiksmi, ieglistam

2019
20208 > 20198 + 5020
jeb
2019
> M

Ta ka S satur saskaitamo 1, tad redzam, ka nevienadiba ir patiesa, un tapéc ari sakotnéja ir patiesa, jo
veikti ekvivalenti parveidojumi.

2. Ciems uzbilvéts kvadrata veida un sastav no 3 X 3 kvadratiem ar malas garumu d (skat. 5. att.).
Punkta A atrodas celu asfaltéjama masina. Tai janoasfalté visas ielas (ari ielas, kas iet pa aréjo kontdru)
un jaatgriezas punkta A. Ka to izdarit, nobraucot mazako iespéjamo attalumu? Pienemam, ka uzklatais
asfalts uzreiz sacieté un pa to var braukt.

A, d d d Al d d d Ay d g i g

d d d
b t 4

d d d
b t 4

d d d

® t 4
5. att. 6. att. 7. att.

Atrisinajums. Mazakais iesp&jamais attalums ir 28d. Viens no iesp&jamajiem variantiem redzams 6. att.
Kopa ir 24 asfaltéjami celi, tapéc kopa janobrauc vismaz 24d.

Talak aplikosim celu krustpunktus, kas atziméti 7. att. No katra Sada krustpunkta iziet 3 cela gabali.
Asfaltéjot celus, masina katra $ada krustpunkta iebrauc un izbrauc vismaz divas reizes. (Ja ta iebrauktu
un izbrauktu tikai vienu reizi, ta nevarétu noasfaltét vairak ka divus no St krustpunkta izejosajiem celiem.)
Izejot no krustojuma otro reizi, masina jau brauks pa vienreiz nobrauktu cela gabalu. Lidz ar to katrs no
8 atzimétajiem krustpunktiem var tikt uzskatits par vienu no galapunktiem celiem, pa kuru masina
brauks divreiz. Katram celam nevar bt vairak neka divu Sadu galapunktu, tapéc bis vismaz 4 cela posmi,

pa kuriem masina brauks divas reizes. Secinam, ka mazakais nobrauktais attalums nevar bt mazaks par
24d + 4d = 28d.
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Dotas 200 péc aréja izskata vienadas monétas. Puse no tam sver pa 100 gramiem katra, puse — pa 101
gramu katra. Doti sviras svari bez atsvariem. Jaizveido divas monétu kaudzites, lai to svari atskirtos, bet
monétu daudzumi tajas batu vienadi. Ar kadu mazako svérsanu skaitu to var izdarit?

Atrisinajums. Pamatosim, ka tas ir iesp&jams ar vienu svérSanu. Katra no kausiem ieliksim pa 67
monétam, un atstasim mala paréjas 66 monétas. Gadijuma, ja svari nav lidzsvara, tas esam ieguvusi
vélamas kaudzites. Pretéja gadijuma tas nozimé, ka abos kausos ir vienads skaits smago un vieglo
monétu. Péc Dirihlé principa més varam secinat, ka katra kausa bils vismaz 34 smagas vai vieglas
monétas. Nezaudgjot visparibu, pienemsim, ka Sis ir smagas monétas. Tas nozimé, ka taja kaudze, kuru
neizmantojam, atrodas ne vairak ka 32 smagas monétas, jo kopa ir tikai 100. Tatad varam panemt
jebkuras 66 monétas no kada kausa. Sis jaunizvélétas monétas nesaturés mazak ka 33 smagas monétas.
Tagad mums ir divas kaudzes ar 66 monétam. Viena kaudzé bis ne vairak ka 32 smagas monétas, bet
otra — ne mazak ka 33 smagas monétas. Ta ka Sie skaiti nesakrit, tad So kaudzu svari vienmér atskirsies.

Naturalu skaitlu a un b mazakais kopigais dalamais ir 8 reizes lielaks neka a un b lielakais kopigais dalitajs.
Vai viens no skaitliem a un b noteikti dalas ar otru?

Atrisinajums. Ja, obligati jadalas. Péc dota més zinam, ka MKD(a;b) = 8- LKD(a; b). Izmantojot
ipasibu, ka LKD(a; b) - MKD(a; b) = a - b, ieglstam, ka
8- (LKD(a;b))®> =a-b.

Ta ki gan a, gan b dalas ar LKD(a; b), tad varam izteiksmi izdalit ar LKD(a; b)? un ieviest jaunus
apziméjumus c und, kura = ¢ - LKD(a; b) un b = d - LKD(a; b). Sadi vienkariojot, esam ieguvusi, ka

8=c-d.

Tas nozimé, ka 8 jeb 23 jasadala starp c un d. To var izdarit 4 veidos, bet tikai 2 ir derigi, jo, ja, pieméram,
¢ = 2 und = 4, tad tas tiktu ieklauts LKD(a; b), tapéc iesp&jams tikai c = 8 un d = 1 vai otradi. Tatad
varam secinat, ka viens no skaitliem a vai b dalas ar otru, jo abi satur LKD(a; b) un pie tam viens no
skaitliem c un b dalas ar otru. Tas nozimé, ka iesp&jamas tikai tadas situacijas, ka a = 8b vai 8a = b.

Cetrstiris atrodas trisstira iekSpusé. Vai €etrstiira perimetrs var bit divas reizes lielaks neka trisstira
perimetrs?

Atrisinajums. Né, nevar. Vispirms apskatisim, kadi ierobeZojumi ir nogrieznu garumiem trisstlru
iekSpuseés. Lai kadu nogriezni més nenovilktu trisstira iekSpusé, tas bus 1saks neka tas nogrieznis, kas
izveidotos, ja dotais tiktu pagarinats lidz trisstira malam. Talak més varam vienu no nogriezna
galapunktiem parbidit uz virsotni, kas pretéja tai malai, kur atrodas otrs nogriezna galapunkts (skat. 8.
att.).

8. att.
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Talak punktu B varam parbidit uz kadu no virsotném, lai maksimizétu nogriezna AB garumu. Beigu beigas
$is nogrieznis sakristu ar kadu no malam (attéla a vai b). So manipulaciju ar nogriezni varéjam veikt
dazadas secibas, bet beigas varam secinat, ka trisstira iekSpusé nogrieznis nevar bat garaks par trisstiira
garako malo.
Tagad pienemsim, ka eksisté tads trisstiris ar malu garumiem a, b un c, kura var iezimét Cetrustdri ar
perimetru P, ka

P=2(a+b+c).

Nezaudgjot visparibu, pienemsim, ka a ir trisstira garaka mala. No ieprieks apspriesta varam secinat, ka
katra no Cetrstlra malam ir 1saka par a jeb ir spéka
4a > P.

Apvienojot ar doto, ieglistam, ka
4a>2(a+b+c)

jeb vienkarsak

a>b+c,
kas ir pretruna ar trisstlra nevienadibu, t.i., b + ¢ > a. Tatad secinam, ka nav iespéjams ka trisstdra
iekSpusé atrodas Cetrstdris, kura perimetrs ir divas reizes lielaks neka trisstlra perimetrs.



