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"Profesora Ciparina klubs" 1978./79. m.g.
1. nodarbibas atrisinajumi

Atbilde. Uz abiem jautajumiem atbilde ir: n€, nevar.

Pieradijums. Dota skaitla ciparu summa ir 2; 2 nedalas ar 3. tatad arT dotais
skaitlis nedalas ar 3. Var pieradit, ka triju pec kartas nemtu veselu skaitlu summa
dalas ar 3:

S=n+(n+1)+(n+2)=3n+3=3(n+1).

Talak aplukosim, kados gadijumos ar 3 dalas triju p&c kartas nemtu veselu skaitlu
reizinajums R=n(n+1)(n+2).

Ja n dalas ar 3, tad ar 3 dalas ar1 reizinajums R.

Jan, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad n+2 dalas ar 3 un tapéc ari R dalas ar 3.

Jan, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tad n+1 dalas ar 3 un tapéc ari R dalas ar 3.

Ta ka n vai nu dalas ar 3 bez atlikuma, vai art dod atlikuma 1 vai 2, tad més esam
apskatijusi visus iesp&jamos gadijumus un pieradijusi, ka R vienmér dalas ar 3.

Atbilde. NE, nevar.
Pieradijums. Var pieradit, ka izliektam n-stiirim ir %n(n—3) diagonales. No

katras n-stiira virsotnes iziet n-3 diagonales, tas ir, diagonales, kas $o virsotni
savieno ar visam n-stiira virsotn€m, iznemot pasu $o virsotni un divas tai blakus
tai esosas. Tatad kopa iznak n(n-3) diagonales. Ta ka katra diagonale AB te
ieskaitita divas reizes — vienreiz pie virsotnes A, otrreiz pie virsotnes B, tad istais

diagonalu skaits S = % n(n—3). Pieaugot n, pieaug ar1 n-3, un lidz ar to palielinas

ar1 izteiksmes S = % n(n—3) vertiba.

Jan=4, tad S=2;

jan=5, tad S=5;

jan=6, tad S=9;

jan=7, tad S=14;

jan=8§, tad S=20.

No pieradijuma redzams, ka S nekad nevar kliit vienads ar 15.

Risinajums. Paradisim, ka to var izdarit, cirkuli izmantojot septinas reizes. (Katru
nakamo punktu uz dotas taisnes atlickam aiz ieprieksgja uz to pasu pusi, uz kuru
atrodas punkts B no punkta A).

Atliekam punktu Ci ta, lai BC1=BA, tad AC1=2 cm.

Punktu C> atlickam ta, lai C1C>=Ci1A, tad AC>=4 cm.

Punktu C3 atlickam ta, lai C2C3=C2A, tad AC3=6 cm.

Lidzigi turpinot, atzimgjam Ca, Cs, Cs; AC6=64 cm.

Beidzot atliekam uz taisnes punktu Cs ta, lai



C6C7=C3C5=32 cm—8 cm =24 cm; tad

AC7=ACs+CsC7=64 cm+24 cm=88 cm.

Pieradisim, ka uzdevums nav atrisinams, ja cirkuli izmanto mazak neka septinas
reizes. Sakuma mums ir dots 1 cm garS nogrieznis. Garakais nogrieznis, ko varam
iegiit no §1 1 cm gara nogriezna, vienu reizi lietojot cirkuli, ir 2 cm garS. Turpinot
talak, garakais nogrieznis, ko var iegiit no §1 2 cm gara nogriezna, vienu reizi
lietojot cirkuli, ir ieglistams, 2 cm garo nogriezni dubultojot; ta garums ir 4 cm.
Lidzigi ieglistam, ka garakais nogrieznis, kadu var iegiit no 1 cm gara nogriezna,
6 reizes lietojot cirkuli, ir 2° jeb 64 cm gars. Tatad ar seskart&ju cirkula lietoSanu
88 cm gar$ nogrieznis nav iegiistams.

1.4. Risinajums. Regulara trijstiira centrs ir ta augstumu krustpunkts. Novelkam kadai
trijstiira malai paral€lu taisni, kas krusto abas par€jas malas traipu nenosegtos
punktos M un N. Konstrugjam nogriezna MN vidusperpendikulu. Tas ir trijstiira
augstums (pieradiet to patstavigi). Lidzigi konstrugjam otru augstumu. To
krustpunkts ir trijstiira centrs O (skat. 52.zim.).
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52.zim.

1.5. Pieradijums. Padomasim, kadam jabiit rezultatam, ja Juris maina tikai vienu zimi,
piemé&ram, “+a” parveido par “-a”. Gala rezultatam tada gadijuma jamainas par
parskaitli 2a. L1dzigi arT, mainot zZimes vairaku skaitlu prieksa, rezultatam
jamainas par parskaitli. Tap&c abi rezultati — gan 16, gan 21 — nevar biit pareizi.
Megs pat varam noteikt, kur§ no z&€niem noteikti ir kltdijies. Pienemsim, ka Andris
visas zvaigznites aizvietojis ar “+”. Tad summai jabiit

1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.
Spriezot ka ieprieks, redzam, ka jebkura gadijuma, ari tad, ja daZzas zvaigznites

¢

aizvieto ar “-” zZImi, jaiznak nepara skaitlim. Tatad Andris noteikti ir kludijies.
Vai Juris ir kludijies, més nevaram pateikt, jo rezultatu 21 ir iesp&jams iegiit.
Piemeéram,

1+2+3+4-5+6-7+8+9=21.
2. nodarbibas atrisinajumi

2.1. Atbilde. 317.



2.2.

2.3.

Risinajums. Vispirms pienemsim, ka meklgjamais skaitlis ir pozitivs.

Ja meklgjamais skaitlis ir viencipara skaitlis, tad Sim skaitlim pieskaitot ta ciparu
summu, iegiistam skaitli, kas neparsniedz 9+9=18.

Ja mekl€jamais skaitlis ir divciparu skaitlis, tad ieglistam summu, kas neparsniedz
99+9+9=117.

Ja meklgjamais skaitlis ir Cetrciparu skaitlis vai satur vél vairak ciparu, tad Sim
skaitlim pieskaitot ta ciparu summu iegiistam vismaz 1000+1=1001.

Tatad mekl&jamais skaitlis ir trisciparu skaitlis. Ja ta pirmais cipars ir 1 vai 2, tad
summa neparsniedz 299+2+9+9=319;

ja ta pirmais cipars ir 4 vai lielaks, tad minéta summa ir lielaka par 400. Tatad
mekl&jama skaitla pirmais cipars ir 3. skaitlis.

Ja otrais cipars ir 0, tad summa neparsniedz 309+3+9=321.

Ja otrais cipars ir 3 vai lielaks, tad $1 summa parsniedz 330.

Tatad meklgjama skaitla otrais cipars ir 1 vai 2. Parbaudot visus skaitlus, kuru
pirmais cipars ir 3, bet otrais 1 vai 2, redzam, ka der tikai 317.

Ja meklgjamais skaitlis ir negativs viencipara skaitlis, tad, Sim skaitlim pieskaitot
ta ciparu summu, iegiistam 0. Ja tas ir negativs n-ciparu skaitlis, kur n>1, tad §1
summa ir

-a1a2...ant(a1tazt...+an)=

=-a1-10""-a2:10"%-. . .-an.1-10-antai+...+an=
=a1(1-10"N)+az(1-10™2)+.. . +an-1(1-10)>0.

Tatad vienigais skaitlis ar uzdevuma doto 1pasibu ir 317.

Atbilde. Kopgjais lausanu skaits ir 199.

Risinajums. leverosim, ka neatkarigi no lausanas kartibas péc katras lausanas
Sokolades gabalu skaits palielinas par 1. Sakuma bija viens gabals — licla tafelite,
beigas jaiegtst 200 gabali, tatad jalauz 199 reizes.

Lauzot 199 reizes, mérki var sasniegt, pieméram, ta: vispirms lauzot 9 reizes,
tafeliti sadala 10 rindinas pa 20 kvadratiniem katra, bet péc tam katru no §tm 10
rindinam, lauzot 19 reizes, sadala 20 kvadratinos. Tatad kopgjais lausanu skaits ir
9+10-19=199.

Atbilde. Ja, eksiste (skat. 53.zim.).
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53.zim.

Risinajums. Desmitstiiris ABCDEFGHIJ ir parklats ar trijstiriem AFJ un DCH.
Ieverosim, ka Sis desmitstiris ir ieliekts. Izliektam desmitstirim mazakais
trijstiru skaits, ar kuru to var parklat, neviena trijstira nevienam punktam
neatrodoties arpus desmitstiira, ir 8. To var izdarit, pieméram, ta, ka paradits 54.
ZImEjuma.

54.zim.

Pieradisim, ka ar mazak neka 8 trijstiriem izliekts desmitstiiris nav parklajams.
Desmitstiira iek$gjo lepku summa ir 180°(10-2)=180°-8.

Ta ka desmitstiiris ir izliekts, tad katrs ta lenkis ir mazaks par 180°, un katru ta
lenki noteikti parklaj trijstiiru lenki ar virsotném attieciga desmitstiira virsotné.
Tatad parklasanai izmantoto trijstiiru ieks$€jo lenku summa nevar bt mazaka par

180°-8, un ta ka katra trijstiira iek$gjo lepku summa ir 180°, tad jabiit vismaz 8
trijstiriem.

Ieliecktam Cetrstiirim pasvitrotais apgalvojums nav spéka. Ta, piem&ram, 53.
zim&juma atveérto lenki pie virsotnes E parklaj nevis trijstiiru iek$gjie lenki, bet
gan apgabali pie trijstiru malam. Tatad pasvitrojuma mes izmantojam
nosacijumu, ka desmitstiiris ir izliekts.

2.4. Atbilde. N€, nevar.
Pieradijums. Pieradijuma izmantosim $adu lemmu.
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Lemma. Veselu pozitivu skaitli dalot ar 3, iegist tadu pasu atlikumu, kadu dod §1
skaitla ciparu summas dalfjums ar 3.
Pienemsim, ka lemma jau pieradita. Tad redzam, ka skaitlis, kura cipari ir 14
vieninieki un 13 nulles, dalot to ar 3, dod atlikuma 2. Pieradisim, ka neviena
vesela skaitla kvadrats, dalot ar 3, nedod atlikuma 2.
TieSam, ja vesels skaitlis n dalas ar 3, tad to var uzrakstit forma n=3t, kur t ir
vesels skaitlis; tad n?=9t>, un 9t* dalas ar 3.
Ja n, dalot ar 3, dod atlikuma 1, tad n=3t+1, kur t ir vesels skaitlis;
tad n?=9t>+6t+1=3(3t>+2t)+1, tatad n?, dalot ar 3, dod atlikuma 1.
Beidzot, ja n, dalot ar 3, dod atlikuma 2, tad n=3t+2, kur t ir vesels skaitlis;
tad n?=9t>+12t+4=3(3t>+4t+1)+1, tatad n?, dalot ar 3, dod atlikuma 1.
Esam apskatijusi visas iesp&jas. Redzam, ka n?, dalot to ar 3, dod atlikuma vai nu
1, vai O (t.i., dalas bez atlikuma).
Mums atliek pieradit lemmu.
Padomasim, ko nozZimé, pieméram, pieraksts 1978. Protams, tas nenozimé ciparu
1,9, 7, 8 reizinajumu, bet gan
1-10349-10%+7-10'+8.
Aplikosim tagad skaitli ar cipariem ai, az,... an (no kreisas uz labo); tadu skaitli
pieraksta ka aiaz...an. Acimredzot
a1a2...an=a1-10""+a2- 10"+, . .+an-1-10'+an=
=(a+...+an)+a1(10™-1)+ax(10™2-1)+.. . +an-1(10-1)=
=(a1+az+...+an)+a1-92;2+az-w+...+an-1-9.

n-1 n-2
Ta ka visi pedgjie saskaitamie dalas ar3, tad tieSam aiaz...an, dalot to ar 3, dod
tadu paSu atlikumu, kadu dod ai+ax+...+an. Lemma pieradita.

Atbilde. Mazakais posmu skaits ir 11.
Pieradijums. Vispirms pieradisim, ka Sadai lauztai linijai iesp&jami 11 posmi. Tas
redzams 55. ZIm&juma.

55.z1m.

Tagad pieradisim, ka mazak par 11 posmiem $adai linijai nevar biit.

Pieradijuma butiba ir $ada lemma.

Lemma. Lauzta I1nija, kas savieno visus punktus, ir vismaz se$i viena virziena
paral€li vérsti posmi.

Pienemsim, ka horizontali un vertikali vérstu paralélu posmu nav vairak par 5.
Tad ir vismaz viena vertikala punktu kolonna, kas nesatur nevienu lauztas linijas
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2.7.

posmu, un vismaz viena horizontala punktu rinda, kas arT nesatur nevienu lauztas
Itnijas posmu (jo gan horizontalu, gan vertikalu ir 6, bet, péc pien€muma, katra
virziena neiet vairak par 5 posmiem). Tacu tad punktu, kas atrodas §is kolonnas
un rindas krustojuma, lauzta linija neskar; ST pretruna lauj uzskatit, ka lemma ir
pieradita.

Pienemsim, pieméram, ka apliikojamaja lauztaja linija ir 6 vertikali posmi. Starp
katriem diviem vertikaliem posmiem jabiit kddam horizontalam posmam. Tatad
posmu kopskaits nav mazaks par 6+5=11.

Risinajums. Viens no likumiem var&tu bt $ads:
a) rindas pirmais loceklis ir 2;

. e . 3
b) katru nakamo virknes locekli aprékina $adi: pareizina ieprieksgjo ar 5 un nem

lielako veselo skaitli, kas neparsniedz iegiito. (Matematika lielako veselo skaitli,
kas neparsniedz x, apzimé ar [x] un lasa: antj€ x.)

Ja virknes veidoSanas likums ir $ads, tad tas nakamie locekli biitu 141, 211, 316,
474,... . Protams, tikai pirmie virknes locekli nedod pamatu apgalvot, ka,
pieméram, nakamie locekli nevarétu bat 1, 1, 1, 1,... vai kadi citi. Tomer
nosacijumi a) un b) ir viens no vienkarSakajiem dotas virknes likumiem, kas
atbilst dotajam virknes sakuma fragmentam.

Pienemsim, ka virkne tiek veidota p&c likuma, kas izriet no nosacijumiem a) un
b). Paméginiet pieradit $adus apgalvojumus:

a) virkne satur bezgaligi daudz nepara skaitlu;

b) virkne satur bezgaligi daudz para skait]u.

(Otrais apgalvojums ir daudz griitak pieradams.)

Nav zinams, vai $aja virkné ir cik patik gari posmi, kas sastav tikai no nepara
skaitliem. (Vardi “cik gari patik” jasaprot ta: ir gabali ar $adu ipaSibu, kuru
garums nav mazaks par 100, ir gabali ar $adu Ipasibu, kuru garums nav mazaks
par 1000, utt.).

Pieradijums. Atliksim daudzstiira malas to dabiskaja kartiba vienu aiz otras uz
taisnes (skat. 56.zim.).

S T
Ab— | : —|B

A1 A2 An
56.z1im.

Izveidosies nogrieznis AB ar garumu P; atliktas daudzstiira malas ir

AA1, A1A2, A2As,. .., An1An, AnB.

Atzim@sim ar1 punktus S un T, kas sadala AB tris vienada garuma nogrieznos.
Atcerésimies, ka

a) daudzsttrim ir vismaz 3 malas,
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b) katras malas garums mazaks par pargjo malu garumu summu, tatad mazaks par

g . (Ja tas bitu lielaks par g, tad pargjo malu garumu summa biitu mazaka par

P

2

Seit var bit vairaki gadijumi:

1) S sakrit ar kadu no malu galapunktiem A1, Aa,..., An. Tad par meklgjamiem
nogriezniem var nemt AS un SB. Tie$am,

sp|-las/ =22 PP

3 3 3

2) S nesakrit ne ar vienu no punktiem A1, Az,..., An.
Aplikosim vairakus apakSgadijumus:
2') nogriezna ST iekSpusé atrodas kads punkts Ai. Tad par meklgéjamiem
nogriezniem var nemt AAi un AiB. Tie$sam, ja Ai ir ST viduspunkts, tad

IAA] - BAI =0.
Ja Aj ir tuvak punktam A neka punktam B, tad

P oaal<PcaB <£, tapec
3 2 3

o<IaBl-laal <22 PP
3 3 3

2%) Nogriezna ST iek$pusé nav punktu Ai. Tad katrs punkts A;j atrodas vai nu pa

kreisi no S, vai pa labi no T (gadijumu, kad kads no punktiem Ai sakrit ar T,

apskata tapat ka 1) gadijumu).

Nav tada stavokla, ka visi punkti Ai pieder vai nu tikai nogrieznim AS vai tikai

nogrieznim TB, jo tad viena daudzstiira mala butu garaka par ? Tapéc dazi

punkti Ai atrodas pa kreisi no S, citi - pa labi no T. ApzZim&sim ar M to punktu Ai,
kas ir pa kreisi no punkta S un atrodas tam vistuvak, bet ar n - to punktu Ai, kas ir
pa labi no punkta T un atrodas tam vistuvak. Tad MN ir daudzstiira mala (jo starp

. P P . -
M un N citu punktu Ai nav), tapéc [MNI <E; bez tam [MN| >§ , jo ST ietilpst
nogriezn1 MN. Tad MN var nemt par vienu no mekl€tajiem nogriezniem, bet otru

izveidot no visam pargjam malam.

Pieradijums. Apzim&jam rutinas ierakstitos veselos skaitlus, ka paradits 57.
Zim&juma,

alblc
dle|f
gl hli

57.21m

bet katra rindina, kolonna vai diagonal€ ierakstito skaitlu summu ar s. Tad



2.9.

(1) atbtc=s;
(2) dtetfss;
(3) gthti=s;
(4) atdt+g=s;
(5) bteth=s;
(6) ctfti=s;

(7) ateti=s;

(8) ctetg=s.

Saskaitot (1), (2) un (3), iegiistam

(9) atbtctdtetftg+h+i=3s;

saskaitot (2), (5), (7) un (8), iegiistam

(10) (atbt+ct+dt+et+f+gth+i)+3e=4s.

Ievietojot (10) vienadiba (9), iegiistam
3s+3e=4s, t.i., s=3€, un
ta ka e ir vesels skaitlis, tad s dalas ar 3.

Atbilde. Sadas kopas ir {0;1;2}, {0;3;6}, {0;9;18}, {0;27;54}.

Risinajums. Paradisim ar piem&ru, ka atrast patvaliga skaitla izteikSanas
pan€mienu ar So kopu elementiem. Izteiksim skaitli 70!

1) Cik reizes skaitlis 70 satur skaitli 277

70:27=2, atlikuma 16.

70 satur 27 divas reizes, tapec no 4. kopas izvélamies saskaitamo 54=2-27.

2) Cik reizes atlikums 16 satur skaitli 9?

16:9=1, atlikums 7.

16 satur 9 vienu reizi, tapec no 3. kopas izv€lamies saskaitamo 9=9-1.

3) Cik reizes atlikums 7 satur skaitli 3?

7:3=2, atlikums 1.

No 2. kopas izv€lamies saskaitamo 6=3-2.

4) Actmredzot, no 1. kopas jaizvelas saskaitamais 1. Tatad

70=54+9+6+1.

Ieverojiet §1 uzdevuma sakaru ar ta saukto trijnieku skaitiSanas sistemu! ME@s
ikdiena lietojam decimalo skaitiSanas sistemu: “bazes skaitli” ir 1, 10, 100,
1000,..., un katru skaitli var iegit, pareizinot dazus no Siem bazes skaitliem ar
kadu no cipariem 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 un rezultatus saskaitot. Piemé&ram,

1978= 1-1000+9-100+7-10+8-1,
677= 6-100+7-10+7-1,
3001= 3-1000+0-100+0-10+1-1.



Tapat var apskatit skaitiSanas sistemu, kura bazes skaitli ir 1, 3, 9, 27, 81,... —
trijnieka pakapes, bet cipari ir 0, 1 un 2. Intuitivi skaidrs, ka katru skaitli var
pierakstit arT Sada skaitiSanas sist€éma. Biitiba, miisu uzdevuma risinaSanas veids
nav nekas cits ka skait]a 70 izsaciSana trijnieku skaitiSanas sist€éma. 70 pierakstam
ka 21213 (indekss 3 norada, ka lietota trijnieku sistéma). Aprakstitais piemers arl
parada, ka atrast katra skaitla N pierakstu jebkura skaitiSanas sistéma (ar bazi 2,
4, 5 utt.).

Iesakam arT méginat patstavigi atbildét uz $adiem jautajumiem:

a) vai bez jau uzraditas ir vél kada cita kopu sist€ma ar prasitajam 1pasibam?

b) ja atlauts sastadit n kopas pa m skaitliem katra, tad, kadam jabut vislielakajam
skaitlim N, lai visus skaitlus 0, 1,..., N varétu izsacit ka n saskaitamo summu, kur
katrs saskaitamais ir no savas kopas? (Ievérojiet, ka 80=81-1=3-11).

2.10. Atbilde. Vislielaka dalfjuma vértiba ir 1000.
Risinajums. Apzimé&sim Cetrciparu skaitli ar abcd . Tad

abcd ~ 1000a+100b+10c+d L+ 9¢c +99b +999a
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
Acimredzot, dalijums biis vislielakais, ja d=0. Tad
9c +99b +999a 9c +9b +9a +90b +990a 90b +990a
+=1+ =1+ =1+9+———.
a+b+c+d a+b+c a+b+c

S izteiksme biis vislielaka, ja ¢=0. Tad
c—104+ 90b +990a 104 90b + 90a + 900a 10490+ 900a

a+b a+b a+b
Si izteiksme biis vislielaka, ja b=0. Tad
+=10+90+2292 _ 1000,

a

Tatad vislielaka dalijuma vértiba ir 1000; ta ieglistama tikai tad, ja skaitla 3
pedgjie cipari ir 0.

Centieties patstavigi atbildét uz jautajumu: kada ir vismazaka §1 dalfjuma
vertiba?

3. nodarbibas atrisinajumi
3.1. Atbilde. To var izdarit, piemé&ram, $adi (skat. 58.zim.):



58.z1m.

(1 un 3, izvietojot pa apli, atradisies blakus).

*Paméginiet pasi pieradit, ka izvietot min&tos skaitlus pa apli ta, lai nekadu divu
blakus esosu skaitlu summa nedalitos ar 2, nav iesp&jams. Pameginiet atbildét art
uz $adiem jautajumiem:

a) Pie kadiem naturaliem n skaitlus 1, 2, 3,..., n var ta izvietot pa apli, ka ne divu,
ne triju blakus esosu skaitlu summa nedalas ar 3?

b) Pie kadiem naturaliem para skaitliem n skaitlus 1, 2, 3,..., n var ta izvietot pa
apli, ka ne divu blakus esoSu, ne divu diametrali pretgju skaitlu summa nedalas ar
3?

3.2. Atbilde. 2666666.
Risinajums. Noskaidrosim, cik n 1 Iidz 1000000 ir tadu skaitlu, kas dalas ar 2. Ar
2 dalas katrs otrais skaitlis, tatad janoskaidro, cik blakus esosu skaitlu paru bez
kopigiem elementiem ir no 1 lidz 1000000:
1000000:2=500000.
Atceroties, ka ar 3 dalas katrs treSais skaitlis, redzam, ka no 1 Iidz 1000000 ir
1000000:3=333333 (atlikuma 1)
tadu skaitlu, kas dalas ar 3.
Lidzigi noskaidrojam, ka ir 200000 tadu skaitlu, kas dalas ar 5.
Tomér butu rupja kliida domat, ka summa
S=500000+3333334+200000=1033333
ir to skaitlu skaits, kuri dalas ar 2, 3 vai 5; §T summa ir lielaka par 1000000! Ta
tas ir tapec, ka daudzi skaitli (piem&ram, visi, kas dalas ar 6) ieskaititi summa S
divas reizes (gan ka skaitli, kas dalas ar 2, gan ka skaitli, kas dalas ar 3).
Padomasim, ka izveidojusies S. Taja pa vienai reizei ieskaititi skaitli, kas dalas
tikai ar vienu no skaitliem 2, 3 un 5; Pa divam reizé€m ieskaititi skaitli, kas dalas
ar diviem no skaitliem 2, 3 un 5; tris reizes ieskaititi skaitli, kas dalas ar 2, 3 un 5.
Vispirms aplikosim skait]us, kas summa S ieskaititi 2 reizes.
Taka
1000000:6=166666 (atlikuma 4),



tad ir 166666 tadu skaitlu, kas dalas ar 2 un 3. Lidzigi iegiistam, ka ir 100000
tadu skaitlu, kas dalas ar 2 un 5, un 66666 tadu skaitlu, kas dalas ar 3 un 5.
Izveidojam summu S;.

S1=S-166666-100000-66666=700001.

Summa S: skaitli, kas dalas tikai ar vienu no skaitliem 2, 3 un 5, vai tikai ar
diviem no tiem, ieskaititi vienu reizi. Turpreti skaitli, kas dalas ar 2, 3 un 5 reizg,
summa S; vispar nav ieskaititi; summa S tie bija ieskaititi 3 reizes, un katrs no
tiem tr1s reizes tika iznemts no S, veidojot Si. Skaitlu, kas dalas ar 2, 3 un 5 reize,
ir 33333. Tatad skaitlu, kas dalas ar 2, 3 un 5 ir

S1+33333=733334.

Tapéc skaitlu, kas nedalas ne ar 2, ne 3, ne 5, ir

1000000-733334=266666.

3.3. Atbilde. 90-81-72-63-54.
Risinajums. Pavisam 5 divciparu skaitlus no dotajiem cipariem var izveidot
galiga skaita veidos. Tap&c noteikti viena (vai dazos) gadijumos to reizinajums
sasniegs vislielako iesp&jamo vertibu.
Kadi var€tu biit tie divciparu skaitli, kuru reizinajums ir lielakais iesp&jamais?
Pirmkart, katra no $adiem divciparu skaitliem pirmajam ciparam jabit lielakam
par otro. Ja ta nebiitu, tad, mainot Sos ciparus vietam, mes palielinatu paSu
divciparu skaitli un arT reizinajumu.
Ka aplikojamo divciparu skaitlu pirmie cipari jaizmanto lielakie cipari 9, 8, 7, 6,
5, bet ka otrie cipari 4, 3, 2, 1, 0, jo, izv€loties pirmo ciparu, m&s nosakam, kurs
desmitd — no 0 Iidz 9, no 10 lidz 19, no 20 Iidz 29,..., no 90 lidz 99 — atradisies
miusu divciparu skaitlis, un jacensas, lai tas atrastos peéc iesp&jas lielakos
desmitos.
Atliek noskaidrot vienigi, kuru desmitu ciparu ar kuru vienu ciparu jakombing,
veidojot divciparu skaitlus.
Lemma. Ja a>b un c>d (a, b, ¢, d - cipari), tad

ad -bc > ac-bd (1)

(ar x_y apziméts divciparu skaitlis, kura pirmais cipars ir x, bet otrais — y).

Tie$am, no

<(10a+d)(10b+c)>(10a+c)(10b+d) <
<>100ab+10ac+10bd+cd>100ab+10ad+10bc+cd<=

<actbd-ad-bc>0<

< (a-b)(c-d)>0,

un pedgja nevienadiba ir pareiza, ja a>b un c>d. No lemmas seko, ka maksimala
reizindjuma gadijuma lielakajam desmitu ciparam atbilst mazakais vienu cipars —
pretgja gadijuma, mainot vienu ciparus vietam, var iegut lielaku reizinajumu.
Tatad maksimalais iesp&jamais reizinajums ir
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90-81-72-63-54.

Atbilde. 1968.

Risinajums. Viens no iesp&jamiem §1 uzdevuma risindjumiem ir lidzigs 17.
uzdevuma risinajumam. Iesakam lasitajam tadu risinajumu atrast patstavigi. Seit
apskatisim citu metodi.

Pavisam paral€lskaldnt ir

10x20x30=6000 kubinu.

Nonemot nost argjo slani, ta izméri kltist 8, 18 un 28, tatad tas satur
8x18x28=4032 kubinus.

Tatad nonemto kubinu skaits ir

6000-4032=1968.

Bet nonemtie kubini ir tiesi tie, kuriem vismaz viena skaldne ir nokrasota.

Atbilde. Tramvaji atstaj galapunktu ik péc 5% minGtém.

5+7 o
=6 minutém

Risinajums. Vispirms atzim&sim, ka risinajums “ik pé&c

noteikti nav pareizs. TieSam, iedomasimies, ka gajéjs iet gandriz ar tadu pasu
atrumu, kads ir tramvajam, piem&ram, ta, ka ik 10 mindtés sastop tramvaju, bet
vinu panak tikai viens tramvajs 3 stundas. Skaidrs, ka tramvaji atiet no
galapunkta ar intervalu aptuveni

10 min.-2=20 min.

Risinot, ka ieprieks, iznaktu, ka §is intervals ir 1 h 35 min.

Tagad dosim pareizu atrisinajumu.

Attalumu starp diviem tramvajiem, kas pa liniju kurs€ viens aiz otra, apzimésim
ar s m, tramvaja atrumu ar X m/min., bet gajéja atrumu ar y m/min. No uzdevuma
nosacijumiem seko, ka

X+y X—=Yy

- . ey - v 1 - S .
Miis interesgjosais laika intervals ir — (min.).
X

No dotajiem vienadojumiem

Saskaitot §1s izteiksmes, ieglistam

un



S 5 .
—=5—(min.).
< 6( )

Tatad tramvaji atstaj galapunktu ik pec 5% minttém.

3.6. Risinajums. Apzimesim Sahistus vietu iegiiSanas kartiba ar A, B, C, D, E. Ar Siem
pasiem burtiem apzim&sim vinu iegitito punktu skaitu. Punktus ierakstisim tabula

(skat. 59.zim.).

A| B C|D|E Punkti
ZH o [t 1] 3
B 1 0,5(0510,5 2,5
C 0 |05 051 1 2
D 0105105 0,5 1,5
E 0 1051 0 |05 1
59.z1m.

No ta, ka A ne reizi nespél§ja neizskirti, bet B ne reizi nezaudgja, seko, ka
speletajs B uzvargja spélétaju A. To atzim&jam, ierakstot tabula rindinas B un
kolonnas A krustojuma 1, bet rindinas A un kolonnas B krustojuma 0. Lidzigi

atzZimesim citu partiju rezultatus.

Ja A bitu zaudgjis vel kadu partiju, tad A<2. Tad no ta, ka visi sp€letaji ieguvusi

dazadu punktu skaitu, sekotu, ka
B<1,5, C<1, D<0,5 un E<0, tatad
A+B+C+D+E<S.

Bet turnira pavisam izspélétas 10 partijas, tatad

A+B+C+D+E=10.




legiita pretruna, tatad A visas citas partijas uzvargjis, un A=3. Tapec B<2,5. Bet
B pret C, D un E ieguvis vismaz 1,5 punktus, jo nevienam no tiem nav zaudgjis;
kopa ar pret A iegtto punktu tas ir 2,5 punkti. Tapéc B ar C, D un E spélgjis
neizskirti (ja B kadu no tiem biitu uzvargjis, vinam butu vismaz 3 punkti). Tatad
C, D un E ar A un B spélgjusi vienadi, un vingu vietu kartibu nosaka tikai vinu
savstarpgjas spéles.

Aplikosim D. Ta ka D ne reizi neuzvargja, tad “mikroturnira” CDE vins ieguvis
1, 0,5 vai 0 punktus. Ja D bitu zaudgjis pret E, tad vins biitu palicis aiz E, Tapéc
D ar E spelgjis neizskirti. D un E ieguvusi atSkirigu punktu skaitu; $1 atSkiriba
vargja rasties tikai partijas ar C. Tatad C uzvargjis pret C, bet ar D spelgjis
neizskirti.

3.7. Pieradijums. Piecstiira ABCDE iek3gjo lenku summa ir 180°(5-2)=540°. (Skat.
60.7im.),

M,
M, B C M,
A D
E
M; My
60.zim.

Tapéc

ZMiBA+/ZM2CB+£MsDC+£ZM4ED+/MsAE=
=(180°-ZABC)+(180°- ZBCD)+(180% ZCDE)+(180°%-ZDEA)+(180°- ZEAB)=
=5-180°-540°=360".

Lidzigi

ZMiIAB+/M:BC+£M;3CD+/M4DE+/MsEA=360°.

Tad

ZAM1B+/BM2C+~Z2CM3D+~£DM4E+/EMsA=

=(180% /Mi1AB-ZMiBA)+(180°- ZM2BC-ZM2CB)+( 180°-/M3CD-~ZM3DC)+
+(180°%- £M4DE-/M4ED)+(180°- ZMsEA- Z/MsAE)=
=5.180%-(LMi1BA+Z£M2CB+£M3DC+/M4ED+/MsAE)-

-( AMIAB+2£M2BC+£M3CD+Z£M4DE+/MsEA)=

=5-180°-360°-360°=180°.

Iesakam lasitajam patstavigi visparinat So rezultatu zvaigzném ar citu virsotnu
skaitu.

3.8. Atbilde. Ja, var.



Risinajums. Paluikosim piemeru (skat. 61.zim.).
C

61.zim.

Zimgjuma

|AB| =|AD| =a, B =1Ad =IDd =b.

Tad ABCD perimetrs ir 2a+2b, bet attalumu lidz A, B, C, D summa ir b+2 IMB .
Ja punkts M pa diagonali AC tuvojas virsotnei C, tad MB tuvojas (matematiki
saka — tiecas uz) b. Ja sakotngjais Cetrstiris izvelets, piemeram, ta, ka b=3a, tad ta
perimetrs ir 8a.

Ja M izvéléts uz AC ta, ka [BM| =2,6a, tad b+2 [MB| =3a+5,2a=8,2a>8a, ko ari
vajadzgja.

3.9. Risinajums. Noliekam plaksniti uz papira ta, lai tas vienas diagonales galapunkti
sakristu ar uzzimeta taisnstiira divam virsotném, bet otras diagonales galapunkti
nesakristu, un apvelkam plaksnites kontiiru arT $aja stavokli (skat. 62.zim.
paradits ar svitrliniju).

U
A
L \\
// \\
7
M , \A N
S \\
\\ \\
\
\\ N
\\ \\\
N \
L B - K
N 7
\ i
\ -,
N ’
N7
\%
62.z1m.

Var drosi apgalvot, ka AB iet caur abu uzziméto taisnstiiru kop&jo centru O.
TieSam, izdarisim centralo simetriju ar centru O. Tad M un K, Nun L, U un V
mainisies vietam. Tatad MN attélosies ka KL, KU — ka MV, bet MN un KU



krustpunkts A — ka KL un MV krustpunkts B. Tas nozimé, ka O ir punktu A un B
simetrijas centrs, tatad AB iet caur O. Bez tam secinam, ka MA=MB.

Izpildot konstrukciju, parliecinamies, ka AB 1saks neka taisnstiira garaka mala,
t.i., 20 cm. Tapéc, izmantojot taisnstiiri, var savienot punktus A un B ar taisnes
nogriezni, kas iet caur O.

Novietojot velreiz plaksniti ta, lai sakuma uzzimeta taisnstira virsotnes N un L
sakristu ar plaksnites virsotném, bet M un K nesakristu, novelkam otru tadu pasu
Iiniju ka AB. Tas krustpunkts ar AB ir mekl&jamais centrs O (skat. 63.zim.).
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~ Ny, e
S \, R
~ 7N b
~ 7 \ '
\\/ \//
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63.z1m.

Ieteicams lasitajiem izpétit, kadai jabiit plaksnites malu attiecibai, lai aprakstito
konstrukciju var€tu realizét (var gadities, ka AB ir garaks par plaksnites malu!).
Ka rikoties, ja AB ar plaksnites palidzibu uzreiz nav novelkams? Ka darit, ja
plaksnite ir kvadrats?

3.10. Atbilde. Balto kvadratinu ir 2500.

Risinajums. Sadalisim Im x 1m lielo laukumu kvadratos ar izmériem 2cm x 2cm
(skat. 64.z1m.).

ms|nls
z|blz|b
ms|nls
z|blz|b

64.z1m.

Sadu kvadratu pavisam ir 2500; katra §ada kvadrata ietilpst Getri mazie
kvadratini. Skaidrs, ka visiem Siem cetriem kvadratiniem jabuit dazadas krasas, jo
katriem diviem no tiem ir kopiga mala vai kopiga virsotne. Tatad katra kvadrata
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jabiit vienam baltam, vienam melnam, vienam sarkanam un vienam zalam
kvadratinam. Tap&c balto kvadratinu skaits nevar biit citads ka 2500.

No lidz$ingjiem spriedumiem v€l neseko, ka kvadratinus vispar iesp€jams ta
nokrasot cCetras krasas, lai nekadiem diviem viena krasa nokrasotiem
kvadratiniem nebutu kopigu punktu; tas prasa ipasu pieradijumu. Lidz §im mes
esam pieradijusi tikai to, ka tad, ja kvadratinus var ta izkrasot, tad balto
kvadratinu skaits biis 2500. Tomér viegli redzet, ka tad, ja visi 2cm x 2cm
kvadrati tiek iekrasoti vienadi (piem&ram, apaks€jais kreisais kvadratin$ balts,
apaksgjais labais — melns, augs€jais kreisais — sarkans, augs€jais labais — zals),
nekadiem diviem viena krasa nokrasotiem kvadratiniem tieSam nav kopigu
punktu (nav ne kopigas malas, ne virsotnes).

4. nodarbibas atrisinajumi
Atbilde. Ka kvadratu var sagriezt 6, 7, vai 8 kvadratos, paradits 65., 66., 67.
ZIMEjumos.

65.zim. 66.z1m. 67.zim.
Risinajums. Padomajiet, ka varétu kvadratu sagriezt 9, 10, 11,... dalas, kas visas
butu kvadrati. Ievérosim, ka vienu kvadratu var sagriezt Cetros, ka paradits 68.
Zim&juma.

68.ZIm.

Izdarot Sadu sagrieSanu, no 1. kvadrata iegiistam 4 kvadratus, tatad kvadratu
skaits palielinas par 3. Tatad, ja mé&s esam sagriezusi kvadratu n kvadratos, tad,
sagriezot vienu no Siem kvadratiem 4 jaunos kvadratos, sakotngjais kvadrats ir
sagriezts n+3 kvadratos. Tadgjadi, sagriezuSi kvadratu 6 kvadratos, mes
pakapeniski varam to sagriezt 9, 12, 15,... kvadratos, sagriezu$i kvadratu 7
kvadratos, més varam to sagriezt ar1 10, 13, 16, 19,... kvadratos, bet, sagriezusi
kvadratu 8 kvadratos, varam to sagriezt ar1 11, 14, 17, 20,... kvadratos.

No Sejienes més redzam, ka kvadratu noteikti var sagriezt n kvadratos, ja n>6.
Viegli redzet, ka kvadratu var sagriezt 4 kvadratos (skat. 68.z1m.).
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Pieradiet pasi patstavigi, ka kvadratu nevar sagriezt 2, 3 vai 5 kvadratos.
Ieverosim, ka starp kvadratiem, kuros més sagriezam sakotngjo kvadratu, ir ar1
kongruenti. Loti interesants un loti griits uzdevums rodas, ja uzstada vél papildus
prasibu: starp grieSanas rezultata iegutajiem kvadratiem nedrikst biit kongruenti.
Ir pieradits, ka kvadratu var sagriezt 24 mazakos kvadratos, starp kuriem nav
kongruentu, bet nav zinams, vai skaitli 24 nevar aizstat ar mazaku. Par §adi
izmainttu uzdevumu skatit:

IMapauep M. Maremarnueckue roJl0BOJIOMKH U pa3Biedenus. M., 1971., ¢ 305 — 326.

Miisu uzdevumu var visparinat ari telpa. Uzdosim jautajumu: kadam veselam
pozitivam n vertibam kubu var sagriezt n mazakos kubos (starp tiem var bat ar
kongruenti)? Izradas, ka kubu var sagriezt 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54 mazakos
kubos (pieméram, 69. zim&juma paradits, ka kubu sagriezt 48 kubos).

69.Z1m.

Padomajiet, ka sagriezt kubu 49, 50,..., 54 mazakos kubos, un no Sejienes
izdariet secindjumu, ka kubu var sagriezt n mazakos kubos, ja n>48. Nav zinams,
vai kubu var sagriezt 47 mazakos kubos, starp kuriem nav kongruentu.
Paméginiet to pieradit patstavigi.

Atbilde. Sadi skaitli ir, pieméram, 200, 201, 202,..., 210.

Risinajums. Sadi skaitli ir, piem&ram, 200, 201, 202,..., 210, jo 200, 202, 204,
206, 208, 210 dalas ar 2, 201 un 207 — ar 3, 203 dalas ar 7, 205 — ar 5, 209 — ar
11.

Paradisim, ka katram veselam pozitivam n var atrast n péc kartas nemtus skaitlus,
starp kuriem nav neviena pirmskait]a.

Apzimésim ar S visu veselo pozitivo skaitlu no 1 lidz n+1 reizinajumu
1-2-3-4-....n(n+1). Skaidrs, ka S dalas gan ar 2, gan ar 3, gan ar 4,..., gan ar n,
gan ar n+1.

Aplukosim tagad n p&c kartas nemtus skaitlus:

S+2, S+3, S+4,..., S+n, S+n+1.

Pirmais no tiem dalas ar 2, otrais ar 3, tresais ar 4,..., (n-1)-ais ar n, n-tais ar n+1.
Tapec tie neviens nav pirmskaitli.

Piezime. No ta vien, ka skaitlis dalas, pieméram, ar 3, neseko, ka tas nav
pirmskaitlis, jo 3 dalas ar 3 un ir pirmskaitlis. Tome&r visi musu apliikotie skaitli



S+2, S+3, S+4,..., S+n, S+n+1 ir lielaki par noraditajiem skaitliem, ar kuriem tie
dalas, tatad nav pirmskaitli.

Matematika visu veselo pozitivo skaitlu no 1 I[idz n reizinajumu sauc par “en
faktorialu” un pieraksta n!. Tatad S 1sak var pierakstit ka (n+1)!.

4.3. Atbilde. P&dgjais cipars ir 1.
Risinajums. Apliikojama skaitla ped€jo ciparu var€sim viegli noteikt, ja busim
noteikusi skaitlus 3'7%, 41978 un 6!°7® pedgjos ciparus.
Noteiksim vispirms skaitla 3'"’® pédgjo ciparu. Pasekosim, kadi ir skaitlu 3"
pedgjie cipari, jan=1, 2, 3,... . Viegli aprekinat, ka

3°=19683,

319=59049 utt.

Tapéc rodas doma, ka pedgjie cipari periodiski atkartojas ar periodu (3, 9, 7, 1).
Nedaudz padomajot, viegli saprast, ka ta tiesam ir. Ta ka 3""'=3"3, tad katras
trijnieka nakamas pakapes 3"! pedgjais cipars atkarigs vienigi no ieprieks$gjas
pakapes 3" p&dgja cipara (atcerieties, ka reizina skaitlus 3" un 3). Ta ka 3" (n=1,
2, 3,...) pe€dgjo ciparu virkne iesakas ar 3, tad (ja Saja virkn€ vél paradisies 3)
turpmakie tas locekli biis tadi pasi ka starp Siem abiem trijniekiem.

Tatad virkne tiesam ir periodiska ar periodu (3, 9, 7, 1); perioda garums ir 4.
Mums jaatrod tas 1978-ais loceklis. Dalot 1978 ar 4, iegtistam 494, atlikuma 2.
Tatad 494 reizes taja atkartosies pilns periods (3, 9, 7, 1), bet 495-a perioda otrais
loceklis ir miisu mekl&tais ped€jais cipars; tas tatad ir 9.

Lidzigi noskaidrojam, ka 4'°7® pedgjais cipars ir 6, bet pédgjais cipars — arl
6. Tatad aplikojamas summas p&dgjais cipars ir 1 (jo 9+6+6=21).

61978

4.4. Atbilde. Virkne 1978-aja vieta atrodas skaitlis 11.
Risinajums. Lidzigi ka iepriek$€ja uzdevuma centisimies noskaidrot, vai miisu
virkne nav periodiska. Aprekinasim dazus tas pirmos loceklus. Tie ir
7,14, 17; 20;5; 8, 11, 5,... .
Redzam, ka virknes 5. un 8. locekli ir vienadi. Tatad arT turpmakie locekli
atkartosies, un tie biis
811,58, 11,5,8,11,5,8, 11,....
Aplikosim $o virkni no pirma perioda sakuma:
(*)5;8,11,5,8,11,5,8, 11,....
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Sakotngja virkn€ mums vajadzgja atrast 1978-o locekli. Tatad jaunaja virkné (*)
mums jaatrod 1974-ais loceklis, jo virkni (*) m@s ieguvam, sakotngja virkne
nosvitrojot ¢etrus pirmos loceklus.

Ta ka, dalot 1974 ar perioda garumu 3, iegiistam 658, atlikuma 0, tad virkne (*)
1974-aja vieta atrodas skaitlis 11, bet sakotngja virkn€ $is skaitlis atrodas 1978-
aja vieta.

Pieradijums. Apzim&sim draugus ar A, B, C, D, E, F, bet zinas, ko vini uzzina
sakuma, ara, b, c, d, e, f.

Sarunas jaorganize $ada veida. Vispirms janotiek sarunam AB un DF (1. posms),
péc tam sarunam BC un DE (2. posms), tad - BD un CE (3. posms) un beidzot -
CA un EF (4. posms).

Informacijas izplatiSanas paradita tabula:

Drauga Péc Péc Péc Pac 4.p0sma
vards 1.posma | 2.posma | 3.posma P

A a, b a, b a, b a,b,c,d, e, f
a, b, c,

B a,b a,b,c d, e, f a,b,c,d, e, f
a, b, c,

C c a,b,c d, e f a,b,c,d, e, f

D d, f def | 2P a,b,c,d,e,f
d, e f
a, b, c,

E e d, f d,e,f a,b,c,d,e, f

F d, f d, f d, f a,b,c,d, e, f

Paméginiet pasi pieradit: ja draugu ir n, kur n ir vesels pozitivs skaitlis, kas nav
mazaks par 4, tad, lai visi draugi uzzinatu visas jaunas zinas, pietiek ar 2n-4
telefona sarunam. (Viegli redzet, ka 3 draugu gadijuma vajag 3 sarunas, bet 2
draugu gadijuma — 1 sarunu). levérojami grutak ir pieradit, ka ar mazak neka 2n-
4 sarunam visi draugi visas jaunas zinas nevar uzzinat.

A. Pieradisim, ka ar 2n-4 sarunam pietiek.

Sadalisim visus draugus divas grupas ta, lai katra grupa butu vismaz 2 draugi (to
var izdarit). Apzimésim vienas grupas draugus ar Xi, Xo,..., Xm, otras grupas
draugus ar Y1, Y2,..., Yk. Tad m+k=n.

Vispirms notiek sarunas Xi-X2, X2-X3,..., Xm-1-Xm un Y1-Y2, Y2-Y3,..., Yk1-Yk,
t.i.,

(m-1)+(k-1)=m+k-2=n-2

sarunas. So sarunu rezultata Xm-1 un Xm zina visas X grupas jaunas zinas, bet Yi-i
un Yk zina visas Y grupas jaunas zinas. P&c tam notiek sarunas Xm-Yk un Xm-1-
Yk-1. To rezultatd Xm-1, Xm, Yk-1, Yk zina visas jaunas zinas. P& tam viens no
viniem izstasta visiem par&jiem n-4 draugiem un pazino tiem visas jaunas zinas.
Kopa notikusas



(n-2)+2+(n-4)=2n-4

sarunas.

B. Var pieradit, ka ar mazak neka 2n-4 sarunam izvirzitais mérkis nav
sasniedzams. Tapéc atrisiniet So uzdevumu patstavigi.

Uzdevumu var ar variét. Pienemsim, ka draugi dzivo dazadas pilsétas un telefona
viniem nav. Tapéc, lai nodotu cits citam jaunas zinas, jaraksta véstules.
Paméginiet pieradit, ka pietiek uzrakstit 2n-2 véstules, lai visi draugi zinatu visas
jaunas zinas. Saméra grits uzdevums ir pieradit, ka ar mazak neka 2n-2 véstulém
Sis mérkis nav sasniedzams.

A. Pieradisim, ka minimalais véstulu skaits ir 2n-2.

Ja vispirms n-1 draugi uzraksta v€stules vienam draugam un péc tam §is viens —

visiem pargjiem, tad péc 2n-2 vestulu uzrakstiSanas visi draugi zina visas jaunas

zinas. Tatad ar 2n-2 v@stuleém pietiek.

B. Pieradisim, ka ar mazaku véstulu skaitu nepietiek.

Pienemsim, ka kads v@stulu sé€rijas rakstiSanas rezultata visi draugi uzzinajusi

visas jaunas zinas. Apskatisim to bridi, kad pirmo reizi kads no vigiem uzzinaja

visas zinas. Lidz §im bridim bija uzrakstitas vismaz n-1 v€stules, jo katra no n-1

citu draugu uzzinatajam zinam bija janodod talak. Ar1 p€c §1 briza tiks uzrakstitas

n-1 vestule, jo n-1 draugi vél nezinaja visas jaunas zinas, un katram no tiem vél

bija jasanem vismaz viena véstule. Tatad kopa jauzraksta vismaz
(n-1)+(n-1)=2n-2

vestules.

4.6. Atbilde. Vislielaka iesp&jama augstumu garumu summa ir 3.
Risinajums. Ta ka trijstiira augstums ir visisakais attalums no trijstiira virsotnes
l1dz taisnei, uz kuras atrodas pret&ja mala, tad augstums noteikti nav garaks par
medianu (slipne ir garaka par perpendikulu) (skat. 70.zim.).

B B B
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70.z1m.

Tatad ar1 augstumu garumu summa nevar bit lielaka par medianu garumu
summu, tas ir, par 3. Ja trijsturis ir regulars, tad ta medianas sakrit ar augstumiem
(skat. 71.zim.),
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71.zim.

un visu medianu garumi ir 1, bet augstumu garumu summa ir 3. Tatad trijstiiros,
kuros medianu garumu summa ir 3, augstumu garumu summa var biit 3, bet nevar
bt lielaka par 3. No ta izriet, ka lielaka iespgjama augstumu garumu summa ir 3.
Ieveérosim, ka tad, ja més biitu pieradijusi tikai to, ka augstumu garumu summa
nevar bt lielaka par 3, bet nebiitu uzradijusi gadijumu, kad ta ir 3, tad nebiitu
pamata apgalvot, ka lielaka iesp&jama augstumu garumu summa ir 3; joprojam
paliktu iesp€ja, ka kadu citu, pagaidam nezinamu apstaklu d&] augstumu garumu
summa nevar but lielaka par, piem&ram, 2,99 vai 2,5, vai vél kadu citu skaitli, kas
ir mazaks par 3 un ir lielaka iesp&jama augstumu garumu summas vertiba.

4.7. Atbilde. a) Ja, eksiste; b) ja, eksiste; c) n€, neeksiste.
Risinajums. Vispirms paradisim, ka $adas lauztas Iinijas ar 6 un 1978 posmiem
eksisté. 72. zim&juma redzamas slégtas lauztas Iinijas, kas katru savu posmu
krusto 1 reizi un kam ir 6, 8 un 10 posmi.

72.71m.



4.8.

4.9.

Viegli saprast, ka pagarinot $ajos zZim&umos starp Iinijas posmiem ieslégto
“harmoniku”, var uzzimét sl€gtas lauztas Iinijas, kas katru savu posmu krusto
tiesi 1 reizi un kam ir 12, 14, 16,... posmi, t.i., jebkur§ para skaits posmu, kuru
nav mazak par 6. Tatad sleégta lauzta linija, kas katru savu posmu krusto tiesi 1
reizi un kam ir 1978 posmi eksiste.

Pieradisim, ka $ada linijja ar 1979 posmiem neeksisteé. Izejam no pretgja,
piepemot, ka tada linija eksisté. Skaitu tas krustpunktiem pasai ar sevi apzimé ar
n. Katrs posms iet caur vienu krustpunktu, un caur katru krustpunktu iet tiesi 2
posmi, pie tam caur katru krustpunktu citi 2 posmi, jo lauzta linija katru savu
posmu krusto tiesi 1 reizi, tatad pie katra tas posma pieder tikai viens krustpunkts.
Tad lauztas linijas posmu skaitam jabtit 2n — para skaitlim, bet 1979 ir nepara
skaitlis. Iegiita pretruna, tatad sakotn&jais pien€mums ir nepareizs un mekl&jama
linija neeksiste.

Risinajums. Viegli redz€t, ka tad, ja zila krasa nokrasos tas 7 riitinas, kuras 73.
Zim&juma iezimétas zvaigznites, uzdevuma nosacijumi izpildisies.
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73.21m.

Tiesam, ja nokrasojam melna krasa 1. un 2. kolonnu, zvaigznites paliek 1., 3. un
4. rindina, ja 1. un 3. kolonnu, tad - 1., 2. un 4. rindina, ja 1. un 4. kolonnu, tad -
2., 3. un 4. rindina, ja 2. un 3. kolonnu, tad - 1., 3. un 4. rindina, ja 2. un 4.
kolonnu, tad - 1., 3. un 4. rindina, ja 3. un 4. kolonnu, tad - 1., 2. un 3. rindina.
Neviena gadijuma visas atlikusas zvaigznites nevar nokrasot, nokrasojot melnas
tikai 2 rindinas.

Paméginiet patstavigi pieradit, ka tad, ja zila krasa nokrasotas tikai 6 ritinas,
vienm@r var izvéléties 2 rindinas un 2 kolonnas, kuras aizkrasojot, nepaliek
neviena zila riitina.

Pieradijums. Pirmo apgalvojumu pieradit ir viegli. Apzimésim trijstiira divu malu
garumus ar a un b, bet pret STm malam novilkto augstumu garumus ar ha un hy
(skat. 74.zim.).
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Tad trijstiira laukumu var aprékinat péc formulam:

L=la-ha un L=lb~hb,t5tad
2 2

a.h =b-h un &=To
b h,
. : a o a h, h, :
Piepemsim, ka a>b. Tad b >1 un no vienadibas —=— seko, ka —>1 jeb

ho>ha, ko arT vajadzg€ja pieradit — augstums pret malu a ir Tsaks neka augstums
pret malu b.

Otro apgalvojumu pieradit ir nedaudz sarezgitak.

Lemma. Ja taisne | ir nogriezna AB vidusperpendikuls, tad, lai kads ari nebiitu
punkts M, MA<MB tad un tikai tad, ja M un A atrodas viena pusg no taisnes I.

I. Piepemsim, ka M un A atrodas viena pus€ no taisnes |. Ja M atrodas uz taisnes
AB, tad skaidrs, ka MA<MB. Tapéc pienemsim, ka M neatrodas uz AB (skat.
75.zim.).

1
M
—H
A B
75.21m.

Savienojam M un B ar taisnes nogriezni; ta krustpunktu ar | apzimésim ar N. Tad
AN=NB; tapec
MB=MN-+NB=MN-+NA, bet
MN+NA>MA,

jo trijstiirt ANM malas AM garums mazaks par abu pargjo malu garumu summu.
Tatad MB>MA.

II. Piepemsim, ka MA<MB. Punkts M attieciba pret taisni | var novietoties 3
stavoklos:

a) taja taisnes | pus¢, kura ir arf punkts B,



b) uz taisnes |,

¢) taja taisnes | pusg, kura ir arT punkts A.

Ja 1. dalas pieradijuma meés noskaidrojam, ka a) gadijjuma MB<MA, kas ir
pretruna ar nosacijumu MA<MB; b) gadijuma MA=MB, kas ar1 ir pretruna ar
nosacijumu MA<MB. Tatad noteikti izpildas c¢) gadijums, t.i., M un A atrodas
viena pus€ no |, ko ari vajadzgja pieradit.



Pienemsim tagad, ka trijstiri ABC AB<BC: malu AB, BC un AC viduspunktus
apzimé&sim attiecigi ar M, N un K un pieradisim, ka AN<CN (skat. 76.zim.).

1

K

76.Z1m.

Apzimésim ABC medianu krustpunktu ar O un novilksim AC vidusperpendikulu
I; | iet caur punktu K. Ta ka AB<BC, tad péc lemmas punkts B atrodas tai pasa
pusé no taisnes |, kura punkts A. Ta ka K atrodas uz taisnes 1, tad visi nogriezna
BK ieksgjie punkti arT atrodas tai pasa pus€ no taisnes 1, kura atrodas A. Tatad ar1
medianu krustpunkts O atrodas tai pa$a pusé no taisnes |, kura A. Bet tad péc
lemmas AO<CO, ta ka

AOZ%AN un COZ%CM, tad no AO<CO seko, ka AN>CM, ko ar1 vajadzgja

pieradit. No ta, ka mala AB 1saka par malu BC, seko, ka mediana pret malu AB
garaka neka mediana pret malu BC.

4.10. Pieradijums. Apzimé&sim astotklasniekus augumu dilSanas kartiba ar A1, Az,
As, ..., A9, bet septitklasniekus augumu dilSanas kartiba Si, Sz, Ss,..., Si978. To,
ka skoléns X garaks par skolénu Y, pierakstisim ka X>Y vai Y<X; tatad
A1>A2>A3>.. >A1978 un S1>S2>S3>...>S1973.
Mums japierada, ka A1>S1, A2>S2, A3>S;s,..., A1978>S1978.
Pieradisim, ka A1>Si. Ja butu ta, ka Si>Ai, tad S: butu garaks par visiem
astotklasniekiem, bet tas ir pretruna tam, ka sakuma S stav€ja prieksa
astotklasniekam, kas par vinu garaks. Tatad sakariba A1>S: ir pareiza.
Pienemsim no pretgja, ka kada no sakaribam A>>S2, A3>Ss,..., A1978>Si978 nav
pareiza un ka pastav tads naturals skaitlis k, pie kura Sk>Ax. Ta ka S1>S2>...>Sk-
1>Sk un Ax>Ak+1>Ak+2>...>Al97s, tad k septitklasnieki Si, So,..., Sk-1, Sk visi ir
garaki par visiem astotklasniekiem Ak, Ak+1, Ak+2,..., Ailgzs. Tatad no
astotklasniekiem tikai A1, A2, As,..., Ak-1 — skaita (k-1) — var bt garaki par kadu
no septitklasniekiem Si, S2,..., Sk, kuru skaits ir k. Bet tas ir pretruna ar
nosacijumu, ka sakuma katrs septitklasnieks stavéja prieksa par sevi garakam
astotklasnieckam — (k-1) astotklasnieku A1, A2, As,..., Ax1 nepietiek, lai
“aizsegtu” k septitklasniekus Si, Sa,..., Sk. Tatad misu pienémums ir nepareizs,
un tada k, pie kura Sk>Ax, nav, tatad visiem k=1, 2,..., 1978 Ax>Sk, ko ari
vajadzgja pieradit.
Paméginiet visparinat o uzdevumu lielakam skolénu rindu skaitam.



5. nodarbibas atrisinajumi
5.1. Atbilde. Tadu skaitlu nav.
Risinajums. Apzim€sim mazako no mekl&tajiem skaitliem ar x; tad mums jarisina
vienadojums

X-(x+1)-(x+2)-(x+3)=255124 (D)

Tie, kas prot risinat kvadratvienadojumu, var sareizinat atseviski pirmo un ceturto
locekli un atseviski — otro un treso locekli, parveidojot (1) forma

(x*+3x)(x*+3x+2)=255124 )

Apzimgjot x>+3x=y, no (2) iegiistam
y(y+2)=255124
y242y-255124=0

y=-1++/255125 .

Bet, ta ka
505%=255025<255125<256036=5062, tad

505<4/255125 <506;

t.i.,, /255125 un ar1y nav vesels skaitlis. No otras puses, ta ka x — vesels skaitlis,
tad ar1

y=x>+3x jabiit veselam skaitlim. Tatad vienadojumam nav atrisinajumu veselos
pozitivos skaitlos.

Dosim otru atrisinajumu, kas pieejams tiem risinatajiem, kas par
kvadratvienadojumiem vél nav macijusies. levérosim, ka (1) kreisaja pusé esosa
izteiksme palielinas, ja x aug, pienemot pozitivas vertibas (citiem vardiem, pie x
pozitivam veértibam x-(x+1)-(x+2)-(x+3) ir monotoni augosa funkcija). TieSam, x
augot, aug ari reizinataji x, x+1, x+2, x+3, un, ta ka tie visi ir pozitivi, tad aug ari
to reizinajums. Tatad §is reizinajums vertibu 255124 pienem viena vieniga punkta
(m&s runajam par pozitiviem x!). Paméginasim atrast $o punktu ar méginajumu
metodi. Viegli aprékinat, ka,

jax=21, tad

21-22.23.24=255024<255124,

bet, ja x=22, tad

22.23.24-25=303600>255124.

Tatad izteiksme x-(x+1)-(x+2)-(x+3) vertibu 255124 pienem pie tadas x vertibas,
kas atrodas starp 21 un 22, tatad ne pie kadas veselas pozitivas x vertibas ta
vertibu 255124 nepiepem. Tatad vienadojumam (1) nav atrisinajumu veselos
pozitivos skaitlos.

5.2. Atbilde. N=29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.



Risinajums. Apzimeésim N=10a+b, kur a — skaitla N desmitu cipars, bet b —
skaitla N vienu cipars. Tad skaitlis, kas iegiits, mainot N ciparus vietam, ir 10b+a,
bet abu So skaitlu summa ir

(10a+b)+(10b+a)=

Tatad skaitlim 11(a+b) jabut vesela skaitla kvadratam. Ta ka a un b — cipari, tad
0<a<9 un 0<b<9; turklat a>0, jo N - divzimju skaitlis. Tatad

0<at+b<l8.

Lai 11(a+b) biitu vesela skaitla kvadrats, tam jasatur pirmskaitlis 11, para pakapé
(jo katra vesels skaitla kvadrats satur visus taja ieejoSos pirmskaitlus para
pakapes), tatad a+b jadalas ar 11. Acimredzot, tas iesp&jams vienigi tad, kad
atb=11.

Jaatb=11, tad 11(a+b)=112

Tatad m&s iegiistam $adas iesp€jas:

a=2, b=9, N=29, a=6, b=5, N=65,
a=3, b=8, N=38, a=7, b=4, N=74,
a=4, b=7, N=47, a=8, b=3, N=83,
a=5, b=6, N=56, a=9, b=2, N=92.
5.3. Pieradijums. Ievérosim, ka
(atbt+c)’=
=(atb+c)(atb+c)=
=a’+ab+actba+b’*+bc+catcb+c’=
=(a’+b*+c?)+2(ab+ac+bc).
Tapéec
ab+ac+bc=% (a+b+c)-% (a*+b*+c?).
Ja a+b+c=0, tad iegtstam, ka
ab+ac+bc=-% (a’+b*+c?). (*)

Ta ka a?>0, b*>0, ¢*>0, tad —% (a%+b*+c?)<0, un no $ejienes seko, ka ab+ac+bc<0.

Acimredzot, ab+ac+bc=0 tad un tikai tad, ja -%(a2+b2+02)=0, bet tas ir tad, ja

a=b=c=0. Lai var€tu sacit, ka pie uzdevuma nosacijumiem ab+ac+bc=0, ja
a=b=c=0, v&l japarbauda, vai $1s vertibas apmierina nosacijumu a+b+c=0, jo
misu spriedumi balstas uz formulu (*), kas iegtta tikai tadiem a, b, c, kas
apmierina nosacijumu a+b+c=0.

5.4. Atbilde. Ja, ir iesp&jams. (Skat., pieméram, 77.zim.).
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ACJG ir taisnstiiris, B un H attiecigi malu AC un GJ viduspunkti, E - diagonalu
krustpunkts, D — nogrieznu AB un BG krustpunkts, F — nogrieznu BJ un CH
krustpunkts. Tatad 9 atzimétie punkti izvietojas pa 3 uz 8 taisneém ABC, GHJ,
AEJ, GEC, ADH, BDG, CFH. Pieradisim, ka ar1 B, E, H atrodas uz vienas
taisnes. TieSam, E ka taisnstlra simetrijas centrs atrodas uz ta viduslinijas BH.
Atliek pieradit, ka D, E, F atrodas uz vienas taisnes. Apzim&sim ar | taisnstiira
simetrijas asi, kas paraléla malai AC. E atrodas uz taisnes |. att€lojot taisnstiiri
simetriski attieciba pret I, A un G, B un H, C un J mainas vietam, tatad mainas
vietam AH un BG, BJ un CH. Tapéc AH un BG krustpunkts D att€lojas pats par
sevi, arT BJ un CH krustpunkts F att€lojas pats par sevi. Tapéc D un F pieder pie
taisnes |, pie kuras pieder ari E. Tatad D, B, F pieder pie vienas taisnes.

5.5. Pieradijums. Apliikosim visus iesp&jamos gadijumus.
I. Starp apzim@tajiem n punktiem ir 3 tadi, kas atrodas uz vienas taisnes.
Apzimésim tos ar A, B, C, pie tam B atrodas starp A un C (skat. 78.zim.).

A B 9

78.Z1m.

Ieskaitam A un C viena grupa, bet B — otra grupa; citu punktu iedalijums grupas
nav svarigs. Pienemsim, ka kada taisne | atdala vienu grupu no otras. Tad A un C
atrodas viena pus¢ no |. Tai pasa pus¢ atrodas arT B (ja B atrastos otra pusé no
taisnes |, tad | krustotu nogriezni AC divos punktos, kas nav iesp&jams). Tatad |
neatdala vienu grupu no otras, un esam ieguvusi pretrunu.

II. Nekadi trs no atzimé€tajiem punktiem neatrodas uz vienas taisnes.
Izvelesimies Cetrus no tiem. Ir divas iespgjas:

I1:. Sie &etri punkti A, B, C, D ir virsotnes izliektam &etrstirim (skat. 79.zim.),
kura diagonales ir AC un BD.
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A un C ieskaitam viena grupa, B un D — otra grupa. Ja taisne | atdala vienu grupu
no otras, tad viena pusé atrodas nogrieznis AC, otra — nogrieznis BD. Tatad Sie
nogriezni nevar krustoties, tacu tie krustojas. Tas nozimg, ka neviena taisne |
neatdala vienu grupu no otras.

IL. Tris no atzim&tajiem Cetriem punktiem, pieméram, A, B, C — veido trijstiri,
kura iekSpusé atrodas punkts D (skat. 80.zim.).
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Tad A, B, C ieskaitam viena grupa, bet D — otraja grupa. Ja kada taisne | atdalitu
vienu grupu no otras, tad punkti A, B, C atrastos viena pus€ no tas. Tad ar1 viens
trijstiris ABC un tatad arT punkts D atrastos taja pasa pus€ no taisnes |. Ari $aja
gadijuma neviena taisne nevar atdalit vienu grupu no otras (lai arT ka pa grupam
biitu sadaliti par&jie punkti).

Pieradijums. Ta ka daudzstiira virsotnu skaits ir nepara skaitlis, tad tam ir vismaz
viena tada mala, kuras abi galapunkti nokrasoti viena krasa. Tie$am, ja 13-stiira
virsotnu krasas, ejot pa ta kontiiru, visu laiku mainitos, tad, sakot no kadas baltas
virsotnes, mes iegiitu krasu virkni

BMBMBMBMBMBM B,

un blakus esos$as 1. un 13. virsotne biitu baltas. Apzim&sim daudzstiira virsotnes
pec kartas ar Ai, Az, As,..., A3 ta, lai A1 un A2 biitu tas malas galapunkti, kurai
abi gali nokrasoti viena krasa (pienemsim, balta) (skat. 81.zim.). Ja A3 nokrasots
balta krasa, tad A1, A2, Az (skat. 81.a) zim.) veido mekl&jamo trijsturi; ja Ai3
nokrasots balta krasa, tad mekl&jamo trijstiiri veido Ai3, A1, Az (skat. 81.b) zim.).



81.z1m.

82.z1m.

Ja As ir melns, tad mekl&jamo trijstiiri veido Ais, A3, As (skat. 82.a) zZim.), ja As
ir balts, tad mekl&jamo trijstiiri veido Ai3, A3, As (skat. 82.b) zim.).

5.7. Pieradijums. Pienemsim, ka ai<a2. Taka a,” =a,” , tad a>>as.
Taka a,” =a,™ , tad as<as.
Lidzigi turpinot, ieglistam, ka as>as, as<<as, ac>az,..., alc>ai7, ai7<ai, ar>az.
Tas ir pretruna ar sakotn&jo pien€mumu, ka ai<a.
Lidzigu pretrunu iegiistam, ja pienemam, ka a;>a>. Ta ka gan aj<az, gan a;>a
noved pie pretrunas, tad ai=a.
Lidzigi pierada, ka a»=as, az=aa,..., ais=ais, al¢=air.
Acimredzot, lidzigu spriedumu var izdarit vienmeér , ja ai, a2, as,..., an-l, an —
naturali skaitli, n — nepara skaitlis un
(" a*=a"=a"=.=a,,"=4a,".
Viegli konstatét, ka 2%=4?=2%=4’= =2%=42 tatad, ja n — para skaitlis, tad
vienadiba (*) iesp&jama ari tad, ja ne visi ai(i=1, 2,..., n) ir sava starpa vienadi.
Iesakam lasitajam patstavigi noskaidrot, pie kadiem para skaitliem n eksiste vél
citi skaitli a1, az,..., an, kas apmierina (*).



5.8. Pieradijums. Izvélesimies jebkurus 3 delegatus. Vismaz 2 no viniem sava starpa
var sarunaties bez starpniekiem (citadi nebutu izpilditi uzdevuma nosactjumi).
Sos divus delegatus novietojam viena numura. Tagad mums jaizvieto 998
delegati. Atkartojam tadu pasu operaciju: izvélamies 3 delegatus un tos divus no
viniem, kas sava starpa var tiesi saprasties, novietojam viena numura; atliek 996
delegati. Ta rikojamies, kamér paliek 4 delegati.

Ja més vélreiz bez papildus spriedumiem atkartosim tadu pasu operaciju, ka lidz
Sim, tad var gadities, ka tie divi delegati, kam jadzivo pédgja, 500. numura, nevar
saprasties.

Tiesam, apzimesim atlikuSos 4 delegatus ar A, B, C, D. Pienemsim, ka A un B
var saprasties ar C un D, bet C un D sava starpa tiesSi saprasties nevar.

Ja no delegatiem A, B, C A un B novietosim viena numura, tad C un D biis
spiesti dzivot viena numura, kaut ari sava starpa nevar tiesi saprasties. Tapec 4
delegatu gadijuma jaizdoma “viltigaka” stratégija.

Apliukosim divus delegatus, pienemsim, A un B, kas sava starpa var tiesi
saprasties (vismaz 2 tadiem jabiit). Ja arm C un D sava starpa var tiesi saprasties,
tad novietojam A un B viena numura, C un D — otra numura. Ja C un D tiesi
saprasties nevar, tad aplikojam no delegatiem A un B, ar kuru var tiesi saprasties
C. (Ja C nevar tiesi saprasties ne ar A, ne ar B, tad trijnieka A, B, C delegats C
nevar saprasties ne ar A, ne B, un ta ir pretruna uzdevuma nosacijumiem.)
Pienemsim, ka A var tie$i saprasties ar C. Tad B noteikti var tieSi saprasties ar D.
Ja B nevarétu tiesi saprasties ar D, tad delegatu trijnieka B, C, D ar D neviens no
pargjiem diviem delegatiem nevar€tu saprasties, kas ir pretruna ar uzdevuma
nosacijumiem. Tatad viena numura varam ievietot A un C, otra B un D.

5.9. Pieradijums. Starp 12 p&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens dalas ar 12
(to pieradiet patstavigi). ApzZimesim $o skaitli ar n. Ta ka tas dalas ar 12, tad tas
dalas arT ar 2, 3, 4, 6. Bet tad tas dalas arT ar veseliem pozitiviem skaitliem

nnn n . n n n n 5

—,—,—un—;betjau —+—+—+—=—n>n.

234 6 2 3 4 6 4

Pieskaitot vel parejos dalitajus (pieméram, 1 un citus, ja tadi ir), dalitaju summa
palielinas, tatad klust lielaks par n.

5.10. Pieradijums. Apzimésim medianu krustpunktu ar O, medianas AK garumu ar
3x, medianas CM garumu ar 3y (skat. 83.zim.).
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Tad AO=2x, OK=x, CO=2y, OM=y.

Velkam no punkta O perpendikulu OV pret malu AB un perpendikulu OZ pret
malu BC. Ta ka AVO — taisnlenka trijstiiris ar Sauro lenki VAO=30° un
hipoteniizas garumu AO=2x, tad OV=x.

Lidzigi iegiistam, ka OZ=y.

Ta ka OV<CM un OZ<OK (teoréma par perpendikula un slipnes garumiem), tad
x<y un y<x, tatad x=y.

Secinam, ka AK=CM, t.i., AABC medianas pret malam BC un AB ir
kongruentas. Atceroties, ka tad, ja trijsttrT 2 malas ir dazada garuma, pret garako
no tam atrodas 1saka mediana (skat. 34. uzdevuma risinajumu), secinam, ka
AB=BC.

Tatad esam pieradijusi, ka ABC vienadsanu trijsturis (skat. 84.zim.).
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Novelkam no punkta K perpendikulu KT pret malu AB. No taisnlenka trijstiira

ATK ar $auro lenki, /TAK=30° seko, ka TKZ% AK.

Novelkam trijstira augstumu CH. Ta ka pastav proporcija
BK TK BK 1
= un =—,tad
BC CH BC 2




K = l un CH=2TK=AK=CM.

CH 2

Tatad augstums un mediana no virsotnes C ir kongruenti. Ta ka perpendikuls ir
1saks par slipni, ja abi vilkti no viena un ta paSa punkta pret vienu un to pasu
taisni, tad vienadiba CH=CM iesp&jama tad un tikai tad, kad augstums CH sakrit
ar medianu CM. Bet tas savukart iesp&jams tad un tikai tad, kad ABC ir
vienadsanu trijsturis ar virsotni C. Tatad AC=BC.

Jau ieprieks pieradijam, ka AB=BC. Tapéc visas AABC malas ir kongruentas un
tas regulars.

6. nodarbibas atrisinajumi
6.1. Atbilde. 7 loceklu vienibas gadijuma ir iesp&jams.
8 locekl]u vienibas gadijuma uzdevuma prasiba nav izpildama.
Risinajums. Vispirms aplikosim gadijumu, kad kartibas sargu vieniba ir 7
cilveéki. Apzimésim tos ar A, B, C, D, E, F, G.
Viegli parbaudit, ka tad, ja deziiras noorganize $adi:

pirmdien - ABC, piektdien - BEG,
otrdien - ADB, sestdien - CDG,
treSdien - AFG, svetdien - CEF,
ceturtdien - BGF,

tad visas uzdevuma prasibas ir izpilditas.

Padomasim, ka var sastadit $adu deztru sarakstu. Acimredzot A jaiet deziirét tris
reizes, jo vinam ir 6 biedri un katru reizi jadeziiré kopa ar diviem citiem biedriem
(lai nebutu divu tadu vienibas loceklu, kuri kopa deziirgjusi vairak neka vienu
vakaru). Pienemsim, ka A pirmo vakaru deztré kopa ar B un C, otro — kopa ar D
un E, treSo — kopa ar F un G.

Padomasim, kadas deziiras vél var iesaistities B. Ta ka B vienu reizi dezuré kopa
ar A un C, tad vinam v&l jadeziir€ kopa ar D, E, F un G. Ja vienu reizi B dezures
kopa ar D un E, tad otru reizi vipam bis jadezuré kopa ar F un G. Bet tad F un G
bis kopa deziiréjusi divas reizes — gan ar B, gan ar A. Tap&c vienam partnerim
katra deziira jabut vai nu D, vai E, bet otram —vai nu F, vai G. Pienemsim, ka B
vienu vakaru deZuiré kopa ar D un F, bet otru — kopa ar E un G.

tad vel jaizveido deziiras, kur C dezurétu kopa ar D, E, F, G. Tapat ka ieprieks
izspriezam, ka C nevar dezurét ne kopa ar D un E, ne kopa ar F un G. Nemot véra
to, kadas dezuras iesaistijies B (BDF un BEG), redzam, ka C nevar deziirét kopa
ar Dun F, ka arT ar E un G.

Tatad paliek vieniga iesp€ja, ka C vienu vakaru deztré kopa ar D un G, bet otru
vakaru — kopa ar E un F. tagad vél japarbauda, vai ar1 D, E, F un G katrs pa
vienai reizei nodezur&jusi kopa ar katru citu vienibas locekli (lidz Sim
interesgjamies tikai par A, B un C). Parbaude parada, ka ta tieSam ir. Tatad
uzdevums atrisinats.



6.2.

6.3.

Tagad apliikosim gadijumu, kad vieniba ir 8 locekli. Apzimésim vienu tas locekli
ar A. Tad A vispar jadezure kopa ar 7 pargjiem locekliem, katru vakaru ar diviem
citiem. Bet tas nav iesp§jams, jo 7 ar 2 nedalas. Tatad 8 loceklu vienibas
gadijuma uzdevuma prasiba nav izpildama.

Paméginiet pasi pieradit, ka, lai uzdevuma prasibas biitu izpildamas vienibai ar n
locekliem, skaitlim n noteikti jaapmierina $adas prasibas:

a) n ir nepara skaitlis,

b) vai nu n, vai n-1 dalas ar 3.

Noradijums: punkta b pieradijuma pamé&giniet saskaitit, cik dazadu paru var
izveidot no vienadibas n locekliem.

Izradas, ka tad, ja skaitlis n apmierina prasibas a un b, uzdevuma nosacijumos
aprakstito deztiru sarakstu vienibai, kas sastav no n cilvékiem, var izveidot.
Tomeér §i fakta pieradijums ir loti sarezgits.

Atbilde. Janim pietiek ar vienu jautajumu.

Risinajums. Vins izvéelas skaitlus ai=1, a,=10, a3=100, a4=1000. Ta ka xi, x2, x3,
x4 ir veseli vienzimju skaitli, tad summa

aixitazxotasxs+ta4xs

bis Cetrzimju skaitlis, kura cipari ir Andra iedomatie skait]i.

Paméginiet patstavigi pieradit, ka gadijuma, ja Andrim atlauts iedomaties
jebkadus (ne tikai vienzimigus) veselus pozitivus skaitlus, bet pargjie uzdevuma
nosacijumi paliek speka, tad Janim pietiek ar diviem jautajumiem, lai uzzinati
visus Andra iedomatos skaitlus.

Paméginiet ari pieradit, ka $ada gadijuma ar vienu jautajumu nepietick (to
pieradit ir diezgan griiti).

Pieradijums. Ja z — vesels pozitivs skaitlis, tad ar S(z) apzZim&sim skaitla z ciparu
summu.
Uzdevuma atrisinajums balstas uz $adu lemmu.

Lemma. Ja a un b veseli pozitivi skaitli, tad
S(a)+S(b)-S(a+b) dalas ar 9.

Pienemsim, ka lemma jau pieradita, un pielietosim to gadijumam, kad a=b=x, kur
X - tas skaitlis, par ko runa uzdevums. Tad

S(x)+S(x)-S(2x)=2S(x)-S(2x) dalas ar 9.

Bet péc uzdevuma nosacijumiem S(2x)=S(x), tatad S(x) dalas ar 9.

Atceroties, ka skaitlis dalas ar 9 tad un tikai tad, kad ta ciparu summa dalas ar 9,
secinam, ka x dalas ar 9, ko ar1 vajadzgja pieradit.

Atliek pieradit lemmu.

Atcerésimies, ka saskaita divus veselus pozitivus skaitlus. Ja neviena Skira
nerodas parnesums, tad katrs summas at+b cipars ir vienads ar skaitlu a un b
atbilstoSo ciparu summu, tatad

S(a+b)=S(a)+S(b) un



6.4.

6.5.

S(a+b)-S(a)-S(b)=0; bet 0 dalas ar 9.

Ja turprett kada skira rodas parnesums, tad tas noteikti ir 1. (TieSam abu p&dgjo
ciparu summa neparsniedz 18; tatad uz priekSped€jo Skiru var rasties tikai
parnesums 1. Abu priekSped€jo ciparu summa ar1 neparsniedz 18, vai, pieskaitot
no pédgjiem cipariem radusos parnesumu, neparsniedz 19. tatad uz priekSpedgjo
Skiru ar1 var rasties tikai parnesums 1, utt.)

Pienemsim, ka kada S$kira, saskaitot abu saskaitamo ciparus u un v, rodas

divciparu skaitlis 1t (skaitlis ar vienu ciparu t un desmitu ciparu 1). Tad summa

mes rakstam nevis abu saskaitamo ciparu summu utv=1t=10+t, bet gan ciparu t,
un vieninieku parnesam uz nakamo Skiru. Tatad abu saskaitamo ciparu summas
un rezultata ciparu summas, kas rodas $aja vieta, starpiba ir

(ut+v)-1-t=10+t-1-t=9. Ja parnesums notiek vel kada vieta, tad tur $1 starpiba atkal
palielinas par 9, utt. Tatad starpiba S(a)+S(b)-S(atb) ir vairaku devitnieku
summa, kas dalas ar 9. Lemma ir pieradita.

Atbilde. To, ka var novilkt taisnes nogriezni, kas pilnigi atrodas taisnstiira
iekSpuse, neiet ne caur vienas riitinas virsotni un kam ir kopg&ji punkti ar 24
rutinam, var redzet 85. Zimgjuma.
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85.zim.

Pieradisim, ka tadu nogriezni, kam biitu kopg&ji punkti ar 25 ritinam un kas
apmierinatu uzdevuma pargjos nosacijumus, novilkt nevar.

Taisnstlri riitinas sadala 14 horizontalas un 9 vertikalas taisnes. Katrs nogrieznis,
kas atrodas taisnstiira iekSpus€ un neiet ne caur vienas ritigas virsotni, katru no
StTm 23 taisném var krustot tikai viena punkta. Ta ka nogrieznis var pariet no
vienas rutinas otra tikai, krustojot vienu no §tm 23 taisném, tad tas var iet
augstakais caur 24 ratinam.

Atbilde. Janis var uzkapt pa kapném 89 dazados veidos.

Risinajums. Paméginasim vispirms atrisinat uzdevumu, ja pakapienu skaits ir
mazaks.

Ja kapném ir 1 pakapiens, tad pa tam var uzkapt tikai 1 veida: sperot 1 soli pa 1
pakapienu.



Ja kapn€m ir 2 pakapieni, tad pa tam var uzkapt 2 veidos: 1+1 pakapieni vai 2
pakapieni.

Ja kapném ir 3 pakapieni, tad pa tam var uzkapt 3 veidos: 1+1+1, 1+2, 2+1.

Ja kapném ir 4 pakapieni, tad pa tam var uzkapt 5 veidos: 1+1+1+1, 1+2+1,
24141, 1+142, 2+2.

Ja kapném ir 5 pakapieni, tad pa tam var uzkapt 8 veidos: 1+1+1+1+1, 1+2+1+1,
2+1+1+1, 1+142+1, 14242, 2+142, 24+2+1, 1+1+1+2.

Aplukojot iegutos skaitlus 1, 2, 3, 4, 5, 8, ievérojam, ka katrs nakamais no tiem ir
divu ieprieks€jo summa:

3=1+2,

5=2+3,

8=3+5.

Rodas doma, ka tapat ir ar1 vispariga gadijuma: to dazado veidu skaitu, kados
Janis var parvarét n pakapienu garas kapnes, var aprékinat, saskaitot atbilstoSos
veidus n-1 pakapienu garam kapném un n-2 pakapienu garam kapném.

Pieradisim to. Apzimé&sim to veidu skaitu, kados Janis var parvarét n pakapienu
garas kapnes, ar S, bet atbilstoSos veidus n-1 un n-2 pakapienu garam kapném ar
Sn-1 un Sh-2. Mums japierada, ka

Sn=Sn-1+Sn-2.

Uz n pakapienu garo kapnu augs$eja, n-ta pakapiena Janis var nonakt divejadi:

no (n-1)-a pakapiena vai no (n-2)-a pakapiena.

Actmredzot, veidu skaits, kados Janis var nonakt uz augsgja pakapiena no (n-1)-a
pakapiena, ir Sn-1. Tie viens no otra atSkiras tikai ar to, ka Janis nonacis 1idz (n-1)-
am pakapienam. Lidzigi to veidu skaits, kuros Janis var nonakt uz augsgja
pakapiena no (n-2)-a pakapiena, ir Sn-2.

Ta ka neviens veids, kura Janis var nonakt uz augsgja pakapiena, nepieder abam
misu apskatitajam grupam, tad katrs no tiem pieder tie$i vienai grupai; tatad
tieSam

Sn=Sn-1+Sn-2.

To ieverojot, viegli atrodam, ka

S6=S5+S4=13,

S7=21,

Ss=34,

S9=55,

S10=89.

6.6. Pieradijums. Novelkam taisnes nogrieznus, kas savieno regulara seSsttira
ABCDEEF centru O ar ta virsotném. Tadgjadi seSstiris sadalas 6 regularos
trijstiiros ar malas garumu 1 (skat. 86.zim.).



86.z1m.

Skirosim tris gadijumus:

1. M ir seSstiira centrs O (punkti M un O sakrit). Tada gadijuma jebkur§ no
trijstiriem MAB, MBC, MCD, MDE, MEF, MFA ir ar vajadzigo 1pasibu (skat.
87.z1m.).
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2. M nav sesstiira centrs O (punkti M un O nesakrit), bet pieder pie kada no
nogriezniem, kas savieno ) ar seSstira virsotném (pienemsim, ka M pieder pie
nogriezna OA; matematika to pieraksta ar formulu MeOA).

Tada gadijuma ar vajadzigo 1pasibu ir trijstiri MCD un MED (skat. 88.zim.).
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Pieradisim to attieciba uz trijstiri CMD. TieS§am, CD=1; DM>0OD=1.

Atliek pieradit, ka CM>1.

Apskatam trijstiri MOC. Ta ka ZMOC=120°, tad ZMOC ir § trijstiira
vislielakais lenkis (ja kads cits ieks€jais lenkis biitu par to lielaks, tad MOC



iek$gjo lenku summa biitu lielaka par 120°+12°=240° — pretruna!). Ta ka pret
lielako iek$€jo lenki atrodas garaka mala, Tad MC>OC=1, ko ar1 vajadzgja
pieradit.

Apgalvojumu par AMED pierada lidzigi.

3. M nav seSstiira centrs O un arT neatrodas ne uz viena no nogriezniem, kas
savieno O ar seSstira virsotnem. Tad M atrodas iekSpus€é kadam no trijstiiriem
OAB, OBC, OCD, ODE,OEF, OFA. Pienemsim, ka M atrodas trijstira OAF
iekSpuse (skat. 89.zim.).
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Pieradisim, ka tada gadijuma ar vajadzigo 1pasibu ir AMCD.

Tiesam, ZOCD=20DC=60", tatad

ZMCD>60° un ZMDC>60°.

Ta ka ZMCD+2MDC+~2CMD=180°, tad no 3ejienes seko, ka ZCMD<60"; tatad
ZCMD ir trijstiira mazakais lenkis tapec pret to atrodas mazaka mala CD, kuras
garums ir 1. Ja trijstlira mazakas malas garums ir 1, tad trijstira pargjas malas ir
garakas par 1, ko ar1 vajadzgja pieradit.

Viegli pieradit, ka atkariba no ta, vai M atrodas tuvak punktam B vai punktam E,
ar $adu pasu 1pasibu (ka visas malas garakas vai vienadas ar 1) ir ari ADME vai
ACMB. Tatad 1steniba vienmér ir vismaz 2 trijstiiri ar vajadzigo Ipasibu.

6.7. Atbilde. Mazakais iesp&jamais viduspunktu daudzums ir 197.
Risinajums. Pieradisim, ka mazakais iesp&jamais viduspunktu skaits ir 197. Lai to
pieraditu, mums japierada, ka
a) var gadities, ka ir tieSi 197 dazadi viduspunkti;
b) nevar gadities, ka ir mazak par 197 dazadiem viduspunktiem.
Pieradisim vispirms punktu a.
Atzim@&sim uz taisnes punktus Ai, Az, As,..., Aloo ta, ka
| A1A2 [ =] A2As =] AsAs|=.. = AssAoo |=| AssA o] =1 cm.
Tad nogrieznu AiAj (1,j=1,2,...,100) viduspunkti var biit 98 punkti Az, As,..., Ao
(tas ir tada gadijuma, ja | Ai Aj | ir para skaitlis) vai arT kads no 99 punktiem —
nogrieznu A1A2, A2A3, A3As4,..., AogAgg, Ag9Aioo viduspunktiem (tas ir tada

gadijuma, ja | A Aj | ir nepara skaitlis).
Tatad pavisam ir 98+99=197 dazadi viduspunkti (skat. 90.zim.).



90.z1m.

Tagad pieradisim punktu b. Mums japierada, ka, lai ka arT uz taisnes izvietotu 100
punktus A1, A2, As,..., Aioo, starp nogrieznu AiAj (1,j=1,2,...,100) viduspunktiem
ir vismaz 197 dazadi. Turklat nepietiek to pieradit kadam specialam punktu
izvietojumam, bet jadod pieradijums, kas aptvertu visus iesp&jamos izvietojumus.
AtzZim@sim uz taisnes punktus A1, A2, As,..., Aloo ta, ka A1 ir pats kreis€jais, bet
Aioo — pats lab&jais no tiem. Novilksim rinka liniju m1 ar centru A1 un radiusu

l ‘AlA]OO ‘
2

Ta ki |AA]<|AAw], [AAs[<[AAw],..., [AAw]<[AIAI0], tad
nogrieznu A1Az, Ai1As,..., A1Ag viduspunkti, kas visi ir dazadi, atrodas §is rinka
linijas iekSpus€; to pavisam ir 98. Novelkot ripka liniju w2 ar centru Aioo un

radiusu %|A1A100 , lidzigi iegiistam, ka 98 nogrieznu AiooA2, AioAs,...,

A100A9y viduspunkti, kas visi ir dazadi, atrodas w2 iekSpusé. Ta ka o1 un 2
pieskaras, bet to ierobezotajiem rinkiem nav kop&ju punktu, tad neviens no 98w
iekSpusé esoSajiem punktiem nesakrit ne ar vienu no 2 iekSpusé esoSajiem
punktiem; tatad

98+98=196 dazadi viduspunkti.

Beidzot, | A1A1oo | viduspunkts ir @1 un m2 pieskarSanas punkts, tatad tas atSkiras
no visiem 196 ieprieks uzraditajiem viduspunktiem. Tatad esam pieradijusi, ka ir
vismaz 197 dazadi viduspunkti (skat. 91.zim.).

91.zim.

Pamgéginiet patstavigi pieradit, ka mazak par 197 viduspunktiem nevar iegut ari
tad, ja punktiem A1, Az, As,..., Aioo nav noteikti japieder pie vienas taisnes.



6.8. Atbilde. Izliektam daudzsttrim, kura visas diagonales ir vienada garuma var bt 4
vai 5 malas.
Risinajums. Viegli saskatit, ka regularam cCetrstiirim (kvadratam) un regularam
piecstiirim visas diagonales ir vienada garuma; tatad daudzstiirim, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus, var biit 4 vai 5 malas (skat. 92.zim.).

NN

92.Z1m.

Ja m&s vienosimies uzskatit, ka “visas trijstira diagonales ir vienada garuma” (jo
trijstirim diagonalu nemaz nav), tad jaatzist, ka tadam daudzstiirim var biit ar1 3
malas.

Pieradisim, ka citads malu skaits daudzstiirim, kura visas diagonales ir vienada
garuma, nevar biit.

Pienemsim, ka kadam izliektam daudzstiirim ir vismaz 6 malas (tatad arT vismaz
6 virsotnes), un visas ta diagonales ir vienada garuma. Izvél€simies vienu ta malu
AB. Apzimésim ar C virsotnei A blakus esoSo virsotni (to, kas nav B!), bet ar D -
virsotnei C blakus esoSo virsotni (to, kas nav A!). Lidzigi ar E apzZim&jam to
virsotnei B blakus esoSo virsotni, kas nav A, bet ar F — to virsotnei E blakus esoSo
virsotni, kas nav B.

Ta ka daudzstiirim ir vismaz 6 virsotnes, tad D un F ir dazadas virsotnes (skat.
93.zim.).
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Ta ka AD, AF, BD un BF ir sakotngja daudzstiira diagonales, tad
AD=AF=BD=BF.

Tomeér tas nav iesp&jams. TieSam, apzimesim BD un AF krustpunktu ar O; tad no
ta, ka trijstiirT katra mala 1saka par abu par&jo malu summu, seko, ka
AO+OD>AD

BO+OF>BF.

Saskaitot nevienadibas, ieglistam, ka

(AO+OF)+(BO+0OD)>AD+BF, jeb



AF+BD>AD+BF, kas ir pretruna ar vienadibam
AF=BD=AD=BF.

6.9. Atbilde. Ja, eksiste.
Risinajums. Tads septinpadsmitstiris redzams 94. zim&juma.

94.z1m.

Paméginiet patstavigi pieradit, ka tada trispadsmitstiira, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus, nav, bet, ja n>14, tad noteikti eksisté tads n-stiiris, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus.

6.10. Pieradijums. Pieradisim, ka Juris var panakt, lai katra kaudzg paliktu 1 akmens.
Ja katra kaudz€ ir vairak neka 1 akmens, Juris npem no katras kaudzes pa 1
akmenim un pievieno Sos akmenus savam rezervém. Ta vin$ rikojas tik ilgi,
kamér viena no kaudzém paliek 1 akmens. (Vargja gadities, ka ta bija jau pasa
sakuma; tad augstak aprakstitas operacijas Juris neizdara). Ja ar1 otra kaudze ir 1
akmens, tad mérkis sasniegts. Pienemsim, ka otra kaudze ir n akmenu, n>1.
Tagad Juris no savam rezervém pievieno tai kaudzei, kura ir 1 akmens, vél vienu
akmeni (vins$ to noteikti var izdarit, jo vismaz viens akmens vinam rezerve ir), un
péc tam panem no katras kaudzes pa akmenim, pievienodams tos savam
rezervém. Paliek divas kaudzes, no kuram viena ir 1 akmens, bet otra n-1
akmens. Ja n-1>1, Juris atkarto nupat noraditas operacijas un iegtst viena kaudzg
1 akmeni, otra n-2 akmenus: [idzigi turpinot, p&c galiga solu skaita kaudze paliks
viens akmens.

Ieveérosim, ka sakotngjais rezerves akmens Jurim bija vajadzigs vienigi tad, ja no
pasa sakuma kada kaudze bija tiesi viens akmens.



