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1.2.

"Profesora Ciparina klubs" 1980./81. m.g.

1. nodarbibas atrisinajumi

Pieradijums. Skaitli 30 viegli izsacit, izmantojot tris vai Cetrus pieciniekus:
30=5-5+5 (1)
30=(5+§ )5 2)

[zmantojot (1) un (2), skaitli 30 varam izsacit ar piecu un seSu piecinieku
palidzibu:

30=5-5+5+(5-5) 3)
30=(5+§ )-5+(5-5) (4)

Izmantojot (3) un (4), skaitli 30 varam izsacit ar septinu un astonu piecinieku
palidzibu:

30=5.5+5+(5-5)+(5-5)
30=(5+§)-5+(5-5)+(5-5)

Skaidrs, ka, [1dzigi turpinot, m&s katram naturalam n>3 iegiisim izteiksmi, kas 30
izsaka ar n piecinieku, iekavu un aritmétisko darbibu zimju palidzibu:
jan —neparu skaitlis, tad

30=5-5+5+(5-5+...+(5-9)

n-3 .
——reizes
2
jan —paru skaitlis, tad

30=(5+§)-5+(5—5)+...+(5—5)

n-4 .
——reizes
2

Atbilde. V&l janotiek 9 spelem.

Risinajums. Katrai no se§am komandam pavisam jaizspelé 5 spéles. Ta ka pasreiz
katra komanda izspél€jusi 2 spéles, tad katrai komandai vél jaizspéle 5-2=3
spéles.

Pienemsim, ka katra komanda sastada sarakstu, kura ieraksta visu savu aizvadito
spelu rezultatus. Tad katrai komandai sava saraksta jaizdara vél tris ieraksti, tatad
— pavisam V&l 6-3=18 ieraksti. Ta ka pec katras spéles tiek izdariti 2 ieraksti (pa
vienam ierakstam izdara katra komanda, kas Saja sp€leé piedalijusies), tad vél

janotiek % =9 spelem.

Uzdevumu var€ja risinat ari no otra gala. Péc tam, kad turnirs beidzies, katra
komanda biis izsp€l&jusi 5 spéles, tatad pavisam sarakstos biis izdariti 6-5=30

ieraksti. Tatad bus notikusSas % =15 speles. Pasreiz sarakstos izdariti 6-2=12

ieraksti, tatad notikusas % = 6 spéles un vél janotiek 15-6=9 sp&lem.



1.3. Pieradijums. Ja visi tr1s a, b un ¢ ir dazadi, tad tos var sakartot augosa seciba.
Vispirms pienemsim, ka a ir vismazakais, bet ¢ — vislielakais no Siem skaitliem,
t.1., a<b<c.

Tad l>l un l<l,ta'1péc

a c a
l+l+l<l+l+l:i (*)
a b c¢c a a a a
Taka
14_14_1:1 (**)
a b c

. 3 - .
tad no (*) iegiistam, ka — >1 un a<3. Ta ka a — naturals skaitlis, tad vai nu a=I,
a

vai ar a=2. Ja a=1, tad no nosacijuma (**) iegiistam, ka
1 1

—+—=0,

b ¢

kas nevar biit, jo b un ¢ — pozitivi skait]i. Tatad a#1, un tapéc a=2. Ievietojot
nosacijuma (**) a=2, iegiistam

I 1

1
4= Hkk
b c 2 %)
Ta ka b>a, tad b>2. Ja b=3, tad no (***) ieglistam
I 1 1 1
—=———=— unc=6.
c 2 3 6

Ja b>4, tad ¢=5 (jo c>b), un tapec

l+l£l+l:i<l, kas ir pretruna ar (***). Tatad b>4 nevar bit, un
b ¢c 4 5 20 2

vienigais atrisinajums gadijuma, kad a<b<c, ir a=2, b=3, c=6.

Ta ka skaitli a, b, ¢ péc lieluma var sakartoties seSos dazados veidos (a<b<c,
a<c<b, b<a<c, b<c<a, c<a<b, c<b<a), tad uzdevumam ir 6 atrisinajumi, kas
iegilistami visos iesp&jamos veidos vienu no skaitliem a, b un ¢ izv€loties vienadu
ar 2, otru — ar 3, treSo — ar 6.

Eksiste ar1 tadi naturali skaitli a, b, ¢, d un e, kas apmierina uzdevuma otras dalas
prasibas, piem&ram,

1 1 1 1 1

—F—t—t+—+——=1

2 3 7 43 1806

Par to, ka $ads rezultats iegtts, skat. 3.1. uzdevuma atrisinajumu.

1.3.1. Pieradijums. Ievérosim, ka ir pareiza identitate

1+ 1
m+1 m(m+1)

(1)

1
m

Tiesam,



1 1 m 1 m+1 1

+ = + = =—.
m+1 m(m+1) mm+1) mm+1) mm+1) m
Atceresimies, ka

l+l+l:1’

S . 1 . .
un parveidosim saskaitamo g izmantojot formulu (1):

b 1
6-7 7 42

11 1

6 7 '

Tapec
l+l+l+i:1 (2)
2 3 7 42

Parveidosim saskaitamo % , izmantojot formulu (1):

1 1 1 1 1

42 43 42.43 43 1806
Tapéc

l+1+1+L+L:1 3)

2 3 7 43 1806
Lidzigi vienadiba (3) parveidojot saskaitamo ar vislielako sauc@ju, iegiisim
uzdevuma atrisinajumu, ja n=7, utt. Katru reizi japarveido tieSi saskaitamais ar
vislielako sauc@ju, lai var€tu garantet, ka ari pec parveidoSanas iegiitaja summa
visu skaitlu saucg€ji biis dazadi (izdarot parveidojumu péc formulas (1), dalu
saucgji palielinas).

1.3.2. Atbilde. Ja, eksisté.
Pieradijums. Piem&ram, ir pareizas vienadibas:
1 1 1 1 1

+—t—=F+—=+—+—=1 (™)

I 1 1 1
—t—+—+—
35 7 9 11 15 35 45 231
un
r 1 1 1 1 1 1

—t—t =+ —F—=+—=+—= (**)

L _
7°9 11 33 35 45 55 77 105

1 1
p— + J—
3 5
vienadibas (*) un (**) iegttas ar skaitlojamo maSinu palidzibu. Ir arT pieradis, ka
tad, ja
I 1 1 e - . _ o1
—+—+...+— =1 un xi<xe<...<xn — augos$a seciba sakartoti neparu skaitli,
X, X, X
Xn>105 un n>9;
tatad vienadiba (**) dod tadu uzdevuma atrisinajumu, kura lielakais izmantotais
neparu skaitlis ir ar mazako iesp&jamo veértibu, bet vienadiba (*) — atrisinajumu ar
mazako iesp&jamo saskaitamo skaitu.

n



Mgs redzgjam, ka uzdevumam eksiste atrisinajums, ja n=9 (vienadiba (*)) un ja
n=11 (vienadiba (**)).

Kadam citam n vertibam eksiste atrisinajums? Izsmelosa atbilde uz So jautajumu
nav zinama. Metodes, ko mé&s izmantojam 3.1. uzdevuma risinajuma, lauj iegiit
atrisinagjumus visiem naturaliem n, kuri izsakami forma

n=8k+1 (D)
vai forma
n=10k+1 (2)

ja k — jebkurs naturals skaitlis.
Pieradisim, pieméram, ka uzdevumam eksisté atrisinajums, ja n ir forma (1). Ja
k=1, tad n=9, un atrisinajumu dod vienadiba (*). Paradisim, ka, izejot no
vienadibas (*), iegiit atrisinajumu, ja n=17 (kas ieglstams, ja formula (1) ievieto
k=2).
[everosim, ka p&c formulas (*)

I 1 1 1 1 1 1 1 1

l=—4+—-4—-F—-F+—+—+—+—+—"1=
35 7 9 11 15 35 45 231
_1+111LLLL_(_111L LI T T
35 7 9 11 15 35 45 231 57 9 11 15 35 45 231
111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=—+—F+—F+—+—+—+—+—+ + + + + + +
35 7 9 11 15 35 45 231-3 231-5 231-7 231-9 231-11 231-15
1 1

231-31 231-45 231 231

Lidzigi, vienadiba (***) pedejo locekli uzrakstot ka ﬁ-l un aizstajot 1

saskana ar formulu (*), iegisim uzdevuma atrisinajumu, ja n=25, kas atbildis
formulai (1), ja k=3 — viena pédgja locekla vieta vienadiba (***) paradisies 9
locekli, t.i., to skaits palielinasies par 8, utt.

Pieradiet patstavigi, ka uzdevumam neeksist€ atrisinajums, ja n — paru skaitlis, ka
ar1 to, ka tam eksiste atrisinajums, ja n — neparu skaitlis, kas lielaks par 23 (Sis
uzdevums ir griits).

Nav griiti pieradit, ka 3.2. uzdevumam eksisteé atrisinajums, ja n=17, 19, 21.
Tatad vienigas n veértibas, par kuram nav zinams, vai pie tam 3.2. uzdevumam
eksiste atrisinajums, ir 13,15 un 23.

1.3.3. Atbilde. N&, neeksiste.
Risinajums. Pienemsim, ka tadi skaitli x1, X2,..., Xn eksisté. Pariesim vienadibas

i+L+...+L:l (™)
X, X X, 2

n

kreisaja pus€ uz kopigu sauc@ju xi-x2-...-Xn, apZiméjot iegiito skaititaju ar S. Tad
pastav vienadiba



1.4.

1.5.

X]'Xz'Xg'...'anzs (**)

Bet xi-x2-...-Xn k@ nepara skaitlu reizinajums ir nepara skaitlis, tapéc vienadiba
(**) nevar pastavét — 2S ir para skaitlis! Tatad arT vienadiba (*) ar nepara xi,
X2,..., Xn NEvar pastavet.

Atbilde. Janis pareizi atbildgja uz trim jautajumiem.

Risinajums. Apzimé&sim to jautajumu skaitu, uz kuriem Janis atbildgjis pareizi, ar
X, bet to jautagjumu skaitu, uz kuriem vin$ atbildgjis nepareizi — ar y. Tad par
pareizi atbildetajiem jautajumiem Janis ieguvis 7x punktus, bet par nepareizi
atbildétajiem jautdjumiem vigam atskaititi 4y punkti. Saskapa ar uzdevuma
nosacijumiem

Tx-4y=1,

no kurienes ieglistam

_4y+1 «
X=—"— *)
Skaidrs, ka x un y — veseli skaitli, kas nav mazaki par 0 un lielaki par 16.
Ievietosim formula (*) y vieta skaitlus 0, 1, 2, 3,..., 16 un parbaudisim, kad x
1znak vesels skaitlis.
Redzam, ka x iznak vesels skaitlis divos gadijumos: ja y=5 un ja y=12. Tomer, ja
y=12, tad x=7, un tad x+y=19, bet Janim vispar tika uzdoti tikai 16 jautajumi,
tapeéc noteikti japastav nevienadibai x+y<16. Tatad noteikti y=5, x=3 (te
x+y=8<16), un Janis pareizi atbild&jis uz trim jautajumiem, nepareizi uz pieciem,
bet uz astoniem jautajumiem nemaz nav atbildgjis.

Atbilde. Pavisam ir 16 dazadi trijsturi.
Risinajums. Apzim@sim trijstiira malu garumus ar x cm, y cm un z cm; tad

x+y+z=25 (*)

Turklat pienemsim, ka
X>y>7 (**)
Ieverosim, ka ne katri tris skaitli x, y un z, kas apmierina vienadibu (*) un

nevienadibu (**), var but trijstiira malu garumi: lai ta butu, jaizpildas vél
nevienadibai

x<yt+z (%)

Tiesam, ja x>y+z, tad trijstiiris ar malu garumiem X, y un z nepastav (skat.
56.zim.).



y /4 y z
A B Al B
I\ J
- ———
X X
a) b)

56.z1m.

Ja turpreti x<y-+z, tad nemot nogriezni AB ar garumu x un velkot rinka liniju w:
ar centru A un radiusa garumu y, ka arf rigka Iiniju 2 ar centru B un radiusa

garumu z, ®1 un m2 krustojas punkta C, un trijstiiris ABC ir mekl&jamais (skat.
57.zim.).

57.71m.

Tatad mums janoskaidro, cik veidos var izvéleties veselus pozitivus skaitlus x, y
un z ta, lai tie apmierinatu vienadibu (*) un nevienadibas (**) un (***):

x+y+z=25 (*)
X2y2zZ (**)
x<ytz (%)

No (*) un (**) izriet, ka 3x>25, tatad x > 8%; ta ka x — vesels skaitlis, tad

iegiistam, ka
x>9 (1).

No (*) un (***) izriet, ka 2x<25, tatad X < 12%; ta ka x — vesels skaitlis, tad

x<12 (2).
No (1) un (2) izriet, ka x var pienemt vienigi vértibas 9, 10, 11 un 12.
Aplukosim visus Sos gadijumus p&c kartas:

a) x=9; tad no (*) y+z=16. Ta ka x>y, tad y<9.

Ja y=9, tad z=7; ta ka 7<9, tad visi nosacijumi no (*) lidz (***) apmierinati. Ja
y=8, tad z=8; ta ka 8<8, tad atkal no (*) [idz (***) apmierinati. Ja y<8, tad z=16-
y>8, un iznak, ka z>y, kas ir pretruna ar (**).

Tatad a) gadijuma ir tikai divi trijsttri (9;9;7) un (9;8;8).



b) x=10; tad no (*) y+z=15. Spriezot ka a) gadijuma, ieglistam tris atbildes:
y=10, z=5;

y=9, z=6;

y=8, z=7.

¢) x=11; tad no (*) y+z=14. legiistam 5 atbildes:
y=11, z=3;

y=10, z=4;

y=9, z=5;

y=8, z=0;

y=17,z=7.

d) x=12; tad no (*) y+z=13. leglistam 6 atbildes:

y=12, z=1;

y=11, z=2;

y=10, z=3;

y=9, z=4;

y=8, z=5;

y=7, z=6.

Tatad pavisam ir 16 dazadi trijstiiri ar uzdevuma prasitajam ipasibam.

Interesanti izp&tit uzdevumu vispariga veida:

cik ir dazadu trijstiiru ar perimetru n (n — vesels skaitlis), kuriem visu triju malu
garumi ir veseli skait]i?

Apzimésim $o skaitu ar T(n). Acimredzot

T(1)=T(2)=0,

T(3)=1,

T(4)=0,

T(5)=1.

Ir speka $ada teoréma (to pieradit ir stipri sarezgiti arT vecako klasu skoléniem):
ja n ir para skaitlis, kas nav mazaks par 4, un ir izsakams forma n=12k-+r, kur k
un r — veseli skaitli, pie tam 4<r<14,

n_r?

T(n)= +T(r); 3)

ja n —nepara skaitlis, kas nav mazaks par 3, tad

T(n)=T(n+3). 4

No §is teorémas, piem&ram, izriet, ka T(25)=T(28).
Ta ka p&c misu ieprieksgja risinajuma T(25)=16, tad art T(28)=16.
Otrs piemérs: ta ka 54=12-4+6, tad peéc formulas (3)
2 g2
T(54) = %+T(6) =60+T(6),
péc formulas (4) T(3)=T(6);
ta ka T(3)=1, tad ar1 T(6)=1,
tatad T(54)=60+T(6)=061.

. Atbilde. Vispar tika izspéletas 15 spéles. C piedalijas speles. Astotaja spele
uzvargja. Piektaja spele zaudgja.



Risinajums. Gan $§1, gan divu nakoSo uzdevumu risinajumos loti biitiska ir $ada
lemma.

Lemma. Ja apliikojam divas vienu péc otras notikuSas spéles, tad katrs no trim
spelétajiem piedalijies vismaz viena no tam.

Tiesam, apliikojam divas vienu péc otras notikusSas sp€les un spéletaju x. Ja x
piedalijies pirmaja no STm spélém, tad viss kartiba. Ja x nav piedalijies pirmaja
spéle, tad vinS noteikti piedalisies otraja, jo aizstas to spélétaju, kurS pirmaja no
abam apskatamajam spelém zaudgja.

Pieveérsisimies tagad uzdevuma risinajumam.

Ta ka B nospelgjis 15 spéles, tad kop€jais nospéleto spelu skaits nevar bit
mazaks par 15.

Noskaidrosim, ko attieciba uz kop&jo sp€lu skaitu nosaka tas, ka A nospélgjis 7
spéles.

Att€losim spéles to notikSanas kartiba uz taisnes no kreisas puses uz labo. Spéles,
kuras A piedalijies, att€losim ar baltiem apliSiem, spéles, kuras A nav piedalijies,
attelosim ar melniem apliSiem. Vispirms novietosim uz taisnes visus baltos
apliSus (skat. 58. zZim.).

bbb bt b

58.zim.

ot

Pasu kreiso no tiem apzimésim ar x, pasu labo — ar y.

Pirms spéles x var but notikusi ne vairak ka viena spéle bez A piedalisanas, ja
tadu butu divas vai vairak, més iegiitu pretrunu ar lemmu. Lidzigi ar1 péc spéles y
var biit notikusi ne vairak ka viena spéle bez A piedaliSanas, un starp jebkuram
divam péc kartas nemtam spelém ar A piedaliSanos var biit notikusi ne vairak ka
viena spéle bez A piedaliSanas. 6. zim&juma valoda runajot, tas nozimé, ka katra
no 8 apgabaliem, uz kuriem norada bultina, var parvietoties ne vairak ka viens
melns aplitis, tatad melno apliSu nav vairak ka 8. Tatad kop&jo spélu skaits nevar
but lielaks par 7+8=15.

Ta ka iepriek§ mes noskaidrojam, ka kopgjais notikuso sp€lu skaits nevar biit
mazaks par 15, tad tas ir tiesi 15.

No risindjuma izriet, ka notikuSo sp&lu skaits var but 15 tikai taja gadijuma, ja
katra no apgabaliem, uz kuriem 6. zim&juma norada bultinas, atrodas tiesi viens
(un nevis neviens) melnais aplitis (skat. 59. Zim&jumu).

—o0 0000000000000 0—

59.zim.

No uzdevuma nosacijumiem un iegiita rezultata izriet, ka B ir piedalijies visas
spelés. Tas ta var notikt tikai tada gadijuma, ja vismaz pirmajas 14 spélés B ir
uzvargjis (ja kada no pirmajam 14 spélém B biitu zaudgjis, tad nakoSaja vins
nebiitu piedalijies). Katra no savam 15 spélem B spélgja vai nu ar A, vai ar C. Ta
ka A ir nospélgjis 7 spéles, tad C ir nospélgjis 8 spéles (tas, kuras 6.1 Zim&juma
apzimétas ar melniem apliSiem).



No 6.1 zZim&juma un nupat izdaritajiem spriedumiem izriet, 8. spélé spé€leja B un
A (un uzvar€ja B), bet 5. spéle spéleja B un C (un zaudgja C).

Paméginiet atsifrét, kada uzdevuma atrisinajums seko!

Pienemsim, ka péc katras sp€les tie spéletaji, kas taja piedalijusies, izdzer pa
glazei limonades. Tad péc tam, kad draugi beigusi spélét, kopgjais izdzerto glazu
skaits ir 7+10+13=30. Ta ka péc katras sp€les tika izdzertas divas glazes, tad
kopg€jais izspéleto sp€lu skaits ir 15 (salidziniet So spriedumu ar 2. uzdevuma
atrisinajumu!).

Attelosim spéles to notikSanas seciba uz taisnes no kreisas puses uz labo. Spéles,
kuras A piedalijies, att€losim ar baltiem apliSiem, bet spéles, kuras A nav
piedalijies, att€losim ar melniem apliSiem. levérojot to, ka A piedalijies 7 spéles,
bet vispar izspélets 15 spéles, un spriezot lidzigi ka 6. uzdevuma atrisinajuma,
iegiitam, ka notikusas spéles att€lo 6.1 zimgjums, turklat A visas spéles zaudgjis,
jo nekad nav piedalijies divas spéles pec kartas.

Ta ka 4. spele A piedalijas, tad Saja spel€ vins zaudgja.

1.6.1. Atbilde. A spélétajs izspel&ja 15 spéles, B — 16 spéles un C — 17 spéles.
Risinajums. Katra spélé uzvar viens spélétajs. Ta ka kopgjais uzvaru skaits ir
6+8+10=24, tad pavisam tika izsp€létas 24 speles. No tam 6 spélés speletajs A
uzvargja, bet 18 - vai nu nepiedalijas, vai zaudgja.

Apzimésim ar z to spelu skaitu, kuras A nepiedalijas, bet ar y to spelu skaitu,
kuras A zaudgja. Tad
x+y=18 (1)

Ja A kada spéle zaudgja, tad nakosaja spele vins nepiedalijas (ja vien apskatama
A zaudgeta spéle nav pati p€d€ja no vispar spélétajam — tad nakosas speles nemaz
nav), no Sejienes izriet, ka

X >y-1 (2)

jo aiz katras no y A zaud&tajam sp€lém (iznemot varbiit vienu) uzreiz seko A
izlaista spele. No otras puses, ja A kada sp€le nepiedalijas, tad iepriekseja spele
vins zaudgja (ja vien apskatama A izlaista sp€le nav pati pirma no vispar
speletajam — tad iepriekse€jas speles nemaz nav), no Sejienes izriet, ka

y 2> x-1 (3)

jo pirms katras no x A izlaistajam sp€lém (iznemot varbiit vienu) uzreiz notikusi
spele, kura A zaudgjis.
No (2) un (3) iegiistam nevienadibu

y-1 <x<y+l,

kas norada, ka x un y sava starpa atSkiras ne vairak ka par 1. Bet x un y - veseli
skaitli, un x+y=18. Tapéc noteikti x=9 un y=9; ja, pieméram, x>10, tad y<8, un
| X-y | >2.

Tatad A zaudgjis 9 spéles. Ta ka A uzvar€ja 6 spéles, tad pavisam A izspélgja 15
spéles.

Lidzigi var noskaidrot, ka B izsp€l&ja 16, bet C — 17 spéles. To atstajam pieradit
lasTtajam patstavigi.




1.7. Pieradijums. Pienemsim pretgjo, ka punktus A, B, C un D var novietot plakné ta,
ka nekadi tris no tiem neatrodas uz vienas taisnes un katrs trijsturis, kura
virsotnes atrodas trijos no Siem punktiem ir Saurlenka. lesp&jami 2 gadijumi:

1) A, B, Cun D ir izliekta Cetrstiira virsotnes (skat. 60.zim.).

C

60.zZ1m.

Tad ZABC+/BCD+/ZCDA+/ZDAB=360°, tatad vismaz viens no liclumiem
ZABC, ZBCD, ZCDA un ZDAB nav mazaks par 90° (ja tie visi biitu mazaki
par 90°, tad to summa biitu mazaka par 360°).

Pienemsim, ka pieméram, ZABC>90°, tad trijstiiris ABC nav Saurlenka.

Tatad 1) gadijums nav iesp&jams.

2) Tris no dotajiem punktiem ir kada Saurlepka trijstiira virsotnes, bet ceturtais
atrodas ta iekSpuse (skat. 61.zim.).

B

61.zZ1im.

Tatad LZABC+£ZBCD+ZCDA+ZDAB=360°, un vismaz viens no liclumiem
ZADB, ZBDC un ZCDA nav mazaks par 120°. Pienemsim, ka pieméram,
ZADB>120°, tad trijstiiris ADB ir platlenka trijstiiris.

Tatad 2) gadijums nav iesp&jams.

Lidz ar to misu sakotngjais piep€mums ir nepareizs, un uzdevums atrisinats.

1.8. Atbilde. Sie skaitli ir 18; 45; 90 un 99.
Risinajums. Patvaliga naturala skaitla n ciparu summu apzimésim ar S(n).

Apzimésim vienu no miisu meklgjamajiem divciparu skaitliem ar x. Tad péc dota
S(x)=S(9x) (1)

Bet 9x dalas ar 9, tatad S(9x) dalas ar 9; no Sejienes un no vienadibas (1) izriet, ka
ar1 S(x) dalas ar 9, tatad ar1 x dalas ar 9. (Mg&s divas reizes izmantojam dalamibas
pazimi ar 9: vesels skaitlis dalas ar 9 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa dalas ar
9.)

Visi divciparu skaitli, kas dalas ar 9, ir 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99.
Atliek parbaudit, vai to ciparu summas nemainas, reizinot tos ar katru no
skaitliem 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Vienadibas 27-7=189, 36-8=288, 54-7=378,
63-9=567, 72-9=648 un 81-9=729 parada, ka skaitli 27, 36, 54, 63, 72 un 81 neder



par uzdevuma atrisingjumiem. Parbaude rada, ka nevienam no skaitliem 18, 45,
90 un 99 ciparu summa nemainas, ja tos reizina ar ar skaitliem 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
vai 9. Tatad uzdevumam ir 4 atrisinajumi: 18, 45, 90 un 99.

1.9. Pieradijums. Apzimé&sim to krustpunktu skaitu, kuros slégta lauzta Iinija krusto
pati sevi, ar n. Katrs tas posms iet caur vienu no Siem n punktiem (ja tas neietu ne
caur vienu, tad lauzta Iinija So posmu nekrustotu, ja tas ietu vismaz caur diviem,
tad lauzta linija So posmu krustotu vismaz divas reizes), un caur katru
krustpunktu ietu tiesi divi $adi posmi (ja caur kadu krustpunktu ietu vismaz 3
lauztas Iinijas posmi, tad katru no tiem lauzta linija krustotu vismaz divas reizes).
Tatad kopgjais lauztas Iinijas posmu skaits ir 2n — para skaitlis.

1.9.1. Risinajums. 62. zZim&juma paradits, ka konstruet §adas lauztas linijas ar 6, 8,
10,... posmiem.

c)

62.71m.

Pieradiet patstavigi, ka $ada lauzta Iinija ar 4 posmiem nav iesp&jama.

1.10. Atbilde. Dota dala var dalities ar 13.
Risinajums. Viegli redzet, ka
8(5n+6)-5(8n+7)=13 (1)

Ja apskatamas dalas SN +6
&n+7

5n+6, gan 8n+7 dalas ar k. Tad no (1) izriet, ka arT 13 dalas ar k. Bet vienigie
veselie pozitivie skaitli, ar kuriem dalas 13, ir 1 un 13. Ta ka mé&s nerunajam par
saisinasanu ar 1, tad vienigais skaitlis, ar kuru dota dala var saisinaties ir 13.
Uzdevums vél nav atrisinats. M&s pienémam, ka dota dala var saisinaties ar k, un
pieradijam, ka tad k nevar pienpemt citu vertibu ka 13. Bet tas v&€l nenozimé¢, ka
patiesam eksiste tada n vertiba, pie kuras apskatama dala saisinas ar 13, tas
janoskaidro atseviski.

Viegli redzet, ka pie n=4

skaitttaju un sauc@ju var saisinat ar skaitli k, tad gan



Sn+6 26 2
&n+7 39 3
tatad dota dala tieSam saisinas ar 13.

Tatad apskatama dala var saisinaties ar 13, bet nevar saisinaties ne ar kadu citu
veselu pozitivu skaitli.

b

2. nodarbibas atrisinajumi
2.1. Atbilde. Skaitlu A un B starpiba var biit 792.
Risinajums. Apzimesim skaitla A ciparus no kreisas uz labo pusi ar a, b un c; $o
faktu mes pierakstisim ka A = abc. Tada gadijjuma B = cba. Tas nozimé, ka
A=100a+10b+c un
B=100c+10b+a.
Tapec
A—B=abc—-cha=100a+10b+c—-100c—-10b—-a=99a—-99c =99(a-c).
Sai izteiksmei biis maksimala vértiba, ja a bis vislielakais no iespéjamajiem
skaitliem, bet ¢ — vismazakais. Tatad a=9, c=1, A-B=792. c#0, jo, ja ¢=0, tad

skaitlis cba saktos ar 0, kas nevar bit, jo dots, ka cha ir trisciparu skaitlis.

2.1.1. Risinajums. Apzimésim A=a,a,a,..a,;tad B=a a_,..a,a, .
Skirosim divus gadijumus:
1) n — para skaitlis, n=2k; tad
A-B =(q, -1(&.{£J)+a2 -10%..,£J)+...+an '1M+ak+l '1M+...+an_l -10+a,)—
n-1 n-2 n—k n-k-1

-(a,-10..0+a,,-10..0+...+4a,,,-10..0+4a, -10..0+...+4a, -10+a,) =
— — —
k

n-1 n-2 = k—1
=a,-99..9+a,99..90 +..+2, -90..0-a,,, -90..0~..~a, , -99..90~a, -99..9 =
n-1 n-3 k-1 k-1 n-3 n-1
=999 (2 =) 99,90+ (3 =8y )+ + 900 (B~

Actmredzot §1 izteiksme pienem maksimalo vertibu, ja

aj=a>=...=ax=9,
ak+1=ak+2=...=an-1=0,
an=1

(atceroties, ka an#0).

2) n — nepara skaitlis, n=2k-1. Lidzigi ieglistam,

A-B= 99..1.9 (a,—a,)+ 99..1.90 (a,—a, ) +..+ 990T.._.7(J) (A —a.,)-
Si izteiksme pienem maksimalo vértibu, ja

a1=a=...=ak.1=9,

ak — patvaligs cipars,

ak+1=ak+2=...=an-1=0,

an=1.

2.2. Atbilde. Ja, var.
Risinajums. Viens no veidiem, ka to var izdarit, att€lots 63. Zimgjuma.
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63.zim.

Iedomasimies, ka doti n punkti, no kuriem dazi savienoti ar linijam ta, ka no katra
punkta uz katru var aiziet, ejot pa $Stm Iinijam. Katra Iinija savieno divus no
dotajiem punktiem un citu doto punktu uz ta nav.

Pierakstisim katram no dotajiem n punktiem vienu no skaitliem 1, 2, 3,..., n
(katram punktam citu skaitli), piem&ram, ta, ka izdarits 64. Zzim&juma.

64.zZ1m.

Ja més katrai Iinijai aprékinasim tas galapunktos uzrakstito skaitlu starpibu, tad
64. zZimguma att€lotaja gadijuma iegiisim ainu, kas paradita 65. zZim&uma
(starpibas ierakstitas apliSos):

65.z1m.

Mes redzam, ka visi skaitli 1, 2, 3,..., 6, 7 paradas ka iegiitas starpibas.

Nakosais jautajums ir neatrisinata matematiska probléma:

Pieradit vai apgazt, to ka jebkurus n punktus, kas savienoti ar linijam ta, ka no
katra punkta uz katru var aiziet, ejot pa STm Itnijam, var sanumurét ar skaitliem no
1 Iidz n ta, ka katrs no skaitliem 1, 2, 3,..., n-1 paradas ka galapunktos ierakstito
skaitlu starpiba vismaz vienai Iinijai.

Lai pieraditu So apgalvojumu, japierada, ka prasito sanumur@Sanu var veikt
jebkurai “saistitai” punktu un Iiniju sisteémai; lai to apgaztu, pietiek uzradit vienu
tadu “saistitu” punktu un Iiniju sist€ému, kurai $ada sanumuréSana nav iespgjama.
Paméginiet patstavigi pieradit So apgalvojumu tadam punktu un liniju sistémam,
kas sastav no viena gara “stumbra” ar zariem, kuru garums ir 1; katra vieta
atzarojas ne vairak ka viens zars (piem&ram skat. 66.zim.).
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66.Z1m.

2.3. Risinajums. Novelkam taisni caur apaksgjas rindas kreisas rigka linijas centru un
rutinu virsotni, kas atrodas vidi starp pargjam cetram rinka Itnijam (skat.
67.zim.).

67.21m.

Skaidrs, ka §1 taisne dala uz pusém apaksejas rindas kreisa mal&ja rigpka laukumu.
Ta ka cetru par€jo rinku veidotajai figiirai ir simetrijas centrs — riitinu virsotne,
kas atrodas starp Siem rinkiem, un novilkta taisne iet caur So simetrijas centru, tad
ta dala uz pusém ari Cetru par€jo rinku veidotas figtras laukumu, tatad apmierina
uzdevuma nosacijumus.

Iesakam lasitajam atrast v€l citas (vismaz divas) taisnes, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus un kuras var novilkt uz riitota laukuma, izmantojot vienigi linealu.
Bez tam iesakam padomat par $adiem uzdevumiem:

A. Pieradit, ka, lai arT kadu virzienu plakné més izv€l&tos, eksisté $aja virziena
gjosa taisne, kas dala 1. zZim&juma iesvitroto laukumu uz pusém (tas nenozimé, ka
Sadu taisni var konstruét tikai ar lineala palidzibu).

B. Ka varétu novilkt miisu zZim&juma konstru€to taisni, ja nebiitu pieejamas rutinu
Iinijas un rigku centri, bet tikai pasas rinka Iinijas un to pieskarSanas punkti?

2.4. Risindjums. Novilksim loku ar radiusu Ri= [BC| no punkta (galda stira) B un
loku ar radiusu R>= [BD| no punkta (galda stiira) C. Atradisim $o loku
krustpunktu M virs galda virsmas veidota taisnstiira. Pagriezot galdu pirmo reizi,
galda stiiri B atstasim uz vietas, bet sttiri C savietosim ar punktu M. To var
izdarit, ja [BM|=[BC|=R.. Punkta M galda stiiri C atstasim uz vietas un
pagriezisim galda stiiri A, 11dz tas savietojas ar sakotngjo punktu C. Tas ir
iespgjams, jo R2=|AC| = BD| . Galda stiiris A nu atrodas vajadzigaja vietd; to
nekustinot, griezisim galdu, 11dz ta sttiris C ienems vajadzigo stavokli (sakotngjo
punktu A) (skat. 68.zim.).
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68.z1m.

2.5. Atbilde. Augumu dilSanas seciba nostaditaja ierinda skoléniem jastav sada
seciba:

®) (5 (6 (10) (1) @ (7) 4 B) )
Risinajums. Dosim divus §1 uzdevuma atrisinajumus.

A. Turpmak skolénu ar numuru k apzimésim ar (k), kur k=1,2,...,10. Nostadisi
skolénus jauna rinda augumu dilSanas seciba no kreisas uz labo (turpmak So
jauno rindu sauksim par ierindu, bet sakotngjo — par rindu).

Noskaidrosim ierindas uzbiivi:

(2) rinda redz vienu par sevi garaku skolénu pa kreisi no sevis. Ta ka rinda pa
kreisi no (2) stav tikai (1), tad (1) ir garaks par (2), un ierinda (2) stav pa labi no
(1). Iegtistam

~(D...(2)....

(3) rinda pa kreisi no sevis redz divus par sevi garakus skolénus. Ta ka rinda pa
kreisi no (3) stav tikai (1) un (2), tad tie abi ir garaki par (3), un ierinda (3) stav pa
labi no (2). Iegtistam situaciju

~.(D...(2)...(3)....

(4) rinda pa kreisi no sevis redz divus par sevi garakus skolénus. Ta ka (1) garaks
par (2), bet (2) garaks par (3), tad (1) un (2) garaki par (4), bet (3) — 1saks par (4).
Tapec ierinda (4) stav starp (2) un (3). leglistam situaciju
(D)...(2)...»)...03)....

(5) rinda pa kreisi no sevis neredz nevienu garaku par sevi. Tatad (5) ir garaks par
(1), (2), (3) un (4), tatad (5) ierinda atrodas pa kreisi no (1). leglistam situaciju
(5)...(1)...(2)...(4)...3)... .

Lidzigi spriedisim par par§jiem un iegisim, ka augumu dilSanas seciba
nostaditaja ierinda skoléniem jastav $ada seciba:

® 5 © (10) (1) @ ) @ ) )

Tatad

(8) ir 1,60 m gars
(5) ir 1,59 m gars
(6) ir 1,58 m gars
utt.

B. Noskaidrosim, kur sakotngja rinda var stavét 1,60 m garais skoléns. Skaidrs,
ka vin$ pa kreisi no sevis neredz nevienu skolénu garaku par sevi. Tap&c vins§ var
stavet 1., 5. vai 8. vieta. Ja vins stavetu 1. vai 5. vieta, tad 8. vieta stavetu par vinu



2.6.

1saks skoléns, un $is skoléns pa kreisi no sevis redz&tu par sevi garako 1,60 m
garo skolénu; tatad 8. vieta stavosajam skolénam atbilstosais skaitlis nebtitu 0.
Tatad 1,60 m garais skoléns var stavét tikai 8. vieta.

Noskaidrosim, kura vieta var stavét 1,59 m garais skoléns. Vin$ pa kreisi no sevis
var redz€t vai nu vienu par sevi garaku skolénu (ja vins stav pa labi no 1,60 m
gara skoléna), vai nevienu par sevi garaku skolénu. Bet ne 9., ne 10. vieta nestav
skoléns, kas redzetu pa kreisi tikai vienu par sevi garaku skolénu; tatad 1,59 m
garais skoléns stav pa kreisi no 1,60 m gara skoléna un pa kreisi no sevis neredz
nevienu par sevi garaku skolénu. Tad lidzigi ka iepriek$ konstat&jam, ka 1,59 m
garais skoléns stav 5. vieta.

Noskaidrosim, kura vieta var stavét 1,58 m garais skoléns. Vins pa kreisi no sevis
var redzet 0, 1 vai 2 par sevi garakus skolénus. Tapéc skaidrs, ka vin$ nevar
stavet pa labi no 8. vietas. Ja vin$ nestavetu 6. vieta, tad vins staveétu pa kreisi no
6. vietas; tad 6. vieta stavoSais skoléns pa kreisi no sevis redz€tu 1,58 m un 1,59
m garos skolénus, tatad redz&tu vismaz divus par sevi garakus skolénus. Ta ir
pretruna. Tatad 1,58 m garais skoléns stav 6. vieta.

Lidzigi turpinot, katrs nakamais (péc auguma) skoléns jaievieto pirmaja tam
piemérotaja vieta no labas puses.

Nonakam pie tada paSa rezultata ka pirmaja risinajuma.

Risinajums. Dosim divus $1 uzdevuma atrisinajumus.

A. Visas monétas sanumurésim un sveérsanu att€losim shéma (skat. 69.(a), 69.(b)
un 69.(c) zim.)

I 1,2,3
32 30 31
I 1 4,5 1,4,5
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69.(a) Zim.
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69.(c) Zim.

Taisnsttiros rakstam, kuras monétas sveram,

blakus vai virs bultam — to svarus,

aplit1 — kuras monétas ir smagakas,

labaja pusé ar romieSu cipariem — moné&tu sveér§anas numuru.



B. Novietosim monétas 3 rindas un 3 kolonnas, ka paradits 70. zim&juma.

O OO0
O OO
O OO0

70.ZIm.

Nosveram atseviski pirmo un otro rindu. Ja kada no tam sver 32 g vai ari abas
sver pa 30 g, mé esam noskaidrojusi, starp kuram trim mon&tam ir abas
smagakas; ar divam sv€rSanam varam tas atrast.

Ja turpreti abas nosveértas rindas sver pa 31 g vai ar1 viena no tam sver 31 g, bet
otra 30 g, tad ar divam svérSanam esam noskaidrojusi, kuras divas rindas ir pa
vienai smagakajai monétai.

Tada gadijuma nosveram atseviski pirmo un otro kolonnu.

Ja kada no tam sver pa 32 g vai arT abas sver pa 30 g, més jau esam atradusi abas
smagakas mongétas.

Ja turpreti abas tas abas sver pa 31 g vai ar1 viena no tam sver 31 g, bet otra - 30
g, tad ar divam svérSanam esam noskaidrojusi tas divas kolonnas, no kuram katra
ir pa vienai smagakajai mongétai.

Aplikosim monétas, kas atrodas kada no abam atrastajam kolonnam un kada no
abam atrastajam rindam (skat. 71.zim.).

AO OB
DO Oc

71.zim.

Skaidrs, ka abas smagakas mongétas ir vai nu A un C, vai arT1 B un D. Nosverot
vienu no tam, noskaidrojam, kura no $m iesp&jam pastav isteniba.

Iesakam lasitajiem patstavigi padomat, vai ar 4 svérSanam varétu atrast abas
smagakas monétas.

2.7.Atbilde. Trijstiira lenku lielumi ir 90°, 45° un 45°.
Risinajums. (Skat. 72.zZim.).

C

A 72.71m.



2.8.

2.9.

Apzimésim | AC |=b, |BC|=a, | AM | =h., | BN | =h.

Ja trijstiiris ABC nav taisnlenka trijstiiris ar taisno lenki C, tad M un N nesakrit ar
virsotni C; tad no taisnlenka trijstiriem AMC un BNC iegiistam, ka

b>haun a>hs (hipoteniiza garaka par kateti);

sareizinot §1s nevienadibas (to locekli ir pozitivi), ieglistam

a-b > h,-hy (1)

Bet p&c dota ha>a un hp>b;

sareizinot §1s nevienadibas, iegiistam

ha-hv>a-b, kas ir pretruna ar (1).

Tatad trijstiiris ABC ir taisnlenka trijsttiris ar taisno lenki C. Tad ta augstumi ir
malas AC un BC.

No nevienadibam |AC|>|BC| un |BC|>|AC|C iegiistam lac|=IBcC],
tatad trijstiiris ABC ir vienadsanu taisnlenka trijstiiris un ta lenku lielumi ir 90°,
45° un 45°.

Pieradijums. No sakaribas
a,a,a,..4, 4, =
=a,-10"" +a,-10"* +..+a,,-10+a, =
=(a +a, +..+a,)+99..9-8,+99..9-a, +..+9-a,,

n-1 n-2
izriet, ka skaitlis, to dalot ar 3, dod tadu pasu atlikumu, kadu, dalot ar 3, dod ta
ciparu summa. Pieradisim, ka naturala skaitla kvadrats, to dalot ar 3, nevar dot
atlikumu 2.
Tiesam, Skirosim visus naturalos skaitlus m tris grupas atkariba no ta, kadu
atlikumu tie dod, ja tos dala ar 3.
Ja m dalas ar 3 bez atlikuma (dod atlikumu 0), tad m=3k, un k ir vesels skaitlis;
tad m?>=9k? dalas ar 3 bez atlikuma.
Ja m, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad m=3k+1, (k ir vesels skaitlis);
tad m?=9k>*+6k+1=3-(3k*+2k)+1, t.i., dalot ar 3, dod atlikumu 1.
Redzam, ka naturala skaitla kvadrats, dalot to ar 3, dod atlikumu 0 vai 1. Tatad,
arT naturala skaitla kvadrata ciparu summa, dalot to ar 3, dod atlikumu 0 vai 1.
Tatad, ta nevar but 5.

Pieradijums. Noskaidrosim, kadus atlikumus, dalot ar 4, dod virknes a1, az,...,
an,... locekli.

Ar 1 apzimésim atlikumu, kadu, dalot ar 4, dod an (n=1, 2,..., n,...). Skaidrs, ka
ri=1, rn=I1.

Lemma. rn+2 vienads ar atlikumu, kadu, dalot ar 4, dod skaitlis ro+1-mat1.

Tiesam, an=4-Mn+1n; an+1=4-Mn+1+1n+1, kur Mn un Mhn+iir veseli skaitli (dalfjumi,
kadus iegiist, an un an+1 dalot ar 4). Tad

an+2=an+1-ant1=

=(4-Mn+1+1n+1)-(4-Mntmm)+1=

:(16'Mn'Mnﬂ+4'Mn'rn+l+4'Mn+1'rn)+(rn'rn+1+1).

Lemmas apgalvojums izriet no ta, ka pirma iekava dalas ar 4 bez atlikuma.



Varam secinat, ka rm+2 atkarigs tikai no rm un m+l, t.i., no abiem ieprieksgjiem
atlikumiem. P&c lemmas viegli iegit, ka r3=2, r4=3, r5=3, r6=2, r7=3.

Ta ka r3=2, r4=3 un ar1 re=2, r7=3, un, ieverojot ieprieks§¢jo secindjumu, iegiistam,
ka turpmak atlikumu virkne biis ar periodu 2; 3; 3. Redzam, ka taja nekad
neparadisies 0. Tatad neviens (an) loceklis nedalas ar 4. Tatad ar 4 nedalas ari
a1964.

2.10. Atbilde. Jaslédz vismaz 41 iela.
Risinajums. Ta ka no malg&jiem krustojumiem var aizbraukt ne vairak ka trijos
virzienos, tad atliek
(11-2)-(11-2)=9-9=81 krustojums; no tiem var aizbraukt 4 virzienos. Slédzot
vienu ielu divos krustojumos samazinas izbraucamo ielu skaits. Ja slégtu 40 ielas,
tad izbraucamo ielu skaits samazinatos <80 krustojumos. Ta ka ir 81 krustojums,
tad jaslédz vismaz 41 iela. To var izdarit $adi (skat. 73.zim.).

73.Z1m.

3. nodarbibas atrisinajumi
3.1. Atbilde. Tads divciparu skaitlis ir 36.
Risinajums. Ja divciparu skaitla pirmo ciparu apzimé ar a, bet otro ar b, tad iegst
vienadojumu
10-a+b=2ab
2ab-10-a=b
2a-(b-5)=b

_b "
(b-5)=— *)

Ta ka a un b ir nenegativi skaitli, tad 21 ir nenegativs, (b-5) — nenegativs, b-5>0,
a
b>5.

Ta ka b-5 ir vesels skaitlis, tad 2£ - vesels skaitlis. Tatad b ir para skaitlis.
a

Ja skaitlis b apmierina nosacijumus, tad iesp&jams, ka b=6 vai b=8.
Ja b=6, tad no (*) ieglistam, ka a=3.



Ja b=8, tad no (*) ieglistam, ka 2a-3=8, 6a=8.
Ta ka a ir vesels skaitlis, tad §im vienadojumam nav atrisinajuma.
Tatad vienigais divciparu skaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 36.

3.2. Pieradijums. Shematiski att€losim katru klases zénu ar melnu punktu, bet katru
meiteni — ar baltu.
Ja kads zéns draudzgjas ar kadu meiteni, novilksim liniju, kas savieno attiecigos
punktus (skat. 74.zim.)

V. Vi=77)

74.71m.

Skaidrs, ka gan z&énu draudzibu skaita summai, gan meitenu draudzibu skaita
summai jabut vienadai ar novilkto Iiniju skaitu, tatad tam jabiit vienadam. Ta ka
42+37, tad skaitot vai summgejot kaut kur pielauta kliida, kas ari bija japierada.

3.3. Atbilde. Ja, var (skat. 75.zZim.).
50J000Ro00
(5X3)
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75.21m.

Lasitajam ieteicams patstavigi noskaidrot, cik dazados veidos skaitlus var
ierakstit ta, lai uzdevuma prasibas biitu apmierinatas.

3.3.1. Atbilde. Ja dota figtra, kura ir 15 apliSu, uzdevuma prasibas var apmierinat, ka
paradits 76. Zzim&juma.

76.21m.

Risinajums. Var pieradit, ka ta ir vieniga iesp€ja, ka to izdarit (ja par citu iesp&ju
neuzskata skaitlu izvietojumu, kas simetrisks att€lojumam attieciba pret liniju
AB).



34.

3.5

Ja dota figtra, kura ir 21 aplitis, skaitlus saskana ar uzdevuma prasibam izvietot
nevar. Pieradisim to. Pienemsim, ka to var izdarft.

Apzim@sim pirmas rindas skaitlus no kreisas uz labo ar a, b, ¢, d, e, f. P&dgjo
rindu skaitlu vieta pagaidam apliSos rakstisim to divu skaitlu summu, kas atrodas
virs atbilstosa apliSa. Tatad otraja rinda bus skaitli a+b, b+c, d+e, e+f,

treSaja rinda a+2b+c, b+2c+d, b+2c+d, ct+2d+e, d+2e+f,

ceturtaja rinda a+3b+3c+d, b+3c+3d+e, c+3d+3e+,

piektaja rinda a+4b+6c+4d+e, b+4ct+6d+4e+f,

sestaja rinda a+5b+10d+5e+f.

Visu aplisos ierakstito skaitlu summa biis

6a+20b+34c+34d+20e+61=

=2(3a+10b+17c+17d+10e+3f).

Tatad visu skaitlu summa bis para skaitlis. Divu veselu skaitlu starpiba ir para
skaitlis tad un tikai tad, ja to summa ir para skaitlis. TieSam pietiek ieverot, ka
a+tb=(a-b)+2b, t.i., a+b un a-b atSkiras par para skaitli 2b. Tatad, ja summu vieta
mes biitu rakstijusi apliSos starpibas, ar1 tad visu uzrakstito skaitlu summai jabiit
para skaitlim.

Ta ka dotaja figtira ir 21 aplitis, tad uzrakstamo skaitlu summai jabut
1+243+...+21=231 — nepara skaitlim.

Ka redzg€jam ieprieks, tas nevar but. Tatad miisu piep€émums ir nepareizs, un
skaitlus, kas lautu izpildit uzdevuma prasibas, ierakstit nevar.

Atbilde. Vismazakais lodiSu skaits ir 15.

Risinajums. Iesp&jami lodisu pari ar $adiem numuriem: 2 — 4, 3 — 9, 4 — 16, kuri
apmierina uzdevuma nosacijumus. Ja, uz labu laimi pemot, gadas papemt
atlikusas 11 lodites, kuru numurus neviens no Siem skaitlu pariem nesatur, un no
katra para pa vienai loditei ar numuriem 2, 3, 16, tad nevienas panemtas lodites
numurs nav citas panemtas lodites numura kvadrats. Tatad, ja uz labu laimi
panem 14 lodites, var gadities, ka uzdevuma prasibas nav izpilditas. Ja izpem vél
piecpadsmito loditi; tad biis iznemtas vismaz divas lodites, no kuram vienas
numurs biis otras numura kvadrats, jo tikai viena lodite nebiis iznemta. Tatad 15
ir vismazakais lodisu skaits, kuru iznemot, var garantét, ka uzdevuma prasibas
biis izpilditas.

. Risinajums. Attelosim spéli grafiski.

Izveidosim ritipu tabulu (skat. 77.zZim.). Gan tas kolonas, gan rindinas
sanumurétas ar skaitliem 0, 1, 2,... .

Skaitlu pari (n;m) att€losim ar ratinu, kas atrodas kolonas ar numuru n rindina ar
numuru m. Pieméram, Zim&juma ar zvaigzniti apziméta rutina attélo skaitlu pari
(7;3).

Pienemsim, ka mums ir kaut kada figtira (viena vieniga).
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77.71m.

Pienemsim $adu nosacfjumu: ja spéles gaita uz tafeles uzrakstits skaitlu paris
(n;m), tad figiirai jaatrodas riitina, kas att€lo So pari. Tad gajienus, kadus
uzdevuma minétaja sp€l€ var izdarit speletaji, vares attélot, parbidot So figtru.
Kadi figtras parveidojumi attelos spel€ pielaujamos gajienus?

Acimredzot gajienam (n;m)—(n-1;m-1) atbildis figiiras parbidiSana par vienu
ritinu uz leju un par vienu ritinu pa kreisi (skat. 78.zim.).

m-1

78.Z1m.

Gajieniem (n;m)—(n-1;m-2) un (n;m)—(n-2;m-1) atbilst figiiras parbidiSana par
vienu riitinu pa kreisi un divam rutinam uz leju vai par divam ritinam pa kreisi un
vienu rutinu uz leju (skat. 79.zim.).
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79.21m.

Gajienam (n;m)—(n-x;m) atbilst figiiras parbidiSana par x riitinam pa kreisi, bet
gajienam (n;m)—>(n;m-x) atbilst figliras parbidiSana par x riitinam uz leju.
Nosactjums, ka nedrikst rakstit parus, kuros ieiet negativi skaitli, izpauzas
tadgjadi, ka figiiru nedrikst izbidit arpus ritinu lapas.

Sada interpretacija misu spéli var attelot §adi. Divi spélétaji pec kartas bida
figliru, izdarot iepriek§ aprakstitos gajienus; tas, kas figliru iebida lapas stiirT —
rutina (0;0) — uzvar.

Tas riitinas, uz kuram jacenSas parbidit figiiru, lai uzvarétu, iesvitrosim (tas més
sauksim par “uzvaro$sam ratinam”); tas riatinas, uz kuram spélétajs, kas grib
uzvarét, nedrikst parbidit figiiru, izsvitrosim (ievilksim tajas krustinus); tas mes
sauksim par “zaudgjusam”.

Skaidrs, ka ritiga (0;0) ir “uzvaroSa” pec spéles definicijas. No ta uzreiz izriet, ka
ratinas (0;x), (x;0), (1;1) un (1;2) un (2;1) ir “zaudgjosas”. Ja sp€létajs parbidis
figliru uz kadu no $Im ritinam, tad vina pretinieks sava nakoSaja gajiena var€s
parbidit figiru uz ratigu (0;0) un uzvarét.

Iegtistam 80. Zim&juma att€loto ainu.

6| x

5/ x

4| x

3| x

2/ x| x

1/x|x|x

0 X|X| X| X|X| x| x|Xx|Xx
0123456789

80.zim.

No 80. zim&juma redzams, ka riitinas (1;3), (2;2) un (3;1) ir “uzvaroSas”. Tiesam,
ja kads no spelétajiem parbida figliru uz kadu no $im rutinam, tad viga pretinieks
nakoSaja gajiena ir spiests to parbidit uz kadu no izsvitrotajam ritipam, t.i., uz



rutinu, kas pe€c iepriek$¢ja sprieduma ir ‘“zaudgjosa”. Tapec iegiistam 81.
zim&juma paradito ainu.
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81.zim.

Izsvitrojot visas tadas riitinas, no kuram ar vienu gajienu var nonakt uz kadu no
nupat iesvitrotajam(visas tadas ritinas ir “zaudgjosas”), iegiistam 82. zZim&uma
att€loto ainu.

6/ x| x|x|x
5 x| x| x|x
4| x| x| x| x
3| x X| X| x| x| x| x| x| X
2(x|x X|X| x| x| x|x|x
1/x|x|x X| X|X| X| x| X
0 X|X| X| X|X| x| x|Xx|Xx
0123456789
82.71m.

Tagad atkal var ievérot, ka no ritinas (4;4) var nonakt tikai izsvitrotajas riitinas,
tapec ritina (4;4) ir “uzvaro$a”; iekrasot So riitinu un turpinat tapat, ka ieprieks.
Tomer lietderigi ievérot, ka pasreiz més esam tieSi tada pasa stavokli, ka sakot
analizet speli, tikai ritinas (0;0) vieta ir riitina (4;4), un visas apskatamas lapas
vieta — dala, kas palikusi balta. No vienadiem stavokliem, veicot vienadas
operacijas, legiist vienadus rezultatus, tapéc tada pati iekrasoto un izsvitroto
ritinu sistéma, kada redzama 82. zZim€juma, novietosies 82. zZim&uma redzamo
balto riitinu vieta.

ST pati sistéma atkartosies vél trefo, ceturto, ... reizi (skat. 83. zZim. atzimétas
rutinas, kas tikai uzvar).
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83.zim.

No zimgjuma viegli saprast, ka “uzvaro$as” riitinas ir

(4k; 4k), (4k+2; 4k+2), (4k+1; 4k+3) un (4k+3; 4k+1), k=0, 1, 2, ..., un tikai tas.
Riitina (38; 37) nav “uzvarosa”.

Tapéc pirmais speletajs var figliru parbidit uz “uzvaroso” ritinu: (38; 37)—(36;
36).

Otrais spélétajs ir spiests figliru parbidit uz “zaud€joso” riitinu; bet péc
“zaudgjoso” ritinu konstrukcijas, pirmais spelétajs vares figiiru atkal parbidit uz
kadu “uzvaro$o” ritinu, utt.

Tadgjadi pirmais spelétajs vienmer parbida figiiru uz “uzvaro$o” riitinu, bet otrais
speletajs vienmer to parbida uz “zaud€joso” rutinu.

Ta ka spéle nevar turpinaties bezgaligi, tad kads no spélétajiem noteikti parbidis
figtiru uz ratinu (0; 0); tas biis pirmais sp&letajs, kurs ar1 uzvares.

Viegli saprast, ka pirmais spelétajs var uzvarét vienmér, ja sakuma dotais skaitlu
paris nav “uzvaro$s”. Ja sakuma dotais skaitlu paris ir “uzvaro$s”, tad, pareizi
spElgjot var uzvaret otrais speletajs.

Risinajums. Skaidrs, ka nevienu no apskatamajiem skaitliem nevar parveidot ta,
lai tas biitu mazaks par 1.

Aplikosim $adus parveidojumus:

1-1

21

33

4—>2-1



3.7.

3.8.

3.9.

5—-10—-20—-40—-80—160—-610—305—->530—>265-256—->128—>64—>32—>16—
8>—>4->2-1

6—3
7—14—>41-82—>164—146—>73>37—>74—>148—184—>92>46—>64—>32—>16
—>8>4->2-1

8—>4->2-1

9-9

10>5—...>1

Rodas jautajums, vai skaitlus 3, 6 un 9 nevar parveidot par mazakiem naturaliem
skaitliem, neka paradits ieprieks.

Aplukosim skaitli 3. Tas dalas ar 3. Ja skaitli, kas dalas ar 3, reizina ar 2, un
dalijums ir vesels skaitlis, tad arT tas dalas ar 3. Ja skaitli, kas dalas ar 3, patvaligi
samaina vietam ciparus, tad ar iegiitais skaitlis dalas ar 3 (jo skaitlis dalas ar 3
tad un tikai tad, ja ta ciparu summa dalas ar 3). Tap&c visi skaitli, kurus var iegiit
no 3, izdarot uzdevuma aprakstitas operacijas, dalas ar 3. Tatad 3 par mazaku
skaitli parveidot nevar.

Lidzigi pierada, ka 6 nevar parveidot par mazaku naturalu skaitli neka 3.
Izmantojot dalamibas pazimi ar 9, lidzigi pierada, ka 9 nevar parveidot par
mazaku naturalu skaitli neka 9.

Neatrisinata matematiska probléma ir $§ads jautajums: vai katru naturalu skaitli,
kas nedalas ar 3, var parveidot par 1, izmantojot uzdevuma minétas operacijas?

Atbilde. Mekl&jamais skaitlis ir 95210.

Risinajums. Lai skaitlis abcde batu vislielakais, izvélesimies par pirmo ta ciparu
vislielako iesp&jamo, t.i., a=9.

Acimredzot €>0; ta ka d>e, tad d>1. Ta ka c>d+e, tad ¢>2. Tatad c+d+e>3.
Ieverojot nosacijumus, ka 9=a>b+c+d+e, tad no Sejienes iegiistam c+d+e<4;

ta ka ieprieks pieradijam, ka c+d+e>3, tad c+d+e=3.

Atceroties, ka e>0, d>1, ¢>2, iegtistam, ka e=0, d=1, c=2;

mekl&jamais skaitlis ir 95210.

Parbaude rada, ka tas apmierina uzdevuma prasibas.

Pieradijums. Iedomasimies, ka katra virsotne sastav no 2 vienadas krasas
punktiem, un katrs no tiem ir kadas daudzsttira malas galapunkts.

Izsvitrosim tas malas, kuras galapunkti ir dazadas krasas, kopa ar to
galapunktiem. Ta rezultata esam izsvitrojusi vienadu skaitu balto un melno
punktu. Ta ka atlicis vienads skaits balto un melno punktu, un katrs punkts ir tiesi
daudzstiira malas galapunkts, tad ir vienads skaits malu ar baltiem un melniem
galapunktiem.

Pieradijums. Apskatisim izliektu daudzstiiri N, kura malas atrodas uz izliekta
100—stiira M diagonalém. Ta ka N ir izliekts daudzstiiris, tad

1) uz vienas daudzstiira M diagonales nevar atrasties vairak ka viena daudzstiira
N mala,

2) no vienas daudzstiira M virsotnes nevar iziet vairak par 2 diagonalém, uz
kuram atrodas daudzsttira N malas.

(Pienemsim, ka Sadas diagonales ir tris. Apskatisim vidéjo no tam; visam
izliektajam daudzsturim N jaatrodas viena pusé€ no $is diagonales, kas ir pretruna
ar to, ka abas puse@s no tas atrodas daudzsttira N malas.)



Sanumur€sim daudzstiira M virsotnes péc kartas ar 1, 2,..., 100. Ar x; apzim&sim
skaitu diagonalém, kas iziet no i—tas virsotnes un uz kuram atrodas daudzstiira N
malas.

Ta ka uz katras daudzstiira M diagonales atrodas ne vairak par vienu daudzstiira
N malu un katrai daudzsttira M diagonalei ir divi gali - M virsotnes, tad summa
S=x1+x2+...+x100 ir divkarSots daudzstura N malu skaits.

Bet S<200, jo katram i=1, 2, ..., 100 x1<2.

Tatad daudzsturim N nav vairak par 100 malam, kas arT bija japierada.

3.10. Pieradijums. Visa turpmakaja risinajuma gaita pienemam, ka policists
parvietojas ar maksimalo atrumu.

A. Katru tuneli sadalam dalas, kuru garums ir %, ka paradits 84. Zzim&juma.

A

84.zim.

No sakuma policists nostajas labirinta centra O.

Meklgésanas pirmaja posma policists iet pa marsrutu OC:0.

Ja, veicot So marSrutu, policists nav pamanijis laupitaju, tad bridi, kad vins
atgriezas punkta O, laupitajs atrodas vai nu gaiten1 OA starp A un Aj, vai ari
gaiteni OB starp B un Bi.

Otraja posma policists iet pa marsrutu OA20.

Ja laupitajs ir bijis gaiteni OA1, tad policists vinu pamanis. Ja policists vinu nav
pamanijis, tad laupitajs ir bijis gaitent OB. Otraja posma policists nogaja attalumu

%, tatad laupitajs var€ja noiet ne lielaku attalumu ka % Ta ka otra posma

sakuma laupitajs atradas starp B1 un B, tad, laupitajs biis méginajis parskriet no
gaitena OB uz gaiteni OC, policistam atgriezoties punkta O, laupitajs veél nebis
sasniedzis punktu Ci, un policists vinu pamanis gaiten1 OC (jo policists redz

laupitaju attaluma % | oci| =% ).

Tatad, ja atgrieZoties punkta O, policists laupitdju nepamana gaiteni OC, tad
laupitajs ir gaiten1 OB1, un policists var doties p&c vina.

B. Katru tuneli sadalam dalas, kuru garums ir %, ka paradits 85. Zim&juma.



4.1.

85.z1m.

Marsruts, pa kuru ejot, policists noteikti ieraudzis laupitaju, varétu biit, pieméram
sads: OC30B20A30Bs.
Pieradijumu atstajam lasitajam veikt patstavigi.

4. nodarbibas atrisinajumi

Pieradijums. Pietiktu pieradit, ka vismaz viena no starpibam ir para skaitlis
(pozitivs vai negativs), jo, reizinot $o para skaitli ar abam paréjam iekavam, més
noteikti iegiitu para skaitli. Piem&ram, ja kaut kada veida klatu zinams, ka b-c=-8§,
tad visa izteiksme dalitos ar 2, jo tad

(a-b)(b-c)(c-a)=2-(-4)(a-b)(c-a).
Tapeéc pieradisim, ka vismaz viena no starpibam a-b, b-c, c-a dalas ar 2.
Apskatisim gadijumu, kad divas starpibas, piem&ram, a-b un b-c, ir nepara skaitli.
To varam uzrakstit $adi:
a-b=2k+1
b-c=2m+1, kur k un m — veseli skaitli.
Tad (a-b)+(b-c)=2k+1+2m+1=2(k+m+1) ir para skaitlis.
Bet (a-b)+(b-c)=a-b+b-c=a-c, tap&c, ja a-b un b-c ir nepara skaitli, tad a-c noteikti
ir para skaitlis.
Lidzigi varam spriest arT $ados gadijumos: ja a-b un c-a ir nepara skaitli, tad
b-c=-((c-a)*+(a-b)) noteikti ir para skaitlis, un, ja b-c un c-a abi ir nepara skaitli,
tad
a-b=-((b-c)+(c-a)) noteikti ir para skaitlis.
Tagad skaidrs, ka gadijums, kad visas starpibas a-b, b-c un c-a ir nepara skaitli,
nav iesp&jams. Vienmér vismaz viena starpiba ir para skaitlis, un tatad vienmér
reizinajums (a-b)(b-c)(c-a) dalas ar 2.
To, ka vienm@r vismaz viena no starpibam a-b, b-c, c-a dalas ar 2, var pieradit ari
citadi. Katrs no skaitliem a, b un c var biit vai nu para skaitlis, vai nepara skaitlis.
Ja mums biitu zinamas skaitlu a, b un c¢ vértibas, m&s tos varétu sadalit divas
grupas — viena grupa nepara skaitli, otra — para skaitli. (Ta, pieméram, a ir nepara
skaitlis, bet b un ¢ — para skaitli.) Skaidrs, ja skaitli ir 3 un tie jasadala 2 grupas,
tad var@s atrast divus skaitlus, kas iedaliti viena grupa. (Var gadities, ka viena
grupa ir 1 skaitlis, otra — 2 skaitli, vai ar1 viena — 0 skaitlu, otra — 3 skaitli.)
Pieradisim, ka So 2 skait]u starpiba noteikti ir para skaitlis. Abi skaitli ir nemti no
vienas grupas, tatad abi ir para skaitli vai arT abi ir nepara skaitli.



1. Ja abi ir para skaitli, tad Sos skaitlus var apzimét ar 2m un 2n (m, n — kaut kadi
veseli skait]i). Abu skaitlu starpiba ir 2m-2n=2(m-n) vai 2n-2m=2(n-m). Tatad
divu paru skait]u starpiba ir para skaitlis.

2. Ja abi ir nepara skaitli, tad Sos skaitlus var apzimét ar 2s+1 un 2k+1 (s, k — kaut
kadi veseli skaitli). Abu skaitlu starpiba ir

(2s+1)-(2k+1)=2(s-k) vai

(2k+1)-(2s+1)=2(k-s).

Tatad divu nepara skaitlu starpiba ir para skaitlis. Ta ka tie divi no skaitliem a, b
un c, kas iedaliti viena grupa, vai nu abi ir para skaitli, vai abi ir nepara skaitli, un
to starpiba ir para skaitlis, tad esam pieradijusi, ka vismaz viena no starpibam

a-b, b-c, c-a ir para skaitlis, un tatad reizinajums (a-b)(b-c)(c-a) noteikti dalas ar
2.

Dotajam uzdevumam ir ar1 divi tadi atrisinajumi, kuros visus iesp&jamos
atrisinajumus var attélot tabula.

L risinajums.

Uzdevuma teikts — pieradit, ka skaitlis (a-b)(b-c)(c-a) dalas ar 2. Katrs no
skaitliem

a-b, b-c, c-a var biit vai nu para skaitlis, vai nepara skaitlis.

(Piem@ram, (a-b) — para, (b-c), (c-a) — nepara. Tad reizinajums ir para skaitlis.)
Visas iesp€jamas kombinacijas att€losim tabula (skat. 86.zim.). (Para skaitli
apzimésim ar p, nepara skaitli ar n.)

a-b | b-¢c | c-a | (a-b)(b-c)(c-a)
L p p p p
2. p p n p
3. p n p p
4. p n n p
5. n p p p
6. n p n p
7.1 n n p p
8. n n n n
86.zim.

Ta ka reizinajums (a-b)(b-c)(c-a) var but nepara skaitlis tikai viena gadijuma, kad
(a-b) — nepara, (b-c) — nepara un (c-a) — nepara skaitlis, svarigi pieradit, ka sads
gadfjums nav iesp&jams. No tabulas redzams, ka visos pargjos gadijumos (var
bit, ka arT no tiem kads nav reali iespgjams, tacu tas mums nav svarigi)
reizinajums

(a-b)(b-c)(c-a) dalas ar 2. To, ka skaitli a-b, b-c, c-a visi reiz€ nevar biit nepara
skaitli, esam pieradijusi ieprieks.

II risinajums.

Katrs no skaitliem a, b un ¢ var biit gan para, gan nepara skaitlis. Ar1 $aja
gadijuma iegiisim 8 dazadas kombinacijas (skat. 87.zim.).



a b c
L p p p
2.1 p p n
3./ p n p
4. | p n n
S.] n p p
6.| n p n
7.1 n n p
8. n n n

87.z1m.

Ja I risinajuma ta kombinacija, kad visas starpibas a-b, b-c, c-a ir nepara skaitli,
nebija iesp&ama, tad tagad visas 8 kombinacijas ir iesp&amas, un to, ka
reizinajums

(a-b)(b-c)(c-a) vienmér dalas ar 2, biisim pieradijusi tikai tad, ja visos 8
gadijumos

(a-b)(b-c)(c-a) bils para skaitlis.

Papildinasim tabulu vél ar 4 ailém: a-b, b-c, c-a, (a-b)(b-c)(c-a) un aizpildisim tas,
ieverojot, ka

1) divu para skaitlu starpiba ir para skaitlis,

2) divu nepara skaitlu starpiba ir para skaitlis,

3) para un nepara skaitlu starpiba ir nepara skaitlis,

4) tad, ja viens no reizinatajiem ir para skaitlis, ar1 reizinajums ir para skaitlis.

1) un 2) apgalvojumu jau ieprieks esam pieradijusi:

3) un 4) apgalvojumu var pieradit [idzigi (skat. 88.zim.).

a b c a-b | b-¢c | c-a | (a-b)(b-c)(c-a)
L p p p p p p p
2.1 p p n p n n p
3./ p n p n n p p
4. | p n n n p n p
S.| n p p n p n p
6. n p n n n p p
7.1 n n p p n n p
8. n n n P P P P
88.zim.

Tatad, lai kadi arT butu skaitli a, b un c, reizinajums (a-b)(b-c)(c-a) vienmér dalas
ar 2.

4.2. Risinajums. Izlasot vardus “novietot uz horizontala galda cetras vienadas pudeles
ta, lai...” daudzi no jums, drosi vien, $o uzdevumu méginaja atrisinat gadijumam,
kad visas pudeles stav ar kakliniem uz augSu. Kad redzgja, ka uzdevuma prasiba
nav izpildama, risinasanu izbeidza.

Tacu pudele attieciba pret galdu var stavét gan ar kaklinu uz augsu, gan — uz leju.
Ta var gulét horizontali. Ja mums atlautu pudeles turét rokas, tad tas varétu but
visdazadakajos stavoklos paceltas virs galda — vertikali, horizontali, slipi. Bet



uzdevuma teikts, ka tas janovieto. Varbiit varam kaut ka novietot slipi? Bet tad
pudeles bitu jabalsta vai nu viena pret otru, vai arT pret citiem kermeniem. Ta ka
uzdevuma nav prasits “atrast visus pudelu novietoSanas veidus”, bet ir teikts:
“novietot uz horizontala galda Cetras vienadas pudeles ta, lai visi attalumi starp
kakliniem biitu vienadi”, tad apskatisim tikai vertikali un horizontali novietotas
pudeles, t.i., pudeles, kas novietotas tikai tris stavoklos. Tagad varam sastadit
tabulu (skat. 89.zZim.) par veidiem, kados §is pudeles var biit izvietotas (cik ar
kaklinu uz augsu, cik gulus, cik ar kaklinu uz leju). Izvietojuma attéli ir 98. un 99.
ZIMgjumos.

Ar
Ar kaklinu
kaklinu ’ Gulus
. uz
uz leju ¥
augsu

1. 0 4 0
2. 0 3 1
3. 1 3 0
4. 0 2 2
5. 2 2 0
6. 1 2 1
7. 0 1 3
8. 3 1 0
9. 2 1 1
10. 1 1 2
11. 0 0 4
12. 4 0 0
13. 1 0 3
14. 3 0 1
15. 2 0 2

89.zim.

Tatad pavisam eksiste 15 dazadi veidi, ka 4 pudeles var novietoties uz galda.
Apskatisim p&c kartas visus 15 gadijumus un katra no tiem izspriedisim, vai ir
iesp&jams starp pudelém izveleties tadus attalumus, lai visi attalumi starp pudelu
kakliniem btitu vienadi.

l.izvietojums — visas pudeles stav ar kakliniem uz augsu (skat. 90.zim.).

ki [

Skaidrs, ka tagad visu pudelu kaklinu centri — apzim@sim tos ar burtiem A, B, C,
D atrodas viena plakné (81 plakne ir paraléla galda virsmai). Vispirms
noskaidrosim, ka plakn€ var izvietot 3 punktus, lai visi attalumi starp tiem biitu



vienadi. Vienigais iesp&jamais izvietoSanas veids ir regulara trijstiira virsotnés.
Tatad pudeles ar kakliniem A, B un C janovieto ta, lai punkti A, B un C atrastos
regulara trijstira virsotnés, jo tikai tad IAB|=|AC|=[BC|. Ja gribam, lai
IAD|=IDC| =|CAl, tad arf punktiem A, C un D jaatrodas regulara trijstiira
virsotn€s; tad tam ir jabut citam trijstirim, jo punkti D un B nedrikst sakrist. 91.
Zimgjuma paradits vienigais iesp&jamais pudelu izvietojums, kas apmierina
uzdevuma prasibas |AB|=|AC|=|BC|=|AD|=|DC|. (M&rogs var biit gan lielaks,
gan mazaks, bet izvietojuma konstrukcija (lenkis) paliek ta pati.)

A

C

91.zim.

Atcerdsimies, ka ar attalumam |AB| ir jabtt tadam paSam ka visi pargjie. Tas
Saja konstrukcija nav iesp&jams, tade€] jasecina, ka 4 pudeles ar kakliniem uz
augsu nevar izvietot ta, lai visi attalumi starp kakliniem biitu vienadi.

Tagad ir skaidrs, ka ar1 11. un 12. gadijumos (visas Cetras pudeles atrodas gulus
vai visas Cetras ar kakliniem uz leju) uzdevums ir neatrisinams, jo ari tajos visu
pudelu kaklinu centri atrodas viena plakné. Plaknes gadijuma mums traucgja tikai
viens attalums, t.i., starp B un D. Pargjie atbilda uzdevuma nosacijumiem.
Iedomasimies, ka no cieta papira izgriezts 92. zim&uma paraditais Cetrstiiris
ABCD.

A

C

92.71m.

Linija AC bis loctjuma Iinija. Vai varam So Cetrstlri salocit ta, lai attalums starp
punktiem B un D kliitu tads pats ka, piemeram, starp punktiem A un C? Varam.
Pieméram, AABC atstajot uz vietas, bet AADC lénam celot augsa aiz virsotnes D.
Attalums starp B un D visu laiku samazinasies. Bridi, kad IBD| klas vienads ar
|ACI, kustibu partrauksim (skat. 93.zim.).



93.zIm.

Varam rikoties arT $adi: atstasim uz vietas tikai nogriezni AC, bet abas virsotnes
B un D celsim augsa vienu otrai preti. Lidzko IDB| = |AC|, kustibu partrauksim.
Atkariba no ta, cik atSkirigi bus punktu B un D celSanas atrumi, varam iegtt
dazadus zim&jumus (skat. 94. un 95.zim.):

95.zim.

Tadu punktu A, B, C un D izvietojumu ka 96. zim&uma iespjams iegiit,
piem&ram, tad, ja ir 3 pudeles ar kakliniem uz leju (punkti A, B un C) un viena
pudele ar kaklinu uz augsu (punkts D).



96.z1Im.

Attels bus tads pats (tikai punkti A, B un C nedaudz pacelti no galda virsmas) ar1
tad, ja ir novietota stavus. (Izm&giniet!) Starp citu, $ada konstrukcija ir
izvietojama arT tad, ja ir viena pudele gulus un tris pudeles ar kakliniem uz leju,
tikai $aja gadijuma visi attalumi biis daudz mazaki, neka iepriek$gjos gadijumos.
(Sada konstrukcija var bit ari neizpildama, ja pudelu kaklini ir loti resni, t.i.,
pudeles diametra un kaklina diametra starpiba ir maza.)

Tudal jasaka, ka visos pargjos pudelu izvietojumu gadijumos (iznemot 1., 11. un
12.) tas ir iesp&jams izkartot ta, lai visi attalumi starp kaklinu centriem biitu
vienadi. Lidzu, vispirms izdomajiet pasi, ka katra gadijuma to var izdarit, un tikai
péc tam salidziniet ar sekojoSo atrisinagjumu, zimgjumiem un komentariem.

Tatad dazado iesp€jamo pudelu izvietojumu telpa, kas apmierina uzdevuma
prasibas, ir 12. Visos gadijumos punkti A, B, C un D veido regularu trijstura
piramidu (skat. 97.zim.),

97.71m.

tacu visos 12 gadijumos S§is piramidas viena no otras ar kaut ko atSkiras.
Pieméram, 3. un 8. gadijuma piramidas ir vienadas p&c izmériem, tikai 8.
gadijuma §1 piramida “stav” stabili uz pamata, bet 3. gadijuma it ka nostadita uz
virsotnes.

Varam saskatit [idzibu ar1 3. un 2. gadijuma. Abos gadijumos piramidai viena
virsotne atrodas leja, bet tris pargjas ir vienada attaluma no galda. Piramidas
atSkiras péc izmeriem un arf ar to, ka 3. gadijuma viena virsotne saskaras ar galda
virsmu, bet 2. gadijuma neviena piramidas virsotne nesaskaras ar galda virsmu.
Lidzigi (uz vienas Skautnes) novietotas piramidas art 4., 5. un 15. gadijuma, bet
katrai ir citi izmeri.

Sadi lidzibu mekléSanas vingrindjumi labi attista dazadas vértigas ipasibas,
piemeram, telpisko izt€li, salidzinaSanas un analiz€Sanas sp&jas, kas labam
matematikim ir Joti vajadzigas.



Pamatojoties uz So uzdevumu, talak dota matematiska mikla.
Mikla. Astopas reizes tiek izraudzita kada piramidas ipasiba, péc tam ar
attiecigajiem numuriem noraditas visas tas piramidas, kuram §1 1pasiba piemit:

1) 2,3,13;  4) 3.,6.,10.,13.; 7) 5.,9.,15.;
2) 7.,8.,14.;  5) 4.,5.,6. 8) 2.,4.,7.
3) 4.,5.,15.;  6) 2.,6.,9., 14,

Uzminiet, kada Tpasiba katru reizi izraudzita!

R
=t

-1, =%

98.71m.
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99.71m.

4.3. Atbilde. Lai ka arT taisnstiris, kura izmeri 9x10, biitu parklats ar 45 kartit€m, kuru
izméri 1x2, to otrreiz nevar parklat ar STm pasam kartitém ta, lai visas kartites, kas
pirmaja parklajuma atradusas vertikali, biitu horizontala stavokli, un otradi.
Risindjums. Saja uzdevuma teikts “taisnstiris, kura izméri 9x10 ritinas, parklats
ar 45 kartitem, kuru izméri 1x2”.

Vai jums visiem uzreiz neradas jautajums — ka parklats? lesp&ju, ka taisnstiri,
kura izme@ri 9x10 var parklat ar 45 kartiteém, kuru izméri 1x2, ir arkartigi daudz.
Kura no §im daudzajam iesp€jam izmantota konkrétaja gadijuma? To uzdevuma
sastaditajs ir noklusgjis un, drosi vien, ar nodomu.

Tapec tagad vispirms bitu janoskaidro, vai eksisté kaut viens tads parklajuma
veids, kada taisnstiiri var parklat ar tam pasam kartitem ta, lai kartites, kas
pirmaja parklajuma atradas horizontali, tagad atrastos vertikali, un otradi.

Ja butu dazi parklajumi, kados var izpildit prasibas, un dazi, kados nevar, tad
uzdevuma atrisinajums biitu $ads.

“Tas, vai taisnstiri var parklat ar tam paSam kartitem ta, lai...(seko
nosacijums)..., ir atkarigs no ta, kada veida taisnstiiris parklats sakuma.



Taisnstiiri otrreiz var parklat atbilstoSi nosacijumiem tad, ja sakuma taisnsturis ir
parklats sadi: (talak seko zZim&umi vai apraksti un ar1 pieradijums tam, ka Sos
taisnstirus tieS$am var parklat ar tam pasam kartitém ta, lai visas tas, kas bijusas
vertikalas, tagad bitu horizontalas, un otradi).

To nevar izdarit visos pargjos gadijumos. (Seko pieradijums, ka visos pargjos
gadijumos prasito tieSam nevar izdarit.)”

Tada bitu atrisinagjuma shéma tad, ja dazi parklajumi apmierinatu uzdevuma
nosacijumus un dazi — neapmierinatu. Tacu darisim citadi: uzzimésim dazus (péc
iespgjas atskirigus) parklajuma veidus un katram no tiem méginasim izveidot citu
parklajumu ta, lai tik kartiSu, cik bija vertikalo, jaunaja parklajuma, biitu
horizontalas, un tik, cik bija horizontalo, jaunaja parklajuma biitu vertikalas.
Pieméram, ja sakotngji taisnstiiris parklats ar 25 horizontalam un 20 vertikalam
kartiteém, tad, taisnstiiri nepagriezot, tas japarklaj ar 25 vertikalam un 20
horizontalam kartitém.

Ludzu, tagad uzzimgjiet dazus parklajumus un parbaudiet, vai tie atbilst
uzdevuma nosacijumiem. Tikai péc tam lasiet talak.

Neviena gadijuma (pienemsim, ka parklajuma ir x horizontalas un y vertikalas
kartites) neizdevas iegit parklajumu ar y horizontalam un x vertikalam kartitém.
Tapéc rodas parlieciba, ka to nevar izdarit nevienam parklajumam. Atliek tikai to
pieradit. ledomasimies, ka viens tads parklajums eksisté. Taja ir v vertikalas un h
horizontalas kartites, un més varam izveidot parklajumu ar v horizontalam un h
vertikalam kartit€tm. Necentisimies So parklajumu uzzimét vai izt€loties, jo tada
parklajuma patiesiba nav. Vienkar$i domasim, kas notiktu, ja $ads parklajums
eksistétu. Tatad pienemsim, ka taisnstiiri, kura izméri ir 9x10, var parklat abos
vajadzigajos veidos.

Tagad uzzimésim v€l divus taisnstirus, kuru izméri 9x10, un abus iekrasosim
sadi (skat. 100.zim.):

10
100.zZim.

Skaidrs, ka ari tos varés parklat — vienu ar v vertikalam un h horizontalam
kartitém, bet otru — ar v horizontalam un h vertikalam kartitem.

Tatad abi musu jaunie taisnsttri ir parklati. Tagad skaitisim tajos melnas un baltas
rutinas. Katra horizontala kartite parklaj vienu melnu un vienu baltu riitinu, bet
katra vertikala — vai nu divas melnas, vai divas baltas. Tapéc visas vertikalas
kartites kopa noteikti parklaj para skaitu melno un para skaita balto rttinu. Bet
visas horizontalas kartites kopa parklaj h melnas un h baltas ritinas, ja
horizontalo kartiSu skaits ir h, vai v melnas un v baltas riitinas, ja horizontalo
kartiSu skaits ir v. Ta ka vertikalas kartites ir parklajuSas para skaitu melno un



4.4.

para skaitu balto riitinu, bet pavisam ir 45 baltas un 45 melnas ritigas, tad
horizontalas kartites parklaj nepara skaitu melno un nepara skaitu balto rutinu.
Tapéc gadijuma, kad horizontalo kartiSu skaits ir h, secinam, ka h ir nepara
skaitlis, un gadijuma, kad horizontalo kartiSu skaits ir v, secinam, ka v ir nepara
skaitlis. Bet kop@jais kartiSu skaits ir 45, tatad, divus nepara skaitlus v un h
saskaitot, biitu jaiegust 45, bet tas nav iesp&jams.

Tatad, ja pienemam, ka tads parklajums, par kuru runats uzdevuma, ir iespgjams,
tad divu nepara skaitlu summa biitu nepara skaitlis. Vieniga iesp&ja So pretrunu
noverst, ir atzit, ka neviens $ads parklajums neeksiste.

Atbilde. n=12.
Risinajums. Skait]a n® pieraksta ir 7 cipari.
10°= 1000000 — tas ir vismazakais no visiem 7-ciparu skaitliem, tapéc
n®>1000000, un n>10.
20%=25.10°=64000000 — tas jau ir 8-ciparu skaitlis.
Skaidrs, ka n<20, jo n% ir 7-ciparu skaitlis.
Tagad varétu parbaudit visus skaitlus no 10 1idz 20 un noskaidrot, vai kada skaitla
sesta pakape satur ciparus 2, 4, 5, 8, 8, 9, 9. Cita iesp&ja — méginat samazinat
parbaudamo skaitlu skaitu.
Izrekinasim 15°.
6 6
37100 729 10°
2° 64

30
15°=(—)" =
(2)

skaitla % vesela dala ir divciparu skaitlis, jo

9% 10, bet 25920
64 64 10

Pareizinot skaitli % ar 10°, iegiisim 8-ciparu skaitli.

Ar1 tas mums vairs neder, tapéc n<15.

Atliek parbaudit vienigi vertibas n=11, n=13, n=12, n=14.

Ja n=11, tad n’>=11? beidzas ar ciparu 1, n*=n*11 beidzas ar ciparu 1, tapat ari
114, 11°, 116 utt. beidzas ar ciparu 1. Bet uzdevuma teikts, ka n® pieraksts nesatur
ciparu 1, tatad n=11.

Jan=14, tad 14? beidzas ar ciparu 6, 14°=14-14 beidzas ar ciparu 4, 14* beidzas
ar 6, 14° beidzas ar 4, 14° beidzas ar ciparu 6. Bet cipara 6 skaitla n® pieraksta
nav, tapeéc n=14.

Tagad atliek parbaudit tikai divas n vertibas: n=12, n=13. Esam pieradijusi, ka
neviena cita skaitla sesta pakape nav 7-ciparu skaitlis, kas satur ciparus 2, 4, 5, 8§,
8,9,09.

122=144,
12°=144-144-144=20736-144=20736-(100+40+4)=2073600+207360-4+20736-4=
=2073600+829440+82944=2985984.

Tatad skaitlis 12 apmierina uzdevuma prasibas. Japarbauda vél skaitlis 13. Varbit
tas der?

132=169,
13%=169-169-169=(170-1)*-169=(170-170-170-170+1)-169=(28900-340+1)-169=
=28561-(170-1)=4855370-28561=4826809.

13 ir 7-ciparu skaitlis, bet satur citus ciparus, neka teikts uzdevuma.



Tatad vieniga n vértiba, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir n=12.

Piezime. Ar1 tad, ja jus visas vertibas n=11, n=12,..., n=19 esat parbaudijusi ar
kalkulatora palidzibu, uzdevums skaitas pilnigi atrisinats. Tikai japaskaidro,
kapec neder tas n vertibas, kuram n<10 un n>20.

4.5. Risinajums. Tads desmitstiris iesp&jams tikai tad, ja tas ir ieliekts, jo izliecktam
daudzsturim visas diagonales atrodas iekSpusg.
Mgginiet zimét ieliektu desmitstiri. Vienu, otru, tre$o,..., desmito,...,
trisdesmito. Redzesiet, ka nekas nesanak — vai nu atrodas kada diagonale, kura
krusto malas, vai arT daudzstiira iekSpus€ ir vairak neka 7 diagonales. Bet ka biitu,
janemtu talka 101. Zzim&uma atteloto izliekto daudzsturi?

101.zZim.

To var transformét ta, ka paradits 102. Zzim&juma.

102.zim.

Tad, talu pa labi no §1 daudzstiira novietojot kadu punktu S, savienojot to ar J un
B un nonemot virsotni A, malas JA un AB, iegtst 103. zZim&uma redzamo
desmitstiri SBCDEEFGHIJ, kuram lielaka dala diagonalu atrodas arpuse, jo
izliekta 10-stiira iekSpuse tagad kluvusi par jauna 10-stiira arpusi.



4.6.

103.zim.

No jauna rodas tikai diagonales SI, SH, SG, SF, SE, SD un SC. Tas visas
atradisies jauna desmitstiira iekSpus€, bet to skaits ir tiesi 7.
Tatad uzdevums atrisinats.

Atbilde. Tads 40 skaitlu izvietojums uz rigka Iinijas neeksiste.

Risinajums. Pienemsim, ka uz ripka linijas ir uzrakstiti 40 skaitli ta, ka katru
septinu péc kartas nemtu skaitlu summa ir negativa, bet katru vienpadsmit péc
kartas nemtu skaitlu summa — pozitiva.

Apskatisim 4 péc kartas nemtus skaitlus ai, a2, a3, a4. Septinus nakosos skaitlus
apzimé&sim ar as, as,..., a11 (skat. 104.zim.).

104.zim.

Skaitlu uzrakstiSanas veids apmierina uzdevuma nosacijumus, tapéc
astagtaztastastaiota<0, un

artaxtastastastastartastaotaiota>0.

Tas var biit tikai tad, ja ai+axtas+as>0.

Ta ka skaitli a1, a2, a3, a4 bija brivi izvéleti, varam drosi apgalvot, ka jebkuru Cetru
pec kartas pemtu skaitlu summa ir pozitivs skaitlis. Un, protams, ari jebkuru
astonu péc kartas nemtu skaitlu summa ir pozitivs skaitlis, jo, ja

artaxtasz+as>0 un ast+astartas>0, tad ar1

aitaxtastast+astastart+as>0. Tatad jebkuru 7 pec kartas nemtu skaitlu summa ir
negativs skaitlis, bet jebkuru 8 péc kartas pemtu skaitlu summa ir pozitivs
skaitlis.

Apskatisim kadu rinka Iinijas dalu, piem&ram, (skat. 105.zim.) skaitlus bi, ba,...,
bio.
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105.zim.

[zmantojot ieprieks iegiitas 1pasibas, varam rakstit:

byt+bs+byt+bs+bg+bs+bg<0 b0
bi+by+bitbytbstbetbrtbe>0 | — !

by+by+bs+bg+br+bg+be<0 b0
bytby+bytbstbstbtbgtbe>0 | — 2

b4+b5+b6+b7+bg+b9+b10<0 b>0
bytby+bstbetbrtbgtbetb; >0 | —

utt.

Sada veida spriezot iegisim, ka visi skaitli ir lielaki par nulli. Bet 7 pozitivu
skaitlu summa tacu nevar biit negativa! Tatad iegiita pretruna.

Miisu spriedumu Tsuma var pierakstit Sadi: “Ja §ads skaitlu izvietojums uz rinka
Iinijas eksistetu, tad 7 pozitivu skaitlu summa biitu negativs skaitlis”.

Bet ta ka 7 pozitivu skaitlu summa nekad nevar biit negativs skaitlis, tad tads 40
skaitlu izvietojums uz rinka linijas, lai katru 7 péc kartas nemtu skaitlu summa
butu negativa un katru 11 — pozitiva, neeksiste.

Tagad pacentieties atbildét uz §adiem jautajumiem:

1. Vai uzdevuma risinajuma kaut kur tika izmantots tas, ka 40 skaitli jaizvieto uz
rinka Itnijas? (Ja tas nekur netika izmantots, tad ar tada pasa sprieduma palidzibu
mes varétu pieradit, ka arT uz taisnes 40 skait]i tada veida nav izvietojami.)

2. Ka §ads uzdevums risinams gadijuma, kad dota taisne?

3. Vai uzdevuma nosacijumos ir biitiski tas, ka jauzraksta tiesi 40 skait]i? Vai
uzdevums biitu risinams tapat, ja skaitla 40 vieta biitu minéts kads cits skaitlis?

Pieradijums. Pirms sakam risinat uzdevumu, janoskaidro, pie kadiem
nosacijumiem §is gadijums vargja notikt.

Ja, zinam, ka mednieks A t€mgja uz zaki, bet nosava mednieku B, varam secinat,
ka zakis un abi mednieki atradas uz vienas taisnes (skat. 106.zim.).

B A
zakis

106.zTm.
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Ta ka arT mednieks B $ava uz zaki, tad tie$i vin$ (un nevis kads cits) nosava
mednieku A. Ta ka gan mednieks A, gan B $ava tikai vienu reizi, tad vini nosava
tikai viens otru un nevienu citu mednieku.
Ja mednieks C noSavis mednieku D, lidzigi ka iepriek$gja gadijuma varam
izspriest, ka zakis un abi mednieki atrodas uz vienas taisnes un ka abi mednieki C
un D ir noSavusi viens otru un nevienu citu mednieku.
Analogiski varam izspriest par visiem citiem medniekiem. Tatad
1) mednieku skaits ir para skaitlis (t.i., daudzstira virsotnu skaits k ir para
skaitlis);
2) zakis atrodas daudzstiira diagonalu krustpunkta; (ja k=8, situacija var&tu biit
tada, ka paradits 107. Zim&uma).

G A

v

B H
107.z1m.

3) ja mednieki A un B ir nosavusi viens otru, tad taisne, kas savieno A ar B, doto
k-stiri sadala 2 dalas ta, ka viena taisnes pus€ noteikti ir tiesi tikpat daudz
mednieku, cik otra pus€. (Zim&juma taisnes AB viena pusé ir mednieki F, C, G,
otraja — mednieki E, D, H.)

Pieradisim to $adi.

Pienemsim, ka taisne AB ir novilkta un viena pusé ir n mednieku, otra pusé — m
mednieku, pie tam n<m. Ta ka mednieki A un B ir t€tmgjusi uz zaki, bet nosavusi
viens otru, tad zakis atrodas uz taisnes AB. Visi citi mednieki arT téméja uz zaki,
tapec jebkurs saviens krustos taisni AB. Katrs mednieks nosavis tieSi vienu citu
mednieku, tatad tie mednieki, kuru skaits ir n, no$avusi tieSi n medniekus no tiem,
kuri atrodas taisnes AB pretgja pus€. Pec pien€muma pretéja pusé ir m mednieku
un m>n, tatad dazi mednieki paliks dzivi. Uzdevuma teikts, ka visi mednieki iet
boja, tatad gadijums, ka n<m nav iesp&jams. Esam pieradijusi, ka O ir
krustpunkts tam diagonalém, kuras daudzstiira virsotnu skaitu sadala vienadas
dalas, t.i., viena pus€ diagonalei ir tikpat virsotnu, cik otra puse.

Nav griiti parliecinaties, ka katra k-sturi, ja k ir para skaitlis, $ads diagonalu
krustpunkts ir ne vairak ka viens.

Tagad esam beigusi noskaidrot un precizét apstaklus, kuros uzdevuma
aprakstitais notikums vargja izpildities. Reiz€ ar to esam pieradijusi prasito — to,
ka bez punkta O daudzstiirT nav cita punkta ar aprakstito TpasSibu.

Atbilde. Katra stabina nepara skaits balto kubinu nevar but. Katra stabina nepara
skaits melno kubinu var bt.

Risinajums. Pavisam ir 14 balti kubini. Vai var but ta, ka katra stabina ir nepara
skaits baltu kubinu?

Apskatisim visus tos stabinus, kas atrodas vertikala stavokli. Tadu stabinu ir 9. Ja
katra stabina (to pavisam ir 27 — pa 9 katra virziena) biitu nepara skaits baltu



kubinu, tad arT katra no apskatamajiem 9 stabiniem biitu nepara skaits baltu
kubinu. Tacu visi Sie 9 stabini kopa veido kubu 3x3x3, tatad tajos kopa ir 14 baltu
kubinu.

(*) Vai var katra stabina ierakstit skaitli 1 vai 3, lai summa iznaktu 14? (Vispar
katra stabina var biit 0, 1, 2 vai 3 balti kubini, bet skaitli 0 un 2 nav nepara skaitli,
tapec summu 14 drikstam sastadit tikai no 1 un 3.)

Izméginot visus iesp&jamos variantus, varam parliecinaties, ka $adi summu 14
iegiit nevar. To var izspriest ar1 citadi.

Jautajums (*) ir ekvivalents $adam uzdevumam:

“Vai var 9 kastites sadalit 14 mongtas ta, lai katra kastité batu 1 vai 3 moné&tas?”

Rekinasim So uzdevumu. Vispirms visas kastites ieliksim 1 moné&tu. Paliks pari
14-9=5 monétas.

Tagad dazas kastites japieliek veél divas mongtas, tad tajas bis 3, pargjas — 1
monéta. Tacu 5 ar 2 nedalas — divas kastit€s varésim pielikt 2 monétas, bet viena
monéta paliks pari. Tatad 14 monétas nevar izvietot 9 kastites ta, lai katra biitu 1
vai 3 mongtas.

Lidz ar to esam ieguvusi negativu atbildi arT uz dota uzdevuma jautajumu: nevar
but, ka katra stabina ir nepara skaits baltu kubinu.

Iesp&jams ari cits spriedums.

Pienemsim, ka miisu 9 stabinos katra ir nepara skaits baltu kubinu, bet visos kopa
ir 14 baltu kubinu. X — to stabinu skaits, kuros ir 1 balts kubins, y - to stabinu
skaits, kuros ir 3 balti kubini (acimredzot x+y=9). Tad

1-x+3-y=14
x+y=9.
Atnemsim no pirma vienadojuma otro. leglisim
x+3y-x-y=14-9
2y=5
5
y >

Tacu tas nav iespgjams, jo y ir vesels skaitlis. Tatad pienémums, ka katra stabina
ir nepara skaits baltu kubinu, ir nepareizs.

Atbildésim uz otro jautajumu — vai var biit ta, ka katra stabina ir nepara skaits
melnu kubinu?

Melno kubinu skaits ir 13. 13 var sadalit 9 stabinos ta, lai katra biitu 1 vai 3 melni
kubini:

13=3+3+1+1+1+1+1+1+1.

Tadu pretrunu, ka ieprieksgja gadijuma, iegit neizdodas. Tacu vél esam talu no
galiga atrisinajuma. V&l japarbauda, vai visus melnos kubinus var izvietot ta, lai
visos 27 stabinos (pa 9 trijos virzienos) biitu nepara skaits melnu kubinu.
Iedomasimies, ka dotais kubs 3x3x3 novietots uz galda. Tos 9 kubinus, kas
saskaras ar galda virsmu, nosauksim par 1. stavu, nakoso kartu — par 2. stavu, bet
paSu augsgjo — par 3. stavu (skat. 108.zim.).



A1 B1 C1 Az Bz Cz A3 B3 C3
D, |Ei| F1 D, | E; | F, D3 | E; | F;
H1 J1 G1 Hz Jz Gz H3 J3 G3

1.stavs 2.stavs 3.stavs
A; B; C;
D3 E; K3 C
H3 J3 G3 F3 3
H; J3 G; G3 C,
F,
G,
H, J2 G, Cy
Fy
H1 J 1 Gl Gl
108.zZ1m.

Japarliuko $adi stabini.

Vertikale 1) A1A2A3 Horizontale 10) H1J1G1 19) H1D1A1

2) B;B;B; 11) DEF; 20) J,EB;
3) C,C,C; 12) AB.C; 21) GFC
4) DD,D; 13) H,J»G, 22) H,DsA;
5) E.E:E; 14) D,E;F, 23) J,E;B,
6) FF;Fs 15) A;B,C; 24) G,F.C,
7) H;H,H; 16) H3J;G; 25) H;DsA;
8) JiJd; 17) D;EsF; 26) J;E;B;
9) G:G,Gs 18) A3BiC; 27) GiFiCs

Parbaudot dazadus 13 melnu kubinu izvietojuma variantus, var atrast 2 tadus,
kuros katra no uzrakstitajiem stabiniem melno kubinu skaits ir 1 vai 3 (skat.
109.zim.).



4.9

1.variants

=T~

1.stavs 2.stavs 3.stavs
2.variants

1.stavs 2.stavs 3.stavs
109.zim.

Daudzus citus zim&umu variantus ir iesp&jams iegilit no Siem, vai nu pagriezot
kubu cita stavokli, vai arT mainot “stavus” vietam.

Tatad Saja gadijuma atbilde ir pozitiva — var but ta, ka katra stabina ir nepara
skaits melnu kubinu.

Pieradijums. So uzdevumu loti viegli sajaukt ar citu: “Atrast visas skaitlu a, b, ¢
vértibas, kas apmierina vienadibu a'>+b'*=c'®.”

Biezi vien skoléni, pasi to neapzinadamies, sak rékinat tiesi tadu uzdevumu, un,
protams, neveiksmigi. Tiek parbauditas visdazadakas iesp&jamas pieejas
uzdevumam, ievietoti a, b un c vietd dazadi skaitli, bet labakaja gadijuma, tiek
iegiitas 3 atbildes:

1) a=b=c=2;

2) a=1, b=0, c=1;

3) a=0, b=1, c=1.

Patiesiba uzdevuma prasits kaut kas cits — pieradit, ka $adu atbilzu ir pietieckami
daudz (piem&ram, 1001). Ir jasaprot, ka nav jaatrod visas atbildes, ka $is
vienadojums nav jaatrisina. Uzdevuma nosacijumus més drikstam vienkarSot péc
savas patikas, no visiem iesp&jamiem gadijumiem izvél&ties to, kur§ patik
vislabak, ja vien $im apaks$gadijumam eksiste prasitas >1000 atbildes.
Pastastisim, ka S$is uzdevums ir atrisinats (starp citu, tada veida spriezot,
atrisinajumu vargja ar1 neiegiit, un tad butu jameklg cits pan€miens, ka uzdevumu
vienkarsot, tacu Soreiz mums ir laimgjies).

Dota vienadiba a'>+b'>=c!®. Biitu vieglak, ja abas vienadibas pus@s biitu
reizindjums, tacu Soreiz kreisaja pusé ir summa. VienkarSibas labad tagad
apskatisim gadijumu, ka a=b. Dota vienadiba vienkar$ojas 2a'>=c!®,

Seit atkal nevajadzétu klidities: janem véra, ka nav jaatrod visi a un c, kuriem
sada vienadiba ir speka. Pietiek, ja uzmin >1000 $adu atbilzu. Tapéc
necentisimies rékinat, bet mingét.

Kreisaja pus€ ir reizinatajs “2”. Vai nebiitu &rtak, ja arl visi pargjie reizinataji
biitu 2 pakapes (t.i., abi pargjie skaitli a!® un c!¢ sastavétu tikai no divniekiem)?
Tas vél vairak vienkarSotu uzdevumu. Pagaidam gan vél nav zinams, vai tada
veida kaut kas iznaks. Ja neiznaks, domasim kaut ko citu, bet tagad parbaudisim.
Ja a=2™, ¢c=2* (k, m — naturali skaitli), tad vienadiba parrakstama 3adi:



2_(2m):2k-16
215m+1:216k
15m+1=16k

k= I5m+1 , kur k ir vesels skaitlis,

tatad 15m+1 dalas ar 16. Ir nepiecieSams, lai 15m+1 biitu para skaitlis, jo nepara
skaitlis nekada gadijuma ar 16 nedalisies. 15m+1 ir para skaitlis tikai tad, ja m ir
nepara skaitlis (variet parbaudit!).

Uzrakstisim m=2n+1 (n — naturals skaitlis), tad

K = I5-2n+1)+1 _ 30n+15+1 _ 15n 1

16 16 8
Skaidrs, ka k ir vesels skaitlis tad, ja n dalas ar 8.
Tapéc erti n vieta likt 8t (t — naturals skaitlis). Tad
m=2-8t+1=16t+1

k=%+1=15t+1.

Izradas, ka ideja par to, ka visi reizinataji ir divnieki, nebija slikta, jo esam
ieguvusi veselu grupu skaitlu, kuriem dota vienadiba ir speka (tas, vai ir vél kadas
citas atbildes, mis nemaz neinterese; to, ka Sadu atbilzu ir vairak neka 1000,
esam pieradijusi).

Atbilde. a=b=2!6t"1_ ¢=215t*"1 =0 1, 2, 3, 4, 5,..., 1000, 1001,..., jeb skaitlu
trijnieki (a, b, c), kas apmierina vienadibu ir $adi:

1) (216-O+1, 216-0+1, 215-0-%—1):(2, 2, 2)

2) (216-1+l’ 216-l+1’ 215‘l+1):(217, 217’ 216)

3) (216-2+1, 216-2+1, 215~2+1):(233’ 233, 231)

Atbilzu pareizibu varam parbaudit. Vai a'>+b'5=c!?

(216t+1)15+(216t+1)15:(215t+1)16

9.9 15:(16t+1)=n 16:(15t+1)

15:16t+15+1 -7 16.15t+16

161564161 16:15t+16

Vienadiba ir speka.
4.10. Atbilde. Pareizi spel&jot, vienmer uzvares 2.speletajs.

Risinajums. Naglu skaits ir 1977.Nav viegli uz reiz orientéties Sajas 1977 naglas
un izdomat, ka tad biitu jaspele.

Tapéc busim pieticigaki un saksim ar 3 naglam. Noslégta k&de izveidosies tresaja
gajiena (ne atrak un ne veélak). Tapec uzvares 1.spelétajs;

1.gajienu izdara 1.speletajs,

2.gajienu izdara 2.speletajs,

3.gajienu izdara 1.spélétajs.

Ka biis ar 4 naglam?



1.gaj.

(1.spel.)
2.gaj.

(2.spel.)
3.gaj.

(1.spel.)

K By
izveidojas noslégta Saja gadijuma 1.speletajs
kéde, tatad 1.speletajs, nevar izveidot noslégtu kedi,
izdarot So gajienu, uzvares bet 2.spéletajs nakosaja gajiena

noteikti to izdaris

Tatad 2.speletajs var spélét ta, lai vin$ uzvarétu; ja 2.spelétajs spele pareizi, tad
1.sp€letajs 3.gajiena ir spiests izdarit “sliktu” gajienu, jo “labo” gajienu vairs nav.
Tagad, ludzu, pagemiet papiru, zimuli un izdomajiet patstavigi, ka pareizi jaspélé
un kurs uzvargs, ja naglu skaits biis 5, 6 un 7. Tikai p&c tam lasiet talak.

Ja esat izanaliz&jusi uzdevumus ar 5, 6 un 7 naglam, tad noteikti jau ir skaidrs — ja
péc kada gajiena viena no naglam (apzimé&sim to ar A) savienota ar divam citam
naglam (piem., B un C) (skat. 110. zZim.),

A/

C

B

110.zim.

tad nakoSaja gajiena tiks savienotas naglas B un C, un tas spélétajs, kur§ to
izdaris, bus uzvar€jis. Tatad, pareizi spél€jot, katrs spelétajs censas nepievienot
vadu tai naglai, kas jau ir savienota ar kadu citu naglu.

Rezultata visas naglas sadalas paros un Sie pari sava starpa nav savienoti (skat.

RIS

111.zim.



Ja naglu ir 1977, tad var izveidot 988 §adus parus, un paliks vél viena nagla. Tas
notiks péc 988 gajieniem.

Ja 1.gajienu izdara 1.spelétajs,

2.gajienu izdara 2.spélétajs,

3.gajienu izdara 1.spelétajs,

4.gajienu izdara 2.sp€letajs, utt.

(gajienus ar nepara numuriem izdara 1.sp€letajs, bet gajienus ar para numuriem
izdara 2.spéletajs), tad

989. gajiens jaizdara 1.sp€letajam.

Vin$ var vai nu brivo naglu savienot ar kadu citu, vai ar1 divas naglas, kuram jau
ir pari, savienot sava starpa. Jebkura no Siem gadijumiem 2.spélétajs ar nakoso
gajienu izveido noslégtu kedi.

Talak, pareizi spél&jot, vienmér uzvaré€s 2.speletajs, un tas notiks 990.gajiena.

Ja 1.spéletajs speles nepareizi, bet 2.spelétajs — pareizi, ar1 tad uzvar€s 2.spelétajs,
tikai tas notiks atrak neka 990.gajiena, bet, ja 2.spElétajs spé€lés nepareizi un
1.speletajs spelés pareizi, tad uzvares 1.speletajs.

5. nodarbibas atrisinajumi
5.1. Atbilde. Viens no daudzajiem iesp&jamajiem risinajumiem paradits
112.zZim&juma.

112.zim.

5.2. Atbilde. No 1 1idz 1000 ir 272 skaitli, kuru pieraksta ir kaut viens vieninieks.

Risinajums. Skaitlis 1000 satur ciparu 1. Talak aplikosim visus pargjos skaitlus.
Papildinasim divciparu un vienciparu skaitlus Iidz trisciparu skaitliem ar nullem
skaitla prieksa. (Pieméram, 93 apskatam ka 093, 4 ka 004.)

Lidz ar Siem skaitliem apskatam art skaitli 000. Tatad mé&s apskatam 1000
“trisciparu skaitlus”. Ta ka sakuma dotie skaitli tika papildinati ar nullem, tad
starp apskatamajiem skaitliem tadu skaitlu, kas satur kaut vai vienu vieninieku, ir
tikpat, cik sakuma (neskaitot skaitli 1000).

Aprekinasim, cik starp apskatamajiem skaitliem ir tadu skaitlu abc, kas nesatur
nevienu vieninieku (a, b, ¢ - cipari).

Cipars a var pienemt jebkuru no 9 vértibam 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; tapat jebkuru
no $Im veértibam var pienemt katrs no cipariem b un c. Ta ka katra no 9



iesp€jamam cipara a veértibam var kombinéties ar katru no 9 iespg€jamam cipara b

vertibam, tad skaitla abc divus pirmos ciparus var izvéleties 9-9=81 veidos.
Ta ka katram no Siem veidiem var gala pierakstit jebkuru no devinam iesp&jamam

cipara ¢ vértibam, tad skaitli abc prasitaja veida var izvélgties 81-9=729 veidos.
Tatad ir 729 skaitli abc, kas nesatur nevienu vieninieku.

Tapec ir 1000-729=271 skaitli abc, kas satur kaut vienu vieninieku.
Atceroties vel skaitli 1000, ieglistam, ka no 1 Iidz 1000 ir 271+1=272 naturali
skaitli, kuru pieraksta ir vismaz viens vieninieks.

5.3. Atbilde. Vecakais bralis fini§€s pirmais.

Risinajums. Kamer vecakais bralis noskrien 60 m, jaunakais bralis noskrien 56 m.
Tatad otraja skrgjiena 4 m attaluma no finiSa abi brali bus Iidzas. Ta ka vecakais
bralis skrien atrak, tad vin$ fini$€s pirmais.

5.4. Atbilde. Pareizais laiks ir “bez vienas miniites tris”.

Risinajums. Apzimé&sim pareizo laiku ar x.

Tad viena no cilveku A, B, C un D atbildém ir vai nu x+2 min., vai X-2 min.;
tapat viena no $§tm atbildém ir vai nu x+3 min., vai x-3 min.,

viena no tam ir vai nu x+4 min., vai x-4 min.,

un viena no tam ir vai nu X+5 min., vai x-5 min.

Uzrakstisim §Ts iesp&jas tabulas veida.

x-2 x+2
x-3 x+3
x-4 x+4
x-5 Xx+5

Péc A un C dotajam atbildém pulkstenu uzradita laika starpiba ir 9 miniites, pie
tam A pulkstenis rada agraku laiku.

No tabulas redzams, ka tas iesp&jams tikai tad, ja

a) A atbilde ir “x-4”, bet ¢ atbilde ir “x+57,

b) A atbilde ir “x-57, bet ¢ atbilde ir “x+4”.

Aplukosim abas iespéjas.

Pirmaja gadijuma pareizais laiks ir “bez divam minttém tris”, bet tad B kludijies
par 1 minti; tas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad $1 iesp&ja atkrit.
Otraja gadijuma pareizais laiks ir “bez vienas minttes tris”. Parbaude rada, ka §1
atbilde apmierina visus uzdevuma nosacijumus.

Ja atrisinajumu uzmin un tikai parbauda, vai pulksteni kludas par 2, 3, 4 vai 5
minttém, tad japamato, kapec nav iesp&jami citi atrisinajumi. Ja tas nav izdarfits,
uzdevumu nevar uzskatit par pilnigi atrisinatu, jo varétu biit uzdevums, kuram ir
vairaki atrisinajumi.

5.5. Atbilde. Viens gramatas eksemplars maksa 1 latu un 18 santimus.
Risinajums. Viena gramatas eksemplara cenu apzimésim ar x santimiem. Tad var

uzrakstit §$adas nevienadibas:
1200<11x<1300,



2000<17x<2100.

Taka

1200:11= 109i,
11

1300:11=118£,
11

2000:17:1172,
17

2100:17=1232,
17

tad §1s nevienadibas var parrakstit forma
109i< X<118£ un 117£< X<1232.
11 11 17 17

Ta ka x — vesels skaitlis, tad vieniga vértiba, kas apmierina abas iegiitas
nevienadibas, ir x=118. Tatad viens gramatas eksemplars maksa 1 latu un 18
santimus.

5.6. Pieradijums. Aplikosim 113.zZim&umu.

2(3|4|5|/6(7]8
9 (10{11(12(13|14|15|16

17|18119(20]21|22 (23|24
24 25(26(27|28|29(30|31|32
32 33(34(35|36|37(38(39|40
40 41(42(43|44|145(46|47|48
48 49150|51|52|53|54|55|56
56 57(58(59160|61|62|63|64

1234@678

113.zZIim.

Viegli saprast, ka katra rutina ierakstitais skaitlis ir divu skaitlu summa — ta
skaitla, kas pierakstits blakus attiecigajai rindinai tabulas arpusée, un ta skaitla, kas
pierakstits zem attiecigas kolonnas tabulas arpuse.

Pieméram, 21=16+5 (skat. 113.zim.).

Sauksim rindinam blakus pierakstitos skaitlus par “pirmajiem saskaitamajiem”,
bet zem kolonnam pierakstitos skaitlus - par “otrajiem saskaitamajiem”.

Tas ritinas, kuras skaitliem pierakstitas “-” zimes, iekrasosim, bet pargjas
atstasim baltas. Pierakstitas “-” zimes nodz€sisim. Mums japierada, ka “krasaino”
skaitlu summa vienada ar “balto” skaitlu summu.

Ta ka katra rindina ir 4 baltas un 4 iekrasotas rutinas, tad “krasaino” skaitlu pirmo
saskaitamo summa vienada ar “balto” skaitlu pirmo saskaitamo summu. Ta ka
katra kolonna ir 4 baltas un 4 iekrasotas riitinas, tad “krasaino” skaitlu otro
saskaitamo summa vienada ar “balto” skaitlu otro saskaitamo summu. Ta ka
“balto” (“krasaino”) skaitlu summu iegiist, saskaitot to pirmo saskaitamo summu



5.7.

5.8.

5.9.

ar otro saskaitamo summu, tad “krasaino” skaitlu summa vienada ar “balto”
skaitlu summu.

Atbilde. Skaitlis, kas sastav no 600 seSiniekiem un nullém, nevar but vesela
skaitla kvadrats.

Risinajums. Ja skaitlis dalas ar 10, tad, lai tas biitu vesela skaitla kvadrats, tam
jadalas ar 100. Tapéc tad, ja skaitlis dalas ar 10 un ir pilns kvadrats, ta beigas ir
para skaits nullu.

Ja §1s nulles atmet, ar1 iegiist skaitli, kas ir vesela skaitla kvadrats. legiitais skaitlis
beidzas ar 6. Ta ka skaitlis sastav no seSiniekiem un nulléem un beidzas ar 6, tad
dalot 3o skaitli ar 2, ieglisim skaitli, kas beidzas ar 3. Sis skaitlis ar 2 nedalas.
Tatad skaitlis, kas sastav no 600 seSiniekiem un nullém un beidzas ar 6, nedalas
ar 4, bet ar 2 dalas. Tads skaitlis nevar biit vesela skaitla kvadrats.

Atbilde. Ja, var.
Risindjums. Katram robezas Iinijas gabalam (kas nesatur robezu Iiniju
krustpunktus) uz vienu pusi piezimésim zonu ta, lai jauni robezu krusto$anas

punkti nerastos. Kart€ visas $is zonas, kas radas pie iepriek$€jam robezam,
krasosim viena krasa, atlikusas zonas - otra krasa (pieméru skat. 114.zim.).

A

114.zim.

Atbilde. Ng, nevar.

Risinajums. Uzzimeésim koordinatu asis (skat. 115.zim.) ar nullpunktu sakuma
rutinas taja virsotng, kura nes€z sienazis. Tatad vienam no sienaziem janokliist
janoklist punkta O, kura koordinatas ir (0;0).

Sienazu koordinatas sakuma ir A(0;1), B(1;1), C(1;0). Sienazu koordinatu
starpibas ir veseli skaitli.



Nl

115.z21m.

Ja A lec pari B, tad p&c l€ciena tas ir uz vienas taisnes ar B un savu ieprieksgjo
stavokli un tada pasa attaluma no B (punkta A1), ka pirms I€ciena. Tapéc katra A
koordinata ir izmainijusies par skaitli, kas ir B un A sakotngja stavokla atbilstoSo
koordinatu divkarSota starpiba. Ta ka koordinatu starpibas ir veseli skaitli, tad
abas koordinatas izmainas par para skaitliem.

Katram sienazim vismaz viena koordinata sakuma ir nepara skaitlis; ja to izmaina
par para skaitli, iegiist nepara skaitli.

Tatad punkta O, kura koordinatas (0;0), neviens sienazis nenok]as.

5.10. Pieradijums. Novilksim taisni caur diviem punktiem A un B ta, lai pargjie 3
punkti atrastos no tas viena pus€. Novilksim rinka linijas caur punktiem A un B
un katru no 3 pargjiem punktiem. Divas rinka Itnijas var krustoties ne vairak ka
divos punktos. Ta ka novilktas rinka Iinijas krustojas punktos A un B, tad vairak
krustpunktu tam nav. Vidgja rinka linija bus prasita, jo abi pargjie punkti ir uz
vienu pusi no taisnes AB un katrs uz savas rinka linijas (skat. 116.zim.).

116.zZ1im.

6. nodarbibas atrisinajumi
6.1. Atbilde. Skaitlis 4-A beidzas ar divam nullém, un starpiba A-B ir pozitivs
seSciparu skaitlis tada un tikai tada gadijuma, ja A ir viens no seSciparu skaitliem:
631425, 634125, 641325, 643125.

Risinajums. Skaitli A uzrakstisim §adi: a,a,a,a,a.a, (ai, az,..., as ir skaitla A
cipari).



6.2.

Tad skaitlis B ir uzrakstams ka a,a,a,a,a,a, .

Reizinajums 4-A beidzas ar divam nullém, tatad skaitlis A beidzas ar 25.
Pieradisim to. Apgalvojums “Skaitlis beidzas ar divam nullém” patiesiba nozimé
“Skaitlis dalas ar 100”. Skaitlis 4-A var dalities ar 100 tikai tad, ja 4-a.a, dalas
ar 100, jo

4-A=4-a,a,a,a,a.a, =4-(a,a,a,a, - 100+ a.a, )=4-100-a,a,a,a, +4-a.a, ).

Ja4-a,a, dalasar 100, iespgjami $adi gadijumi:

4-a,a, =100 = a,a, =25 = as=2, ag=>5;

4-asa, =200 = aa, =50 = as=5, ac=0;
bet §ads gadijums nav iesp&jams,
jo 0 skaitla A sastava neietilpst.
4-asa, =300 = aa, =75 = as=7, ag=5;
tas nav iesp€jams, jo cipars 7
skaitla A sastava neietilpst.

4-aa, =400 = asa, =100,
bet 100 nav divciparu skaitlis.

Acimredzot arT nakosie gadijumi 4-a.a, =500, 4-a,a, =600 utt. nav iesp&ami, jo
tad a;a, parsniedz 100.

Tatad esam pieradijusi: ja 4-A beidzas ar divam nullém, tad skaitla A p&dgjie
cipari noteikti ir $adi: as=2, a¢=5.

Tad A=a,a,a,a,25 un B=52a,a,a,a, .

Ta ka A-B ir pozitivs skaitlis (tas ir teikts uzdevuma nosacijumos), skaitlim A
jasakas ar ciparu 6 (ar 5 tas sakties nevar, bet tam jabit lielakam par B).

Tatad a1=6, un iegiistam A=6a,a,a,25, B=52a,a,a,6.

Atcergsimies, ka uzdevuma teikts: starpiba A-B ir seSciparu skaitlis. Tapéc a2
jabiit lielakam par 2. Pret€ja gadijuma, no a2 atnemot 2 (vai, ja jau ieprieks biis
radies parnesums, no az-1 atpemot 2), radisies parnesums, un tad starpiba vairs
nebiis seSciparu skaitlis.

Tatad a2 var bt tikai 3 vai 4. lespgjami $adi varianti:

1) ax=3, a3=1, as=4;

2) a2=3, a3=4, as=1;

3) ax=4, a3=1, a+=3;

4) ax=4, a3=3, as=1.

Parbaudisim:

1) A-B=631425-524136=1072809;

2) A-B=634125-524136=112689;

3) A-B=641325-523146=118179;

4) A-B=643125-521346=121779.

Risinajums. Vispirms parlocisim lapu uz pusém. Ja gribésim, lai divas trijstira
virsotnes atrodas punktos A un B, tad tresajai virsotnei bils jaatrodas uz liekuma
linijas SL (skat. 117.zim.).



S

117.21m.

Uz bridi iedomasimies, ka regulars trijstiiris ir iegtts (skat. 118.zim.).

C

118.zim.

Tam visu malu garumi ir vienadi; trijstiiri ir iesp&jams parlocit gan ta, lai mala
AB sakrit ar malu AC, gan ta, lai mala AB sakrit ar malu BC.

Atgriezisimies pie dotas kvadratveida papira lapas. Parlocisim to ta, lai virsotne
atrastos uz vertikalas locijuma linijas (skat. 119.zim.).

M D

A

119.zim.

Taja vieta, kur tagad novietojusies virsotne A , jaatrodas tresajai regulara trijstiira
virsotnei (apzim&sim to ar C). Ta ka zimuli lietot mums nav atlauts, virsotni C
atzimét nevaram, tap&c ari talak nodarbosimies ar lociSanu. Brivo kvadrata sturi
aiz virsotnes D parlocisim pari malai AB (skat. 120.zim.)



120.zim.

Tagad lapu varam atlocit vala, bet atcerésimies, ka griezums biis jaizdara pa
locijuma Itniju KB. Turpinasim lociSanu, lai p&c iesp&jas precizak iegilitu otru
griezuma liniju.
Tagad parlocisim lapu ta, lai virsotne B atrastos uz vertikalas locfjuma linijas
(skat. 121.zim.).

M D

121.zim.

P&c tam brivo kvadrata stiiri aiz virsotnes M parlocisim pari malai AB (skat.
122.7z1m.)

N D

122.zim.

Atlokot lapu vala, redz&€sim tadas loctjuma Iinijas, kadas redzamas 123.zZim&juma.



123.21m.

Atliek iesvitroto daJu nogriezt, un biisim ieguvusi regularu trijsttiri ABC.

6.3. Atbilde. No dotajiem rakstiem varam iegtist Sadus rakstus: a, b, ¢, a+b, a+c, b+c,
0, at+b+c.
Raksts a attelots 124. Zzim&juma,
raksts b att€lots 125. zim&juma,
raksts ¢ att€lots 126. zimgjuma,
raksts a+b attelots 129. Zim&juma,
raksts b+c att€lots 130. Zim&juma,
raksts a+c att€lots 131. Zim&uma,
raksts 0 att€lots 132. Zim&juma,
raksts a+b+c att€lots 133. zZim&juma.

Risinajums. Pirmo rakstu (skat. 124.zim.) apzZim&sim ar a,

124.zim.

otro rakstu (skat. 125.zZim.) apzZim&sim ar b,



125.zim.

treSo rakstu (skat. 126.zim.) apzZim&sim ar c.

126.z1m.

Pieraksts a+b nozimé, ka jaunais raksts ieglits, savienojot rakstus a un b, raksts
b+c iegits, savienojot rakstus b un ¢, utt. Méginasim uzzimét rakstu a+b.

Viens no pan€mieniem ir $ads: raksta a iekrasotas riitinas jaunaja lapa atzimesim
ar maziem krustiniem, péc tam uz tas pasas lapas ar apliSiem atzZim@sim tas
riitinas, kuras ir iekrasotas raksta b. Ja tas izdarits pietiekami riipigi un uzmanigi,
ieguisiet att€lu, kads paradits 127. zimgjuma.
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Al x °f x x| x °

127.2im.



Tagad uzmanigi jaapskata visas rutigas pec kartas un jaiekraso tikai tas, kuras ir
vai nu tikai krustins, vai arT tikai aplitis. Riitinas, kuras ir gan krustins, gan aplitis,
jaatstaj neiekrasotas. Raksts a+b att€lots 128. zim&juma.

Tagad varat parzimét to velreiz uz tiras lapas (skat. 129.zim.)

129.zim.

Ja mes buitu zZim&jusi rakstus nevis uz 10x10 ritinas lielam lapam, bet, piem&ram,
uz lapam ar izmériem 20x20 vai 30x30 ritinas, jaunizveidotie raksti izskatitos
skaistak un biitu parskatamaki. Tapéc, ja jums ir skaidrs jauna raksta veidoSanas
princips, varat to parzimét uz lielakas lapas.

Lidzigi ka rakstu a+b varam uzzimét ar1 rakstu b+c un rakstu a+c.

Raksts b+c izskatisies $adi (skat. 130.zim.).



130.zim.

Raksts a+c izskatisies Sadi (skat. 131.zim.).

131.zim.

Uzdevuma nosacijumos teikts, ka rakstu veidoSana més drikstam izmantot ari
jaunizveidotos rakstus. Skiet, paveras plasas iesp&jas :

rakstu a+b varam parklat ar rakstu b+c,

rakstu b+c varam parklat ar rakstu a+c,

rakstu a+c varam parklat ar rakstu a,

péc tam iegiitos atkal varam parklat ar a, b, ¢, a+c, un ta talak Iidz bezgalibai.
Uzzimgjiet dazus $adus rakstus un noskaidrojiet, vai visos gadijumos jauniegiitais
raksts biis atSkirigs no visiem ieprieks iegiitajiem.

Tagad atrisinasim $adu uzdevumu: Doti tris skaitli 1, 3 un 12. Jaunu skaitli var
iegiit, sakaitot kadus divus no dotajiem vai ieprieks iegutajiem. Cik skaitlu sada
veida var iegiit?”

Atbilde. Var iegiit bezgaligi daudz skaitlu. Pieméram, $adi:

1+1=2, 1+3=4, 1+12=13,
3+3=6, 3+12=15, 12+12=24;

tagad misu riciba jau ir skaitli 1, 2, 3, 4, 12, 13, 6, 15, 24.



Centisimies iegtt skaitlus, kas atSkiras no ieprieks iegiitajiem (ja ieglisim skaitli,
kas jau ir iegiits ieprieks, nosvitrosim rezultatu):

14152, 142=3, 1+4=5, 1+3=4,  1+12=13, 1+6=7, 1+15=16, 1+24=25,
2424, 24358, 24456, 2+12=14, 2+13=15, 2+6=8, 2+15=17, 2+24=26,
34356, 3+4=7. 3+12=15, 3+13=16, 3+6=9, 3+15=18, 3+24=27,
4+4=8. 4+12=16, 4+13=17, 4+6=10, 4+15=19, 4+24=28

utt.
Skaidrs, ka $ada veida turpinot, més ieglisim bezgaligi daudz skaitlu.

(Pieradijums. Pienemsim, ka var iegtt tikai galigu skaitlu skaitu un mes esam
uzrakstijusi visus iesp&jamos skaitlus. Tad starp Siem skaitliem eksisté
vislielakais. Bet So vislielako m&s varam palielinat, pieskaitot vinam kadu no
ieprieks iegiitajiem skaitliem. Tad buisim ieguvusi vél vienu skaitli, kur$ atSkiras
no visiem ieprieks iegiitajiem. Te ir pretruna, jo més pienémam, ka esam ieguvusi
visus iesp&jamos skaitlus. Tatad patiesiba varam iegiit bezgaligi daudz skaitlu.)

Kapgc tapat neiznak ar rakstiem?

No rakstiem a+b un b+c iegiistam jau pazistamo rakstu a+c;

(b+c)+(atc)=a+b,

(atc)ta=c.

Bet savienojot a ar a ieglstam tuksu lapu (parbaudiet!), nosauksim So rakstu par
nulles rakstu un apzimésim to ar 0. Tatad

ata=0,

(ata)ta=a,

((ata)t+a)+a=0,

(((ata)ta)+a)t+a=a utt.

Saja procesa iesp&jami tikai divi atkirigi rezultati. Tie ir 0 un a.

Te ir vérojama atSkiriba no skaitliem: ja x ir nenulles skaitlis, tad, pakapeniski
pieskaitot to pasu sev, iegtistam $adu virkni:

X+x=2X, (X+x)+x=3X, ((X+X)+x)+x=4%, (((X+X)+x)+x)+x=5x utt.

Visi iegutie skaitli ir atSkirigi.

Tagad ir skaidrs, kapec, uzliekot kadam jaunizveidotajam rakstam virsii tadu,
kur§ jau ir piedalijies ST raksta veidoSanas procesa, ieglistam nevis jaunu,
atSkirigu, bet kadu no ieprieks iegiitajiem rakstiem. Pieméram,

(atb)+b=a,

(b+c)+c=b,

(atb)+(b+c)=a+c utt.

Tapeéc rakstu veidoSanas procesa jaunus rakstus varam iegt tikai tad, ja ieprieks
iegiitajam rakstam S uzliekam virst tadu rakstu, kurs raksta S veidoSanas procesa
nepiedalijas. Ta ka mums sakuma bija doti tikai tris dazadi raksti a, b un c, varam
sastadit ieglistamo rakstu sarakstu:

0, a, b, c, atb, atc, btc, atb+c.

Rakstu 0 var iegiit, piem&ram, savienojot a ar a,

rakstu a var iegiit, piem&ram, savienojot a ar a un vélreiz ar a,

rakstu b var iegiit, pieméram, b=(b+b)+b,

rakstu c var iegiit, piem&ram, c=(c+c)+c,

rakstu a+b+c var iegiit, pieméram, a+b+c=(a+b)+c.



Sos pasus rakstus, protams, ir iesp&jams iegiit arf daudzos citos veidos.
Raksts a attelots 124. Zzim&juma,

raksts b att€lots 125. zZim&juma,

raksts ¢ att€lots 126. zimgjuma,

raksts a+b attelots 129. Zim&juma,

raksts b+c att€lots 130. zimgjuma,

raksts a+c att€lots 131. Zim&uma,

raksts 0 att€lots 132. Zim&juma,

132.7im.

raksts a+b+c att€lots 133. zim&juma.

133.zim.

Nekadus citus, no Siem atskirigus rakstus, ieglit nav iesp&jams.

6.4. Risinajums. I. Lai beigas iegiitu 14. zim&juma att€loto stavokli, sakuma kartites
var&ja novietot ta ka paradits 134. zimgjuma.



II. a) 15. Zim&juma atteloto stavokli nav iesp&jams iegiit, jo attéla aizkrasotas 50

rutinas, bet mums ir tikai 48 kartites.

b) 16. zim&uma atteloto stavokli ir iesp€jams iegiit (skat. 135.zim.). (Patiesiba

rindas var mainit vietam, no ta rezultats nemainas.)
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134.21m.

6.5. 1. Risinajums. Viens no veidiem, ka vargtu att€lot pilsétas un celus starp tam,

paradits 136. Zim&juma.

S|A|U|L|E
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135.zim.

Pilséta ar numuru 3 tiks apmekl&ta vai nu pirma, vai otra, vai tresa, vai ceturta.
Tapec, lai iekliitu Saja pilséta, Nezinitis samaksas vai nu 3-1, vai 3-2, vai 3-3, vai

136.Z1im.

ar1 3-4 santimus. Pierakstisim to $adi:

par ieieSanu pilséta ar numuru 3 Nezinitis samaksaja 3y santimus, kur y ir viens

no skaitliem 1, 2, 3, 4.




Analogiski — par ieieSanu pargjas pilsétas Nezinitis samaksaja attiecigi 1x, 6z un
8t santimus (arT x, z un t ir nemti no skaitliem 1, 2, 3, 4, pie tam katrs Sis skaitlis
izmantots tiesi vienu reizi).

Par visu celojumu kopa Nezinitis bis izdevis 1x+3y+6z+8t santimus.

Sastadisim visu iesp&jamo marSrutu tabulu (pieméram, viens marSruts ir $ads:
vispirms jaapmekl€ pils€ta ar numuru 1, otra - pilséta ar numuru 3,

tresa - pils€ta ar numuru 6, ceturta - pilséta ar numuru 8. Tad x=1, y=2, z=3, t=4.
Veicot $o marsrutu, Nezinitim butu jaizdod 1-1+3-2+6-3+8-4=57 santimi).

Kad visiem iesp&jamajiem marSrutiem (to ir 24) biisim aprekinajusi izteiksmes
Ix+3y+62z+8t vertibu, izvelesimies vismazako no STm vertibam. Tad bis reizé
atbildéts gan uz a, gan uz b jautajumu.

Tabulas sakums varétu izskatities $adi:

1x+3y+6z+8t
1.1+3-2+6-3+8-4=57
1.1+3.2+6-4+8-3=55
1-1+3-3+6-248-4=54
1-1+3-3+6-4+8-2=50
1-1+3-4+6-24+8-3=49
1-1+3-4+6-3+8-2=47
1-243-1+6-3+8-4=55
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Pabeidziet tabulu patstavigi un pieradiet, ka izteiksmes 1x+3y+6z+8t vismazaka
iesp&jama vertiba ir 33!

I1. Risinajums. Vispirms pieradisim lemmu: ja a, b, m, n ir naturali skait]i un
a<b, m<n, tad m-a+n-b>m-b+n-a

(Piemérs: skaitli 1, 2, 3, 6; 3-1+6-2>3-2+6-1).

Pieradijums. Ta ka a<b un m<n, varam rakstit, ka

b=atc, n=m+k, ¢ un k — naturali skaitli. Tad
m-a+n-b=m-a+(m+k)(a+c)=2ma+mc+katkec, bet
m-b+n-a=m(a+c)+(m+k)a=ma+mc+ma+ka=2ma+mc+ka.
Actmredzot, ja k>0 un c¢>0, arT kc>0, tapec
2ma+mc+ka+kc>2ma+mc+ka, un tatad esam pieradijusi, ka
m-a+n-b>m-b+n-a, ja b>a un n>m.

Tagad atgriezisimies pie uzdevuma. Pieradisim, ka tad, ja nosacfjums x>y>z>t
nav spéka, izteiksmes 1x+3y+6z+8t vertibu var pamazinat. Ja kaut viena vieta ta
burta vertiba, kas ir pie mazaka skaitla, ir mazaka par ta burta vertibu, kas ir pie
lielaka skaitla, (pieméram, y<z), apmainisim $o burtu vertibas vietam. No lemmas
izriet, ka

3y+6z>3z+6y, ja y<z. Tapec

Ix+3y+6z+8t>1x+3z+6y+8t.

AT citos gadijumos, ja nosacijums x>y>z>t nav speka, apmainot attiecigo burtu
vertibas vietam, izteiksmes vertiba noteikti pamazinasies.



6.6.

6.7.

Tacu ar to v@l nepietiek, lai varétu apgalvot, ka izteiksmes 1x+3y+6z+8t
vismazaka ir tad, ja x>y>z>t.

Pagaidam esam pieradijusi tikai to, ka jebkuru veértibu, kurai nav spéka
nosacijums x>y>z>t, var pamazinat. Par gadijumu, kad nosacijums x>y>z>t ir
speka, nekas nav spriests. Tapec, lai risinajums biitu pilnigs, japiebilst, ka

1) katrs iesp€jamais marSruta variants apmierina vai nu nosacijumu “x>y>z>t
neizpildas”, vai ar1 nosacijumu “x>y>z>t izpildas”;

2) variantu ir galigs skaits, tapec starp visam veértibam noteikti eksisteé vismazaka.
Talak varam spriest §adi: par visam vertibam, iznemot to, kurai x>y>z>t ir speka,
zinam, ka §is veértibas ir iesp&jams pamazinat. Mes zinam ari, ka starp visam
iespgjamam veérttbam noteikti eksisté vismazaka. Tatad vertiba, kurai ir speka
x>y>z>t, arl ir vismazaka. Ta ir

1-4+3-3+6-2+8-1=33.

Ieveérosim, ka tad, ja iesp&jamo variantu skaits biitu bezgaligi liels, nevaretu
apgalvot, ka vismazaka vertiba eksiste.

Piemé&ram, virkne 1,l 111 ,L,... katram virknes loceklim eksiste cits,

2°4°8°1673277 2"
kas ir par to mazaks, bet vismazaka locekla $aja virkn€ nav. Turpret, ja skaitlu
kopa ir galiga, taja vienmer eksiste vismazakais elements.

Risinajums. Seit esam ievietojusi tikai dazus no daudzajiem uzdevumiem, kuri
apmierina misu nosacijumus. Uzdevumu atrisinajumus $eit neievietosim, bet jus
pasi varat parliecinaties, ka visiem uzdevumiem ir ne vairak ka 5 atbildes.

1) “Atrast skaitli ar $adam 1pasibam: tas ir trisciparu skaitlis, beidzas ar ciparu 9
un ir kada cita naturala skaitla kvadrats.”

2) “Atrast skaitli ar $adam 1pasibam: tas ir vismazakais trisciparu skaitlis, kuru
dalot ar 3, 4 un 5, katru reizi iegiistam atlikumu 2.”

3) “Atrast skaitli ar $adam IpaSibam: tas ir divciparu skaitlis un, ja apzZimésim to
ar x, tad skaitli x!, x%, x°, x*, x°, x%, x’ visi sakas un visi beidzas ar vienu un to

pasu ciparu.”

4) “Atrast skaitli ar $adam Tpasibam: tas ir Cetrciparu skaitlis kuram divu vidgjo
ciparu summa dalas ar 5. Bez tam, reizinot to ar skaitli, kur§ uzrakstits ar tiem
paSiem cipariem apgrieztd seciba, iegiisim astonciparu skaitli, kura 3 p&dgjie
cipariir 0.”

5) “Atrast skaitli ar Sadam pasibam: skaitli ir 5 cipari, tieSi viens no tiem ir 0, bet,
ja So 0 nosvitrojam, skaitlis samazinas tiesi 9 reizes.”

Pieradijums. Ja viens no daudzstiiriem ir trijstiiris, tam kopiga mala var but tikai
ar 3 citiem daudzstiiriem. Tapéc, ja més gribam novietot plakné vairak neka 4
daudzsturus ta, lai katram ar katru biitu kopiga mala, katra daudzstiira malu
skaitam ir jabut lielakam par 3.

Apskatisim gadijumu, kad trijstiiru nav, bet viens no daudzstiiriem ir Cetrsturis;
daudzstiiriem ar lielaku malu skaitu spriedumi ir analogiski.



6.8

Pienemsim, ka mums dots Cetrstiiris ABCD. Ar to robezojas Cetri citi daudzstiri.
Daudzstiiri, kuram ar ABCD ir kopiga mala AB, apzimé€sim ar , to

kuram ar ABCD ir kopiga mala BC — ar BC\ utt.
Pienemsim, ka daudzstiirim ir kopiga mala ar

Ja diviem daudzstiiriem ir kopiga mala, tad no viena daudzstura neskérsojot
nevienu citu, var pariet uz otru.

Ta ka cetrsturim ABCD ir kopiga mala ar , daudzstiirim ir

kopiga mala ar , daudzstiirim ir kopiga mala ar Cetrstiiri
ABCD, Sie tris daudzsturi veido slégtu sistému. Ta var€tu izskatities apméram
tada, ka att€lota 137. Zzim&juma.

137.z1im.

Daudzstiiris /BC\ atrodas §1s slégtas sist€mas iekSpusé, un tam var bt
kopigas malas tikai ar daudzstiriem ABCD, un . Tatad

daudzstiiriem /BC\ un nav nevienas kopigas malas. Tatad esam
ieguvusi pretrunu.

Lidzigi varetu spriest tad, ja sakuma Cetrstiira vieta biitu némusi piecstiri, seSstiiri
utt.

Tatad esam pieradijusi — plakn€ ir iesp&jams novietot ne vairak ka cetrus izliektus
daudzstiirus, kuriem katram ar katru citu ir kopiga mala.

Pieradijums. Vispirms jaizdoma tada gajienu s€rija, péc kuras vienam skaitlim
zime biis apmainita, bet visiem par€jiem zimes nemainisies (talak redz€siet, ka to
ir iesp&jams izdarit). Tad, lai no pirmas virknes iegiitu otro, rikosimies $adi:
salidzinasim 1. virknes 1. skaitli ar 2. virknes 1.skaitli. Ja tiem zimes atSkiras,
izpildisim gajienu sériju, péc kuras 1. virknes 1. skaitlim zime mainisies uz
pretéjo, pargjiem skaitliem zimes nemainisies.

Péc tam salidzinasim 1. virknes 2. skaitli ar 2. virknes 2.skaitli, ja tiem zimes
atSkiras, atkal ar gajienu s€rijas palidzibu mainisim zimi tieSi 1. virknes 2.
skaitlim utt.

Tagad apskatisim, ka izdarit $adu gajienu s€riju.

Virkng ir 1958 locekli; to numuriir 1, 2, ..., 1958.

Pienemsim, ka gribam mainit zZimi skaitlim ar vietas numuru a. Tad naksies
izpildit §adu gajienu sériju:



apmainit zimes skaitliem, a, by by, bio;

1. gajiens - ) .

&4 kuru vietu numuri ir
2. gajiens - a, C1,C2, ..., Cio;
11. gajiens -¢e a, I L, lo;

Skaitli ar numuriem b1, b,..., bio, c1, c2,..., cio,..., 11, I2,..., Lio jaizvelas aizvien jauni —
ta, lai katram no tiem zime butu apmainita tikai vienu reizi (to var izdarit, jo
pavisam virkn€ ir 1958 skaitli, bet mums jaizvélas tikai 110).

Pec 11. gajiena skaitlim ar numuru a zZime ir mainita 11 reizes, tapec tagad Saja
vieta stav skaitlis ar citu zimi, neka sakuma.

Lai més varétu teikt, ka zZime mainijusies tikai skaitlim ar numuru a, nepiecieSams
velreiz mainit zZimes visiem skaitliem b1, b2,..., bio, c1, c2,..., cio, 11, I2,..., 1io.

To skaits ir 110, tap&c varam sadalit tos 10 grupas (pa 11 skaitliem katra grupa)
un visam grupam mainit zZimes. P&c tam katram So grupu skaitlim zime biis
mainita 2 reizes, tatad visiem skaitliem zime biis tada pati ka sakuma. Ta ka
pargjie skaitli Saja gajienu sérija vispar nav aiztikti, tad ar1 to zZimes ir tadas pasSas
ka sakuma.

6.9. Atbilde. Kubu ir iesp&jams aplimet atbilstosi uzdevuma nosacijumiem.

Risinajums. Lai biitu &rtak iekrasot, uzzim&sim kuba virsotnes izklajumu.
Izklajuma iekrasosim divas skaldnes ta, ka paradits 138. Zim&juma.
F__G

H—F—Ap H
E
F G
E/— H
B------1-)C
AL D
138.zim.

(Ja no $ada izejas stavokla neizdosies iegiit izklajumu, kuram pie katra burta balto
lenku summa vienada ar melno lenku summu, apskatisim citu sakuma krasojumu
vai méginasim pieradit, ka $ads krasojums vispar nav iesp&jams. Ja izdosies,
uzdevums biis atrisinats.)

Visu lenku summa pie vienas virsotnes ir 3-90°=270°.

Tatad baltie lenki kopa aiznem 135°. No 90° un 45° lieliem lenkiem 135° lielu
lenki var sastadit tikai divos veidos:

135°=90°+45°,

135°=45°+45°+45°.



Katram 45° lielam baltam lenkim atbilst viens 45° liels melns lenkis, tapéc
pirmaja gadijuma arT melno lepku summa 135° tiek sastadita no viena 45° liela
melna lenka un viena 90° liela melna lenka;

otraja gadijuma melno lepku summa 135° tiks sastadita no trim 45° lieliem
melniem lenkiem.

Tatad, lai uzdevuma nosacijumi biitu spéka, ir nepiecieSams, lai pie katras
virsotnes butu vai nu divi 90° lieli lenki un divi 45° lieli lenki, vai arT sesi 45°
lieli lenki.

Apskatisim lenkus pie virsotnes B. Paslaik 90° aiznpem balts lenkis, 90° - melns
lenkis, tatad lenka FBA vienai pusei jabiit melnai, otrai pusei jabut baltai. Tatad ir
nepieciesams, lai skaldné FBAE trijstiiru robezlinija btitu BE.

Apskatot lenkus pie virsotnes A, 11dzigi ka ieprieks§€ja gadijuma varam izspriest,
ka skaldneé ADHE trijstiiru robezlinijai ir jabtt DE.

Apskatot lepkus pie virsotnes E, péc tam - pie virsotnes C, secinasim, ka skaldnés
GFEH un CGHD trijstiiru robezlinijam jabut attiecigi GE un CH (skat. 139.zim.).

F_G
H—F=A b H

E"H

139.zim.

Parbaudiet patstavigi - pie katras virsotnes patiesam ir vai nu divi 90° lieli lenki
un divi 45° lieli lenki, vai arT se$i 45° lieli lenki! Tagad méginasim tos iekrasot
atbilstosi uzdevuma nosacijumiem.

Apskatisim lenkus pie virsotnes A. Lai balto lenku summa butu vienada ar melno
lenku summu, trijstiru AAEB un AADE krasojumiem jabiit atSkirigiem.
Uzskatamibas labad Sajos trijstiiros ieliksim zimes o un x (katra vienu). (Tas
nozimes - ja o ir balts, tad x ir melns, un otradi.)

Katra skaldng abu trijstiiru krasojumi atSkiras, tapec zimes x un o varam ielikt ar1
trijstiros AEFB un AEDA.

Apskatot lenkus pie virsotnes F, konstateésim, ka trijstirim AGFE noteikti jabiit
cita krasa neka AFBE, un, ta ka AGFE un AGHE atrodas viena skaldne, AGHE
jabut cita krasa neka AGFE. Skaldné CGHD ACGH jabut melnam, pret&ja
gadfjuma pie virsotnes G melno lenku summa nebiis vienada ar balto lenku
summu (skat. 140.z1m.).

F_G
G FB C G
XO XO
H=5A 4 H

ETH

140.2im.

Izveloties x — melnu, bet o — baltu, ieglisim kubu, kas attélots 141. Zim&juma.



F G F G
E H E H
C—> y — ¢ >y
D D
X X
141.zim.

Izv€loties x — baltu, bet o —melnu, iegiisim kubu, kas att€lots 142. zim&juma.

Z
V4 A
F G ¥ G
E H E H
—>C y B C >y
D A D
X
X
142.7z1m.

Parbaudiet patstavigi — katrs $ads krasojums patieS$am apmierina uzdevuma
nosacijumus.

Tatad kubu ir iesp&jams aplimét atbilstosi uzdevuma nosacijumiem.

Uzdevums ir atrisinats, tacu mums pasiem biitu interesanti uzzinat:

1) Vai abi iegitie krasojumi ir atSkirigi, vai varbit kubu, kas attelots 141.
ZImgjuma, ir iesp&jams novietot ta, lai vins izskatitos izkrasots tiesi tapat ka 142.
Zim&juma att€lotais kubs?

2) Vai més iegiitu kadu citu atSkirigu krasojumu, ja sakuma skaldnes ABCD un
BFGC iekrasotu citadi?

6.10. Atbilde. Sadu lauztu liniju ir iespgjams novilkt. Slégtas lauztas Iinijas garums (ja
vien dotaja taisnsttrT tadu var novilkt atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem) ir

(m+1)-(n+1).

Risinajums. Viens no veidiem, ka to var izdarit, paradits 143. zim&juma.



*

143.z1m.

Pieradisim, ka neatkarigi no Iinijas veida, tds garums ir noteikts viennozimigi.
Vispirms atzimésim, ka tad, ja taisnstlris sastav no mxn ratinadm, tas satur
(m+1)-(n+1) rutinu virsotnes (ieskaitot art tas, kas atrodas uz kontiira).
Pienemsim, ka atrodamies taja ratinu rezga virsotné, kura iesakas lauzta linija. No
uzdevuma nosacijumiem izriet, ka ta katra riitinu virsotng ieiet tieSi vienu reizi. Ja
més ietu pa So lmniju uz priekSu no Iinijas sakuma punkta, kurd paSreiz
atrodamies, mums naktos ieiet veél tieSi (m+1)-(n+1)-1 virsotnes, bet, lai aizietu
no iepriekSgjas virsotnes uz nakoSo, ir janoiet tieSi viena vieniba. Tatad
nenoslégtas lauztas linijas garums ir (m+1)-(n+1)-1.

Ja lauzta Iinija iet caur katru rutinu reZga virsotni tiesi vienu reizi un ir slégta, tad,
apstaigajot to, mums ir jaieiet ne vien (m+1)-(nt1)-1 ritinu virsotnés, kuras
neatrodamies, bet beigas ar1 taja, kura pasreiz atrodamies.

Tatad pavisam biis janoiet (m+1)-(n+1) posmi.




