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“Profesora Ciparina klubs” 1988./89. m.g.
1. nodarbibas atrisinajumi

Péc viena gajiena gan uz tafeles uzrakstito skaitlu skaits, gan to summa

S=9+11+13+15+17+19=84 pamazinas par 1, neatkarigi no ta, ar kuriem skaitliem
darbibas tiek izpildita.
Tatad pec 1. gajiena uz tafeles biis palikusi 5 skaitli, un to summa bus 83, péc 2.
gajiena — 4 skaitli, kuru summa ir 82, pec 3. gajiena — 3 skaitli, to summa ir 81, péc 4.
gajiena — 2 skaitli, kuru summa ir 80, p&c 5. gajiena biis palicis viens skaitlis — 79.
Tatad pédgjais skaitlis, kur§ paliks uz tafeles, biis 79, pie tam tas notiks péc 5
gajieniem.

Iedomasimies, ka zéni darbojas ar seSiem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem
ai, az, ..., ae. Ja a1 ir para skaitlis, tad a4 ir nepara, as — para, ac — nepara, tatad Andra
iegiitais rezultats ast+as+as ir para skaitlis.

Ja a1 ir nepara skaitlis, tad a2 ir para, bet a3 — nepara. Tatad Japa iegiita summa
ar+az+as ir para skaitlis.

Tatad, sareizinot Andra un Japa iegiitos rezultatus, Peterim bija jaiegiist para skaitlis.
Nepara skaitlis 111 111 111 vargja rasties tikai tad, ja kads no z&niem bija kludijies
darbibu izpilde.

Lai iegutu tabulu A 4 reizes izpildam gajienu ar augs€jo kreiso 2x2 riitinas lielo
kvadratu, piecus — ar augS€jo labo, 7 — ar apaks€jo labo, bet 6 — ar apaks€jo kreiso
2x2 rutinas lielo kvadratu. Ta ka B tabulas stura riitinas ierakstitie skaitli sakrit ar A
tabulas attiecigajiem skaitliem, tad gajienu skaitam ar katru atbilstoSo kvadratu
japaliek tadam pasam, un ta ka no saskaitiSanas kartibas summa nemainas, tad varam
secinat, ka tabulu B ar $adiem gajieniem iegiit nevar.

To var izpildit, piem&ram, $adi:
51;1;52;2;53;3;...;98;48; 99; 49; 100; 50.

Pirmo no 19 péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem apzimésim ar a. Lidz ar to
uzdevuma prasiba parfraz€jama sadi:
Vai var atrast tadu naturalu skaitli a, lai summa
S=a+(at+1)+(at+2)+...+(a+18)
dalitos ar 88?
Viegli redzet, ka
S=19a+(1+2+...+18)=19a+171=19(a+9).

Tatad S dalisies ar 88, ja a+9 dalisies ar 88, tas nozimge, ka a var but, piem&ram, 79,
t.1., naturalo skaitlu no 79 Iidz 97 summa dalisies ar 88.

Veicot gadijumu parlasi un neaizmirstot, sarkano virsotnu kvadrata malas var ar1

nebit paral€las liela kvadrata malam (skat. 1. zZim.), ieglistam, ka pavisam var atzimét
50 kvadratus.
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1. zim.

Skaidrs, ka apgalvojumu, ka skaitlis atrodas treSaja tabulas rinda, var pierakstit ar

sekojosu nevienadibu palidzibu:

2B<20<3B.
Tatad B<10 un ta ka B ir naturals skaitlis, tad B<9.
Lidzigi apgalvojumam, ka 41 atrodas piektaja rinda, atbilst nevienadibas

4B<41<5B
Tatad B>8,5 jeb B>9. Varam secinat, ka B var biit tikai viena vértiba, t.i., B=9.
Nevienadibas

(A-1)B<103<AB

izsaka to, ka 103 atrodas péd&ja, A-taja rinda. Ievietojot B=9, no §is nevienadibas

4
kreisas un labas puses attiecigi ieglistam A<12§ un A211§, ta ka A ir naturals

skaitlis, tad A vertiba var biit tikai 12. Tatad dotaja tabula ir 12 rindas un 9 kolonnas.

Pienemsim, ka var atrast divus tadus veselus skaitlus a un b, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus. No ta, ka viens no abiem skaitliem, pieméram, a, dalas ar abu
skaitlu summu, seko, ka |aj>|a+b|. No ta, ka otrs skaitlis — b — dalas ar abu skaitlu
starpibu, seko, ka |bj>Ja-b|]. Abam nevienadibam ir jaizpildas vienlaicigi. Bet
ieverosim, ka gadijuma, ja abi skaitli aun b ir ar vienadam zimém, tad nav speka 1.
nevienadiba; ja turpreti skaitli a un b ir ar pretg§jam zimém, tad nav speka 2.
nevienadiba. Tatad tadu skaitlu, kas apmierinatu uzdevuma prasibas, nav.

Pienemsim, ka nevienadibas
CB>CD, DE>EF, FG>GH, HI>1J, AI>AB (1)
visas vienlaicigi ir speka. Apzimésim ar £B, £ZD, ZF, ZH, ZJ zim&uma raduSos
trijsturisu lenkus pie ieks$€ja piecstira malam. Izmantojot dotas nevienadibas (1) un
faktu, ka trijstlir pret ta visgarako malu atrodas vislielakais lepkis, varam rakstit

2. 7zim.

ZD>/B, L/¥>/D, /H>/F, L1>/H, ZB>/] jeb
£LB</D</F</H</J</B.



Ta ka ZB</B nav iesp&jams, tad miisu sakotn&jais pienémums ir bijis aplams.

1.10. Apzim&sim meitenu skaitu ar m, zénu skaitu ar z, bet draudzibu skaitu starp
zéniem un meiteném ar d. Ta ka katra meitene draudzgjas tiesi ar 5 zéniem, tad d=5m;
ta ka katrs z&€ns draudzgjas tiesi ar 5 meiteném, tad d=5z. Tatad Sm=5z un m=z, kas
ar1 bija japierada.

1.11. Vispirms paradisim, ka katru naturalu skaitli var parveidot par 1. Skaidrs, ka
pakapeniski nosvitrojot skaitlim p&dgjo, priekspedgjo, ..., treSo, otro ciparu, to var
parveidot par viencipara skaitli. Ja tas ir 1, tad talaki parveidojumi nav vajadzigi.
Apskatisim citas iesp&jas, kad sakotngja skaitla pirmais cipars ir 2; 3; ...; 9.
25458161
3>6—>12->1
4>8—->16—>1
55101
6->12->1
7T—>87T—>1
8—>16—>1
9->18—>1
Lai uzdevums biitu atrisinats, pietiek paradit, ka 1 var parveidot par jebkuru naturalu
skaitli, kas neparsniedz 100. Tad m par n parveido $adi: vispirms m parveido par 1,
tad 1 parveido par n.

Apskatisim $adus jaunus parveidojumus o un f3:

o pierakstit skaitlim gala patvaligu ciparu

[: izdalit skaitli ar 2, ja tas ir para skaitlis.

Ievérosim, ka, ja ar parveidojumu o skaitlim m gala pieraksta ciparu ¢, tad m
parveidojas par skaitli Im+c. Mums pietieck pieradit, ka katru skaitli m, kas
neparsniedz 100, ar parveidojumiem o un 3 var parveidot par 1. Tas bis pieradits, ja
més pratisim pieradit, ka katru naturalu skaitli m, kas neparsniedz 100, ar
parveidojumiem o un 3 var parveidot par skaitli, kas mazaks par m. Turpmak ar m, n,
k utt. apziméti tikai veseli pozitivi skaitli vai 0.

Ja m — naturals para skaitlis, tad m=2k, k>0, tad skaitlim m=2k varam pielietot

parveidojumu [ un iegtt skaitli k<m. Pierakstisim to $adi: 2kL> k.

Cipara c pierakstiSanu skaitla gala (parveidojuma o lietoSanu) pierakstisim $adi:
m— > ml. )

Atliek apskatit gadijumu, kad m ir nepara skaitlis. Skirosim 4 gadijumus:

1) Skaitlis m, dalot ar 8, dod atlikumu 1, t. i., m=8k+1.

m=8k+1 ——>80k+16 ——>40k+8 —~>20k+4 > 10k+2—>5k+1.  Ja
k>0, tad 5k+1<8k+1, kas arT bija nepiecieSams. Ja k=0, tad sakotng&jais skaitlis bija 1
un talaki parveidojumi nebija nepiecieSami.

2) Atlikums, dalot ar 8, ir 3: m=8k+3.

m=8k+3 —> 80k+32 —2—> ... — > 5k12<m

3) m=8k+5, skirosim apaksSgadijumus:

a) k=4s, s>0., tad m=32s+5 un

m=32s+5 —> 320k+51 —> 3200k+512
b) k=4k+1,

B B
> . > 25s+4<m.



m=325+13 ——>320+136 —2—> 160+68 —2—> 80s+34 ——> 405+17 ——> 4005+

176 —2200+88 —2> 100s+44 —2—> 50522 —2> 255+ 1 1<m.
c) k=4s+2,

m=32s+21 —>320s+217 ——>3200s+2176
d)k=ds+3,

m=325+29 — > 320s+204 — > 3200s+2944
4)m=8k+7, atkal Skirosim gadijumus:
a) k=4s,

m=32s+7 ——>320s+76 ——> 3200s+768
b) k=ds+1,

m=32s+15 ——>320s+152 —> 160s+76 ——> 1600s+768... ——> 255+12<m.
c) k=4s+2,
i N B\

m=32s+23 — > 3205230 — > 3200s+2304 > 255+18<m.

d) k=4s+3, m=32s+31, ta ka m<100, mums jaapskata tikai gadijumi, kad s=2, s=I,
s=0, t. 1., skaitli m=95, m=63, m=31.

957952779523 >47616

23808 11904 —> 595272976 > 8788 > 744372 186 > 93<95
6376346348 63488 31744 > 1587277936 3968 > 1984 992 > 4
96248 7 124 62<63.
3173127156778 397392196 98 49492246123 1232
6167302154777

Skaitlis 77 izsakams ka 7=3282+13. saskana ar 3) b) punkta rezultatiem tas
parveidojams par 25-2+11=61.

FTHE 6127306 153.

Skaitlis 153 izsakams ka 153=8819+1. saskana ar 1) punkta rezultatiem tas
parveidojams par 5-19+1=96

96 =48 = 24<31.

Visi varianti apskatiti, uzdevums atrisinats.

s B

A4

> 255+17<m.

B

?> 255+23<m.

A 4

B B
> ? 255+6<m.

~

1.12. Lai atrastu, cik starp skaitliem 2 Iidz 1000000 ir k-to pakapju, pietiek atrast tadu

skaitli x, ka x*<1000000 bet (x+1)>1000000. Izmantojot $o faktu, atrodam, ka 3ajas
robezas ir 999 skaitlu kvadrati, 99 kubi, 87 piektas pakapes, 6 septitas pakapes, 2
vienpadsmitas pakapes, 1 trispadsmita pakape, 1 septippadsmita pakape un 1
devinpadsmita pakape. Bet jau 22°>1000000, tatad lielaku pakapju $aja intervala nav.
Skaitlu ceturtas, astotas un seSpadsmitas pakapes ir uzskaititas jau pie kvadratiem,
attiecigi skaitlu devitas pakapes ir uzskaititas jau pie kubiem. Atliek ieveérot, ka,
piem&ram, skaitlu sestas pakapes ir ieskaititas gan pie kvadratiem, gan kubiem, $ajas
robezas ir 9 skaitlu sestas pakapes (starp tam ir ar1 2 divpadsmitas pakapes), tatad
pavisam ir nevis 999+99=1098 skaitlu kvadrati vai kubi, bet ne vairak ka
1098-9=1089 sadi skaitli. Lidzigi spriezot ari par skaitlu desmitajam (to ir 2),
Cetrpadsmitajam (viena) un piecpadsmitajam pakapem (viena), ieglistam, ka no 2 lidz
1000000 esoso pakapju skaits ir 999+99+87+6+2+1+1+1-9-2-1-1=1110. Ta ka skaitli
viens varam uzskatit par vieninieka kaut kadu pakapi, tad mekl&jamo skaitlu skaits ir
1000000-1110-1=998889.
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2. nodarbibas atrisinajumi

Izrakstisim rinda visus naturalos skaitlus; izveidosim v&l otru rindu katram skaitlim

apaksa ierakstot atlikumu, kas rodas So skaitli dalot ar sesi (skat. 3. zim.). Redzam, ka
starp katram seSam péc kartas nemtam riitinam ir tiesi viena, kura ierakstita 0. Varam
izdarit divus secinajumus

1) pirmaja virkn€ noteikti vares atrast sesu doto skaitJu virkniti;

2) bus tiesi viens skaitlis, zem kura biis ierakstita nulle, tatad Sis skaitlis dalisies ar 6.

>4 >4
o L g o —
a b c

3. zZim.

Izveidojot treso virkni (Soreiz ta veidojas no atlikumiem, kas rodas dalot skaitli ar 4)
redzam, ka starp katram sesam péc kartas nemtam vertibam ir vai nu viena, vai divas
nulles. Tatad ar 4 var daltties 1 (1, 2, 3, 4, 5, 6) vai 2 (4, 5, 6, 7, 8, 9) skaitli, citu
iesp&ju nav.

Vienas kastes atvérSanu nosauksim par vienu gajienu. Ar 8 gajieniem vienmér

pietiek, lai noskaidrotu, kuras kast€s ir gramatas. Ja izdaritajos 8 gajienos (atvértas
visas kastes, iznemot vienu) atrastas visas tris kastes ar gramatam, tad uzdevuma
prasiba ir izpildita. Pretgja gadijuma noteikti ir atvértas divas kastes ar gramatam,
tatad tresa kaste ir vieniga vel neatverta.

Ar 7 gajieniem nepietiek, piem&ram, atverot 1. Iidz 7. kasti, noskaidrojam, ka
gramatas ir 1. un 2., lai noskaidrotu, kura no atlikusajam kastém ir gramatas, vismaz
viena no tam ir jaatver.

Ievérosim, ka lai arT ka més dotaja izteiksmé neieliktu iekavas, skaitlis 1 vienmér
atradisies skaititaja, skaitlis 2 — saucgja.
a) Dalas vértiba ir lielaka iespgjama, ja skaititajs ir iesp&ami liels, bet saucgjs —
iesp&jami mazs. Dotaja izteiksmé stingri noteikts, ka divnieks ir saucgja, tatad lielaka
vertiba ir

1.3-4-5-6-7-8-9
L:(((((((2:3):4):5):6):7):8):9)= >

b) Savukart dalas vertiba ir mazaka iesp&jama, ja skaititajs ir iesp&jami mazs, bet
saucgjs — iesp&jami liels:

((((((1:2):3): 4):5:):6):7):8):9)=

1
2:3-4.5-6-7-8-9

Atradisim taisni t ar TpaSibu: uz taisném, kuras ir paral€las t, atrodas ne vairak ka
viens dotais punkts pi, ie{l; 2; ...; 3977}. Ta ka virzienus taisnei var izvel&ties
bezgaligi daudzos veidos, bet punktu skaits ir galigs, tad tadu taisni vienmer var€s
atrast.

Talak novilksim tadu taisni to||t, ka visi punkti pi atrodas no to pa labi un bidisim So
taisni pa labi. pienaks bridis, kad punkts p: atradisies uz $is taisnes, turpinot bidisanu
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tas paliks pa kreisi. Kaut kad bidiSanas procesa noteikti iestajies bridis, kad viena pusé
no to bis tiesi 1988 punkti, bet otra — 1989 punkti.

Piepemsim, ka var atrast tadus naturalus skaitlus A un n, ka
A%+12=1-2-3-...n(1)
Parbaude parada, ka neder n vértibas 1; 2; 3; 4; 5. Tap&c n>6, tada gadijjuma 1-2-3-...n
dalas ar 9, jo satur reizinatajus 3 un 6. Ta ka
A>=1.2.3-...n-12
tad A? dalas ar 3, jo vienadojuma laba puse dalas ar 3, bet nedalas ar 9, jo 1-2-3-....n
dalas ar 9, bet 12 — n€. Tacu ta nevar but. Iegiita pretruna parada, ka piepémums ir
bijis aplams. Tatad tadu skaitlu A un n nav.

Ja starp 3 taisn€m nav paral€lu un tas neiet caur vienu punktu, tad jebkura gadijuma
§ts taisnes veido trijstiiri (skat. 4. zZim.)

4. zim.

Nav gruti saskaitit, ka no 6 taisném var izvéleties 20 dazadus "taiSnu trijniekus".
Tapéc neatkarigi no ta, ka §is 6 taisnes novilktas, ja vien tas apmierina sakuma
aprakstitas prasibas, tad tas veido tiesi 20 trijstiirus.

sadalisim Saha galdinu devinos apgabalos, ka paradits 5. zim..
X X X
X X X
X X X
5. zim.

Katra no Siem deviniem apgabaliem jabit atzZim&tai vismaz vienai riitinai. Citadi katra
laukumina ir "slikta" ritina, kuras d€] netiks izpildita uzdevuma prasiba (b).

To, ka 9 atzim@tas rutinas ir arT pietickams skaits, parada tas pats . zim. (Uzskatam, ka
slikto riitinu vietas ir izdaritas atzimes.)

Pienemsim, ka kubs ABCDAiBi1CiD: (6. zZim.) apmierina uzdevuma prasibas. Lai

14 uz kuba uzrakstito skaitlu summa bitu 0, septiniem no tiem jabut "+1" un
septiniem "-1". Tatad visu So skaitlu reizinajums R=-1.

10
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A B
6. ZIm.

Ieverosim, ka skaitlis a1, kas ierakstits virsotn€ Ai, reizinajuma R ka reizinatajs
paradas tiesi Cetras vietas: ka skaitlis, kur§ ierakstits 1) virsotn€ Ai; 2) uz skaldnes
AA1B1B; 3) uz skaldnes A1ADD1; 4) uz skaldnes AiB1CiDi. Tas pats sakams par
visas citas virsotnés ierakstitajiem skaitliem. Tatad reizindjuma R katrs no astoniem
virsotnés ierakstitajiem skaitliem paradas ceturtaja pakapé, tatad R=1 un misu
pien€mumis ir bijis aplams.

Attelosim zobratu ka ripka Iiniju, bet td zobus — ka punktus uz §is rinka linijas.
Teiksim, ka attalums starp zobiem A un B ir 5, ja mazakais no rinka linijas lokiem,
kas izveidojas starp Siem punktiem, sastav no 5 mazajiem lokiem. Skaidrs, ka var biit
tikai7 atskirigi attalumi (skat. 7. zim.)

2 LA A
3 1 B
4 2 D
5 3 C
6 5 4
T 6 -
_ 8. zim.
7. Zim.

Novilgjot 4 zobratu parus (caurumu vietas apzimesim ar A, B, C, D), starp caurumiem
rodas 6 attalumi: AB, AC, AD, BC, BD, CD. Tatad zobrats ir japagriez ta, lai noviléta
zoba vieta A parbiditos pulkstepa raditaja virziena (vai ar1 pret€ja virziena) par septito
attalumu.

13 zobu zobratos, izgriezot 4 zobus, ka paradits 8. zZim., mes zobratus nevargsim salikt
prasitaja veida. ST apgalvojuma patiesibu viegli parbaudit, tiei grieZot zobratu par
visiem iesp&jamiem attalumiem.

2.10. Sauksim maisinu par piepilditu, ja taja bis ieliktas gramatas, kuru masa sasniedz

vai parsniedz 2 kg, bet neparsniedz 3 kg (tadu maisinu izveidot var, jo neviena
gramata nesver vairak par 1 kg). Cetros piepilditos maisinos biis gramatas, kas kopa
sver vismaz 8 kg. Tapéc atlikuSas gramatas noteikti nesver vairak par 2 kg un tas var
aiznest ar pe€dgjo — piekto maisinu. Ar Cetriem maisiniem Andrim varétu ar1 nepietikt.
Ja vinam butu 13 gramatas, katra no kuram sver 10/13 kg, tad viena maisina vares
nest ne vairak par 3 gramatam, lidz ar to 13-4-3=1 gramatai pietruikst vietas. Tatad 5 ir
mazakais nepiecieSamo maisinu skaits.

11
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Ja. Tads ir, pieméram skaitlis n=10000100001000010...0100001
2000 vieninieku

Pienemsim, ka M dalas ar n. Tad M=n-k, kur k — naturals skaitlis. ja k<99999, tad
skaitla n-k decimalais pieraksts 2000 reizes satur skaitla k pierakstu (atseviskas ciparu
grupas var bt atdalitas ar vienu vai vairakam nullém). Ja k=100000, tad n-k ir tiesi
2000 ciparu, kas atSkiras no nulles. Ja k>100000, ievérosim, ka n ir 9996-ciparu
skaitlis, bet j ir vismaz 6-ciparu skaitlis, tatad skaitlim n-k ir vismaz 9996+6-1=10001
cipari.
Nosvitrosim skaitlim n-k pirmo ciparu un pieskaitisim to ciparam, kas skaitli n-k
atradas 10001-aja vieta. Viegli saprast, ka péc So operaciju veikSanas, skaitla nenulles
ciparu skaits vai nu paliks nemainigs, vai palielinasies par 1, jo saskaitiSana var€ja
rasties parnesumi. Apzimgjot skaitla n-k ciparu skaitu ar a, bet ta pirmo ciparu ar c,
ieglistam, ka skaitlis n-k ir pamazinajies par

c-(10*1-10%10001)=¢.102-19%01.99999 | 99 = ¢.10*19%01.99999n,

10000 devievitnu

tas ir, par skaitli, kas dalas ar n. Tatad jauniegiitais skaitlis vél aizvien dalas ar n.
Turpinot ciparu skaita samazinaSanu aprakstitaja veida, agri vai v€lu nonaksim pie
skaitla n-ki<100000. Skaitli n-k; ir vismaz 2000 nenulles ciparu, tatad art skaitlt n-k to
bija vismaz tikpat daudz.

Divnieka pakapes var beigties ar cipariem 2, 4, 6, 8. Ta ka ciparu summai ir jabut
4, tad abas pedgjas iesp€jas atkrit. Ja pedg€jais cipars ir 4, tas ir arl vienigais cipars
skaitla pieraksta, atliek izpetit gadijumu, kad péedgjais cipars ir 2. Skaitla
priekSpedgjais cipars var pienemt tikai tris vertibas 0, 1 vai 2. Katra gadijuma analize
parada, ka neviens no skaitliem, kas beidzas ar cipariem "02", "12" un "22" un kura
ciparu summa ir 4, nevar biit divnieka pakape. Tas nozimé, ka ir tikai viens skaitlis ar
minéto Tpasibu — divnieka kvadrats.

3. nodarbibas atrisinajumi

Ng, nevar. Apzimesim nezinamos skaitlus ar burtiem (skat. 9. zim.).

[1 Ja |bfc [d]e [f [g|h[2 |

9. zim.

Saskana ar uzdevuma nosacijumiem l+atb=at+b+c, tatad c=1. Lidzigi ieglstam, ka
f=1. Bet, ejot no otra gala, redzam, ka 2+g+h=g+h-+f, tatad f=2, rodas pretruna.

Visu naturalo skaitli no 1 [idz 9 ieskaitot reizinajums ir 1-2-3-4-5-6-7-8-9=362 880.
Iedomasimies, ka Sie skaitli sadaliti grupas pa 3 un katrai grupai atrasts taja ieejoso
skait]u reizinajums: apzimé&sim $os reizinajumus ar A, B un C.

Ta ka reizinajuma AB-C katrs no skaitliem 1; 2; ..., 9 ietilpst tiesi vienu reizi, tad
A-B-C=362 880.

Pienemsim, ka lielakais no skaitliem A, B un C neparsniedz 71. Tad ar1 pargjie
neparsniedz 71 un A-B-C<71-71-71=357 911. Bet ta nevar but, jo 362 880>357 991.
Tatad miisu pienémums ir nepareizs un lielakais no skaitliem A, B un C nevar but
mazaks par 72.

Sekojosais piemérs parada, ka tas var biit 72:

12



A=9-8-1=T72
B=6-4-3=72
C=2-5-7=70.
Tatad lielaka reizindjuma mazaka iesp&jama vertiba ir 72.

3.3. Vislielakais attalums starp maza kvadrata diviem punktiem ir ta diagonale —

2\/5 cm<3 cm. Tatad divas liela kvadrata virsotnes ar vienu mazo kvadratu parklat
nevar, tas nozimé, ka ir nepiecieSami vismaz 4 mazie kvadrati. To, ka ar tadu skaitu
pietiek, var redzet 10. zim.

10. zZim.

3.4. Lielakais krustpunktu skaits, krustojoties diviem Cetrstiiriem, radisies, ja viens

Cetrstira katra mala krustos visas otra Cetrstira malas. Ta rezultata radisies 4x4=16
krustpunkti. Ka $adus Cetrstiirus var konstruét, paradits 11. zim.

X

11. zim.

/

Gadijuma ar diviem piecstiiriem var pieradit, ka lielakais krustpunktu skaits ir 18. Ka
to iegtt skat. 12. zim.

12. zZim.

3.5. Visas tris prasibas ir apmierinatas 5x5 rutinu kvadrata, kurs attélots 13. zim.

13. zZim.

Pienemsim, ka m&s ar1 6x6 ritinu kvadrata esam atzimgjusi dazas riitinas ta, ka visas
tris uzdevuma prasibas ir apmierinatas. Ta ka mazakais ritinu skaits, kuras drikst
atzimét, ir 1, bet lielakais — 6 un ta ka katra no 6 rindam jabut atzimétam citam ritinu
skaitam, tad skaidrs, ka kopg€jais atzimeto rutinu skaits, skaitot pa rindam, biis
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3.6.

3.7.

3.8.

1+2+3+4+5+6=21. Skaitot atzimetas rutinpas pa kolonnam, iegiisim skaitla 6
daudzkartni, bet 21 ar 6 nedalas bez atlikuma, tatad misu piepémums ir bijis aplams.

Apskatisim patvaligas 4 ritinas, kas veido kvadratu ar izm@riem 2x2, tajas
ierakstitos skaitlus apzimesim, ka paradits 14. zim.

al|b
d|c
14. zim.

P&c uzdevuma nosacijumiem a+b+c, b+c+d, c+d+a ir para skaitli. Tatad arT summa
(atb+c)+(btctd)+(ctd+a)=2(a+b+ct+d)tc

ir para skaitlis. Ta ka 2(a+b+c+d) ir para skaitlis, tad ar1 ¢ ir para. Lidzigi pierada, a,

b, un d ir para skaitli. Ta ka katru 5x5 kvadrata ratinu var ieklaut kada 2x2 kvadrata,

tad visas 5x5 kvadrata ritinas ir ierakstiti para skait]i.

Pienemsim, ka katrs skoléns darbojas ne vairak ka divos pulcinos. ja skolénus un

pulcinus att€lotu ar punktiem, bet skoléna dalibu kada no pulcinpiem att€lotu ar
bultinu, tad n skolénu gadijuma biutu novilktas ne vairak ka 2n bultinas. Ta ka ir 5

pulcini, tad atrastos tads, uz kuru biitu novilktas ne vairak ka — n bultinas, jeb mazak

ka puse, esam ieguvusi pretrunu ar uzdevuma nosacijumiem, tatad noteikti var atrast
skolénu A, kas darbojas vismaz 3 pulcinos (pienemsim, ka tie ir P1, P2, P3). Ta katra
pulcina darbojas vairak ka puse skolénu, tad acimredzami, ka atradisies tads skolens
B, kas darbojas pulcinos P4 un P3, pretéja gadijuma pulcinos P4 un Ps darbojas vairak
skolénu neka ir klasé. Esam pieradijusi, ka eksiste tadi divi skoléni A un B, katrs no
kuriem piedalas vismaz viena no pulciniem.

Apzimesim dotos skaitlus ar ai, az, ..., ai4, bet to summu ar A. No dota seko, ka

eksiste tadi veseli skaitli A1, 1<i<14, ka

arxtaztas...a14=3A1

aitastas...a14=3A2

artaxtas...a14=3A3

artaxtas...a13=3Au4
Saskaitot §1s vienadibas, ieglisim 13(ai+axtas+...+a14)=13A=3(A1+A2+...+A14), ta ka
13 ir pirmskaitlis, tad A dalas ar 3. Ievérojot to, ka A=3Ai+ai, secinam, ka art ai dalas
ar 3. Izdalisim visus ai ar 3 (pienemsim, ka tiek iegtti skaitli b1, bz, ..., bi4) un
aplukosim tas tris grupas Gi, G2, G3, kuras vargja sadalit pirmos trispadsmit skaitlus
saskana ar uzdevuma prasibam. Skaitli bi4 neaiztiksim, bet ar par€jiem rikosimies ta:
liksim viena grupa b1 bz, b3 utt., ja attiecigi skaitli a1, a2, a3 utt. bija viena grupa. Ari
Soreiz skaitli bus sadaliti tris grupas ar vienadam summam. Lidzigi ka ieprieks,
pieradam, ka katrs no skaitliem bi dalas ar 3. Izdalam tos, dalam grupas, pieradam, ka
katrs no jauniegiitajiem skaitliem dalas ar 3 utt. Skaidrs, ka §is process nekad
nebeigsies. Ta ka nav tadu veselu skaitlu, iznpemot nulli, kurus bezgaligi dalot ar 3,
visu laiku dalijuma rastos vesels skaitlis, tad uzdevuma dota 1pasSiba var bt spéka
tikai tad, ja ai=a2=...=a14=0.
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3.9. Salikts skaitlis satur vismaz divus pirmreizinatajus. Ja mazakais no tiem biitu 11 vai

vairak, tad pats skaitlis nebiitu mazaks par 11-11=121>120. Ta nevar but. Tatad katra
skaitla mazakais pirmreizinatajs neparsniedz 10.

Ir tikai 4 pirmskaitli, kas neparsniedz 10: tie ir 2; 3; 5; 7. Ta ka doti 5 salikti skaitli,
tad vismaz diviem no tiem bls viens un tas pats mazakais pirmreizinatajs; tatad to
lielakais kopigais dalitajs ir lielaks par 1.

3.10. Apskatisim summu a+b+c=1989 un pienemsim, ka starp a, b, c lielakais ir c.

Skaidrs, ka skaitla ¢ lielaka veértiba ir ¢=1989-(1+2)=1986. Ta ka 1989:3=633,tad
skaitla ¢ vertiba nevar kliit mazaka par 664, jo kadam no skaitliem ir jabut lielakam
par katru no atlikusajiem. Tatad lielakais no skaitliem var pienemt vértibas no 664
lidz 1986.

Actmredzami, ka vidgja skaitla mazaka iespgjama vértiba ir 2. Ta ka b<c, tad
2b<b+c<1988 jeb b<994, ta ka b ir vesels skaitlis, tad b<993. Tatad vidgjais skaitlis
var pienemt vértibas no 2 lidz 993.

3.11. Novilksim divas savstarp&ji perpendikularas taisnes t1 un t2, ta, lai tas iet pa melno
ritinu diagonalém. Novietosim vienu no trijstira ABC malam (piemé&ram, malu AB)

uz taisnes t1 (skat. 15. zim.)

t

[?)

(p

[\

15. zZim.

Lidz ar to virsotnes AB atradisies melnajos kvadratinos. Lai panaktu to, ka ari
virsotne C ir melnaja kvadratina, slidinasim trijstiri ABC pa taisni t1 taisnes t2
virziena. Acimredzami, ka pienaks bridis, kad virsotne C atradisies uz taisnes t2, $aja
momenta visas tr1s trijstiira virsotnes biis melnajos kvadratinos.

3.12. Apzim€sim melnas ritinas ta, ka paradits 16. zim. Ja sakotn&ja riitina ir A, tad
velreiz ritina A figiripa nonaks tikai péc diviem gajieniem. Ta ka ar burtu A ir
atzimétas 25 ritinas, tad to apstaigaSanai ir nepiecieSami vismaz 2-(25-1)=48 gajieni,
ja kustiba tiks uzsakta rutina B, tad A ritinu apstaigasanai biis nepiecieSami vismaz
1+48=49 gajieni. Tatad mazakais gajienu skaits ir 48 (skat. 17. zZim.)
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A A A A A
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Z1m.

17.

Z1im.

16.
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4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4. nodarbibas atrisinajumi

Virkng 4; 0; 8; 1; 7; 2; 6; 3; 5; 9 no jebkuriem trim p&c kartas uzrakstitiem skaitliem
var izvéleties divus, kuru summa ir 8.

Izveidosim "merlenti", kur ar punktiem biis atziméti veseli centimetri, pieaugsanas

virziens — no kreisas uz labo. Apzimé&jot zénus ar B, D, E un A, iegiistam, ka pavasari
bija 18. a zZim. att€lota situacija. Zinot, ka rudeni Andris izradijas garaks par Bruno,
varam palidinat savu mérlenti ar jaunam atzimém (skat. 18. b z1im.).

PAVASARIS E D B A
[ J o [ ]

[ ] [ J o
18. a zim.
PAVASARIS E D B A
e e o o o eo...0 0 o o o
RUDENS B A
18. b zim.

Kadam no zéniem rudeni ir jabit garakam par Bruno un 1sakam par Andri. Ja tas ir
Didzis, tad Egils noteikti ir visgarakais, pretgja gadijuma gan Egils, gan Andris bus
paaugusies par vienadu skaitu centimetru. Ja tas ir Egils, tad Soreiz Didzim ir jabiit
visgarakajam, pretgja gadijuma par vienadu skaitu centimetru biis paaugusies Didzis
un Bruno. Esam izskatijusi visus gadijumus un redzam, ka rudeni visisakais bija
Bruno.

Taisni, kas pulkstena ciparnica savieno atzimés pl. 12.00 un pl. 6.00, sauksim par
galveno asi. Ja patvaliga laika momenta T laika starp 3.00 un 21.00 raditaji veido 120°
lielu lenki, tad abi raditaji nevar vienlaicigi atrasties uz galvenas ass. Att€losim
raditajus simetriski pret galveno asi, tad jauniegitais raditaju stavoklis atbildis laika
momentam T' starp 3.00 un 21.00 (pie tam T'#T) un armt momenta T' raditaji veidos
120° lielu lenki.

Ieverosim, ka 888 888:7=126984, bet 444 444:7=63492, tatad jautajuma zimes vieta

nepiecieSams tads cipars, lai ar1 skaitlis 88744 dalitos ar 7. Parbaudot visas iespéjas,
iegiistam, ka der cipari 1 un 8.

Skaidrs, ka tiesi divi no Siem 6 reizinajumiem dalisies ar 5 — tie$i viena rindiga un
kolonna satur ciparu 5. Tatad, ja uzdevuma nosacijumi bitu izpildami, katram no
atlikusajiem 4 reizinajumiem butu jadalas ar 9. Ja 6 un 3 ietilpst viena reizinajuma
(pieméram, abi ir viena rindina), tad katra kolonna, kas satur kadu no Siem skaitliem,
ir jabuit vél vienam skaitlim, kas dalas ar 3, taCu musu riciba ir tikai viens skaitlis,
tatad $ads gadijums nav iesp&jams. Ja skaitli 6 un 3 nav ne viena rindina, ne viena
kolonna, art $aja gadijuma ir nepiecieSami divi skaitli, kas dalas ar 3 — tie jaieraksta
attiecigo kolonnu un rindinu krustojumos. Tapat ka ieprieksgja gadijuma secinam, ka
$ads gadijums nav iesp&jams. Tatad ierakstit skaitlus prasitaja veida nevar.

19. zZim. paradita uzdevuma nosacijumus apmierinosa linija. 19. a zim. par

adttas tris kuba redzamas skaldnes, 19. b zim. — tr1s neredzamas, skatoties uz tam it ka
no iekSienes.
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4.7.

4.8.

4.9.

I// L - 4 J /J
/] /
—

|
/ |

I/ v 4

a b
19. zZim.

Ja, var. Pieméram, der sekojosa kartiba:
99;2;97;4;95;6; ...;5;96; 3;98; 1,
kur nepara vietas dilstosa seciba ierakstiti nepara skaitli, bet para vietas augosa seciba
— para skaitli.

Visas Saha galdina rutipas ir sadalamas paros: viena pari ietilpst riitinas, kas ir
simetriskas viena otrai attieciba pret galdina centru. Ja pirmais sp€létajs aizvien
izv€lesies rutinu, kas ietilpst viena part ar riitinu, kas satur figiirinu, tad vins uzvarées.
Ta ka otrais speletajs ar savu kart€jo gajienu var tikai "ieiet" jauna ritinu pari, tad
pirmais spé€létajs, izveloties otru attieciga para ritinu, vienmér vares izdarit gajienu.
Atlicis pamatot, ka pirmais spéletajs parvietos figiirinu par lielaku attdlumu neka
otrais speletajs. Pienemsim, ka pirmais spelétajs ar savu p&d&jo gajienu ir parvietojis
figlirinu no laucina A viduspunkta uz laucina B viduspunktu, bet otrais spéletajs to
parvieto uz laucina D viduspunktu. Ir iesp&jami divi gadijumi.

1) Punkts D atrodas uz taisnes AB, bet ne starp punktiem A un B, pret€ja gadijuma
vin$ bis zaudgjis (skat. 20. a zZim.). Pirmajam spé&l&tajam, saskana ar savu strat€giju
figlirina japarvieto uz punktam D simetrisko punktu E. Acimredzami, ka DE>DB.

(2) (b)

20. zim
2) Punkts D neatrodas uz taisnes AB (skat. 20. b zim.). Pienemsim, ka DB>DE, tada
gadijuma vienlaicigi izpildas nevienadibas AB<BD un DE<DB jeb CB<0,5DB un
CD<0,5DB, tacu tad trijstirim DCB neizpildas trijstiira nevienadiba, ta nevar biit,

tatad pienémums ir bijis aplams un DE>DB, k.b.j.

Skat., pieméram, 21. zZim.
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21. zim.

4.10. Pienemsim, ka mums ir 8 konteineri ar masu 0,5+2¢ t un 1 konteiners ar masu 0,5-

g, kur 0<eg, tap&c konteineru kopg&ja masa ir lieclaka par 4,5 t. Jau 8 vieglako konteineru
masa parsniedz 4 t, bet divu vieglako konteineru masa parsniedz 1 t, tas nozimé, ka ar
vienu "lielo" un vienu "mazo" masinu nevar aizvest vairak par 8 konteineriem, no ta,
savukart seko, ka nekadu masu, kas parsniedz 4,5 t, nevar garantéti aizvest prasitaja
veida.
Pienemsim, ka masa m apmierina sakaribu 4 t<m<4,5 t. Saksim ievietot "liclaja"
masina konteinerus, 11dz to masa S bis ne lielaka ka 4 t, bet cenSoties pievienot vél
kadu no atlikusajiem konteineriem ar masu y, iegistam S+y>4. Visu pargjo
konteineru masu apzim&sim ar x tonnam. Tatad

S+y+x=m<4,5 t.
Pastav divas iespgjas:
a) S=3,5. Tad x+yl. Varam aizvest S tonnas ar "lielo", bet y+x ar "mazo masinu.
b) S<3,5. Ta ka S+y>4 un S+y+x<4,5, tad x<0,5. Tapec masu S+x var aizvest ar
"lielo", bet masu y — ar "mazo" masinu. Esam pieradijusi, ka masu 4,5 t var aizvest
neatkarigi no tas sadalijuma pa konteineriem, bet masu, kas lielaka par 4,5 t — ne
vienméer, tap&c lielaka kopgja kravas masa, kuru noteikti var aizvest, ir 4,5 t.

4.11. Sadalisim visus naturalos skaitlus no 1 lidz 100 sekojosas 7 grupas:
{1
{2; 3}
{4, 5; 65}
{7;8;9;10; 11; 12; 13}
{14; 15; 16; ...; 25}
{26, 27;28; ...; 50}
{51;52; 53;...; 100}.
Ta ka katra grupa (kura ir vairak neka viens skaitlis) lielaka skaitla attieciba pret
mazako ir mazaka par 2, tad neviens skaitlis nedalas ar citu savas grupas skaitli.
Mazak ka 7 grupas nevar bit, jo apliikojot septinus skaitlus 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64, klist
skaidrs, ka katram no tiem vajag savu grupu.

4.12. Viena no iesp&jam, ka ierakstit skaitlus saskana ar uzdevuma nosacijumiem,

paradita 22. zim. Tabulas arpus€ pierakstitas attiecigo kolonnu (rindinu) skaitlu
summas.

19



I (1|1 |-1|1}|-1]1/|-1]2
Of(-1|1|-1]1]-1]1]/|-1]-1
(1] 1|1 |1}|-1|1]-1]4
-1|(-110|-1|1-1]1]|-1|-3
({11111 |1]|-1]6
-1(-1]-1]-1|0-1]1/|-1]|-5
111|111 |1]|]1]8
-1(-1|-1|-1|-1}{-1{0|-1]-7
1 0 3 2 5 -4 7 -6
22. zim.

Var pieradit, ka kvadratveida tabula, kas sastav no para skaita riitinu var ierakstit
skaitlus 1, 0 un -1 prasitaja veida, bet tabulai, kas sastav no nepara skaita ritigu, —
nevar.
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