“Profesora Ciparina klubs” 1995.-1996.macibu gads

Uzdevumu atrisinajumi

1. Ta ka 5x7=35, tad visas naturalo skaitlu grupas [1;35], [36;70], [71;105] utt. apskatama tipa
skaitli izvietoti “vienas un tajas pasas vietas”. No 1 lidz 35 tadu ir 24.

Ta ka 100=24x4+4, tad

a) gadijuma tas ir piektas grupas ceturtais skaitlis, t.i., 144.

Ta ka 1995=24x83+3, tad

b) gadijuma tas ir 84. grupas 3. skaitlis, t.i., 83x35+3=2908.

A C
35. zim.

No uzdevuma nosacijumiem seko, ka visiem trijiem iegltajiem trijstGriem jabut lidzigiem gan
sava starpa, gan ari dotajam trijstlrim. Par tadu trijstdri der jebkurs taisnlenka trijstiris.
TieSam, ja tam no taisna lenka virsotnes novelk augstumu, bet péc tam tapat sadala vienu
no iegltajiem trijstrisSiem (35. zim.), ADAC, AEDA, AEDB un AABC ir lidzigi, jo visi to lenku
lielumi ir vienadi: katram trijstarim viens lenkis ir 90°, ZB ir kopigs AABC un AEBD, /C ir
kopigs AABC un ADAC, £ EDB=90°-/B=/C, /DAC=90°-/C=/B, /ADE=90"-/
EDB=90°- £ C=/B, /EAD=90°-/ DAC=90°-~/ B=/C.

3. Apzimésim dalamo, dalitaju, dalijumu un atlikumu ar a, b, c un d. Tatad a = b-c+d. Ja visi Sie
skaitli beidzas ar ciparu 1, 3, 7, 9 (katrs ar citu), tad visi skaitli ir nepara. Tatad b-c ari ir
nepara skaitlis. Bet d ari ir nepara skaitlis un divu nepara skaitlu summa ir para skaitlis
(b-c+d). Tad skaitlim a jabat para skaitlim un tas nevar beigties ar 1, 3, 7 vai 9. Tatad
dalamajam, dalitajam, dalijumam un atlikumam pédégjie cipari nevar bat 1, 3, 7 un 9.

4. Sadi skaitli var bit, pieméram, 18, 36 un 45.

5. Ta ka ir doti kvadrati 2x2, 3x3 un 6x6 ritinas un ir jaiegust kvadrats ar izmériem 7x7 ratinas,
pie tam sagriezt divas dalas var tikai divus kvadratus, tad noteikti jasagriez kvadrats 6x6
ratinas. Ja to atstatu nesagrieztu, tad atlikusie jasagriez strémelités ar izmériem 1xx (x=1,...,
7) Bet kvadratu 3x3 ratinas nevar sagriezt divas dalas t3, lai veidotos tadas sloksnites.



Tatad nesagrieztu atstaj vai nu kvadratu 2x2 rutinas, vai kvadratu 3x3 riitinas. Viens
veids, ka var iegiit kvadratu 7x7 rutinas, ir paradits 36. zim&uma. Viena kvadrata
dalas apzimétas ar vienadiem cipariem.
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36. zim.

6. Pienemsim, ka pirmas skaistules saraksta palika 15, otras skaistules saraksta — 22, bet tresas
skaistules saraksta — 24. kleitas. Tatad no pirma saraksta ir izsvitrotas 15, no otra — 8, bet no
tresa saraksta 6 kleitas. Bet, ta ka tika izsvitrotas tikai tas kleitas, kas ir vismaz divos
sarakstos, tad neviena saraksta nevar bat izsvitrots vairak kleitu neka abos paréjos sarakstos
kopa. Bet $aja gadijuma 15 > 8+6=14. Tatad uzdevuma aprakstita situacija nav iesp&jama.

7. ]3, var.

Lai neaizkrasotas paliktu vismaz 6 zvaigznites, tad aizkrasot drikst ne vairak par
24—6= 18 zvaigznitem. Ta ka aizkraso jebkuras 3 rindinas un jebkuras 3 kolonnas
(kopa rindinas un kolonnas ir 6), tad viena rindina vai viena kolonna drikst atrasties
ne vairak ka 3 zvaigznites, jo 18 : 6 = 3.

Viens §ads zvaigzniSu izvietojuma variants, ka katra rindipa un kolonna ir 3
zvaigznites, ir paradits 37. zim&juma. lesp&jami art daudzi citi varianti.
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37. zim

8. a) izveidojam vispirms 498 grupas pa 4 skaitliem katra un saliekam zimes sekojosi:
(+1+2-3-4), (+5+6—7-8), ..., (+1989+1990-1991-1992).

Katras grupas skaitlu summa ir (—4), tatad visas summas vértiba patlaban ir —4x498=
-1992.



Pievienojot tai +1993+1994, iegtistam vértibu “+1995”.

b) tadas pasas 498 grupas izvietojot zimes seciba —++—, katras grupas skaitlu summa
ir 0. Pedgjiem 3 skaitliem pievienojam zimes —1993+1994+1995; ieglistam vértibu
1996.

9. Ja p — uzdevumu skaits Pétera krajumos un m — uzdevumu skaits uzdavinataja gramata, tad
iegistam vienadojumu 11p—m=7(p+m), no kurienes p=2m. Tatad Janim bija
11x2m=22m uzdevumu, bet péc uzdavinasanas palika 21m uzdevumu. Ta ka katra gramata
ir sava starpa vismaz m uzdevumu, tad Janim nav vairak par 21 gramatu.

10. Spridttis parbauda vienadibas
“1kg”+"2kg"="3kg”
“1kg”+"4kg"="5kg”
“1kg”+"6kg"="7kg"
“1kg”+"8kg"="9kg”
“1kg”+"10kg"="11kg"

Ja zelta gabals ar uzrakstu “l1kg” tiesam sver lkg, tad vismaz tris (vairakums!) no tam
izpildas; pret€ja gadijuma vismaz 3 (vairakums!) neizpildas.

11. Ar x_y sapratisim divciparu skaitli, kura desmitu cipars ir x un vienu cipars iry.

Naturals skaitlis, dalot to ar 9, dod tadu pasu atlikumu, kadu, dalot ar 9, dod ta ciparu

summa. Tapéc XYy un W dod vienadus atlikumu, dalot Sos skait|us ar 9.

Apziméjot uzdevuma minétos skaitjus ar %, cd un E, iegustam, ka ab +cd +ef =fe +ef
dod tadu pasu atlikumu, dalot ar 9, kadu dod skaitlis 2-ef . Lidzigi pierada, ka tadu pasu
atlikumu dod ari skait]i 2-ab un2-cd.

Sekojosa tabula redzams, kadu atlikumu, dalot ar 9, dod skaitlis 2n atkariba no ta,
kadu atlikumu, dalot ar 9, dod skaitlis n:

n atlikums 0 1 2 3 4 5 6 7

2n atlikums 0 2 4 6

o
[ERY
w
o1

Redzam, ka atskirigiem skaitla n atlikumiem atbilst atSkirigi skaitla 2n atlikumi. Tapéc no t3,
ka 2-%, 2-cd un 2-ef dod vienadus atlikumus, dalot ar 9, seko, ka ari %, cd un ef dod

vienadus atlikumus, dalot ar 9. Sadus pasus atlikumus dod ari b_a, dc un @; apzimésim
visu minéto atlikumu kopéjo vertibu arr.



Taka ab+cd=fe un katrs no skaitjiem %, a, fe dod atlikumu r, dalot ar 9, tad 2r, dalot

to ar 9, dod atlikumu r. No ieprieks aplikotas tabulas seko, ka r=0. Tatad %, a, ef dalas
ar 9; to ciparu summas art dalas ar 9, tatad ir 0, 9 vai 18. Pirma iespéja atkrit, jo divciparu
skaitla ciparu summa nav 0; tre$a iespéja atkrit, jo 99 summa ar divciparu skaitli nav
divciparu skaitlis. Tapéc visiem Siem skaitliem ciparu summas ir 9.

Tapéc ab+cd +ef =fe +ef =(10f+e)+(10e+f)=11(e+f)=11-9=99.

12. Se$stira lenku lielumu summa ir 180%(6—2)=720°. Ta ka ta visi lenki ir vienadi, tad to lielumi
ir 720%:6=120°. Doto se3stiri papildinasim Iidz diviem trijstariem (skat. 38. zim.).

E

38. zim.

C

Ta ka dotais seSstlris ir regulars, tad abi izveidotie trijstiri ABC un EGF ir vienadi,
turklat tie ir vienadmalu trijstiiri.

Pieradijums.
AKLC~AABC
ZKLC=180°-~/KLB=180°-120°=60°
ZLKC=180°-120°=60°
£C=180"-2-60°=60°

AKLC — vienadmalu, tatad ar1 AABC ir vienadmalu trijstiiris. L1dzigi var pieradit, ka
AEGF ir vienadmalu.

Ja seSstura malas garums ir a, tad trijstira malas garums ir ACcAM+MK+KC=a+a+a=3a (AKLC
vienadmalu, bet KL=a, tatad ari KC=a; tapat ari AM=a). Tiesi tapat ieglistam, ka otra trijstira
malas garums ir 3a.

Ja trijstQri ir vienadi, tad to atbilstoSie elementi ir vienadi, tatad ari to augstumi ir vienadi.



Lai pieraditu, ka iekrasoto un neiekrasoto trijstiru laukumu summas 38. zZiméjuma ir
vienadas, japierada, ka to augstumu summas ir vienadas, jo malas visiem trijstlriem ir
vienadas.

Tiesam japierada, ka
51+Sg+55:SZ+S4+55
Eah1+lah3 +lah5 = 1ah2 +1ah4 +1ah6
2 2 2 2 2 2

%a(h1+ h3+ h5) :%a(hZ +h4 + h6)

h1+h3+h5= h2+h4+h6

No 38. ziméjuma redzams, ka h;, hs, hs ir punkta O attalumu summa lidz AEFG malam, bet
h,, hs, hg ir punkta O attalumi lidz AABC malam. Bet vienadmalu trijstira iek$éja punkta
attalumu Iidz ta malam summa ir vienada ar $i trijstdra augstumu. Pieradisim to.

R

39. zim.

Trijstdra PRS (skat. 39. ziméjumu) laukumu var izteikt ka trijstdru AROS, ASOP un APOR
1 1 1 1 1

laukumu summu: Eam +—al +§ak = Ea(m +1+K). Tadu tas ir tas pats, kas Ea ‘h,h-

APRS augstums. Tatad m+l+k=h.

Tatad arT AABC izpildas sakariba h,+hs+hg=h (h — AABC augstums) un AEGF izpildas sakariba
hi+hs+hs=h (jo AABC un AEGF augstumi ir vienadi). Tatad seSstiira iekrasoto un neiekrasoto
daju laukumu summas ir vienadas.

13. Ar 3 dalas tie skaitli, kuru ciparu summa dalas ar 3. Tatad misu uzdevums ir pieradit, ka,
starp 10 cipariem uz labu laimi izvéloties tris ciparus, starp izvélétajiem varés atrast tadus,
kuru summa dalas ar 3.

Jair izvilkta kartite, uz kuras ir cipars 0, 3 vai 9, tad var izveidot viencipara skaitli, kas dalas ar
3.

Ja tada cipara nav, tad starp izvilktajiem cipariem ir cipari, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1 vai
2.



Ja ir divi cipari, no kuriem viens, dalot ar 3, dod atlikumu 1 (tadi ir 1; 4; 7) un otrs, dalot ar 3,
dod atlikumu 2 (tadi ir 2;5;8), tad no tiem izveidotais skaitlis dalas ar 3, jo tadu divu ciparu
summa dalas ar 3.

Ja nav ari tadu divu ciparu, tad visi tris izvilktie cipari, dalot ar 3, dod vienadus atlikumus (t.i.,
1 vai 2). tad no visiem trim cipariem izveidotais skaitlis dalas ar 3 (jo 1+4+7=12 dalas ar 3,
tatad skaitlis, kas sastav no cipariem 1, 4, 7 dalas ar3; tapat 2+5+8=15 ari dalas ar3).

Tatad no tris kartitém var sastadit skaitli, kas dalas ar 3.

14. Prasitos nogrieznus var uzzimét, pieméram, $adi (skat. 40. zim.):

15.

Iesp&jami ar citi varianti.

40. zim.

Dalot skaitli 1111... ar 7, konstatéjam, ka pilniga izdalisanas notiek tad un tikai tad, kad
vieninieku skaits dalamaja ir 6 daudzkartnis. Tad dalamais dalas ar 111 111, bet 111 111
dalasartrar37 untasir111 111=111x1001=3x37x1001.

16. Ta ka lauztas Iinijas posmi pamisus novietoti horizontali un vertikali, tad visi posmi ar garumu

para skaitlis ies viena virziena (horizontali vai vertikali), tapat posmi ar garumu nepara
skaitlis ies viena virziena (attiecigi: vertikali vai horizontali). Ta ka jaizveido lauzta slégta
[nija, tas to posmu garumu summa, pa kuriem, apstaigajot slégto lauzto liniju, ejam uz
augsu, ir vienada ar to posmu garumu summu, pa kuriem ejam uz leju. Lidzigi posmi, pa
kuriem ejam pa labi, summa dod tikpat, cik tie posmi, pa kuriem ejam pa kreisi. Un tas,
savukart, nozimé, ka skaitli 1, 3, 5, 7 un 2, 4, 6, 8 jasadala t3, lai veidotos divas un divas
vienadas summas. Un Sis summas sadalas viena veida: 1+7; 3+5 un 2+8; 4+6. Staigajot pa
slégto lauzto lniju, ja 1 un 7 ies uz augsu, tad 3 un 5 ies uz leju un ja 2 un 8 ies pa labi, tad 4
un 6 ies pa kreisi (skat. 41. zim.). Ta ka skaitliem bija jablt augosa seciba, virzoties pa slégto
[iniju, tad sada Iinija ir uzziméjama tikai viena veida, protams, var mainities [inijas
novietojums par 90°, 180° un 270°.



41. zim.

17. Svérsanas izdarisim sekojosi:

18.

19.

| uz katra svaru kausa nemam pa 2 mon&tam. Rezultata var bit divas iespgjas, no
kuram ir atkarigas talakas sverSanas.

1) Svari ir lidzsvara. Tas nozimé, ka uz viena kausa ir monétas ar masu 1g un 4g, uz otra 3g
un 2g, jo vienadiba var realizéties tikai ka 1+4=3+2.

Ar Il un lll svérSanam nosakam smagako monétu viena un otra kausa. Tas ir 4g un 3g.

Ar IV svérSanu salidzinam abas smagakas monétas un nosakam katras masu — smagaka 4g,
vieglaka 3g. Ta ka zinamas So divu monétu masas, atceroties | svérSanas rezultatu, nosakam
abu paréjo monétu masu. T3, kas bija uz viena svaru kausa ar 4g monétu, sver 1g, bet otra
monéta — 2g.

2) Viens no svaru kausiem | svérsana ir smagaks. Tas ir iesp&jams tikai gadijuma, kad kopa ir
4g un 2g > 3g un 1g vai 4g un 3g > 2g un 1g. Redzams, ka “smagakaja” kausa noteikti ir 4g
monéta, bet “vieglakaja” kausa noteikti ir 1g monéta. Tatad ar Il svérSanu, sverot abas
monétas no “smagaka” kausa, atrodam 4g monétu (ta ir smagaka).

Il svérsana, sverot abas monétas no “vieglaka” kausa, vieglaka monéta bis 1g smaga. Ar IV
svérsanu salidzinam abas vél nezinamas monétas. Tad smagaka ir 3g, vieglaka — 2g.

Pienemsim, ka nav tadu 2 klasu, kuras sakrit zilacaino, brinacaino vai pelékacaino skolénu
skaits. Tas nozimé, ka katra klasé ir dazads zilacaino skolénu skaits. Tad pavisam zilacaino
skolénu ir vismaz 0+1+2+...+19=190 skoléni. (Ja pavisam ir 20 klases un katra ir dazads
zilacaino skolénu skaits, tad vismazakais zilacaino skaits bls, ja kada klasé nebls neviena
zilacaina, kada cita bids 1 skoléns ar zilam acim utt. 20-aja klasé bils 19 zilacainie.) Ta ka arl
brinacaino un pelékacaino skolénu skaits nekadas divas klasés nav vienads, tad briinacaini
art ir vismaz 190 skoléni un vismaz 190 skoléni ir ar pelekam acim. Tas nozimeg, ka pavisam
kopa jabat vismaz 190-3=570 skoléniem, bet ir tikai 20-20=400 skoléni. Ir ieglita pretruna,
tatad pienémums, ka katra klasé ir atskirigs zilacaino, briinacaino un pelékacaino skolénu
skaits, ir aplams. No ta var secinat, ka ir vismaz 2 klases, kuras sakrit zilacaino, brinacaino
vai pelékacaino skolénu skaits.

No cipariem 1; 3; 4; 7 nevar izvéléties tadus, kuru summa dalitos ar 9, tatad ar 4 kartisu
izvilk§anu var nepietikt. Pienemsim, ka izvelkam piecas kartites.

Ja starp tam ir cipars 0 vai 9, varam veidot viencipara skaitli, kas dalas ar 9.



20.

21.

22.

Ja starp izvilktajiem cipariem O un 9 nav, tad visi 5 izvilktie cipari sadalas starp 4
grupam (1;8), (2;7), (3;6), (4;5); divi no tiem noteikti ir no vienas grupas. To
veidotais divciparu skaitlis dalas ar 9. Tatad uzdevuma atbilde ir 5.

Né. Ja taisne t krusto tiesi tris citas, tad ta nekrusto paréjas 4. Bet taisne nekrusto citu taisni,
ja ta paraléla tai un tatad S taisne t ir paraléla 4 citam taisném. Attiecigi tad katra taisne, kas
krusto taisni t, krusto art taisnes t 4 paralélas taisnes un kopa sanak, ka krusto piecas nevis
tris taisnes.

Pieméram, 3162277660°=9999999998935075600.

Ta ka ir jauzzimeé slégta lauzta linija, tad horizontalo posmu skaitam ir jabit vienadam ar
vertikalo posmu skaitu. Tatad n nevar bit nepara skaitlis. Tatad, ja n ir 9, $adu liniju uzzimét
nevar.

Jan ir 10, tad horizontali (vertikali) ir novietoti posmi ar garumiem 1; 3; 5; 7; 9. Bet
to summai jabut para skaitlim, jo ir jauzzimé slégta lauzta Iinija: veicot pa to slégtu
marsrutu, pa kreisi (uz augSu) pabidamies tikpat, cik pabidamies pa labi (uz leju). Bet
1+3+5+7+9=25 — nepara skaitlis. Tatad, ja n ir 10, $adu liniju uzzimé&t nevar.

Lidzigi spriezot, ieglistam, ka nevar uzzimét liniju ar 12 posmiem. Viena virziena
gjosie posmi ar garumiem 2, 4, 6, 8, 10, 12 summa dod 2+4+6+8+10+12=42. Tatad
uz leju (pa labi) un uz augsu (pa kreisi) ejoSo posmu garumu summai jabiit 42:2=21.
Bet ta ka So posmu garumi ir para skaitli, tad tie summa nedos nepara skaitli. Tatad,
jan=12, prastto lauzto Iiniju uzzimé&t nevar.

Ja n ir 16, tad nepara skaitlu summa ir 1+3+5+7+9+11+13+15=64, tatad uz augsu
€joSo posmu garumu summa varétu biit vienada ar uz leju ejoSo posmu garumu
summu un bt 64:2=32 vienibas. Tas ir realiz€ams, pieméram,
1+3+13+15=5+7+9+11. Para skaitlu summa ir 2+4+6+8+10+12+14+16=72, tatad pa
labi un pa kreisi ejoSo posmu garumu summai jabut 72:2=36. Tas ir realiz&jams,
pieméram, 2+4+14+16=6+8+10+12.

ST lauzta Iinija ir viens no iesp&jamiem atrisinajumiem gadfjumam, kad n=16 (skat.
42. zim.).



23.

24,

9
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2
13 1
16
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42. zZim.
15

Uz katru seansu aizgaja tieSi 3 draugi, tatad katram draugam bija 2 partneri, pie tam uz katru
seansu tie bija citi. Ta ka katram draugam vispar iesp&jami tikai 7 dazadi partneri, tad katrs
draugs ir bijis ne vairak ka 3 seansos. (Ja vin$ batu bijis 4 seansos, tad tam lidzi bGtu bijusi
kopa 2-4=8 partneri, bet 8>7, tatad ta bit nevar.)

Pavisam kopa ir 8 draugi un katrs no tiem ir bijis ne vairak ka 3 seansos, tatad
kopgjais kino apmeklg&jumu skaits neparsniedz 8-3=24. Bet, ta ka uz katru seansu
ieradas tiesi 3 draugi, tad katram seansam atbilst tieSi 3 kino apmekl&jumi, tatad
kopé€jais seansu skaits neparsniedz 24:3=8 seansus.

Ka 8 seansi ir iesp&jami, var redz&t no piemera, kur ar burtiem apziméti draugi un
buru trijnieks norada, kadi 3 draugi bijusi viena seansa: ABC, ADE, AFG, HCD,
HBF, HEG, CEF, BDG.

Ta ka kvadrats bija sagriezts 6 dalas, kas visas bija izliektas figliras, tad divam figlram
griezuma var bit ne vairak ka viena kopiga mala. Ta ka astonstirim ir 8 malas un viena no
iegltajam 6 figliram ir pats astonstdris, tad tam var bt kopiga mala vai malas nogrieznis ar
ne vairak ka 5 citam figiram. Bet tas nozimé, ka vismaz 3 astonstlira malas atrodas uz
kvadrata malam. Bet tas var bt tikai viena vieniga veida (skat. 43. zimé&jumu), jo astonstdaris
ir regulars, tas nozimé, ka attalums no malas AB lidz malai FG ir vienads ar attalumu no GH
[idz CD un ir vienads ar sagriezta kvadrata malas garumu.

Tatad sagriezto kvadratu var restaurét, ja riciba ir Sis astonstdris.

Ta ka teikts, ka kvadratu sagrieza 6 dalas, bet zim&uma ir paraditas tikai 5 dalas, tad
kads no mazajiem trijstiriem ir ticis sagriezts sikak. Ka tieSi tas ir izdarits, Saja
uzdevuma nav svarigi.



any
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43, zim.

25. Sakotnéja daudzstilra katra virsotne kllst par vismaz vienas ieglstamas dalas (trijstdra vai
Cetrstlira) virsotni. Tatad sakotnéjam daudzstlrim nav vairak neka 3+4=7 virsotnes. Tatad
sakotnéjam daudzstirim varéja bt 3, 4, 5, 6 vai 7 malas. (skat. attiecigos piemérus 44. zim.)

AN

44 .7zim.

26. Vispirms apskatisim, cik naturalu skaitlu ar tiesi 3 vienadiem cipariem ir intervala no 1995
lidz 9999.

No 1995 Iidz 1999 ir tikai viens tads skaitlis ir 1999.

No 2000 Iidz 2999 ir 9 tadi skaitli, kuriem ir vienadi 3 pédgjie cipari (pieméram, 2000, 2111,
2333, ..., 2999) un veél tadi skaitli, kuros ir tris “2” un ceturtais cipars ir kads no atlikusajiem 9
cipariem (tas nav 2); tas var atrasties jebkura no 3 tris atlikusajam vietam (jo pirmaja vieta
jauir 2). Tatad kopa Saja intervala ir 9+3-9=4-9 mekléjamie skait]i.

Lidzigi var izsecinat, ka starp skaitliem no 3000 lidz 3999 ari ir 4-9 mekléjamie skaitli, no 4000
[idz 4999 dzigi sprieZot art ir 4-9 “vajadzigie” skaitli utt. Tatad pavisam starp skaitliem no
2000 Iidz 9999 ir 4-9-8 meklgjamie skaitli (jareizina ar 8, jo pirmais cipars ir viens no cipariem
2, 3, ..., 9 un katram no Siem 8 cipariem var atrast 9-4 mekléjamos skait|us).

Talak aplikosim visus piecciparu skaitlus no 10000 lidz 99999. Tagad skirosim gadijumus 1)
kad pirmais cipars nav no tris vienadajiem, un 2) kad pirmais cipars ir viens no trijiem
vienadajiem.

1) Pirmais cipars var bt jebkurs no 9 cipariem (nevar bat 0); jebkurs no 9 cipariem var bat
“vienadais” cipars (tas nevar bt tads ka pirmais cipars, jo tad jau bis 4 vienadi cipari, bet
tadi skaitli neder); tapat jebkurs no 9 cipariem var bt otrais nevienadais” cipars (tas nevar
bit vienads ar “vienadajiem” cipariem). Bet vienai ciparu izvélei atbilst Cetri dazadi skaitli,
pieméram, 12223, 12232, 12322, 13222. (Par ciparu izvéli sauksim ciparu trijnieku, kur 1.
cipars ir skaitla pirmais cipars, 2. cipars ir “vienadais” cipars, 3. cipars ir atlikusais
“nevienadais” cipars. “Vienadais cipars ir tas, kurs veido vienado ciparu trijnieku.)
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28.

Tatad 1) gadijuma ir 9-9-9-4 meklétie skaiti.

2) gadijuma skaitla pirmais cipars ir ari “vienadais” cipars. Tas var bat jebkurs no 9 cipariem
(nevar blt 0). “Nevienadie” cipari katrs var bat jebkurS no 9 cipariem (nav “vienadais”
cipars). Par ciparu izvéli sauksim skait]u trijnieku, kura 1. cipars ir “vienadais”, 2. cipars ir
“nevienadais” cipars, kas atrodas tuvak skait|]a sakumam, 3. cipars izvélé ir skaitla atlikusais
“nevienadais” cipars. Ta, pieméram, ciparu izvélei (1, 2, 3) atbilst skaitli 12311, 12131,
12113, 11231, 11123, 11213 — kopa 6 dazadi skaitli (arT ja “nevienadie” cipari ir vienadi,
pieméram (1, 2, 2): 12211, 12121, 12112, 11221, 11122, 11212). Tad 2) gadijuma pavisam ir
9-9-:9-6 mekléjamie skaitli, un pavisam no 1995 lidz 100000 skaitlu ar tieSi 3 vienadiem
cipariem ir 1+8+4:9+9-9-9:44+9.9-9-6=1+288+7290=7579.

Sim pieméram atrisinajuma nav, jo nav iespéjams izvéléties S un | vértibas. Parbaudam visus
iespéjamos variantus.

Ja S=0, tad S+5=0+0=0=I, bet S nevar bit vienads ar |, tatad S=0.

S+S=1 . S+S=1+10
l+1=10+S " J1+1+1=5S

Jebkura gadijuma jaizpildas {
Ja S=1, tad S+S=1+1=2=l, bet |+I=4+S, tatad S#1.

Ja S=2, tad S+S=4=I, bet |+|=8+S, tatad S#2.

Ja S=3, tad S+S=6=I, bet 1+|=12#10+S, tatad S=3.

Ja S=4, tad S+S=8=I, bet |+|=16-10+S, tatad S#4.

Ja S=5, tad S+5=10=10+l, |=0, 1+I+I=1+#S, tatad S#5.

Ja S=6, tad S+5=12=10+2, |=2, 1+I+|=5=S, tatad S#6.

Ja S=7, tad S+5=14=10+4, 1=4, 1+1+1=9+S, tatad S#7.

Ja S=8, tad S+S=16=10+6, 1=6, 1+|+I=10+3#10+S, tatad S#8.
Ja S=9, tad S+5=18=10+I, =8, 1+I+I=10+7+#10+S, tatad S+#9.

Ir redzams, ka S vieta nevar ievietot nekadu ciparu, ta, lai izpilditos prasita
nevienadiba TRIS+TRIS=SESL

Dota taisnstira laukums ir 6:10=60 ritinas, bet figiiras laukums ir 5 ritinas, tatad var ievietot
ne vairak ka 60:5=12 figliras. Méginot to izdarit un sakot no taisnstira stlira, redzams, ka
daZas ritinas paliek tuksas. Tatad nevar ievietot vairak par 11 figiiram. Ka ievietot 11 figlras
redzams 45. zim.
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I_li

45. zim.

a) Var nemt, pieméram, skaitlus 1; 2; 3; 6; 12; 24.

b) Pienemsim, ka jau atrasta dazadu skaitlu sistéma x4, X,, ..., X, ar Tpasibu: katru n—1 skaitlu
summa nedalas ar atlikuso, n-to skaitli.

Pievienosim Sai sistémai visu tas skaitlu summu S=x;+x,+..+x, un pieradisim, ka jauna
sistéma, apmierina nosacijumu: katru n skaitlu summa dalas ar atlikuso, (n+1)-o skaitli.

b1) Skaidrs, ka X, +X,+...+X, dalas ar S, jo X;+Xo+...+X,=S.

b2) Izvélésimies vienu no skaitliem xi, X, ..., X,; sauksim to par zilu, bet paréjos skaitlus,
iznemot S, par sarkaniem.

Sarkano skaitlu summa dalas ar zilo skaitli (saskana ar to, kas zinams par n skaitlu sistému x;,
X, ..., Xn); ta ka S vienads ar sarkano skaitlu summas un zila skaitla summu, tad ar1 S dalas ar
zilo skaitli. Tapéc visu jauniegitas skaitlu sistéemas summa (iznemot zilo skaitli), kas vienada
ar visu sarkano skaitlu un S summu, dalas ar zilo skaitli.

Tatad més varam sakotnéji 6 skaitlu sistémai pievienot cik patik daudz jaunu skaitlu t3, lai
vajadziga TpaSiba saglabatos. Tatad més varam ieglt ari sistému, kas sastav no 1995
skaitliem.

Ja ar by, by, ..., b, apzimésim attiecigi 1., 2., ..., n-ta spélétaja uzvaru skaitu ar baltajam
figram, ar my, m,, ..., m, — attiecigi 1., 2., ..., n-ta Sahista uzvaru skaitu ar melnajam figiram,
bet ar M — uzvaru skaitu, kas turnira vispar tika gits, spéléjot ar melnajam figliram (visiem
daltbniekiem kopa), tad péc uzdevuma nosacijumiem var uzrakstit sakaribas b=M-m;, kur i ir
jebkurs skaitlis no 1 lidz n. No tam seko, ka

bitm=M  (¥)

Ta ka b+m; ir ta i-ta Sahista kopéjais uzvaru skaits, bet M ir kopéjais uzvaru skaits ar
melnajam figliram (tas Saja turnira ir fikséts skaitlis) un sakariba (*) ir spéka visiem Sahistiem
(pirmajam, otrajam, ..., n-tajam), tad katra spélétaja uzvaru skaits ir M, tatad visi ir izcinijusi
vienadu uzvaru skaitu.

Skaitlis 47-53-59-65+49-55-61-67 nedalas ar 3. Apskatam atlikumus, ko dod katrs no
saskaitamajiem, dalot ar 3, un ievérojam, ka, naturalu skaitlu reizinajumu dalot ar n, iegust
tadu pasu atlikumu, kadu dalot ar n, dod So skaitlu atlikumu reizinajums. Tatad 47-53-59-65,
dalot ar 3 dod tadu pasu atlikumu ka skaitlis 2-2-2-2=16, jo 47=15-3+2, 53=17-3+2,
59=19-3+2, 65=21-3+2, tatad atlikumu 1. Skaitla 49-55-61-67 atlikums, dalot ar 3, ir 1-1-1-1=1
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(jo 49=16.3+1, 55=18-3+1, 61=20-3+1, 67=22-3+1). Tad summas atlikums, dalot ar 3, ir
1+1=2, tatad skaitlis 47-53-59-65+49-55-61-67 ar 3 nedal3as.

Pienemsim, ka Karlsons pirmajos piecos ménesos iztéréja A naudas, pédéjos septinos
ménesos — B, bet maija — M. No uzdevuma nosacijumiem seko, ka A<5M un B>7M (*).
A A+B

Mums japierada, ka — <
jap 5° 12

jeb, péc parveidojumiem, ka 7A<5B. Bet tas seko no (*).

33. Ta ka pavisam ir ieradusies 11 rukisi, bet 11<4-3, tad no kadas cilts ir ieradusies ne vairak ka

34.

divi rdkisi. Tatad, nosédinot Sos divus rakiSus pie galda, atliek vél vismaz 9 rakiSi no citam
cilttim un pie galda vél paliek 9 vietas citiem rikiSiem. Ja uz vienu pusi starp aplikojamas cilts
rakiSiem batu k vietas citiem rakiSiem, (lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, tad k<4), tad uz
otru pusi paliek 9—k vietas. Bet , ja k<4, tad 9-k>5, tad var izvéléties Sos piecus péc
kartas sédosos rukisus, kas nav no minétas cilts. Tadéjadi minétaja veida rukiSiem neizdosies
pieradit savas draudzigas attiecibas.

/

1
o

46. zim.

Ta ka ir 11 nogrieZni, tad visu nogrieZnu numuru summas saskaitot, ieglstam, ka
11s=(1+2+...4+22)+S jeb 11s=23-11+S (s — nogriezna virsotnu un viduspunkta numuru summa,
S — visu virsotnés ierakstito skaitlu summa, jo saskaitot katra nogriezna galapunktu un
viduspunktu numuru summu, katrs galapunkts tiek skaitits divas reizes). Ta ka 11s un 23-11
dalas ar 11, tad ar1 S ir jadalas ar 11. Ja virsotnes sanumurésim ar nepara skaitliem, tad katra

22-11
nogriezna virsotnu un viduspunktu numuru summai jabat s=23+-—=23+

11 211 >t
Numeraciju veiksim sekojoSi: malu viduspunktus numuré péc kartas ar para skaitliem to
pieaugsanas seciba pretéji pulkstena raditaja kustibas virzienam, bet virsotnes numuré ar
nepara skaitliem to pieaugSanas seciba pulkstena raditaja kustibas virziena, tikai nevis péc
kartas, bet gan katru otro Iidz visas virsotnes ir sanumurétas. Lidz ar to iegist, ka katra
nakos$a nogriezna galapunktu summa ir par 2 mazaka neka iepriekséjam, bet viduspunkta
numurs ir par 2 lielaks neka iepriek$éjam, lidz ar to summas ir vienadas. Numuru 1 dod
virsotnei, kas ir kopiga nogriezniem, kuru viduspunkti ir sanumuréti ar 20 un 22 (skat. 47.
zZim.).




Lidzigi var sanumurét, ja virsotném izvélas para skaitlus, bet nepara skaitlus raksta
viduspunktos. (Atrisinajums Sim gadijumam paradits 48. zim.)

Bez noraditajiem atrisinajumiem eksist€ vel arT citi.

35. Mekléjamos skaitJus apzimésim ar burtiem a, b, c un d, pie tam pienemsim, ka a<b<c<d. Ta
ka a<d, b<d un c<d, tad a+b+c<3d. Bet, ta ka a+b+c dalas ar d, tad vai nu a+b+c=d (I
gadijums) vai a+b+c=2d (Il gadijums).

Vispirms analizésim | gadijumu.

O<a+b<2c, c<d<3c (jo d=a+b+c, bet a+b<2c), tad c<a+b+d<5c. Ta ka a+b+d dalas ar c, tad 1)
a+b+d=2c; 2) a+b+d=3c; 3) a+b+s=4c.

3

1) a+b+d=2c, tad a+b+(a+b+c)=2(a+b)+c=2c. No ta seko, ka 2(a+b)=c, d=§+c=§c. c+d=c+E

5 5
c=§c=§2(a+b)=5(a+b), 5b<c+d<10b (jo b<a+b<2b) un O<a<b un 5b<a+c+d<11b. Ta ka

a+c+d dalas ar b, tad iespéjami vél 5 varianti, kad 1.1) a+c+d=6b; 1.2) a+c+d=7b; 1.3.)
a+c+d=8b; 1.4) a+c+d=9b; 1.5) a+c+d=10b.

a+b+c=d d=a+b+c=3@+b) b =6a
1.1)ja+b+d=2c=>yc=2a+b) =>4 Cc=14a
a+c+d==6b 6b =a+2(a+b)+3(a+b)=6a+5b d=2la



Esam ieguvusi vienu skaitlu sistemu, kas apmierina uzdevuma nosacijumus. Skait|lu attiecibas
Saja gadijuma ir 1:6:14:21.
a+b+c=d d=3(a+b) b=3a

12)sa+b+d=2c =>ic=2(a+b) =>4{c=8a
a+c+d=7b 7b = 6a+5b d=12a

Otra mekléjamo skait|u attieciba ir 1:3:8:12.

a+b+c=d d=3(a+b) b=2a
13)ja+b+d=2c =>qc=2a+b) =>{c=6a
a+c+d=8b 8b = 6a+5b d=9a

a:b:c:d=1:2:6:9

a+b+c=d d=3(a+b)
14)Ja+b+d=2c =>yc=2(a+b) =>Jc=5a

a+c+d=9b 9b = 6a+5b 15
d=—a
2
a:b:c:d=2:3:10:15
6
b= ga
a+b+c=d d=3(a+b) 22
1.5)ya+b+d=2c =>ic=2a+b) = nga
a+C+d=10b 10b=6a+5b 33
d=—a
5
6 22 33 61 ) _ ) B _
bet b+c+d:—a+€a+€a: Ea, t.i., b+c+d nedalas bez atlikuma ar a, tatad si

skait|u attieciba nav uzdevuma atrisinajums.

a+b+c=d 2(a+b)=2c
atb+de3c => 2 —d . Ta ka O<a<b un c+d=3c un 3b<3c=3(a+b)<6a, un
3b<a+c+d<7b, pie tam a+c+d dalas ar b, tad 2.1) a+c+d=4b; 2.2) a+c+d=5b; 2.3) a+c+d=6b.

a+tb+c=d d=2a+h) b=4a
21)qa+b+d=3c =>qc=a+b =>c=b5a
a+c+d=4b 4b = 4a+3b d =10a

a:b:c:d=1:4:5:10



a+b+c=d d =2(a+b) b =2a
22)Ja+b+d=3c=>Jc=a+b =><Cc=3a
a+c+d=>5b 5b =4a+3b d =6a

a:b:c:d=1:2:3:6

b:§a
a+b+c=d d=2(a+b)

7 25
23)<a+b+d=3c =><c=a+b =>JC=—<a =>b+c+td=—a (tatad b+c+d nedalas

3 3
a+c+d=6b 6b=4a+3b 14
d=—a
3
ar a bez atlikuma, un Sie skaitli neder par uzdevuma atrisinajumu).
2(a+b)=3c
a+b+c=d ( c )
= = =7 7 14 <c+d<4
) a+tb+dedc > q- é(a‘*' b) > 3(c+d)=7(a+b), 7b<3(c+d)<14b, 3b<c+d<4b,
7
3b<a+c+d<5b. No ta seko, ka a+c+d=4b a+§ (a+b)=4b; ?a=§ b; b=2a, c=2a, bet ta nevar
bit, jo b<c.
Il gadijums.
3 atb+c 3 oL
a+b+c=2d. 0O<a+b<2c, c<d<§c (jo d:T <§c) c<atb+d<3c. Arl $aja pieméra
iespéjami divi gadijumi 1)a+b+d=2c vai 2) a+b+d=3c.

1 3
1) Ja a+b+d=2c, tad a+d+c:a+b+§(a+b+c)=2c jeb E(a+b): EC => a+b=c un

d=2(a+b—(a+b)=a+b, bet c<d, tatad a+b+d+2c.

a+b+c=2d
) a+b+d=3c

=> a+b+§ (a+b+c)=3c; g(a+b)=gc jeb 3(a+b)=5c. a+b+c=a+b+g (a+b)=

8 4 3 4 7 7

g(a+b)=2d. Tad d=g(a+b), c+d=g(a+b)+g(a+b)=g(a+b), 7b<5(c+d)=7(a+b)<14b, g
14 o B

b<c+d<€b, 2b<a+c+d<3b. Lidzigi ka ieprieks sprieZot, ieglst 2.1) a+c+d=2b vai 2.2)

a+c+d=3b.

a+b+c=2d a+b+c=2d
21)Ja+b+d=3c =>Ja+b+d=3c =>b=d, betta nevar bt, jo b<d.
a+c+d=2b b-d=2d-2b



a+b+c=2d a+b+c=2d
22)ja+b+d=3c =>Ja+b+d=3c =>b=c, bet ta nevar bit, jo b<c.
a+c+d=3b b-c=3c-3b

Ir aplikoti visi iespéjamie varianti un atrastas visas iespéjamas to Cetru skaitlu attiecibas,
kuriem ir izpildas uzdevuma prasita 1pasiba. Tas ir 1:6:14:21; 1:3:8:12; 2:3:10:15; 1:2:3:6.

Bez atrastajam citu iespé&ju nav, jo tika aizanalizéti visi iespéjamie gadijumi.

36. J3, to izdarit var. Sakuma lielo kubu sagriezisim 27 vienados kubos. (Tas ir izdarams, ja kuba

37.

Skautnes sadala 3 vienadas dalas un griezumi iet caur dalijuma punktiem.)

Talak ir jaievero, ka, kadu kubu sagriezot n mazakos kubos, kubu kopgjais skaits
palielinas par n—1, jo viens kubs (tas, kuru sagrieza) tiek aizstats ar n jauniem
kubiem.

No iegiitajiem 27 kubiem tris kubus sagriezam 8 vienados kubinos katru, tatad tagad
iegiti jau 27+3-(8—1)=27+21=48 kubi. Lai iegitu 100 kubus ve&l ir “jaiegist”
100-48=52 kubi. Bet 52=2-26 jeb 52 = 2-(27-1) Tatad divus no iegiitajiem kubiem
varam sagriezt 27 kubinos katru. Ta més esam ieguvusi 27+3-7+2-26=100 kubus, kas
ar bija prasits.

Sistematisks skaitlu iegiSanas veids balstas uz atkartotu kvadratsaknes lietoSanu un tai
sekojosu veselas dalas izmantoSanu.

Vesela dala no divkar3as kvadratsaknes no 9 un 6 ir 1, t.i., [\/\/5] =1un [\/\/6} =1.

a seciba izsakam naturalos skaitlus sakot ar 1:

L[ e H o[ [ -1
e[ W8 {8 -6 |-2
e[ B J[ Vo [ Ve |-
b NB J+ [0 |+ Ve |
149 +[\V8 |-[ 6 | =5

1-\/§+\/§-[\/ﬁ}=6

Izmantojot ciparus 1, 9, 9, 6 tiesi §

a

4



1+\/§+\/§-[\/ﬁ]:7

[ep}

1+\/§+\/_+[\/T} 8
vo [\ |
1+9[ H

Profesors Ciparin$ ir parliecinats, ka varés iegut visus naturalos skaitlus, bet pieradit to
neprot. Varb{t jus varat vinam palidzét?

9

}
}10

=
&

Protams, iesp&jams lietot arT citas skaitlu izsaciSanas metodes.

38. Sauksim grupu, kur ievietots skaitlis 1, par pirmo, bet grupu, kur ievietots skaitlis 2, par otro.
(Tas noteikti ir dazadas, jo neviena grupa nevar saturét skaitJus, kas viens no otra atskiras
par 1.) Vel ir tresa grupa, kas pagaidam ir tuksa. Talak sakas izvele: skaitli 3 var ievietot vai
nu pirmaja grupa, vai tresaja grupa. Lai kur bitu ievietots skaitlis 3, skaitla 4 ievietoSanai
atkal ir divas iespéjas — cita grupa neka skaitlis 3 (ja skaitlis 3 ir ievietots pirmaja grupa, tad
skaitli 4 var ievietot vai nu otraja, vai tresaja grupa, bet, ja skaitlis 3 ir ievietots otraja grupa,
tad skaitli 4 var ievietot vai nu pirmaja, vai tresaja grupa). Lidziga veida divas izvéles ir skaitla
5 un skait|a 6 ievietoSanai.

Tatad pavisam iesp&jami 2-2-2-2 = 16 sadalijumi ta, lai blakus skaitli neatrastos viena
grupa (pa divam izvelém katram no skaitliem 3, 4, 5 un 6, skaitliem 1 un 2 nebija
izvéles). Tie redzami sekojosa tabula:

Nr. | 1.grupa | 2.grupa | 3.grupa
1. 1 2:4:6 3:5
2. 1:3 2:4:6 5
3. 1:3 2:5 4:6
4. 1: 4 2:5 3:6
5. 1: 4 2:6 35
6. 1:5 2:4 3:6
7. 1:5 2:4:6 3
8. 1: 6 2:4 3:5
9. 1:3:5 2:4 6
10. | 1:3:5 2:6 4
11. 1:3:5 2 4:6
12. | 1:3:6 2:4 5
13. 1:3:6 2:5 4
14. 1:4:6 2 3:5
15. | 1:4:6 2:5 3
16. 1:3:5 2:4:6 -
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41.

No visiem Siem sadalfjumiem neder viens — sadaltfjums, kura skaitli 1, 3, 5 ir viena
grupa un skaitli 2, 4, 6 — otra grupa, bet tre$a grupa paliek tukSa, jo uzdevuma
nosactjumos ir teikts, ka katra grupa ir vismaz viens skaitlis. Tatad kopa iesp&jami 15
sadalijumi, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

No uzdevuma nosacijumiem seko, ka A ciparu summa dalas ar n, (n=2; 3; ...; 9). Tiesam, ja
S.(A) ir to A ciparu summa , kas dalas ar n, S,(A) - to ciparu summa, kas nedalas ar n, bet
S(A) ir skaitla A visu ciparu summa, tad S(A)= S,(A)+ S,(A). Ta ka S',(A) dalas ar n péc dot3,
bet S,(A) dalas ar n péc S,(A) definicijas (summa dalas ar n, ja katrs summas saskaitamais
dalas ar n), tad S(A) dalas ar n, jo vienadibas labaja pusé abi saskaitamie dalas ar n.

Ta ka n=2, 3, ..., 9, tad S(A) dalas gan ar 2, gan ar 3, ..., gan ar 9. Skaitlu 2, 3, ..., 9 mazakais
kopigais dalitajs ir 9-8-7-5=2520. Tatad S(A) dalas ar 2520, t.i.,, skaitla A ciparu summai
jadalas ar 2520.

Viegli parbaudit, ka skaitlis A var bat , pieméram, 11...1, 22...2, 99...9 utt.
2520 1260 280

MEéginasim iezimét doto trijstdri rinka Inija. K& zinams, taisnlenka trijstira hipoteniza ir
rinka linijas diametrs un rinka [inijas centrs atrodas hipotenizas viduspunkta. Ta ka
hipotentiza ir 10 cm, tad rinka lnijas radiuss ir 5 cm. Zinam ari to, ka visas trijstiira virsotnes
atrodas uz apvilktas rinka Iinijas.

49. zZim.

Bet péc 49. zim. ir skaidri redzams, ka radiuss nav isaks par augstumu (r>h), jo no
viena punkta pret kadu taisni vilktas slipnes garums nav mazaks par no ta pasa punkta
pret to pasu taisni vilkta perpendikula garumu (perpendikuls ir Tsakais attalums no
punkta lidz taisnei).Tatad augstums nevar parsniegt radiusa garumu. Bet dotaja
uzdevuma augstums ir lielaks par radiusu (6>5), tap€c $adu trijstiiri uzzimét nevar.

Doto skaitli 952560000 sadala pirmreizinatajos (skaitli pieraksta ka pirmskaitlu reizinajumu)
un ieglst 952560000=2"-3.5%72.

Uzdevuma ir prasits atrast mazako naturalo skaitli, kura ciparu reizinajums ir dotais
skaitlis, bet mazako skaitli iegiist tad, ja taja ir vismazak ciparu, kuri ir iesp&jami
mazi un kuri ir sakartoti augosa seciba.

Mazakais iesp&jamais piecinieka vai septitnieka reizinajums ar citu ciparu ir 5-:2>9 un
7-2>9, tatad nav cipars, tapec pieciniekus un septitniekus nevar sareizinat ar kadu citu
pirmreizinataju, ieglstot ciparu, un mekl€jama skaitlt noteikti biis Cetri cipari 5 un
divi cipari 7.

Tatad jaizveido péc iespéjas mazak ciparu, kuru reizinajums ir 27-3°
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27.3°=2.2.2.2.2-2-2-3-3-3-3.3. Lai izveidotu péc iespéjas mazak ciparu, jasareizina kopa péc
iespéjas vairak pirmreizinataju. Péc kartas varam sareizinat 2-2-2 divas reizes, iegistot divus
ciparus 8. Pie 8 vairs nevar piereizinat nevienu pirmreizinataju, jo tad reizinajums vairs
nebls cipars. Talak 2 sareizinot ar 3 ieglst ciparu 6, kuram arl nevar piereizinat nevienu
pirmreizinataju ta pasa iemesla de|. Atlikusi ¢etri pirmreizinataji , kurus sadalam paros 3-3,
ieglstot divus ciparus 9. Kopa ieglti 5 cipari: 8, 8, 6, 9, 9. Tatad
27-3°=2.2-2-2-2-2-2-3-3-3-3-3=2%.2>.2.3%.3%.3=8.8.6.9-9.

Parbaudam, vai nevar ieglit mazak neka 5 ciparus. Tad butu jabat 4 cipariem un tiem batu
jabat péc iespéjas lieliem, lai to reizinajums batu tik pat liels ka 5 cipariem. Bet pat lielako 4
ciparu reizinajums 9-9-9-9=(3%)*=3%=3°.3%<3%27, jo 3°<2’ (27<128), tapéc nevarés izveidot
mazak neka piecus ciparus.

Tatad meklgjamie pieci cipari varétu bt 8; 8; 9; 9; 6; tad, sakartojot iegtitos ciparus
augosa seciba, meklgjamais skaitlis biitu 55556778899.

Dota figlra sastav no 5 rutinam. Ja vienas ridtinas malas garumu pienemam par vienu
vientbu, tad dotas figliras laukums ir 5 kvadratvienibas. Tatad arl ieglstama kvadrata
laukums ir 5 kvadratvienibas. Bet kvadrata laukums ir a* (a — kvadrata mala), tatad kvadrata
mala ir \/gvienTbas. Doto figliru griezisim 2 vietas ta, lai griezuma [iniju garumi batu \/g
vienibas. Ka to izdarit paradits 50. zim.

L KM
Ki i J\.
, P

'L
e
50. zZim.

Griezuma linijas KL un K’L" attiecigi bls kvadrata malas, jo to garums ir \/gvienibas. Tatad
dotas figliras virsotnes M un M’ novietosies uz virsotném P un P’.

Pieradisim, ka iegata figlra patieSam ir kvadrats. Ja vienas rltinas malas garums ir 1 (dotaja

figlra), tad figras ABCD (skat. 51. zim.) katra mala ir \/B .
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Tas izriet no griezuma Iiijam KL un K’L’. KL garumu var izteikt no taisnlenka AKLM péc
Pitagora teorémas KL’=KM?*+ML?=1+22=5, no kurienes seko, ka KL=\/§. Lidzigi no AK'L'M’

iegust K’L’=\/§ . Ta ka katra griezuma Iinija jaunizveidotaja figira dod divas malas (ja AKLM
ievieto ta, ka virsotne K atbilst A, bet L - D, un AK’L’'M’ t3, lai L’ sakrit ar C, bet K’ - B, tad
malas AD un CB bus attiecigi KL un K’L’, bet AB un DC arT bis vienadas ar KL un K’L’, jo tas ir
tas pasas griezuma linijas) un abas griezuma Iinijas ir vienadas, tad figirai ABCD visas malas

ir vienadas un ir \/E . Tatad atliek pieradtt, ka ari visi lenki ¢etrstari ABCD ir 90°.

Z DAM+ £ BAM:9OO, jo ZDAM=/LKM un ZBAM=_/PKL, tapéc, ka AB ir ta pati
griezuma linija, tatad lenki, kas radas grieSanas rezultata, nemainas. Bet /£ LKM+ /£ PKL=/
PKM=90°, jo ratinu lenki ir taisni. Ta ka Cetrstris, kura visas malas ir vienadas, var bat tikai

rombs vai kvadrats, bet vismaz viens lenkis ¢etrstari ABCD ir 90°, tad ari visi paréjie lenki ir
90° un iegata figlira ABCD patie$am ir kvadrats.

Ja, plakné var atzimét 5 punktus ar Sadam Tpasitbam.

Apskatam regularu piecstliri ar malas garumu 1 cm. Ta virsotnes biis uzdevuma
apskatamie 5 punkti.

52. zim.

Apskatisim 3 piecstira virsotnes. Ir tikai divi veidi, ka var izveleties §is virsotnes un
tie ir paraditi zim&juma. (Gadijumi, kad izvelas citas virsotnes neka paradits 53. zim.,
reduc€jami uz vienu no paraditajiem veidiem.)

1

53. zZim.

Jebkura no gadijumiem var atrast divas virsotnes, kas atrodas vienas piecstiira malas
galapunktos un to savstarpgjais attalums nav lielaks par viens, bet var ar1 atrast divas
virsotnes, kas atrodas vienas piecstiira diagonales galapunktos. (TieSam, starp katram
3 piecstiira virsotn€m atrodas gan tadas, kas uz kontiira novietotas blakus viena otrai,
gan tadas, kas uz kontiira nav blakus viena otrai.)

Apskatam trijstiiri, ko veido piecstiira divas blakusmalas un diagonale d, kas savieno
S0 malu galapunktus. Sis trijstiris ir vienadsanu platlenka trijstiris, jo piecstiris ir
regulars un visi piecstiira lenki ir plati. Pargjie divi trijstira lepki ir Sauri. P&c
ipasibas, ka trijstiirt pret platako lepki atrodas garaka mala, secinam, ka piecstiira
diagonale d ir garaka mala $aja trijstir1 un, ta ka pargjas divas trijstira malas ir ar1



piecstiira malas, tad diagonale d ir garaka par piecstira malu. Tatad diagonale d ir
garaka par piecstiira malu un, ja malas garums bija 1 cm, tad diagonales d garums ir
>1 cm. Lidz ar to esam atradusi divus punktus, kuru attalums ir lielaks par 1 cm.

Tatad piecstiira, kura malas garums ir 1, diagonale d ir lielaka par 1.

Apskatot piecsttri , kura diagonale ir dj, kuras garums ir 1<d;<d, secinam, ka
piecstiira malas garums ir mazaks ka 1. Lidz ar to $ada piecstiira 5 virsotnes var
kalpot par meklgjamas punktu kopas piemeru (skat. 54. zim.), jo starp katram trim
piecstiira virsotném var atrast gan divas tadas, kas atrodas vienas malas galapunktos,
gan divas tadas, kas atrodas vienas diagonales galapunktos.

<1

54. zim.

44. Spriezam lidzigi, ka A grupas 2. uzdevuma.

45.

Sauksim grupu, kur ievietots skaitlis 1, par pirmo, bet grupu, kur ievietots skaitlis 2,
par otro. V&l ir tresa grupa, kas pagaidam ir tukSa. Talak sakas izvéle: skaitli 3 var
ievietot vai nu pirmaja grupa, vai tresaja grupa. Lai kur biitu ievietots skaitlis 3,
skaitla 4 ievietoSanai atkal ir divas iesp&jas — cita grupa neka skaitlis 3 (ja skaitlis 3 ir
ievietots pirmaja grupa, tad skaitli 4 var ievietot vai nu otraja, vai treSaja grupa, bet, ja
skaitlis 3 ir ievietots otraja grupa, tad skaitli 4 var ievietot vai nu pirmaja, vai tresaja
grupd). Lidziga veida divas izvéles ir skaitla 5, skaitla 6, ..., skaitla 10 ievietoSanai.

Tatad pavisam iesp&jami 2-2-2-2-2-2-2-2 = 2° sadalijumi t3, lai blakus skait|i neatrastos viena
grupa (pa divam izvélém katram no skaitliem 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 un 10, skaitliem 1 un 2 nebija
izvéles).

No visiem sadalljumiem neder viens — sadalijums, kura skaitli 1, 3, 5, 7, 9 ir viena grupa un
skaitli 2, 4, 6, 8, 10 — otra grupa, bet tresa grupa paliek tuksa, jo uzdevuma nosacijumos ir
teikts, ka katra grupa ir vismaz viens skaitlis. Tatad kopa iespéjami 2% — 1 = 255 sadalijumi,
kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

No uzdevuma nosacijumiem seko: 1) gan sarkano, gan zalo skaitlu summa satur ne vairak ka
vienu saskaitamo 1, ne vairak ka vienu saskaitamo 2, ..., ne vairak ka vienu saskaitamo 128,
2) viena no Sim summam satur saskaitamo 16, otra nesatur.

Tatad sarkana un zala krasa nokrasoto kartinu komplekti nesastav no vieniem un tiem
pasiem skaitliem. Pieradisim, ka ari to summas nevar bit vienadas.

Atzimesim, ka skaitlu virkne 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128 katrs skaitlis ir lielaks par visu
iepriek§¢jo summu (tieSam, 1<2, 1+2=3<4; 1+2+4=7<8; 1+2+4+8=15<16;
1+2+4+8+16=31<32; 1+2+4+8+16+32=63<64; 1+2+4+8+16+32+64=127<128).



Ta ka sarkana un zala krasa nokrasoto kartinu komplekti nav vienadi, tad eksiste
skaitli, kas pieder vienam komplektam, bet nepieder otram. Izvélamies lielako no
sadiem skaitliem; pec ieprieks apskatita, ta komplekta skaitlu summa, kas satur $o
skaitli, noteikti lieclaka par otra komplekta skaitlu summu.

46. Novelkam AS perpendikularu MN (skat. 55. zim.).

M
B
S C
N
A D
55. zim.

Tad trijstiiri AND un ANS ir vienadi, jo tie ir taisnlenka trijstiiri ar kopigu hipotentizu
un lenki SNA un DNA ir vienadi péc uzdevuma dota. No ta seko, ka AS=AD=AB un
Z SAN= 2/ DAN.

Trijstiiri ASM un ABM ir vienadi, jo tie ir taisnlenka trijsttri ar kopigu hipotentizu un
vienadam katettm AS un AB. Tatad £ZBAM=ZSAM. Tapéc £LA=~LSAN+~L
DAN+ 2 BAM+ £ SAM=2 Z SAN+2 /. SAM=2( £ SAN+ £ SAM)=2 Z MAN. Ta ka

ZA=90°, tad £ MAN=90°:2=45°,

47. lLai saisinatu dalu, jaatrod saucéja un skaititaja lielakais kopigais dalitajs (LKD). Tad, izdalot
dotas dalas saucéju un skaititaju ar atrasto LKD, ieglsim nesaisinamu dalu (jo LKD ir lielakais
skaitlis, ar kuru dalas gan saucéjs, gan skaititajs).

LKD(11141807;14267021) meklésim ar Eiklida algoritmu.
14267021=1-11141807+3125214
11141807=3-3125214+1766165

3125214=1-1766165+1359049
1766165=1-1359049+407116
1359049=3-407116+137701
407116=2-137701+131714
137701=1-131714+5987
131714=22-5987+0
LKD(11141807;14267021)=5987.

Ta ka LKD ir atrasts, atlick dotas dalas saucgu un skaititaju izdalit ar to:
11141807:5987=1861; 14267021:5987=2383.

1114807 1861 . _ _
= ; iegtta dala

1426702 2383’

ir nesaisinama.

leglistam



48. Sauksim pilsétas par tuvam, ja attalums starp tam neparsniedz 100km, par talam pretéja
gadijuma. Skirojam vairakus gadijumus.

1. Ir tr1s pilsetas A, B, C, kas visas pa pariem ir tuvas.

*) D un E art ir tuvas. Vismaz viena no A, B un C ir tuva E. Varam pienemt, ka ta ir C.
Mekléjama rinda ir DECAB.

*) D un E ir talas. Katrai no D un E starp A, B, C ir vismaz divas tuvas, tapéc varam atrast
tadas dazadas pilsétas X un Y starp A, B, C, ka X ir tuva ar D, bet Y ar E. Ja Z - atlikusT pilséta
no A, B, C, tad der rinda DXZYE.

2. Starp katram trim pilsétam var atrast divas talas. Apzimésim A tuvas pilsctas ar B
un C. Tad C vel tuva ar kadu citu pils€tu, apzim&sim to ar D. Ja D tuva ar E, der rinda
BACDE. Ja D nav tuva ar E, tad otra D tuva pilséta ir B. Tagad, lai ar kuru pilsétu
butu tuva E, meklgjamo rindu viegli izveidot (skat. 56. zim., kur tuvas pilsetas
savienotas ar linijam).

A

56. zim.
Iesp€jami ar1 daudzi citi risinajumi.
49, Apzimésim Samtcepuri ar S un Kaupinu ar K.

Parvertisim uzdevuma tekstu aritmeétiska sakariba.

Ja S tagad ir x gadus vecs, tad K tagad ir x+666 gadi, jo abu Velénu vecisa garinu gadu
starpiba ir 666 gadi. Kad S bis tikpat vecs, cik tagad K, tad S bls x+666 gadi. Savukart tagad S

1
ir 2 reizes vecaks neka K, kad K bija 3 (X + 666) gadi. No ta més ieglstam sakaribu

X:Zé(x+666)

x:zx+444
3
Ex:444
3

x=1332



50.

51.

un
x+666=1998.

Tatad Samtcepure tagad ir 1332 gadus vecs, bet Kaupins 1998 gadus vecs.

Lai uz tafeles iegltu skaitli 1, uz tafeles bltu jabat skaitlim 2, jo skaitlis 1 ir skaitla 0 un skaitla
2 vidéjais aritmétiskais. Skaitlis 1 ir mazs skaitlis, tapéc uz tafeles jacensas iegit péc iespéjas
mazakus skaitlus. Mazaki skait)i veidojas, ja nem vidéjo aritmétisko no iesp&jami mazakiem
jau uzrakstitiem skaitliem. Ta ka divu skaitlu vidéjais aritmeétiskais ir So divu skaitlu summa
daltta ar 2 un dalljuma vesels skaitlis rodas (jaiegist skaitli 1, 17, 1000 un tie ir veseli skaitli),
ja summa ir para skaitlis, tad nem vidéjo aritmétisko no diviem para un diviem nepara
skaitliem.

Pieraksts ..., 1996°, 988°, 499, ... nozimé, ka skait)u 1996 un 0 vidé&jais aritmétiskais ir skaitlis
988 un skaitlu 988 un 0 vidgjais aritmétiskais ir skaitlis 499.

Tad izmantojot paradito pierakstu, viens veids ka iegt prasttos skaitlus ir $ads:

*) 0, 99, 1996°, 998°, 499%°, 299%°, 149%, 124°, 62°, 31%, 65", 48°, 24° 12°, €°, 3°!, 17°,
10° 53, 4°, 2° 1.

*) 1996, 1000.

Uzdevuma prasits, kadus skaitlus vispar var iegit. Ta ka skaitlis 1996 bija lielakais , kas
uzrakstits uz tafeles, un saskaitot So skaitli ar jebkuru citu mazaku skaitli un summu izdalot

a+b
ar 2, rezultata ieglst mazaku skaitli par 1996 (ja a<1996 un b<1996, T <1996), tad uz
tafeles nekad neiegis lielaku skaitli par 1996.
Paradisim, ka visus naturalos skait|us, kas mazaki par 1996, var iegit.

Mgés jau redz€jam, ka var iegit skaitlus 1; 2; 3; 4; 5; 6. Pienemsim, ka var iegit
skaitlus 1; 2; ...; n, p&c tam kaut kadus p&c kartas nemtus skaitlus n+1; n+2; ...; nt+x
nevar iegit, bet nakoSo skaitli n+x+1 atkal var izmantot jaunu skaitlu iegtiSana (tads
skaitlis péc neieglistamajiem skaitliem noteikti eksisté, jo vismaz 1996 jau ir uz
tafeles).

Atkariba no t3, vai n+x+1 paritate sakrit ar n paritati vai n-1 paritati (var saskaitit tikai para
un para vai nepara un nepara skaitlus, lai summa bitu vesels skaitlis), varam ieglt vai nu

skaitli %(n+n+x+1): n+%( X +1), vai skaitli %(n-1+n+x+1): n+%x. Ta ka

1 1
E(x+1)sx un EXSX' tad gan viena, gan otra gadijuma esam ieguvusi kadu no

neieglstamajiem skaitliem n+1, n+2, .., n+x. Ta ir pretruna, tatad masu sakotng&jais
pienémums nepareizs un neiegistamu skaitJu nav.

Sanumurésim rinkus ka 57. zim.
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Ar S; apzimésim to skaitli, kas pieder tikai 1. rinkim, ar S, — 2. rinkim, ..., S5 — 5. rinkim, S;, —
1. un 2. rinkim, ..., S45 — 4. un 5. rinkim.

Ka Zinéms, S4,S,,S3, 84, Ss, S12, Sa3, S34, Sas ir dazadi Skaltll no 1lidz 9.

Péc uzdevuma nosacijumiem, visos rinkos ir vienada skaitlu summa. So summu apzimésim
ar S. Ta ka rinki ir 5, tad varam uzrakstit sakaribu:

5-5 = (S1+512)+(S2+512+523)+(S3+523+S534) +(Sa+S34+S45)+(Ss+S45)
5S= 51+52+53+S4+55+2(512+523+534+S45)

Bet S1+S5,+S3+S4,+S5+S154+5,3+S34+S45=1+2+...49=45 (jo S1, S;, S3, Sa, Ss, S12, Sz3, S34, Sus ir dazadi
nenulles cipari no 1 1idz 9).

Tatad 55 = 45 + (S15+S73+S34+S4s)  (*).

Ta ka Sy, Sy, S3, Sa, Ss, S12, Sz3, Sza, Sus ir naturali skaitli, tad 5S arT ir naturals skaitlis. Un 58,
acimredzami, dalas ar 5. Tad ari vienadibas (*) labajai pusei jadalas ar 5. Ta ka saskaitamais
45 jau dalas ar 5, tad bez atlikuma ar 5 jadalas art (S1,+S,3+S34+S45). No ta seko, ka

(512+523+S34+S45) = 5k, kur k — naturals skaitlis.
Ja 4 ciparu summu (S1,+S,3+S34+S45) aizstajam ar 5k, tad vienadiba (*) uzrakstama ka
55=45+5k — S=9+k (**).

Aplikosim, kadas robezas var atrasties skaitlis S1,+S,3+534+S45 jeb 5k. Ta ir 4 dazadu ciparu
summa. Maksimala 4 ciparu summa ir 6+7+8+9 = 30, bet minimala summa — 1+2+3+4 = 10.
Tad 10<5k<30 — 2<k<6.Tatad k=2, 3, 4, 5 vai 6. Tad no vienadibas (**) S var blt 11,
12,13, 14 vai 15.

Parbaudam vai $adas vértibas ir iespéjamas. Méginot izvietot ciparus, secinam, ka vértibas
11, 13 un 14 ir iespéjamas (skat. 58. zim.).
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Vertibas 12 un 15 nav iesp&jamas; par to parliecinamies, cenSoties ierakstit skaitlus
apgabalos - visos variantos notiek ciparu atkartoSanas.

52. Né.

Pienemsim pret&jo, ka izliekta 1996-stiirT visu lenku lielumi tomé&r var izsacities ar
veselu skaitu gradu. Apskatisim 1996-stiira argjos lenkus. Ja 1996-stiira lenki izsakas
ar veselu naturalu skaitu gradu, tad ar veselu naturalu skaitu gradu izsakas ari to argjie
lenki. Tatad argjiem lenkiem jabiit vismaz 1° lieliem. Tapéc , pat gadijuma, ja 1996-
stiira visi lenki ir vienadi un, Iidz ar to, vienadi ir art ar€jie lenki, argjo lenku summa
ir vismaz 1°-1996=1996°. Bet zinams, ka katram izliektam daudzstirim argjo lenku
summa ir 360°. Iegtta pretruna. Tatad pienémums ir nepareizs. Izliekta 1996-stiri
visu lenku lielumi nevar izsacities ar veselu skaitu gradu.

53. Ja klasé visi skoléni draudzéjas cits ar citu, tad varam nemt jebkuru klases skolnieku.

54.

Pienemsim, ka divi skolnieki A un B nedraudzgjas sava starpa. Izvéleésimies patvaligu
treSo skolnieku C. Ja tas nedraudzgjas ne ar A, ne ar B, tad starp 3 skolniekiem A, B,
C nevarétu atrast divus tadus, kas sava starpa draudzgjas, un ta biitu pretruna ar
uzdevuma nosactjumiem. Tapéc C draudzgjas vai nu ar A, vai B.

Tatad katrs no 23 pargjiem skolniekiem (iznpemot A un B) draudzgjas vai nu ar A, vai
B. Taka 11+11=22<23, tad vai nu ar A, vai ar B draudzgjas vismaz 12 skolnieki.

ledomasimies, ka dota kuba vieta mums ir daudzstavu eka ar 10 staviem un katra stava ir
100 istabu. Tatad visa €ka kopa ir 1000 istabu (uzdevuma — mazie kubini). Péc uzdevuma
noteikumiem seko, ja vienu rikiti izmitinam viena istaba, tad, lai citi rakiSi netraucétu so
izmitinato rakiti, tos nevar izmitinat neviena stava istaba tiesi virs, vai tiesi zem (apzimésim
to ar “stavu vertikali”) ST izmitinata rakisa. Tapéc viena “stavu vertikalé” var atrasties tikai
viens rakitis, tapéc par 100 rdkiSiem vairak izmitinat nevarés. Ka izmitinat 100 rakiSus,
paradits 59. zim. Tur paradits skats no augsas; katra “stavu vertikalé” dzivo viens rikitis, un
ratina ierakstitais numurs norada vina stavu.



55.

112 (34|56 ]|7]8](9]10
0|12 |3 |4 (5]|]6]|7]8]29

91001 |2 |3|4|5(|6]|7]S8
819|101 2|3 |4]|5]|6]|7
71891012 )|3|4(5]|F6

6 |7 (8910|123 |4]S5
516|789 (|100(1(2]3]4

4 (516|789 (10(1]2]3

3|14 |56 |7 |8[9]|10]1]|2

2 | 3 (45|67 9 (10| 1 59. zim.

Iesp&jami daudzi citi risinajumi.

Skaitlis 7 un skaitlis 13 ir pirmskaitli, tapéc LKD(7; 13) = 1, bet MKD(7; 13) = 7-13 = 91. Lai

skaitlis dalitos gan ar 7, gan ar 13, tam jadalas arT ar MKD(7; 13), tatad jadalas ar skaitli 91.

Tatad mums jaatrod skaitlis, kur$ pats dalas ar 91 un kura ciparu summa ari dalas ar 91.

Viens no tadiem skaitliem varétu bat 9191...91 (91 reizi uzraksta 91). Sads skaitlis dalas ar
Ny

91 reizi 91
91, jo 9191...91:91=1010...01 (cipars 1 $aja skaitli ir 91 reizi). Skaitla 9191...91 ciparu
91 reizi 91 91 reizi "1" 91 reizi 91

summa ir (9+1)-91=910, kas ari dalas ar 91. Tatad skaitlis 9191...91 apmierina uzdevuma
91 reizi 91

nosacijumus.

56. Skat. 60. zim.

57.

1) 2)

60. zZim.

Nokrasosim kuba vienu skaldni viena no krasam, pieméram, violeta krasa. Pagaidam nav
atskiribas, kuru skaldni més nokrasojam. Novietosim kubu ta, lai apakseja skaldne batu
violeta. Augséjo skaldni var nokrasot jebkura no 5 atlikusajam krasam. Vispirms pienemsim,
ka ta ir melna. Nenokrasotas ir palikusas 4 skaldnes. Vienu no nenokrasotajam skaldném
varam nokrasot jebkura no atlikusajam 4 krasam, un Soreiz atkal nav atskiribas, kuru skaldni
més nokrasojam, jo, attieciba pret jau nokrasotam skaldném (augséjo un apakséjo), paréjas
4 skaldnes novietojas vienadi.

Tatad vienu skaldni nokrasosim sarkanu. Pagriezisim kubu ap savu asi ta, lai prieksa
nonaktu sarkana skaldne. Tad par€jas tris skaldnes janokraso zila, zala un dzeltena
krasa. Tas iesp&jams seSos veidos:



kreisa skaldne laba skaldne aizmuguréeja
skaldne
Zi za dz
ZI dz Za
Za Zi dz
za dz Zi
dz Zi za
dz Za Zi

Tatad ir 6 dazadi krasojumi, kuros augsgja skaldne ir melna. Lidzigi 6 dazadi
krasojumi ir, ja aug$gja skaldne ir sarkana, zila, zala vai dzeltena. Tatad pavisam ir
6-5=30 dazadi krasojumi.

+ + + +
58.Jaa, b, c, d ir tie pasi skaitli, kas a2b,bZC’C 2d ,d 2a,tad

2 2 2 2
a2+b2+cz+d2=(a—+b) +(b+c) +[C+dj +(d+aj'
2 2 2 2

Pakapeniski parveidojot ieglistam

a2+b2+02+d2:%(a2+2ab+b2+b2+2bc+c2+c2+20d+d2+d2+2ad+a2)

a2+b2+c2+d2:%(a2+b2+c2+d2+ab+bc+cd+da)

2(a’+b’+c*+d%)= a’+b’+c*+d*+ab+bc+cd+da
a’+b’+c*+d’=ab+bc+cd+da
2a’+2b*+2c’+2d*=2ab+2bc+2cd+2da
(a>-2ab+b?)+(b*-2bc+c?)+(c*-2cd+d*)+(d*-2da+a’)=0
(a-b)*+(b-c)*+(c-d)*+(d-a)’=0
Ta ka kvadrati nav negativi, tad no $is vienadibas seko
(a-b)*=(b-c)’=(c-d)*=(d-a)’=0,
tatad a=b=c=d, k.b.j..

59. Pienemsim, ka pukis parvietojas pa ratinu lapu, kas nokrasota ka $aha galdins. Ja n ir nepara
skaitlis, tad parvietojoties plkis noklls tikai uz tadas pasSas krasas laucina, uz kada vins
atradas sakuma. Pieméram, ja pikis atrodas laucina P (tas ir balts), tad izdarot vienu soli pa
labi, vins noklds uz melnas ratinas, bet izdarot nepara skaitu solu (piem. 3), vin$ atkal nok|ds
balta laucina (skat. 61. zim.). (Par soli sauksim pika parvietojumu par 1 ritinu.)



61. zim.

Izdarot nakoSo gajienu, pukis atkal noklis uz balta laucina, tatad vins nekad nenokliis
uz melna laucipa. Tatad n nevar biit nepara skaitlis, jo tad piikis nevar nokliit uz
pretgjas krasas lauciniem.

Ja n ir para skaitlis, tad pikis varés no katras riitinas nok]at uz jebkuru citu. To var
izdarit piem., sekojosa veida: vispirms noklist uz laucina 1, kas atrodas blakus
sakotngjam P, tad uz to, kas blakus laucinam 1, utt. (skat. 62. zim.). (Divus laucinus
sauksim par blakus lauciniem, ja tiem ir kop&ja mala.)

Pl1
2 62. zIm.

Atkariba no ta, uz kuru laucinu ir janoklust piikim, vin$ izvélesies, uz kuru laucinu
vin$ katru reizi grib noklut (pa labi, pa kreisi, uz augSu vai uzleju no sakotngja
laucina). Saprotams, ka parvietojoties tada veida pa 1 rutinai, piikis varés nokliit uz
izvEletas rutinas (piem. skat. 63. zim.).

P> bbb

44— 4

63. zZIm.

Tagad apskatisim, ka piikis var nokliit uz blakus riitigu pa labi (vai pa kreisi). Pikis to
dara sekojosi:

1. gajiens. 1 ratina uz leju, n pa labi;

2.gajiens. 1 ritina uz leju, n pa kreisi (péc otra gajiena pukis ir 2 rtinas zem sakotnéjas
ratinas);

3. gajiens. 1 rltina uz leju, n pa labi;

n-tais gajiens. 1 rdtina uz leju, n pa kreisi.

P&c n gajieniem pikis atrodas tiesi n ritinas zem sakotngja laucina (tas ir tikai
gadijuma, kad n ir para skaitlis, bet miisu apliikotaja gadijuma n ir para skaitlis). Tad,
izpildot (n+1)-o gajienu n rutinas uz augsu un 1 pa labi vai pa kreisi, ptkis var noklat
uz blakus rutinu sakotnéjai.



60.

61.

Ja pukis grib noklGt uz blakus ritinu uz augsu vai uz leju, tad 1., 3., (n-1)-ais gajiens ir 1 ritina
pa labi, n uz leju; 2., 4., n-tais gajiens ir 1 rQtina pa labi, n uz augSu. Tad péc n gajieniem
plkis atrodas n ritinas pa labi no sakotnéjas. Ar (n+1)-o gajienu - n ratinas pa kreisi, 1 uz
augsu vai uz leju - var noklat uz blakus ratinu uz augsu vai uz leju no sakotnégjas.

Tatad piikis var€s noklit, kur vins gribes.

Paradits skats no augsas; ritina ierakstitais numurs norada rikisa stavu.

5141321
1151432
2 |15 |4]3
3|21 ]5] 4
4 | 312|115

109 | 8| 7|6

6 (10| 9 7

7 10 9| 8

8 6 [10] 9

9 8| 7 |6 |10

64. zim.

Mums ir jaatrod visi trisciparu skaitli abC =100a+10b+c, kas dalas ar savu ciparu reizinadjumu,
t.i.,, dalas ar a-b-c.

Redzams, ka neviens no cipariem a, b, ¢ nav nulle, jo pretéja gadijuma a-b-c=0, bet ar nulli
neviens skaitlis nedalas.
(1) Ja 100a+10b+c=abc-k (k - vesels skaitlis), tad 100a+c=abc-k-10b= =b(ac-k-10), tatad

skaitlis 100a+c dalas ar b, t.i., Eﬁ: dalas ar b. Lidzigi iegist, ka E: dalas ar a un ab0 dalas
arc.

(2) Viegli secinat, ka, ja c ir nepara skaitlis, tad arT a un b ir nepara skaitli. Ja kads no
skaitliem a vai b bltu para skaitlis, tad ciparu reizinajums butu a-b-c ari blatu para skaitlis,

bet pats skaitlis abC ir nepara skaitlis (c - nepara), tatad tads skaitlis nedalas ar savu ciparu
reizinajumu.
(3) Ja kads no cipariem a, b, cir 5, tad péd&jam ciparam, (t.i. c) jabat 5 vai 0. Ta ka c=0, tad

c=5. Pie tam, apskatot visus variantus, redzams, ka mekléjama skaitli var blt ne vairak ka
viens cipars 5.

Gadijuma, ja visi tris cipari ir 5, tad 555 nedalas ar 125. Ja skaitl ab_c ir divi cipari 5, tad c=5
un b#5 (jo ar 5-5=25 dalas skaitli, kuru pédg&jo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 25, bet
55 nedalas ar 25), tatad a=5, c=5, bet b - nepara skaitlis (no (2) secinajuma). Tad vieniga
iespéja ir b=7 (pretéja gadijuma ciparu b un c veidotais skaitlis bc nedalisies ar 25), bet 575
nedalas ar 175.



(4) Tapat aplikojot visus iesp&jamos variantus un izmantojot ieprieks iegltos secinajumus,
redzam, ka neviens no cipariem nevar bt 9.

Ja kads no cipariem ir 9, tad paréjo divu ciparu summai jadalas ar 9. Ta var bat 9 vai 18. Ja
paréjo divu ciparu summa ir 18, tad tie abi ir 9, bet skaitlis 999 nedalas ar 729. Tad “derigs”
varétu bat kads no sekojoSiem skaitliem, tacu 918 nedalas ar 72, 198 nedalas ar 72, 972
nedalas ar 126, 792 nedalas ar 126, 936 nedalas ar 162, 396 nedalas ar 162. Redzam, ka
neviens trisciparu skaitlis, kura viens cipars ir 9, nedalas ar savu ciparu reizinajumu.

(5) Tapat der atceréties, ka, ja kads cipars “derigaja” skaitli ir 3 vai 6, tad paréjo ciparu
summai jadalas ar 3 (tas seko no skaitlu daliSanas pazimém).

Tagad, izmantojot ieglitos secinajumus, aplikosim visus trisciparu skaitlus un atradisim visus
“derigos” - tos, kuri dalas ar savu ciparu reizindjumu (netiks aplikoti tie skaitli, kas nebds
“derigi”, sprieZot péc ieprieks iegltajiem secinajumiem).

Skaitlus meklésim 3adi: izvélésimies ciparu c un izejot no secinajumiem (1), (2), (3, (4), (5)
piemeklésim ciparus a un b. Péc tam vél parbaudisim, vai iegGtais skaitlis dalas ar a-b-c.

c=1:111:1;17177; 7117 7; 7717 49

€=2:112:2;12274;132:6; 1627 12; 212:4; 2227 8;312:6; 4127 8; 422/ 16; 432 - 24;
4627 48;612:12;672:84; 7127 14;722728;732742; 7627 84; 8127 16; 8227 32

c=3:333/27

c=4:11474; 124/ 8; 144 - 16; 184/ 32; 2147 8; 224 - 16; 234 / 24; 244 7 32; 264/ 48; 324
£24;384:96; 4147 16; 4241 32; 4441 16; 624 48; 7141 28; 724 1 56; 744} 112;
7847 224; 814 1 32; 824 7 64; 8341 96; 844 1 128; 864 7 192

c=5:115:5; 135 - 15; 175 - 35; 315 : 15; 715 7 35; 735 : 105

c=6: 126 7 12; 216 - 12; 336 / 54; 366 / 108; 426 7 48; 636 / 108; 666 / 216; 726 / 84; 816 -
48

c=7:11717; 7171 49; 777 / 343

c=8:128: 16; 168/ 48; 248 64; 288 7 128; 318 / 24; 348 7 96; 378 / 168; 448/ 128; 488/
256; 418 7 32; 438 7 96; 468 7 192; 428 / 64; 618 / 48; 648 / 192; 712 7 56; 728 £ 112;
7387 168; 748 1 224: 768 1 336; 818 7 64; 828 / 128; 848  256; 888 512

Tatad “derigie” skaitli ir: 111; 112; 132; 212; 312; 432; 612; 672; 144; 224; 384; 624; 115;

135; 175; 315; 735; 216; 816; 128.

Ta ka tika aplukoti visi iesp€jamie varianti, tad vairak trisciparu skaitlu, kuri dalas ar
savu ciparu reizinajumu, nav.

62. Acimredzot, der atrisinajums x=0. Ja x>0, tad x>[x] un 1996>{x}, tapéc arl 1996x>[x]-{x}, un
vienadojumam nav atrisinajuma.



Ja x=-n, n - naturals, tad {x}=0, un x nav vienadojuma atrisinajums.

Ja -n<x<-(n-1), n - naturals skaitlis, tad [x]=-n, x=-n+{x}. leglstam vienadojumu -n-{x}=1996(-
1996n

n+{x}), kas parveidojas par {X} = ——.
{x}) parveidojas par {X} N +1996

Viegli paradit, ka n>1 pastav nevienadiba 1996n>n+1996; ta nevar bdt, jo tad iznaktu {x}>1.

Tapéc atliek parbaudit n=1. Tad [x]=-1, {x} = 1996 un X =[X] +{x} = L

1997 1997
Parbaude parada, ka Sis atrisinajums der:
(-1)-22° _1996. (- ),
1997 1997
1

Tatad vienadojumam ir divi atrisinajumi: x=Oun X = -———

1997

63.Apzim&sim skaitlus uzrakstiSanas kartiba ar a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, bet to visu
summu ar S.

No uzdevuma nosacijumiem seko, ka
a+b+c+d=20
e+f+g+h=20
i+j+k+a=20.
Saskaitot Sis vienadibas, ieglistam, kaS+a=60una=60-S.
Sakot summeésanu pa Cetriem skaitliem no b, ieglistam:
b+c+d+e=20
f+g+h+i=20
jt+k+a+b=20.
Saskaitot Sis vienadibas, ieglistam, kaS+b =60 un b =60 -S.

Ta turpinot, lidzigi, sakot “Cetrinieku” summeéSanu no citiem skaitliem, iegiistam,
c=60- S, d=60 - Sutt. Tatada=b=c=d=e=f=g=h=i=j=k.
No Sejienes izriet, ka visi skaitli vienadi ar 5.

64. Ja, tadu taisnstdra paralélskaldni izgatavot var. 65. zZim. paradits taisnstlira paralélskaldna
izklajums.



65. zZim.

Lai dotie taisnsturi butu vienadi, tad starp paral€lskaldna izmériem japastav sekojosam

66.

sakaribam (a - “kiegela” augstums, b - platums, ¢ - garums):
1) a=b
2) 2a+c=2c jeb 2a=c.
Tatad, “kiegeli”, kura platums ir tikpat cik augstums, un vienads ar pusi no garuma,

var aplimét ar 5 vienadiem taisnstiiriem, kuru garums ir vienads ar “kiegela” garumu,
bet platums ir puse no garuma.

V==

arejo Cetrstari nem figdru, kurai ir 2 loti garas malas un 2 |oti Tsas malas (skat. 66. zim.
ABCD), bet ieks€jais Cetrstiris ir KLMN (skat. zim.).

66. zZim.

Cetrstira ABCD superperimetru sastada trfs loti gari nogriezni un tris loti Tsi
nogriezni, bet KLMN superperimetrs sastav no Cetriem loti gariem nogrieZniem un
diviem loti 1siem nogriezniem. Garos nogrieznus pagarinot, bet 1sos samazinot, tas ir,
abus Cetrstiirus pastiepjot un saSaurinot, var panakt, ka iek$gja Cetrstiira
superperimetrs lielaks par argja Cetrstiira superperimetru, jo pirmajam ir ¢etri gari
nogriezni, bet argjam tikai tris gari nogriezni, kas tikai nedaudz atSkiras no ieksgja
Cetrstiira garajiem nogriezniem, bet pargjas malas neko bitiski neietekmg, jo tas ir loti
1sas.

a) Doto izteiksmi var parveidot par parasto dalu, kuras saucéjs ir visu skaitju no 2 lidz 10

reizinajums, bet skaititaja ir 1. Si dala ir
1

1:2:3:4:5:6:7:8:9:10= . Ja dotaja izteiksmé ieliek iekavas,

2-3-4-5-6-7-8-9-10
tad to ari varés parveidot dala, kuras saucéjs un skaititajs sastavés no skaitju 1, 2, 3, ..., 10
reizinajuma, pie tam tie skaitli, kas bus saucéja, nebus skaititaja un otradi.



67.

68.

Skaitlis 7 ir pirmskaitlis un starp skaitliem 1, 2, ..., 10 ar 7 dalas tikai pats 7. Tatad
dotaja izteiksmé iekavas jasaliek ta, lai, iegiito izteiksmi parveidojot dala, skaititaja
butu reizinatajs 7 un pargjie skaitli noisinatos. To var izdarit, pieméram, sekojosa
veida:
1-7-8-9-1

8-9-10 7

1:2:3:4:5:(6:7:8:9:10) = =
2-3-4-5-6

b) Skaitlis 35 ir pirmskaitlu 5 un 7 reizindjums, Starp dotajiem skaitliem, skaitlis 5 ka
pirmreizinatajs ietilpst divas reizes - skaitlos 5 un 10. Ja izteiksmi (doto izteiksmi ar iekavam)
parveidotu par dalu, tad Sie abi skaitli (5 un 10) var abi atrasties dalas saucéja, abi skaititaja
vai viens saucéja, viens skaititaja. Pirmaja gadijuma saucéja paliek vismaz reizinatajs 25 (jo
skaitTtaja nav neviena skaitla, kas dalas ar 5), tatad tas nebds vesels skaitlis. Otraja gadijuma
25 bis skaititaja, bet 35 nedalas ar 25. Gadijuma, ja viens skaitlis ir saucgja, otrs skaititaja,
tad dalu var saisinat ar 5, un 5 ka reizinatajs vispar izzad. Tatad 35 ieglt no dotas izteiksmes
ar iekavu palidzibu nevar.

Pienemsim, ka n=a’+b%+c? a, b, ¢ - naturali skaitli. Varam pienemt, ka c<a un c<b.
Tad n’=(a’+b*+c?)’= a*+b*+c*+2a’b*+2a’c*+2c%b’=
= (a*+b*+c*-2a’c%-2c’b*+2a%b%)+4a’ P +4b’c =
=(a’+b*-c?)*+(2ac)*+(2bc)?
Ta ka a>c un b>c, tad a’+b*-c” ari ir naturals (nevis vienkarsi vesels) skaitlis.

Pienem, ka caur trijstlra centru novilkta taisne ir taisne MN, kas paraléla malai AB (skat. 67.
Zim.). Tada gadijuma AMCN ~ AACB. Novelk augstumus CO un CT; tie ir art medianas. No
trijstlru hdzibas seko, ka

ke (20

3
jo O ir AABC medianu krustpunkts. Tatad, ja péc dota [ACB] = 9 cm®, tad [MCN] = 4 cm”.
Tatad $is variants (ka at$kelta trijstara laukums ir tiei 4cm?) ir iesp&jams.




69.

Tagad caur trijstiira centru novelkam taisni KL, kas nav paraléla malai (skat. 67. zim.). Uz
taisnes KL izvélamies punktu R ta, ka NR| |AC.

AKMO~ARNO, jo RO un OK atrodas uz vienas taisnes; tapat uz vienas taisnes
atrodas nogriezni MO un ON, ka arT RN||AC pé&c konstrukcijas.

Ta ka vienadmalu AMCN augstums ir arT mediana, tad MO=0ON. Bez tam AKMO~ARNO,
tapéc AKMO=ARNO (péc malas un tas pielenkiem).

Tadéjadi [OLN] < [ORN] = [OKM] jeb
[OKM]-[OLN]>0

tapéc [KCL] = [MCN] + [OKM] - [OLN] > [MCN] = 4 cm? t.i., ja caur trijstira centru
novilkta taisne KL, kas nav paraléla malai, tad AKCL laukums ir lielaks par 4 cm?.

Tatad jebkura gadijuma intereséjo$a trijstira laukums nav mazaks par 4 cm?.

Lidzigi sprieZot, pierada, ka, grieZot taisni KL pretéji pulkstena raditaja kustibas virzienam,
AKCL laukums aizvien palielinads. Kad K sasniedz virsotni A, tas ir 4,5 cm?. Talak griezot,
trijstlris k|Qst jau par Cetrstari.

Tatad trijstira dalas laukums vienmér ir mazaks par 5 cm?; tapéc Cetrstira dalas laukums ir
lielaks, par 4cm?, k.b.j.

Ja uz rinka linijas ir tikai divi punkti, savienoSanu var izdarit viena veida; ja tur ir 4 punkti,
savienos$anu var izdarit divos veidos.

Ja uz rinka linijas ir 6 punkti, savienoSanu var izdarit 5 veidos (skat. 68. zim.).

68. zim.

Pienemsim, ka uz rinka Iinijas ir 8 punkti (skat. 69. zim.).



70.

69. zim.

Ja A savieno ar B vai ar H, talakai savienoSanai paliek vél 6 punkti. Katra no Siem variantiem
ieglstam 5 savienojuma veidus.

Ja A savieno ar D, tad B noteikti jasavieno ar C. Talakai savienos$anai atliek 4 punkti, kurus var
savienot 2 veidos.

Tapat 2 savienosanas veidi ir, ja A savieno ar F.

Ja A savieno ar C, E vai G, tad talaka savienosSana vispar nav iespéjama, jo katra pusé no
novilkta nogriezna paliek nepara skaits punktu, ko pa pariem savienot nevar.

Tatad 8 punktus varétu savienot 5+5+2+2=14 veidos.
Lidzigi 10 punktu gadijuma ieglistam, ka savienoSana izdarama 14+5+2x2+5+14=42 veidos.

Te saskaitamais 2x2 atbilst gadijumam, kad punkts A savienots ar “pretéjo” punktu; katra
pusé no novilkta nogriezna paliek 4 punktu, un katru punktu Cetrinieku var savienot 2 veidos
vienu neatkarigi no otra. Ta ka katrs pirma Cetrinieka savieno$anas veids var kombinéties ar
katru otra Cetrinieka savienoSanas veidu, ieglistam 2x2 daZadus savienojumus.

Skaitisim, cik pavisam trijstlru virsotnes ir plakné. Ta ka doti pavisam 1996 trijstdri, tad
pavisam ir 1996-3 virsotnes (ja diviem trijstiriem sakrit viena virsotne, tad to vienalga
skaitisim ka divas dazadas virsotnes).

Bet no ta, ka katrs trijstdris satur ne mazak ka 4 citu trijstiru virsotnes, seko, ka katrs
trijstdris satur ne mazak ka 3+4=7 virsotnes (gan savas, gan citas). Tad pavisam ir ne mazak
ka 7-1996 trijstdru virsotnes. Bet tagad tas virsotnes (tie punkti, kas vismaz vienam trijstirim
ir virsotne) katra ir ieskaitita tik reizes, cik trijstiriem ta pieder. Pienemsim, ka katrs punkts
var but kopigs ne vairak ka diviem trijstlriem. Tatad katra virsotne pieder vienam vai diviem

trijstiriem. Bet tas nozimée, ka plakneé ir atzimétas vismaz ——— virsotnes.

-
Tadu sakuma meés konstatéjam, ka plakné ir 3:1996 virsotnes, kas ir mazak neka 5-1996.

legilta pretruna, tatad pienémums, ka neviens punkts nepieder vairak neka 2 trijstlriem, ir
nepareizs. Tas nozime, ka var atrast 3 trijstrus, kuriem ir kopigs punkts.



71. Ta ka iekséjais Cetrstlris atrodas aréja iekSpusé un neviena ta mala neiziet arpus aréja

V==

perimetru, tatad ari par ta superperimetru.

Ieksgja cCetrstura diagonale ir kads nogrieznis, kas atrodas argja Cetrstiira iekSpuse.
Pagarinam to, I1dz ta krusto argja Cetrstiira malas (skat. 70. zZim.).

C S

70. zZim.

legtitais nogrieznis TS ir mazaks par Cetrstiira ABCD (tas ir argjais Cetrstiiris) garako
diagonali (70. zim&juma - AC).

diagonale AC ir mazaka par AD+DC (péc trijstlira nevienadibas). AD+DC neparsniedz aréja
Cetrstira pusperimetru (par AD un DC nem tas divas malas, kas ar diagonali AC veido trijstari
un kuru garumu summa ir ne lielaka ka 2 paréjo cetrstiira ABCD malu garumu summa). No ta

V==

tatad ari par superperimetru.

Lidz ar to iek$éja cCetrstira superperimetrs ir mazaks par divkarSotu aréja cetrstlra
superperimetru.

72. Sauksim kastiti par pustuksu, ja taja ir 1 konfekte, par normalu, ja taja ir 2 konfektes, un par
pilnu, ja taja ir vismaz 3 konfektes.

ESanas laika pilna kastite var parvérsties par normalu, normala - par pustuk3u, pustuksa - par
tuksu.

Pienemsim, ka ir a tuksas, b pustukSas, ¢ normalas un d pilnas kastites, turklat pilnajas
kastités konfekSu daudzumi ir 2+x4, 2+x,, ..., 2+X4. Sacisim, ka i-ja pilnaja kastité ir x; liekas
konfektes, un uzskatisim, ka no pilnas kastites vienmér éd lieku konfekti (ja lieko konfeksu
vairs nav, pilna kastite parvértusies par normalu).

Saskana ar uzdevuma nosacijumiem
(2) a+b+c+d=100
b+2c+(2+X1)+(2+%;)+...+(2+x4)=200

(2) b+2c+2d+(x;+X5+...4X4)=200



Reizinot (1) ar 2 un atnemot ieglto vienadibu no (2), ieglistam
(X1 +Xo+...4+Xg)=b+2a
(*) Tatad lieko konfeksu skaits sakuma nav mazaks par pustukso kastisu skaitu.

Andra stratégija ir sekojosa: vins éd konfektes no pustuksajam kastitém, ja tadas ir, un no
pilna kastitém, ja nav pustukso kastisu.

Vai Andris var izdarit kadu gajienu? Ja, jo péc Jana gajiena vienmér paliek neapésts nepara
skaits konfeksu, tatad vismaz viena kastité ir 1; 3; 5; ... konfektes.

Kapéc Andra stratégija garanté panakumus?

Jana pirma gajiena rezultata pustukso kastisu skaits var samazinaties (ja vins éd konfekti no
pustuksas kastites), nemainities (ja vinS éd no pilnas kastites) vai palielinaties par 1 (ja vins
éd konfekti no normalas kastites).

Viegli izsekot, ka péc Andra atbildes gajiena nosacijums (*) saglabajas visos gadijumos.
Tapéc pustukias kastites “izbeigsies” ne vélak ka liekas konfektes. Sai bridi visas netuksajas
kastités bus vismaz 2 konfektes. Ja talak Janis édis konfekti no normalas kastites, Andris talit
So kastiti iztuksos. Ja Janis édis konfekti no pilnas kastites, Andris daris to pasu, jo saskana ar
konfeksu skaita paritati ir palikusi vél vismaz viena pilna kastite.

Tadejadi visas pilnas kastites pamazam k|lGs par normalam, kuras péc tam pakapeniski
izzudis. Pédéja palikust normala kastite garantés Andra uzvaru.



