PUNKTINS Magiskie kvadrati. Komentari
7.04.2017

Nodarbibas mérkis: Soreiz nodarbibas pamatmerkis i gatavoties uz Atklato Matematikas Olimpiadi,
kur organizatori ir noteikusi, ka viens no jaunako klasu uzdevumiem bis par magiskajiem kvadratiem.
Pulcina jau ir bijusi viena ldziga nodarbiba “Magiskas figiras”. Soreiz pievérSamies tiedi skaitlu
izvietoSanai kvadratveida tabula. Macamies nevis haotiski “uzbrukt” uzdevumam, bet vispirms péetit
skaitlu izvietojuma TpasSibas.

Uzdevumi
Ar * apzZiméti grutaki uzdevumi

1. Aizpildi tuk$as riitmas Zim€jumos a) un b), lai bitu izmantoti visi skaitli no 1 - 9 un summas
katra rinda, kolona un abas diagonales butu 15:
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Piezime. Sis ir iesid®ands uzdevums — izveidot magisko kvadratu.

Par magisko kvadratu sauksim tadu kvadratu, kura skaitln summas visas rindas, visas kolonas un uz
abam diagonalém i vienadas.

2. lAigpildi tuksas ritinas Zim&juma c), lai biitu izmantoti visi skaiti no 1 - 16 un summas katra
rinda, kolona un abas diagonalés biitu 34!
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Risindjums. Aplikojam ierakstio skaitlu summas rindas un kolonas (skat. tabula zla krasa). Tad
$ajas rindas un kolonas trikstosas divu skaithi summas ir tabuld sarkana krasa. Uzrakstisim arT visus
skaitlus, kuri v€l nav ierakstiti tabula (skat. zem tabulas) un meklesim skaitlu parus, kuri veido
nepiecieSsamas summas.

11, 2. un 3. uzdevumi ir atrasti Kembridzas Universitates majas lapa NRICH
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1;2;5;6; 11; 12; 15; 16

Summa 13: (2; 11) un (1;12)

Summa 21: (6; 15) un (5; 16)

Summa 16: (1; 15) un (5;11)

Summa 18: (2; 16) un (6;12)

Te vérojama zinama simetrija. Ar logisku spriedumu palidzibu skaitli jaizvieto tabula.

Atbildes var but divas:
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3. Madara ierakstfja katra riitipu tabulas 4 x 4 rinda visus vienadus skaitlus, bet kolonas dazadus
(katrai rindai tika izv€lets cits naturals skaitlis). Tad katras kolonas visus skaitlus pareizinaja
ar kadu naturalu skaitli — katru kolonu ar citu skaitli. Diemz€l daudzas tabulas riitinas izdzisa.
Vai vari restaurét skaitlus, aplikojot atlkuSos dazus skaitlus (Skati Zimgjumu d))? Zinams,
ka Madara reizinaja skaitlus 2,3, ... 8. Viens no skaitliem atkartojas rinda un kolona.
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Komentars. Atrismajuma jaizmanto skaitlu sadaljums reizinatajos. Ta pedgja kolona skaitlu kopigais
reizinatajs ir 3. Tad zinam, ka pirmaja rinda reizinatajs ir 4, otraja 5. Ta soli pa solim uzdevumu var
viegli atrisinat.



Atbilde:

2 |5 |7 |3
4 18 [20]28]12
5 110|25(35]15
8 | 16|40 |56 | 24
6 112|30|42]18

4. Tzveido magisko kvadratu no 3 x 3 ritipdm, taja ierakstot skaitlus no 7 — 15.

Komentars. Ir savdabiga metode magiska kvadrata izveidoSanai, ja kvadrata izmérs ir nepara skaitlis.

Pieméram, kvadratu 5 x 5 riitipas ar skaitiem var piepildit sekojosa veida —skaitlus raksta diagonales
pa 5 péc kartas. Vidu “izgriez” kvadratu un tad kreiso “ausi” parraksta pie kvadrata labas malas, labo
konfiguraciju parvieto pie kreisas malas, aug$éjo — apaksa un apaksgjo — augsa:
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Sada ideja ir prezentéta raksta Del Hawley: “Magic Squares”, httpsy//nrich.maths.org/1337

Lai zinatu, kada ir magiska kvadrata rindas summa, vispirms aprékinam kopg&jo skaithu summu no 1
lidz 25 (jaunako klasu skoleniem labi saprotama ir skaitlu saskaitSanas Gausa metode)
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Seit r 25 skaitlu pari un katra para skaithi summa i 26. Kop€ja summa i 2 ,jo tada

veida katrs skaitlis ir ieskaitits 2 reizes. Viena rinda ir piekta dala no §i summas (jo ir 5 rindas,
kuras summa ir vienada), tas ir 65.

Ar kvadratiem, kuri ir para pakapes, rikojas citadi, pieméram, (taja pasa raksta) —maina skaitlus uz
diagonalem:
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Piezime. Interesantu magiska kvadrata aizpildiSanas metodi paradija viens no skoleniem. Magiskais
kvadrats tiek aizpildits ar Saha zirdzina gajienu paldzibu — jaiztelojas, ka kvadrats ir it ka “uzlimets”
uz cilindra reizém horizontala, reizém vertikala virziena. Detalizétu §i metodes aprakstu var atrast
majas lapa: http//www.mathsmagic. in/chris-horse- method. html

5. Vai vari kvadrata 3 x 3 ierakstit visus dazadus naturalus skaitlus, kuri nedalas ar 3, bet to
summa katra rinda un katra kolona dalas ar 3?

Piezime. Seit jaapliko atlikumi, kadi rodas, ja skaitlus dala ar 3. Kvadrats jaaizpilda ar visiem
skaitiem, kuri dod atlkumu 1, vai ar visiem tadiem skaitliem, kuri dod atlkumu 2.

6. Vai vari kvadrata 4 x 4 ierakstit dazadus naturalus skaitlus, kuri nedalas ar 7, bet lai to summa
katra rinda, katra kolona un uz diagonalem dalas ar 7?

Risindjums. Uzdevums i iepriekS§€ja uzdevuma visparigaks variants, jaapskata cetru skaitli atlkumi.
Derigas atlkuma skaitlu kombinacyas r (1; 1; 1;4), (1; 1;2; 3) un (1; 2; 2; 2). Vispirms kvadrata var
izvietot skaitlus no 11idz 4, lai skaithh summas visas rinda, kolonas un uz diagonalém ir 7, pieméram:
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Tad skaitlus var palielinat par 7n, lai visi skaitli biitu dazadi, piemeéram:
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7. 2Kvadrats sastav no 4x4 ritinam. Paradt, ka ta ritinas var ierakstit skaitlus no 1 idz 16 (katra
ritina -- citu skaith) ta, lai nekadas divas blakus ritinas ierakstito skaitln summa neparsniegtu

27., 8., un9. uzdevumi ir nemti no Atklato Matematikas olimpiazu iepriek§&jo gadu materialiem


http://www.mathsmagic.in/chris-horse-method.html

19. Vai var panakt, lai neviena no $im summam neparsniegtu 18? (Ritipas sauc par blakus
ritipam, jatam i kopiga mala.)

Piezime. Uzdevumu labi sakt ar lielako skaitlu aplikoSanu —kadus skaitlus var rakstit blakus skaitlim
16, kadus skaithm 15. Skaitim 16 var raksttt blakus ritmas skaitlus 1;2; 3, bet skaithm 15 - 1; 2; 3;
4. Ir izdevigi kvadrata aizpildBanu sakt no vienas malas, ierakstot tur skaitlus 16 un 15 ar atstarpi
viena vai 2 riitipas. Lai skaitlu summas neparsniegtu 18, skaitlis 16 ir jaraksta stiri, bet skaithm 15
tad “nepietiek” velamo kaiminu, vai mes 15 rakstitu pie malas (tam biitu viens kopigs kaimms ar 16)
vai vidd, kur nepiecieSami 4 derigi kaimini ( bet skaitim 15 to ir tikai 3 —1; 2; un 3).

8. *leraksti Zimgjuma e) paraditas tabulas 9 ritinas pa veselam pozitivam skaitlim (dazi no tiem
var biit arT vienadi; 16 ritinas paliek tukSas) ta, lai katra rindind un katra kolona ierakstito
skaitlu summa biitu tada, kada pierakstita tabuld pie attiecigas rindipas vai kolonnas. Pietiek
paradit vienu veidu, ka to izdarft.
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Piezime. Uzdevumu var risinat, iesakuma tabula ierakstot lielaku vai mazaku skaitlu skaitu, lai rindas
un kolonas biitu noraditas skaitlu summas, péc tam rezultatu var optimizét. Apvienojot vai sadalot
skaitlus vairakos saskaitamos.

9. *Kvadrata, kas sastav no 4 x 4 riitinam, ierakstiti visi naturalie skaitli no 5 11dz 20 (skat.
f) Zim&jumu, kur vienadi cipari aizstati ar vienadiem burtiem, bet dazadi - ar
dazadiem). Bez tam visas rindas un kolonnas ierakstito skaitlu summas ir sava starpa
vienadas. KurS§ cipars ar kuru burtu aizstats?
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Piezime. Dotais uzdevums ir rébuss, kur, pirmkart, jaievero skaitlu decimala pieraksta paSibas.
Viegli ir noteikt skaitlu 10, 11, 12 un 20 atraSanas vietu. Tad, aprékinot, kada ir skaitlu summa katra
rinda, var turpinat pargjo skaithi atsifi€Sanu.



PUNKTINS  Skaitli, atkal skaitli Komentari
21.04.2017

Nodarbibas mérkis: gatavoties uz Atklato Matematikas Olimpiadi. Atkartot veselo skaitlu dalamibas
pasibas; apliikot dazadas veselo skaitlu TpaSibas; lietot kombinatoriskas metodes.

Ar * apziméti gritaki uzdevumi

1. Sareizinaja visus skaitlus no 73 lidz 81. Nosaki, kadi ir §1 reizinajuma 3 p&dgjie cipari!

Komentars. Pirmkart — kadi skaitli ietilpst dotaja intervala? Otrkart — kadi ir So skaitlu pedgjie cipari?
Treskart — kuri cipari $aja virkng ir nozimigakie? (0; 2; 5) Atbilde: p&dgjie cipari ir 000. Pamato!

2. Trisciparu skaitla ciparus samainija vietam un abus skaitlus saskaitija. Vai var gadities, ka summa ir
999? Vai to var izdarft ar Cetrciparu skaitli, iegiit 99997

Piezime. Jaievero, ka trisciparu skaitlt ir vismaz divi vienadas paritates cipari, tapec abus skaitlus saskaitot,
radisies vismaz viens para skaitla cipars.

3. Cik ciparu ir skaitlim 1+2+3+4+...+999+1000?

Komentars. Sis ir atkartojuma uzdevums — kada ir racionala skaitiSanas metode? Racionala skaitlu
saskaitiSanas metode ir noderiga dazadu uzdevumu risinasana.

Sadala skaitlus paros ar vienadu summu un nosaka paru skaitu. Aprékina doto skaitlu kop&jo summu.

Atbilde: 6 cipari.

4. Cik ir trisciparu skaitlu, kuri dalas ar 3?
Piezime. Atkartot naturalo skaitlu virknes Tpasibas — Seit: katrs treSais skaitlis dalas ar 3.

Risinajums. ledomasimies, ka visus naturalos skaitlus no 1 Iidz 999 péc kartas sadalisim grupas pa tris —
(1,2,3),(4,5,6), ...., (997, 998, 999). Katra grupa tiesi viens skaitlis dalas ar 3. Cik ir tadu grupu? 999 : 3
= 333. Grupu skaits, kuras satur skaitlus mazakus par 100 - no (1, 2, 3) Iidz (97, 98, 99) ir 33. Tapec
trisciparu skaitlu skaits, kuri dalas ar 3, ir 333 — 33 = 300.

Komentars. Uzdevumu var risinat ar1 savadak. Trisciparu skaitlu skaits ir 999-100+1
=900. 900 skaitlus var sadalit 300 grupas, kur katra grupa ir 3 skaitli. Atbilde: 300 skaitli.

Papildus petijumam: ko var teikt par sekojoSu naturalo skaitlu virkni, kuras loceklu skaits nedalas ar 3?
Pieméram, ja ir doti kaut kadi 16 vai 17 viens otram sekojoSi naturali skaitli? Vai §ada virkne noteikti
satures 5 skaitlus, kuri dalas ar 3?

5. Ko vari pateikt par skaitliem 111, 1111, 11111, 111111?

Piezime. Japielieto skaitlu dalamibas ar 3 un 11 ipasibas, sarezgitak ir ar skaitli 11111. Jaievéro, kadu divu
viencipara skaitlu reizinajums beidzas ar 1 — 1 x 1; 3 x 7; 9 x 9. Visvienkar§aka metode ir parbaudit péc
kartas tos pirmskaitlus, kuri beidzas ar 1, 3, 7, 9. Atbilde: 11111 = 41 x 271



6. *Naturals skaitlis n satur tikai ciparus 0, 1, 2, un turklat vieninieku skaitla pieraksta ir par 1 vairak neka
divnieku. Pieradi, ka n + 471 nedalas ar 3!

Atrisindjums. Skaitlis 471 dalas ar 3. Ja skaitlis n + 471 dalitos ar 3, tad ari skaitlis n dalitos ar 3. Ja skaitla
n pieraksta ir tikai viens cipars 1 un cipara 2 nav, tad is skaitlis ir 10X un ar 3 nedalas. Ja skaitla pieraksta
ir kaut viens cipars 2, tad, saskana ar doto, skaitla ciparu summa ir 2k + 1k + 1 = (2 + 1)k + 1 = 3k + 1.
Tatad ciparu summa nedalas ar 3 un ievérojot dalamibas 1paSibas art skaitlis n nedalas ar 3. Lidz ar to n +
471 nedalas ar 3.

7. Kads ir lielakais skaitlu skaits, kuri dalas ar 3 un kuri sastaditi, izmantojot divus visu 10 ciparu
komplektus, tas ir, var biit ne vairak ka tikai divi skaitli, kuri satur vienu un to pasu ciparu.

Komentars. Uzdevumam var but dazadi atrisinajumi. Te logiski jaizdoma, ka skait]u skaits bis vislielakais,
ja izveélésimies viencipara skaitlus, ka arT izveidosim divcipara skaitlus — péc iespé&jas tadus skaitlus, kuri
satur nelielu skaitu ciparu. Laba téma ir apspriest, ko darit ar ciparu 0. To, protams, izdevigi izvéleties ka
atseviSku skaitli, jo nulle dalas ar jebkuru veselu (protams, ne tikai!) skaitli. Atbilde: var izveidot 14 skaitlus
(kadus?)

8. *Vai var atrast 6 pec kartas nemtus naturalus skaitlus, kuru ciparu summa nedalas ar 4? Vai var atrast
tadus 7 skaitlus?

Komentars. Tradicionals olimpiazu uzdevums. a) variants — jauzraksta piemeérs, kas varétu bt sekojoss:
997, 998, 999, 1000, 1001, 1002. Ka tadu atrast? Eksperimentét, atklat likumsakaribas, visparinat.
Piem@ram, apliikot ciparu summas visiem skaitliem no 1 lidz 50; ievérot, ka parejot uz jaunu desmitu
intervalu, skaitlu ciparu summas S(n) var nepieaugt par viens:

... S(16) =7; S(17) = 8; S(18) = 9; S(19) = 10; S(20) = 2; S(21) =3, ....
Tapec vajag izpéetit, kas notiek skaitla 100 apkartng, p&c tam — skaitla 1000 apkartné.

b) varianta ieprieks atklatas 1pasibas vajag izanalizét. Viena desmita intervala skaitli palielinas par 1 un to
ciparu summas ar1 palielinas par 1, tas ir, ciparu summas veido secigu skaitlu virkni. Seciga naturalo skaitlu
virkn@ katrs ceturtais skaitlis dalas ar 4. Tapéc lielakais 3 skaitli péc kartas nedalas ar 4. Aplikojot jebkurus
divus blakus esoSus desmitu intervalus, katra no tiem var but ne vairak ka 3 secigi skaitli, kuru ciparu
summa nedalas ar 4. Ja pirma desmitu intervala pedgjie 3 skaitli ir tadi, ka to ciparu summa nedalas ar 4,
tad, parejot uz nakamo desmitu intervalu, ta sakuma ar1 nevar bt vairak ka 3 sadi skaitli. Atbilde: 7 péc
kartas nemti skaitli ar doto 1pasSibu neeksiste.

9. *Rinda kaut kada kartiba jaizraksta naturalie skaitli no 1 Iidz 13, katrs tieSi vienu reizi. Zinams, ka
pirmajam skaitlim jabut 13, otrajam jabut 1, un katram skaitlim, sakot ar otro, jabut visu pirms tam
uzrakstito skaitlu summas dalitajam. Kuru skaitli var rakstit ka treSo?

Piezime. Sis ir labs majas darba uzdevums, kura atrisina$anai ir vajadziga vien pacietiba un nedaudz
atjautibas.

Atrisindgjums. Pirmo divu skaitlu summa ir 14. TreSais skaitlis var biit vai nu 2, vai 7. Visu doto skaitlu
summa ir 91. Ja pedgjais skaitlis ir 2, tad visu pirmo 12 virknes skaitlu summa ir 89, kas ar 2 nedalas.
Savukart 91 — 7 = 84 dalas ar 7. Tapéc tresais skaitlis virkn€ ir 2.

Vai pietiek ar $adu atrisinajumu? Ja nu prasita virkne nemaz neeksisté? To vajag parbaudit. Izmantojot
klidu un méginajumu metodi, var sastadit virkni:

13,1, 2,8,6,10,4, 11,5, 3,9, 12, 7.



