PUNKTINS Uzdevumu “kokteilis”
6.10.2017

Nodarbibas mérkis: uzdot skoléniem dazada veida uzdevumus, kuru atrisinasana neprasa dzilas matematikas
zinasanas. levadnodarbiba

1. Lita darza savaca 16 lielus, zeltainus bumbierus. Pusi no tiem vina atdeva Ritai. Rita pusi no saviem
bumbieriem atdeva Vitai. Vita pusi no bumbieriem atdeva Zitai. Lita, ieveérojusi, ka Vitai ir maz
bumbieru, atdeva vinai pusi no saviem bumbieriem. Cik bumbieru ir katrai no meiteneém?

Komentars. Uzdevumu ieteicams risinat shematiski. Uz lapas atzim&am 16 punktus, tad sakam dalit
“bumbierus”. Rezultata Vitai tika visvairak bumbieru.

Athilde: Litai 4; Ritai 4; Vitai 6; Zitai 2 bumbieri.

2. Taisnstiris sastav no 8 x 10 rutinam. Taja jaizmitina 2 suni, dazi kaki un dazi jéri. Katram kakim dzivei
vajag vienu riitinu. Katram sunim dzivei vajag 2 x 2 riitinu kvadratu. Katram jéram dzivei vajag 10
ritinu lielu patvaligas formas apgabalu. Neviena suna mitne ne ar malam, ne stiiriem nedrikst saskarties
ne ar vienu jéra mitni. Kads ir lielakais izvietojamais jéru daudzums?

Piezime. Ar skoléniem japarruna, ka vini ir sapratusi uzdevuma dotos lielumus, jo skolénu uzdevuma
interpretacijas var bt visai dazadas — lasi — kltdainas.

Risindjums. Kas uzdevuma ir noteikti zinams? Ta ir pilna informacija par suniem. Ir divi suni, vini kopuma
aiznem 8§ riitinas. Ja gribam izvietot lielako iesp&jamo skaitu jeru, tad sunus vajag izvietot ekonomiski. Ka
to saprast — “ekonomiski”?

Ja aplikojam situaciju — taisnstairT ir 80 rutinas, kur 8 no tam aiznem suni. Atliek 72 rutinas, kuras teoretiski
vargtu izvietot 7 jeérus. Tacu sunu aploki nedrikst saskarties ar jéru aplokiem. Tas nozimé, ka starp sunu
aiznemtiem kvadratiem un jéru aplokiem ir jaizvieto kaki ka aizsargjosla. Tapéc visekonomiskakais abu
sunu izvietojums ir blakus taisnstiira 8 x 10 stiiri, tad aizsargjosla ir 7 riitinu gara. Tas nozimg, ka atliek ne
vairak ka 65 riitinas jéru izvietoSanai. Tapéc lielakais var izvietot 6 jérus. To nav griiti konstruét (2 suni, 6
Jériun 12 kaki).

3. Montai macina ir 4 moné&tas. Vina noteikti var samaksat jebkuru cenu, sakot no viena centa lidz
astoniem. Viena monéta pazuda. Tagad vienu no minétajam cenam nevar samaksat. Kada monéta
pazuda?

Atrisinajums. Mazakas mongétas ir 1, 2, 5 un 10 centi. Noteikti ir jabuit viena centa monétai, lai varétu
samaksat 1 centu. Ir jabiit arT 2 centu monétai, lai varétu samaksat 4 centus: 2+2 =4 vaiaril +1+2=4
(ja biis 4 monétas pa vienam centam, tad to summa nebis 8). Tapéc komplekta noteikti biis monétas 1, 2,
5 centu vertiba un ceturta monéta varétu biit 2 centi. To var att€lot shematiski:

Grafiskais attéls parada, ka pazudusi varétu bt 2 centu monéta. No mon&tam 1, 2, 5 var salikt visas summas
no 1 11dz 8, iznemot 4.

Atrisinajums varétu biit arT citads - Montai varbiit bija mong&tas 1, 1, 2 un 5 centi un pazuda 1 centa monéta.
(Uzdevumam ir divi atrisinajumi)



4. Kvadrata 9 laucinos jaieraksta naturali skaitli. Starp tiem noteikti jabiit vismaz pa vienam skaitlim 2, 4,
6, un 8. Ieks€ja kvadrata laucinos ir blakus esoSajos argjos laucinos ierakstito skaitlu reizinajums. Centra

ir iek§€ja kvadrata visu skaitlu summa. Vai var panakt, ka apli ir ierakstits skaitlis 100? Kada ir iesp&jami
mazaka skaitlu summa apli?

Atrisinajums. Ja laucinos ir jabut skaitliem 2, 4, 6 un 8, tad tie var bt ierakstiti argjos laucinos, vai ar
ieksgjos, nemot vera, ka 2=1-2; 4=2.2; 6=2-3; 8=2-4 vai arT pedgjos tris skaitlus var
izteikt ka skaitla pasa reizinajumu ar 1. Vispirms novértesim, cik liela var biit summa apli. Ja ar€jos laucinos

secigi ierakstisim skaitlus 3, 2, 4, tad vinu savstarpgjie reizinajumi ir 6 un 8, un skaitlu izvietoSanas prasibas
ir ieverotas:

Atlikusaja stiira laucina var ierakstit cik patik lielu skaitli, ta apli var iegiit neierobezoti lielu summu. Tomér
no S§is konfiguracijas apli nevar iegtt 100: ja stirT ieraksta skaitli n, tad centrala summa bis
6+8+4n+3n=14+7n=100, jo 86 nedalas ar 7. Tomér skaitli 100 vidi var iegiit, piem&ram:

8 6
48
32 (100) 12
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Mazakie skaitli, kuri nepiecieSami, lai kvadrata ierakstitu gan 2, gan 4, gan 6, gan 8 ir 1, 2, 3 un 4. Ja ar€jos
laukumos izvelamies mazaku skaitlu komplektu 1, 2, 2, tad atlikuSaja ceturtaja laukuma més nevaram
ierakstit tadu skaitli, lai vienlaikus iegiitu reizinadjumu 6 un 8. Ja ar€jos laukumos kadu skaitli aizstatu ar

lielaku skaitli, pieméram 6, tad kop&ja summa centra palielinatos. Vismazako summu iegiist aréjos laukumos
ierakstot skaitlus 1, 2, 3, 4:

1 3
3
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5. Galapunkta autobusa ieckapa divi pasazieri. Nakamajas nepara pieturvietas pasazieri tikai iekapa, bet
para pieturvietas tikai izkapa. Katra cela posma pasazieru skaits bija visi dazadi skaitli, kas mazaki par
6. Nevienu reizi autobuss nebija tukss. Kada bija pasazieru iekapSanas un izkapsanas seciba pieturvietas?

Atrisinajums. Skaitli, kas mazaki par 6 ir 1, 2, 3, 4, 5 (0 neder, jo nevienu posmu autobuss nebrauca tukss).
Tatad ir 5 cela posmi, kas sakas ar pirmo pieturu un beidzas ar sesto.

Pietura: |1 2 3 4 5 6
pasazieri | iekapj | izkapj | iekapj | izkapj | iekapj

Pirmaja pietura iekapa 2 pasazieri, tapec pirmo cela posmu brauc 2 pasazieri. Otraja pietura izkapj viens,
jo autobuss nebrauc tukss:

H—H—0 O O O

TreSaja pietura varétu iekapt 2 vai 3, vai 4 pasazieri. Nemot véra, ka ceturtaja pietura kadam jaizkapj, tad
nevar but, ka iekaps 2 pasazieri, jo tad divus cela posmus bis veicis vienads pasazieru skaits. Ja treSaja
pietura iekapj 3 pasaZzieri:
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Otrs atrisindjums, ja treSaja pietura iekapj 4 pasazieri:



PUNKTINS Kads biis nakamais? — Skaitlu virknes veido§ana
13.10.2017

Nodarbibas mérkis: atklat procesu veidoSanas sakaribas un aprakstit tas skaitliski, méginat izveidot formulu.

1. Zane zimgja kvadratinus. Cik kvadratinu bis treSaja, ceturtaja, piektaja zim&juma? Vai vari pateikt to
bez zZim&Sanas, cik kvadratinu bis 10-taja zim&juma?

O I L1

Komentars. Skoléniem jaievero, ka katra nakama figtira satur par 2 kvadratiniem vairak. Pierakstam
katrai figirai kartas numuru un atbilstoSo kvadratinu skaitu:

Kartas numurs: 1 2 3 4 ...
Kvadratinu skaits: 1 3 6 10

Ieverosim, ka apaksgja rinda ir kvadratinu skaits sakrit ar figliras numuru. Augs$gjo kvadratinu skaits ir par
1 mazaks. Tapec 10-taja figtra bis 10 + 9 = 19 kvadratini.

Vispariga formula: n+ n—1=2n- 1. Ar tas palidzibu var aprékinat jebkura izméra $adas figtras
kvadratinu skaitu.

2. Ella iestadija burvju zarinu. Jau pirmaja diena zara gala izauga 3 jauni zari. Otraja diena atkal katra
zara gala izauga 3 jauni zari. Ta katru dienu katra zara gala atkal izauga 3 jauni zari. Sestaja diena
zari vairs neauga, bet katra zara gala uzplauka sudraba lapina. Cik lapinas uzplauka?

Komentars. Jasak ar ziméSanu — ka skoléni izprot doto situaciju, japarruna, kas ir “zara gals”. Kads
1zskatisies koks otraja un treSaja diena, cik tur bis zaru gali. Te piemérs, kads koks izaug, ja katru dienu zara
gala pieaug 2 jauni zari (cik dienu “vecs” ir zim&juma dotais koks?):

Atrisinajums. Katru dienu zaru skaits palielinas 3 reizes. Zari aug 5 dienas, tapéc zaru galu skaits ir
3-3-3-3-3=243. Tiesi tik arT izaug sudraba lapinas sestaja diena.



3. Mazais Ridis biiveja tornus no rotalu kluciSiem. Cik kluciSu vinam nepiecieSams, lai uzbiiveétu sadu
torni 6 limenu augstuma? Cik augstu $ada veida torni Riidis var uzbtivét no 30 kluciSiem? Cik
kluciSu vajag, lai uzbiivétu visu tornus augstuma 1, 2, 3, 4, 5 un 6?

—— = i

Atrisindjums. Jaievero, ka, skaitot no augsas, katra nakamaja Irmeni klucisu skaits par viens palielinas:

O DN -

Tas nozime, ka katra $ada torna kluciSu skaits ir visu naturalo skaitlu summa no 1 Iidz n. Pieméra ta ir visu
skaitlu summa no 1 Iidz 4, tatad 10. Vispariga klucisu skaita aprékinasanas formula ir:

1
—-n-(n+1
5 ne(n+1)

S1 formula izriet no sekojoSas metodes:

Ka vésta nostasts!, kad Karlis Gauss (1777 — 1855) bija skolnieks, skolotajs vinam uzdeva saskaitit visus skaitlus no 1 Iidz ttikstotim.
Karlis atbildi atrada parsteidzosi atri. Vins sadalija skaitlus paros (1; 100), (2; 99), (3; 98), ... . Katra para summa ir viena un ta pati

101. Paru skaits ir 50, kopgjais rezultats ir 101-50 =5050.

. ... .67 e v e . _ -
Tornim augstuma 6 nepiecieSami - = 21 klucisi. Lai vienlaikus uzbaivétu visus tornus augstuma no 1 lidz

6, nepiecieSami 1+3+6+10+15+21=56 klucisi.

4. Jonasam ir citads koka kluciSu komplekts un vins buive citadus tornus. Cik klucisSi nepiecieSami, lai
uzbiivetu torni augstuma 1, tornus augstuma 2, 3, 4, 5, 6? Vai vari noteikt, kas tie ir par skaitliem, ka
tos sauc?

Komentars. Uzdevums lidzigs iepriek§€jam uzdevumam, bet dota citada konfiguracija — no kvadratiniem.
Galvenais “noslépums” te ir pieradijums bez vardiem. STuzdevuma vizuals atrisinajums atrodams zinatniska
raksta “An Invitation to Proofs Without Words” (Alsina, Nelsen, EUROPEAN JOURNAL OF PURE AND
APPLIED MATHEMATICS,Vol. 3, No. 1, 2010, 118-127)? 121. lappusg. Te atrodami arf citi algebriski
uzdevumi un to skaisti vizuali atriSinajumi.

! Plasaku materialu var lasit Kembridzas Universitates majas lapa NRICH: https://nrich.maths.org/2478
2 https://www.google.lv/search?g=proofs+without+the+words+sum+of+even+numbers&ie=utf-8 &oe=utf-8&client=firefox-
b&gws_rd=cr&dcr=0&ei=zCPjWe7plOfR6ATApPSNACW



Atrisinajums. Kvadratinus var skaitit pa stabiniem:

& ah ok

1+2+1 1+2+3+2+1 1+2+3+4+3+2+1
Var summeésanu veikt arT citadi - skaitot kvadratus katra horizontalaja josla, sakot no augSas. Dotaja pieméera
(skat. augstak) summé 1+ 3+5+7+9 =25 Kvadratinu skaits sakrit ar figiiras augstumu reizinatu pasu
ar sevi (jeb augstuma kvadratu). Vispariga formula:

1+3+5+..+(2n-1)=n?

To var vizuali pamatot, ja figliru sagriez divas dalas un mazako dalu parvieto ta, lai veidojas vesels kvadrats:

5. Zinatnieks Aspratis atklajis jaunu bakteriju veidu. Ja satiekas 3 bakterijas, tad viena iet boja, bet
paréjas katra sadalas 3 jaunas baktérijas. Sada 3 bakteriju parveidosanas notiek 2 miniisu laika. Talit
pat baktgrijas atkal apvienojas grupas pa tris. Aspratis ievietoja kolba 3 baktérijas. Tikko baktériju
skaits parsniedza 100, kolba uzspraga. P&c cik miniitém tas notika?

Komentars. leteicams vispirms shematiski att€lot procesu, ka tas mainas 2 miniiSu, péc tam nakamo divu
minasu laika, pat vel ilgak:

“+ 2, min,

Divu minaiSu laika bakt@rijas kluist 3 reizes vairak, neka bija. Sakuma bija 3 bakterijas, péc divam minitém
radas 6, tad 12, tad 24, 48, 96. Kopuma pagaja 10 miniites. Nakamo 2 mintiSu laika kolba uzspraga.
(Jaievero, ka katra grupa viena bakterijas iet boja.)

Skaitliski: (3-1)-3=6; (6-6/3)-3=12; (12-12/3)-3=24;...



6. Lodites tiek saliktas kvadrata veida, tad nonem tas lodites, kuras atrodas uz diagonales. Izpéti, cik
lodites atliek, ja izveido kvadratiskas konfiguracijas 2 x 2; 3 x 3; 4 x 4, .... un no diagonales nonem
lodites. Kas kopigs $ai skaitlu virknei? Kada viena aritmétiska darbiba ir kopiga So skaitlu aprekina?
Cik lodites bus uz galda devitaja gadijuma?
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Atrisinajums. Att€la redzama konfiguracija 5 x 5 lodites, kur nonemtas lodites no diagonales. Ja atlikusas
lodites izvieto kompakti — taisnstiira forma, tad lodiSu skaits ir 5-4. Tap&c visparigs §is procediiras apraksts
ir forma n(n-1). Pirmaja konfiguracija ir 2 lodites, otraja 6, tresaja 12, ceturtaja 20, tad 9-taja konfiguracija
bis 9-10 =90 lodites (jo devito konfiguraciju veido no kvadrata 10 x 10 lodites, tad nonem tas, kuras ir uz
diagonales).



PUNKTINS (A grupa) Burvju mikslinieka priek§nesums - Skaitlu struktiira
20.10.2017

Nodarbibas merkis: petit naturalu skaitlu pierakstu un ta 1pasibas. leteicams veidot tabulas, lai skoléni
macitos stradat sistematiski.

Nodarbibas iesakumd ir japarruna, ko tas nozimé ‘“skaitla ciparu summa”. Kada ciparu summa bis
viencipara skaitlim? Jauzraksta dazi pieméri.

1. Burvju makslu magistrs Ludvigs demonstr&ja elpu aizraujosus trikus. Uz melna galdina bija izklatas
kartinas ar skaitliem no 1 lidz 50. Ar vienu burvju nijinas majienu uz galda palika daZas no tam.
Magistrs aicinaja kadu brivpratigo no skatitajiem, lai noteiktu — kada kopiga ipasiba ir §$Tm kartinam.
Matematikas skolotajs Pratin$ drosmigi devas pie galdina un ilgi véroja kartinas: ”A!”, beidzot vins
iesaucas - “jebkuras kartinas ciparu summa ir 10!” Cik $adu kartinu bija uz galda?

Atrisinajums. Jamekl€ tos viencipara skaitlus, kuru summa ir 10. Ir izv€létas kartinas ar divciparu
skaitliem — no katra pilna desmita pa vienai. Tas ir 19, 28, 37 un 46.

2. Magistrs Ludvigs vélreiz pamaja ar niijinu, un kartinas sakartojas kaudzites, kur katra kaudzit¢ bija
kartinas visas ar vienu un to pasu ciparu summu. Skatitaji aizgrabtiba noelsas. Cik bija kaudzisu?
Kura kaudzité bija vismazak kartinu, kura visvairak? Cik bija tadu kaudziSu, kuras bija vienads
kartinu skaits?

Atrisinajums. Te uzmaniba vispirms japievers jautdjumiem: kada var biit vismazaka ciparu summa, kada
vislielaka? Tas ir 1, ko dod skaitli 1 un 10. Vislielaka summa biis skaitlim ar vislielakajiem cipariem —
tads ir skaitlis 49, tap&c vislielaka ciparu summa ir 13. Te uz galda bas 13 kaudzites. Veidojam tabulu,
lai iegtitu pilnigu priekSstatu par sadalfjumu:

Ciparu |1 |2 |3 |4 |5 1|6 |7 (8|9 |10 11|12 |13
summa
Kartipu |2 |3 |4 |5 |6 |5 |5 |5 |5 |4 (3 |2 |1
skaits

Piezime. 4. un 5.klaSu vecuma grupas skoléniem ir konkrétas domasanas veids, pakapeniski notiek
pareja uz abstrakto domasanu - ne visi skoléni var prata uzskaitit kartinas. Tapéc jaunako klaSu
skoléniem ir jaierosina uzrakstit tiesi kadas kartinas kura kaudzite nonak:

Ciparu |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10|11 12|13
summa
Kartipas |1 |2 |3 |4 |5 [6 |7 |8 |9 [19|29 39|49
101112 13|14 15|16 |17 |18 |28 |38 | 48
201212223 |24 |25|26 |27 |37 |47
3031|3233 |34|35|36 |46
40 | 41 | 42 | 43 |44 | 45
50

S1 pedgja tabula sniedz atbildes uz visiem uzdotajiem jautajumiem.



3. “Bet kads biis kartinu skaits kaudzit€s, ja aprékinas skaitla ciparu summu un ar iznakumam aprékinas
ciparu summu?” pajautaja skolotajs Pratins. “Liidzu,” magistrs Ludvigs vélreiz pamaja, kartinas
uzvirpuloja gaisa un tad sagtila 9 akuratas kaudzités. Cik kartinu bija katra kaudzite?

Atrisinajums. Atbilde ttlin seko no pédgjas tabulas. Ja ciparu summu rékinam atkartoti — te divas reizes,
tad tas kartinas, kuras ciparu summas bija lielakas par 9, parcelos uz kaudzite€m ar ciparu summam no 1
lidz 9. Ja kartinai pirma ciparu summa bija 10, tad tagad §1 kartina nonaks kaudzite, kur ciparu summa
ir 1. Piem&ram, kartina, uz kuras ir rakstit skaitlis 48, ta atkartoto ciparu summu aprékina: 4 + 8 = 12,
atkartoti 1 + 2 = 3. Kartina nonaks tresaja kaudzité. Pirma kaudzite papildinasies ar 4 kartinam, otra ar
trim, tresa ar divam, bet ceturta kaudzite papildinasies ar 1 kartinu:

Ciparu |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
summa
Kartipu |6 |6 |6 |6 |6 [5 |5 |5 |5
skaits

Piecas kaudzites bus pa sesam kartinam, bet cetras — pa piecam.

4. “Man ir jautajums!” no zales atskangja smalka balstina. “Cik biis kaudziSu, ja kartinas ar divciparu
skaitliem saliks kaudzités ar vienadu ciparu reizinagjumu?” Magistrs pat nosvida — vinam nacas 3
reizes mat ar ndjinu, lai kartinas §adi sakartotu. Cik kaudzites tagad bija uz galda? Cik bija tadu
kaudzisu, kuras ir tikai viena kartina?

Komentars. P&tam reizinajuma ipasibas. Paradisies jauna veida kaudzite, kur biis kartinas ar ciparu
reizindjumu nulle. Seit jaapliiko tabula ar reizindjumiem, kura ir uzskatami redzams, kadi reizindjumi
rodas. Reizinajumus no 1 Iidz 9 dos skaitli no 11 lidz 19, ka art 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 41, 42.
Reizinajumus lielakus par 9 paradisim tabula:

Ciparu 10 |12 |14 |15 |16 |18 |20 |21 |24 |27 |28 (32 |36
reizinajums
Kartinas 25 |26 |27 |25 |28 |29 |45 |37 |38 |39 |47 |48 |49
34 44 | 36 46
43

Kopuma ir 23 kaudzites.

Piezime. Kad tiek noskaidrots vislielakais iesp&jamais reizinajums, ar skoléniem japarruna, kapéc te
nebls reizinajumi visi skaitli no 0 Iidz 36 péc kartas. Nebus pirmskaitli lielaki par 10, nebus salikti
skaitli, kuru reizinajums nav divu viencipara skaitlu reizinajums, pieméram, 26.

5. “Toties es prata aprékinaju, ar cik nulleém beigsies skaitlis, ja sareizinas visu skaitlus, kas uzrakstiti
uz §1m kartinam!” lepni pazinoja teicamnieks Poga. Kads bija vina rezultats?

Atrisin@jums. Novertésim, kadu skaitlu reizinajums beidzas ar nulli: 10-a;2-5-a; 4-25-a, kur
ped&jais no minétajiem beidzas vismaz ar divam nullém. Tad visi desmiti reizinajuma kopuma dos
piecas nulles. Ieveérosim, ka skaitli 50 var sadalit reizinatajos 5-10, no ka secinam, ka skaitla 5
reizinajums ar kadu parskaitli dos papildus nulli. Katra desmitu grupa ir skaitli, kuru vienu cipars ir 5.
Tapeéc So skaitlu reizinajums ar kadu parskaitli dos vel pa nullei pie gala rezultata, tatad kopuma vél
desmit nulles. Ievérosim, ka skaitli 25 var sadalit reizinatajos 5-5,kas reizinajumu papildina ar vél vienu
nulli. Kopigais nullu skaits reizinajuma beigas ir 12 nulles.



