PUNKTINS (B grupa) Uzdevumu “kokteilis”
6.10.2017

Isi risinajumi un paskaidrojumi

1. Taisnstiiris sastav no 8 x 10 rutinam. Taja jaizmitina 2 suni, dazi kaki un dazi jéri. Katram kakim
dzivei vajag vienu rutinu. Katram sunim dzivei vajag 2 x 2 ritinu kvadratu. Katram jéram dzivei
vajag 10 ritinu lielu patvaligas formas apgabalu. Neviena suna mitne ne ar malam, ne stiiriem
nedrikst saskarties ne ar vienu jéra mitni. Kads ir lielakais izvietojamais jéru daudzums?

Atrisindjums. Ja aplukojam situaciju — taisnsttirT ir 80 riitinas, kur 8 no tam aiznem suni. Atliek 72 ritinas,
kuras teorétiski vargtu izvietot 7 jerus. Tacu sunu aploki nedrikst saskarties ar jéru aplokiem. Tas nozimg, ka
starp sunu aiznemtiem kvadratiem un jéru aplokiem ir jaizvieto kaki ka aizsargjosla. Visekonomiskakais abu
sunu izvietojums ir blakus taisnstiira 8 x 10 stiir1, tad aizsargjosla ir 7 riitinu gara. Tas nozimé, ka atliek ne
vairak ka 65 riitinas jéru izvietoSanai. Tapéc lielakais var izvietot 6 jérus. To nav griti konstruét (2 suni, 6
jéri un 12 kaki).

2. Konstrug Cetras seSu rutinu figtiras, kuras visas pieskaras viena otrai.

Piezime. Viens no risinajumiem ir centra izvietot taisnstiiri 2 x 3 rutinas, kuru ietver tris 6riitinu figiiras, kuras
savstarpéji saskaras.

3. Diviem divciparu skaitliem A=abun B=cd uzrakstija skaitlus, kuros ir otrada ciparu kartiba

U =ba un V =dc. Visi cipari @, b, ¢, d ir dazadi. Atrodi piem&rus, kur skaitlu A un B summa ir
mazaka neka skaitlu U un V summa! Kadi var but vislielaka ciparu a un ¢ summa?

Atrisindjums. Piemérs: A=12,B=37,tadU=21un V=73. 12+37<21+73

Skaitla A decimalais pieraksts ir A=10a+Db, lidzigi B =10c +d . Savukart otrs skaitlu paris U =10b+a
un V =10d +c. Péc uzdevuma nosacijuma:

10a+b+10c+d <10b+a+10d +c
Parveidojot 9a+9c<9%+9d, jeb a+c<b+d

Vislielakas dazadu vienciparu skaitlu summas ir
9+8=17 9+5=14 8+7=15 7+6=13
9+7=16 9+4=13 8+6=14 7+5=12
9+6=15 8+5=13

No ta izriet, ka a + ¢ summa biis mazaka par 17 un ar1 par 16. Skaitlu a + ¢ summa nevar bt ar1 15 ( lielaku
summu veido 9 + 7 vai 9 + 8, tad a + c jabuit 7 + 8, kas liecina ka kadu ciparu jaizmanto divas reizes). Tapéc
vislielaka a + ¢ summa var biit 14. Var biit vairaki atrisinajumi:

A=97; B=58
A=98; B=57
A=89; B=67

A=87; B=69



4. Kads ir mazakais naturalais skaitlis n ar Ipasibu: skaitli n un 2n pa abiem satur katru ciparu tiesi vienu
reizi?

Atrisinajums. Atzim€sim dazus faktus. Nulli var saturét tikai skaitlis 2n, un to iegiis, ja 5 reizinas ar 2.
Noveért&jam, ka abi skaitli bus piecciparu skaitli. Ja pienemam, ka n ir 4-ciparu skaitlis, tad 2n nesatur
vairak ka 5 ciparus (ja vislielako 4-ciparu skaitli 9999 reizina ar 2, tad iegtust 19998)Tapat ar1 n nevar biit
6-ciparu skaitlis, jo 2n saturétu vairak ka 4 ciparus. Mazakais 5-ciparu skaitlis, kas satur visus dazadus
ciparus ir 12345 (jo 0 nesatur). Otrais cipars nevar biit 2, jo reizinot izvél&to skaitli ar 2, desmittikstosu
cipars ar1 biis 2. Nakamais mazakais skaitlis sakas ar 13 . Tad 2n var@tu sakties ar 26 vai 27
No ta seko, ka cipars 2 skaitlt n nav ieklauts. Seko n = 134 _5. Cipars 5 nevar bt desmitu pozicija, jo vienu
pozicija bus tads skaitlis, kuru reizinot ar 2 veidosies parnesums (nebus 0 otraja skaitlt) (skaitli, kuru
reizinajums ar 2 neveido parnesumu — 1, 2, 3, 4 jau ir izvietoti citas pozicijas). Skaitla n desmitu cipars
nevar bt 6, jo tad 2n desmitu cipars biis 3. Nevar biit ar1 7. Der 8.

Mazakais skaitlis n = 13485, tad 2n = 26970.

5. Autobuss saka rita reisu, taja cilveki iekapa tikai nepara pieturvietas, bet tikai para pieturvietas dazi
no pasazieriem izkapa. Izbraucot no sestas pieturvietas izradijas, ka katru cela posmu ir veicis citads
skaits pasazieru, ka ar1 iekapjoso un izkapjoSo pasazieru skaits katra pieturvieta ir bijis citads. Atrodi
mazako iesp&jamo kopigo pasazieru skaitu, ja nevienu reizi salons nebija tukSs. Kada bija pasazieru
iekapsSanas — izkapSanas seciba pieturvietas?

Atrisinajums. Vismazakais kopg&jais pasazieru skaits, kuri iekapa un izkapa pieturas biis visu dazado skaitlu
summa no 1 11dz 6, tas ir, 21. Ir 6 pieturas, viena no pieturam iekapj 6 pasazieri. Tas iesp&jams tikai pirmaja
pietura ( ja autobusa jau ir kads pasazieris tad + 6 nozimé&, ka kadu posmu brauks jau vairak ka 6 pasazieri).
Atgadijuma piemé&rs var bt sekojosais (apliSos noradits, cik pasazieri iekapa vai izkapa pieturd):

(e ) sVl VS a2 (o) 3
\_/



PUNKTINS (B grupa) Atrodi likumsakaribas!
13.10.2017

Isi risinajumi un paskaidrojumi

1. Ella iestadija burvju zarinu. Jau pirmaja diena zara gala izauga 3 jauni zari. Otraja diena atkal katra zara
gala izauga 3 jauni zari. Ta turpindjas katru dienu. Devitaja diena zari vairs neauga, bet katra zara gala
uzplauka sudraba lapina. Cik lapinas uzplauka?

Atrisindjums. Pirmaja diend izauga 3 zari. Katru nakamo dienu zaru galu skaits triskarSojas. Astonas dienas

izveidojas 3-3-3-3-3-3-3-3=3%=6561 zaru gali. Tikpat daudz devitaja diena izauga sudraba lapinas.

2. Petnieks Aspratis atklajis jaunu bakteriju veidu. Ja satiekas 4 bakterijas, tad viena iet boja, bet pargjas
katra sadalas 4 jaunas baktérijas. Sadas parmainas notiek 20 sekunzu laika. Tiilit pat visas baktérijas atkal
apvienojas grupas pa Cetri. P€tnieks Aspratis ievietoja kolba § bakterijas. Tikko bakteriju skaits parsniedza
10 000, kolba uzspraga. P&c cik miniitém tas notika?

Atrisinajums. 8 bakterijas apvienojas divas grupas. Katra grupa atliek 3 bakterijas, kuras katra dalas 4 dalas. 20
sekunzu laika rodas 24 baktgrijas. Tas apvienojas 6 grupas, no kuram nakamo 20 sekunzu laika rodas kopuma

6-3-4=72 jaunas bakterijas. Ja kolba ir 3n bakterijas, tad 20 sekunzu laika rodas %‘-3-4:% jaunas

bakterijas, tas ir, pec katram 20 sekundém bakteriju skaits ir triskarSojies. Vienkarsi aprékinat, ka 20 sekunzu
perioda tiilit p&c 2 minitém, notiek spradziens.

3. Lodites tiek saliktas kvadrata veida, tad nonem tas lodites, kuras atrodas uz diagonales. Izpéti, cik lodites
atliek, ja izveido kvadratiskas konfiguracijas 2 x 2; 3 x 3; 4 x 4; ... un nonem lodites no diagonales.
Izveido atbilstoSu skaitlu virkni. Kada ir tas formula? Cik lodiSu ir 100-taja konfiguracija?

AT
0000
900 O
WS
0 00
® 000
| |
peii
iy
0000

Atrisinajums. Attela redzama konfiguracija 5 x 5 lodites, kur nonemtas lodites no diagonales. Ja atlikusas lodites
izvieto kompakti — taisnstira forma, tad lodisu skaits ir 5-4. Tap&c visparigs §is procediiras apraksts ir forma
n(n-1). Pirmaja konfiguracija ir 2 lodites, otraja 6, treSaja 12, ceturtaja 20, tad 100-taja konfiguracija bus
100-101=10100 lodites.



4. Maris biivgja tornus no rotalu kluciSiem. Cik augstu $ada veida torni Maris var uzbiivet, ja komplekta ir
50 klucisi? Cik kluciSu vinam nepiecieSams, lai uzbuveétu §adu torni augstuma 10? Cik kluciSu vajag, lai
vienlaikus uzbivetu visus tornus augstuma 1, 2, 3, 4, 5 un 6?

Klucisi skérsgriezuma:

[]

Atrisinajums. KluciSu skaits tornos secigi ir 1; 3; 6; 10; 15; 21; .....

Ka veidojas Sie skaitli? Aplukosim diagrammu:

L N L N o

Klucisu skaits katra rinda palielinas par 1. KluciSu skaits dotaja pieméra ir visu naturalo skaitlu summa no 1 Iidz
5. Vispariga kluciSu skaita aprékinaSanas formula ir:

1
—-n-(n+1
5 ne(n+1)

Si formula izriet no sekojosas metodes:

Ka vésta nostasts?, kad Karlis Gauss (1777 — 1855) bija skolnieks, skolotajs vinam uzdeva saskaitit visus skaitlus no 1 Iidz tikstotim.
Karlis atbildi atrada parsteidzosi atri. Vin$ sadalija skaitlus paros (1; 100), (2; 99), (3; 98), ... . Katra para summa ir viena un ta pati

101. Paru skaits ir 50, kopgjais rezultats ir 101-50 =5050.

0-11

Tornim augstuma 10 nepiecieSami =55 klucisi. Ja rotalu komplekta ir 50 klucisi, tad augstakais tornis

izveidojams no 45 kluciSiem augstuma 9. Lai vienlaikus uzbiivétu visus tornus augstuma no 1 Iidz 6, nepiecieSami
1+3+6+10+15+21="56 klucisi, tatad ar dota rotalu klucisu komplektu nepietiek.

! Plagaku materialu var lasit Kembridzas Universitates majas lapa NRICH: https://nrich.maths.org/2478



5. Johans no kluciSiem veidoja sarezgitakas konstrukcijas. Cik kluciSu nepiecieSams, lai uzbuvétu
konstrukciju A? Konstrukciju B?

a) Apliko A konstrukciju. Cik kluci$i nepiecieSami, lai konstruétu mazakas un liclakas S$adas
konstrukcijas? Uzraksti atbilstoSo skaitlu virkni! Cik kluciSi nepiecieSami, lai uzbiveétu A
konstrukciju 10 kluciSu augstuma?

b) Izpéti konstrukciju B un sastadi atbilstoso skaitlu virkni!

c) Kads ir sakars starp konstrukcijam A un B?

Atrisinajums. A veida konstrukciju var sadalit slanos, kadi apliikoti ieprieks€ja uzdevuma. Tad A konstrukcijas
kluciSu skaits vispariga veida aprékinams

S(1)+S(2)+S(3)+...S(n),kur S(n)=%.n -(n+1) jeb sikak izrakstot:

1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+...=%'n-(n+1)(n+2)

Piezime. Lai pamatotu p&dgjo formulu, nepiecieSamas dzilakas algebras zinasanas (formulu var pieradit, grupgjot saskaitamos cita veida
un lietojot arT kvadratu summas formulu?, vai arT ar matematiskas indukcijas palidzibu).

A veida konstrukcijai augstuma 10 nepiecieSami ir é -10-11-12 = 220 klucisi.

Viegli redzet, ka konstrukcija B ir veidota no stabiniem — viens stabins no 1 klucisa, 2 stabini katrs no 2 kluciSiem,
3 stabini katrs no 3 klucisiem. B konfiguracijas klucisu skaits ir aprekindms péc kvadratu summas formulas®:

12 +22+32+...=%n~(n+1)(2n+1)

B veida konstrukcijai augstuma 10 ir nepiecieSami % -10-11- 21 = 385 klucisi.

Salidzinot dotas A un B konstrukcijas, var ievérot, ka B konstrukciju var papildinat ar A konstrukcijas aug$ejiem
diviem slaniem, pagrieZot tos otradi. Te veidosies 6 stabini augstuma 3. Vispariga veida:

SB(n)+SA(n—1):n-S(n):n-%-n(n+1):%-n2(n+1),

kur Sg(n) apzimé konfiguracijas B augstuma n izmantoto klucisu skaitu, bet S,(Nn—1) ir nepieciesamo klucisu
skaits, lai konstruétu konfiguraciju A augstuma n — 1.

2 Skat, piemeram: https://www.meritnation.com/ask-answer/question/1-1-2-1-2-3-1-2-3-4-find-the-sum-of-the-series/sequences-and-
series/6804233
3 Skat. dazadi pamatojumi: https:/brilliant.org/wiki/sum-of-n-n2-or-n3/



