Punktin$. (B grupa) Koordinatu noteikSana

02.11.2018

Isi atrisinajumi un komentari

1. Robotins atrodas ritinu kvadrata 7 x 7 iekSpus€ un vin§ staiga tikai pa ritinu Imijam.
Robotins sak savu gaitu no pozicijas 0 (kreisa apaksgja stiira), pirmo gajienu izdaridams pa
labi. Katra gajiena galapunkta vin§ mainija virzienu — no horizontala uz vertikalu, bet no
vertikala uz horizontalu. Automatiska iekarta vina celu aprakstija sekojosi: 1, 1, 2, 3, 1, -2,
-2,4,3,-1,-4,-3,5,1, -4.

Pozitivie skaitli nozZimé, ka robotins gaja pa labi vai uz augsu atbilstoso solu skaitu, skaitli
ar minusa zimi nozimé, ka vin$ gaja pa kreisi vai uz leju. Kura punkta vins nonaca?

Atrisindjums. Galapunkta koordinates ir (2; 3):
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2. Uzzimé 5 — staru zvaigzni visus tas punktus izv€loties riitinu liniju krustpunktos. Apzimé
Sos 10 punktus ar burtiem a, b, c,..... Uzraksti robotinam instrukciju, ka péc kartas nonakt
visos desmit zvaigznes punktos, sakot no punkta a, ja robots iet tikai pa ritinu linijam.

Komentars. Sis ir iepriek3gja uzdevuma variants, kur skoléniem patstavigi ir jaizveido
robotina parvietosanas instrukcija. Skoléni drikst izveidot ari atSkirigu instrukciju no
ieprieks€ja uzdevuma dotas, bet ne ka tekstualu aprakstu.

3. Citplangtietis ir paslépies kada taisnstira apgabala. Ir zinamas tikai So apgabalu stiira
koordinates un ir zinams tas, ka citplanétietis ir taisnstiira iekSpusé vienigaja brivaja
pozicija, tas ir, neatrodas uz kada cita taisnstiira robezas un poziciju var izteikt ar veselam
koordinatém. Atrodi citplanétieSa atrasanas koordinates, ja te ir iegiito taisnstiiru
koordinasu saraksts (visu taisnstiiru malas ir horizontalas un vertikalas) un katrs punkts ir
tiesi viena taisnstiira virsotne:

(65 5), (8; 3), (1;9), (4:5), (5; 6), (7: 8), (9 1), (4; 4), (3; 8), (7; 2), (8:5), (1; 1), (5; 1),
(6;3),(4;1),(3,2),(1;5),(1;4),(9,.6), (49

Atrisindjums. Te izmantota taisnlenka koordinatu sist€mas pozitiva dala, veidojot zinamu
lidzibu ar spéli “Jiiras kauja” — tur tiek kod@tas riitinas horizontali ar cipariem, bet vertikali -



ar burtiem (KARTUPELIS). Te, savukart, kod&tas tiek horizontalas un vertikalas linijas ar
cipariem. 20 dotie punkti defin€ 5 taisnstiirus.
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Te ir tikai viena pozicija, kur citplangtietis var paslépties, ta ir (8; 2).

4. Robotins sane€ma sekojoso punktu koordinatu sarakstu (0; 0), (0; 1), (0; 2), (1; 0), (1; 1),
(1;2), (2;0), (2; 1), (2; 2) kada kvadrata iekSpus€. Vinam tika dots uzdevums atrast visus
iesp&jamos punktu parus un atzimét atbilstoSo nogrieznu viduspunktus. Cik punktus vin§
atzimgja?

Atrisingjums. Situacija klust labak parskatama, ja izvélamies lielaku mérogu, pieméram, lai

viena vieniba ir 4 riitinas liela. Savienojot doto punktu visus iespg€jamos parus, redzam, ka Sie

nogriezni iet pa rutinu linijam, bet slipo nogrieznu viduspunkti atrodas tieSi riatinu
krustpunktos:

Pavisam atrodam 21 viduspunktu (zim&juma tie ir sarkanie aplisi).



5. Ka tu nosauktu Cetrsttirus, kurus uzzimeja robots, ja to virsotnu koordinates ir
a) (1;5), (3;8), (7; 1), (9; 4);
b) (2; 1), (3; 8), (4; 4), (8; 5)?

Paskaidro, kadas ir So Cetrsturu Ipasibas!

Atrisinajums. a) dotais Cetrstiiris ir taisnsturis:
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ST &etrstiira Tsakas malas ir viena garuma, jo tas ir tada taisnstira diagonales, kura izmérs ir
2 x 3 rutinas. Savukart abas garakas malas ir divas reizes garakas par Tsajam malam, jo ir
diagonales taisnstiriem no 4 x 6 ratinam. Isas malas ir perpendikularas attieciba pret
garakajam. To var ieverot, apliikojot atbilstoSos perpendikulari novietotas taisnstiirus:

b) Seit izveidojas ielickts etrstiiris. Ja dotos punktus secigi apzimé A, B, C, D, tad tas ir
Cetrstiiris, kur§ lidzigs bultas galam. Aplikojot atbilstoSos riitinu taisnstiirus, kuru
diagonales ir dota Cetrstiira malas, atrodam, ka BC un CD ir vienadas un perpendikularas.
Parbaudiet, kapéc malas AB un AD nav vienada garuma!
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6. * (8. klasei) Atrast visus tos koordinatu plaknes punktus (X; y) ar veselam koordinatém,
kuru koordinates vienlaikus izpilda sekojosas prasibas: y +x >0; y—x<0; y—x+
6=>0 y+x—-6<0.

Atrisinajums. No otras nevienadibas seko, ka x >y . Tada gadijuma abi skaitli X un y ir
nenegativi, jo dots, ka y + x = 0. No $§im divam nevienadibam secinam: ja X = 0, tad ari
y =0.Jax =1, tad y vértibas var bt 1 vai 0, vai -1. Jax = 2, tad y var bat 2, vai 1, vai 0,
vai -1, vai -2. Ta veidojas punktu kopa, kas ir simetriska pret x-asi.:
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Apliikosim otras divas nevienadibas. Te redzam, ka koordinasu summa x +y < 6. Tad x
lielaka veértiba var bt 6. Atbilstosi y varétu bt nulle vai negativs skaitlis -1, vai -2,... , vai -
6. No otras puses atlikust nevienadiba nosaka, ka y > x — 6, tapeéc, gadijuma, ja X = 6, ir tikai
viena iesp&ja: Y = 0. Lidzigi, jax =5,tad y var btt 1, vai O, vai -1, joy>2x -6 =5—-6 =
—1.Jax=4, tad 2 > y > —2. Ta uzdevuma nosacijumiem atbilst 25 punkti.
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Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari citadi, konstrugjot taisnes Yy
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X — 6. Sts taisnes ierobezo plaknes kvadratu. Ka atbilde der visi tie punkti ar vesel
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koordinatem, kas atrodas uz kvadrata malam un ta iek



PunktinS. (B grupa) Atrodi parskaitlus un neparskaitlus!
9.11.2018

Isi atrisinajumi un komentari

1. (lesildisands uzdevums) Maris sareizinaja divus skaitlus ar abu skaitlu summu un
ieguva 819. Martins teica, ka Maris ir kladijies. Kuram ir taisniba?

Atrisindjums. Divu skaitlu A un B summa biis nepara skaitlis, ja skaitliem A un B biis atskiriga
paritate. Bet tad viens no tiem bis parskaitlis. Ja A un B ir abi nepara skaitli, tad to summa biis
parskaitlis. Jebkura gadijuma dota reizinajuma A - B - (A + B) rezultats biis parskaitlis, kas
nevar biit 819.

2. (lesildisanas uzdevums) Emils uz tafeles uzrakstija tadus 345 naturalus skaitlus, kuru
summa ir para skaitlis. Vai Mikelis var nodzest vienu skaitli ta, lai atlikuSo 344 skaitlu
summa arf ir para skaitlis? Ja Mikelim tas izdevas, vai Emils tagad arT var nodzgst vienu
skaitli ta, lai atlikuSo 343 skaitlu summa ir parskaitlis?

Atrisindjums. Ja visu skaitlu summa ir parskaitlis, tad starp tiem ir vismaz viens parskaitlis.
Mikelis var nodz@st parskaitli, atlikuSo skaitlu summa joprojam bus parskaitlis. Ja Emils ir
uzrakstijis tikai vienu parskaitli, tad peéc Mikela gajiena bus atlikusi visi tikai nepara skaitli.
Nodzesot vienu no nepara skaitliem, paliks nepara skaits nepara skaitlu. To summa bs
neparskaitlis.

3. Atrodi 4 dazadus naturalus skaitlus, ka jebkuru $o skaitlu izlases summa dalas ar izlases
skaitu. Pieméram, ja izv€las 3 skaitlus, tad to summa dalas ar 3.

Atrisinajums. VienkarSu pieméru var iegit, ja izvelas visus 4 parskaitlus, tadus, kas dalas ar 3.
Pieméram, 6, 12, 24, 48.

Izaicinajums ir ieklaut Saja komplekta vismaz vienu nepara skaitli. No dota seko, ka visiem 4
skaitliem ir vienada paritate ( jo jebkuru divu skaitlu summa dalas ar 2). Ja nemsim visus tadus
nepara skaitlus, kas dalas ar 3, uzdevums ir atrisinats. Pieméram, izvélésimies 15, 21, 27 un
33. To summa ir 96, kas dalas ar 4.

Vai var izvéléties tadus nepara skaitlus, kas nedalas ar 3? Vadoties péc skaitlu dalamibas ar 3,
tos var iedalit 3 grupas:

Skaitli, kuri dalasar3: 3,6,9, 12,15, ....
Skaitli, kuru atlikums, dalot ar 3,ir 1: 1,4,7,10, 13, ...
Skaitli, kuru atlikums, dalot ar 3, ir2: 2,5,8, 11, 14, ...
Jebkuru 3 skaitlu summa no vienas grupas dalas ar 3. Pamatosim to algebriski.
Ir 3 skaitli, piem&ram, no otras grupas, kurus var izteikt sekojosi:
3a+1; 3b+1; 3c+1.Tosumma 3a+1+3b+1+3c+1=3(@+b+c)+3.
Summa dalas ar 3. Lidzigi ar1 apliikojot skaitlus no tresas grupas.

Ja apliikojam doto 4 skaitlu visas izlases pa 3, tad skaidrs, ka Sos skaitlus ir jaizvélas no vienas
grupas, pieméram, 1, 7, 13, 19. To summa ir 40, kas dalas ar 4. Vai, pieméram, 5, 11, 17, 23
(to summa ir 56, kas dalas ar 4).



4. Pieradi, ka nepara skaitla kvadrata summa ar para skaitli ir nepara skaitlis!
Atrisinajums. Nepara skaitli apzim&sim 2n + 1, bet para skaitli apzime&sim 2m. Tad darbiba ir
Cn+1D2+2m=4n*+4n+1+2m=22n*+2n+m)+1=2(N) +1

legttais rezultats ir nepara skaitlis.

5. Kadiem naturaliem skaitliem n ir spéka apgalvojums, ka katru n p&c kartas nemtu
naturalu skaitlu summa dalas ar n?

Atrisinajums. Aplukosim n naturalu skaitlu summu no 1 lidz n

n+1
2

S1summa dalisies ar n tikai tad, ja n ir nepara skaitlis, jo skaitlim (n + 1) jabt parskaitlim.

1+2+3+--+n= n

Ja summe n secigus naturalus skaitlus, sakot ar skaitli m = a + 1, tad to summa

+1
2

(a+1)+(a+2)+(a+3)+--~+(a+n)=n-a+n n

ar1 dalisies tikai tad, ja n ir nepara skaitlis.

6. Maza blusina lec pa ritinu taisni. Pirmais l€ciens ir 1 riitina, otrais 1€ciens ir 2 riitinas,
treSais 3, un ar katru nakamo 1&cienu tas pagarinas par vienu rutinu. Vai ir iesp&jams,
a) ka péc 110 (vai 13) I&cieniem blusina nonak sakuma punkta? b) pec 111 (vai 12)
1&cieniem?

Piezime. Ja skaitli 110 un 111 Skiet parak lieli, lai izpilditu uzdevumu, to vieta var izvel&ties
mazakus skaitlus 13 un 12.

Atrisinajums. a) Ar 110 1&cieniem blusina nevar nonakt sakuma punkta. Lai tas biitu iesp&jams,
lecienu kop€jam garumam viena virziena ir jasakrit ar [€cienu kop€jo garumu otra virziena. No
ta seko, ka visu leécienu garumu kop@&ja summa ir para skaitlis. Bet skaitlu summano 1 lidz 110
ir nepara skaitlis: 1 +2 +3 + ...+ 110 = 6105 (skat. 5. uzdevuma formulu)

b) Ar 111 I&cieniem blusina var nonakt sakuma punkta. Skaitlu summa no 1 lidz 111 ir 6216.
Tad kopgjais 1€cienu garums viena virziena ir 3108 un otra virziena arT ir 3108. Ievérosim, ka
skaitlu summano 1+ 2 + 3 +...+79 = 3160. Bet atlikuSo I&cienu kop&jais garums ir 3056. Lai
blusina varétu atgriezties sakuma punkta, vinai ir vairakas reizes jamaina 1€kSanas virziens.
Pieméram, vina lec uz prieksu, tad 34-to 1€cienu lec atpakal, tad atkal uz priekSu, tad 70-to
lecienu atpakal, tad uz priekSu. Peéc 79-ta l1eciena blusina bus 3056 riitinu attaluma no sakuma
punkta. Sakot ar 80 1&cienu blusina lec tikai atpakal.

Var pamatot, ka blusinai jamaina virziens vairak ka vienu reizi. Pienemsim pretéjo, ka blusina

iesakuma lec tikai uz priekSu, tad tikai atpakal un nonak izejas punkta. Tad l€cienu kop€jais

garums uz prieksu sakrit ar [&cienu garumu atpakal. Ja vina lec n |€cienus uz prieksu, tad
1+n n+1+111

—n=——m——(11-n)

legtistam kvadratvienadojumu

2n2+n—111-112=0

Sim kvadratvienadojumam nav realu saknu. Tapéc blusinai vairakas reizes jamaina lekSanas
virziens, lai nonaktu sakuma punkta péc 111 l&cieniem.



7. Doti Cetri naturali skaitli, kas a>b>c>d. Pieradi, ka reizinajums
(a-b)(a-c)(a-d)(b-c)(b-d)(c-d) dalas ar 12.

Atrisinajums. Janovert€ skaitlu starpibu para un nepara ipasibas. Ja visi dotie skaitli ir ar
vienadu paritati, reizinajums dalas ar 4. Ja diviem skaitliem ir vienada paritate un otriem
diviem ir otra paritate, tad reizinajums dalas ar 4. Ja ir viens skaitlis, kuram ir citada paritate
neka 3 atlikusajiem, tad $ie 3 skaitli ar vienadu paritati, tie veido 3 parus, tapec 3 starpibas
bus para skaitli, tatad reizinajums dalas ar 4.

Dalamibai ar 3 aplukosim sekojosSas grupas (ka tresaja uzdevuma):

1) Skaitli kuri dalas ar 3: 3, 6,9, 12, 15, ...
2) Skaitli, kurus dalot ar 3, iegtst atlikumu 1: 1,4, 7, 10, 13, ....
3) Skaitli, kurus dalot ar 3, iegtst atlikumu 2: 2, 5, 8, 11, 14, ...

No dotajiem Cetriem skaitliem vismaz divi biis no vienas $§adas grupas. Vinu starpiba dalisies
ar 3.



Punktins. (B grupa) Matematiskas spéles. Isi atrisinajumi un komentari

16.11.2018

1. Marta un Anna spél€ skaitlu speli. Marta nosauc skaitli 1 vai 2, vai 3, vai 4. Tad Anna pieskaita
$im skaitlim arT vienu skaitli no 1 lidz 4, tad Marta izv€las skaitli no 1 Iidz 4, tad Anna un ta
turpina. Spé€le beidzas, kad viena no meiteném nosauc skaitli 40. Kura no meiteném var uzvarét
pareizi spelgjot?

Atrisindjums. Uzdevumu risina “no otra gala”, apliikojot spéles beigu situaciju. Ja nosauktais skaitlis
ir viens no skaitliem 36, 37, 38 vai 39, tad ta meitene, kurai ir gajiens, ir uzvarétaja. Kurs skaitlis bija
nosaukts, lai no minétajiem skaitliem ( no 36 — 39) nevarétu izvairities? Acimredzot, tas ir skaitlis
35. Lidzigi spriezot, atrodam, ka “slikto” skaitlu virkne ir 35, 30, 25, ...., visi tie skaitli, kuri ir skait]a
5 daudzkartni. Pirma meitene Marta nevar nosaukt skaitli 5, tatad uzvarosa stratégija ir Annai. Vina
secigi var nosaukt skaitlus 5, 10, 15, ... un 40.

2. lekarotaji ienem pils€tas. Divi speletaji pec kartas izvelas pilsetu (“iekaro” to), ja ta nav savienota
ar celu ar pretinieka iekaroto pils€tu. Zaude tas spélétajs, kur$ nevar izdarit gajienu. Kuram no
spelétajiem ir uzvarosa stratégija? Ir dotas 2 kartes

ooy L
Komentars. Pirmaja a) gadijuma var uzvarget otrais spélétajs, izveéloties pilsétas simetriski attieciba
pret kartes centru, kad pirmais spelétajs savu izveli ir izdarijis. Ja pirmajam sp&létajam ir gajiens, tad
ar1 otrajam tads ir. Gadijuma b) uzvaret var pirmais speléta;js, ja iesakuma izv€las vienu no apaksgjam
vidgjam pilsétam. Spéles gaita pirmais spéletajs ievero tadu pasu spéles stratégiju, ka aprakstits a)
gadijuma.

Attela paradits, ka jauzsak speli b) gadijuma. Sarkanie aplisi norada, ka tas pilsétas otrais speletajs

nevar izvéléties.

3. Uz galda ir a aboli, b bumbieri un ¢ cepumi. Divi spélétaji pec kartas nem tiesi divus dazadus
gardumus. Zaudg tas spEletajs, kurs nevar izdarit gajienu. Kur§ uzvargs, pareizi spelgjot, ja

a)a=1,b=2,¢=3; b)a=1l,b=4,c=4;c)a=2,b=4,c=6; d)a=7,b=9,¢c=15
Atrisinajums.

a) Pirmais speletajs nem abolu un cepumu. Tad otram sp€létajam janem bumbieris un cepums, tad
vel viens paris bumbieris un cepums paliek pirmajam spélétajam — vins uzvargjis.

b) Apskatisim visparigu gadijumu, kad 3 kaudzités ir priek§meti 1 un 2n un 2n. Saja gadijuma
uzvares otrais spéletajs, neatkarigi no pirma spélétaja izveles. Ja pirmais spélétajs nem vienigo
priekSmetu 1 un vienu no priekSmetiem 2n, tad atliek divas kaudzites, kuras ir 2n un 2n-1
priekSmets. Lidz ar to ir nepara skaits gajienu, tapec ped&jo gajienu izdaris otrais speletajs. Ja
pirmais spéletajs pec pirma gajiena atstdj 3 kaudzites, tad otrais speletajs atstaj 2n-2 un 2n-1
priekSmetu. Te ir para skaits gajienu (2n — 2), tapec atkal uzvar otrais speletajs. (Lidzigi sprieZot,
ja 3 kaudzités ir 1 un 2n+1, un 2n+1 priekSmeti, tad uzvarés pirmais spel&tajs.)



4. Viesnica ir 10 numuri, kur katrs no tiem ir seSvietigs. Katra numura dzivo pa vienam
viesim. Divi sp€létaji p&c kartas parvieto visus vienas istabas viesus uz citu numuru
ta, lai atbrivotu istabas, kur veikt remontu. Vairak ka 6 cilveki viena numura nedrikst
but. Zaude tas sp€létajs, kur§ nevar izdarit gajienu. Kur§ no spélétajiem var uzvarét
pareizi spelejot? Kas notiks, ja ir 15 trisvietigi numuri? Ja ir 18 ¢etrvietigi numuri?

Atrisinajums. Vispirms apliikosim gadijumu, kad atlikusi 3 numuri, kuros jau izvietoti visi
10 viesi. Tad divos no Siem numuriem biis ne vairak ka 6 cilvéki, kurus tad var izvietot viena
kop€ja numura, ta izveidojot divus numurus, kuros dzivo kopuma 10 cilveki, vinus viena
seSvietigd numura ietilpinat nevar. Ta ka katra gajiena atbrivojas viens numurs, tad gajienu
skaits ir para skaitlis un te uzvar otrais speletajs.

Ja ir 15 viesi, tad vinus var izvietot 5 trisvietigos numuros. Viena gajiena tiek atbrivots 1
numurs, tad var atbrivot 10 numurus, tas ir jaizdara para skaits gajienu. Uzvar€s otrais
speletajs.

Ja ir 18 viesi, tad vinus visus nevar izvietot ¢etros Cetrvietigos numuros, jo tur ietilps tikai
16. So viesu izmitinaSanai nepiecieSami vismaz 5 numuri. Atbrivot var 13 numurus, ta $aja
partija uzvares pirmais speletajs.



