Punktins. (A grupa) Skaitlu virknites
04.10.2019

Nodarbibas mérkis: macamies lasit uzdevuma tekstu un izprast, kas ir dots un kas ir prasits. Macamies
ieraudzit likumsakaribas, kuras piemit dotajam skaitlu virkném.

Piezime. Ar skoléniem japarruna termins “skaitla kvadrats”. leteicams pierakstit virkni s skaitlu
kvadratus (1; 4; 9; 16; 25; 36; 49 utml.)

1. Virkne pierakstiti skaitli 10, 15, 21, 4, 5. Katru divu blakus esoSo skaitlu summa ir kvadrats:
25, 36, 25, 9. Uzraksti vairakas piecu dazadu naturalu skaitlu virknites, lai katru divu sekojosu
skaitlu summa biitu tada pati, ka pieméra! Cik ir $adu virknisu?

Atrisinajums. leverosim, ka jau pirma virknes skaitla izvéle nosaka visus virknes skaitlus, jo tos
aprékina viennozimigi. Ta, piemé&ram, ja izvelas pirmo virknes skaitli 15, tad nakamais virknes skaitlis
ir 10, lai pirmo divu skaitlu summa biitu 25. TreSais skaitlis tad ir 26, lai otra un tresa skaitlu summa
ir 36. Tom@r tresais skaitlis 26 ir par lielu, lai vargtu izveidot tre$a un ceturta skaitlu summu 25. Tapéc
pirmais virknes skaitlis 15 neder.

Aplukotais piemérs parada, ka ir janosaka virknes skaitlu iesp&jamas veértibas. Te japievers uzmaniba
pedgjiem diviem skaitliem, kuru summai ir jabiit 9. Ir izdevigi virkni konstruét no beigam. Pedg&jais
skaitlis var biit viens no skaitliem 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 vai 8. Tad iesp€jamas ir 8 dazadas virknes. Tas der
parbaudit. Ievérojot, ka virkn€ ir jabut dazadiem skaitliem, virkne, kas beidzas ar 2, neder: 7, 18, 18,
7, 2, jo taja ir divi vienadi skaitli. Pargjas septinas virknes izveidot var:

6,19,17,8,1 10, 15, 11, 4,5 13,12,24,1,8
8,17,19,6,3 11, 14,22,3,6
9,16, 20,5,4 12,13,23,2,7

2. Kadu garako dazadu naturalu skaitlu virkniti vari izveidot, lai blakus esoSo skaitlu summas
atkartotos 25, 36, 25, 36, 25, ...?

Atrisinajums. Lidzigi ka ieprieks$€ja uzdevuma ir jaievero, ka virknes skaitli nedrikst parsniegt 24.
Katrs virknes skaitlis, iznemot pirmo un peédgjo, piedalas divu summu veidoSana — gan ka skaitla 25
saskaitamais, gan ka skaitla 36 saskaitamais. Apskatisim visas divu skaitlu summas, kas ir 36 un atbilst
mingtajiem nosacijumiem:

36=24+12=23+13=22+14=21+15=20+16=19+17

Virknes skaitliem jabuit dazadiem, tapéc 18 + 18 neder. Lai minétos skaitlus izmantotu ka skaitla 25
saskaitamos, tiem atbilstosi japieskaita: 24 +1;12 +13;23+2;13+12;22+3;14+ 11,21 +4;15
+10;20+5;16+9;19+6;17+8

Siem saskaitamajiem (skaitliem 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8;9; 10; 11, iznemot 12 un 13) japieskaita lielaki skaitli
neka 24, lai iegiitu 36. Tapéc visgarako virkni iegiisim, ja virkne saturés gan 13, gan 12:

2,23,13,12,24,1, 35

Sada virkné ir 7 skaitli. Otrs variants satur tos pasus skaitlus otrada seciba.



3. Vai vari sakartot virknité visus naturalus skaitlus no 4 lidz 12 ta, lai katru divu blakus esoSo
skaitlu summa ir kada skaitla kvadrats?

Atrisinajums. Divu lielako skaitlu summa ir 11 + 12 = 23. Vienigie iesp&jamie skaitlu kvadrati, kurus
var izveidot, ir 9 un 16. Apskatisim visas iesp&jamas divu skaitlu summas, kas ir 9 vai 16:

9=4+5; 16=12+4=11+5=10+6=9+7

Neviena Saja summa nepiedalas skaitlis 8, tapéc prasito virkni izveidot nevar.

4. Virkné kaut kada seciba ir pierakstiti visi naturali skaitli no 1 l1idz 10. Tiem aprekinatas katru
divu blakus esoSo skaitlu summas. Sakarto dotos skaitlus virkné ta, lai minétas blakus esoSo
skaitlu summas biitu visi skaitli no 7 lidz 15! Izveido vismaz divas dazadas skaitlu virknes!

Atrisinajums. Virknes skaitlus apzZime@sim sekojosi:
a,b,cdefghij

Saskaitot katrus divus blakus esoSos skaitlus iegtist visus skaitlus no 7 Iidz 15. Katrs no skaitliem
b, c,d, e, f, g, h,ipiedalas divas $adas summas. Kopgjo skaitlu no 7 lidz 15 summu var aprékinat
divos veidos:

7+8+9+10+11+12+13+14+15=99
at+2(btct+d+e+f+g+h+i) +j =99
Visu skaitlu no 1 Iidz 10 summa ir 110, tad 99 = 110 —a — j

No kurienes var secinat, ka pirma un p&dgja virknes skaitlu summa ir 11. Sie skaitli var bat, pieméram,
1 un 10. M&ginasim izveidot virkni, sakot ar 1, iegiistot rezultatus 7, 8 un ta turpinasim:

1,6,2,7,3,8,4,9,5, 10
Te katru divu blakus eso$o skaitlu summas ir visi secigie skaitli 7, 8, 9, ..., 15.
Citu virkni var izveidot, izv€loties pirmo un pédgjo skaitli, piem&ram, 3 un 8:
3,9,4,10,5,6,1,7,2,8

Ir iesp&jami arf citi atrisinajumi.



Punktins. ( A grupa) Pelite un siers
11.10.2019

Nodarbibas mérkis: aplikot kombinatorialas geometrijas uzdevumus; vingrinat telpisko iztéli;
macities orientéties karté péc noradem.

Piezime. Lai labak izprastu, ka aprékinat variantu vai kombinaciju skaitu, ieteicams uzrakstit visus
iesp&jamos doto elementu sakartojumus.

1. Pelite dzivo pagraba, kura ir 6 x 6 kambari, kur starp katriem diviem blakus esoSiem kambariem
ir durvis. Sobrid vina atrodas kambari, kas apziméts ar P, un ir saodusi, ka kambari X ir siers.
Vinai ir instrukcija, starp kuriem kambariem ir atvértas durvis, ta ka vina zina, vai ejot
pagriezties pa labi vai pa kreisi. Parbaudi, vai ar sekojoSu instrukciju pelite nonaks pie siera:
L(2), K, L, L?), L, L, K(2),K,L, L@3),L,K,L(2),K!
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Paskaidrojums: Ja pelite atrodas kambari P, tad otraja att€la noradits, kur pelitei ir labas puses L
un kreisas puses K durvis, kad vina skatas siera virziena. Skaitlis 2 (vai 3) iekavas norada, ka
pelite iziet cauri divam (vai trim) durvim viena virziena. Pagrieziens pa labi vai kreisi javeic
attieciba pret nupat izdarito gajienu. Cela piemeérs:

L; K2); K; L; L(3); L(2); L
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Atrisinajums. Pelite nonaks blakus kambarf:

[
1] [

Piezime. Celu vieglak uzzimet, ja riitinu kvadratu pagrieZ dota gajiena virziena uz augsu.



2. Kads ir garakais cel§ no pelites kambara Iidz kambarim, kur glabajas siers, ja vina jebkura
kambarf ieies ne vairak ka vienu reizi? Uzzimé $adu celu! Uzraksti §1 cela instrukciju L un K
terminos, nosakot, uz kuru pusi pelite ir pagriezusies sava kambari.

X

Atrisinajums. Dotaja pagraba ir 36 kambari. Pelite veiks garako celu, ja vina izies cauri visiem
kambariem, tas ir, cauri 35 durvim. Vinas cel$ varétu biit, piem&ram, $ads:

111 m
L] [

Lai ka ar1 mes pulétos uzzimét celu cauri visam riitinam, vienmer paliek viena riitina, kura pelites cel§
neieiet. Kapec tas ta ir? Iekrasosim ritinu kvadratu ka Saha deliti:

111 m
LT | L

Cels secigi iet caur melnu — baltu — melnu — baltu - ... ratinam un beidzas atkal ar melnu ratinu.
Kopuma cela ir 18 melnas riitinas un tikai 17 baltas, jo cel§ sakas un beidzas ar melnajam rutinam.
Tapéc kaut kada balta riitina $aja cela netiks ieklauta. Garakais celS satur 34 solus jeb pelite izies caur
34 durvim.

Attela noradita cela instrukcija (ja pelite 11dzigi ka pirmaja uzdevuma skatas siera virziena): K; K;
KB K K L L KK L L K K(2); K@) L LB): K KE); L L)



3. Kads ir 1sakais cel§ no kambara, kur atrodas pelite [idz kambarim, kura ir siers? Cik ir tadu
1sako celu?

Atrisinajums. Sajad uzdevuma pelites parvietoSanos noteiksim citadi. Ieveérosim cCetrus virzienus
attieciba pret doto zim&juma novietojumu. Tie bis: uz augsu, uz leju, pa labi, pa kreisi:
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Pelite veiks Tsako celu, ja vina parvietosies tikai pa labi un uz augsu, piemeéram:

T X

Te pelites celu var aprakstit $adi: La, A, La, A, A, La.

Ieveérosim, ka visi $adi 1sakie celi atrodas kvadrata 4 x 4 robezas. Tapeéc parformulésim uzdevumu
citadi:

Cik dazadi celi ir kvadrata 4 x 4 no kreisd apakséja stiira uz labo augséjo, izmantojot tikai gajienus
pa labi (L) un uz augsu (4)?

Atzimésim, cik veidos var noklat katra riitina, ejot no kreisas apaksgjas ritinas:

Blakus rutinas katra var nokliit tikai viena veida; diagonalaja blakus rtitina var noklit 2 veidos; visas
apaks€jas un visas kreisajas riitinas var nokliit tikai viena veida:
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Riatina * var noklat tikai no tam ritinam, kas atrodas tai apaksa, vai no tas, kura ir no ritinas * pa
kreisi, tapéc kopuma ir 3 celi, ka noklat riitina *:

1 |

1 1
112 |* L (2 |3
P|1 |1 |1 PJ1 (1 |1

Ta varam péc kartas katrai riitinai aprékinat, cik veidos var taja noklit, summegjot to variantu skaitu,
kas noradits riitinas pa kreisi un apaks$a no dotas riitinas:

1 |4 (1020
1L {3 |6 |10
L (2 |3 |4
PI1 |1 |1

Pavisam ir 20 daZadi 1sakie celi, ka pelite no sava kambara var nokliit pie siera.



4. lezimetais kambaris ir aizslegts, pelite taja ieklut nevar. Cik tagad ir 1sako celu Iidz sieram?

Atrisinajums. Te jaievero tas pats princips, ka iepriek$¢ja uzdevuma — katrai raitinai jasaskaita blakus

eso$o riitinu (apaksgjas un rutinas pa kreisi) celu skaits:

1[4 |4 |8 1 4 |11 |1
1|3 4 1 3|7 1
1|2 |3 |4 1 3|4 1
Pl1 |1 |1 P 1|1 P

Pelitei aizslégto durvju gadijuma ir iesp&jams pie siera nokliit pa 8, vai pa 11, vai 7 celiem atbilstosi.
Ieverosim, ka treSaja gadijuma ir pat viens neaizslégts kambaris, kura pelite nevar iekliit, ejot tikai pa

labi un uz augsu.

5. Pie ieejas pagraba ir 4 pakapieni. Pelite ir izdomajusi $adu rotalu — uzlekt pa pakapieniem
dazados veidos — vai nu uzlecot uz katra pakapiena péc kartas, vai parlecot uzreiz visiem
pakapieniem pari, vai arT citadi. Cik veidos pelite var uzlekt augsa pa Siem 4 pakapieniem?

Atrisinajums. Pelite lec augsa, tapec katra l€cienu s€rija beigsies tiesi ar ceturto pakapienu. Pelite uz
pirmajiem trim pakapieniem var neuzlekt vispar, vai var uz katra pakapiena uzlekt vienu reizi, vai lekt
citadi. Pierakstisim visas ieSpgjas:

Pelite uzlec uz 1, 2, 3, un 4 pakapiena: 1, 2, 3, 4

L&cienu varianti:
1,2,3,4

1,2,4

1,34

2,3,4

1,4

2,4

3,4

4

Kopuma ir 8 dazadi 1€cienu varianti.

Piezime. Uzdevumu var risinat arT citadi. Pelite uz katra no trim pirmajiem pakapieniem vai nu uzlec,
vai neuzlec. Ir divas iespgjas, vai pelite uzleks uz pirma pakapiena. Tas kombingjas ar divam iesp&jam
uzlekt uz otra pakapien, tapat divam iesp&jam uzlekt uz tresa pakapiena. Uz ceturto pakapienu jauzlec
jebkura gadijuma. Variantu skaits ir aprékinams sekojosi:

2:2:-2=8




6. Pelite ir izdomajusi jaunu rotalu — vina 1eka pa 4 pakapieniem, lai tiktu augsa, uz katra
pakapiena uzlecot tiesi vienu reizi. Cik veidos vina to var izdarit?

Atrisinajums. Ceturtais l[&€ciens vienmer ir tieSi uz ceturto pakapienu. Dazadie l&cienu varianti ir uz
pirmo, otro un tre$o pakapienu. Pienemsim, ka pelite izv€las, vai vina uz pirma pakapiena uzleks
pirmaja vai otraja, vai tresaja leciena. Ja vina So izveli ir izdarTjusi, tad vinai atliek divas iespgjas, ka
noteikt, kur§ Ieciens atgadisies uz otra pakapiena, tad treSajam pakapienam l€ciena kartas numurs ir
noteikts. Kopuma ir 3 - 2 - 1 = 6 dazadi l&cienu varianti.

Pierakstisim tos:
1,2,3,4
1,3,2,4
2,1,3,4
2,3,1,4
3,1,2,4
3,2,1,4

Padomu un iedvesmas avots:
Andras Szilard. Elementary combinatorial geometry. GIL Publishing House, 2007



Punktins. (A grupa) Skaitlu pieraksts
18.10.2019

Nodarbibas meérkis: lepazit naturalo skaitlu decimala pieraksta 1pasibas; pielietot ieprieksgjas
nodarbibas apliikotas kombinatoriskas metodes.

Piezime. Termins “ciparu summa’ uzdevumos jasaprot ka atbilstoSo viencipara skaitlu summu.

Kada lietaina pecpusdiena Punktins un Antonija uzdeva viens otram atjautibas uzdevumus.

1. Antonija jautaja: “Cik reizes skaitlos no 1 lidz 100 atkartojas cipars 4? *“. “Cik vienkarss
jautajums,” Punktins pasméjas. “Tas ir...” Ko vins§ atbildgja?

Atrisinajums. Ir desmit skaitli no dotajiem 100, kuriem vienu $kira ir cipars 4. Tie ir skaitli 4,
14, 24, ... 94. Ir 10 skaitli, kuriem desmitu $kira ir cipars 4. Tie ir 40, 41, ... 49. Kopuma starp
skaitliem no 1 Iidz 100 cipars 4 sastopams 20 reizes.

'9,

2. “Bet tu pasaki, kada ir ciparu summa visiem skaitliem no 1 Iidz 100
Punktins.

ierosinaja

Atrisinajums. leverojot ieprieks€ja uzdevuma rezultatu, zinam, ka katrs cipars skaitlos no 1 lidz
99 atkartojas 20 reizes. Tad So ciparu summa ir

1+2+3+4+5+6+7+8+9)-20=45-20 =900

Neaizmirsisim, ka jasumme cipari pirmajos 100 skaitlos, tapec So ciparu summa ir 901.

3. Antonija izdomaja Tpasu skaitli — ta pirmais cipars ir par 2 mazaks neka skaitla pargjo
ciparu summa un skaitla pieraksta nav nevienas nulles. Punktinam radas virkne
jautajumu: a) Kads var€tu bt trisciparu skaitlis, kura simtu cipars ir 7; b) kads varétu
bt vislielakais iesp&jamais Sada veida skaitlis; ¢) Cik pavisam ir §adu piecciparu skaitlu?

Atrisinajums.

a) Ja trisciparu skaitlim simtu cipars ir 7, tad par€jo ciparu summa ir 9 saskana ar uzdevuma
nosacijumiem. Ciparu summu 9 var iegit 8 dazados veidos. Katru $adu saskaitamo pari var
pierakstit divos veidos. Pieméram, 772; 727. Uzraksti visas iesp&jamas atbildes!

b) Vislielakais cipars ir 9. Par divi lielaks ir skaitlis 11. Tap&c vislielakais $ads prasitais skaitlis
ir911111111111.

c¢) Vismazakais prasitais piecciparu skaitlis ir 21111. Desmittiikstosu jeb pirmais cipars var bt
jebkurs cipars no 2 lidz 9. Ja pirmais cipars ir 2, tad ir tikai viens atbilstoSs skaitlis. Jaapliko
visas iesp&jamas summas no cetriem nenulles cipariem, kuru summa ir 5, 6, 7, 8,9, 10 un 11.
Te javeic sistematiska izpete. Vispirms katrai no summam nosakam atbilstoSo ciparu
komplektu, piem&ram:

Apskatam skaitli, kura desmittikstoSu cipars ir 8. Pargjo Cetru ciparu summa ir 10. Summu
desmit no Cetriem cipariem veido sekojoSie ciparu komplekti, kurus var sakartot dazados
veidos:



Ciparu komplekts Dazadu sakartojumu skaits

1,1,1,7 4
1,1,2,6 12
1,1,3,5 12
1,144 6
1,2,2,5 12
1,234 24
2,224 4
2,233

Aplukosim dazus piemérus, kadus skaitlus var izveidot no dotajiem komplektiem.
Komplekts 1,1,1,7. Ciparu 7 var novietot jebkura no ¢etram pozicijam, iegiistot skaitlus:
81117; 81171; 81711; 87111

Komplekts 1,1,2,6. Ja ciparu 2 izvieto jebkura no ¢etram pozicijam, tad ciparu 6 var izvietot
jebkura no 3 brivajam pozicijam — tie ir 12 varianti, jo ciparus 1 un 1 izvieto atlikuSajas divas
pozicijas. Piem&ram:

81126; 82116; 82161 un tamlidzigi.

Komplekts 1,1,4,4. Vienados ciparus 1 un 1 var izvietot seSos dazados veidos, atlikuSajas
pozicijas raksta ciparus 4. legiist skaitlus

81144; 81414; 81441; 84114; 84141, 84411.
AtlikuSos gadijumus ieteicams izpétit patstavigi.

Izpétot visas iespgjas, var aprékinat, ka prasito pieccipara skaitlu skaits ir 314.

4. Punktina uzdevums: Piecciparu skaitli ir sastaditi tikai no cipariem 1, 2 un 3 un katrs
tads skaitlis satur vismaz vienu ciparu 1, vismaz vienu ciparu 2 un vismaz vienu ciparu
3. Cik starp Siem skaitliem ir tadi, kur katri divi blakus esoSie cipari atSkiras par 1?

Atrisinajums. Ja blakusesoSie cipari atSkiras par 1, tad skaitli blakus var atrasties cipari 1 un 2
vai 2 un 3. Cipari 3 un 1 blakus atrasties nevar. Tas nozimé, ka dotajos skaitlos katrs otrais
cipars ir 2. Tad cipari 2 var tikt izvietoti vai nu nepara, vai para pozicijas:

222 vai 22
Pirmaja gadijuma atlikuSajas pozicijas var izvietot ciparus 1 un 3 vai 3 un 1, iegiistot divus

mekletos skaitlus. Otraja gadijuma iesp&jami 2 dazadi ciparu komplekti: 1, 1, 3 wvai 1, 3, 3.
Katru komplektu var izvietot 3 veidos. Ir iesp&jami 8 dazadi skaitli:

21232; 23212; 12123; 12321; 32121, 12323; 32123; 32321



5. Antonijas jautajums: divciparu skaitla ciparu summa ir 13. Ja dotajam skaitlim pieskaita
27, tad iegist skaitli, kuram dota skaitla cipari ir pierakstiti otrada seciba. Kas tas par
skaitli? Punktin$ papildinaja — atrodi tadus divciparu skaitlu parus, kuriem cipari otrada
seciba un kuru starpiba ir 18!

Atrisindjums. Ir sesi skaitli, kuriem ciparu summa ir 13, tie ir 67; 76; 58; 85; 49; 94. Tikai
vienam parim no Siem skaitliem starpiba ir 27:
85-58 =27
Tapéc mekletais skaitlis ir 58.
Atbildi uz Punktina jautajumu ir viegli uzminét. Pienemsim, ka dota skaitla desmitu cipars ir

3. Tam pieskaitot 18, vienu cipars biis 3. Ir tikai viens viencipara skaitlis, kuram, pieskaitot 8§,
iegiistam summu 13. Tas ir skaitlis 5. Tad dotais skaitlis varétu bt 35. Parbaudam:

35+ 18 =53
Lidzigi var atrast visus divciparu skaitlu parus, kuru starpiba ir 18:
(13; 31), (24; 42), (35; 53), (46; 64), (57;75), (68; 86), (79;97)
Kada 1pasiba piemit katram no Siem skaitliem? (katra skaitla ciparu starpiba ir 2)
Komentars. Pamanito IpaSibu var visparinat: ja divciparu skaitla ciparu starpiba ir n, tad dota

skaitla un skaitla, kas pierakstits otrada seciba, starpiba ir 9n. Uzdevumu, ka ari min&to ipasibu,
protams, var atrisinat ar1 vispariga, algebriska veida.

6. Bérni pat nepamanija, ka lietus pargajis un lauka sacis kréslot, jo vini méginaja atrisinat
sekojoso miklu: Katra kvadrata 2 x 2 riitind ir ierakstits viens no skaitliem no 1 lidz 9.
Ta var iegiit Cetrus divciparu skaitlus, kurus saskaita 52 +19 + 51 +29 = 151. Kadus
skaitlus jaieraksta riitinas, lai to divciparu skaitlu summa biitu 100? (interesanti, ka katrs
no abiem bérniem ieguva citu rezultatu)

5 2

Atrisinajums. Divciparu skaitlus izveido no cipariem, kas izvietoti rindas un cipariem, kas
izvietoti kolonas, skaitot no augSas uz apaksu. Ir iesp€jams atrast vairakus atrisinajums,
piemé&ram,

Uzdevuma nebija prasits, lai tabula biitu ierakstiti dazadi cipari.



