Punktins. (B grupa) Skaitlu virknites
04.10.2019

Isi atrisin@jumi un komentari

1. Virkng pierakstiti vairaki skaitli 10, 15, 21, 4, 5. Katru divu blakus esoSo skaitlu summa ir
kvadrats: 25, 36, 25, 9. Uzraksti visas iesp&jamas piecu dazadu naturalu skaitlu virknites, lai
katru divu sekojosu skaitlu summa biitu tada pati, ka pieméra!

Atrisinajums. PEdgjo divu virknes skaitlu summa ir 9, ko var sastadit 8 veidos. Virkni konstrug, sakot
no beigam. Pieméram, ja izvelamies pedgjo skaitli 8, tad aprékinam visus virknes skaitlus un
iegiistam

13,12,24,1,8

Kopuma var iegiit 7 dazadas virknes, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem. Virkne, kas beidzas ar 2,
neder (parbaudi, kapéc neder!).

2. Kadu garako dazadu naturalu skaitlu virkniti vari izveidot, lai blakus esoSo skaitlu summas
atkartotos 25, 36, 25, 36, 25, ...? Pamato, ka virknite ir garaka!

Atrisindajums. leveérosim, ka virknes skaitli nedrikst parsniegt 24. Katrs virknes skaitlis, iznemot
pirmo un p&dgjo, piedalas divu summu veidoSana — gan ka skaitla 25 saskaitamais, gan ka skaitla 36
saskaitamais. Apskatisim visas divu skaitlu summas, kas ir 36 un atbilst min&tajiem nosacijumiem:

36=24+12=23+13=22+14=21+15=20+16=19+17

Virknes skaitliem jabit dazadiem, tapéc 18 + 18 neder. Ja virkng ir icklauts kads So skaitlu paris, tad
tiem japieskaita skaitli, kas mazaki par 12 (iznemot saskaitamos 12 un 13), lai summa iegtitu 25. Lidz
ar to no apliikotajam summam var izvéleties augstakais divus skaitlu parus, lai iegiitu garako virkni,
kura ir 7 skaitli :

2,23,13,12,24,1, 35

Otrs variants satur tos pasus skaitlus otrada seciba.

3. Sakarto skaitlus no 1 Iidz 17 virkné ta, lai katru divu blakus esoSo skaitlu summa ir kada
skaitla kvadrats! Vai vari izveidot vairakas tadas virknes?

Atrisinajums. Lielako divu skaitlu no dotajiem summa ir 16 + 17 = 33. Iesp&jamie skaitlu kvadrati,
kurus var iegit, tad ir 4, 9, 16 un 25. Pierakstisim visas iesp€jas, ka Sos kvadratus var iegit:

4=1+3

9=1+8=2+7=3+6=4+5
16=1+15=2+14=3+13=4+12=5+11=6+10=7+9
25=17+8=16+9=15+10=14+11=13+12

Saja saraksta atrodam, ka skaitli 16 un 17 katrs piedalas tikai viena summa — tapéc virkne saksies ar
16 un beigsies ar 17 vai otradi. Tikai skaitli 1 un 3 katrs piedalas trijas summas, pargjie skaitli piedalas
katrs tieSi divas summas — tas nozimé, ka virkni var izveidot viennozimigi (pamato, kapéc virkné
nevar secigi ieklaut skaitlus 1 un 3!):

17,8, 1, 15,10, 6, 3,13, 12,4,5,11,14,2,7,9, 16



4. Doti naturali skaitli no 1 Iidz 10. Tiem aprékinatas katru divu blakus esoSo skaitlu summas.
Vai vari dotos skaitlus sakartot virkng ta, lai minétas blakus esoSo skaitlu summas biitu visi
skaitli no 7 lidz 15? Izveido vismaz divas dazadas virknes!

Atrisindjums. Visu skaitlu no 7 [idz 15 skaitlu kopgja summa ir 99. Katrs virknes skaitlis $aja summa
ietilpst divas reizes, iznemot pirmo skaitli a un p&dg&jo skaitli b. Skaitlu no 1 lidz 10 kop&ja summa S
= 55. No Sejienes seko

25—a—-b=99
a+b=110-99 =11
Virknes pirma un p&dgja skaitlu summai ir jabit 11. Tad $ie skaitli var bt (5; 6), (7; 4), (8; 3), (9; 2),
(10; 2).
Virknes var izveidot, piem&ram, $adas:
1,6,2,7,3,8,4,9,5,10
3,9,4,10,5,6,1,7,2,8

Komentars. levérosim, ka abi pieméri izveidoti, ievérojot zinamu skaitlu ciklisku kartibu. Pirmaja
virkn€ katru divu skaitlu summas ir visi skaitli no 7 Iidz 15 p&c kartas. ArT otraja virkng ir ieverota
zinama skait]u seciba (pirmo piecu skaitlu cikliska kartiba ir izvietota nepara pozicijas - 3, 4, 5, 1, 2).
Rodas jautajums, vai iesp&jams konstruét tadus piemerus, kur skaitli izvietoti bez cikliskas kartibas.
Ja, to var izdarit, piem&ram:

1,6,8,4,9,2,7,3,5,10

5. Virkné patvaliga seciba ir uzrakstiti skaitli no 1 1idz 6. Veic sekojoSus aprékinus: summe otro
skaitli ar treSo; ceturto skaitli ar piekto; aprékina starpibas pirmajam un otrajam skaitlim;
treSajam un ceturtajam; piektajam un sestajam skaitlim no lielaka skaitla atnemot mazako.
Vai iesp&jams dotos seSus skaitlus izvietot virkné ta, lai rezultata iegiitu visus dazadus skaitlus
no 1 [idz 5? Varbit no 3 lidz 7? Kadu secigu skaitlu virkni var iegiit ka rezultatu?

Atrisinajums. Pienemsim, ka dotos skaitlus ir izdevies izvietot:
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Skaitlu summas b + c un d + e un starpibas |a — b| ; |c — d|; |e — f| pienem vértibas 1, 2, 3, 4
un 5 kaut kada seciba. Apskatisim visas iesp€jas, ka var iegiit skaitlus 1, 2, 3, 4, 5:

5=1+4=2+3=6-1
4=1+3=6-2=5-1
3=1+2=6-3=5-2=4-1
2=6-4=5-3=4-2=3-1
1=6-5=5-4=4-3=3-2=2-1

Ka summu var iegit tikai skaitlus 3 un 4 (viena veida), un 5. Aplikojot $1s summas secinam, ka
divas dazadas summas b + c un d + e no Cetriem dazadiem skaitliem nevar iegiit.



Otrs gadijums. Ja ka rezultatu ir jaiegtist visus skaitlu no 3 1idz 7, tad apskatisim tris dazadas
starpibas |a — b| , |c — d| un |e — f| no visiem dotajiem skaitliem, kuras ir dazadi skaitli. Ka
starpibu var iegit tikai skaitlus 3, 4 un 5:

5=6-1

4=6-2=5-1

3=6-3=5-2=4-1

Ka redzam, tris dazadas starpibas no visiem seSiem dazadiem skaitliem iegiit nevar.

Vai vispar var iegiit secigu skaitlu virkni ka min€to darbibu rezultatu? Ja, var iegiit visus skaitlus no
2 lidz 6:

6,2,3,51,4
Te 6-2=4;2+3=5;5-3=2;,5+1=6; 4-1=3



Punktins. (B grupa) Pelite un siers
11.10.2019

Isi atrisinajumi un komentari

1. Pelite dzivo pagraba, kura ir 6 x 6 kambari, kur starp katriem diviem blakus esoSiem kambariem
ir durvis. Kads ir garakais cel§ no pelites kambara Iidz kambarim, kur glabajas siers, ja vina
jebkura kambari ieies ne vairak ka vienu reizi? Uzzime §adu celu un pamato, ka tas ir garakais
iesp&jamais cels!

Atrisinajums.

Iekrasosim riitinu kvadratu ka Saha deliti un konstruésim kadu garaka cela pieméru:

|
AN p==

Cels secigi iet caur melnu — baltu — melnu — baltu - ... rGtinam un beidzas atkal ar melnu ritinu. Kopuma
cela ir 18 melnas ritinas un tikai 17 baltas, jo cel§ sakas un beidzas ar melnajam riitinam. Tapéc kaut
kada balta riitina Saja cela netiks ieklauta. Garakais celS satur 34 solus jeb pelite izies caur 34 durvim.

2. Kads ir 1sakais cel$ no kambara, kur atrodas pelite lidz kambarim, kura ir siers (skat. 1.
uzdevuma attelu)? Cik ir tadu 1sako celu?

Atrisinajums. Pelite visatrak sasniegs siera kambari, ja péc dotas kartes virzisies tikai pa labi un uz
augSu. Noteiksim dazado celu skaitu, pa kuriem pelite var noklit kada no kambariem. Skatoties péc
kartes, kada kambarf jeb ratina vina var iekltt vai nu no apaksgjas rutinas, vai no ritinas pa kreisi. Tapéc

un apakseja).

Katra riitina ierakstisim celu skaitu, ka tur var noklit:

I |4 (1020
I |3 |6 |10
I (2 (3 |4
Pl |1 1

Pavisam ir 20 dazadi celi, ka pelite visatrak var noklit pie siera.



3. lezimétais kambaris ir aizslégts, pelite taja ieklut nevar. Cik tagad ir 1sako celu Iidz sieram?

Atrisinajums. Pelite pie siera var atbilstosi nokltit pa 8; pa 11; pa 7 dazadiem celiem:

1 |4 |4 |8 11 |4 (11| |1 |1 |3 |7
1 (3 4 1 3|7 1 2 |4
12 |3 |4 1 (2 (3 |4 1 (2 |2 |2
P|1 |11 Pl1 |1 |1 ]]|P|1

4. Pie ieejas pagraba ir 6 pakapieni. Pelite ir izdomajusi $adu rotalu — uzlekt pa pakapieniem dazados
veidos — vai nu uzlecot uz katra pakapiena péc kartas, vai parlecot uzreiz visiem pakapieniem
pari, vai ari citadi. Cik veidos pelite var uzlekt pa Siem 6 pakapieniem?

Atrisinajums. Pelites ped€jais 1€ciens vienmer ir uz sesto pakapienu. Uz katra no pirmajiem pieciem
pakapieniem vina var uzlekt vai neuzlekt. Ir divi varianti, vai pelite uz kada pakapiena uzleks vai
neuzleks, tie kombingjas sava starpa. Tapéc dazado l&cienu variantu skaitu var aprékinat sekojosi:

2:2:2-2-2=32

Ir 32 dazadi veido, ka pelite var uzlekt augsa.

5. (*) Pelitei ir pagraba karte — kvadrats ar 6 x 6 rutinam. Vina noklaj karti ar atbilstosa izméra
domino kauliniem (domino noklaj tieSi 2 ritinas, visas ritinas parklatas, domino nekur
neparklajas). Pelite pamanija, ka lai arT ka vina izvieto domino kaulinus, uz kartes vienmér paliek
vismaz viena taisna linija no vienas kartes malas 11dz otrai, kas nav parklata ne ar vienu domino
kaulinu. Paskaidro, kapéc ta ir!

Atrisindjums. Pelite var noklat karti ar 18 domino kauliniem. Apskatisim taiSnu nogrieznus, jeb linijas,
kas sadala karti rtitinas - ir 5 vertikalas un 5 horizontalas linijas. Pienemsim, ka ir tads parklajums, kura
ir atrodama linija, kuru parklaj nepara skaits domino kaulinu.

Pieméram:

Piemera otra vertikala linija ir parklata ar 3 domino.



Linija, kura parklata ar nepara skaitu domino, sadala kvadratu divas dalas, kur katra dala ir para skaits
ritinu. Nepara skaita domino uz §is linijas katra no dalam parklaj nepara skaitu riitinu. Atlikusas ritinas
katra dala arT ir nepara skaita — tas nevar pilniba parklat ar domino, jo katrs domino parklaj tiesi divas
riitinas.

Tapeéc nav tadas Iinijas, kuru parklaj nepara skaits domino. Katru vertikalo vai horizontalo Itniju parklaj
2 vai 4, vai 6 , vai neviens domino.

Pienemsim, ka katra Iinija parklata vismaz ar diviem domino kauliniem. Ir 10 linijas, kuru parklaSanai
ir nepiecieSsami vismaz 20 domino kaulini, bet kvadratu var parklat ar 18 kauliniem. Tatad pien@mums
ir nepareizs — ir vismaz viena taisna linija, kas nav parklata ar domino kauliniem.

(*) Uzdevums no gramatas: Andras Szilard. Elementary combinatorial geometry. GIL Publishing
House, 2007



Punktins. (B grupa) Skaitla pieraksts
18.10.2019

Isi atrisinajumi un komentari.

1. Desmitciparu skaitli ir sastaditi tikai no cipariem 1, 2, 3. Cik starp tiem ir tadu skaitlu, kur katri
divi blakusesoSie cipari atSkiras par 1?

Atrisinajums. Skaitli blakus var atrasties cipari 1 un 2 vai cipari 2 un 3. Tapéec skaitla nepara pozicijas
ir visi cipari 2 vai arT cipari 2 izvietoti para pozicijas. Starp cipariem 2 atliek 5 brivas pozicijas, kuras
izvieto ciparus 1 un 3. Katra no piecam pozicijam var atrasties vai nu cipars 1, vai 3. Kopuma tie ir 32
varianti. Vadoties no ciparu 2 izvietojuma, variantu skaits ir 64. Ja pienemam, ka katra skaitli ir vismaz
viens cipars 1 un vismaz viens cipars 3, tad mekl&to skait]u skaits ir 62.

2. Katra kvadrata 2 x 2 rutina ir ierakstits viens no skaitliem no 1 11dz 9. Ta ieguva Cetrus divciparu
skaitlus, kurus saskaitija 52 + 19 + 51 + 29 = 151. Kadus skaitlus jaieraksta riitinas, lai to
divciparu skaitlu summa biitu 100?

Atrisinajums. Kvadrata izvietotos ciparus apzimésim a, b, c, d:

c | d

No §im cipariem izveido divciparu skaitlus, kurus summe:
ab + cd +ac + bd
Izveérsot darbibas decimalaja pieraksta, mums ir jaatrisina sekojoSais vienadojums:
10a+b+10c+d+10a+c+10b +d =100
Saisinot
20a + 11(b +c) + 2d = 100

Ievérosim, ka summa b + C ir para skaitlis, kas var pienemt vértibas 2; 4; 6; 8. Lielaka par 8 §T summa
nevar bit, jo tad kreisas puses izteiksme biitu lielaka par 100. ArT ar 8 $1 izteiksme nevar biit vienada,
jo tad

20a + 2d > 100 - 88 =12
Pienemsim, ka b+c=2,tadb=c=1tad
20a+2d =78 jeb 10a+d = 39
Tad a=3 un d=9.

Lidzigi apskata par€jos gadijumus, kad summa b + ¢ ir 4 vai 6.



Kopuma ir 9 dazadas atbildes:

3. Atrisini ABC + AB + C = 300!
Atrisindjums. Pierakstisim doto izteiksmi decimalaja pieraksta un vienkarSosim to
1004+ 10B+ C + 104+ B + C = 300
1104 + 11B + 2C = 300
Cipars A nevar biit 3 vai lielaks, jo tad vienadibas kreisa puse biitu lielaka par 300. Tapéc A ir 1 vai 2.
JaA=1tad 11B + C = 190.
Bet lielaka iesp&jama 11B + C summa neparsniedz 108 (108 = 99 + 9).

JaA=2,tad 11B + C = 80. levérojam, ka B ir para skaitlis (skat. ieprieks€jo vienadojumu ar A, B,
C), bet C ir viencipara skaitlis. Te ir tikai viens atrisinajums B = 6, bet C = 7. Skaitlis ABC = 267.

4. Atrisini ABC = AB + BC + CAl
Atrisinajums. Risina 11dzigi ka ieprieks§€jo uzdevumu:
100A+10B+C=10A+B+10B+C+10C + A
894 =10C + B
SekoA=1, B=9, C=8

5. Atrodi 4 dazadus ciparus, lai AB + CD =DC + BA! Kads ir visparigs likums, lai §adu pieméru
sastaditu?

Atrisinajums. Sastadam vienadojumu
10A+B+10C+D =10D+C+10B+ A
94 +9C =9D + 9B
A+C=D+B

Te var biit dazadi atrisinajumi. Vismazaka iesp&jama skaitlu summa var biit 5, tad Cetri dazadie cipari
ir 1,4, 2 un 3. Vislielaka skaitlu summa var biit 15, tad cipari A, B, C, D var biit 7, 8, 9, 6. Ir iesp&jami
arT citi atrisinajumi, kur kadu skaitli no 5 Iidz 15 var izteikt ka divu viencipara skaitlu summu divos
dazados veidos.



6. Jana, Ina un Andris katrs pané€ma vienu kartinu ar naturalu skaitli, visi skaitli uz kartinam bija
dazadi. Izradijas, ka Janas un Inas skaitlu summa ir kvadrats, ar1 Janas un Andra skaitlu summa
bija kvadrats, bet Inas un Andra skaitlu summa nebija kvadrats. Inas un Andra skaitlu summa
bija vienada ar skaitli, ko iegtist kadu kvadratu palielinot par 5, un vienada ar skaitli, ko iegast
kadu kvadratu pamazinot par 6. Kadi bija skaitli uz bérnu kartinam?

Atrisinajums. Tikai divu skaitlu kvadratu starpiba ir 11 — tie ir skaitli 36 un 25.

Pienemsim, ka bérnu izvéletie skaitli ir a, bun c. Tad a+ b =k? ir kada skaitla kvadrats un ari a +
¢ = t? ir kada skaitla kvadrats, bet b + ¢ = 30.

Apliukosim vairakas $1 gadijuma Ipasibas.
b + c ir parskaitlis, tapéc skaitliem b un ¢ ir vienada paritate.
Atnemot vienadojumus a + b = k? un a + ¢ = t? vienu no otra iegiisim
b-c=k*—t? jeb (k—t)(k+t)=b-c
Ievérojot, ka skaitliem b un c ir vienada paritate, starpiba b — c ir parskaitlis.
Reizinataji (k—t) un (k +t) ir dazadi skaitli un tiem arf ir vienada paritate — abi ir parskaitli.

Katra no skaitliem k un t kvadrati ir divu naturalu skaitlu summa, tap&c ne Kk, ne t nevar bit vienads ar
1.

Izveidosim tabulu, ievérojot, ka b un ¢ summa ir 30 un b nav vienads ar ¢, atzimésim, kados reizinatajos
var sadalit starpibu b - c:

b C b-c reizinataji
29 1 28 2:14=4-7

28 2 26 2-13

27 3 24 2:12=3"8=4-6
26 4 22 2-11

25 5 20 2:10 =4%+5

24 6 18 2:9=3-6

23 7 16 2:8=4"4

22 8 14 2EN

21 9 12 2:6=3:4

20 10 10 2:5

19 11 8 24

18 12 6 2-3

17 13 4 RE2

16 14 2 2-1

Saskana ar §1s tabulas pirmo rindu
b-c=2-14 jeb (k-t)(k+t)=2-14
leglistam vienadojumu sistému

k—t =
leve s

Saskaitot vienadojumus, iegtist 2k = 16 un k = 8, tad t = 6. Seko
a+b=k* jeb a+29=64un

a+c=t> jeb a+1=236.



Beérni vargja izvilkt kartinas

a=35 b=29; c=1

Lidzigi apliko pargjos gadijumus. (Tabula iekrasotie reizinajumi neder.)
Vel ir divi atrisinajumi:

a=11; b=25; c=5

a=2, b=23; c=7



