levads

Matematikas olimpiazu uzdevumu sastadisana tiks izmantoti VISC majas lapa publicétie macibu priekSmetu programmu paraugi

(https://www.visc.gov.lv/Iv/programmu-paraugi-vispareja-izglitiba ) un tur piedavata tematu seciba.

Nemot véra matematikas stundu skaitu nedéla, 5.-9. klasei 2. posma olimpiadé tiks ieklauti jédzieni un fakti, kas saistas ar zila krasa
iekrasotajiem tematiem (skat. Tematu secibu 2. lpp.). Papildus 7. klasé uz 2. posma olimpiadi skoléniem jazina trijstiira iekséjo lenku summa (fakts no

7.6. temata). Olimpiadé netiek planots ieklaut pamatskolas témas par varbutibu un statistiku.

Vidusskolai 10.-12. klasei olimpiadé tiks ievérota Matematika | un Matematika Il tematu seciba. Papildus 10. klasé uz 2. posma olimpiadi
nepieciesams apgdit svarigakos jédzienus un sakaribas no geometrijas (skat. 7.-11. Ipp.) un uz 3. posma olimpiadi nepiecieSams apgit matematiskas
indukcijas metodi. Olimpiadé netiek planots ieklaut Sadas vidusskolas témas — robeZas, atvasinajums, integrali, statistika, varbatibu teorija,

kompleksie skait]i.

Lai veiksmigi piedalitos un sagatavotos matematikas olimpiadém un konkursiem, papildus skolas temam ieteicams apgut olimpiadés biezak

lietotas metodes un témas (skat. sarakstu 3.-4. Ipp. un tému nelielu apskatu, sakot no 5. Ipp.) atbilstosi skolénu vecumposmam.


https://www.visc.gov.lv/lv/programmu-paraugi-vispareja-izglitiba

Tematu seciba

5. klase

5.1. Ka dazadi
pieraksta naturalos
skait|us?

5.2. Ka lieto skaitja
sadalisanu
reizinatajos?

5.3. Ka skaidro un
lieto dalas
pamatipasibu?

5.4. Ka vienu skaitli
izsaka ka otra skaitla
daju?

5.5. K& saskaita un
atnem jauktus
skait|us?

5.6. Ka nosaka figiiru
nezinamos lielumus?

5.7. Ka lieto
decimaldalas un
procentus?

5.8. Ka vizuali attélo
sakaribu starp
lielumiem?

20-24 stundas

22-26 stundas

20-24 stundas

16-20 stundas

14-18 stundas

20-24 stundas

22-26 stundas

11-13 stundas

6. klase

6.1. Ka kopumu
sadala noteikta
attieciba?

6.2. Ka reizina un
dala parastas dalas?

6.3. Ka izpratne par
komata lietojumu
palidz, ja reizina un
dala decimaldalas?

6.4. Ka attélo un
raksturo telpiskus
kermenus?

6.5. Ka sadzives
situacijas izmanto
procentus?

6.6. Kapéc
nepiecieSami skaiti,
kuri ir mazaki neka
nulle?

6.7. Ko nozimé
skaitlim pieskaitit
negativu skaitli, no

skaitla atnemt

negativu skaitli?

6.8. Ka plano darbibu
izpildi ar visu veidu
skaitliem?

18-22 stundas

22-26 stundas

22-26 stundas

22-26 stundas

18-22 stundas

28-32 stundas

24-28 stundas

24-28 stundas

7. klase
7.1. Ka nosaka - - - - . o . s
Kobas Visus 7.2 K3 defing 7.3. Ka raksturo 7.4. Ka pieraksta 7.5. Ka raksturo 7.6. Kadas ir 7.7. Ko nozZimé 7.8. Kadiir 7.9. Ka salidzina
elepmentus ’;ec;metriskas sakaribu starp un péta funkcijas, trijstari, sakaribas starp parveidot panémieni izteiksmes, kuras
abrékina notik’uma & fiotiras? mainigiem kuru grafiks ir izmantojot ta lielumiem izteiksmi ar nezinama ir mainigais
pres o g : lielumiem? taisne? elementus? trijstari? mainigo lielumu? noteiksanai? lielums?
varbutibu?
15-19 stundas 18-22 stundas 10-12 stundas 16-20 stundas 18-22 stundas 18-22 stundas 14-18 stundas 18-22 stundas 14-18 stundas

7. klasé uz 2. posma olimpiadi jazina trijstira iekséjo lenku summa.

8. klase

8.1. Ka matematiski
raksturo un analizé
datus?

8.2. Ka skaidro un

lieto pakapi ar veselu

kapinataju?

8.3. Ka rikojas, ja
skaitli nevar
pierakstit ka daju?

8.4. Ka aprekina
laukumu jebkuram
trijstarim, rinkim?

8.5. Kas kopigs
Cetrstariem, kuru
pretéjas malas ir pa
pariem paralélas?

8.6. Ka skaidro un
izpilda darbibas ar
izteiksmém?

8.7. Ka dazadas
funkcijas izmanto
matematiskai
modelésanai?

8.8. Ka nosaka
taisnlenka trijstdra
nezinamas malas
garumu?

12-16 stundas

18-22 stundas

24-28 stundas

18-22 stundas

20-24 stundas

18-22 stundas

19-23 stundas

14-18 stundas

9. k

lase

9.1. Ka definé un
raksturo l1dzigus
trijstdrus?

9.2. Kas kopigs
Cetrstriem, kuriem
tiesi divas malas ir
paralélas?

9.3. Ka aprékinos
izmanto taisnlenka
trijstdra divu malu

attiecibu?

9.4. Ka izmanto
izteiksmju sadalisanu
reizinatajos?

9.5. Ka skaidro un
izmanto formulas
darba ar
kvadratvienadojumu,
kvadratfunkciju?

9.6. Ka apraksta
situacijas ar diviem
nezinamiem
lielumiem?

9.7. Ka skait|u virkni
pieraksta ar formulu?

9.8. Ka raksturo rinka
[inijas un daudzstara
savstarpéjo
novietojumu?

16-20 stundas

18-22 stundas

16-20 stundas

20-24 stundas

20-24 stundas

18-22 stundas

17-21 stundas

18-22 stundas




Matematikas olimpiadés biezak izmantoto temu
saraksts

Zemak dots matematikas olimpiadés biezak izmantoto temu saraksts. Dalai no tam skolas matematikas kursa tiek veltits
maz uzmanibas, dala no témam skolas matematikas kursa vispar nav ieklauta. Saraksta uzskaititas témas gan pamatskolas,
gan vidusskolas limena matematikas olimpiadém. Skolotajam, izmantojot So doto sarakstu janem véra, ka matematikas
olimpiazu uzdevumos tiks iekJautas témas atbilstoSi skolénu zinasanam, balstoties uz skolas matematikas programmu
paraugiem, pieméram, 5. klases skolénam noteikti netiks prasits pieradit nevienadibu, izmantojot pilno kvadratu
atdalisanu. Bet skolotajam janem veéra, ka 5. klases skoléenam olimpiadé var tikt ieklauta, pieméram, tada téma ka
invariantu metode, jo tas neprasa specifiskas zinasanas no skolas matematikas kursa, bet drizak ir domasanas
panémiens — risinasanas metode.

Uzdevumus parasti klasificé péc diviem parametriem: matematiskais objekts, par kuru tiek runats uzdevuma, un
risinasanas metode. Katrs uzdevums var nonakt vairakas sadalas gan péc viena, gan péc otra parametra. Olimpiazu
uzdevumus var iedalit grupas atkariba no ta, kadai matematikas apakSnozarei Sie uzdevumi veltiti: algebrai, geometrijai,
kombinatorikai, skait|u teorijai.

Tam témam, kuram dota 1sa teorija ST materiala nakamajas nodalas, ka arT norades uz citiem materialiem vai piemeéri,
iekavas noradita lappuse, kura Sie materiali ir ieklauti.

Dazadu tému uzdevumi un to atrisinajumi pieejami ari LU A. Liepas NMS majas lapas sadala Gramatas (1) esosajas
gramatas, pieméram, macibu gada olimpiazu un konkursu uzdevumu krajumos, kur gramatas beigas dots uzdevumu
sadalljums pa témam.

e Algebriski parveidojumi
e Vienadojumi (5. lpp.)
o Vienadojumu risinasanas panémieni
o Vienadojumu pétisana, tos nerisinot (taja skaita
Vjeta teoréma)
¢ Vienadojumu sistémas
¢ Nevienadibas, nevienadibu sistémas
¢ Nevienadibu pieradisana
o Ekvivalentie parveidojumi (taja skaita pilno
kvadratu atdalisana) (5. Ipp.)
o Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vid€jo
geometrisko (6. lpp.)
o Nevienadibas pastiprinasanas metode
e Skaitlu virknes
o Aritmétiska un geometriska progresija
o Skaitlisku virknu Tpasibas (periodiskums,
monotonitate) (7. lpp.)
e Funkcijas un to pétisana
e Polinomi (taja skaita polinoma racionalas saknes)

e Geometrijas pamatjédzieni

e Daudzstdri, to 1pasibas, pazimes (7. Ipp.)

e Rinka Iinija un rinkis (9., 9. Ipp.)
o ar rinka liniju saistitie lenki
o ar rinka liniju saistitas taisnes un nogriezni
orinka sektors, segments

e levilkti un apvilkti daudzstari (10. Ipp.)

e Geometriskie parveidojumi (simetrija, paraléla
parnese, pagrieziens, homotétija)

e Analitiska geometrija

e Figuru sagrieSana un salikSana

e Invariantu metode, krasosana (19. Ipp.)



https://www.nms.lu.lv/arhivs-un-materali/gramatas/

Objektu skaitisana

o kombinatorikas reizinajuma likums un saskaitiS8anas
likums

o kombinacijas, variacijas, permutacijas

o Natona binoms un binomialie koeficienti

o rekurentas sakaribas, virknes (13. Ipp.)

Grafi

o interpretacijas ar grafu pahdzibu

o grafa virsotnu pakape

o grafi ar krasainam Skautném, virsotném

Kombinatoriskas strukttras

o apakskopu sistémas (visu apakskopu skaits, Eilera-
Venna diagrammas)

o magiskie skaitJu kvadrati vai citas konfiguracijas (13.

lpp.)
Invariantu metode (18. lpp.)
Dirihlé princips (17. Ipp.)
Matematiskas spéles
o spéles ar simetrijas stratégiju (11. Ipp.)
o prom nemsanas spéles
o spéles modela veidosana (ratinu rezgi, grafa)
Meklésanas un kartosanas algoritmi (svérsanas
uzdevumi, turniri) (11. lpp.)
Uzdevumi, par izteikumu patiesumu

Skait|u rébusi

Skaitlu dalamiba (atlikumi, dalamibas pazimes un
Tpasibas) (14)

Pirmskaitli, skaitla sadalijums pirmreizinatajos (14)
Kongruences (16)

o kongruence péc modulan

o periodiskas atlikumu virknes

Vienadojumi veselos skaitlos (15)

o sadaliSana reizinatajos

o vienadojuma abu pusu salidzinasana

SkaitJa decimalais pieraksts (16)

Dirihlé princips (atlikumi) (17)

Invariantu metode (invariants — dalamiba, summa,
reizinajums) (18)

Matematiskas indukcijas metode



Isa teorija, pieméri, uzdevumi

Matematikas olimpiazu un konkursu uzdevumi lielakoties batiski atSkiras no matematikas stundas risinatajiem uzdevumiem.

Lai gan uzdevumu risinasanai nepiecieSamas matematisko faktu zinasanas parsvara neparsniedz skolas kursa apglistamas, 1pasi jau
jaunako klasu skoléniem, tomér So uzdevumu risinasana bieZi vien jalieto tadi sprieSanas panémieni, kas macibu stundas netiek
apskatiti. Lidzigi, ka macibu stundas piedavatajiem uzdevumiem, ari olimpiazu uzdevumu risinasanai ir dazadas metodes. Vieniga
atskiriba, ka reizém, pat zinot, ar kadu metodi konkrétais uzdevums ir risinams, ir griti saskatit, tieSi kada veida So metodi lietot. Kaut
ari sadu uzdevumu risinasanai biezak izmantotas metodes vairak ir pasSsaprotami domasanas panémieni, nenoliedzami, ka skoléni, kas
parzina Sis risinasanas metodes, ir ieguvéji salidzinajuma ar tiem, kas par $adu metoZu pastavésanu vispar nav pat iedomajusies.
Atskiras ne tikai risinasanas panémieni, bet ari tas, ka janoformé uzdevuma atrisinajums. TieSi nezinot vai neizjltot nepiecieSamo
uzdevuma risinajuma struktdru, neprotot korekti pierakstit uzdevuma atrisinajumu, skoléni par risinajumu neiegtst maksimalo punktu
skaitu, bet iesp&jams, ka butu spéjusi to ieglt, ja batu zinajusi, kas vél ir nepiecieSams.

Saja nodala katram tematam uzreiz aiz virsraksta uzskaitita literatira, kur par attiecigo tému uzzinat vairak, dota Tsa teorija vai pieméri
ar atrisinajumiem. Daju no noraditajiem literaturas avotiem var atrast ari elektroniska forma NMS majas lapa.

Algebra

Vienadojumi

Skat. (2), (3), (4), (5).

Nevienadibu pieradisana — ekvivalenti parveidojumi, pilno kvadratu atdalisana

Skat. (6), (7), (2), (4), (3), (5).

Pieradit nevienadibu ar vienu vai vairakiem mainigajiem nozimé pamatot, ka nevienadiba ir patiesa pie jebkuram pielaujamajam
mainigo vértibam.

Divas nevienadibas sauc par ekvivalentam, ja tam ir viena un ta pati atrisinajumu kopa.

Biezi vien nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus parveidojumus. Tadéjadi ieglst nevienadibu, kuras patiesums ir acimredzams
vai viegli noskaidrojams ar elementaru spriedumu palidzibu.

Nevienadibu ekvivalenti parveidojumi

e Nevienadibas kadu pusi aizstaj ar tai identisku izteiksmi.

e Nevienadibas abam pusém pieskaita vienu un to pasu skaitli vai izteiksmi, kas nemaina nevienadibas definicijas apgabalu.

e Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu pozitivu skaitli (vai izteiksmi, kas ir pozitiva visam mainigo
veértibam).

o Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu negativu skaitli (vai izteiksmi, kas ir negativa visam mainigo
veértibam).

o Nevienadibas abas puses kapina kvadrata vai velk kvadratsakni, ja definicijas apgabala dotas nevienadibas abas puses ir
nenegativas.

e Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals nepara skaitlis.

e Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals para skaitlis un definicijas kopa
dotas nevienadibas abas puses ir nenegativas.

Pilno kvadratu atdaliSana

Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu atdalisana. Lai atdalitu pilno kvadratu, izmanto saisinatas reizinasanas
formulas:

e (a+b)?=a%+2ab+b?

e (a—b)?>=a%-2ab+b?

e (a+b+c)®=a?+b%+c?+2ab+ 2ac + 2bc.


https://www.nms.lu.lv/

Biezi vien tikai ar formulu izmantoSanu nepietiek, tapéc jaizmanto ari spriedumi. Visbiezak izmantotie ir $adi:
e jaAiralgebriska izteiksme, tad 42 = 0;
e ja Ay, A, .., A, iralgebriskas izteiksmes, tad A% + A% + .-+ A2 > 0;

e jaA,, A, .., A, iralgebriskas izteiksmes un c;, ¢,, ..., ¢, ir nenegativas izteiksmes, tad ¢; A3 + ¢, A% + -+ + ¢, A2 > 0.
Piezime. A2 + A% + -+ A% = 0 tad un tikaitad, jad; = A, = - = A, = 0.
Piemeéri

1.  Pieradit nevienadibu x? + 8x + y? — 2y + 17 > 0.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x2+8x+16+y>—-2y+1>0;
(xX2+2-4x+4)+(y?-2y-1+1>) > 0;
x+4)*+@H-1%?=0.

Ta ka skait]a kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja puseé ir divu nenegativu skaitlu summa, kas artir nenegativs
skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem
realiem skaitliem x un y.

2. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba a + % > :—:Z.
Atrisinajums. Abas nevienadibas puses reizinam ar pozitivu izteiksmi a(b + c¢):
a?(b +c) + be(b + ¢) = 4abc;
a’b + a®c + b?c + bc? — 4abc = 0;
a’b — 2abc + bc? + a®c — 2abc + b%c = 0;
b(a? — 2ac + c?) + c(a®? — 2ab + b?) = 0;
b(a—c)?+c(a—b)*=0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un b > 0,c > 0, tad b(a — ¢)? = 0 un c(a — b)? = 0. Divu nenegativu skaitlu summa ir
nenegativa, tapéc peédéja ieglita nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota nevienadiba ir
patiesa visiem pozitiviem skaitliem a, b un c.

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

Skat. (6), (2), (7), (3), (5).

lespéjams, pati pazistamaka un biezak lietota ir nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko. Biezi to saisinati apzimé
ka A = G (angliski: AM-GM, arithmetic mean - geometric mean).

- « g=s . R . ait+ar+-an—1+a
Par n skaitlu a,, a,, ..., a,, vidé&jo aritmétisko sauc lielumy —-—2—"=12"1,

Par n nenegativu skaitlu a,, a,, ..., a,, vidéjo geometrisko sauc lielumu %/a, - a, - ...- a,.
4 1, U2 n 1 2 n

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko
Jaay,ay, ..., a, ir nenegativi skaitli, tad
a+a;+-+a
! Zn >"a,-a, .. a,
tas ir, skaitJu vidéjais aritmétiskais ir lielaks vai vienads ar So skaitlu vidéjo geometrisko, turklat vienadiba ir tad un tikai tad, ja visi
skaitli ir vienadi.

Secinajumi
o Jan = 2, tad nevienadiba apgalvo, ka % > ./xy nenegativiem skaitliem x un y.

o Jan = 3, tad nevienadiba apgalvo, ka =2+~

3 - -
3 > /xyz nenegativiem skaitliem x, y un z.

o DaZreiz novértéjumu ir érti lietot forma a; + a; + -+ a, =2n-%/a, - a, - ...- a,.

o Pozitiviem skaitliem x un y izpildas nevienadiba :—/ + % > 2, tas ir, skaitla un tam apgriezta skaitla summa ir vismaz 2.

o Ja x ir pozitivs skaitlis, tad x + i > 2.



Piemeéri
1. Pieradit, ka 3a® + 5b® = 8a®b5, ja a un b — pozitivi skait]i!
Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko, ieglstam
3a® +5b8 =a® +a® +a® +b®+ b® + b® + b® + b® >
28-3/a3-ag-as-bg-bs-bs-bg-bg=
= 8a®h°.

2. Pieradit, ka a'! — 3a® + a* + 1 = 0, ja a ir nenegativs skaitlis!
Atrisinajums. Pietiek pieradit dotajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu a** + a* + 1 > 3a°.
No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko izriet vajadzigais:

a'+at+1>3-Yall-at-1=3-Ya!s =3d5.

Periodiskas virknes

Skat. (6), ari (8)

Skait|us, kas veido virkni, sauc par virknes locekliem. Pieméram, virknes 5; 10; 15; 20; 25; ... ceturtais loceklis ir 20. Virknes locek]u
grupu, kas no kadas vietas virkné sak visu laiku atkartoties, sauc par periodu. Pieméram, virkné 1; 2; 3; 1; 2; 3; 1; 2; 3; ... periods ir
(1; 2; 3) un 8T ir periodiska virkne.
Piemérs
Skait|u virknes pirmais loceklis ir 11, bet katrs nakamais ir vienads ar iepriekséja skaitla kvadrata ciparu summu. Kads skaitlis saja
virkné ir 2018. vieta?
Atrisinajums. Pamatosim, ka virknes 2018. vieta ir skaitlis 13. Aprékinam dazus nakamos virknes locek]us:
o virknes 2. loceklisir4,jo 112 =121un1+ 2+ 1 = 4;
o virknes 3. loceklisir 7,jo 42> = 16 un1+ 6 = 7;
o virknes 4. loceklisir 13,jo 72 =49 un 4+ 9 = 13;
o virknes 5. loceklis ir 16, jo 132 =169 un1+ 6 + 9 = 16;
o virknes 6. loceklis ir 13, jo 162 = 256 un2 + 5 + 6 = 13.
Lidz ar to virknes sakums ir 11; 4; 7; 13; 16; 13; 16; ... Ta ka katrs nakamais virknes loceklis ir atkarigs tikai no viena iepriek$€ja,
tad, lidzko paradas kads Saja virkné jau ieprieks bijis skaitlis, izveidojas periods. Redzam, ka, sakot ar ceturto locekli, virkne ir
periodiska: para vietas visi locekli ir 13, bet nepara — 16. Ta ka 2018 ir para skaitlis, tad Saja vieta virkné ir skaitlis 13.

Polinomi

Skat. (2)

Geometrija
Saja nodala uzskaititas 10.-12. klasei Valsts matematikas olimpiades 2. un 3. posmam nepiecie§amas geometrijas zina$anas, ko apgiist
vidusskola.

Trijstari

Par trijstura arejo lenki sauc trijstira iek$éja lenka blakuslenki.
Trijstdra aré&jais lenkis ir vienads ar to divu iek$gjo lenku summu, kas nav ta blakuslenkis, tas ir, ¥BAD = <ABC + «<BCA (skat. 1. att.).

B
D A C
1. att.
Trijstdra laukuma aprékinasanas formulas:
S_aha_ _abc_lb_ _\/ 5
2= =pr =g =cabsiny =plp-a)p-b)-o),
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kur a, b, ¢ —trijstira malas, y — lenkis starp malam a un b, h, —augstums, kas vilkts pret malu a, p —trijstlra pusperimetrs, r —ievilktas
rinka lTnijas radiuss, R — apvilktas rinka linijas radiuss.

2
Regulars trijstiris. Ja regulara trijstira malas garums ir a, tad ta laukums S, = aTﬁ, augstums h = aT‘E, ievilktas rinka linijas radiuss

a3 a3

r=1p= 63, apvilktas rinka linijas radiuss R = gh =—

3 3

No taisnlenka trijstlira taisna lenka virsotnes novilktais augstums h, sadala trijstiri divos taisnlenka trijsturos, kas ir lidzigi sava starpa
un ir lidzigi dotajam trijstarim, (skat. 2. att.).

B

(% D C

2. att.

Eiklida teoréema. Taisnlenka trijstira katete ir videjais proporcionalais starp hipotenizu un Sis katetes projekciju uz hipotendzas.
Taisnlenka trijstlra augstums, kas novilkts no taisna lenka virsotnes, ir vidéjais proporcionalais starp katesu projekcijam uz
hipotendzas. Ir spéka Sadas sakaribas (skat. 2. att.):

a a
h?=a,-b a’=a,-c b?2=b, c —==
c (g c c b2 b,
. _ - . L N b
Sinusu teoréma. Trijstlra malas ir proporcionalas to pretlenku sinusiem (3. att.): 2 =2 =_° =2R
sina sin 8 siny
a ! b
B a
c
3. att.

Kosinusu teoréma. Trijstlra jebkuras malas kvadrats ir vienads ar abu paréjo malu kvadratu summu, no kuras atnemts divkarsots So

malu reizinajums ar ietverta lenka kosinusu:
a’? =b%?+c?>—2bccosa

Trijstira medianu Tpasiba. Trijstira medianas krustojas viena punkta, un krustpunkts katru medianu dala attieciba 2 : 1, skaitot no

. . AM BM CM 2 . -

trijstdra virsotnes, tas ir, — = — = — = =, kur M ir medianu krustpunkts (skat. 4. att.).
MD ME MF 1

4. att.

Medianas, kas vilkta pret malu b, garuma aprékinasana:
1
m, =7 2a? + 2c? — b?
Medianas garuma aprékinasanas formulu iegiist no sakaribas starp paralelograma diagonalém un malam d? + d? = 2(a? + b?).

Trijstdra bisektrises Tpasiba. Trijstira lenka bisektrise sadala pretéjo malu nogrieznos, kuru attieciba ir vienada ar Sim lenkim atbilstoSo

. - . BD AB
piemalu attiecibu, tas ir, — = — (skat. 5. att.).
DC  AC

D C
5. att.
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Bisektrises garuma aprékinasana. Trijstlra bisektrises garuma kvadrats ir vienads ar divu malu garumu reizinajumu, no kura atnemts
to tresas malas nogrieznu reizinajums, kuros dota bisektrise sadala treSo malu:
AD? = AB-AC — BD - DC

Metriskas sakaribas rinka linija

Caur jebkuru punktu A, kas atrodas arpus rinka linijas, var novilkt tiesSi divas pieskares. Ja punkti B un C ir So pieskaru pieskarsanas
punkti un O — attiecigas rinka linijas centrs (skat. 6. att.), tad

o AB = AC (pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);

o <XBAO = xCAO0;

o OB 1LABunOC L AC.

Definicija. Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka linijas punktus.

Tpasibas
o Viena rinki hordas, kas savelk vienadus lokus, ir vienadas, un otradi.
o Loki starp vienas rinka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

Teoréma par krustiskam hordam. Ja divas hordas AB un CD krustojas punkta M, tad vienas hordas nogrieznu reizinajums ir vienads
ar otras hordas nogrieznu reizinajumu, tas ir, AM - MB = CM - MD (skat. 7. att.).
Definicija. Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka Iiniju divos dazados punktos.

Teoréma par pieskari un sekanti. Ja pieskare un sekante ir novilktas no viena punkta, tad pieskares nogrieZzna garuma kvadrats ir
vienads ar visa sekantes nogriezna garuma un sekantes aréjas dalas nogriezna garuma reizinajumu, tas ir, AB> = AC - AD (skat. 8.
att.).

Secinajums (sekansu pasiba). No punkta A var novilkt bezgaligi daudz sekansu, un katras sekantes aréjas dalas garuma reizinajums ar
visa sekantes nogrieZzna garumu ir vienads ar pieskares nogrieZzna garuma kvadratu, tatad AC - AD = AE - AF (skat. 9. att.).

C

7. att. 8. att.

Lenki rinka linija

Definicija. Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka linijas centra, bet malas krusto rinka liniju.

Centra lenka lielums ir vienads ar ta loka lenkisko lielumu, uz kuru tas balstas, tas ir, XAOB = AmB (skat. 10. att.).
Definicija. Par rinka linija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, bet malas krusto rinka liniju.

Teoréma. levilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, uz kuru tas balstas, tas ir, XACB = %AmB (skat. 10. att.).
Secinajumi

o Visiievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi, pieméram, XACB = XADB (skat. 10. att.).

o Lenki, kas balstas uz vienas rinka [Tnijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.

o levilkts lenkis, kas balstas uz diametru, ir 90°, un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad tas balstas uz diametru.

Definicija. Lenki, kura virsotne atrodas uz rinka lnijas, viena mala satur hordu, bet otra mala atrodas uz pieskares, sauc par hordas-
pieskares lenki.

Teoréma. Hordas-pieskares lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, kuru ietver lenka malas, tas ir, XABC = %BmC
(skat. 11. att.).
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m

10. att. 11. att.

levilkti un apvilkti trijstlri un Cetrstari

Trijstira malu vidusperpendikulu krustpunkts ir trijstirim apvilktas rinka linijas centrs (skat. 12. att.), bet trijstira bisektrisu
krustpunkts ir trijstari ievilktas rinka linijas centrs (skat. 13. att.).

A B
O
C ‘B 4? E ; %
A C

12. att. 13. att.

. e e — e o - = _) . _ a+b-c . Lo _
Taisnlenka trijstart ievilktas rinka linijas radiusu r aprékina péc formulas r = — kur a un b ir katetes un c ir hipoteniza.

Definicija. Par rinka linijai apvilktu ¢etrstari sauc ¢etrstlri, kura visas malas pieskaras rinka linijai.
Attiecigi rinka liniju sauc par Cetrstart ievilktu rinka lniju. levilktas rinka lnijas centrs atrodas Cetrstara lenku bisektriSu krustpunkta
(skat. 14. att.).

Teoréma. lzliektu Cetrstiri ABCD var apvilkt ap rinka liniju tad un tikai tad, ja ta pretéjo malu garumu summas ir vienadas
AB +CD = BC + AD.

Definicija. Par rinka linija ievilktu Cetrstiiri sauc Cetrstdri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka linijas.
Attiecigi rinka lniju sauc par Cetrstirim apvilktu rinka niju. Apvilktas rinka linijas centrs atrodas Cetrstiira malu vidusperpendikulu
krustpunkta (skat. 15. att.).

15. att.

Visbiezak tiek lietota $ada teoréma par ievilktu Cetrstari.
Teoréma. Ap Cetrstlri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja Cetrstira pretéjo lenku lielumu summa ir 180°.
Izmanto ari citas teorémas, lai pamatotu, ka ap Cetrstari var apvilkt rinka liniju.

Teoréma. Ap Cetrstlri ABCD var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja XACB = ¥BDA (skat. 16. att.).
D

C

16. att.
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Teoréma. Ap Cetrstari var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja ir spéka vienadiba AM - MC = BM - MD, kur M ir nogrieznu AC un BD
krustpunkts (skat. 17. att.).

17. att.4

Kombinatorika

SaskaitiSanas, reizinasanas likums

Tiks papildinats.

Svérsanas uzdevumi, turniri

Skat. (6), (9), uzdevumi ari (10).

Svérsanas uzdevumos galvenokart izmantosim sviras svarus. Svariem ir divi svaru kausi. SvérSsana neizmantosim atsvarus. Svari
neparadis kermenu masu. Més varésim tikai redzéet, vai abi svaru kausi ir lidzsvara.
Aplikosim uzdevumus, kuros, izmantojot doto informaciju, galvenokart tiks prasits atrast vienu (vai vairakus) no paréjiem objektiem
atskirigu objektu. So uzdevumu atrisinajumi lielakoties balstas uz logisku spriedumu cela izveidotam objektu grupé$anas metodém.
Pieméri
1. Dotas 9 péc aréja izskata vienadas monétas, no kuram viena ir viltota — ta ir vieglaka neka citas. Ka ar divam svérSanam uz sviras
svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu, ja zinams, ka visu isto monétu masas ir vienadas?
Atrisinajums. Sadalam $is monétas tris kaudzités pa 3 monétam katra. Skaidrs, ka viltota monéta atrodas viena no Sim kaudzitém.
Pirmaja svérsana salidzinam divas no Sim kaudzitém.
(A) Javiena kaudzite ir vieglaka neka otra, tad viltota (vieglaka) monéta ir Saja kaudzité (skat. 18. att. (A)).
(B) Ja abam kaudzitém ir vienada masa, tad viltota monéta ir tresaja, nesvértaja kaudzité (skat. 18. att. (B)).

(B)
000 000 .
A ‘000

\
1

18. att.

Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota monéta, paréjas kaudzites vairs nav nepiecieSamas. Otraja svérSanas reizé uz
svaru kausiem liekam pa vienai monétai no $is kaudzites.

(A) Javiens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 19. att. (A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas $aja svérsanas reizé netika svérta (skat. 19. att. (B)).

(A) ’ ) (B)

05 o o

19. att.

2. Saha kluba ir 13 $ahisti. Visu vinu spéles prasme ir atkiriga un partija vienmér uzvar spécigakais. K3, izspéléjot 15 partijas,
noskaidrot gan pasu labako, gan otru labako Sahistu Saja kluba?
Atrisinajums. Sakuma izveidojam 6 Sahistu parus (skat. 20. att.) un katra pari noskaidrojam labako $ahistu (6 partijas). Tad Sos
sesus labakos $ahistus sadalam tris paros un katra no Siem pariem noskaidrojam labako Sahistu (3 partijas). Pirmos divus no
atrastajiem tris labakajiem Sahistiem salidzinam sava starpa un noskaidrojam labako (1 partija), bet treSo no tiem salidzinam ar
to Sahistu, kas Iidz Sim nav piedalijies neviena Saha partija un noskaidrojam labako (1 partija). Visbeidzot labakie Sahisti no
pédéjam divam Saha partijam sacenSas sava starpa (1 partija). Tatad, izspéléjot 6 + 3+ 14+ 14+ 1 = 12 Saha partijas, ir
noskaidrots pats labakais Sahists Saja kluba. leprieks paradijam, ka, izspéléjot 12 partijas, var noskaidrot uzvarétaju saja kluba.
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Otrs labakais Sahists mekléjams tikai un vienigi no tiem 4 Sahistiem, kas spéléjusi ar uzvarétaju un tam zaudéjusi. Labakais no
Siem Cetriem Sahistiem atrodams, izspéléjot vél 3 partijas, pieméram, salidzinam divus Sahistus (1 partija), labakais no tiem
spélé ar nakamo (1 partija), labakais Sahists $aja partija spélé ar nakamo Sahistu (1 partija). Tas nozZimég, ka ar 12 + 3 = 15 Saha
partijam var atrast pasu labako un otro labako Sahistu.

Piezime. b) gadijuma aprakstitais plans reizé ir atrisindjums gan a), gan b) gadijumam. Rikojoties péc a) gadijuma aprakstita
plana, nav iespéjams, izspéléjot 15 partijas, atrast ari otru labako Sahistu.

Simetrija spélés

Skat. (6), (11), (12).

Katrs spélétajs sak spéli ar mérki uzvarét. Lai uzvarétu, ir labi balstities uz spéles stratégiju, tas ir, uz panémienu kopumu, kas balstas
uz logiskiem spriedumiem un nosaka katra spélétaja ricibu spéles laika.

Raksturigaka pielauta klida Sados uzdevumos ir viena vai daZzu atsevisku gadijumu apskatiSana, nenemot véra visus iespéjamos
spélétaju gajienus. lzstradajot uzvarosSo stratégiju, taja ir jaieklauj visas iespéjamas situacijas.

Katru no talak dotajam spélém spélés divi spélétaji. Gajienus tie izdaris pamisus. Spélétajs nedrikst izlaist gajienu. Katra Saja spélé ir
janoskaidro, kurs no abiem spélétajiem — pirmais spélétajs (tas, kurs izdara pirmo gajienu) vai otrais spélétajs (tas, kurs izdara otro
gajienu) — vienmér var uzvarét, neatkarigi no ta, kadus gajienus veic pretinieks.

Piemérs
Viena horizontala rinda savilktas a) 9 svitrinas (skat. 21. att.); b) 10 svitrinas (skat. 22. att.). Divi spélétaji pamiSus izdara gajienus.
Viena gajiena var par krustinu parveérst

.

.

vai nu vienu svitrinu,
vai ar1 divas blakus esoSas svitrinas.

Zaudé tas spélétajs, kurs nevar izdarit gajienu, tas ir, nevar atbilstosi noteikumiem, svitrinu parvérst par krustinu. Kurs spélétajs —
pirmais vai otrais — vienmér var uzvarét?

Atrisinajums. Saja spélé gan a), gan b) gadijuma vienmér var uzvarét pirmais spélétajs. Aprakstisim, ka jarikojas pirmajam
spélétajam, lai noteikti uzvarétu.

a)

b)

Pirmajam spélétajam sava pirmaja gajiena par krustinu japarvéers vidéja svitrina (skat. 23. att.). Nakamos gajienus pirmais
spélétajs izdara simetriski pretinieka tikko izdarttajam gajienam attieciba pret vidéjo krustinu. Pieméram, ja pretinieks sava
gajiena par krustinu parvers vienu svitrinu, pirmais spélétajs to pasu izdara ar simetrisko svitrinu otra pusé no vidéja krustina
(skat. 24. att.). Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad arT pirmais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks
otrajam spélétajam un vins zaudeés.

Pirmajam spélétajam sava pirmaja gajiena par krustinu japarvers divas videjas svitrinas (skat. 25. att.). Nakamos gajienus
pirmais spélétajs izdara simetriski pretinieka tikko izdaritajam gajienam attieciba pret diviem vidéjiem krustiniem. Ja otrais
spéletajs vareés izdarit gajienu, tad ari pirmais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins
zaudés.

- =+ - - = = -+ -4+ - -+ — -+ 4+ - - - -

23. att. 24. att. 25. att.
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Magiskas konfiguracijas

Skat. (6), uzdevumi ari (13).

Kvadratu, kuram katra rinda, katra kolonna un katra diagonal€ ierakstito skaitlu summa ir viena un ta pati (skat., pieméram, 26. att.)
sauc par magisko kvadratu. Arf citas figlras, kuram uz noteiktam taisném uzrakstito skaitlu summa ir viena un ta pati, médz déveét par
magiskam. Visas Sadas figlras kopa sauc par magiskam konfiguracijam.
2|7 6 =15
9 5 1=15
43 8~15
15" 15 15 15 15
26. att.
Piemeéri
1. Tabula sastav no 3 X 3 ratinam. Katra ratina ierakstits kads skaitlis. Kolonnas ierakstito skaitlu summas ir 32, 34, 35. Divas rindas
ierakstito skaitlu summas ir 42 un 27. Kada ir tresaja rinda ierakstito skait/lu summa?
Atrisinajums. Saskaitot visas kolonas ierakstito skaitlu summas, ieglsim visu tabula ierakstito skaitlu summu. Ari saskaitot visas
rindas ierakstito skaitlu summas, ieglsim visu tabula ierakstito skaitlu summu. Tapéc tresaja rindina ierakstito skaitlu summa ir
(32 +34+35)— (42 +27) = 32.

2. Vaikatra apliti (skat. 27. att.) var ierakstit naturalu skaitli no 1 Iidz 10 (katru tieSi vienu reizi) t3, lai visas summas katriem trijiem
skaitliem, kas ierakstiti uz vienas taisnes esoSos aplisos, bitu sava starpa vienadas?
Atrisinajums. Uz katras taisnes esoso tris skaitlu summu apzimésim ar S, un aplisSos ierakstitos skaitlus apzimésim ta, ka paradits

28. att.
(c)

)

28. att.
27. att.

levérojam, ka skaitli a, b, ¢, d sastopami pavisam uz tris taisném, bet visi paré&jie skaitli — katrs tiesi uz vienas taisnes. Tapéc,
saskaitot uz visam sesam taisném uzrakstito skaitjJu summas, ieglistam
3a+3b+3c+3d+e+f+g+h+i+j=6S.

Ta ka visu desmit skaitlu no 1 [ldz 10 summa ir 55, tad ieglistam
2a+2b+2c+2d+a+b+c+d+e+f+g+h+i+j=6S;
2a+2b+ 2c+ 2d + 55 = 6S;
2(a+b+c+d)+55=6S.
levérojam, ka skaitlis 55 ir nepara skaitlis, bet 2(a + b + ¢ + d) un 6S — para skaitli. Esam ieguvusi pretrunu, tapéc uzdevuma

prastto izdarit nav iespéjams.

Grafi

Skat. (14), (15), (16), (17), (18), (19), (10).

Rekurentas virknes, sakaribas

Skat. (6), (4)

Viens no virknu uzdoS$anas veidiem ir definét to rekurenti, tas ir, noradot virknes pirmo locekli vai dazus pirmos loceklus (sakuma
nosacijumus) un formulu, ar kuras palidzibu jebkuru virknes locekli var iegit no iepriekséja vai daziem iepriekSgjiem virknes locek|iem.
Vienkarsakie $adu rekurentu virknu pieméri ir aritmétiska progresija (a,.1 = a, + d) un geometriska progresija (b1 = b, * q).
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Cits tipisks un labi pazistams rekurentas virknes piemérs ir Fibonaci skaitu virkne F,,, kuru definé ar sakaribdam F;, = F, = 1un F, ., =
E, + F, 4, tasir, virknes pirmie divi locek|i ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais ir ieglistams ka divu iepriek$éjo locek|u summa. Aprékinot
arT nakamos virknes locekl|us, ieglistam virkni

1;1;2;3;5;8; 13; 21; ...

No otras puses, lai aprékinatu $ada veida definétas virknes, teiksim, 2018. locekli, bUtu vispirms jaapréekina visi iepriek$jie virknes
locekli. Tadé| reizém ir izdevigi rekurenti definétai virknei atrast vispariga locekla formulu, kas batu atkariga tikai no locek|a kartas
numura. Reizém tas ir vienkarsi (pieméram, ja virkne ir rekurenti definéta ar a; = 2 un a,, = 2a,,_;, tad virknes vispariga locek|a
formula ir a,, = 2™), reizém — ka Fibonaci virknes gadijuma — tas ir gratak, tacu iespéjami.

Ir uzdevumi, kurus iesp&jams atrisinat, ja izdodas paradit, ka uzdevuma atbilde ir rekurentas virknes loceklis, turklat Sai virknei var
atrast gan rekurences sakaribu, gan sakuma nosacijumus. BieZi vien tie ir uzdevumi, kuros tiek prasits noteikt kadu objektu skaitu, kas
atkarigi no parametra n, turklat

e iriespéjams paradit, ka Sos objektus var iegut no tada pasa veida objektiem, tacu ar mazaku parametra n vértibu;

e japarametra n vértiba ir maza (pieméram, n = 0, n = 1 vai n = 2), tad ir viegli saskaitit vajadziga veida objektus.

Piemérs
No majam lidz ieejai dzivoklt ir 12 pakapieni. Ar vienu soli var parkapt 1; 2 vai 3 pakapienus. Cik dienas var kapt atskirigos veidos?
(Veidus uzskata par atskirigiem, ja atSkiras izdarito solu seciba, pieméram, kapt 2; 3; 1 pakapienus un kapt 1; 2; 3 pakapienus ir divi
atskirigi veidi.)
Atrisinajums. Ar a,, apziméjam, cik dazados veidos var nok|lt uz n-ta pakapiena. lesp&jami tris atskirigi gadijumi:
e Uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nok|at no (n — 1)-a pakapiena, uz kura var nok|at a,_; veidos;
e uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nok|it no (n — 2)-a pakapiena, uz kura var nok|at a,,_, veidos;
e uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nokJat no (n — 3)-a pakapiena, uz kura var nok]at a,,_ veidos.
Citu variantu, ka ar vienu soli noklit uz n-ta pakapiena, nav. Tatad uz n-ta pakapiena pavisam var noklat
a, = a,_1 + ay_, + a,_5 atdkirigos veidos. Izmantojot So sakaribu un sakuma vértibas a; = 1 un a, = 2, aprékinam a,.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
a, 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927

Lidz ar to atskirigos veidos var kapt 927 dienas.

Skait|u teorija

Matematikas apaksnozari, kas péta veselo skait|u dalamibu, sauc par skaitu teoriju.

Skaitlu dalamiba

skat. (), (2), (20), (21), (22).

Ja a un b ir veseli skaitli, tad ne vienmér, dalot a ar b, dalijuma iegist veselu skaitli. Ja dalljums ir vesels skaitlis, tad saka, ka a dalas
ar b, pretéja gadijuma saka, ka a nedalas ar b.

Definicija.Jab # 0una : b = k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalas ar b. Pretéja gadijuma saka, ka a nedalas ar b.
Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaume! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Dalamibas pazimes
Noskaidrot, vai viens vesels skaitlis dalas ar otru, tikai ar definicijas palidzibu, tas ir, izdalot skaitlus, bieZi vien ir neparocigi un
laikietilpigi. So uzdevumu atvieglo skaitlu dalamibas pazimes. Talak dotas biezak lietotas dalamibas pazimes.
Dalamibas pazime Piemeéri
Skaitlis dalas ar 2, ja ta pédéjais cipars ir para, tas ir, ta = 2016 dalas ar 2, jo ta pédgjais cipars ir para
pédéjais ciparsir0, 2, 4, 6 vai 8.
Skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3. 2016 dalasar3,jo2+0+1+6 =9dalasar3
Skaitlis dalas ar 4, ja ta pédéjo divu ciparu veidotais 2016 dalas ar 4, jo 16 dalas ar 4
skaitlis dalas ar 4.
Skaitlis dalas ar 5, ja ta pédéjais cipars ir 0 vai 5. 2015 dalas ar 5, jo ta pédéjais cipars ir 5
Skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3. 2016 dalas ar 6, jo tas dalasar2 un 3



15

Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu veidotais 12800 dalas ar 8, jo 800 dalas ar 8

skaitlis dalas ar 8. 2016 dalas ar 8, jo pédé€jo tris ciparu veidotais skaitlis ir 16, kas dalas ar 8
Skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9. 2016 dalasar9,jo2+ 0+ 1+ 6 =9dalasar9
Skaitlis dalas ar 10, ja ta pedéjais cipars ir O. 150 dalas ar 10, jo ta pédéjais ciparsir 0

Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas 108647 dalasar11,jo (1 +8+4) — (0+ 6+ 7) = 0, kas dalas ar 11
nepara pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas para 94831 dalasar11,jo (9 +8+ 1) — (4 + 3) = 11, kas dalas ar 11
pozicijas, starpiba dalas ar 11.
Citas dalamibas pazimes
o  Skaitlis dalas ar 10", ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 10™.
o Skaitlis dalas ar 2™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 2™.
o Skaitlis dalas ar 5™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 5™.
Kombinéjot ieprieks dotas pazimes, var ieglt ari pazimes dalamibai ar citiem skaitliem. Pieméram, skaitlis dalas ar 12, ja tas dalas ar 3
un 4; skaitlis dalas ar 90, ja tas dalas ar 9 un 10 jeb skaitla ciparu summa dalas ar 9 un ta pédéjais cipars ir nulle. $adi pazimes veido,
doto dalitaju sadalot reizinatajos, kas ir savstarpéji pirmskaitli un parbaudot dalamibu ar katru no tiem.

Definicija. Par savstarp&jiem pirmskaitliem sauc skaitus, kam lielakais kopigais dalitajs ir skaitlis 1.

Piemeérs. Ja skaitlis dalas ar 2 un 6, més nevaram apgalvot, ka tas dalas arfar 2 - 6 = 12, pieméram, 18 dalas gan ar 2, gan ar 6, bet 18
nedalas ar 12. Tapéc ir |oti svarigi, lai reizinataji batu savstarpégji pirmskaitli.

Teoréma. Ja b un c ir savstarpéji pirmskaitli un a dalas ar b un a dalas ar c, tad a dalas ar bc.

Pieméri

1. Rinda viens aiz otra bez tukSumiem ir uzrakstiti péc kartas sekojosi naturali skaitli no 1 Iidz N, tadéjadi veidojot vienu lielu skaitli
(Pieméram, ja N = 12, tad ir uzrakstits skaitlis 123456789101112.). Kads ir mazakais iegttais skaitlis, kas dalas ar a) 8; b) 18?
Atrisinajums. a) Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8. Parbaudot tris ciparu veidotos skaitlus
ieglstam, ka mazakais skaitlis, kas dalas ar 8, ir 123456.
b) Lai skaitlis dalitos ar 18, tam vienlaicigi jadalas ar 2 un 9. Pirmais skaitlis, kas dalas ar 9 (parbaudam péc ciparu summas), ir
12345678. Ta ka Sis ir arl para skaitlis, tad tas dalas ar 2 un lidz ar to tas dalas art ar 18, jo skait)i 2 un 9 ir savstarpéji pirmskait]i.
Tatad mazakais skaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 12345678.

2. Dots naturals skaitlis, kas dalas ar 99 un kura pédé€jais cipars nav 0. Pieradi, ka, uzrakstot 31 skaitla ciparus preté&ja seciba, ari iegist
skaitli, kas dalas ar 99.
Atrisinajums. Ja skaitlis dalas ar 99, tad tas vienlaicigi dalas gan ar 9, gan 11. Skaitlis dalas ar 9 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa
dalas ar 9. Uzrakstot ciparus pretéja seciba, ciparu summa nemainisies un ari iegltais skaitlis dalisies ar 9. Skaitlis dalas ar 11 tad
un tikai tad, ja ta para un nepara pozicijas esoso ciparu summu starpiba dalas ar 11. Parrakstot skaitla ciparus pretéja seciba, minéta
Tpasiba saglabajas — para un nepara pozicijas eso$o ciparu summu starpiba dalisies ar 11 un, tatad ari Sis skaitlis dalisies ar 11. Ta
ka skaitlis vienlaicigi dalas gan ar 9, gan 11 un skait)i 9 un 11 ir savstarpégji pirmskaitli, tad iegltais skaitlis dalas ari ar 99.

Vienadojumi veselos skait|os

Skat. (6), (2) — zem virsraksta “Pretrunas modulis”, ari (20).

DaZreiz, lai pamatotu, ka nav iespéjams atrast tadus skaitlus, kam izpildas uzdevuma prasitas ipasibas, ir izdevigi izmantot dalamibas
Tpasibas.
Dalamibas Tpasibas (Visi talak minétie skaitli ir veseli.)
o Jakatrs no vairakiem saskaitamajiem dalas ar n, tad to visu summa dalas ar n.
Pieméram, 123456 + 7890 + 20152016 dalas ar 2, jo katrs saskaitamais dalas ar 2.
o Jadivi skaitli dalas ar n, tad ari to starpiba dalas ar n.
Pieméram, ta ka 201420152016 un 2142020 dalas ar 4, tad ar 4 dalas ari starpiba 201420152016 — 2142020.
o Ja kaut viens no vairakiem naturaliem skaitliem dalas ar n, tad to visu reizinajums dalas ar n.
Pieméram, 2014 - 2015 - 2016 dalas ar 5, jo 2015 dalas ar 5.
o Javairaku skaitlu summa un visi skaitli, iznemot vienu, dalas ar n, tad ari Sis pédgjais skaitlis dalas ar n.
Pieméram, ja x + 40 + 50 = 120, tad, ta ka 40, 50 un 120 dalas ar 10, ar x dalas ar 10.

Uzdevumos izmantosim ideju:
ja vienadibas laba puse dalas ar n, tad ari vienadibas kreisajai pusei jadalas ar n (un otradi).
Atceries! Naturalie skaitli: 1, 2, 3, 4, ...; veselie skaitli: ..., —2,-1,0,1, 2, 3, ...
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Pieméri

1. Vaivar atrast tadus veselus skaitjus x uny, ka 12-x — 8-y = 2°?
Atrisinajums. N€, nevar atrast. Gan 12, gan 8 dalas ar 4, tatad ari 12 - x un 8 - y dalas ar 4, ka ari to starpiba dalas ar 4. Ta ka
vienadibas kreisa puse dalas ar 4, tad ar 4 ir jadalas ar1 vienadibas labajai pusei, tacu skaitlis 2 ar 4 nedalas.

2.  Kadus naturalus skait]us var ievietot x un y vieta, lai ieglitu patiesu vienadibu 5-x + 2 - y = 30?
Atrisinajums. Doto vienadojumu parveidojam par 2 - y = 30 — 5 - x. Ta ka vienadojuma laba puse dalas ar 5, tad ari vienadojuma
kreisajai pusei jadalas ar 5, tas ir, 2 - y jadalas ar 5. Skaitlis 2 ar 5 nedalas, tatad y jadalas ar 5.
Jay=5,tad2-5=30—-5-xjebx = 4;
jay=10,tad2-10=30—-5-xjebx = 2;
jay = 15, tad x < 0 un tas vairs nav naturals skaitlis.
Lidzartovainux =4uny =5,vaix =2uny = 10.

Skaitla pieraksts

Skat. (6), (10), ari (13)

Risinot uzdevumus jazina atSkirtba starp skaitli un ciparu, jazina, kas ir naturals skaitlis, japrot salidzinat divus naturalus skaitlus,
novertet izteiksmes vertibu.

levéro! Ja skaitli nav zinami kadi cipari, tos var apzimét ar burtiem, tacu, lai nerastos parpratumi, tada gadijuma virs skaitla tiek vilkta
horizontala svitra, pieméram, trisciparu skaitlis xyz, Cetrciparu skaitlis abcd.

levéro! Divciparu skaitli varam izteikt ki ab = 10a + b, trisciparu skaitli — ka abc = 100a + 10b + c utt.
Pieméram, 2016 = 1000-2+100-0+10-14+1-6.

Pieméri

1. Atrodi vislielako piecciparu skaitli, kuram ceturtais cipars (desmitu cipars) ir lielaks neka piektais cipars (vienu cipars), tresais
cipars lielaks neka ceturta un piekta cipara summa, otrais cipars ir lielaks neka tresa, ceturta un piekta cipara summa, bet pirmais
cipars ir lielaks neka visu paréjo ciparu summal!
Atrisinajums. Meklétais piecciparu skaitlis ir 95210. Pamatosim, ka vél lielaku skaitli nevar iegtt. Ta ka jameklé vislielakais skaitlis,
tad pirmajam ciparam jabut iespéjami lielam, tas ir, 9. Tatad paréjo Cetru ciparu summa nedrikst parsniegt 8. Visiem cipariem
jablt dazadiem, jo katrs cipars ir lielaks neka tam sekojoSo ciparu summa. TakstoSu cipars nevar bat lielaks ka 5, jo jau
8 — 6 = 2, ko nevar izteikt ka tris dazadu ciparu summu. Tatad, lai atrastu lielako piecciparu skaitli, tikstosSu ciparam jabat 5 un
tas nozimé, ka simtu, desmitu un vienu cipars attiecigi var bat tikai 2, 1 un 0. Lidz ar to lielakais piecciparu skaitlis, kam izpildas
prasitas Tpasibas, ir 95210.

2. Leonards izvéléjas patvaligu trisciparu skaitli, pareizinaja to ar 2 un tam gala pierakstija sakotnéjo skaitli. Vai vina iegitais skaitlis
noteikti dalas ar 23?
Atrisinajums. Ja, noteikti dalas. Apziméjam sakotnéjo skaitli ar abc. Skaitlim 2 - abc pierakstit gala abc ir tas pats, kas skaitli 2 -
abc reizinat ar 1000 un tad tam pieskaitit abc. Tatad iegiistam skaitli 2 - abc - 1000 + abc = 2001 - abc. Ta ka reizinatajs 2001
dalas ar 23 (2001 : 23 = 87), tatad ari iegitais skaitlis 2001 * abc noteikti dalas ar 23.

Kongruences

Skat. (6), (2), (21), (22).

Teoréma par daliSanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast tadus veselus skaitlus g un r, ka
a=b-q+r,turklat0 <r <b.

legaumeé! Atlikums nekad nav mazaks ka 0 un vienmeér ir mazaks neka skaitlis, ar kuru dala, tas ir, dalot ar b, atlikumam var bat vértibas
0,1,2,..,b — 1.

Definicija. Doti veseli skait]i @ un b un naturals skaitlis m > 2. Skait)i a un b ir kongruenti péc modula m un pieraksta a = b (mod m)
vai a =, b, jaaun b, dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.

Pieméram, 7 = 3 (mod 2), 17 = 73 (mod 14), =2 = 4 (mod 3).

Biezi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot talak doto teorému.

Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba (a — b) dalas ar m.
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Kongruencu 1pasibas
1. Jaa, dalot ar m, dod atlikumu r, tad a = r (imod m).
2. Jaa = b (mod m), tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
3. Jaa = b (mod m), tad a™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
4. Jaa=b (modm)unc=d(modm),tad
e a+c=b+d(modm),
e a—c=b-—d(modm),
e ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa = b (modm),tad b = a (mod m) (simetrija).
7. Jaa = b (mod m)unb = c (mod m), tad a = c (mod m) (transitivitate).

Uzdevumos par veselu skaitJu pakapém ar mainigu vai lielu kapinataju var noderét nakama teoréma.
Teoréma. Virkne x,, = a™ péc modula m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpsto$os skait|us var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a™ péc modula m. Tiklidz virkné a™ (mod m) paradas
kads jau bijis skaitlis, ir atrasts periods. Perioda garums neparsniedz m.

Ta ka kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas dod vienadus atlikumus péc
modula m, tad Tpasibu, kas japierada visiem veseliem skaitliem, pietiek pieradit katras klases skaitliem atseviski.

Pieméri
1. Kadu atlikumu var iegit, vesela skaita kvadratu dalot ar 3?
Atrisinajums. levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0, 1 vai 2:
e jan =0 (mod 3), tad n? = 02 = 0 (mod 3);
e jan =1 (mod3),tadn? = 12 = 1 (mod 3);
e jan=2(mod3),tadn? =22 =4=1(mod 3).
Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegat atlikumu 0 vai 1.
2. Kadu atlikumu dod skaitlis 3°°, dalot to ar 7?
Atrisinajums. Virkne 3", n = 0, 1, 2, ..., ir periodiska péc modula 7, apskatisim $is virknes pirmos locek|us:
e jan=0,tad 3% =1 (mod 7);
e jan =1,tad 3! = 3 (mod 7);
e jan=2,tad 3% =9 = 2 (mod 7);
e jan=3,tad3*=32-3=2-3 =6 (mod 7);
e jan=4,tad3*=3%-3=6-3=18 =4 (mod 7);
e jan=5,tad3°=3*-3=4-3=12=5 (mod 7);
e jan=6,tad3°=35-3=5-3=15=1 (mod 7);
e jan=7,tad3”=3%-3=1-3 =3 (mod 7);
o ..
So informaciju érti apkopot tabula:
n 0 1 2 3 4 5 6 7
3"(mod7) |1 |3 |2 |6 |4 |5 |1 |3

Redzam, ka virkne 3"(mod 7) ir periodiska ar perioda garumu 6. Ta ki 3°=1(mod7), tad secinam, ka
350 = 368+2 = 32 = 2 (mod 7). Tatad skaitlis 3°° dod atlikumu 2, dalot ar 7.

Risinasanas metodes

Dirihle princips

Skat. (6), (18), (19), ari (23), (10), (8).
81 uzdevumu risina$anas metode jeb domasanas panémiens tiek izmantots dazadas matematikas apakinozarés, pieméram, skaitju
teorija, geometrija un kombinatorika dazadu gratibas pakapju uzdevumu atrisinasanai.
Talak doti vairaki Dirihlé principa varianti.
1) Javairak neka n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bls tada grupa, kura atradisies vismaz 2 objekti.
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2) Javairak neka m - n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bas grupa, kura atradisies vismaz (m + 1) objekts.
3) Jan objekti sadaliti n grupas ta, ka neviena grupa nav vairak ka viens objekts, tad katra grupa ir tiesi viens objekts.

Piezime. Diezgan bieZzi Dirihlé principu formulé ta: ,Ja vairak neka n trusi jaizvieto n bdros, tad vismaz viena bari nonaks vairak neka
viens trusis — tatad vismaz 2 trusi.”
Lietojot Dirihlé principu uzdevumu risinasana, galvenais ir izdomat, kas katra uzdevuma bs bdri un kas — trusi. Katra uzdevuma trusi
un bdri var bat dazadi lielumi, pieméram, trusi var bt skaitli, cilvéki utt., bdri — Tpasibas, péc kuram trusi sadalas vairakas grupas;
TpasSibam jabat tadam, ka katram trusim piemit tiesi viena no tam (katrs trusis var nonakt tikai viena bdri un neviens trusis nedrikst
palikt arpus bariem).
Ja Dirihle princips tiek lietots skait|u teorijas uzdevumu atrisinasanai, tad bieZi vien tiek izmantota ari nakama teoréma par starpibas
daliSanos.

Teoréma par starpibas dalisanos. Dots, ka a, b un n — veseli skaitli, turklat n > 0. Starpiba (a — b) dalas ar n tad un tikai tad, ja @ un
b dod vienadus atlikumus, dalot ar n.

Uzdevumu risinajuma var gan atsaukties uz Dirihlé principu, gan ari atrisinajumu veidot ka pieradijumu no pretéja, Abi sadi risinajumi

ir pareizi (skat., pieméram, nakamo uzdevumu).

Piemeéri

1. Pulcinair 13 skoléni. Pieradit, ka no tiem var atrast tadus divus, kas dzimusi viena un taja pasa ménes!
1. atrisinajums. Ja katra ménesi batu dzimis ne vairak ka viens skoléns, tad visos ménesos kopa bitu dzimusi ne vairak ka 12
skolénu, bet pulcina ir 13 skoléni. Tatad noteikti ir tads ménesis, kura dzimusi vismaz divi no 31 pulcina skoléniem.
2. atrisinajums. Saja uzdevuma 13 skoléni ir jasadala 12 grupas (ménesos). Péc Dirihlé principa noteikti bis ménesis, kura ir
dzimusi vismaz divi skoléni, kas art bija japierada.

2. Pieradtt, ka no jebkuriem astoniem naturaliem skaitliem var izvéléties tadus divus, kuru starpiba dalas ar 7.
Atrisinajums. Naturals skaitlis, dalot ar 7, var dot septinus dazadus atlikumus: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6. Dotos astonus skait|us uzskatisim
par ,trusiem”, savukart viena , blri” ievietosim tos skaitlus, kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 7, tatad ir 7 ,bGri”. Péc Dirihle
principa vismaz viena ,,bari” nonaks vismaz divi ,trusi” jeb vismaz divi skaitli dod vienadus atlikumus, dalot ar 7. So skait|u starpiba
dalas ar 7 (izmantota teoréma par starpibas daliSanos).

3. Rdtinu virsotnés atziméti 16 balti punkti (skat. 29. att.). Vai tiesi septinus punktus var nokrasot melnus t3, lai nekadi tris viena
krasa nokrasoti punkti neatrastos uz vienas taisnes?

O O O O

e]
o]
o]
e]

O O O
O O O O

(]
29. att.

Atrisinajums. Ng, to nevar izdarit. Ja melna krasa nokrasoti tieSi septini punkti, tad paliek devini balti punkti. Ta ka visi punkti
izvietoti Cetras rindas, tad péc Dirihlé principa kada no Sim rindam bds vismaz tris balti punkti, bet tas ir pretruna ar uzdevuma
nosacijumiem.

Invariantu metode

Skat. teoriju un uzdevumus (6), (11), ari (23), (8), (10), tikai uzdevumus (3), (13), (15).

Invariants — tas, kas paliek nemainigs (kada norisé, kados apstak|os). Invariantu metode bie?i ir lietojama tadu uzdevumu risinasana,
kuros tiek aplikots kads process — noteiktu darbibu izpilde ar dotajiem lielumiem, un ir japierada, ka no sakotnéjiem datiem noradito
rezultatu NAV iespéjams ieglt. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties péc talak aprakstita plana.
Invariantu metode
Atrast piemérotu 1pasibu, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, tas ir, saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;
3) nepiemit tam lielumam, kas bQtu jaieglst galarezultata.

Invariants atkariba no uzdevuma var bit, pieméram, elementu skaits, summa, starpiba, reizinajums, paritate (bat para vai nepara
skaitlim), dalamiba ar 3, dalamiba ar 4, periodiskums.
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Piemeéri

1. Sakuma bija 10 papira gabali. Dazus no tiem sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Visus iegltos gabalus sajauca un dazus no tiem atkal
sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Vai, tada veida turpinot, var ieglt tiesi 999 papira gabalus?

Atrisinajums. levérojam, ka sakuma bija doti 10 papira gabali — pdra skaitlis. Ja papira gabalu sagriez
e 5 dalas, tad kopéjais gabalu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo,
saskaitot divus para skait]us, ieglst para skaitli;
e 7 dalas, tad kopéjais gabalu skaits palielinas par 6 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo,
saskaitot divus para skait]us, ieglst para skaitli.
Tatad kopéjais papira gabalu skaits vienmér bds para skaitlis. Ta ka 999 ir nepara skaitlis, tad tieSi 999 papira gabalus iegt nevarés.

2. Uztafeles uzrakstits skaitlis 18. Ar vienu gajienu tam var vai nu pieskaitit 6, vai atnemt 12. Vai, vairakas reizes izdarot Sadus gajienus,
var iegt skaitli 2?

Atrisinajums. Sakuma dotais skaitlis dalas ar 3. Gan 6, gan 12 ari dalas ar 3. Ja skaitlim, kas dalas ar 3, pieskaita, vai no ta atnem
skaitli, kas dalas ar 3, tad atkal iegist skaitli, kas dalas ar 3, jo 3k + 3m = 3 - (k + m). Tatad uz tafeles visu laiku paradisies tikai
tadi skaitli, kas dalas ar 3, bet beigas iegustamais skaitlis 2 ar 3 nedalas. Tatad to nevar iegit ar noraditajam darbibam.

3. Uz tafeles uzrakstiti skaitli 1; 2; 3; ...; 10. Viena gajiena var izvéléeties jebkurus divus no tiem un abiem pieskaitit pa vieniniekam.
Vai, atkartojot Sadus gajienus, var panakt, lai visi skaitli klatu vienadi?

Atrisinajums. Sakuma doto skaitjlu summa ir nepdra skaitlis: 1+2+3+4+54+6+7+8+4+9+ 10 = 55. Katra gajien3,
pieskaitot pa vieniniekam diviem skaitliem, visu skaitju summa palielinas par 2 (par pdra skaitli). Pie nepara skaitla pieskaitot para
skaitli, ieglst nepdra skaitli. Tatad visu skaitlu summa péc katra gajiena paliek nepara skaitlis.

Beigas prasits ieglt desmit vienadus skaitjus, bet desmit vienadu skaitlu summa 10 - x ir pdra skaitlis. Tatad nevar panakt, lai visi
skaitli k|Gtu vienadi.

4. Bezgaligu skaitJu virkni 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1; 4;5;9; 4; 3; 7, 0; 7; 7; ... veido péc $ada likuma: pirmie divi skaitli ir 1 un 2, bet katrs
nakamais skaitlis, sakot ar treso, ir divu iepriek$€jo skaitlu summas pédéjais cipars. Vai $aja skaitlu virkné kaut kur blakus atrodas
skaitli 2 un 4?

Atrisinajums. Para skaitlus apzimésim ar p, bet nepara skaitlus — ar n. levérojam, ka n+n=p; n+p=n;, p+n=n;
p+p=p. Ta ka virknes loceklus nosaka divu iepriek$€jo skaitlu summas pédéjais cipars, tad ta veidojas $adi:
np,nnpnnpnnpn; ..

Saja virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n). Virkné nekur blakus neatrodas divi para skaitli, tatad $aja virkné nekur blakus

neatradisies skaitli 2 un 4.

Invariantu metode — krasosana

Skat. (6), (18), (11), (15).

Invariantu metodi var izmantot ari uzdevumos par figiiru sagrie$anu vai saliksanu. Sados gadijumos bie7i tiek izmantota iekraso$ana.

Pats galvenais $ada tipa uzdevumos ir atrast tadu iekrasosanas veidu, lai rastos pretruna —iekrasoto ratinu skaits lielaja figlira atSkirtos

no kopé€ja iekrasoto ratinu skaita mazajas figlras.

Ratinas var iekrasot dazadi. Visbiezak tiek lietota iekrasosana ka Saha galdinam, tacu ritinas péc nepiecieSamibas var iekrasot arf,

pieméram, joslas, diagonalés vai vispar atrast kadu citu iekrasoSanas veidu. Figliras var iekrasot gan divas, gan vairak neka divas krasas,

Pieméri

1. Vai taisnstari ar izmériem 4 X 11 ratinas var noklat ar 30. att. dotajam figliram? Taisnstlrim jabat pilniba noklatam. Figdras
nedrikst iziet arpus taisnstira, figlras nedrikst parklaties, figiras drikst pagriezt.

30. att.

Atrisinajums. N, nevar. Taisnstdri kopa ir 44 ritinas, bet viena figlira ir 4 ratinas. Tatad, ja uzdevuma prasibas varétu izpildit,
taisnstlris bdtu noklats ar tiesi 11 figlram. Izkrasosim taisnstdri Saha galdina veida (skat. 31. att.); pavisam melna krasa ir
nokrasotas 22 (para skaits) ratinas. Lai ka ar $aja taisnstari tiktu novietota dota figlra, ta noklas vai nu tiesi vienu melnu ritinu, vai
tieSi 3 melnas ratinas (skat. 32. att.), tatad nepara skaita melnas ritinas. Tapéc ari 11 (nepara skaitlis) $adas figlras kopa var noklat
tikai nepara skaita melnas ratinas. Ta ka nepara skaitlis nevar bit vienads ar para skaitli — melno ritinu skaitu visa taisnstari, tad
taisnstari pilniba parklat nevar.

2. Vai kvadratu ar izmériem 6 X 6 ritinas var parklat ar 18 domino kauliniem ta, lai 13 kaulini atrastos horizontali, bet 5 — vertikali?
Katrs kaulin$ parklaj tiesi 2 ratinas, kaulini nedrikst parklaties.
Atrisinajums. N&, prasito nevar izdarit. lekrasosim doto kvadratu joslas (skat. 33. att.). Tad kvadrata ir 18 melnas un 18 baltas
ratinas.
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31. att. 32. att. 33. att. 34. att. 35. att.

Vispirms izvietosim 5 vertikalos kaulinus. Lai kur katru no tiem novietotu, vienmér tiks noklatas divas blakus rindu ratinas, tatad
viena melna, viena balta (skat. 34. att.). Péc piecu vertikalo kaulinu novietoSanas bis noklatas 5 melnas un 5 baltas ratinas.
Nenoklatas paliek 13 melnas un 13 baltas ratinas. Ar vienu horizontalu kaulinu var noklat vai nu 2 baltas, vai 2 melnas ratinas, tas
ir, para skaita melnas vai para skaita baltas (skat. 35. att.). Tatad ar 13 horizontalajiem kauliniem var noklat tikai para skaita melnas
un para skaita baltas ratinas. leglta pretruna, jo péc vertikalo kaulinu novietoSanas vél ir janoklaj nepara skaits melnas un nepara
skaits baltas ratinas.

3. Vai kvadratu ar izmériem 9 X 9 ri{tinas var noklat ar 26 figiram, kadas dotas 36. att., un vienu 37. att. doto figliru? Kvadratam
jabat pilniba noklatam. Figliras nedrikst parklaties, figras drikst pagriezt.

(1] |

36. att. 37. att.

Atrisinajums. Ng&, prasito nevar izdarit. Izkrasosim kvadratu tris krasas diagonalveida (skat. 38. att.) t3, lai novietota 37. att. figlra
saturétu tiesi divas vienas krasas ritinas. Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka ta satur divas zilas un vienu sarkanu ratinu.
Tada gadijuma nenoklatas paliek 25 zilas, 26 sarkanas un 27 baltas ritinas, jo kvadrata katras krasas ratinu skaits ir 27. Katra 36.
att. figlra nokl3aj vienu sarkanu, vienu zilu un vienu baltu ratinu. Ta ka nenoklataja dala dazado krasu ratinu skaits nav vienads, tad
ar 36. att. figdram to noklat nav iespé&jams.

38. att.

Matematiskas indukcijas metode

skat. (2), (24), (25)
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