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IEVADS

Elementaras metodes ir vieglak apgiistamas,
Jja pirms tam esam iepazinusies
ar neelementaram metodem.

Gramatas 1. dala plasak tika apliikota ievérojama nevienadiba G < A, kas saista
vidgjo geometrisko un vidgjo aritmétisko, ka arT Kos1 nevienadiba.

Savukart 2. dala galvena loma ir atvéléta izoperimetriskajam uzdevumam, ka ar1
apliikotas vairakas funkciju klases, kuram ekstrémus var atrast elementara veida. Par
vissenakajiem ekstrému uzdevumiem uzskata ta dévétos izoperimetriskos uzdevumus
(kada figiira ierobezo vislielako laukumu, ja uzdots tas perimetrs?). Jau Aristotelim
(4. gs. p. m. €.) bija zinams, ka “visietilpigakas” figiiras ir rinkis un lode attiecigi starp
plaknes un telpas figiram. Geometriskie maksimumu un minimumu uzdevumi
sastopami senatnes visu tris dizako matematiku — Eiklida, Arhiméda un Apolonija —
darbos. Saskana ar Enciklopédisko vardnicu [EV, 55] Eiklida slavenajos “Elementos”
(6. gramata) atrodams visvienkar$akais un, ticams, arT visvecakais ekstrému
uzdevums, proti, kadam taisnstiirim ar uzdotu perimetru ir vislielakais laukums?
Apméram pusi no gramatas 2.dalas aiznpem materials par izoperimetriskiem
daudzsturiem. Darba 1pasSa vieta ir ieradita klasiskajai Zénodora problémai: kadam
n-stirim ar uzdotu perimetru ir vislielakais laukums? Atsevisks punkts veltits
maksimala daudzstiira (un vispar uzdevuma atrisinajuma) eksistences problémai.

Darba dota gan teorétiska, gan praktiska dala. Turklat ne visi uzdevumu
risinajumi izklastiti tradicionala veida, kad meérki cenSas sasniegt pa iespg&ami
“taisnako” celu, t. i., ekonomgjot laiku vai izklasta apjomu. Cela uz mérki laiku pa
laikam tiek apliikoti dazadi sancelini, skolénu raksturigakas klidas, maldus risinajumi
utt. Prakse, risinot kadu jaunu problému, mums reti kad izdodas uzreiz (bez klidam,
bez eksperimenteSanas) atrast 1sako, vienkar$ako risinajumu. Ir piedavati ari dazi
sofismi vai saméra vienkarSas kludas saturo$i risinajumi, kuros lasitajam paSam
vajadzetu ne tikai atrast pareizo risindjumu, bet ar1 saprast, kur citi risinataji pielavusi
kadu kludu, pavirsibu.

Ne darba saturs, ne dotas atsauces nepretendé uz izsmeloSu t€mas analizi un
atspogulojumu. Tas ir tikai neliels ieskats atseviSska tipa elementari risinamos
uzdevumos. Daudzi macibu lidzeklu autori izvairas dot atsauces uz izmantotajiem
pirmavotiem un tadgjadi stipri apgriitina izsekot ideju attistibai, uzdevumu izcelsmei,
aizguvumiem.

Vairakas Seit neizverstas t€mas var tikt izstradatas skolénu pé&tnieciskajos darbos.
Elementaro metozu aspekts ir loti piemérots skolénu un skolotaju vajadzibam, seviski
gatavojoties matematikas olimpiadém. Kaut izklasts ir elementara Iimeni, tomér ta
satura ‘“‘sagremos$anai” skol€niem jabiit pacietigiem un pietickami labi matematiski
sagatavotiem.

Izmantotas literatiiras saraksts ir dots darba beigas. Gramatas 2. dala numeracija
ir neatkariga no 1. dala lietotas numeracijas. Atsauces uz literatiiru dotas forma [KR],
[Zet, 3, 30-31], kur skaitli norada citéta avota lappuses.



. b
1. nodala. Funkcija x+

Virsraksta minétajai funkcijai ir ievérojama nozime daudzu ekstrému uzdevumu
risinasana. Turklat §1s funkcijas ekstremalo 1pasibu izpé€te ir visai vienkarsa.

Mingsim vairakus saistoSa rakstura piemé&rus, kur paradas aplikojama tipa
funkcija:

e Uzdevums par labako redzes lenki [Zet, 42— 43; Nat, 21; Cib1, 37];

e Heigensa uzdevums par lodém [Cibl, 41];

e Eiklida uzdevums par lielaka paralelograma ievilkSanu trijstiri un ta

2

modifikacija, kad uzdots paralelograma lenkis. [Funkcija f(h) :aTh_a%
rodas salidzinot maksimala un patvaliga paralelograma laukumus, Zet, 27 — 28];

e Viviani uzdevums. [Zet, 58; Cibl, 17];

e Uzdevums par vismazaka tilpuma konusu, kur§ apvilkts ap doto lodi
[Cib1, 48 —49];

e Minimiz€t rinka sektora perimetru, ja uzdots ta laukums, vai otradi,
maksimizgt rinka sektora laukumu, ja uzdots sektora perimetrs;

e Minimiz&t ap rigki apvilkta taisnlenka trijstiira laukumu;

e Minimiz€t ap rinki apvilkta taisnlenka trijstiira hipoteniizas garumu;
Novilkt taisni BC caur lepka A iekSiené dotu punktu, lai iegiitu minimala laukuma
trijstari  ABC. [Elementars geometrisks risindjums ir atrodams gramata
[SCI3, 332].

e Uzdevums par baterijas vislielako jaudu [Nag, 49; O, 161; KUK, 357; S1]

e Uzdevums par optimalo sviru [Kip, 24]

Monotonitates intervali
Nemot véra to, ka funkcijas y(x):ax+9 grafiks ir simetrisks attieciba pret
X

koordinatu sakumpunktu, t.i., Yy(-X)=-— y(Xx), pietick noteikt §is funkcijas
monotonitates intervalus pozitiviem X. Turpmak uzskatisim, ka X > 0 un ka koeficienti
a un b nav vienadi ar nulli.

Ja reizinajums ab ir negativs, tad y ir monotona funkcija:
1) augosa, jaa>0unb<0;
}) dilstosa, jaa<0unb>0.

Nogriezni [X1, X2] definéta monotona funkcija savas ekstremalas vértibas sasniedz
nogriezna galapunktos.

Ja reizinajums ab ir pozitivs, tad funkcijas y monotonitates intervalu noteikSana
klast nedaudz sarezgitaka.



1. lemma. min y(x) = y(\/gJ =2Jab, ja a>0unb>0;

maxy(x):y[\/gJ:—Z\/E,ja a<0unb<O0.

Lemmas pareiziba izriet no nevienadibas u+v > 2+/uv, kas kliist par vienadibu
tikai tad, kad u = v.

2. lemma. Ja a, b un x1 pozitivi, funkcijas y(x) = ax+9 definicijas kopa ir nogrieznis
X

b ST L y o
[X1, X2] un x, = \/: e (x,X,), tad y ir dilstoSa nogriezni [X1, X3] un augosa nogriezni
a

[X3, Xz] .

Pieradijums. Nemsim X1 < X <z < x3. Tad japierada sakariba

b b b b b(z - x)
AX+—>al+— & ———>al—aX &
X z X Z XZ

>a(z-X) < b>axz.

Ta ka axz < axaxs = b, tad y ir dilsto$a nogriezni [X1, X3]. Analogiski secinam, ka y ir
augos$a nogriezni [X3, X2].
No §im lemmam ka sekas ieglistama $ada 1si formul&jama

_ . - . b I
Teoréma. Nogrieznl [X1, X2] defin€ta funkcija y=ax+— savas ekstremalas vértibas
X
. : o _ b .. : . .
sasniedz galapunktos xi, X2 vai punkta x3 = .[—, ja vien tas pieder §im nogrieznim.
a

Vairaki gan atrisinati, gan patstavigai risinaSanai paredzeti piemeri, kuri saistiti ar
aplikojamo funkciju, ir doti macibu lidzekli [VR].
2

lg° x+4

Ig x
“Noteiksim izteiksmes mazako vértibu:

2
lg"x+4 =lg X+i >2 |lg X~i =4. Ta ir 4. Mazako vertibu izteiksme iegiist, ja
Ig x Ig x Ig x

Igx=2 jeb x=100.” [VR, 19] ¥

“Pie kadas x vertibas izteiksmes vértiba ir mazaka?”

Atrisinasim divus patstavigai risinasanai paredz&tos uzdevumus.
- I o 4 . .
“Apréekinat mazako veértibu funkcijai y = X+ — intervala [4;5].”

X

Minimuma punkts ir x = 2, tacu tas nepieder dotajam intervalam. Funkcija y sasniedz
savu minimumu galapunkta X = 4, jo
4 4 x-4
y=X+—24+leox-421-—=—1>—.
X X X X
“Rinka sektora laukums ir S. Kadam jabuit centra lenkim, lai sektora perimetrs biitu
vismazakais?” [VR, 27]



Apzimgjot ar I, p un X attiecigi rinka radiusu, sektora perimetru un centra lenki, iegiisim

S=2r2x un
2
p:2r+xr:2r+§z4\/§.
r

Optimalo centra lenki nosakam no vienadibas: 2r = 2 =rX = X =2 (radiani).
r

Ka sekas no Sejienes iegiistam duala uzdevuma “Maksimizét rinka sektora laukumu, ja uzdots
ta perimetrs” atrisinajumu, proti, optimalais centra lenkis ir x = 2. 2

Uzdevums par baterijas vislielako jaudu
E’R
(r+RY

elektrodzinéjspéks, r — nemainiga baterijas iekseja pretestiba. Cik lielai jabut aréjai
pretestibai R, lai baterijas jauda P biitu vislielaka? [KUK, 357]°)

Elektriskas baterijas jaudu P var aprékinat péc formulas P = , kur E ir nemainigs

Elementars risinajums ieglistams, apliikojot apgriezto lielumu. Ta minimums ir punkta
R =r, t. 1., baterijas jauda bus vislielaka, ja argja pretestiba sakritis ar iek§¢jo.

2 2
@:%mwrzz\/r_zur:m.

Uzdevums par skriives optimalo lenki
. X
Skriives lietderibas koeficients ir vienads ar Yy = _tox kur x — skriives kapes slipuma

tg(x+p)’
lenkis, bet B — berzes lenkis. Noteikt tadu x, lai y butu vislielakais.
Uzdevums formuléts [Lub, 83], kur ar atvasindjuma palidzibu secinats, ka lietderibas
p

koeficients biis maksimals, ja x=45° -5 Uzradisim elementaru risinajumu, reducgjot

trigonometrisko funkciju uz aplikota veida funkciju (t = tgx, b = tgp).

tox  _ tox(L-tgx-tgB) _t(l—th) [tib=u]= (u-b)—(u-b)*b _

y

" tg(x+B) tgx + tgp) t+b u
2 2 3 2
_u-b-u’h+2ub’-b :—b(u+1+b j+1+2b2-
u u
Ekstrému punkts ir
U=+v1+b* =>t=tgx=+1+b®> -b= 1+tgz[3—tg[3:_1 _tgﬁzl—s'nﬁl
cosp cosp

Taka w = tg(Z - ﬁj, tad optimalais slipuma lenkis ir x = 45° — B .
cos 4 2 2



Nevienadiba A > H

Nevienadiba starp vid&jo aritmétisko un harmonisko ir lidzvértiga tam, ka SnBn > n?,

kur S, =x +---+X,unB, :i+---+i. Pamatojoties uz nevienadibu x+12 2,
X, X X

n

vispirms parliecinamies, ka

S,B, = (X, +x2)(i+iJ=1+ﬁ+&+12 4.
Xl X2 X2 Xl

Tad, lietojot indukciju un atkal nevienadibu ax + b > 2./ab , dabiijam vajadzigo:
X

S
SpiBna = (S, +xn+1)£Bn +i) =S,B, +—"+X,,B, +1>S B, +2,/S,B, +1>(n+1)°.
X

n+1 n+1

1. uzdevums. Novilkt taisni BC caur lenka A iekSieng dotu punktu, lai ieglitu minimala
laukuma trijstiirt ABC.

No punkta P novilksim nogrieznus PE un PD, kas paraléli lenka malam un to garumus
apzim&sim attiecigi ar p un ¢, sk. 1. zim. Nogrieznu DC un BE garumus apzimé&sim attiecigi
ar x uny. Tad no Iidzigiem trijstiriem BEP un PDC:

X
P_X = xy=pq,y=m =
Yy ¢ X
2L(ABC)=(p+Xx)(g+Yy)sinA=(2pg+ py+ xq)sin A
2
2pq + py+qx:2pq+qx+%22pq+2pq:4pq.

Laukumu minimiz€ punkts X = p.

Piezime. Starp tikko atrisinato uzdevumu un Eiklida uzdevumu pastav ciesa saistiba. Kada? %

1. zZim.
2. uzdevums. Pieradit, ka funkciju Py tir var reducét uz apliikojama veida funkciju
+
b
ax+—+c.
X

Parveidosim doto funkciju



£+i:% p+i = z:} =z(p+ g )=[x=1+rz] =
t t+r t 1 r t 1+rz
+i
t
— ( H) X q—i-q_p.
r X rx r

3. uzdevums. Pieradit, ka funkcuu Vt? +1—kt var reducét uz aplikojama veida
funkciju ax+2.
X

Tiesais cels, kad pielidzinam §Ts funkcijas un censamies izteikt X vai t, Skiet, ir visai

apgrutinoss. Rikosimies $adi:
VP +l=x+t = P +1=x*+2xt+t* = 1-x* =2xt =
1-x°
2X

Tagad p&c vienkarSiem parveidojumiem iegiistam vajadzigo formu

Jt? +1-kt:x+t-kt:x+t(1-k):x+(2i—§j(1—k)=
X

k-1, 1-k k+1 1-k
x(1+ )+ = X+ :
2 2X 2 2X

t=

4. uzdevums. Atrast minimumu funkcijai 2vt* +1-t.

Izmantosim iepriek$&ja uzdevuma parveidojumu, kur k = 0.5. Tad
2t +1 -t =2(\t? +1-0.5t) = 2(0 75x+%) >2. 2\/7 V3.

Noteiksim minimuma punktu:

2
0.75x2=0.25:>x2:l:t:1 X zé.
3 2X 3

5. uzdevums. Noteikt funkcijas vt +1—kt ekstrémus nogriezni [0; 1], jak = 1.

Annina. Saskapa ar 3. uzdevuma parveidojumu dota funkcija ir aizstdjama ar

k+1 1-k
> X+2— =X, Jo k=1. Ta ka ped&ja ir monotona, ta ekstrémus sasniedz nogriezna
X

galapunktos. Aprékinu dotas funkcijas f vertibas dota nogriezna galapunktos un iegiistu,

ka fmin = \/E—l, fmax =1.
Janitis. Parbaudisim, vai f ir dilstoSa. Nemsim X <Yy un salidzinasim funkcijas veértibas:

VX +1—kx>+y? +1—ky

K(y=x)>+/y> +1-v/x2 +1

y? - x2
k(y—x)>
v=x JYZ +14+4x% +1
k(\/y2+1+\/x2+1)>y+x.

10



Ja k ir pozitivs, tad pedgja nevienadiba ir acimredzama, jo y?+1>y? un x* + 1> x2.
Tatad f ir dilsto$a un Anninas atbilde ir pareiza.

.. e e e . 1
Jautrite. Janitis ir ieguvis dilstoSu funkciju visiem pozitiviem K. Nemsu K =5 Tad

funkcija
E-X+ﬁ=£(3x+£)
2 2x 4 X

nav dilstoSa. Vel vairak, ta vispar nav monotona, jo, ka jau 3. uzdevuma noskaidrots, tai

punkta 3 Ir minimums.

Kltda Seit ir diezgan viegli pamanama. JaniSa spriedums ir pareizs, ja k > 1, bet
ne visiem pozitiviem K.

6. uzdevums. Uzradit substitiiciju, kas funkciju vkx+1++/m—dx, kur k un d pozitivi
skaitli, parveido par apliikojama veida funkciju ax + b +C.

X
7. uzdevums. Uzradit substitiiciju, kas funkciju x+kvd—x*, kur k un d pozitivi
skaitli, parveido par apliikojama veida funkciju ax + b +cC.

X

8. uzdevums. Pieradit, ka no visiem taisnlenka trijstiriem, kas apvilkti ap doto rinki,
vismazakais laukums ir vienadsanu taisnlenka trijsttirim.

Izteiksim hipotentizu divos veidos, sk. 2. zim&jumu:

c=m,c:a+b—2r =
a®+b*=(a+b)> —4r(a+b)+4r?
0=2ab—4r(a+b)+4r? =b(2a—4r)—4ar +4r*> =
[t:a—Zr}:M

a=t+2r t

_2ar-2r?
a-2r
Mekl&sim minimumu reizinajumam

2
L:a?b:mzr)tﬂ:(HZ%JrSrJrz(Z\/Zrz +3r)r.

b

Tatad
t =TN2 =a,, =rJ2+2r, b, =rJ2+2r un L, =r’(3+272).

2. zim.

11



Sekas. Ja a un b pozitivi skaitli un a+b—+/a* +b® = 2r, tad reizinajums ab ir minimals, ja
a=b,ti, mnab= (r(2+\/§))2 =r2(6+42).

ArT nakamo ¢etru uzdevumu risinajumi iegiistami ka sekas no apliikota uzdevuma.

9. uzdevums. Noteikt minimumu funkcijai X(L_ll) x>1,

Doto funkciju dabi, ieprieks$éja uzdevuma risinajuma b izteiksmge ievietojot a = 2rx.

2 2
b:Zar—Zr :r(2x—1) :>ab:2r x(2x—1).
a-—-2r x—-1 x-1

J2

a. =r/2+2r = x_. =1+7.
TieSu un 1saku risinajumu iegiist, lietojot $adu parveidojumu:

X(2x -1)

=2(x—1)+i+322ﬁ+3.
x—1 x—1

10. uzdevums. Kadam trijstrim, kur§ apvilkts ap doto rinki, ir vismazaka kateSu
garumu summa?
11. uzdevums. Kadam trijsturim, kurs apvilkts ap doto rinki, ir visisaka hipotentiza?

Atbilde. Abos uzdevumos optimalais trijstiiris ir vienadsanu taisnlenka trijsturis. Tas izriet no
formulam (sk. 8. uzdevuma risinajumu):

c=a+b-2r,0=2ab—4r(a+b)+4r> = ab+2r>=2r(a+b).

Ta ka r ir nemainigs lielums, tad no pédg¢jas vienadibas redzams, ka kateSu garumu summa ir
minimala tad un tikai tad, kad minimals ir to reizinajums.

12. uzdevums. Noteikt funkciju F, (y) = (L+ ctgy t2y, F, (y) = CtzgY e (o, Ej,
oS 2y

minimuma punktus.

Atbilde. Abam funkcijam minimuma punkts ir B = 2y = 45°. Sis funkcijas ar precizitati lidz
konstantam reizinatajam izsaka attiecigi trijstira ABC laukumu un hipotentizas BC garumu,
sk. 2. zZim&umu:

BC:r+rCtg%, AB=BC-tgp, 2L(ABC):r2F1(Y)1 AC:C?;:B

13. uzdevums. Noteikt minimumu funkcijai tgx + ctgx, ja

a) X ir pirma kvadranta lepkis; b) Xxe {— %t - g} .

14. uzdevums. Noteikt minimumu funkcijai |tgx + ctgx|.

15. uzdevums. Noteikt funkcijas atgx + bctgx monotonitates intervalus, ja @ un b
pozitivi skaitli. (Izmantot 2. lemmu.)
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OlimpiaZzu uzdevumi

Aplikojama tipa funkcija saméra biezi satopama p&c satura loti dazados
olimpiazu uzdevumos vai to risinajumos.
2

2
16. uzdevums. [AZT, 656", uzd.] Pieradit nevienadibu Xy 5 22, jaxy=1lunx>y.

X=y
2
17. uzdevums. [AZT, 657. uzd.] Pieradit nevienadibu X+—3X1+3 L 4,jax>0.
X+ X

18. uzdevums. Noteikt maksimalo vértibu reizinagjumam (1 + X1)(1 +Xx2) ...(1 +Xn), ja
X1, X2,...., Xn pozitivi skaitli, kuru reizinajums ir 1.

Gramata [AZT, 194] dots sads aspratigs risinajums:

P? = (1+2X, + X )(L+2X, + X5 )+ (L+2X, +X*) =
1+2% + X7 1+2%, +X;  1+2% + x5

Xy X2 Xn

(2+xl +i](2+x2 +ij~--(2+xn +ij24“.
Xl X2 Xn

Vel 1saku risinajumu iegist, lietojot nevienadibu 1+ a > 2\a:
(L X)L+ %)+ ) = (2% J2x, ) -+(24x, )= 2"

19. uzdevums. [AZT, 659. uzd.] Pieradit nevienadibu
(@+b)(b+c)(a+c)>8abc, jaa, b,c>0.

20. uzdevums. (21. Latvijas atklata matematikas olimpiade) Atrisinat vienadojumu
sin X + cos X = tg X + ctg x.

21. uzdevums. (32. Latvijas atklata matematikas olimpiade)

“Vai noteikti x + 9 > Y+ S , Jaa) x>y>0, b) x>y>3?”
X y

Funkcija f(x):x+g aug pa labi no tds minimuma punkta X =3, tapéc dota
X

nevienadiba ir speka vienmér gadijuma b), bet gadijuma a) dota nevienadiba var nebiit
speka. Piem&ram,
x=3>1=y, betf(3) =6 <f(1) = 10.

f(x)=x+922‘/x-g:6: f (3).
X X

22. uzdevums. (22. starptautiska matematikas olimpiade, 1981, ASV)
Pienem, ka P — punkts trijstiira ABC ieksieng, bet D, E un F — ta ortogonalas projekcijas
attiecigi uz taisném BC, CA un AB. Atrast visus punktus P, kuriem summa
BC CA AB
PD PE PF
minimala.
“Tika piedavats daudz dazadu risinajumu. Drosi vien vistipiskakais ir $ads panémiens
[SMO, 56 — 59]
Jaatrod minimuma punkti tris argumentu funkcijai
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fpy=2.0. ¢

X Yy z
kurc=BC,b=AC,a=AB,z=PD,y=PE, x=PF (sk. 3. Zim.)
...Tomér uzdevumu var reducét uz viena argumenta funkcijas minimuma punktu meklesanu.
Ievérosim vispirms, ka p&c nosacijuma punkts P atrodas trijstiira ABC ieksien€; apzimgjot ar S
§1 trijstura laukumu, iegiisim

Saspc + Saapc + Saaps = S,
no kurienes izriet, ka
ax + by + cz=S (S - konstante)

(Te S vieta vajadzétu 2S vai jaunu apzim&jumu Si)

3. Zim. 4. Zim.
Ja uzskatitu, ka punkts P pieder nogrieznim MN, kas paraléls malai BC (4. zim.), tad iegiitu,

L c . . v . . _.
ka vertibas €z un — ir nemainigas $a nogriezna punktiem, bet tad uzdevums reducgjas uz
z

. _. . . .. a b ” o
minimuma mekléSanu jau divargumentu funkcijai —+ —. Bet §ie mainigie ir saistiti ar

Xy
nosacTjumu ax + by = d, kur d = S — cz — konstante. Tad&jadi jaatrod minimums funkcijai
a b a b’

2

fL(X)=—+—=—+ :
1) X y x d-ax

Piezime. Minimums $ai funkcijai ir mekl&ts ar atvasindjuma palidzibu. Tacu to var atrast ari
elementara veida, sk., pieméram, 1.uzdevumu. Gramata [SMO] ir dots arT vienkars$aks
risindjums, kur§ turklat saistits ar aplikojama veida funkciju.

Apliakosim funkciju Sf(P), kur S — trijstara ABC laukums.

Sf(P):£%+%+§](ax+by+cz):

:a2+b2+c2+ab(§+XJ+bc[l+ij+ac[i+5}
y X zy Xz

No zinamas nevienadibas k +% >2 (ja k> 0, vienadiba ir speka tikai gadijuma k = 1)

izriet, ka
Sf(P) > a?+ b2+ ¢?+ 2ab + 2ac + 2bc,

Sf(P) > (a + b +¢)? (P) > w
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2
(@+b+c) tikai tad, ja KoY o221 Tas nozimg, ka x =y =z funkcijas
y z X

f(P) minimuma punkta Py, t. i, Po — rinka linijas, kas ievilkta trijsturi ABC, centrs.

turklat f(P)=

23. uzdevums. (37. starptautiska matematikas olimpiade, 1996, Indija)

Pienem, ka ABCDEF — izliekts se$staris, kuram AB || ED, BC || FE, un CD || AF. Ar
Ra, Rc, Re apzimésim radiusus rinka Iinijam, kas apvilktas attiecigi ap trijstiriem FAB, BCD,
DEF, bet ar P — seSstiira perimetru. Pieradit, ka Ra+ Rc + Rg > P/2.

N. Sedrjakana risinajums [SMO, 157-158] ,,Apzimésim ar @, b, ¢, d, e un f attiecigi
malu AB, BC, CD, DE, EF un FA garumus. Atzim&sim, ka seSstiira pretgjie lenki ir vienadi
(£LA=4£D, /B =ZE, ZC =/F). Novilksim perpendikulus AP un DQ pret BC, AS un DR pret
FE, (sk. 5. ztim&jumu). Tad PQRS — taisnsttris un BF > PS = QR. Tatad 2BF > PS + QR. No
Sejienes

2BF > (asinB+fsinF)+(csinC+dsinE) =
=(asin B +fsin C) + (c sin C + d sin B).

Analogiski

2DB > (csinA+bsinB) + (esin B +fsin A),
2FD > (esin C +fsin A) + (asin A + b sin C).

Sakana ar sinusu teorému
BF R DB FD

= —, = 'R = ,
A 2sinA’ ¢ 2sinC’ f  2sinB

tapec

4(R, +R. +RE)2_LA(asinB+ fsinC+csinC+dsinB)+
sin

+_L(csin A+bsinB+esinB+ fsin A) +
sinC

+_i(esinC +dsin A+asin A+bsinC) =
sinB

_ (a+d)[s!n B . s!n Aj+(b+e)(5!n B . S!nCJ+
SINA sinB sinC sinB

(eq f)[smC +smA

sinA sinC

)22(a+d)+2(b+e)+2(c+ f)=2P
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P N
un tas nozimé, ka R, + R, + R = > kas arT bija japierada.

Vienadiba tiek sasniegta tad un tikai tad, kad ZA = /B =~ZCun BF L BC, ..., t.i., kad
seSstiiris ir regulars.”

24. uzdevums. (Baltijas cels, 2003)
Pieradit nevienadibu (1+ x)(1+ y)(1+z) > 2(1+ ?iﬁ - ei/z - i/g} jaxyz=1lunx,y,z>0.
X y z

Nevienadibas Kreisaja pusé atver iekavas:
Q+x+y+xy)(l+z)=1l+z+x+x2+y+yz+xy+xyz=
=2+X+Yy+2z+XZ+2zy+Xy.

x+y+z+xz+zy+xy22(3\/z+s\/z+3\/g)
X y z
1

Saskana ar nevienadibu A > G ir speka %(y + 1 + 1) >3 ly-=-1. Tapéc pietiek pieradit, ka
X X

Japierada

2 1 1 1
X+ y+z+xz+zy+xy2§ y+—+1+z+—+1+x+—+1
X y z

1 11 2( 11 1j
X+Yy+Z+—+—4+—2—| X+y+Z+—+—+—|+2
X y z 3 X y y

x+y+z+1+£+l26. *)
X y z

Nevienadiba (*) ir speka, jo t +% >2.

Piezime. Nevienadiba (*) ir lidzvertiga nevienadibai 3A+ A\ > 6, kur A un H ir attiecigo tris

saskaitamo vidgjais aritmétiskais un harmoniskais. Atzim&sim, ka jebkuram saskaitamo
o 1 1

skaitam ir speka A+ﬁ > A+K >2.

25. uzdevums. (33. Latvijas atklata matematikas olimpiade).
Dots, ka X, y, un z ir pozitivi skait]i.

a) Pienemsim, ka zinams X +y + z < 3. Vai noteikti 1 + 1 + 1 >3?
X y 2
. . . : 2.1 11
b) Pienemsim, ka zinams: X +y + z > 3. Vai noteikti —+ —+—<3?
X y z
Pirmaja gadifjuma ta ir, kas izriet no nevienadibas A > H. Otraja gadijuma viegli uzradit
pretpieméru: z =3, x =y =0,1.

26. uzdevums. [MO, 56] Atrast visu pozitivu skaitlu parus (X, y), kuros funkcija
4 4 2 2
f(xy) :x_4+y_4_x_2_y_2+§+l
y x 'y x ¥y X

sasniedz savas minimalas vértibas, un atrast $0 minimumu.®
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Sofisms

No visiem taisnstiira paral€lskaldniem ar uzdotu laukumu L un sanu virsmas laukumu
S atrast to, kuram Skautnu garumu summa ir vismazaka. Vai optimalais paral€lskaldnis
biis kubs?

Annina. Skautnu garumus apzimesu ar X, Y, z. Tad jamekleé minimums funkcijai
f=4(x +y + z) pie nosacijumiem Xy = L, 2(Xy +yz + xz) = S. IzteikSu z.
S-2L
2(x+Y)

2L+2(yz+zX)=S=>z=

ApziméSut=x+y. Tad
fogte>=2k 24-2\/t-s_2L =8\/S_2L.
2t 2t 2

Seit es izmantoju nevienadibu A > G. Funkcija minimumu sasniedz tad, kad abi
saskaitamie vienadi:

_S-2L_ ., Ss-2L_  [s-2L
2t 2 2
Janitis. Parbaudisu, vai iegiitais rezultats atbilst kubam. Tam visas Skautnes

vienadas, tapéc jabiit:

X2=1L,6x2=S
S— 2L = 4x2
No vienas puses, t = x+y = 2x, bet no otras puses,

2
t= S—ZL: 4x =\/§X.
V. 2 \ 2

Kuba gadijuma biutu 2x=+2x = 2=+2, kas ir absurds. Tatad optimalais
paralélskaldnis nekad nav kubs.

Jautrite. Ta varétu teikt, ja zinatu, ka Annipas risindjums ir simtprocentigi
pareizs. Nemsu S = 100, L = 25. Tad

t:x+y=‘/1002_50 =5,

Kapinasu §1s vienadibas abas puses kvadrata un izmanto$u nosacijumu Xy = L.

(X+y)? =x"+2xy +y> =x*+y* +2L=x*+y*+50=25 = x* +y* =-25,
Iegiits kaut kads absurds. Tas nozimée, ka Annina kaut kur ir pielavusi kladu.
Palidziet Anninai aizstavéties.

Atrisiniet patstavigi lidzigu uzdevumu, kad summas X +y + z vieta nem kvadratu
summu X2 + y? + 22,

27. uzdevums. No visiem taisnstlira paral€lskaldpiem ar uzdotu laukumu L un sanu
virsmas laukumu S atrast to, kuram Skautpu garumu kvadratu summa ir vismazaka.
Vai optimalais paral€lskaldnis biis tas pats, kas ieprieks€ja uzdevuma?
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a,x’ +a,X+a,
2
b, X" +b,x+b,

2.nodala. Funkcija f(x)=

Noskaidrosim, vai divu otras pakapes polinomu dalijumam ekstrémus var
noteikt elementara veida. Vairaki funkcijas f pieméri ir aplikoti, pieméram, macibu
lidzekl1 [VR], sk. arT nodalu “Veértibu kopas izmantoSana” gramatas 1. dala.

“Lai noteiktu sada veida funkcijas ekstrémus, palidz prasme noteikt funkcijas vertibu
apgabalu. Doto funkcijas vienadojumu parveidosim par kvadratvienadojumu attieciba pret x:
(azy-a1)x* + (bzy-b1)x + (cay-c1)=0
Lai $im vienadojuma eksistétu realas saknes, jabtit D>0.” [VR, 28]

Sadas teorétiskas vadlinijas ne vienmér bis pietickamas. Pieméram, ka rikoties
tad, kad esam konstat&jusi, ka diskriminants ir nenegativs visiem Yy no kadas mds
interesgjosas kopas? Turklat $T panémiena lietoSana nenoteiktu koeficientu gadijuma ir
visai apgritinosa.

Iepazisimies ar citu metodi, kuras pamatideja ir f reducésana uz jau aplikotas

. : b _ .
funkcijas, proti, at + " + ¢, ekstrému noteikSanu.
1. Funkciju f izsaka veida
a,X+a,
b,x? +b,x+b, "’
kur koeficientus k, a4, un as nosaka no vienadibas
k(b,x* +b,x+b,) +a,x+a, =a,x* +a,x+a,.

f=k+

2. ApzZimgjot t = as X + as, pec vienkarSiem parveidojumiem dabi
t 1
f=k+— =k+
b,t° + bt + by

b4t+bt6+b5

kur koeficienti bs, bsun be nav atkarigi no t. Ta ka saucgja esosas funkcijas
ekstrémus var noteikt ar elementaram metodém, tad tas pats sakams ari par
funkciju f.

Piezime. Pienémums, ka f ir divu otras pakapes polinomu dalfjums, nozimé, ka vecakie
koeficienti a1 un b: nav nulle. Ja pielautu, ka a; vai by ir 0, tad ieghtu vél vienkarSaku

funkciju. Atkariba no koeficientu vértibam &rtaki var bt ari citi panémieni.

XZ

x-1
Uzdevumu var atrisinat ar vairakiem panémieniem.

1. piemérs. Atrast funkcijas vismazako vertibu, ja X > 1.

Lietosim substitliciju t = X — 1. Tad pozitiviem t jameklé minimums funkcijai
(1+t)* 1+2t+t® 1

—+t+2.
t t t
«2
Minimuma punkts ir tmin = 1. Tatad Xmin = 2 . Atbilde: min——=4.
x>1 X~
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Kadreiz macibu gramatas tika piedavati, Skiet, neskaidri formuléti vingrinajumi.
[Ciz, 89]

13 2

—ﬂ'vieté x—l f(x) ir min. y _3
1T+x-x*’ 2 Som g

Seit varda “vieta” tagad més rakstitu “punkta”. Vai funkcijas y vismazaka vértiba ir y . = g ?
Viegli parliecinaties, ka nav. Pieméram, y(2) =—3. Kads ir §is funkcijas minimums?
Apzimé&sim funkcijas saucgju ar t. Tad y var izteikt ka

_2-t_2 o

t t

Nemot t vertibas negativas un tuvas nullei, var iegiit péc patikas mazas y vértibas, jeb citiem
vardiem, Yy tiecas uz minus bezgalibu. Tas nozimé&, ka minimums nemaz neeksisté. Vel atliek
parbaudit, vai apzZim&jums t =1 + X — x? pielauj nemt t = 0. Pielauj, jo vienadojumam

1+x-x2=0
ir realas saknes. Kadu minimumu mekl&t bija paredzgjis uzdevuma autors? Izmantojot jau
lietoto apzim&jumu, funkciju y, parrakstisim forma:

2 2
= 1= 1, *
Y S Ix—x _(X_})z+§ )

2 4

. ) . 1 D .y e
Saucgjs ir maksimals tad, ja X = 5" Vai no Sejienes izriet, ka dalas vertiba ir minimala tad,

kad saucgjs ir maksimals? Neizriet! Jo, ka jau noskaidrots, saucgjs var biit arT negativs. Saja
uzdevuma bija iecercts meklét nevis vismazako funkcijas vertibu, bet lokalo minimumu. Tas
nozimé, ka tiek mekléts tads punkts Xo, kura apkartné f(Xo) < f(X). Dazreiz §1 apkartne var biit
tik plasa, ka sakrit ar visu funkcijas definicijas kopu. Aplikojamajai funkcijai y apkartnes
loma var nemt, pieméram, intervalu (0, 1) un sastadit $adu uzdevumu.

2

2. piemé&rs. Atrast funkcijas y = i—x—+x2 ekstréemus intervala (0, 1).
+X—X

Risinot So uzdevumu ar panémienu, kad izsaka X ka funkciju no y, dabii:
yL+x—x)=1-x+x* = x*(L+y)-x(L+y)+1-y=0

D=(1+y)? -4 +y)1-y) =L +y)(1+y-4+4y)=(1+y)Ey-3).
Nosacijums D > 0 dod novért&jumu: y <-1 vai y> g . No Sejienes vien vél nevaram noteikt

prasitos ekstrémus.

Soreiz &rtaks ir augstak uzraditais panémiens, kad parveido funkciju y saskana ar (¥).
Tad nosaka saucéja esoSas kvadratfunkcijas ekstrémus, ja X pieder noraditajam intervalam
(0, 1). Ekstrémi tiek sasniegti intervala galapunktos vai kvadratfunkcijas (parabolas) virsotng.
Aprékinasim Y veértibas $ajos punktos:
y(0) =y(1) =1,y(0,5) = 0,6.
Tatad miny =Yy(0,5) =0,6, bet maksimuma nav, jo galapunkti nepieder apskatamajam
intervalam (0, 1).
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n

X

3.nodala. Funkcija F(x)=——
(x—a)

Aplikosim dazus saistoa rakstura uzdevumus, kuros paradas funkcija F. Saja
nodala biezi lietosim sekas SK (summa konstanta) no nevienadibas G < A: ja pozitivu
lielumu summa ir nemainigs lielums, tad to reizinajums ir maksimals, ja tie visi
vienadi.

X2

X—a

1. piemérs. Atrast funkcijas minimumu, ja x > a.
Lietosim substitiiciju t = X — a. Tad pozitiviem t jameklé minimums funkcijai

2 2 2 2
2
(aJ;t) _a'+ tat+t =at fte2a

2

- : : X
Minimuma punkts ir tmin = @. Tatad Xmin = 2a . Atbilde. min
x>a X—a

= 4a.

X3
X j—
Apzimésim t = x — 1. Tad jameklé minimums funkcijai
3 2 3
@+t _ 1+3t+3t° +t :}+3t+t2 L3
t t t

Labo pusi var parrakstit forma:

1 » 3 1 1 ,

—+3t+t°+3=| —+3t [+| —+—+1" |+3.

t 4t 8t 8t
Iekavas ieklautajiem saskaitamajiem piemit ipasiba — to reizinajums nav atkarigs no t. Vel
vairak, abi iekavas ieklautie lielumi savu minimumu sasniedz viena un taja pasa punkta, jo:

2. piemé&rs. Atrast funkcijas ] minimumu, ja x > 1.

i=3t:>t=1, l=t2 :>t=1.
4t 2 8t 2
: _x® 3
Atbilde. min 14 Minimums tiek sasniegts punkta X = 5
x>1 -
3 3
Sekas. min a = 2 a’. Minimums tiek sasniegts punkta t = 5 a.
t>a -

Dazi saistoSi uzdevumi

Uzdevums par tvaikona optimalo atrumu. Energija, kas tick patéréta tvaikona kustibai, ir
proporcionala ta atruma kubam. Atrast visekonomiskako tvaikona atrumu, ja tvaikonis brauc
pret straumi un straumes atrums ir a km/h. [Sav, 66].

Apzimésim tvaikona atrumu ar v. Tad laika vieniba patéréta energija E ir vienada ar kv®,
kur k — proporcionalitates koeficients. Tatad laika t patérétas energijas daudzums ir kv3t. No
formulas S = (v — a)t izsakam t un ieglistam $adu minimizg&jamo funkciju:

kSv®
V—a
Saskana ar sekam visekonomiskakais tvaikona atrums ir 1,5a km/h.
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3. piemérs. Kadam vienadsanu trijstarim, kur§ apvilkts ap doto pusripki, ir
vismazakais laukums? (6. Zim.)

Apvilkta trijstira ABC augstumu pret pamatu AC apzim&sim ar h un laukumu rékinasim péc
formulas

L = xh.
P&c Pitagora teorémas |BC|?> = x? + h?. leglisim sakaribu starp X un h, izsakot divos veidos
trijstira ABC laukumu (var izmantot arf trijsturu lidzibu):

xh=rVx®>+h?, x*h? =r?(x* +h?)

X2_ rZhZ
h2_r2'
214
r<h
2 2m2
L =xh =Tz

242
Apzim&jot t = h?, dabiijam apskatama veida funkciju

J— 2 '
Atsaucoties uz pirmo pieméru, tmin = 2r%. Tatad h? = 2r. Tas nozimg, ka minimalais
laukums bis vienadsanu taisnlenka trijstiirim.

Sekas. No visiem rombiem, kas apvilkti ap doto rinki, vismazakais laukums ir
kvadratam.

4. piemérs. No visiem vienadsanu trijstiriem, kas apvilkti ap doto ripki, vienadmalu
trijstirim ir vismazakais laukums un vismazakais perimetrs. [Zet, 69]
23

. . _ r X e .
Noradijums. Izteikt laukuma kvadratu L* = or kur x — trijstira augstums, r- rinka
X—2r

radiuss.

5. piemérs. Ap puslodi apvilkt konusu ar vismazako tilpumu. Atrast optimala konusa
virsotnes lenki.

Konusa augstumu apzimésim ar h, pamata radiusu ar R, tilpumu ar V un lodes radiusu ar
r, sk. 7. zim&umu. Tad

V = 1 nR%h
3
B B
D
r I
C C
A 0O X A 0O R

6. zIm. 7. zim.
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Starp mainigajiem R un h pastav sakariba

Rh=rvR?+h?.

(To iegiist, divos veidos izsakot taisnlenka trijstira BOC laukumu, vai, izmantojot trijstiru
BOC un BOD lidzibu.) Izteiksim h?:

R?h? = r2(R2 +h?) = ht= KT
- = - R2 —r?2
Apzimésim t = R%, Tad
3
NP ST S
9 9 t—r

Tilpums bis minimals, ja t = % r? (sk. Sekas no 2. pieméra). Tatad

Rzzgrz, h? =3r*’ = R:r\/g,h:rx/g

Ievérosim, ka h? = 2R?. Minimala konusa virsotnes lenki o var noteikt no laukumu vienadibas
2L(ABC) = |BC|*sina. = 2Rh:
2Rh 242 242

Sing = 5 > = — o = arcsin ——,
R +h 3 3

vai $adi:
sinz—i L = a —2arcsini
2 h 3 J3°
1. piezime. Minimala konusa virsotnes lenkis, izteikts grados, ir 70,528... Ka blakus rezultatu
esam ieguvusi vienadibu:

1 . 242
2arcsin — = arcsin ——.

J3

: h?r? o : o , .
2. piezime. Izsakot R? = R un ievietojot to tilpuma izteiksmé, iegtitu funkciju
1, n
V==ar’——-.
3 h? —r?

3

Tatad no funkcijas ——— ar piemérotas substitiicijas (kadas? - to nosakiet patstavigi)
h

3

palidzibu var pariet uz funkciju 7
—r

6. piemérs. Ap lodi ar radiusu r apvilkt konusu ar vismazako tilpumu. Atrast minimala
konusa virsotnes lenki.
Atrast vismazako tilpumu konusam, kurs apvilkts ap lodi ar radiusu a. [GK, 114]

Ap lodi apvilkta konusa augstumu apzimésim ar h. Tad lodes tilpums
2
V= 11tr2 . h .
3 h-2r

Saskana ar 1. pieméru tilpums biis minimals, ja h = 4r. Zinot So sakaribu, viegli noskaidrot,
ka minimala konusa tilpums ir divas reizes lielaks neka dotas lodes tilpums. Minimala konusa
virsotnes lenki B var noteikt no sakaribas
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p

. r 1
sin-=—=>,
2 3r 3
Visparinajums

Tagad 2. pieméra risinagjumu visparinasim patvaligam n. Uzskatisim, ka t > a un pariesim uz
jaunu mainigo X, kur t = a(x+ 1) un x> 0. Tad

t" 4 (x+1
f ot _gr. (D" X )
Meklesim minimumu funkcijai
g(x) = ﬂ >0.
1. Jan =1, tad funkcija g ir monotona, jo
LSS
X X

Funkcijai minimuma nav. Funkcijas g vértibas var bt péc patikas tuvas skaitlim 1, nekad to
nesasniedzot, jo x > 0.

2.Jan=2, tad
min g(x) =g(1) =4, jo
2
M:1+x+224.
X X

3. Jan =3, tad saskana ar 2. piem&ra risinajumu
27
min g(x) = g( j :
4
4.Jan =4, tad

(X+1) NIV Sy

g(x) =

s 1 1 1 , 4 4 6
=X+ + + +| 84X+ —+— |+| 6X+— |+4.
81x 81x 81x 27x 27X 9x

Katrs iekavas ieklautais lielums kst minimals, ja:

X3 = L 4x? = 4 ,6X:£.
81x 27x 9x
.. 1 1 256
No $ejienes X_.. == un min g(X
j mn = 3 g(x) = g(j TR

Vadoties no Siem risinajumiem, kad aplikojam atseviskas n vértibas, var izvirzit

. . . .. . _ 1 . .. o
hipotézi, ka funkcija g minimumu sasniedz punkta X ;, = P Jeb, ka visiem pozitiviem X

unn > 1 ir speka nevienadiba:
(x+1) S n .
X (n-1"

P&c Niitona binoma formulas:

(@L+x)" =D Cix",
k=0

23



0

1(1+x)”:C1n+C +C2X+C3x% +...+CIx" ™,
X X

Labo pusi uzrakstisim ka C! + f, + f, +...+ f_, kur

2 3 k+1
f, = C—+C2 f, :—ZC”3 +C3x%, ..., f, :—kc”k —+Crx".
(n-1)%x (n—-1)°x (n—1)*"x

Funkcijas f; labas puses saskaitamo reizinajums nav atkarigs no X. Tapéc $o saskaitamo
summa blis minimala, ja

2
—C"2 =C?x —x=—t
(n=1)°x n-1

Lidzigi spriezam par f2, vispirms to parveidojot ka tris saskaitamo summu:

3
fZ:L”S+Cﬁx2:Cﬁ 1 —+ 1 —+x7 .
(n=1)°x (n=-1)°x (n=1)°x

Funkciju fx uzrakstam ka k + 1 saskaitamo summu, kuru reizinajums nav atkarigs no X:

f, =CK* t LI SV
k n (n _1)k+1x (n _1)k+1x (n _1)k+lX

. .. . - N _ 1 .
Ta ka katra funkcija fi,...,f» minimumu sasniedz viena un taja pasa punkta X = 1 tad taja
n

pasa punkta to sasniedz arm funkcija g. Un tomér pieradijuma viena vieta ir palikusi
nepamatota. Vai varat saskatit, kada?

Mg@s neesam pamatojusi, ka funkcijas fi,....fn ietilpstoSo attiecigo saskaitamo summa ir
0

vienada ar—, t. i., ka
X

C? s 2c? . +(n 1)Cq _ Z(k 1)(:k
(n-1* (n-1° (n-1)" (n-1"

Pieradiet So interesanto sakaribu patstavigi!

Tagad uzradisim citu 1saku un vienkarsaku funkcijas f minimuma atrasanas panémienu.
Meklesim maksimumu apgrieztajam lielumam

f tn tn—l t" tn—l t

Apzimésim % =y.Tad
yn—l n-1
h=——70A-y)=ky "1-Y).
a

Nemot vera, ka koeficients k neietekmé& minimuma punkta atrasanas vietu, aplikosim
reizinajumu

y"a-y)=y-y-yf(n-1-(n- 1)y]—1

Lietojam SK. Reizinajums ir vislielakais, ja
y=n-1-(n-1y, yn=n-1
n-1

n
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n n,n-1

an ot n"a
Tatad t,;;, =—— un min = )
i h-1 a t—a  (n=1"Y

Uzradisim vél dazas funkcijas, kuram minimumu vai maksimumu var atrast [idziga veida.

Polinoms P(x) = xk(1 — x)"
Noteikt polinoma P maksimumu pozitiviem X, ja k un n — naturali skaitli.

Lai vargtu lietot sekas SK, parrakstam polinomu P forma:
Pck = (ex)¥(1 — x)".
Izv€lamies c ta, lai k + n reizinataju summa kcx + n(1 — x) = x(kc — n) + n nebiitu atkariga no

. n C .. _ e e e ee o
X, tl,Cc= PR Reizinajums biis maksimals, ja visi reizinataji vienadi:

1 k
X=1-X > X=——=—-—,
1+¢c n+k
Tatad
K.An
maxx"(l—x)”zk—nk, XmaXZL'
x>0 (k+n)*™" n+k

Polinoms Q(x) = x¥(1 — x")

Noteikt polinoma Q maksimumu, ja x > 0 un k un m — naturali skaitli.
Apzimésim t = x". Tad

Q" =t(1 —t)".

o . . o . K ~
Tegits ieprieksgja punkta izanalizétais polinoms, kuram t = ——. Tatad:

n+k
k
max x“(L—x") = n_, K =, xmaxzn/ k .
x>0 n+k\ (k+n) K+n

Aplukoto pieméru var visparinat uz gadijumu, kad k un n racionali skaitli.

Sekas. Polinoma Q, (u) =u“(a" —u") maksimuma punkts ir u ., = a-q/ " K -
+

Nemt u = ax. Zinot funkcijas maksimalo vertibu, var iegiit dazadas nevienadibas. Pieméram,

i) -t
n n+1

1 1 1 n 1 n® -1 n
Nemtk=1lun X= . Tad 1-=Z (< . = <n )
| /n Q/ﬁ( nj n+1 Yn+1 n? n+1
- f tm
Dalijums f(t) = 7

Noteikt f minimumu, ja t>a>0 un m>2. (Ja m =2, tad funkcija f ir dilstosa un tai
apskatamaja intervala nav minimuma.) Mekl€sim maksimumu apgrieztajam lielumam.

1 t°-a® 1 a° 1 (1_a_2J

f tm _tmfz tm _tm72 t2
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Substitiicija t = a , — =—, lauj pariet uz ieprieks¢ja punkta aplukoto polinomu Q:
X a

1 1 m-2 2
—= XA -x),
f am? ( )

m-—2
kuram X, =.——.
m

Tagad nosakam minimuma punktu t un funkcijas vertibu $aja punkta:

( —gq. .M ¢ _am‘z(m—Z)( m )2

min T 2 m_2

y p
(y-a)"
Noteikt minimumu, jay > a un p > n — naturali skaitli.
Meklésim maksimumu apgrieztajam lielumam

(y-a)" _ 1 _{(y—a)} _ 1 (1_3]
y? yPm Uy y* Ly
Apzim&jam X::E. Tad =X un péc ievietoSanas ieglstam polinomu pret x, kuru
y y a

pareizinot ar aP™", dabtijam jau aplikota veida polinomu xP" (1 — x)". Tadgjadi minimuma
punkts ir

Dalijums f(y) =

y* e PP(P=MTT

n

ap .
un min
p-n  ra(y-a) n

ymin =

Funkcija f(t) =¥t(1—%t)", k, m un n naturali skaitli.

Atrast maksimumu.

Apzimé x=%t, Tad t=x" un f=4x"(1—x)". Kapinam abas puses k-ja pakapé un
iegiistam ieprieks izanalizéto polinomu P.

Optimalas sijas

Taisnstirveida sijas stipriba ir proporciondla tas platuma reizindjumam ar augstuma
kvadratu. Atrast stiprakas sijas izmérus, ja sija ir izzageta no cilindriska balka ar pamata
radiusu r. [TF, 213]. Citas atsauces, formulgjumus sk. [Cibl, 45].

Taisnsturveida sijas elastiba ir proporciondla tas platuma reizindjumam ar augstuma
kubu. Atrast stiprakas sijas izmérus, ja sija ir izzageta no cilindriska balka ar pamata radiusu
r.[TF, 213]

Sija (taisnstura paral€lskaldnis) ar brivi atbalstitiem galiem ir vienmérigi noslogota pa
visu tas garumu. Sijas izlieces lielums ir apgriezti proporciondls sijas Skérsgriezuma inerces

3
momentam | :%, kur x un y — sijas izméri. Noteikt sijas izmérus, ja sijai ir vismazaka

izliece un ja ta ir izzagéta no apala balka ar diametru d. [Min, 150].

Jarisina §ads minimizacijas uzdevums:
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f:=L3|—>min, x*+y?=d?.
Xy

Tevérosim, ka 3x? y = (3d 2 — 3y?) . y 2. y 2. y 2. Reizinajums biis maksimals, ja
3d% —3y? =y? = 4y* =3d?, yzﬁ, x:%.

Tatad optimalas sijas platums X ir vienads ar balka $kérsgriezuma radiusu.

(x+a)"

X

Funkcija ,a>0,x>0

- : a
Minimuma punkts ir X ;, = ——.
m-1

m-1

m, kuras saucgjs ir jau analizEtais

— . . a N
Parejot uz mainigo x=?—a, iegiist dalu

i . . m-1
polinoms Q ar parametriem k=m —1, n=1 un $adu maksimuma punktu t_, =——-.
m

Mingsim vienu geometrijas uzdevumu, kur$ reducéjams uz apliikota tipa funkciju.

Regulara cetrstiura piramida, kuras sanu skaldnes ar pamata plakni veido lenki ¢, ievilkts
cilindrs, kura viens pamats atrodas piramidas pamata plakné, bet otra pamata rinka linija
pieskaras piramidas sanu skaldném. Cilindra pamata radiuss un augstums ir viendads ar r.
Aprékinat piramidas tilpumu. Kadai jabut lenka ¢ vertibai, lai piramidas tilpums biitu
vismazakais? [KZZ, 166].

4r®  (1+ctgo)®

ctge
a

@=arctg2. Apzimg&am ctge=x un lietojam formulu x, =—1=% = tgp=2.

m
Atrisiniet visparinajumu, kad cilindra augstums ir vienads ar patvaligu H.

Vienkarsi iegiit, ka piramidas tilpums ir vienads ar . Meklgjamais lenkis ir

Dazi uzdevumi patstavigai risinasanai
2 10 2x

2x+1" 10* -1

2

1. Atrast funkciju vismazako pozitivo vertibu.

2. Atrast funkcijas 2X 1 minimumu, ja 1) x > % ;2) x> 1.

(lgx+1)°
Ig x

4. Ar Trun T, apzimésim minimalos trijsturus, kuri apvilkti attiecigi ap rigki un pusrinki.

Kuram no Siem trijstiriem ir mazaks laukums, ja zinams, ka rinkis un pusrinkis ir vienlieli?

3. Atrast funkcijas minimumu, ja x > 1.

5. Pieradit vienu no nevienadibam:

n 2006
o[- s1-tim (1) "ea L
n n 2006 2007

3

6. Pieradit, ka funkcijai ekstrémus var atrast ar elementariem panémieniem.
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4. nodala. Funkcija vax+b ++/cx+d

Vispirms aplikosim dazus virsraksta minétas funkcijas piemerus. Izanalizét visparigo
gadljumu parasti ir butiski sarezgitak neka atrisinat atsevis$kus konkrétus uzdevumus. Tacu
atseviSku pieméru risinajumi var saturét noderigus pan€mienus, nepiecieSamas pamatidejas,
kas vajadzigas visparigaja gadijuma.

1. uzdevums. Atrast funkcijas y = VX +1++/2x+4 ekstremalas vértibas kopa [1, 16].

Aplikojama funkcija ir augoSa, tapec ta savas ekstremalas veértibas sasniedz dota
intervala galapunktos, t. i., Ymin=Y(-1) = V2, Ymax = Y(16) = V17 +6.

2. uzdevums. Atrast funkcijas y = v1—x ++/2x+4 vértibu kopu.

Annina. Zemsaknes izteiksm&m jabut nenegativam.
(1-x>0, 2x+4>0)=>-2<x<1l
Aprékinu funkcijas veértibas intervala galapunktos: y(-2) = V3, y(1) = /6 . Secinu, ka
vertibu kopa ir [+/3,/6 ].
Uzradiet klidu Anninas secinajuma!
Janitis. Annina ir uzskatijusi, actimredzot ieprieksgjo uzdevumu iespaida, ka funkcija y
ir augosa. Otrais saskaitamais tie$am ir augos$a funkcija, bet pirmais — dilstosa. Abi

saskaitamie kopa var nemaz nebit augosa funkcija. Lai noteiktu, Iidz kurai vietai dota
funkcija varétu augt vai dilt, salidzinaSu abus saskaitamos.

VI-x=+/2x+4 = 1-x=2x+4 =3x=-3 = x=-1.
Aprekinasu y(-1) = V2 +2=22.Taka 242 =+/8 > /6, tad vértibu kopa ir [\/§,\/§ ].

Uzradiet kliidu Janisa risinajumal

Maijina. To izdarit ir loti vienkarsi. Funkcijas y vértiba punkta x = 0 ir y(0) = 3 > V8.
Péteritis. Atrisina$u $0 uzdevumu ar citu metodi. Izteiksmes y =+1— X ++/2x+4 abas
puses kapinasu kvadrata ar mérki izteikt x.

Y2 21— X+ 201 Xv/2X+ 4 + 2X+ 4 =5+ X+ 24/1— x~/2x + 4 *)
(v’ = (5+x)* =4(1 - x)(2x + 4)
y'=2y* (5+x) + (5+x)%=8(1 - x)(x +2)
y* — 10y? — 2xy? + 25 + 10X + x2 = 16 — 8x — 8x?
Ox? +x(18 —2y?) +y*—10y? + 9 =0.

Lai kvadratvienadojumam attieciba pret X biitu realas saknes, ta diskriminantam jabit
nenegativam.

D= 4(9-y»)?-4.9(y*-10y*+9)>0
(9-y%)*-9(y* - 10y’ +9) >0
—8y*+72y? >0
Y2 -9 <0 = —-3<y<3.

Ka jau Maijina ir nejausi konstat&jusi, maksimala veértiba ir y = 3. Bet minimala vél japrecize,
joy ka divu nenegativu lielumu summa nevar bt negativs. Saskana ar (*)
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Y2 =5+ X+2v1-Xv/2X+4 25+ Xx>5+(-2) = 3.
No Sejienes y > V3. Ka redzams no Anninas risindjuma, minimala vertiba tiek sasniegta

punkta X = — 2. Tatad funkcijas y vértibu kopa ir [\/§ , 3]
P&terisa risinajums ir garS. Vai varat atrast 1saku risinajumu?
Paijina. Varu! Ymin=Yy(=2) =+/3, Ymax = y(0) = 3, jo
VI-x+V2x+4<3 © 5+x+2/1-xV/2x+4<9 & 2J1-xJ2x+4<4-Xx &
A1 -x)(2x+4) < (4—X)? < 16 —8x—8x*>< 16 — 8x + X°.
X>-2= y?=5+x+2J/1-x/2x+4>5+x>3 = y>3 < /3<y<3.

Paijinas risinajums ir 1ss, tacu tas balstas uz jau zinamas atbildes parbaudiSanu un ir
maznoderigs citu uzdevumu risinasana.
Karlitis. 1zmantoSu to pasu metodi, ko P&teritis, tau racionalaka izpildijuma: +v1—X

apzimesu ar t. Tad 0 <t< +/3, x = 1 — % un janosaka vértibu kopa funkcijai z=t+~/6—2t2 .
Sastadisu kvadratvienadojumu attieciba pret t.
(z—-t)2?=6-2t2

2227t +t2 =6 — 2t

3t2 -2zt +722-6=0.
Diskriminantam jabiit nenegativam.

472 -12(z*-6)>0 = 72-822 >0 = 7<9 = -3<17<3.

Jaz =3, tad
3227t +72-6=3(t-1)2=0= t=1= x=0.
Savukart, jaz =— 3, tad
3227t +72-6=3(t+1)?=0=>t=-1,

kas neatrodas t mainas intervala. Funkcijas z vismazako veértibu noteiksu ar citu panémienu:
22 =6t +2tV6-2t? 26-t2>6-3=3 = z>/3,
Saja noverteéjuma nevienadiba kliist par vienadibu, ja t = V3.

Funkcijas

F(x) =vax+b ++cx+d

ekstrému punktu atrasanas vieta, visparigi runajot, ir atkariga no reizinajuma ac zimes.
Ja ac pozitivs, tad funkcija F ekstrémus sasniedz savas definicijas kopas galapunktos.
Savukart 2. uzdevuma, kur koeficientu a un c reizinajums negativs, situacija bija
sarezgitaka, proti, funkcija F minimumu sasniedza definicijas kopas galapunkta, bet
maksimumu — kada §is kopas ieks$€ja punkta. Turpmak noskaidrosim, ka atrast
funkcijas F maksimumu, un to, vai F savu minimumu vienmér sasniedz definicijas
kopas galapunkta. Vispirms pieradisim divas lemmas.
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24 A2
1. lemma. Pienem, ka a>0, ¢ >0, xlz—E, Xzzg, *:M,
a c ac(a+c)

f(x)=+ax+b+vJd—cx, xe[x, x,].

Tad max f(x)= f(x*)zwf(a+c)(g+%) :

Pieradijums. Parveidosim doto funkciju un izmantosim Kos1 nevienadibu

XU+ YV </x%+y2 JuZ+v2
Atcergsimies, ka ta parveérSas par vienadibu tikai tad, ja ir speka proporcionalitates nosacijums
X:y=u:v jebxv=yu.

i =\/a(x+gj+\/c(%—xj =\/5~\/€+\/E-\/gs\/(a+c)(g+%}

Nemot véra minéto proporcionalitates nosacijumu, atradisim punktu X, kura funkcija f
sasniedz savu maksimumu.

d b) ad bc
a(——xj:c(x+—], ——;zx(a+c)

c a) c
_a*d -bc?
(a+c)ac
Parliecinasimies, ka atrastais punkts x pieder funkcijas f definicijas kopai.
24 hp2
MSE < a’d-Dbc? <ad(a+c) <
ac(a+c) ¢
—bc’ <adc < -bc<ad < _ESQ (dots).
a ¢
24 el
—ESM < —be(a+c)<a’d-be® <
a ac(a+c)

—bac—bc? <a’d —bc? < —bc < ad.

Lai noteiktu funkcijas f minimumu, izmantosim 2. uzdevuma lietoto
panémienu (sk. P&terisa vai Karlisa risinajumu) — kapinat funkciju kvadrata.

2. lemma. Pienem, ka ir spéka 1. lemmas nosacijumi. Tad funkcija f sasniedz
minimumu definicijas kopas D(f) = [x1, X2] galapunkta X1 vai xo.

Pieradijums.

f2(x)=ax+b+d—cx+2Jax+b-J/d—cx > (@a—c)x+b+d =
min f (x) > min((a—c)x+b+d).
Jaa>c, tad funkcija T(x) = (a—c)x + b + d ir augosa, tapéc ta minimumu sasniedz nogriezna
kreisaja galapunkta Xx1. Savukart, ja a <c, tad funkcija T ir dilsto$a un minimumu sasniedz
galapunkta xo.
bc + ad

a>c=>minT(x)=T(x,)=(a-c)x, +b+d :—(a—c)g+b+d =

bc +ad

a<c=>minT(Xx)=T(X,)=(a-c)x,+b+d :(a—c)9+b+d =
c

Tatad
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min f2(x) > min((a—c)x+b+d) =min{T(x,);T(x,)}.

Taka f?(x1) = T(x1) un f?(x2) = T(x2), tad funkcija f 2 un 1idz ar to ari f minimumu sasniedz
nogriezna D(f ) galapunkta X1 vai Xo.

Teoréma. Pienem, ka funkcijas F =+/ax+b ++/cx+d definicijas kopa ir nogrieznis

[m, M] ar galapunktiem m:—g, M :—% Tad

Al.Jaa >0 un c>0, tad funkcija F sasniedz minimumu punkta m un maksimumu
punkta M.

A2.Jaa <0 unc<0, tad funkcija F sasniedz minimumu punkta M un maksimumu

punkta m.
A3. Ja ac <0, tad funkcija F sasniedz minimumu punkta m, ja a + ¢ > 0 un punkta M,
2 2
jaa+c<0. Jaturklat x” =Me[m,M], tad
ac(a—c)

max F(x)= F(x*)zwf(a—c)(g—%) .

Apgalvojumu A1l un A2 pareiziba izriet no ta, ka F ir monotona — nedilstosa, ja
koeficienti a un c ir nenegativi, un neaugosa, ja tie abi ir nepozitivi. Savukart A3 izriet
no iepriek§ pieraditajam lemmam. So lemmu apgalvojumos noteiktibas dé| piepemts,
ka funkcijas F koeficienti a un c ir pozitivi. levérosim, ka funkcija F sakrit ar funkciju

f(x)= Jax+b ++/d —cx, ja “c” vieta npem “—C”.

3. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka (a— c)(E - g) >0,jaac<0.
a ¢

Annina. Dotais lielums ir zemsaknes izteiksme teorémas apgalvojuma A3 un tatad tas
ir nenegativs.

Janitis. NemSu a=2,b=1,c=-1und=-2. Tad ac =—2 <0, bet dotas izteiksmes
vertiba ir negativa. Tatad apgalvojums nav speka.

Kam taisniba? Janitim! Vai tada gadijuma teorémas formul&juma nav pielauta kada

kluda? Parbaudisim teorémas nosacijumus funkcijai V2X+1++/—x—2 ar Janisa 1zveletajiem
koeficientiem:

2X+1>0 = x>-05

—X-2>0 = x<-2
Redzams, ka nav speka teorémas nosacijums par to, ka funkcijas definicijas kopai jabiit
nogrieznim.

4. uzdevums. Vai apgalvojums A3 paliktu speka, ja atteiktos no nosacijuma ac < 0?

Izradas, ka ng! Piem&ram, funkcijai V2Xx+8++/x+3 punkts
o= bc* —da® _8-1-3-4
ac(a-c) 2-12-1)
maksimuma punkts, jo funkcija f ir augosa.

=—2 pieder definicijas kopai [-3,+), bet tomér tas nav

5. uzdevums. Atrast funkcijas f(x) = /3x + 6 ++/42—6x vislielako un vismazako vértibu:
1) tas dabigaja definicijas kopa D(f) = [- 2, 7];
2) nogriezni [0, 4].
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Annina. Vispirms noteiksu teoréma mingtos punktus m, M un x':
m:—9=—2, Mo 97 bc* —da® _6-36-42-9 iy
a c ac(a—c) -18-9
Funkcijas vertibas $ajos punktos ir: f(m) = V54, f(M) = V27 un f(x") = 9. Tatad minimala f
vertiba pirmaja gadijuma ir f(M) = V27 un maksimala f(x") = 9. Savukart otraja gadijuma:
f(0) = V6 +/42 =\/6(1+~/7), f(4) = V18 +/18 =64/2.
Salidzinasu f(0) un f(4), kapinot tos kvadrata: 6(8+ 27 )>6-6-2< J7 > 2. Tatad otraja

gadijuma minimala f vertiba ir f(4) = 672 un maksimala tapat ka pirmaja ir f(x) = 9.

Vai Anninas atbilde ir pareiza? Vai vina korekti lietojusi teoremu?

Janitis. Ng! Otraja gadijuma, kad ekstrémi jameklé nogriezni [0, 4], funkcijai
f(X) =/3x + 6 ++/42—6x atbilstosie teorema mingtie definicijas kopas punkti X1, X2 nesakrit
ar dota nogriezna galapunktiem. Ievérosim, ka teoréma funkcijas f definicijas kopa ir plasaka
pielaujama, arpus kuras f, visparigi runajot, nav definéta. Annina acimredzot ir uzskatijusi, ka
pasiba sasniegt minimumu nogriezna [x1, X2] galapunkta automatiski btis speka ari jebkuram
§T nogriezna apak$nogrieznim. Uzradisu funkciju, sk. 8. zim., kurai min&ta ipasiba nav speka!

Annipa. Mana atbilde tomér ir pareiza. Luk, parveidojumi, kas to apstiprina.

f(X) = v3X+6 + /42— 6X > 642 <> 48— 3X+ 23X+ 6 - /42— 6X 2 72 &
243X+ 6 -1/42—6X > 24 +3X <= 4-3-6(x+2)(7T - X) 298+ X)? <

8(14 +5x — x*) > (64 +16X + X?) < 9x* —24x—48< 0 < 3(x—4)(3x + 4) < 0.
Ta ka otraja gadijuma x pieder nogrieznim [0, 4], pieradijums pabeigts.

Monotonitates intervali

Vai funkcija F =+ax+b++cx+d, kur x pieder kadam nogrieznim savu
minimumu vienmer sasniedz §1 nogriezna galapunkta? Izradas, ka ja! Ja reizinajums
ac > 0, tad noradita funkcijas F 1pasiba uzreiz izriet no F monotonitates. Funkcija F ir
nedilstosa, ja @a>0 un ¢ >0, un neaugosa, ja a<0 un ¢ <0. Krietni sarezgitaka ir
gadijuma ac <0 analize. Noteiktibas d¢] uzskatisim, ka a>0, bet c<0. Vel
uzskatisim, ka ad — bc > 0. Sis nosacijums nozimé, ka funkcija F ir definéta nogriezni

b d . : -
——,——|. Pariesim uz jaunu mainigo:
a ¢

2— —
t=Jax+b = x=L P :>F:t+1/§t2+adabc =g(t) =t+ pyq*>-t*.

a
SR TIRU —-C ad —bc
Seit lietoti apzZim&umi p=,/—, (= >0.
a —C

Atrisinasim $adu uzdevumu par funkcijas g ekstrémiem un monotonitates
Ipasibam.

6. uzdevums. Pieradit, ka nogriezni [0, q] eksist€ tads punkts, pa kreisi no kura
funkcija g aug, bet pa labi dilst.
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Maksimuma punkta t* atraganai lietosim Ko nevienadibu.

1-t+pyg® —t2 <1+ p? -t +q° —t> =q/1+ p> .
Vienadiba pastav, ja

th=40°-t* = t*(p*+)=q* = t*:\/lq_z.
+P

Nemsim 0 < X <y < t" un parbaudisim nevienadibu g(x) < g(y).

X+ pyaZ—-x2 <y+pyJogi-y? <

PHA2—x* =2 —y?) <y-x <

p(@® —x2 —q2 +y?) < (Y= X)(/a? = x* +1q - y?) =

P(y? —x2) < (Y —X)(/a2 =X +/9% - y?) <

p(y+X) </a” =X* +/a” —y*.
P&dgjo nevienadibu iegiisim ta:

y<t'= g = y’1+p>)<q® =

Ji+p?
y’p?<g®-y? = 2py<2q®-y?

PX+Y) <2py <27 —y? =/q% =y +/q% -y <Jq% —x* +4[q7 —y2.

Nevienadibas g(x) > g(y), jat"< x <y < q, parbaude péc biitibas neatskiras no tikko
veiktas parbaudes.

No Sejienes ieglistamas vairakas sekas.

s1. min g(t) =min{g(t,); 9(t,)}

e[t ;]
s2. min f(x)=min{f(x); f(x,)}

Xe[%q,%5]
S3. Pienem, kaa>0,b>0un0<x1<xz <g. Tad nogriezni [X1, X2] definéta funkcija
asinx + bcosx savu minimalo vértibu sasniedz galapunkta x; vai Xo.

Funkcijas g izteiksm& mainigo t aizvietojot ar gsinx, iegiistam g = Sinx + qpPCOSX.

Piezime. Sekas S1-S3 var iegit, izmantojot citu metodiku, proti — izliektibas jédzienu.

7. uzdevums. Atrast funkcijas f(x) = Jx + 4, /1—% vislielako un vismazako vértibu.

Risingjums ar vektoru palidzibu ir dots Z. Skopeca gramata [Sk, 36]. Turklat tur nav
skaidrots, kapéc funkcija savu minimumu sasniedz definicijas kopas galapunkta. Isaks ir $ads
risingjums. Maksimumu nosakam péc KosT nevienadibas:

f(x):l-\/;+\/§-\/2—x§3\/§.
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Vienadiba pastav, ja 8X=2-X = X, = é Minimums bas definicijas kopas [0, 2]
galapunkta min f = f(2) = V2, sk. teorémas apgalvojumu A3 vai ar1 sekas S2.

Geometriska interpretacija

2 2
. u
Uzdevumu extr (vax+b ++/cx+d),kur a> 0, ¢ < 0, var reducét uz tada elipses — +— =1,

kur p?= bc;ad1 q’ = ad;bc1 punkta A(u, V) noteikianu, kuram ir 1) vismazaka; 2)

vislielaka koordinatu summa, t. i., U+V > extr , sk. 9. zim.

~

X1 X2

8. zim. 9. zim.

Geometriska interpretacija loti uzskatami lauj iegtit uzdevuma min(u + v) atbildi. Nevienadiba
u+v= 0B+ BA > OA vienadiba var pastavét tikai tad, kad punkts A atrodas uz Oy vai Ox
ass, t. i., kad u vai v ir nulle. ArT maksimuma atraSana ir vienkarsa.

U+v= p-%+q-xsw/p2+q2.

q

Tema skolénu patstavigiem pétijjumiem

Nosakiet ekstrémus un monotonitates intervalus funkcijai

Jax+b —+ex +d .

Kadiem a, bk, k =1,2,3, funkcijas

f(x) = Jax+b, + /a,x+b, +./a,x+b,
ekstrémus varat atrast ar elementaram metodem? Aplukot raksturigus piemeérus:

\/§+\/x_—l+\/x—2, &—\/x_—l+m, Ix—2x-1+x-2 ...

Atrast tadus p un g, lai funkcijas
X = px—1+g/x-2

maksimuma vai minimuma punkts bitu naturals skaitlis.
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5.nodala. Trigonometriskas funkcijas

Kurs gan var aptvert neaptveramo!

Ekstrému uzdevumi, kas saistiti ar trigonometriskam funkcijam, ir loti daudzveidigi.
Vienkarsako un skolas matematika pazistamako ekstrému uzdevumu risinasana pamatojas uz
dazu kvadratfunkcijas 1pasibu izmantosanu, sk., pieméram, [VR]. Jebkuru trigonometrisko
vienadojumu var parveérst par ekstrému uzdevumu, pieméram, prasot atrast vismazako vai
vislielako vienadojuma sakni kada nogriezni. Daudzu “skaistu” trigonometrisko ekstrému
uzdevumu pamata ir kads fizikas vai geometrijas uzdevums. Pieméram, funkcija

cos?xsinx vai sin?xcosx

parddas uzdevuma par vislabako apgaismojumu.”) Noderiga ir ari pretéja virziena pieeja, kad
no ieprick$ pieradita teorctiska rezultata ka sckas iegist kadu nevienadibu, geometrisku
interpretaciju, to vai citu apgalvojumu par geometriskam figiram. Saja nodala ir aplikota
saméra neliela dala no trigonometriskajam funkcijam, kuram ekstrémus var atrast ar
elementaram metodém. Tomér ta, cerams, dos zinamu priekSstatu par risinasanas pan€mienu
daudzveidibu un, iesp€jams, noderes, gatavojoties matematikas olimpiadem vai izstradajot
kadu konkursa darbu. Vairakiem pazistamiem uzdevumiem ir uzraditi citi, 1saki risinajumi,
kas turklat pielauj viegli saskatamus visparinajumus.

Ne vienmér vienkarsak ir sastadit kada uzdevuma matematisko modeli neka péc tam to
atrisinat. Pieméram, kada lenki @ jaizSauj artilérijas lode (bulta, utt.), lai ta aizlidotu
vistalak? ? Piepemot, ka uz lodi iedarbojas tikai gravitacijas speks, iegiist $adu attaluma

2
izteiksmi d zzlsin 20, kur v ir sakuma atrums un g — brivas kriSanas paatrinajums.

Uzdevums atrisinams elementari — janem sin26 = 1, t. i., lode jaizsauj 45° liela lenkd.

Kadas trigonometriskas funkcijas visbiezak sastopamas skoléniem paredzetaja macibu
literatiira? Parasti tas ir funkcijas, kuras reduc€jamas uz kvadratfunkciju. Savukart studentiem
paredzétajos macibu lidzeklos augstakaja matematika vai matematiskaja analizé klasisks
piemérs ir funkcija cosx + sinx. Daudzus trigonometriskos ekstrému uzdevumus, kurus
studenti risina ar diferencialrékinu palidzibu, var atrisinat ar elementaram metodém.
Raksturigs piemers: Atrast vislielako un vismazako funkcijas sin2x + 2sinx vertibu.

Funkcija y = acosx + bsinx

Viens no papemieniem, ka atrast funkcijas Yy ekstrémus, ir paliglenka
izmantoSana:

COS X +

b .
y=+a’+b? ( —smx]:
va® +b’ va® +b’
va’® +b? (sina.cos x + cosasin X) = va’ +b? sin(o + X)

No Sejienes secinam, ka:

max y=+va’+b?, ja sin(x+a)=1,un miny=—/a’+b*, jasin(x+a)=-1.

Cits panémiens, kas mérki lauj sasniegt nedaudz atrak, ir Kos1 nevienadibas
izmanto3ana °
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|y| =|acos x +bsin x|£\/a2 +b? -ysin? x+cos® x =+/aZ +b® =

—va®+b® <y<+a®+b’.
Sekas. —\/§£sinx+cosxs\/§.

Uzdevums par minimalo speku

Speks Q, kas nepiecieSams kravas parvietoSanai horizontala / Q

virziena, tiek aprékinats péc formulas Q = P—'k_, f-<ﬁ --------
cos S +ksin g

kur S — lenkis starp horizontu un spéka Q virzienu, k — berzes lp

koeficients (10.zim.). Kada lenki jabat vérstam spékam Q, lai

tas biitu vismazakais? [Sav, 67] 10. 7zim.

Uzdevuma formul&jums atrodams daudzos uzdevumu krajumos. Spéka Q formulas
izvedums un risindgjums ar atvasinajuma palidzibu atrodams raksta [Kem], kas veltits
ekstrému uzdevumiem fizika. V@l agrak tas ir izdarits (tiesa, cita izklastd) gramata
[Lub, 80-81].

Berzes spéks ir atkarigs no spiediena spéka, kas vérsts perpendikulari virsmai, t. i., N0
P —Qsing un ir vienads ar (P — Qsing)k. Vilcgjspeka Q horizontalajai komponentei japarvar
Sis berzes speks, t. 1., Qcosp = (P — Qsinp)k. No Sejienes izsakot Q, ieglist minéto formulu. Q
vertiba biis vismazaka, ja saucgjs biis vislielakais.

Pat tad, kad teorija ir pavisam vienkarSa, skoléniem ta var sagadat griitibas, un
savukart skolotajiem parsteigumus un sarezgljumus var sagadat skolénu risinajumi.
lepazisimies ar divu uzdevumu risinajumiem.

1. uzdevums. Atrast funkcijas y = 5sinx + 12cosx vislielako un vismazako vértibu.
Annipa. Taka 52 + 122 = 132, tad y ekstremalas vertibas ir Ymax = 13 un Ymin = —13.
Vai Anninas risinajums ir pareizs?

Janitis. Ja. Tiesa, tas biitu pilnigaks, ja saturétu norades, kadiem X tiek sasniegtas ekstremalas
vertibas.
Annipa. Tt ka tas nebttu zinams, ka Kos$1 nevienadiba klust par vienadibu tikai tad, kad ir
speka proporcionalitates nosacijums:

a Cosx b b

—=—"" = tgx=— = X=arctg—.

b sinx a a

Tatad ekstremalas vertibas ieglisim, nemot X = =+ arctg E =t arctg % .
a

Janitis. Tomer parbaudisu, vai der atrastais X.
1 25
2

12 12
X=-arctg— = tgx=——; C0S’X= —=—— =
5 5 1+tg?x 169
sinzx:l—coszx:% = sinx:J_rE; cosx:ii.
9 13 13
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Ta ka 5-E+12~i=@<13, tad ... dotajam uzdevumam ekstrémi laikam neeksistg,

13 13 13
vismaz ne tik lieli ka 13.

Karlitis. Annina, ka tas mums dazkart gadas, ir sajaukusi vietam a ar b. Vajadzgja bt
1 144
2 —

5. 12 . 5
tX=——; CO0S"X=—7—=—+ = COSX=F—; sinX=%t—.
12 1+tg°x 169 13 13

IzvEloties kosinusu un sinusu abus ar plus zimi, iegistam maksimumu Ymax = 13 un abus ar
minus zimi Ymin = —13.

Jautrite. Bet abus nemt ar minus zimi nedrikst, jo tad tangenss iznaks pozitivs.
Noveérsiet defektus skolénu risinajumos.

2. uzdevums. Atrast funkcijas y = 5sinx + 12cosx vislielako un vismazako vértibu, ja X ir
pirma kvadranta lenkis.

Vislielako veértibu Ymax = 13 dod ieprieksgja uzdevuma atrastais X:arCth, bet

vertiba “—13” nav ieglstama, jo pirmaja kvadranta gan sinuss, gan kosinuss ir nenegativi.
Pieradisim, ka Ymin = 5.
5sinx + 12c0sx > 5 < 25sin’x + 144c0s°x + 120sinxcosx > 25 <

25 + (144 — 25)cos®x + 120sinxcosx > 25 <> (119cosx + 120sinx)cosx > 0

3. uzdevums. Atrast funkcijas sinx —cosx maksimumu, ja X ir pirma kvadranta lenkis.

4. uzdevums. Visparinat 4.nodala iegutas sekas S3 patvaligam a un b veértibam un
nogrieznim [xu, Xz].

Funkcija f=acos?x + bsinxcosx + csin?x
Parejot uz divkarSotu lenki, iegiisim jau izanalizeta tipa funkciju:
y = 2f = a(1 + cos2x) + bsin2x + ¢(1 — cos2x) =

(a—c)cos2x + bsin2x + a + c.
Tatad

max f :%(a+c+w/(a—c)2+b2), min f :%(a+c—1/(a—c)2+b2).

Maksimuma un minimuma punktus var noteikt no proporcionalitates nosacijuma
(a—c): b=cos2x : sin2x.

Tomeér, ka liecina izklastitie risindjumi, ekstrému punktu noteikSana
nepiecieSama zinama piesardziba.

5. uzdevums. Atrast funkcijas f = 2cos®x + 2sinxcosx maksimumu, ja X < g

Annina. Dotas funkcijas koeficienti ir: @ =2, b = 2 un ¢ = 0. P&c formulas
max f :%(a+c+1/(a—c)2 +b? ):%(2+\/22 +22)=1+4/2.

Maksimums tiek sasniegts, ja
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(@a—c):b=cos2x:sin2x < tg2x=1= x:g.

T I . .
Ta ka péc dota X < g’ tad funkcijai f maksimums neeksistg.
Janitis. Atrisinasu uzdevumu, lietojot Kos1 nevienadibu.

f 2= 4(cosx cosx + sinx cosx)? < 4(cos?x + sin?x )(cos?x + cos?X) = 8c0s’X < 8.

Maksimala vértiba /8 tiek sasniegta, pieméram, punkta X = 0, jo 8cos?0 = 8.

Annina. Nav tiesa! Punkta x = 0 funkcijas f vértiba ir 2, kas ir mazak neka V8, pat
mazak neka manis piedavata.

Janitis. Divaini gan. Vai tad Kos$1 nevienadiba var klut par vienadibu vel kaut kados
punktos, kuri nav ne maksimuma, ne minimuma punkti? Laikam maksimuma vieta es basu
atradis minimumu.

Jautrite. Saskana ar JaniSa izvedumu funkcija var sasniegt maksimumu tikai tur, kur
cos?x = 1. Bet, ja cos? = 1, tad sin®x = 0 < sinx = 0. levietojot f izteiksmé sinx = 0, iegiistu,
ka f vispar nevar but vienada ar V8. Atliek piekrist Anninai, ka maksimuma vispar nav.

Ka uzdevumu risinatu jis?
Macibu Iidzeklt [VR] aplikotas saméra daudzveidigas trigonometriskas funkcijas.

sin? x+sinx+1; 2sin X +cos2x +3; cos® x—2sinx; sin®x—sin® x;

11 Csin®x—4sinx+5_ sina +sinpg

— — : ; : - sin 2x-sin(2x - 2);
sin“Xx cos” X 3-2sinXx 1+sina-sin g 6

sin x-c0s® x —sin® x-cos x; 3sin x +3c0s X —4sin Xcos x; sin’ xtgx + cos’ Xctgx + sin 2x;
sin® ¢ cosa; 3sin® X+ 4sin Xcos X +Cos” X.

Turklat vairaki uzdevumi piedavati patstavigai risinasanai. Komentesim un atrisinasim
dazus no tiem.

“Noteikt izteiksmes cosX +sinx lielako vertibu”

“Aprekinat lielako un mazako vértibu funkcijai: sin*x+cos*x, sinx+cos®x
Turpmak ir atrisinats uzdevums extr(sin" X+c0s" X) patvaligam naturalam n.

“Atrast funkcijas y=-logscosx lielako un mazako vértibu.”

Mazaka veértiba ir y(0) =0, jo cosx <1 un y >0, bet lielakas vispar nav, jo y tiecas uz
+oo,kad cosx tiecas uz 0.

2

e . 1 N
“Aprekinat izteiksmes (Sin X +cos X)* + ————— —mazako vertibu”
SIN”~ XCOS™ X
Apzimésim doto izteiksmi ar Y un noverteésim no apaksas katru saskaitamo atseviski. Otro

saskaitamo novértésim, pamatojoties uz nevienadibu iz > iz Tad y > (—/2)% +4.
G- A

.. . . . 5
Minimalo vértibu min f =—2+/2 + 4 var sasniegt, pieméram, punkta X = Tﬂ .

sina —sin g
l-sina-sin g
Ekstremalas veértibas ir (—1) un 1, kas izriet no parveidojumiem (U =Sina, v=sinf):

“Noteikt izteiksmes lielako un mazako veértibu”.
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(u+D@A-v) u-v 1 (V+1)(L—u) <1
1-uv 1-uv 1-uv

-1<-1+

“Noteikt funkcijas 2; +cos X lielako vertibu.” 4
X“+4nx+41

Pirmaja bridi Skiet, ka tas nebiis izdarams elementari. Nemot veéra, ka piemérs
maksligs, parbaudisim, vai tas ir sastadits ta, ka abas funkcijas neatkarigi viena no otras
pienem maksimalo vértibu viena un taja paSa punkta. TieSam, gan cosx, gan pirmais
saskaitamais

1 B 1
X* +4nx+41  (Xx+2n)? +41—-4n°
maksimumu sasniedz punkta “— 271",

6. uzdevums. Atrast funkcijas 2sin(x + g) +c0s X —+/3sin X —~/8 vismazako pozitivo sakni.
P&c vienkarsiem parveidojumiem

Z(Sin(x + g) +%cos X —?sin XJ ~8 =

2(5in(x+g)+cos(x+g)j—\/§ <2J2-8=0.
Seit lietota KosT nevienadiba. Vienadiba tiek sasniegta, ja

. T T T
SIN(X+—)=cos(X+—) = tg(x+—-)=1=>
( 3) ( 3) o 3)

X+E=E+nkz>x=nk—£.
3 4 12

Mazako pozitivo sakni iegiist, pemot k =1, t. i., X = % .

Daudzu trigonometrisku ekstrému uzdevumu risinasana noderigs $ads rezultats.
Lemma
Ja u un v péc modula neparsniedz 1, tad
max(u —V)v = % min(u + v)v = —%.
Pieradijums.
(U-v)v< % S AV-ulV+1>0< (2v—u)® +1-u®>0.
Maksimums tiek sasniegts tikai tad, kad u =+1 un v = i%. Lidzigi secinam, ka (U + v)v

minimumu sasniedz tikai tad, kad u=+1un v = 1% , Jo

1
(U+v)v> 2 ® AU+VIV+1>0 < (2v+u)® +1-u®=0.
Nemot véra to, ka U mainas no “—1” lidz “+1”, var spriest arf ta:

max (u—Vv)v=max (—u—v)v=—min (u + v)v.
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7.uzdevums. Noteikt funkcijas y = (1 + cosx)sinx maksimumu °.
Apzim@sim cosX = t un pec vienkarSiem parveidojumiem lietosim nevienadibu G <A .
3y2=3(1+t)}(1-t)=(1+1t) (1 +1)(1+1)(3-30).

Reizinataju summa nav atkariga no t, tap&c reizinajums ir maksimals, jal+t=3-3t=
t=0,5. Tatad
3V3

max(1 + cosx)sinx = 4

8. uzdevums. Apréekinat minimalo vertibu funkcijai sin X(1+ oS X), jaX [% : %} .
Pieradisim, ka minimala vértiba tiek sasniegta galapunkta X:%, t.i., ka visiem

dotajiem x:
4sin x(1 + cos x) > 2+4/3
16sin? X(1+cos X)? > 7 + 4+/3..

Apzimésim t = cosx. Tad 0 <t < @ un japierada, ka 16(1—t*)(1+t)* -7 — 43>0.

Ta ka punkta t = COS% = % nevienadiba klist par vienadibu, tad nevienadibas kreiso pusi

var sadalit reizinatajos.
AB—4t? +D)(1+1)% —7—-4J3 =43 —4t?)(1+1)% + (4t —3) +8t —44/3>0.

(2t — V342t + V)AL +1)2 + 2t +/3+ 4} >0
— 42t +/3)(1+1)% + 2t +4/3+4 <0 < (2t +/3)1-4(1+1)?) +4}<0
—(2t+3)(2t+1)(2t +3) +4<0

4<(2t+/3)2t+1)(2t+3).

Labaja puse ir augosa funkcija (ka tris augoSu funkciju reizinajums). Ta ka §1 funkcija savu
minimumu sasniedz punkta t = 0 un minimums ir lielaks neka 4, tad vajadzigais pieradits.

9. uzdevums. Atrast minimumu izteiksmei cos” o + cos® B + cosy, ja
1) o, B, y—trijstira lepki; 2) a+B+y=m.

Annipa. Uzdevums man pazistams, sk. [AB, 58]. “Pieradit, ka katra trijstiir1, kura lenka
lielumi ira, g un y, pastav nevienadiba

3
cos® o + cos® B + oSy > ”

IzmantoSu tur doto risinajumu (sk. 176. Ipp.)
“levietojot ¥ =7 — (& + ), parveidojam pieradamo nevienadibu par

cos(a + B) - (L—cos(a — p)) < %

Ja cos(a + ) <0, tad $1 nevienadiba ir acimredzama.
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Ja cos(a + f) > 0,tad nevienadibu pierada, izmantojot nevienadibu starp vid€jo aritmé&tisko
un vidgjo geometrisko.”

Otraja gadijuma, kad visu lenku summa ir w, der tas pats risinajums, jo jebkura
trijstura lepku summa ir tiesi 180 gradu jeb w. Secinu, ka abos gadijumos izteiksmes minimala
vertiba ir 0,75.

Vai Anninas spriedumi ir korekti?

Janitis. Kamér Annina nav uzradijusi konkré&tas lenku veértibas, ar kuram izteiksme klist
vienada ar 0,75 tikmeér vinas risindgjumu neuzskatu par pareizu.

Annina. Der, pieméram, 60, 0 un 120 gradu lieli lenki, jo

cos? 60° +cos? 0° + c0s120° = S 41— =3
4 2 4

Janitis. Piemé&rs neatbilst 1. gadijuma prasibai, jo 0 gradu neder ka trijstiira lenkis.

Annipa. Tam nav butiskas nozimes, jo piem&ru es varu pielabot, nemot 0 gradu vieta
nedaudz lielaku lenki un 60 gradu vieta attiecigi nedaudz mazaku lenki.

Janitis. Aprekinasu izteiksmes veértibu 60, — 60 un 180 gradu lieliem lepkiem. Ta ir
vienada ar “— 0,5”. Tas liecina, ka Anninas risinajums satur kadu rupju kladu.

Karlitis. Naksies restaurét izlaistos parveidojumus:

cos” oL+ CoS* B + oSy = 1+cgs 20 + 1+c;)s 2 —cos(a+P) =

1+ cos(o + ) cos(a — B) — cos(a + B) =1+ cos(a + B)(cos(o — B) —1).

L 3 .. .
Tagad redzams, ka nevienadiba Coszoc+COSZB+COSy>Z tieSam parveidojama par

COS(OL+B)-(1—COS(OL—B))<%. Redzams ari tas, ka §1 nevienadiba nav pareiza JaniSa

uzraditajiem lepkiem. ParbaudiSu tas pareizibu 1. gadijuma, kad tiek aplukoti tikai trijstiira
lenki. Ja cos(a +B) <0, tad nevienadiba ir acimredzama. Savukart, ja cos(a + ) ir pozitivs,
tad tas nozimég, ka trijstira lenku summa « +/f neparsniedz 90 gradus. Kosinuss ir dilstoSa
funkcija, tapéc no |o. — B| < oo + B izriet, ka cos(o. — B) > cos(a + B). Tatad

1-cos(a — B) < 1-cos(a + B) =

cos(a + B)(1- cos(a. — B)) < cos(a + B)(1- cos(a + B)) = x(1 —x) <0,25.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka trijstiira lenkiem vienmer pastav stingra nevienadiba
3
cos” oL + c0s” B + Ccosy > T
Tas nozim¢€, ka Anninas it ka ticamais spriedums par pieméra nelielu pielaboSanu tomér nav
bijis pareizs.
Pabeidziet uzdevuma risinajumu atlikusaja gadijuma!

Piezime. Sis uzdevums der ka netrivials piemérs tam, ka minimums funkcijai var ari

. e o o _ . 1 -
neeksisteét. Analogijai var minét skolas matematika aplikoto funkciju y=—,Xx>0. Tas
X

vertibas var biit péc patikas tuvu 0, tomér to nekad nesasniedz.

Sinusu reizinajums

10. uzdevums. Atrast maksimumu reizinajumam Sinx-siny-sinz, ja 2(x +y + z) = m.
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Vispirms iepazisimies ar Sada pazistama uzdevuma atrisinajumu, sk., pieméram,
[Si2, 26, 143].

“Pieradit: ja A, B, C—trijstura lepki, tad Sing-sin%-sin%S%. Zinams, ka

2 242 2 2
cosA:M—a, jeb cosA:£(9+E)—a—. Taka E+322, tad cosAZl—a—, jeb
2bc 2c b" 2bc c b 2bc
2 2
1-cosA<2 23inzésa—,
2bc 2 2bc
. A a
sin— < . D
2" 24/bc
Analogiski
B b
sin— < : 2)
2 2Jac
. C c
sin— < . 3
2 2\Jab
.. . .. . A.B.C 1 e . o
Sareizinot (1), (2) un (3), ieglisim Sin Esm ESIHE < 3 kas arT bija japierada. Vienadiba

sasniedzas tikai pieA=B =C.”

Uzradisim Tsaku risinajumu, kur$ turklat derigs ari tad, ja neatsaucas uz trijstiira
lenkiem. Apzim&sim U = C0S(X —Y), vV = cos(x + ). Tad

8f = 8sinx-siny-cos(x +y) = 4[cos(x — y) — cos(X + y)]cos(x + y) =

Au-VvlV<leo 4?2 -4uw+1 >0 < (2v-u)?+1-u? >0.

Tatad 8f < 1. Funkcijas f maksimala vértiba ir % un ta tiek sasniegta, pieméram, tad,
kad visi lenki ir 60 gradu lieli.

Kvadratu summa

11. uzdevums. Atrast extr(sin® + sin?y + sin’z), ja x +y +z=m.

“Pieradit: ja o,B, y —nav Saurlepka trijstira lenki, tad sin®o+sin’p+sin®y<2.”

[Si2, 27, 146] Iepazisimies ar minétaja gramata doto uzdevuma risinajumu.

1-cos2a +1—cos 2B
2

= 2—%(c052a+0052[3)—cosz[n—(oc+[3)]:

“Ir speka sin® o +sin®B+sin’y = +1-cos®y =

=2 —cos(o + B) x cos(a. —B) —cos? (o +B) =
=2—cos(o + B)[cos(a. —B) +cos(a + P)] =

=2—-Cos(mt—7)-2Cc0SaCoS =2+ 2C0SoCOSPBCOoSY.
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Ta ka apskatamaja trijstar viens no lepkiem, pieméram ¢, Ir taisns vai plats, tad cosa <0,
bet cosp>0, cosy>0. Tatad reizinagjums  cosacosfcosy<0. Tadgjadi

sin o.+sin” B+sin®y < 2. Vienadiba ir speka tad un tikai tad, kad trijstiiris ir taisnlenka.”

Apzimésim U = Ccos(X —Y), V=cos(X +y) un sinusu kvadratu summu ar S. Tad
saskana ar augstak lietotajiem parveidojumiem S =2 — v(u + V). Funkcija S sasniedz
savu maksimumu tad, kad v(u+v) sasniedz minimumu. Saskapa ar lemmu
minv(u+v)=-0,25. Tatad maxS=max(2-v(u+v))=2,25  Maksimums
sasniedzams, ja visi lepki ir 60 gradu lieli. Ta ka S >0un S =0, ja x=y =0, tad
min S = 0.

Ja pienem, ka X,y un z ir trijstiira lenki un lenkis z > 90°, tad u un v ir pozitivi
lielumi. Tapéc Saja gadijuma max S = max( 2 —v(u + v)) = 2.

12. uzdevums. Atrast max(sinx-siny + siny-sinz + sinx-sinz), ja x +y +z = .

Lietosim Kos1 nevienadibu un iepriek$gja uzdevuma rezultatu:

©

sinxsiny +sinysinz+sinzsinx <sin® x+sin®y+sin®z < =.

SN

Maksimums sasniedzams, ja X=y =2 =

w|y

Sekas. Ja a, b, ¢ — trijstira malas un R — apvilkta rinka radiuss, tad
ab+bc +ca <9R?.
. ) _ . a . b . c
Noradijums. Izmantot sinusu teorému : SINX=—; siny=—; sinz =—,
2R 2R 2R
kur X, y, z — attiecigie trijstura lenki.

13. uzdevums. Atrast extr(cos?x + cos?y + c0s’z),ja X +y +z=rm.

Maksimala vertiba ir 3. To var iegiit, nemot X =y =0 un z = . Minimuma iegtisana
apliikojam parveidojumu f=3—(sin? + sin?y + sin?z) un atsaucamies uz 11.uzdevumu:
minf=3-2,25=0,75.

Tangensi
14. uzdevums. Atrast maksimumu funkcijai (tur, kur ta definéta):

T =tg(u + v)-tg(u — V), ja u un v pieder kopai [0,%].

Pieradisim nevienadibu T<1.Jav=0unu= %, tad pastav vienadiba. Ja 0 <u < %,
pieradisim stingro nevienadibu. Apzimésim p =tgu, g =tgv. Tad

p+q p-q _p°-¢q’

<1 ?-g° < 1-p*q? ‘(1+g%) < 1+9°.
1 pg leipg 1opigg T P p'q” < p°(1+q’) g

15. uzdevums. Atrast maksimumu funkcijam Fun T (tur, kur tas defingtas):

F = 2tgu — tg(u + v) —tg(u —v), uun v pieder kopai [O,%];
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T= 2'[9% —tgx—tgy, jaxuny pieder intervalam [0, g] .

1. risindjums. Sk. [Si2, 27, 147], kur aplikots uzdevums “Pieradit, ja O<a<% un

0<B< g tad tg a;B < tga;tgﬁ 7 “Acimredzami, ka pie a=p ir speka vienadiba. Ja
o # 3, pieradisim, ka ir speka stingra nevienadiba
2tg°‘T+B—tga—tg|3 <0. )

Ta ka nevienadiba (1) ir simetriska attieciba pret aun f, tad noteiktibas dél pienemsim, ka
B> o . Nevienadibu (1) parrakstisim veida

o+ a+f

tg—— —tga +tg—— —tgB <0,
g 5 Jo +19 > gB
sinB;a sinOL;B
+B * o+p <0,

a
CcoS — coso.  Cos — cosf

sinB_a sinB_a
2 2 <0,
cos oL cosP
L_L<O1
coso  Ccosf

cosp3—cosa <0,

. . T
kas ir acimredzami, jo O <o <3 < > ”
No Sejienes izriet, ka abam funkcijam maksimala veértiba ir 0.

2. risinajums. Apzimesim p = tgu, q = tgv . Tad

_,p_P*td_p-q ., 2p(+q’) -2pg’(1+p?)
F=2p =2 2,2 2.2 :
1-pgq 1+pq 1-p°q 1-p°q
Ta ka intervala [O,%] ir speka nevienadiba 1 — p?g®> 0, tad F < 0.

Piezime. Nevienadibai tgaTHJS%(tga+tgb) ir Sada geometriska interpretacija: tangensa
grafiks atrodas zem hordas, kas savieno grafika punktus, sk.11.zim&umu. Precizak, ja
0<a<b< g AB horda ar galapunktiem A = (a, tga), B = (b, tgb), Ao =(a, 0), Bo = (b, 0),

Co=(c, 0), kur c— nogriezna [a, b] viduspunkts, tad tgc neparsniedz trapeces ABBoAo
viduslinijas garumu. Funkciju, kuras grafikam piemit ipasiba atrasties zem attiecigas hordas,
matematika sauc par izliektu funkciju. Izliektam funkcijam ir svariga nozime ekstrému
uzdevumu teorija, un tam darba nakamaja dala ir veltita atseviska nodala.
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Vértibu kopa — punkts
16. uzdevums. Atrast extr(x +y), ja x un y ir trijstaira lenki, kuri apmierina sakaribu
F:= cos2x + cos2y + 4cosxcosy + 2 = 0.
P&c vienkarsiem parveidojumiem
F = c0os?X — Sinx + cos?y — sin?y + 4cosxcosy + 2 = 2(cosx + cosy)? = 0
dabti cosx = — cosy = cos(m —Y). Takaxuny ir trijstura lepki, tad x =n -y jeb X +y = . Tas
nozimé, ka max(X +y) = min(x +y) = .
17. uzdevums. Atrastextr(x +y+z +1),ja0<x<y<z<t< % un
C0S2X + C0S2y + €0S2z + c0s2t = 4(sinx siny sinz sint — coSX COSy COSZ Cost)
Uzdevums aizgiits no zurnala Mamemamuxka 6 wixone, 2006, N3.
Risinajums. Lieto parveidojumus:
COS2X + C0S2y = 2c0s(X + y)cos(x — ) = 2(Cos®x cos?y — sin®x sin%y)
COS2X + COS2Y + C0S2z + c0s2t = 2(cos? X cos?y — sin?xsin?y + cos?z cos?t — sin’z sin’t)
c0s?X cos%y — sin?xsin?y + cos?z cos’t — sin’z sin’t =
=2(sinx siny sinz sint — cosx oSy €0Sz COost)
(cosx cosy + cosz cost)? = (sinx siny + sinz sint)?
COSX COSY + €c0sSz cost = sinx siny + sinz sint
COSX COSY — Sinx siny = — c0sz cost + sinz sint
cos(X +y) =—cos(z + t)
X+y=m—(z+1)
xtytztt=m

Tas nozimé, ka prasita summa var pienemt tikai vienu vertibu.

Funkcija sin"x + cos"x

Vispirms apliikosim atseviskus funkcijas sin"x + cos"x piemerus.
18. uzdevums. Pieradit., ka visiem X pastav nevienadiba sin* x +cos* x > %
(7. atklata matematikas olimpiade, 10. kl.) [AB, 132]
sin’x + cos*x = (sin® + cos?x)? — 2sin®xcos?x = 1—%sin2 2X > %
19. uzdevums. Atrast funkcijas sin®x + cos®x ekstrémus.
Isu uzdevuma risinajumu var atrast gramata [AZT, 222]:

- . . 3 .
(sin?x + cos?x)( sin“x — sin®x cos?x + cos*x) = 1—Zsm2 2X.
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Tatad lielaka vértiba ir 1, ja x = gn , mazaka —% Jja x= % +gk .

19. uzdevums. Atrast funkcijas sin®x + cos®x ekstrémus.
20. uzdevums. Atrast funkcijas sin"x + cos"x ekstrémus, ja n = 2,
21. uzdevums. Atrast funkcijas sin®x + cos®x ekstrémus.

. o ) 1 . o .
Uzdevumam "Pieradit nevienadibu Sln8a+cosga2§. Kadam « vértibam tiek

sashiegta vienadiba?" gramata [Si2, 27] doti divi atrisingjumi. Pirmais no tiem:
"Irspeka sin®a+cos’a =1,
(sin® o +cos® @)® =sin* a +cos* o + 2sin* acos® a =1,

. . . 1
bet ta ka sin* & +cos* & > 2sin? o cos® «, tad sm“a+cos4a25.
=13 o4 4 N2 -8 8 s o4 4 1
Talak (sin” a+cos” @) =sin® a+ cos° a + 2sin” « cos aZZ'
=1, = =8 8 =4 4 =8 8 1
Taka sin® a¢+cos® a > 2sin” acos” «, tad sin® o + cos azé.

Vienadiba sasniedzama tikai tad, ja a = % - % k, kur k vesels skaitlis."

Atrisinasim uzdevumu 1sak ar citu metodi.

Apzimésim p =sin?x, q= cos?X. Tad jameklé ekstréemi funkcijai p*+ g% ja
p + = 1. Minimuma atraSanai lietosim nevienadibu A < K, kur A un K skaitlu p un g
attiecigi vid€jais aritmeétiskais un kvadratiskais.

p+q)’ p’+q> _ [p*+q’ 1
A2=[—j <K?= < = p'+q*'>2A" ==,
2 2 2 8

Maksimuma noteikSanai Joti €rts ir novert€jums

p*+q*<p+qg=1, jo p'<pun g*<q
Tatad %5 sin®x + cos®x < 1.

Ar §1 novertéjuma palidzibu negaiditi vienkarsi var atrisinat 21. uzdevumu. Novertésim
doto funkciju péc absoliitas vertibas:

|sin®x + cos®x| < |sinx|* + |cosx|® < sin?x + cos?x = 1 =
—1 <sin® + cos’x < 1.

Viegli redzet, ka abas ekstremalas vertibas ir sasniedzamas, pieméram, punktos X =0
unx = m.

Pirms analiz&t visparigo gadfjumu, vél apliikosim uzdevumu min(sin'’ + cos'%x).

Annipa. ApzZimgjot p = sin®x , q = cos?x, iegisu lidzvertigu uzdevumu

min(p® +¢°)=?,jap+q=1.
Vispirms minimizgjamo izteiksmi sadaliSu reizinatajos:
p°+a°=(p+Q)(p* - p°a + p’a® - pq’ + g*) =
p*—p’q + p’a® — pa® + q* = (p? + 4*)* - p’a” — pa(p® + o)
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Takap?+q%=(p + g)*> - 2pq =1 — 2pq, tad aizvietojot dabiisu vienadibu
p°+q° = (1-2pa)’ - pa’ - pa(l - 2pq).
Apzimgjot pq = t, iegiisu kvadratfunkciju
(1—2t)> —t>—t(1—2t) =5t> - 5t + 1,

jeb parabolu ar virsotni punkta t = % . Aprékinu vértibu $aja punkta: %—g+1: —%. Tatad

min(p°® + ¢°) = -

Al

Janitis. Tas ir absurds. Ta ka p un q ir pozitivi, vismaz nav negativi, tad p° + ¢° nevar
biit negativs.
Atrodiet Anninas spriedumos kltidu un pabeidziet risinajumu.

Visparigais gadijums

Apzimésim Tn(x):= sin"™x + cos™x, kur n naturals skaitlis. Funkcijas Tn ekstremalas
vértibas, visparigi runajot, ir atkarigas no n. Skirosim vairakus gadfjumus.

1) n=1.

Ir dazadi panémieni, ka atrast sinX + C0SX ekstrémus. Viens no vienkarsakajiem —

izmantot Tpasibu [a| = Ja? .

Isin x + cos x| =+/sin® X +cos® X + 2sin xcos X = 1 +sin2x <+/2.
No Sejienes

—J2 <sinx+cosx<+/2.

. . T T
Abas ekstremalas veértibas (+ J2 ) sasniedzamas. Piem&ram, punktos X = 2 X=m+—.

4
2) n>1.
Ievérojot, ka jebkuram n > 2 ir speka nevienadibas: |sin"x| <sin?x un |cos"x| < cos?x,
ieglisim novert§jumu
|sin™x + cos"x| < sin® + cos?x = 1.

Tatad visiem n > 1 ir speka
—1<sin"™ +cos"x < 1.
Maksimala vertiba max Tn = 1 tiek sasniegta, piem&ram, punkta x = 0.

2a) n=2k+1,k>1.
Minimala veértiba min T, = — 1 tiek sasniegta, piem&ram, punkta X = 7.

2b) n=2k.
Pieradisim p&c indukcijas, ka min Tac = 217K,

Gadijuma k = 1 tas ir actmredzams, jo sin? + cos?x = 1 = 20,
Jak> 1, tad, apzim&jot p = sin’ , g = cos?X, iegiisim $adu minimizacijas uzdevumu
min(p“+99)=?,ja p+q=1,p.q>0.
Japierada, ka min (p* + g¥) = 21K,

Jak=2m, tad
p2m + q2m - (pm + qm)2 _ 2pmqm > 22 1-m) 2pmqml
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M|

Seit izmantots induktivais pienémums, ka p™+q™ > 2™ Jevérosim, ka pq

jo 4pg < (p +q)° = 1. Tatad (pg)™ < 2-°Mun
p2m + q2m > 22 -2m 2.272m = 272m(4 _ 2) = 21 72m'
Savukart, ja k = 2m +1, tad
prm T+ gPn T = (" T+ g T (™ + ™)~ p"g"(p + ) >
2-m .Zlfm _ pmqm > 2172m _ 272m = 272m(2 _ 1) = 2—2m'
Funkcija 2y b
SINX COSX

.. _ . .. a _ oy .
Salidzinajuma ar asinx + bcosx funkcijas f(x)=——+ ekstrému noteikSana ir

sinx  Ccos X
butiski sarezgitaka. Turpmak Saja nodala uzskatisim, ka koeficienti @ un b ir pozitivi un

XE(O,%} Ievérosim, ka funkcijai f nav maksimuma, jo sinx —0, kad x — 0, tapéc

risinasim minimizacijas uzdevumu.
Specialu gadijumu, kad a = b = 1, var atrisinat pavisam isi, ja izmanto nevienadibas, kas
saista vid&jos lielumus. Apzim&sim U = sinx, v = cosx, tad

1 1 .
Z+Zmin, u?+vi=1
u v

Vienadiba pastav,ja U=V =X, = AN min(_i + Lj =242
4 SINX  COS X

Teoréma. Intervala [0%) funkcija f minimumu sasniedz punkta c=arctg3\/§.
Pieradijums. Parveidosim nevienadibu f(x) > f(c).

a b a b sinc —sin x COS C — COS X
+ > + < a >

- > — - . +b >0
SINX COS X SINC COSC SIN XSINC COS XCOSC
. - C—X
COS——SInN—— SIN———SIN——
2a— 2 2b 2 50 o
SIN XSINC COS XCOSC

C+X .
acos—— hsin——

sinS =X f(x)>0, kur f(x)=— 2 _ .
2 SIn XSIncC COS XCOSC

. T . i . . C—X . . .
Apzimeésim |, =(0,¢), I, = (C, Ej Pirmaja intervala sin ir pozitivs, bet otraja —

negativs, tapec japierada, ka ar1 fi(X) ir pozitivs intervala |1 un negativs — I2.

f,(x)>0 @Ctgizx>gtgxtgc, xel,
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f,(x) <0 <:>Cth+TX<9thth,X€ I,
a

% . C _ _ e . b
So nevienadibu pareiziba izriet no ta, ka punkta ¢ pastav vienadiba, t. i., ctgc = —tg®cun ctg
a

ir dilstosa funkcija, bet tg — augosa funkcija intervala 1.

1. piemérs. [KUK, 354] Noteikt intervala {0, %} funkcijas f(x) = _sin2x vislielako un

. T
sin| = +x
(4 )

Vismazaka f veértiba ir 0, jo f(xX) >0 un f(0) =0. Lai noteiktu f visliclako vértibu,
aplikosim apgriezto lielumu:

vismazako vertibu.

L sin(j+xj sin £ cos X + cos - sin x N 1 5

f sin 2x 25in X Cos X 4 {sinx cosSXx

Tatad max f (x) = f(%):l.

2. piemérs. [Lub, 68] Atrast tos X, kuriem y = vertibas ir vislielakas vai vismazakas.

4 + ctgx

: . 1
Dota $ada atbilde. ”’y max pie tgx = 3\/;

Ja nav ierobezojumu uz X mainas intervalu, tad funkcijai y nav ne vislielakas, ne
vismazakas vertibas. Tas tapéc, ka saucgjs (4 + ctgx) var biit gan pozitivs, gan negativs un pec
patikas maz atskirties no nulles. Spriezot pec gramata dotas atbildes, autors ir domajis atrast
lokala maksimuma punktu. Uzskatisim, ka X ir pirma kvadranta lepkis, un aplikosim
apgriezto lielumu.

1 4+ctgx 4 N 1

y  COSX  COSX SinX

1. R .
Saskana ar teorému punkts C = arctgi/; ir funkcijas— minimuma un Iidz ar to funkcijas y
y

maksimuma punkts.

Geometriska interpretacija

Uzdevums par visgarako balki, kur§ var izpeld&t cauri taisnstiirveida kanalam attiecigi
ar platumiem a un b, ir saisto$s piemérs, kur paradas aplikota funkcija. P&c gramata [Niv]
dota parauga ar nevienadibas A > G palidzibu tas ir atrisinats darba pirmaja dala [Cibl, 53].
Uzdevums par balki ir formuléts vairakos uzdevumu krajumos, sk. pieméram, [GK, 115;
Vil, 172; ]. Zinot uzdevuma geometrisko saturu, nav grati saskatit labu substitticiju, kas lauj
So uzdevumu atrisinat vienkarsak un vienlaicigi ieglt teorémas citu — elegantaku —
pieradijumu. Luk, kada ir substitiicija:

2 2
tgx:% ST (imj =[1+a j(t+b)2=

cos”® x \ tgx 2

2 2 22
:[t2 4 atb + atb}{atia +bt+btj+a2 +b?>3a*h? +33a%h? +a2+b?,
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3
2 2\
a R — —
t., =3va’h = x.,, =arctgs b = min f :{a3 +b3] :

Ekstréemu uzdevumi no krajuma [KZZ)]

Saja krajuma 146. lpp. doti §adi &etri trigonometriskie ekstrému uzdevumi ar
vienotu prasibu “Atrast funkcijas vislielako un vismazako vértibu intervala”:

2cos x —sin’ x, [0; 2]

cos® xsin x, [0;3—n]
4
X +cos” x, [O; g]

T T
tgx + ctgx, [=, =1.
gx +ctg [6 3]

Gandriz drosi, ka Sos uzdevumus ieceréts risinat ar skoléniem mazpazistamo
diferencialrékinu palidzibu. Vai tos var atrisinat ar elementariem panémieniem? Var!

Piezime. Vairaki uzdevumi par trigonometrisko funkciju ekstrémiem ir doti uzdevumu
krajuma [KUK]: Noteikt funkcijas vislielako un vismazako vértibu intervala:

X+COSZX,X€[0;E]; ﬂ Xe 0,E ; 1c032x+sinx, Xe O,E ;
2 : (n j 2 2 2
sin| —+ X

sin X - cos?

g, [0; ] ; tox-+ctg2x, Xe‘:g,g} cos® X +sin x, a)XE|:0,§:|; b)x{%,n]

Skaidrs, ka elementari risinams 1. uzdevums no [KZZ]-tas reduc§jams uz
kvadratfunkciju
y=(cosx+1)2—2 = miny=—2, maxy=2.

. . . 1 ... T -
Ceturtais uzdevums reducgjams uz funkciju y =t + . Minimums vienkar$i nosakams

no nevienadibas tgx+ctgx > 2,/tgx-ctgx =2, bet maksimums sasniedzams galapunkta,
turklat aplikojama funkcija abos galapunktos pienem vienu un to paSu vertibu

1 4
J3+==—.
J3 V3
Otra pieméra funkcija F = cosxsinx ir pozitiva intervala (O,g) un negativa intervala

T 3my . e " . . 1
(E’ T) . Tapéc maksimumu meklésim pirmaja, bet minimumu — oOtraja no Siem intervaliem.

Intervala (O,g) , kur funkcija F ir pozitiva, apliikosim tas kvadratu F2. Apzim&jam t = cos?x,

tad
3F2=(3-3t)-t-t-t

Reizinajums bais maksimals, ja visi reizinataji vienadi, t. i.,

3 3 T
3-3t=t=t= S = COSX= == Xmax= —.
4 4 ™7 g

50



Pieradisim, ka funkcija F minimumu sasniedz galapunkta %Tn Pietiek pieradit, ka

pret€jas zimes funkcija
—F = —cos®x sin x = 0,5c0s2 X(— sin2x)

. _ . . . . .-, 3m, . .
$aja galapunkta sasniedz maksimumu. Gan cos?X, gan (— sin2x) intervala (E, T) ir pozitivas
un augosas, tatad augoss ir ar1 So funkciju reizinajums.
. T . .
Ari funkcijas x+cos’ X, x €][0; E] , ekstrémus var noteikt elementara veida. Ta ka

x+c052x=x+%=%(2x+0032x)+%,

tad dotas funkcijas ekstrému noteikSanu var aizstat ar uzdevumu: extr(x + cos x), kur x pieder
nogrieznim [0, x].

Izmantojot kosinusa geometrisko interpretaciju (sk. 12. zim.), gandriz vai
acimredzams, ka X + €0S X ir augosa funkcija. Tie$am, ja loka ABC un BC garums ir
attiecigi y un X vienibas, tad

cosy = —|OD|, cosx = |OE]|,
cosx —cosy = |OE| + |OD| = IDE| = |GB| < |AB| <y —X,

Tatad cosx + X <y + cosy. Tas nozimg, ka X + cosx ir augosa funkcija.

A B
A
C AT

i T \B

D G "\, 2 \

A | |

> ' —

a c b D 0 E

11. zim.

12. zZim.

Maksimalais konusa pilnas virsmas laukums

22. uzdevums. Lodé ievilkts konuss, kuram pilnas virsmas laukums maksimals.
Apréekinat konusa pamata radiusa un veidules garuma attiecibu.

Aprekinat augstumu konusam, kas ievilkts lod€ ar radiusu R un ir ar vislielako pilnas
virsmas laukumu. [KZZ, 151]

Ja lodes radiusu apzimé ar R, bet lenki starp konusa augstumu un veiduli | — ar X,
tad konusa pilnas virsmas laukums ir vienads ar

7R?sin2x(sin2x + 2cosx),
Apzimgjam sinx ar t. Tad

sSin2x(sin2x + 2cosx) = sin 2x + 2sin2xcosx = 4c0s?x (Sin’x + sinx) = 4(t2 + t)(1 — t?).
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Viens no panémieniem, ka noteikt polinoma (t?+ t)(1 — t?) maksimumu intervala (0, 1), ir
izvEleties pozitivus koeficientus a un b ta, lai etri reizinataji butu vienadi un to summa butu
konstante, un lietot nevienadibu G <A, t. i.,

@+1(1-1) = (t+1)(t+ )t —1) = (t+ 1)(t + 1)(at)(b— bt)i < %(at)“.

No vienadibam
t+l=at=b-bt,2+a-b=0,

izslédzot a un b, dabtijam kvadratvienadojumu t noteikSanai:

42 -t-1=0.5
No Sejienes
. 1+417 1+417 5+4/17
t=sinx= , a= , b= .
8 2 2
Optimalajam konusam radiusa un veidules garuma attieciba ir 1+ ;/ﬁ . Optimala
konusa augstums ir H =lcosx =2Rcos” x = R(Z‘gl;(a\/ﬁ) :

Uzdevumi patstavigai risinasanai

1. [Si2, 28] Pieradit: ja 0< x<m un 0<y <, tad

3V3

Z=sinXx+siny+sin(x+ y)sT.

Atrodiet Tsaku risinajumu salidzinajuma ar gramata [Si2, 150] doto.
2. Atrast funkcijas 2sinx + sin2x maksimumu.

3. Intervala [O, 3?%} atrast funkcijas 2sinx + sin2x vislielako un vismazako vértibu. [Zap]

4. Noteikt funkcijas cos x+/sinx vislielako vertibu intervala [O, ﬂ [KUK, 355]

5. Atrast vislielako un vismazako funkcijas sinxsin2x véertibu [DKN, 48] ).

6. Atrast vislielako un vismazako funkcijas cosxcos2x vertibu [DKN, 48].

7. Pieradit nevienadibu COSX+ COSY —COS(X + Y) < g . Kadam X un y vertibam pastav
vienadiba? [Si2, 28] Pieradit, ka jebkura trijstira lepkiem ir pareiza nevienadiba
COSx +COS f+COS y < g [MO, 43 (1965. g.)]

8. Atrast maksimumu reizinajumam cosX - COSY - C0SZ, ja X +y +z = T.
9. [Si2, 27, 146] Pieradit: ja A, B, C - platlenka trijsttira lenki, tad
cos® A+cos® B+cos®C >1.
10. Atrast maksimumu funkcijai cosﬂzy —%(cos X+Ccosy), jalx| < g uny < g

11. Atrast minimumu funkcijai sin izy —%(sin X+siny), jaxuny pieder kopai [0, 7].

12. [Si2, 27] Pieradit: ja A, B - platlenka trijstiira Saurie lenki, tad tgA-tgB <1.
13. Atrast funkcijas sin’x + cos’x ekstrémus.
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14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

Atrast vienadojuma sin(x + %} + COS(X + %} = /2 vislielako negativo sakni.
[lestajeksamena uzdevums, Keanm, 1987, N2]

Atrast vienadojuma
CoS6X + €c0s12x = 15c0s3x
vislielako negativo sakni grados. [lestajeksamena uzdevums, Keanm, 1990, N5]

lestajeksamena uzdevums, sk. [GD]. Atrisiniet vienadojumu
Acosx(2 — 3sin®x) + cos2x + 1 = 0.
Atrodiet vismazako attalumu starp ta divam pozitivajam sakném.

Noteikt funkcijas (—“ COSX

2
sin j vismazako vértibu intervala (0, ). [KUK, 355]
in x

Pieradit nevienadibu sin®x + cos®x > sin®x + cos®x. Kad pastav vienadiba? [AB, 45]

Atrast vienadojuma
T . (m 11 . 4
COS| —+24m |+SiN| =X+—m |=SIn—=
2 2 10 5
vismazako pozitivo sakni. [lestajeksamena uzdevums, Keanm, 1990, N5]

Noteikt minimuma punktu intervala X e (0, %j sadam funkcijam:

a) (1+ctgx)’tg2x; b) Lrotgx
COS 2X

Atrast funkcijas sin?2x — 2cosxcos2x + 2cosx maksimuma punktu pirmaja kvadranta.

No visiem konusiem ar dotu pilnas virsmas laukumu S atrast to, kuru var ievietot
vismazakaja lode. Aprékinat minimalas lodes radiusu.

Ap puslodi apvilkts konuss Ky ar vismazako pilnas virsmas laukumu un konuss Ks ar
vismazako sanu virsmas laukumu. Puslodes pamats atrodas uz konusa pamata. Noteikt
Sadu konusu virsotnes lenki.

Noteikt minimumu ctg?x-tg2x, ja x ir Saurs lenkis. Sada funkcija rodas uzdevuma par
minimala (peéc laukuma) vienadsanu trijstiira apvilkSanu ap vienibas rinki.

Nekustigi nostiprinata tasité — puslodé ar radiusu r ievieto homogénu stieni ar garumu |,
2r <1 <4r. Atrast stiena lidzsvara stavokli. Lidzsvara stavoklis raksturojas ar minimalo
potencialo energiju, t.i., no visiem pielaujamiem stavokliem stiena smaguma centram
jaatrodas viszemak.

Uzdevuma matematiskais modelis ir

f(x):r+|§sinx—rsin2x—>min.

Izmantojot pirmas un otras kartas atvasinajumus, tas ir atrisinats gramata [ISS, 266].
Uzdevums atrodams arT gramata [GK, 116]. Atrisiniet $So uzdevumu ar elementaram
metodém.
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6. nodala Izoperimetriski daudzstiri

Ar izoperimetriskam figiiram (grieku iS0s nozimé vienads, vienlidzigs; perimetros —
plaknes figlras robezas garums) saprot figiiras, kuru perimetrs ir nemainigs lielums. Ar
izoperimetrisku uzdevumu $aja nodala sapratisim tadu uzdevumu, kura jameklE noteikta
tipa daudzsturis ar maksimalo laukumu, ja uzdots ta perimetrs, bet izoperimetriska uzdevuma
atrisinagjumu 1sak sauksim par maksimalo vai optimalo daudzstiri. Izoperimetriski
uzdevumi, visparigi rundjot, ir tadi uzdevumi, kuros janosaka ekstréms kadam lielumam, ja
apliiko noteiktas klases figiiras ar uzdotu perimetru. Sis lielums ne vienmér ir laukums, tas var
bit, piem&ram, figliras diametrs, smaguma centra augstums.

Uzdevumi par daudzstiiru laukumiem un perimetriem ir aplukoti gan gramatas, gan
zurnalos, pieméram, [SCJ1-2; Ga] Labu, skoléniem piemérotu gramatu “Izoperimetri” ir
uzrakstijis D. A. Krizanovskis (1883-1939) [Kr]. Taja galvena uzmaniba tiek veltita
problémai: kadai no visam plaknes figiram ar vienu un to paSu perimetru ir vislielakais
laukums? Jau senaja Griekija bija zinams, ka rinkim ir lielaks laukums neka jebkurai citai
figtrai ar tadu pasu perimetru, ka lodei ir lielaks tilpums neka jebkuram citam kermenim ar
tadu paSu virsmas laukumu. Tiesa, zinat vél nenozimé prast pieradit. Pitagora teiciena:
vien ir $o figliru optimalitate. Grieku matematikis Zénodors maksimalajam figtiram ir veltijis
specialu traktatu “Par figiram, kuram ir vienada periferija”. Vina saceréjums diemzgl nav
saglabajies. Par laimi Pappa ? (3. gs.) un Aleksandrijas Teona (4. gs.) darbos ir minéti 14
Z@nodora apgalvojumi. Svarigakie no tiem:

1) no diviem regulariem daudzstiiriem ar vienadu perimetru lielaks bis tas, kam lielaks
lenku skaits;
3) ja rinkim un regularam daudzstiirim ir vienads perimetrs, tad rinkis bis lielaks;
11) no visiem daudzstiriem ar vienadu perimetru un vienadu malu skaitu vislielakais biis
regulars daudzstiris;
14) katrs no pieciem regulariem daudzskaldpiem mazaks par lodi ar tadu pasu virsmas
laukumu.
No 3) un 11) Zénodors secindja, ka no visam figliram ar vienadu perimetru vislielakais
laukums ir rigkim. Stingru rinka un lodes optimalitates pieradijumu 1884. gada uzradija vacu
matematikis Svarcs (Schwarz K. H. A., 1843-1921) [BB2].

Zénodora uzdevums
(Zenodorus, 3 —2 gs. p. m. €., sengricku matematikis.)

No visiem n-stiriem ar uzdotu perimetru atrast n-stiri ar vislielako laukumu. [Tih, 16]

Pirms analizet visparigo gadijumu, aplikosim vairakus atseviSkus uzdevumus un
dazadus elementarus papemienus, metodes to risinasana, ka aril sniegsim 1sas
vesturiskas zinas. Ja merki var sasniegt, ejot pa vienu celu, vai ir vérts iepazities vl ar
citiem celiem? BieZi vien to darit ir verts. Vairaku panemienu izmantoSana, apgiiSana
viena un ta paSa uzdevuma risindSana var biit noderiga ne tikai redzesloka
paplasinasanai vai ka trenin$ skoléniem. Svarigi apzinaties, ka kads no atseviska
uzdevuma risinajumiem var bt piem&rots citu, sarezgitaku uzdevumu risinasana, var
kalpot ka atsléega plaSiem visparinagjumiem. Kaut gan Z&nodora uzdevums ir
matematikas “klasika”, kuru slip&jusi daudzi izcili matematiki, tomer ta risinasana vél
var atrast jaunas nianses.
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Zenodora uzdevums trijstarim
Regularam trijstiirim piemit Sada izoperimetriska 1paSiba:

Izoperimetriska teoréma trijstiiriem. No visiem trijstiriem ar vienu un to pasu
perimetru vislielakais laukums ir regularam trijsttrim.

Kadreiz So teorému pieradija ta. Pienemsim, ka ABC ir maksimalais trijsturis ar
perimetru p. Tad ta visam malam jabiit vienadam. Tiesam, ja AB nav vienads ar BC, tad var
konstruét vienadsanu trijstiri AB1C ar to paSu pamatu AC un to pasu perimetru p, bet ar
lielaku laukumu neka maksimalajam trijsttrim. (To, ka vienadsanu trijstirim AB;C laukums
bus lielaks, garanté turpmak aplikota izoperimetriska lemma.) Iegtts absurds, proti, ka
izoperimetriskajam trijstirim AB1C ir v&l lielaks laukums neka maksimalajam trijstiirim
ABC.

Gramata [Kr] ir izklastiti divi $adas izoperimetriskas lemmas pieradijumi 2.

No diviem dazadiem trijstiriem ar vienddiem pamatiem un vienadam sanu malu
summam mazaks laukums ir tam, kuram pieder mazakais un lielakais lenkis no cetriem
lenkiem pie minétajiem pamatiem.

Aplikosim vairakus lemmas pieradijumus.
1. pieradijums balstas uz lemmas geometrisku ilustraciju, ko dod elipse, kuras fokusos
atrodas trijstiiru kop€ja pamata galapunkti. Elipsi var definét ka Iikni, kuras patvaligam
punktam attdlumu summa lidz diviem dotiem punktiem (fokusiem) ir nemainigs
lielums.

2. pieradijums ir vienkarss, bet diezgan garS. Tas veikts ar elementaras geometrijas
lidzekliem. Turpmak dotais pieradijums atSkiras no originala [Kr, 28-30] tikai ar
nebiitiskam izmainam.

Novietojam trijstirus ACB un ADB uz kopga pamata ta, lai garakas abu trijstiiru
malas izietu no pamata viena un ta pasa galapunkta (13. zim.). Tad attiecigie trijstiiru lenki ar
virsotni A biis mazaki neka trijsttru lenki ar virsotni B:

a<PB, y<d vai a<p, y<d
(vienadibas zime attiecas uz to gadijjumu, kad viens no trijstliriem ir vienadsanu; abi trijstiiri
nevar bit vienadsanu, nebiidami taja pasa laika kongruenti)

E
C
A B
D
F
14. zZim.

13. zim.

Lenki A un B nevar biit vienadi, jo pretéja gadijuma trijstari biitu kongruenti. Pienemsim, ka
o>v. Tad 6> >a >1, jo trijstira ADB virsotnei D jaatrodas arpus trijstira ACB (pret&ja

55



gadijuma perimetri nebiitu vienadi). Tatad pieradits, ka vislieldkais un vismazakais no cetriem
lenkiem pie pamata pieder vienmér vienam un tam pasam trijstiurim. Pieradisim, ka tam
pasam trijstirim pieder ar7 visgaraka un visisaka mala, t. i.,, AD > AC > BC > BD.

Ja AD = AC, tad arT1 BC = BD (jo sanu malu summas vienadas); bet §ada gadijuma trijstiiri
butu kongruenti, kas pretruna ar nosacijumu. Tagad piepemsim, ka AD < AC. Tad, spriezot
ka ieprieks, biis BD > BC. Pirma no $im nevienadibam parada, ka lenkis ACD mazaks neka
lenkis ADC, bet otra — ka lenkis BCD, kas ir tikai lepnka ACD dala, lielaks neka lenkis BDC.
Bet tas nav iesp&jams, jo lenkis BDC ir lielaks neka lenkis ADC. Tatad pieradama sakariba
starp sanu malam vienmeér patiesa.

Tagad paradisim, sekojot Steineram, ka laukums trijstirim ADB, kuram saskana ar pierdadito,
vienlaicigi ir gan vislielakais un vismazakais lenkis, gan visgaraka un visisaka mala, ir
mazaks neka laukums trijsturim ACB (13. zim.).

Ta ka y < B, tad BE < AE. Tapeéc, ja uz EA atlick nogriezni EF = EB, tad F atradisies
starp A un E. Atliksim uz EC nogriezni EG = ED. Punktam G jaatrodas starp E un C. Tie$am,
ja G sakristu ar C, tad trijstiri CEF un DEB biitu vienadi un mala CF biitu vienada ar DB. Bet

AC+CB=AD+DB
jeb

AC +CE +EB =AF + FE + ED + DB;

no Sejienes, nemot vera vienadibas

CE=ED, EB=EF,
dabtjam, ka

AC = AF + DB = AF + FC,

kas nav iespgjams.

Ja punkts G, kuram EG1 = ED, atrastos uz EC pagarinajuma punktam C otra pusg, tad
analogisks spriedums novestu pie absurda rezultata, ka taisne AC vienada ar lauztu Iiniju
AFG:C. Ta ka trijsturi EDB un EFG ir vienadi, tad laukums trijstirim ADB vienads ar
trijstiru AEB un EFG laukumu summu, kas kopuma ir tikai dala no trijstira ACB. Tatad
laukums trijstiirim ADB ir mazaks neka trijstiirim ACB, kas ar1 bija japierada.

No pieradita izriet, ka katram trijstirim, kur§ nav vienadsanu, ir vislielakais un
vismazakais lenkis, tapec ta laukums ir mazaks neka vienadsanu trijstira (ar kop&ju pamatu
un perimetru) laukums.

3. pieradijums. Kombingjot geometriskos un algebriskos lidzeklus, uzradisim isaku
lemmas pieradijumu, Kas izriet no Hérona formulas un nevienadibas

(P—=x)(p—Yy) < (Pp—x1)(p—Y), (1)

kur X +y = X1 + y1 un yi atrodas starp skaitliem x un'y.
Izteiksim x1 = X +y —y1. Tad japierada:

P-X)P-Y)<(P-Xx-y+y)(p-Yyi)
P-X)P-y-p+y)<(pP-y)y1-y)
Yi-y)(p-x-p+y1)<0
(y1—y)(yr—x) <0.

Ja neviens no reizinatajiem nav nulle, tad tie ir ar dazadam zimém, jo y1 atrodas starp
skaitliem x un y.

Apzimésim (sk. 13. zim): AD=x, AB=a, BD=y, AC=x3, BC=y1, p un
L trijstira ABD pusperimetrs un laukums. Tad p&c Hérona formulas un (1):
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L? (ADB) = p(p —a)(p —x)(p —y) < p(p — a)(p — x1)(p — y1) = L%(ACB),

jo y1 atrodas starp x un y, kas izriet no lemmas pieradijuma pirmaja dala iegitas
nevienadibas AD > AC > BC > BD.

Piezime. Ievérosim, ka izoperimetriskas teorémas pieradijuma tika izmantota nevis pati
izoperimetriska lemma, bet sekas no tas, proti, ka vienadsanu trijstuirim AB1C ar to pasu
pamatu AC un to pasu perimetru ir lielaks laukums neka trijstiurim ABC. Atzim€sim, ka
nevienadibu L(AB:1C) > L(ABC), kas pastav starp vienadsanu trijstiri AB1C un patvaligu
izoperimetrisku trijstiri ABC, var pieradit visai Isi un vienkarsi, vispar neizmantojot
izoperimetrisko lemmu. Tacu $ai lemmai ir ne tikai v&sturiska nozime, ta ir noderiga vairaku
Citu uzdevumu risinasana.

J. Steiners ieprieck§ mingto izoperimetriskas teorémas pieradijumu esot uzskatijis par
pareizu un stingru. Tomer tas vinu nav apmierinajis pilniba. Vins norada: ja doti divi dazadi
izoperimetriski trijstiiri, viens vienadmalu, bet otrs n€, tad $ads pierddijums nedod iesp&ju
tiesi paradit, ka lielakais laukums ir vienadmalu trijstarim. Sai sakara D. Krizanovskis raksta:
“Mgs teiktu, ka uzraditais pieradijums aizklata (slépta) veida pienem vislielaka trijstiira ar
doto perimetru eksistenci un ka tiei §is apstaklis Steinera izraisa vajadzibu péc tiesas divu
trijstiru — vienadmalu un ne vienadmalu — salidzinasanas?.” Komentara ? vip§ atzimé, ka
tomér nav skaidrs, ka Steiners vargja biit apmierinats ar teorémas tadu pieradijumu, kura tiek
pienemta meklgjamas maksimalas figliras eksistence.

Nenemos apgalvot, ka maksimala trijstiira eksistence bija tiesi tas, kas izsauca
zinamu neapmierinatibu ar lemmas pieradijumu. Gandriz droSi, ka diskomfortu
Steineram sagadaja tas, ka trijstira aizstaSana ar vienadsanu trijstiri var nekad
nenovest (péc galiga solu skaita) Iidz vienadmalu trijstiirim. Iedomasimies, ka mums
dots trijstiiris ar malam (3; 5; 6). Pirmaja soli aizstasim So trijstliri ar vienadsanu
trijstiiri (4; 4; 6), saglabajot perimetru, bet palielinot laukumu. Ta turpinot, otraja solt
ieglsim trijsttiri (4; 5; 5) ar tadu pasu perimetru, bet lielaku laukumu, tresaja soli —
(4,5; 4:5, 5), ceturtaja — (4,5; 4,75; 4,75) utt. Var pieradit, ka ta konstruéta trijstiiru
virkne tiecas uz vienadmalu trijstiri, turklat neatkarigi no sakotngja trijstiira izvéles.
Ideju, kad tiek konstruéta izoperimetrisku vienadsanu trijstiiru virkne, katrreiz
palielinot (vai vismaz nesamazinot) trijstira laukumu, ir izmantojis SveicieSu
matematikis Liljé (L’Huillier S. A.J., 1750-1840). Ta ka te ir dariSana ar bezgaligu
procesu, korektai idejas realiz€Sanai vajadz€tu izmantot nebut ne elementaro robezas
jédzienu. Par laimi Seit var iztikt ar elementaras matematikas Iidzekliem. Tada veida
pieradijumus, kuri mis bezgaligi tuvina mérkim, bet nekad nenoved pasa mérki,
slavenais vacu matematikis L. Dirihle (Dirichlet P. G. L., 1805-1859) nosauca par
asimptotiskiem pieradijumiem.

J. Steiners izdomaja aspratigu, izteikti geometriska rakstura teorémas
pieradijumu, kura patvaligs trijstiiris tiek salidzinats ar vienadmalu trijstiiri, un
pieradija, ka ped&jam laukums ir lielaks.

Steinera pieradijums

Doto trijstiri ar perimetru P parveido par vienadsanu trijstiri ACB, saglabajot
perimetru un nemot par pamatu AB garako (vai vienu no garakajam) dota trijstiira malu, sk.
14. zim. Ta ka pamats AB ir garaks par katru no sanu malam, tad tas ir garaks par perimetra
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treSdalu. Tapéc, ja uz pamata atliek nogriezni BD, kas vienads ar perimetra treSdalu, tad
punkts D atradisies starp A un B. Uz malas BC pagarinajuma vienmer atradisies tads punkts
E, ka

DE + EC=DA + AC,

kas nozimé, ka trijstiru ABC un DEB perimetri ir vienadi. Ta ka BC < % P, tad BC <BD un

lenkis BCD lielaks neka lenkis BDC, un tatad lenkis DCE mazaks neka lepkis ADC, t. i., no
diviem izoperimetriskiem trijstiriem ADC un DCE pirmajam ir lielaks lepkis pie kopg&ja
pamata. P&c izoperimetriskas lemmas laukums trijstiirim ADC ir mazaks neka trijstiirim DCE.
Pieskaitot trijstira DCB laukumu, dabiijam, ka laukums trijsttirim ACB mazaks neka laukums
trijstirim DEB. Tagad konstrugjam uz pamata BD vienadmalu trijstiri DFB ar to paSu
perimetru P. Ta laukums ir lielaks neka izoperimetriska trijstira DEB laukums, jo pamats
vienads ar perimetra treSdalu, bet sanu malas vienadas. Tadgjadi trijstiiris DFB ir vienadmalu
un péc laukuma parsniedz patvaliga cita izoperimetriska trijstiira laukumu. [Kr, 33-34]

Pieradijums, izmantojot Herona formulu.

Aplikosim patvaligu trijstiiri ar uzdotu perimetru. Ja a, b, C — trijstiira malas, p —
pusperimetrs un L — laukums, tad péc Hérona formulas

L? =p(p—a)(p—b)(p—c).

Reizinataju (p — a)(p — b)(p — ¢) summa ir nemainigs lielums, tap&c §is reizinajums un
lidz ar to arT laukums bis vislielakais, ja tie visi biis vienadi, t. i., a = b= c, kas arT bija
japierada.

Ka redzams, pieradijums ir loti iss. Tiesa, tas klitu ievérojami garaks, ja to
vajadzetu papildinat ar Heérona formulas un faktiski Seit izmantotas nevienadibas
G < A (starp vidgjo geometrisko un aritmétisko) pieradijumu.

Piezime. Uzdevumu ‘“Noteikt trijstiiri ar doto perimetru 2p, bet maksimalo laukumu”

neparasta veida — ar Lagranza reizinataju metodi (!) — risinajis E. Leimanis [Lei, 130]. Turklat
netiek apspriests jautajums, vai ar So metodi atrastais punkts dod maksimumu.

Zeénodora uzdevums ¢etrstiirim

Japierada, ka no visiem 4-stiiriem ar uzdotu perimetru P vislielakais laukums L ir
kvadratam K.

Geometrisks risinajums

Pieradijumu veiksim pé&c klasiskas shémas, kura patvaligs 4-stiiris pakapeniski
tieck parveidots par lielaku (p&c laukuma) Cetrstiiri, kamér iegtst kvadratu.
Nevienadibu kedites

L(a1, a2, a3, as) <L(a, a,as as) <L(a, a b, b)<L(cc,c,c)<L(K)

iegiiSanas mehanisms balstas uz diviem vienkarsi pieradamiem apgalvojumiem, kuri
turklat tiek izmantoti ar citu uzdevumu risinasana. Nosauksim tos par lemmam.

1. lemma. No visiem trijstiriem ar uzdotam divam malam vislielakais laukums ir
taisnlenka trijstirim.
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Pieradijums. Apzimésim ar @, b un 3 attiecigi trijstira malas un lepki starp tam. Tad
laukums L= %absin Bbiis maksimals, ja P =900 (Uzradiet lemmas geometrisku
pamatojumu.)

2. lemma. No visiem trijstiriem ar uzdotu pamatu un paréjo divu malu summu
vislielakais laukums ir vienadsanu trijstirim.

Pieradijums. Apliikosim vienadsanu trijstiiri AD:1B ar fiksétu pamatu AB un fiksétu
sanu malu summu AD: + D1B, sk. 15. zim. Salidzinasim $7 trijstiira laukumu ar cita
trijstira ACB laukumu, ja pédéjam AC + CB = AD: + D1B. Novelkam pamatam AB
paralélu taisni DC. Trijstiira laukums vienads ar ta pamata un augstuma reizinajuma
pusi. Tapéc trijstuira ACB laukums nav atkarigs no virsotnes C atrasanas vietas uz $is
taisnes. Vienadsanu trijstiirim ADC perimetrs ir mazaks neka trijstirim ACB, jo
AC+CB=AC+CB1>AB:=AD +DB:=AD + DB.

Tagad atliek ieverot, ka vienadsanu trijstira AD1B laukums ir lielaks par trijstira ADB
laukumu.

B1

D,

15. zim.

Algebrisks risinajums, izmantojot 4-stira laukuma formulu

Pienem, ka a, b, c un d ir izliekta 4-stira ABCD malu garumi, B un d — ta pretgjie
lepki un L — laukums, sk. 17. zim. Tad
4L =2absinp + 2cdsing. (1)
P&c kosinusu teorémas
a2 + b2 — 2abcosp = ¢ + d 2 — 2cdcosd
a2+ b? - c?—d 2 =2abcosp — 2cdcoss. 2
Kapinam (1) un (2) abas puses kvadrata un saskaitam iegtitas vienadibas:
16L2 = 4a%b’sin’p + 8abcdsinp sind + 4cd %sin?s
(a2 + b? — ¢® — d 2)? = 4ab2cos?p — 8abcdcosP cosd + 4c¢?d cos?S.

(@ + b? —c? —d 2)? + 16S ? = 4a%b? — 8abcd(cosP cosd —sinp sind ) + 4cd 2
Izmantojam formulu divu lepku summas kosinusam un veicam vienkarsus
parveidojumus.

(@% + b?—c? —d ?)? + 16S ? = 4a’b? — 8abcdcos(P + §) + 4c¢?d 2
16L2% = 4a%b? + 4¢%d 2 — (a + b? — ¢ — d 2)? — 8abcdcos(p + ) (3)

16L2 = (2ab + 2cd)? — 8abed — (a2 + b? — ¢? — d?)? — 8abcdcos(p + J)
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1612 = (2ab + 20d)? - (% + b2 — ¢2 — d )2 — Babed(1 + cos(B + 3)) =
= (2ab + 2cd —a%? —b? + ¢+ d ?)(2ab +2cd + a? + b? —c?—d ?) —16abcd cos® —BZS
2 2 2 2 2 2 P+0
16L° =[(c + d)*— (a—Db)][(a + b)* — (c — d)“] —16abcd cos T

16L>=(c+d—a+b)(c+d+a—-b)(a+b-c+d)(a+b+c—d)—16abcd cos? B
Apzimgjama+b+c+d=2p. Tad
16L%= (2p —2a)(2p —2b)(2p —2¢)(2p — 2d) —16abcd cos? B—ZS

2p+0

\/(P a)(p—b)(p—c)(p —d)—abed cos (4)

leglita formula Cetrstiira laukuma aprékinasanai, kas péc bitibas ir Hérona formulas
visparinajums. No §is formulas izriet, ka laukums L bis maksimals tad, kad kosinuss
no atbilstosa lenka bis nulle, t. i.,

cosz¥ —0 = P+5=180".
Tatad

L<(p-a)(p-b)(p—c)(p-d) ©)

Tagad izmantosim nevienadibu G < A, saskana ar kuru zemsaknes izteiksme biis
maksimala tad, kad visi 4 reizinataji vienadi, kas dod :

a=b=c=d,
L<(p—a)’=(2a—a)’=a’

Lidz ar to esam atrisinajusi Z&€nodora uzdevumu 4-stirim.

Piezime. Nosacljumu (£+ ) = 180° vargja iegiit atrak, sk formulu (3). Tas laba puse biis
maksimala, ja cos(f+ 0) =—1. Formula (4) ir atrodama vairakas gramatas, sk., pieméram,
[Bla, Zet], kur dots ar1 tas izvedums. Savukart loti akuratais V. BlaSke [Bla, 46], pieradot
formulu Cetrstiira laukuma F aprékinasanai:
F2 = (s —51) (S —S2) (S—S3) (S — S4) — $1528384C0S20,

Kur 2s = s1 + S2 + S3 + S4, bet © — divu pretgjo Cetrstura lenku vidgjais aritmétiskais, atsaucas uz
1914. gada vacu valoda iznakuSu gramatu. Atzimésim, ka V. Blaskes (1885-1962) ievérojama
gramata pirmo reizi iznaca 1916. gada.

Sekas no Cetrstiira laukuma formulas (4).

e Herona formula trijsttrim. (Nemt d = 0).

e No visiem 4-stiiriem ar uzdotam malam vislielakais laukums ir tam, ap kuru var
apvilkt rinka Iiniju. (Vispirms secinam, ka maksimalajam Cetrstirim pretéjo lenku
summa ir 180°. Tad atsaucamies uz skolas geometrijas faktu: ja 4-stiira pretéjo
lenku summa ir 180°, tad ap to var apvilkt rinka Iniju.)

e No visiem Cetrstiriem ar kop&u pamatu un tris vienadam malam vislielakais
laukums ir vienadssanu trapecei. (Ja Cetrstiiris ABCD, sk. 16. zim., ir ievilkts rinkT,
tad tam ievilktie lenki CAD un BDA ir vienadi, jo balstas uz vienadiem lokiem.
Tas pats sakams par lenkiem CAB un BDC.)
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Risinajums, izmantojot Hérona formulu un Ko§$1 nevienadibu

Izteiksim Cetrstiira laukumu L p&c Herona formulas ka divu trijstiru laukumu
summu, sk. 17. zim.

4Lasc = J(@a+b+x)(@+b—-x)(x+a—b)(x—a+b) =

=J[@+b)2 = x*)][(x* - (a—-b)?]
4Laco = J(c+d +x)(c+d —x)(x+d —c)(x—d +c) =

Jle+d)? —x®)][0¢ - (c—d)?]
4L = (X —(a-b)*I[(@a+b)> —x*)] + (c+d)> —x] [ - (c—d)’]

Lietosim KosT nevienadibu xu + yv < /x* + y2Ju® +v2

A< [ -(@-b)?+Cc+d)2—x)[@+b)? -x2+x2—(c—-d)2]= (¥

= [(c+d)? - (a-b)2] [(a+b)2 — (c —d)?]
4L§\/(c+d +a-b)(c+d-a+b)(a+b+c—-d)(a+b-c+d) (**)

Apzimgjot Cetrstlira pusperimetru ar p, ieglistam

Sekas. L(a,b,c,d) < \/(p —a)(p—-b)(p-c)(p—d)

Cetru reizinataju summa ir konstants lielums (divkarSots 4-stiira perimetrs), tapec
reizindgjums bls maksimals, ja tie visi blis vienadi, t.i., a=b=c=d. Kosi
nevienadiba klist par vienadibu, ja Xv=uy. Izmantojot So proporcionalitates
nosacijumu, no (*) dabiijam x =a+/2, kas nozimg, ka lenkis starp maksimala 4-stiira
malam AB un BC, ka arf starp CD un DA ir taisnS. (Te vargja izmantot ar1 faktu, ka no
trijstiriem ar uzdotam divam malam vislielakais laukums ir taisnlepka trijsttrim.)
Tatad no visiem Cetrstiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir kvadratam.
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Zeénodora uzdevums seSstirim

Japierada, ka no visiem izoperimetriskiem 6-stiriem vislielakais laukums L ir
regularam 6-stiirim R.

Izoperimetrisko problému 6-stiirim risinasim péc shémas:

L(ai, a2, a3,a4,as,as) <L(a,a,b,b,c,c)<2L(a, b, c,) <L(R).

Pirma nevienadiba izriet no 2. lemmas, Kuras “realizacija” atspogulota 18. zim&juma.
No patvaliga 6-stira ABCDEF, nepalielinot ta perimetru un saglabajot ar raustito liniju
att€lotos nogrieznus, iegistam 6-sturi AB1CD:EF;, kam AB;=B:C, CD:=D:E,
EF: = F1A. Nakamaja solt 6-stir1 AB1CD1EF: apgazam trijsturi Di1EF:. legiitajam
6- stirim AB1CF1DE; saglabajas gan laukums, gan perimetrs. Kaut gan laukums nav
palielinajies, tomér tas nenozimé, ka 2. parveidojums ir bijis bez jégas. P&c $§1
parveidojuma tiek iegiits 6-stiiris, kas sastav no diviem vienadiem 4-stiiriem. Tas
nozimé, ka ir pamatota otra nevienadiba

L(a, a, b, b,c,c)<2L(a, b,c).

[zoperimetrisko problému 6-stirim esam reducgjusi uz tada maksimala 4-stiira
mekl€Sanu, kam uzdota tris malu summa. Tagad pieradisim lemmu, no kuras izriet,
vajadzigais rezultats, proti, ka no visiem 6-stiiriem ar uzdotu perimetru maksimalais
laukums ir regularam 6-sttrim.

C
=1

18. zim.

Lemmas par vienadsanu trapeci

L1. No visiem 4-sturiem ar uzdotu tris malu summu vislielakais laukums ir vienadsanu
trapecei — regulara 6-stiira pusei.

L2. No visiem 4-stiuriem ar uzdotu pamatu un tris vienadam malam vislielakais
laukums ir vienadsanu trapecei.

Algebrisks pieradijums. Meklgjama 4-stiira (17. zZim.) malu garumus apzimésim ar a,
b, ¢ un d un uzskatisim, ka dota malu AB, BC un CD summa: a+ b +c¢=3s. Tad
saskana ar ieprieks ieglitajam Sekam

L*(a, b, ¢, d) < (p-a)(p-b)(p—c))(p—d). (6)
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Pirmo tris reizinataju summa ir konstants lielums, tapéc S§1 izteiksme biis maksimala
tad, kad tie visi ir vienadi, t. i.,
p-a=p-b=p-c= a=b=c=s=
_3s+d __s+d

_a g_Std p—d—3s_d
P 2 2 2

s+d s+d s+d 3s—-d _
2 2 2 2

1
=g 5+ d)(s+d)(s+d)(9s - 3d).

L> <(p-a)(p—b)(p—c)(p—d) <

Reizinajums biis maksimals, ja visi reizinataji bis vienadi:
s+d=95-3d = 4d=8s = d=2s.

2
L@ b, d)< | L(ssdy =33
48 4

Vel atliek noskaidrot, kadiem cCetrstiiriem ar malam (S, S, S, 2 S) nevienadiba (6) klust
par vienadibu. S1 nevienadiba tika iegiita, lietojot Ko$1 nevienadibu,

XU+ W </x% +y2u? +v2, sk. (*), kura klast par vienadibu tikai tad, ja pastav
proporcionalitates nosacijums X : U =Y : V. (ar X apziméts diagonales AC garums, sk.
17. zim.). Lai vienlaicigi iegiitu ari L2 pieradijumu, parbaudisim proporcionalitates
nosacijumu cetrstiiriem ar malam (a, a, a, d):

XIUSYIV & XV=YU < XAV =y <
X°[x* - (a—d)?] = [(a + d)* — x*] (48> - X°)
x*—x2 (a—d)? = (a+d)? (4a2 —x?) — 4a%x? + x*
—x? (a—d)? = (a+ d)? (4a% — x?) — 4a?x?

x? [4a® + (a + d)>— (a—d)?] = 4a? (a + d)?

x? (4a? + 4ad)= 4a?(a + d)?
x> = a(a+d).

Tagad atliek ievérot, ka 4-stliris, kuram cCetras malas ir @, a, a, d un diagonale
AC = x =./a(a+d), nosakams viennozimigi. Sis 4-stiiris nav nekas cits ka vienadsanu
trapece. Ja a=s un d = 2s, tad x> = 3a?. Tas nozimé, ka vienadsanu trapeces lenkis

starp malam AB un BC ir 1209 t.i., § trapece ir regulara seSstiira puse. Tatad
vienadsanu trapece ir vienigais maksimalais Cetrstiiris abas lemmas.

L2 geometrisks pieradijums.

Cetrstiri ABCD papildinasim lidz vienadsanu trapecei ACiBiD, veicot $§adu
konstrukciju (19.-21. zim.):
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20. zim.

21. zZim.

1) Izveidojam ABCD samazinatu kopiju A1Bi1CiDs ta, lai garaka mala AD péc
samazinasanas sakristu ar BC. Citiem vardiem, gemam cCetrstirim ABCD Iidzigu
Cetrsturi A1B1C1D1 ar malam kd, ka , ka, ka, kur lidzibas koeficients k izraudzits ta, lai
kd = a.

2) Cetrstiri A1B1CiD1 pievienojot sakotn&jam Getrstirim ABCD, iegiistam
daudzstari ABC:B:CD. Malas AD un CiB; ir paralélas, jo krustlepki T un U, kados
taisne BC krusto taisnes AD un B1Cy, ir vienadi (ar 180° — o — B).

3) Trijstiri ABC: un DCB;: ir vienadi, jo tiem starp divam vienadam malam
atrodas vienadi lenki: lenkis BiCD =360° — o —y =B + .

Trapecei laukums vienads ar pamatu pussumas (viduslinijas) un augstuma h

reizinajumu. Trapecei ACiBiD viduslinijas garums ir nemainigs lielums. Lai

iegiitu maksimalo laukumu, janem iesp&jami liels augstums h. Ievérosim, ka, palielinot
vienadsanu trapeces sanu malas garumu, vienlaicigi palielinas arT augstums. Ta ka ACi
garums neparsniedz malu AB un BCi garumu summu, tad maksimalo malas garumu
trapecei AC1B1D dabii, “iztaisnojot” lenki ABCj, t. i., nemot B + & = 180°.

Piezime. So secinajumu var iegit ari, lietojot Pitagora teorému un kosinusu teorému:
h? =|AC, |” -| AK |

2
h? =a? + (ka)® — 2ka? cos(B+8)—(d —zkaJ

No sejienes redzams, ka trapeces augstums h biis maksimals, ja cos(p + 8) = —1.

Tatad maksimalajam Cetrsturim pret€jo lenku summas ir vienadas un Iidz ar to ap
maksimalo Cetrstiiri var apvilkt rinka Itniju. Nosacijums, ka pretgjo lepku summas ir
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vienadas, kopa ar nosacijumu, ka cetrstlirim tris malas ir vienadas, dod vajadzigo
rezultatu, ka ABCD biis vienadsanu trapece.

Paméginiet So geometrisko pieradijumu piemérot visparigam gadijumam, lai
pieraditu, ka no visiem Cetrstiriem ar uzdotiem malu garumiem vislielakais laukums ir
tam, ap kuru var apvilkt rinka Iiniju.

Cetru Sarniru metode

Mehanika ar Sarniru (lociklu) saprot kada mehanisma atsevisku dalu tadu savienojumu, ka
viena dala var rotét attieciba pret otru. Ka piemerus, kur lieto Sarnira savienojumus, var minét
logu, durvju viras; skéres, dazadus cirkulus, satvér&jus utt.

Ka loti vienkar$u konstrukciju ar ¢etriem Sarniriem varam izt€loties rombu, kur Sarniru
loma bis ta virsotnes (22. zim.). Trijstlri var viennozimigi uzdot ar trfs malam, bet parcjo
daudzstiru viennozimigai raksturoSanai ar malu garumiem vien vél nepietiek. Nemainot malu
garumus, bet mainot lenkus, var iegit dazadas formas rombus (22. zim.). Ka zinams,
maksimalo rombu (p&c laukuma) iegiist tad, ja visi ta lepki klust taisni. Turpmak aplikotaja
Sarniru metod€ taisnam lenkim ir butiska nozime.

o<>o

22. Zim.

Nav jadoma, ka kustigas konstrukcijas jabiit vismaz cetriem Sarniriem. Piemé&ram,
23. zim&juma redzamaja konstrukcija ir tikai viens Sarnirs — punkta C.

A

23. zim.

Turklat uzdevums noteikt lepki starp malam AC un BC, lai laukums OACB biitu
maksimals, nebit nav trivials. Atrisiniet uzdevumu, pienemot, ka lenkis O taisns un ka stienu

AC un BC, kas savienoti ar Sarniru punkta C, gali A un B var slidét attiecigi pa taisném OA
un OB.

Steiners ieteica vienkar§u geometrisku konstrukciju, kura lauj palielinat plaknes figiiras
(ja vien ta nav rigkis) laukumu, saglabajot tas perimetru. Ta ka $aja konstrukcija izmanto
etrus $arnirus, to médz saukt par cetru Sarniru Steinera metodi. Tas saturu ilustrésim,
aplikojot kadu simetrisku figliru F, pieméram, ka 24. zim&juma. Uz figtiras F robeZas izvélas
kadu punktu A, lai lenkis BAD nebiitu taisns. Tad simetrijas ass galapunktos, punkta A un
tam simetriskaja (pret BD) punkta C “novieto” Sarnirus (25. zim.). Mainot Sarniru Cetrstlirim
lenkus, mainas ta laukums, bet apskatamas figiiras F dalai arpus §1 Cetrstiira saglabajas gan
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laukums, gan perimetrs. Cetrstira ABCD laukums palielinas vienlaicigi ar trijstira ABD
laukumu. Bet trijstirim BAD ar fiksétam malam AB un AD laukums bis vislielakais tad, ja
lenkis A bis taisns. Tatad, tiklidz no kada punkta figiiras simetrijas ass redzama lenki, kas nav
taisns, ta figtiras laukumu iesp&jams palielinat.

A A

24. 7zim. 25. zim.

Piezime. Ka rikoties, ja sakotn&jai figiirai nav nevienas simetrijas ass? Pavisam vienkarsi.
Sada gadijuma veic nelielus prieksdarbus. Figiiru parveido par simetrisku figiiru, saglabajot
perimetru un palielinot tas laukumu. P&c Steinera figiiras simetrizaciju veic, izvéloties uz
liknes (figtras robezas) divus punktus, kuri perimetru sadala vienadas dalas, un savieno $os
punktus ar hordu. Horda figiiru F sadala divas dalas, kas var atskirties péc laukuma. Izvé€las to
dalu, kurai laukums lielaks, un izveido simetrisku figiiru, kura sastav no izvéletas dalas un tas
spogulattéla. Steinera figiiras laukuma palielina$anas metode ir publicéta darba [Steiner,
Gesammelte Werke, Berlin, 1882, 2. s¢j.]

Izmantojot Cetru Sarniru metodi un nevienadibu G <A, uzradisim v&l vienu
lemmas L2 pieradijumu. Ievérosim, ka no L2 ka sekas izriet $ads apgalvojums:

No visiem vienadmalu sesstiriem ar uzdotu malu vislieldkais laukums ir regularam
sessturim.

Pieradijums. Ja cCetrstiiris ABCD nav vienadsanu trapece, tad tam vismaz viens no
lenkiem ABD vai ACD nav taisns. (Ja abi Sie lenki ir taisni, tad trijsttiri ABD un ACD
ir vienadi ka taisnlenka trijstiiri ar vienadam katetém. Lidz ar to lenki BAD un CDA ir
vienadi). Atte€losim Cetrstirt ABCD simetriski pret pamatu AD (26. zim.). Uzskatisim,
ka lenkis ACD nav taisns. Tad iedomasimies, ka Cetrstiira ACDE virsotnés ir Sarniri.
Kada stavoklt jaatrodas Cetrstira ACDE malam, lai ta laukums biitu vislielakais? Ta ka
trijsturim ar divam fiksétam malam (AC un CD) laukums ir vislielakis tad, kad lenkis
starp §STm malam ir taisns, tad ACDE (tas sastav no diviem vienadiem trijstiiriem) biis
maksimals, ja lenkis ACD ir taisns (27. zim.) P&c sada parveidojuma jaunajam
seSstiirim malu garumi ir tie pa$i, bet laukums lielaks. Turklat jaunais seSstiris ir
“tuvaks” regularam (salidzinajuma ar iepriek$gjo) tai zina, ka lepki ACD un AED ir
taisni. (Ievilkti lenki, kas balstas uz rinka Itnijas diametru, ir taisni.)

Ja lenkis ABD nav taisns, tad aprakstito procediiru principa var atkartot vélreiz.
DiemZel tas “izbojas” ieprieks saniegto — lenkis ACD vairs nebis taisns.
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26. zim. 27. zim.

Tagad risinasim uzdevumu:
No visiem cetrstiuriem ABCD ar tris vienadam malam un taisnu lenki ACD atrast maksimalo.
Apzimésim lenka B pusi ar 3 un cosp ar u. Tad
L = Lascp = Lasc + Lepa

L :%azsinB+azsin§ =a’(sinpcosp +sinP)

Lai noteiktu funkcijas g :=sinfcosp + sinf =sinB(cosP + 1) maksimumu, &rti aplikot tas
kvadratu. (Funkcija g sasniedz maksimumu turpat, kur g2 jo visiem pielaujamiem
argumentiem g > 0).

g2 =sin?B(cosP + 1)> = (1 —u?)(u+ 1) = (L —u)(1 +u)®

3g°= (3—3u)(1 +u)(1 +u))( +u).

Cetru pozitivu reizinataju summa ir nemainigs lielums, tapéc reizinajums bis maksimals, ja
tie visi vienadi.

3-3u=1+u

u=cosp =0,5.
Ta ka [ ir Saurs lenkis, tad tas ir 60 gradu liels. Tatad lepkis B ir 120 gradu liels, kas arT bija
vajadzigs.

Zenodora uzdevums piecstarim

Japierada, ka no visiem izoperimetriskiem 5-stiriem vislielakais laukums L ir

regularam 5-stiirim R.

Aplikojamais uzdevums piecstirim salidzindjuma ar seSsturi, Skiet, ir “cietaks

rieksts”, vismaz ar ieprieks lietotajiem panémieniem vien to neizdodas parkost.
Pirmkart, ja pieradijumu veic péc shémas

L(a1, a2, a3, a4, as) < L(as, as, a3, a4, as) < L(as, as, az, az, as) <
<L(b,b,b,b,c)<L(a aa, a a)< LR),

tad nepiecieSama jauna ideja, lai pamatotu, ka maksimalajam piecstiirim visas malas
bis vienadas. Aizstajot divas blakuseso$as malas ar divam vienadam malam
(saglabajot to summu), més varam ieglt piecstiiri ar Cetram vienadam malam
(pieméram, péc 18. zim. dota parauga). Sads malu vienado$anas process, visparigi
rungjot, var nenovest 1idz meérkim — vienadmalu daudzstiirim. SeSstlirim problemu
izdevas atrisinat elementara veida, jo seSstlri vargjam aizstat ar diviem vienadiem
noteikta tipa Cetrstiriem, sk. L1-L2 .
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Otrkart, arT tad, ja m&s zinam, ka piecstirim visas malas ir vienadas, vél ir
japarvar griitibas, lai pieraditu, ka ar1 visiem lenkiem jabiit vienadiem.

Nevienadibas L(a, a, a, a, @) < L(R) pieradijums

Vispirms ieveérosim, ka pietiek aplikot tikai tadus vienadmalu piecstiirus, kuriem
lenki pie pamata vienadi, jo
No visiem Cetrstiuriem ar fiksétu pamatu un tris viendadam malam vislielakais laukums ir
vienadsanu trapecei. (SK. L2)

Izteiksim piecstiira (sk. 28. zim.) laukumu L ka tris trijstiru laukumu summu.

L(a,a,x):E\Maz—x2 = ngx/4a2—x2 +%\/4x2—a2.

a

a
28. zIm.

Novertésim laukuma L izteiksmes katru locekli, izmantojot loti vienkarSu
nevienadibu.

2uv<u2+v2
/ 2 2
AL = 2x4/22° — %2 +aaxt —a? = 2(p) YR TXT | gq YD
q
22 2.2 _ 2
< (o7 + 22X +a2q 4x° a L _i %]X {iﬁ%— 12]512.
p p’ p 29

Izvelesimies Sadus p un Q:

Kapéc tada nebut ne acimredzama, ja ne mistiska, izvéle? Noslépums driz tiks atklats.
Pirmkart, skaitli p un q ir nemti ta, lai koeficients pie x? biitu nulle. Ievérosim, ka

4
p’q* =5, g*=5++20, g—= pqzqz =2+5

un veiksim vienkarsu parbaudi
2
p’ —iz+£2:0 N p2+%:i2 < pPg’ +2:q—2:2+\/§.
p q p
Otrkart, skaitlus p un q vajadzetu izraudzities ta, lai izdaritais noveért€jums biitu precizs
jeb, lai loceklis
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2
(inrq——iZ]az
P 2 29

sakristu ar regulara piecstiira laukumu. Vai to vispar var panakt? Ja, var! Par to liecina
saméra vienkarSa parbaude. Ir speka
4 2 1 5
L4

Tiesam,
2 4 2
Q__Lz:iz P 21:%@ q-1= 2q2 =2(2++5).
2 297 p 2q p P
2
Vel japierada, ka 5% =4L(R), t. 1., ka vienadibas kreisa puse nav nekas cits ka
Y

regulara piecstiira laukums. Aprékinasim L(R) ka piecu vienadu trijstiru laukumu
summu. Ja trijstlira pamats ir a un augstums h, tad

ah

2 0 2
L=5—" h3%=Ct936°:>h=%ct936°:>L(R)=5a ctg36” _ sa

4 deigsa®

2 2 2

No vienadibas 5a2 __a __~a 5

p 5_./20 Ctgo4
Ka parliecinaties par iegiitas sakaribas ctg54° =+/5-+/20 pareizibu? “Parlieciba”, ko
dos kalkulators vai dators, izskaitlojot abiem lielumiem vairakus ciparus aiz komata
(0,7265425280...), vel nav stingrs pieradijums. Formulu krajumos trigonometrisko
funkciju veértibas, ka likums, tiek dotas tikai lepkiem, kuri ir 15 gradu daudzkartni (30,
45, 60, 75, 90). Ir ari izpémumi, pieméram, formulu krajums [CC]. Taja [107. Ipp.] ir
dotas visu Cetru trigonometrisko funkciju (sin, cos, tg un ctg) vertibas 18, 36, 54, 72

gradu lieliem lepkiem. To skaita:
o A5+l s V5-5 o b5+l s 10-2y5
sin54° = , c0s54° = ,tgpa’ = 2T ctgha® = Y N2
4 22 J10-25 J5+1
Vienkarsi parbaudit, ka —“13_5_21@ =v5-+/20. Ka redzams, formulu krajumos ne
+

vienmeér ir dotas vienkarsakas izteiksmes.

secinam, ka jabiit ctg54° = /5-+/20.

Z@&nodora problémas risindajums veél nav pilnigs, jo tika pienemts, ka piecstirim
visas malas ir vienadas. Lemma par malu vienadibu tiks pieradita peéc komentariem,
turklat vispariga gadijuma.

Risinot izoperimetrisko problému piecstiirim, ka blakus rezultatu esam ieguvusi
vienkarSaku, “kompaktaku” formulu ctg54® = /5420 salidzinajuma ar ieprieks
aplikoto.

Komentari. Ir vairaki papemieni, ka ar kvadratsaknu palidzibu izteikt trigonometrisko

funkciju vértibas lenkiem, kuri ir 18 gradu daudzkartni. Viens no 1ipasi skaistiem
panémieniem ir saistits ar zelta griezumu.
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. . y . - 1+
Zelta griezuma izmantosana. Zelta griezuma skaitlis @ =

(lieto arT citus apzim&jumus)

ir viena no matematikas fundamentalajam konstant€m, kurai ir veltitas pat veselas gramatas,
sk., pieméram, [Vas]. Seit aprobeZosimies tikai ar vienu 1 slavena skaitla izmanto$anas
aspektu. Aplikosim trijstiiri, kads redzams 29. zim&uma. Tads zim&ums, nepamatojot ta
korektumu, ir dots gramata [Vas]. Ja pamata garums ir @ un lepki pie pamata 72 gradi lieli,
tad kapéc DE =17

Novelkot lenka A bisektrisi AE, ieglist vienadsanu trijstiiri ABE. Ta ka AE =EB un
AE=AC=® , tad ari AE=AC=®. DE, kas novilkts paraleli pamatam AC, garumu
apzimésim ar v. Tad no trijstiru ABC un DBE lidzibas

® v+D

— = = ®? =V +VvO.
Vv ()

No Sejienes un vienadibas
O =0+1
izriet
V+vd -d-1=0 = (v-1)(v+ D) =0.
Takav+ ®>0,tad v = 1, kas ari bija japamato.
Papildinam 29. zim&jumu, novelkot taja DF perpendikulari AE (30. zim.) Tad

FE _ cos36° = @ _ cos36°.
DE 2

E D 1 E
54° 36°
0
1 /2
F
72° )
C A C
29. zim. 30. zim.

Vel pieradisim, ka Ct9540 =+/5-+/20 . Ertakai aprekinu veikSanai lietderigi izmantot
parveidojumus:

i:@-l:iz:(q)—l)z =2-0
o ()

DF* 1-FE* 4

ctg?54° = = 1-=4(Q2-D)-1=7-4Dd =5-2./5.
g FE2  FE? @’ (2-®)
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Funkcija, kas izsaka piecstiira laukumu, nav vienkarSa. Tiem skol€niem vai
studentiem, kuri zina atvasinajumu, ieteicams izméginat savus spékus $is funkcijas
maksimuma atraSana.

Trijstirus ar lepkiem (36°, 36° 108°%) un (36° 72° 72% médz saukt par zelta
trijstiriem. No zelta trijstiira nogriezot zelta trijstuiri, atkal var iegiit zelta trijstari.

Zinot trigonometrisko funkciju vértibas 15 un 18 gradu daudzkartniem, var iegiit
So funkciju vertibas 3 gradu daudzkartniem.

Par minimizacijas uzdevumu

(4 g° 1 . . 1 2
mln(—Jrq———J =?, pie nosacfjuma p° -—+—=0.
p* 2 2¢° P™ q
Tiesa cela sasniegt So meérki ar misu riciba esoSajiem Iidzekliem butu visai
apgrutinosi. Tapéc izmantosim “mazas viltibas”, zinot, ka uzdevums radies no 5-stiira
laukuma novértéjuma. levérosim, ka 68.lpp. lietota nevienadiba 2uv <u? +v?
parverSas par vienadibu tikai tad, kad u=v. Tas nozim&, ka laukuma izteiksmes
novertejuma vienadiba var€s pastavet tikai tad, kad
, 4a®-x* a’g® 4x*-a’
(P)° =———, =
P 2 2q

p’x=+4a’—x*, aq’ =v4x*-a’.

Regularam piecstiirim lenkis starp malam ir 108 gradi. Tapéc (sk. 28. zim.)

g: a=sin54° = x = 2asin54°.
Tagad skaitlus p un g var noteikt pavisam vienkarsi:

) Vaa? — x> \J4a*(L-sin?54°)

X B 2asin 54°

= ctg54°

q% = VA -at =+/16sin?54° —

Vél dazi netriviali ekstrému uzdevumi.
e Atrisinat minimizacijas uzdevumu

mln(—+ﬂ—iJ_’? ja p—+—=0 p,g>0
p 2 29 p
e Atrast minimumu funkcijai
2 4
f) =21 X gy
4x(1—x)

Uzdevums iegits no iepriek$€ja uzdevuma, izsakot ¢ un ievietojot to minimizg&jamas
funkcijas izteiksme.

e Atrast maksimalo vértibu izteiksmei 8uv++/16u° -1, ja u®+v? =1,
e Atrast maksimumu funkcijai: a) 4sin2t++/16sin’t—1; b) 4sint++/7 —8cost .
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Lemma par vienadmalu n-stiri

Malu vienddiba ir nepiecieSams nosacijums, lai n-stiurim ar uzdotu perimetru biitu
vislielakais laukums.

Citiem vardiem, optimalais n-sturis jamekI€ starp vienadmalu n-stiiriem.

Dazkart lieto ar $adu (neprecizu) formul&jumu: No visiem izoperimetriskiem n-stiriem
lielaks laukums ir tam, kuram visas malas vienddas. Formulg§jums var radit divdomibas.
Piem@ram, taisnstiirim ar malam 1 un 3 laukums ir 3 un perimetrs 8. Bet vienadmalu
Cetrstirim (rombam) ar tadu paSu perimetru laukums var biit arT mazaks.

Lemmu var pieradit negaiditi vienkarSi. Pieradijums balstas uz divu trijstiiru
laukumu salidzinaSanu: no diviem trijstiiriem ar malam (X, y, ¢) un (X1, Yz, C), kur
X+y=X1+Yy1 un y: atrodas starp skaitliem X un y, lielaks laukums ir otrajam
trijstiirim. Izteiksim laukumu péc Herona formulas. Tad japierada nevienadiba

PP —x)(P = Y)(p— ) <p(p —x1)(p - y1)(p - ©).
jeb
(P—X)(p—-y) <(p—x)(p—y1)

P&dgja nevienadiba ir pieradita iedala Zénodora uzdevums trijstarim, sk. (1).

Aplukosim patvaligu n-stiri. Ar M, m un A apzim@sim attiecigi ta malu
maksimalo, minimalo un vid€jo garumu (A = perimetrs/n). Pienemsim, ka S§im
n-stirim ne visas malas ir vienada garuma (pretéja gadijuma vajadzigais bitu
pieradits). Tad m < A < M. Novietojam 1sako un garako malu blakus vienu otrai. To

var izdarit, nemainot n-stira ne perimetru, ne laukumu. Malu parkartoSanas shéma
paradita 31. zZim&juma.

31. zZim.
Ja FC un AB ir attiecigi visgaraka un visisaka mala, tad péc trijstiira FBA “apgasanas”
vajadzigas malas BC un AB nonaks blakus.
P&éc tam, kad malas ar garumu m un M ir novietotas blakus, aizstajam tas ar $ada
garuma malam A un m + M — A. Nemot véra ieprieks pieradito, ir speka:

L(M,m,c)<L(A,M+m-A,c).

Tas nozimé, ka ieglits jauns n-stiiris ar to paSu perimetru, bet ar lielaku laukumu.
Turklat jaunajam n-stiirim vismaz viena mala vienada ar aritmétisko vidéjo A. Sadu
malu vienadoSanas procediru atkarto tik ilgi, kamer visas n-stiira malas klust vienadas
ar A. Merka sasniegSanai biis javeic ne vairak ka n-1 aizvietoSanas operacija:

m—->A M- (M+m-A).
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Der atzimét, ka tieSi uz $adu aizvietoSanas operaciju balstas viens no visisakajiem un
“visskaistakajiem” nevienadibas G < A pieradijumiem. Sk., pieméram, [Cib2]. Izradas, ka
malu aizvietofanu ar aritmétisko vidgjo ir lietojis jau R. Sturms (1841-1919, vacu
matematikis) sava gramata “Maxima und minima in der elmentaren Geometrie, Teubner,
1910.” D. Krizanovskis [Kr, 57] piezim€, ka Sis interesantais papémiens maksimumu un
minimumu pétisana agrak acim redzot nav ticis lietots, kaut gan R. Sturms par to ir zinojis jau
1884. gada (Journal fur Mathematik, 97)

Zénodora teorema
No visiem n-stiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir regularam n-stiirim.

Pieradijums. Pietiek apliikot tikai izliektus n-stirus. Ja n-stiiris nav izliekts, tad,
nepalielinot perimetru, no ta varétu iegit izliektu n-stiri ar lielaku laukumu,
piemé&ram, péc 32. zZim. paradita parauga.

S N

32. zim.

Meklgjamo n-stiiri, kuram ir vislielakais laukums un uzdots perimetrs, 1sak sauksim
par maksimalo n-stiri. Saskana ar lemmu par vienadmalu daudzstiiri maksimalais n-
stiris biis vienadmalu n-stiiris. Lidz mérkim vél atlicis tikai “viens” solis — pieradit, ka
ar1 visiem lepkiem jabit vienadiem. Vards “viens” pédinas likts apzinati, jo §1 sola
veikSanu, t€laini izsakoties, var salidzinat ar Gordija mezgla atSketinasanu. Atkariba
no izvéleta pieradijuma pédgjais “solis” var sastavét, visparigi runajot, no bezgaligi
daudziem sikakiem soliem. Ja neiedzilinas “stkumos”, tad So Gordija mezglu var
parcirst ar vienu vézienu. Lik, ka! Ja maksimalajam n-stiirim biitu divi dazadi lenki,
tad var€tu uzkonstruét jaunu n-stiir1, kuram ir tads pats perimetrs, bet laukums lielaks.
legiita pretruna, jo maksimalais n-stiiris jau péc definicijas ir tads, par kuru lielaka (péc
laukuma) vairs nav. Tatad pienémums par lenku dazadibu ir aplams.

Dazi papémieni, ka pierada maksimala daudzstiira lenku vienadibu

1. Hérona uzdevuma izmantosana. [Tih, 19]

Ja maksimalajam n-stiirim ne visi lenki ir vienadi tad starp tiem noteikti biis divi tadi,
kas atrodas viens otram blakus un nav vienadi. Ja n > 4, tad bus arT divi tadi, kuri neatrodas
viens otram blakus un nav vienadi. TieSam, nemsim viens otram sekojosus lenkus, a, B, v, J,
g, kur o = 3. Tad, apgalvojums pareizs, ja o =y vai B # 5. Atliek analiz&t situaciju a, B, o, 3,
€. Ta ka 1.un 4. lenkis ir dazadi, mérkis sasniegts. Tadgjadi no apliikojama n-stiira var
izveleties divus dazadus vienadsanu trijstirus, kuriem nav kop&ju iek$€ju punktu. Pienemsim,
ka tie ir FED un POR (33. zim.). Noteiktibas d¢] uzskatisim, ka lenkis E ir lielaks neka lenkis
O. Parvietosim Sos divus trijstirus, ka paradits 34. zim. Tagad atcer€simies ieprieks risinato
Heérona uzdevumu. Kur jaatrodas punktam H uz taisnes TU, lai attalumu summa PH + HF
bitu vismazaka? Ka zinams, attalumu summu minimizg tads punkts H, ka lenkis PHF vienads
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ar lenki FHU. Tadgjadi trijstirus FED un POR var aizstat attiecigi ar FHD un PHR,
“ietaupot” perimetru. Vél vairak, arf laukumu summa ir pieaugusi, t. i.,

Lrep + Lror < LeHr + LFHD.
TieSam, aizstajot trijstiri POR ar PHR, laukumu esam samazinajusi par 2LpHe, toties, aizstajot
trijstari FED ar FHD, laukumu esam palielinajusi par 2Lrne. Viegli saprast, ka

2LpHE < 2LFHE.

Ta ka trijsturiem PEH un FEH ir kopgjs pamats, tad lielaks laukums ir tam, kuram lielaks
augstums, t. 1, : LrHe < LrHe.

33. zZim. 34. zim.

Tatad uzraditais panémiens dod iesp&ju palielinat apskatama n-stiira (ja vien tam ir
dazadi lenki) ar uzdotu perimetru po laukumu, pat samazinot ta perimetru. Skaidrs, ka no
n-stira ar perimetru pp var ieglt jaunu n-stiiri ar perimetru Po > p1, nesamazinot pirma
laukumu.

2. Izmanto malu pagarinasanu. [Kr, 61]

Sis panémiens, manuprat, nav tik elegants ka pirmais. Apliko vienadmalu daudzstiiri, kur§
nav regulars. Tam biis divi dazadi lenki, kuri atrodas blakus. Pienemsim, ka tie ir lenki ABC
un BCD un ka pirmais no tiem ir lielaks. Malas AB un CD pagarina lidz krustpunktam O.
Pastav tr1s iespgjas, sk. 35.-37. zimgjumu, kur vienadmalu n-stiira loma nemts piecstliris
ABCD. Krustpunkts O var atrasties viena vai otra malas BC pusé (35.-36. zim.), vai arT malas
AB un CD ir paralélas (37. zim). Gadijuma, kad malas AB un CD nav paral€las, samainam
vietam malas OB un OC ta, ka B un C nonaks attiecigi punktos P un R. Ta ieglistam jaunu
daudzsturi ARPDE. Ja malas AB un CD ir paralélas, tad jauno n-stiiri ARPDE konstrugjam
péc 37. zim&juma dota parauga. (Punktu P iegtst ka punkta B ortogonalu projekciju uz taisni
CD un punktu R — ka punkta C ortogonalu projekciju uz taisni AB.)
Ta ka péc pienémuma lenki ABC un BCD ir dazadi, tad taisnes CB un PR nevar sakrist, un
taja pasa laika ir speka

BR=CP, BC=PR
un trijstiru BCP un BPR laukumi ir vienadi. Tatad n-stirim ARPDE ir tads pats laukums un
perimetrs ka sakotng€jam n-stirim ABCDE. Bet, tagad jaunajam n-stirim malas AR un RP
nav vienadas. Aizstajot trijstiri ARP ar vienadsanu trijstiiri, saglabajot to pasu pamatu AP,
més palielinasim laukumu, nepalielinot perimetru R. Tadgjadi neregulars n-stiiris nevar bt
maksimalais pat tad, kad tam visas malas vienadas. Abi Sie panémieni péc lenku vienadoSanas
“izboja” malu garumus. Ja sakuma n-stirim visas malas bija vienadas, tad p&c parveidojuma
dazu malu garumi var nebiit vienadi. Nakamaja punkta uzradits panémiens, kuram $§is tritkums
nepiemit.
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35. zZim. 36. zim. 37. zZim.

3. Izmanto lemmu par vienadsanu trapeci.

Ja vienadmalu n-stiiris nav regulars, tam biis divi dazadi legki, kuri atrodas blakus jeb kuriem
ir kopgja mala. Pienemsim, ka tie ir lepki B un C (38. zim.). Tad saskapa ar lemmu par
vienadsanu trapeci Cetrstirim ABCD ar fiks€tu pamatu AD un tris vienada garuma malam
vislielakais laukums bis tad, kad tas klus par vienadsanu trapeci. Vienadsanu trapecei lenki
pie pamatiem ir vienadi, kas art vajadzigs.

Piezime. Uzraditajam pieradijumam piemit defekts. Kads? Nav pamatota maksimala n-sttira
eksistence. Var precizet, ka eksistences probléma izveletaja pieradijuma shéma attiecas tikai
uz vienadmalu daudzstiiriem. Visu tris iepriek$ aprakstito lenku vienadoSanas panémienu
lietojums ir §ads: ja vienadmalu maksimalais n-stiiris nav regulars, tad var iegiit jaunu n-sttri
ar lielaku laukumu un to pasu perimetru. Sada tipa defekts — ne tik viegli pamanama, “smalka
klada”, gramata [RT, 166] raksturota ka loti rupja logiska kluda, kura esot palikusi
nepamanita divus gadsimtus un kura pirmoreiz esot atklata tikai 19. gs. otraja pus€. Kliidas
atklajgjs ir slavenais vacu matematikis K. Veierstrass. (Weierstrass, 1815- 1897). Eksistences
pamatoSana biezi vien ir saistita ar neelementaru Iidzeklu izmantosanu. Ekstrému uzdevumu
teorija viens no sadiem pamatlidzekliem ir VeierStrasa teoréma. Vienkarsaka gadijuma ta
apgalvo, ka nogriezni defin€ta nepartraukta funkcija sasniedz savas ekstremalas vertibas.

Par eksistences problemu

Kamer neiedzilinas “stkumos”, problémas biezi vien nerodas, netiek pat apzinatas. Lai
nu kur, bet matematika eksistences jautajumiem japieverS un ari tiek pieversta 1pasa
uzmaniba. Daudzu citu profesiju parstavjiem eksistences jautajumi vispar nesagada
raizes vai pat, un ne bez pamata, Skiet traucg€josi (vinu arguments: mes analiz€jam,
aprakstam, petam tikai to, kas eksist€). Parlieku detalizeta katra sola pamatoSana var
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stipri aizkavét vai pat padarit par neiesp&jamu mérka sasniegSanu. Ir pazistams trapigs
salidzinajums, ka tira matematika péta ta, ka vajadzigs to, ko var, bet lietiska to, kas
vajadzigs, ta, ka var.

Divu izcilu fiziku teicieni:

- Es kategoriski uzskatu, ka no matematikas, ko maca fizikiem, jaizmet visadas eksistences
teoremas, parlieku stingri pieradijumi utt. (Nobela prémijas laureats (1962) fizika Levs
Landau)

- Normalam cilvekam nav nekda atbaidosaka ka kliniska definiciju, aksiomu un teorému
seciba, kuru radijusi tiro matematiku darbi. Logiska stingriba, kas sasniegta ar tamlidzigiem
pétijumiem, ir arkartigi vértiga, tacu ta nez vai var paradities, pirms més esam uztverusi pasu
ideju (D. Zaimens).

Senie grieki rékinaja garumus, laukumus, tilpumus, dazkart visai sarezgitam
geometriskam konstrukcijam, bet jautagjums par tadu lielumu pastavéSanu viniem
neradas. Zénodoram, vélak Steineram un daudziem citiem maksimala n-stira
eksistence bija pati par sevi saprotama.

Dirihlé esot nesekmigi centies parliecinat savadnieku Steineru par vina pieradijumu
nepietiekamibu. Tomér apgalvot, ka Steiners eksistences jautajumu ir ignorgjis pilniba, biitu
nepatiesi. Viena vieta [Steiner, Gesammelte Werke, Berlin, 1882, 2. s¢j. 197. lpp.] vins ir
piezimgjis “...tieSsam, pieradijums veicams loti 1si, ja pienem, ka vislielaka figiira eksiste”
[Bla, 13]

Pardomu verta ir it ka paradoksala situacija, ka “pliks” piep€émums par
maksimala n-stiira eksistenci ir tik augligs. Sada situacija, kad pienémums par kada
ekstremala elementa eksistenci dod iesp&ju sasniegt merki atrak, vienkarsak neka ar
citiem pan€mieniem, noverojama ne tikai ekstrému uzdevumos. Matematika tas nav
nekas neparasts. Eksistences pienémumu var izmantot (un to ari izmanto), lai ieprieks
prognozétu, kads varétu bt mekleéjamais elements, objekts. Pienémumi, kas balstas uz
ticamibu vai aklu parliecibu, ne vienmer ir pareizi.

Turpmak piedavati vairaki pieméri, kuros maksimalais vai minimalais elements
neeksiste.

Perrona piemeérs
Lai ilustretu defektu pieradijumos, kuros eksistences piep€émumu uzskata par
passaprotamu, Perrons (1880-1975, vacu matematikis) piedavaja loti vienkarSu, tacu
pamacoSu piemeru.

Apzimésim ar N vislielako naturalo skaitli. (Analogijai — apzim&sim ar P maksimalo
n-stari). Pieradisim, ka N = 1. Tie$am, ja pienem, ka N > 1, tad

M =N-N>N.

legiita pretruna, proti, M ir lielaks par vislielako skaitli N. Tatad piep€émums, ka N > 1
nav pareizs. No Sejienes izriet, ka N = 1.

Gramata [Han, 48] $is piem&rs nosaukts par Perrona paradoksu.

Maksimalais attalums starp punktiem
Piemérs no [RT, 164], kuru autori izvelgjusies ka “gal€ji” vienkarSu, lai 1pasi erti varétu
izgaismot jautajuma principialo pusi. Autori ir devusi loti detaliz&tu analizi.

“Dots trijstiiris (izt€losimies, ka tas izgriezts no kartona.) Kadi divi trijstira punkti P un
Q (ieskaitot malas) atrodas vistalak viens no otra? (39. zim.) Uzmingt atbildi Seit ir pavisam
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vienkarsi: tie bis visgarakas trijstlira malas galapunkti. Bet, ka to pieradit? Visiem $ada veida
pieradijumiem ir viena kop€ja recepte, kas atri dod rezultatu. Spriez ta: ja viens no punktiem P
un Q, pieméram, P atrodas trijstira iekSien€, tad attalums starp tiem nebiis maksimalais, jo uz
nogriezna PQ turpindjuma ir vél punkts P1, kas atrodas no Q vél talak un tomér vél aizvien
trijstura iekSien€. Ja abi punkti atrodas uz trijstiira malam, bet ta, ka viens no tiem, piemé&ram,
P, nesakrit ar trijstiira virsotni, tad gluzi tapat uz tas paSas malas var atrast punktu P31, kurs no
Q atrodas talak ka P. Par to viegli parliecinaties ar elementaru spriedumu palidzibu, gan
gadijuma, kad nogrieznis PQ perpendikulars tai trijstiira malai, uz kuras atrodas P (40. zim.),
gan ar1 gadijuma, kad tas nav perpendikulars (41. zim.) Tad€jadi maksimums iesp&jams tikai
taja gadijuma, kad abi punkti ir trijstira virsotnes. Tap&c nogrieznim PQ jabiit trijstira malai
turklat, dabiski, visgarakajai.
C
P2
P
P Q

P Q

A C A B
39. zim. 40. zim.

Kluda, kuru satur tikko izklastitais risinagjums, kliis acimredzama, ja m&s mé&ginasim
lietot mtisu metodi $adai arkartigi vienkarSai figirai (42. zim.). Skaidrs, ka Sai figirai, kas
turpinas lidz bezgalibai, nevar uzradit tadu punktu pari, kuri biitu viens no otra maksimala
attaluma; jo talak, pieméram, punkts P pavirzas pa labi, jo lielaks bus attdlums MP.
Neskatoties uz to, sprieSanas metode, ko més tikko esam aprakstijusi, ir lietojama ar1 Sai
figtrai.

N A
C
o/ @
M :
Py P
D
A B B
41. 7zim. 42. 7im.

Lai kur arT atrastos punkti P un Q, figiiras iekSien€ vai uz tas perimetra, pat tad, kad P un Q
atrodas kadas divas no ¢etram figliras virsotném, var atrast tadu punktu P1 punkta P tuvuma,
kur§ atrodas no Q vél talak, iznemot vienu vienigu gadijumu, kad PQ ir nogrieznis AB. Mé&s
lietojam Seit to pasu principu; visiem punktu pariem, iznemot A, B, atrodam tadu pari, kuram
attalums klust lielaks; neviens paris, iznpemot A, B, nevar dot maksimumu. No S$ejienes,
stingra atbilstiba ar ieprieks€jo pieradijumu, mums vajadz€tu secinat, ka $is maksimums ir
AB. Acimredzami, ka p&c formas $is izvedums ir pilnigi analogisks ieprick$€jam. Bet Seit tas
noved pie nepareiza rezultata. No kurienes gan mums zinams, ka tas dod droSu rezultatu
ieprieksgjos gadijumos?”
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Maksimalais pirmskaitlis
Ne tik “caurspidigs” ir jautajums par maksimala pirmskaitla eksistenci. Kapéc gan, tas
nevarétu eksistét? Luk, cik aspratigi sprieda Eiklids! Pienemsim, ka p1, p2, ..., Pk ir Visi
iespejamie pirmskaitli. Aplikosim visu So pirmskaitlu reizinajumu un pieskaitisim
tam 1. Tad

p=pipz...px+1

ir jauns pirmskaitlis. Tas tapéc, ka p nedalas ne ar vienu no pirmskaitliem un bez tam
nesakrit ne ar vienu no tiem. Tatad pienémums, ka pirmskaitlu skaits ir galigs, dod
pretrunu. Tas nozimé, ka maksimala pirmskaitla nemaz nav.

IepriekS€jie piemeri var radit iespaidu vai pat parliecibu, ka kopas maksimalais
elements neeksisteé tapeéc, ka kopas elementi nav ierobezoti no augSas. Vards
J. Steineram: “Ja figiiram ar dotu perimetru var biit dazadi laukumi, un ja tiem tomér
nav iespéju bezgaligi pieaugt, tad starp figiiram jaeksisté vai nu vienai maksimalajai,
vai vairakam dazadu formu maksimalajam figiaram, t. i., figaram, kuru formas ir
dazadas un laukumi vienadi un kuras parspej visu citu figiaru laukumus”. [KR, 18].
Salidzinasanai Iidzigs apgalvojums: ja izoperimetrisku daudzstiru laukumi ir
ierobezoti no apakSas, tad jaeksisté minimalajam daudzstirim. Apgalvojums ir
nepatiess, jo gandriz vai acimredzami, ka minimalais daudzstiiris neeksisté. Savadi, ka
J. Steiners §adam salidzinajumam nav pievérsis uzmanibu.

Ar to vien, ka kopa ir ierobezota no augSas, nepietiek, lai taja eksistétu
maksimalais elements.

IerobeZota kopa, kurai neeksisté ne maksimalais, ne minimalais elements
Kopai, kas sastav no visiem racionaliem skaitliem ¢, kuri atrodas intervala (0, 1), nav
ne maksimala, ne minimala elementa.

Bezgaliga summa
Ar ko vienada summa
S=1-1+1-1+1-1+...7

Annina. Skaidrs, ka S = 0.
S=1-1D)+(1-1)+(1-1)+...=0.

Janitis. Rindas elementus, sakot no otra, ievietoju iekavas.
S=1-1-)+(1-1)+...=1-0-0-...=1.

Jautrite. Parrakstu S izteiksmi Sadi
S=1-(1-1+1-1+...).
Lielums, kas atrodas iekavas nav nekas cits ka S, ko nosaku no sakaribas S =1 - S. Tatad

5=2.
2

Kam taisniba?

Kadreiz $adi parveidojumi likas paSi par sevi saprotami pat ruditiem
matematikiem. Piem&ram, Pizas universitates profesors Gido Grandi (1671-1742) esot
uzskatijis, ka veids, ka no S = 0 var iegtt S = 1, ir pamatojums tam, ka Dievs no neka
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radija kaut ko. Savukart vienadibu S :% esot atzinis par pareizu plasa profila izcilais

vacu zinatnieks Leibnics (1646-1716). Vina pamatojums balstijas uz geometrisko
progresiju
1-x+x2 —x3+...:i.
1+x

Nemot x =1, iegiist S = %

Trijstiris ar maksimalo laukumu
Sis loti pamacosais piemérs (sofisms) ir izklastits gramatas 1. dala.

Trijstiris ar minimalo perimetru
Dotaja trijstiiri ievilkt trijstiiri ar minimalo perimetru. Vai uzdevumam eksiste atrisinajums, ja
trijstiiris nav Saurlenku?

Sofisms

Atrast izteiksmes absina + cdsinf vislielako vertibu, ja a, b, ¢ un d pozitivi skaitli,
kurusumma a+b+c+d=S.

Annipa. Dota izteiksme man ir pazistama — ta nav nekas cits ka divkarSots
Cetrstiira laukums.

+

2
2L = absina + cdsinf <ab + cd < = %

Sl
~lwn
Sl
NNV

Seit es izmantoju faktu, ka sinuss neparsniedz 1, kas, starp citu, nozZimg, ka atbilstosie
lenki ir taisni, ka ar1 zinaSanas par to, ka no visiem Cetrstiiriem ar uzdotu perimetru
vislielakais laukums ir kvadratam. Ja perimetrs ir S, tad kvadrata malas garums

_ .. S
acimredzami ir — .
Janitis. Aplukosu gadijumu, kad
S=4,a=b=0, c=d=2.

2
Tad ab + cd =4, kas ir vairak neka % = % = 2. Tatad Anninai kaut kur ir kltda.

Annipa. Piem&rs nav korekts, jo dots, ka @, b, ¢ un d pozitivi skaitli.

Janitis. Labi, lai ta biitu. Manu pieméru var uzlabot. Nemsu

S=4,a=b= 1 , C:d:E .
2 2
Tad
ab +cd =1+9:E>2.
4 4 4
Redzams, ka ari visiem pozitiviem a, b, ¢ un d var iegit lieclaku 2L v&rtibu neka tas

bija izdevies Anninai.

Ka $o uzdevumu risinatu jis?
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Rinki ievilktu un ap rinki apvilktu daudzstiiru ekstremalas 1pasibas

Ar Zeénodora uzdevumu cie$i saistiti uzdevumi, kuros jameklé optimalais
daudzstiiris, kas ievilkts dotaja rinki vai apvilkts ap doto rinki. Ekstrému uzdevumos
rinkim ir Ipasa nozime. Iesaksim ar sofismu.

Sofisms
Kadam trijstiirim, kas ievilkts rinkT ar radiusu R, ir vislielakais laukums?

Annina. Izsaku trijstira ABC laukumu ka vienadsanu trijstiru AOB, BOC un
COA laukumu summu (43. zim.). So trijstiru lenkus ar virsotni ripka centra O
apzimésu attiecigi ar o, B un y. Katram no tiem laukumu aprékinasu péc formulas:

L xysin¢o. Ta ka visas sanu malas ir vienadas ar apvilkta rinka radiusu, tad
2
L= % R?(sin o+ sinp + siny)

P&c kosinusu teorémas iegiistu sakaribas starp malam un lenkiem.
| AC [>=a® = 2R?(1-cos )
| AB|?=b? = 2R?(1-cosp)
|BC|?=c? =2R?(1-cosy).

Izsaku lenkus
a? b2 c?
coso=1-—— 5 cosf3 —, COSy = 1——2
2R 2R

sina=+/1-cos® o = VAR? —a?%.

P&c analogijas

4R4 2R2

sinB:LZ\MRZ—b2 : Siny:%\/4R2—C2 :
2R 2R

Tagad péc sinusu aizvietoSanas iegiistu, ka

::%@J4R2—a2+bJ4R2—b2+cJ4R2—c2)

2 2
Novertesu laukuma izteiksmi, lietojot nevienadibu xy < X ; y
1(a?+4R?-a? b2+4R%2-b%? c%2+4R%2-c?) 3R?
L<= + + = .
4 2 2 2 2

Nevienadiba parvérSas par vienadibu, ja a=b=c. Tatad visliclakais laukums ir
vienadmalu trijstiirim.
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Janitis. Tavs risinajums ir parak garS. Aprékinasu laukumus trijstiriem AOB,
BOC un COA péc vienkarSakas formulas: pamats reiz augstums dalits ar divi.
Augstumus Siem trijstliriem var aprékinat péc Pitagora teoré€mas.

2
haz,/Rz—aT%\MRZ—az.

hb:% 4R? —p? hC:%\MRZ—cZ.

Analogiski

Tatad
kas izversta veida ir ta pati izteiksme, ko ieguva Annina.

Maijina. PieradiSu, ka maksimalajam trijstirim visi lenki ir vienadi. Pienemsim,
ka ta nav. Tad var uzskatit, ka atSkirigie lenki atrodas pie pamata AC, sk. 44. zim.
Apliikoju patvaligu dotaja rinki ievilktu trijstiirt ABC. Fiks€ju pamatu AC un mekl&ju
punkta B stavokli uz rinka Iinijas, lai ABC laukums biitu maksimals. Laukums ir puse
no pamata un augstuma reizindjuma. Ta ka pamats fiks€ts, tad augstums biis
maksimals tad, ja punkts B biis AC vidusperpendikula galapunkts. Pienémums, ka
maksimalajam trijstirim ir dazadi lepki dod pretrunu. Tatad maksimalais trijsturis ir
vienadmalu.

D B

43. 7zim. 44, 7im.

Peteritis. Maijinas pieradijums ir 1ss un skaists. Tomér tas man ne visai patik.

Iedomasimies trijsturi ar 10, 40 un 130 gradu lieliem lenkiem. Tad p&c pirmas lenku
vienadoSanas Maijina var ieglit vienadsanu trijsturi ar 70 gradu lenkiem pie pamata.
P&c otras vienado$anas iegiitu vienadsanu trijstiiri ar lenkiem 55°, 55° un 70°. Ta vina
pamazam tuvotos vienadmalu trijstiirim, nekad to precizi nesasniedzot.
Es piedavasu vel 1saku pieradijumu. Ta ka trijsttira malu garumi ir proporcionali loku
garumiem, kuri balstas uz §Tm malam, un loku garumu summa ir 2nR, t. 1., ta nav
atkariga no malu garumiem, tad mums faktiski ir jarisina izoperimetriskais uzdevums.
Labi zinams, ka no visiem trijstiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir
vienadmalu trijstiirim.

Atrodiet kltidas vai nepilnibas ieprieks izklastitajos risinadjumos.
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Karlitis. Regulara trijstira ar malu a laukums ir

3R2./3

. Ja tas ir ievilkts rinkT ar

radiusu R, tad a? = 3R% Tatad L(R) =

. Salidzinu $So lielumu ar Anninas iegiito

4
novertejumu.
2 2
LRy~ R V3 _3R
4 2
J3<2.

Parsteidzosi, ka Anninai tomér ir iegtits lielaks laukums.
Janitis. Tas nav nekas parsteidzoss, jo Anninas novert§jums nav precizs.
Annina. Ka nav? Pats vari parliecinaties, ka mans novertéjums

1(a2+4R2—a2 b2 +4R% b2 cz+4R2—c2} 3R2
L<— + + =

4 2 2 2 2

ir precizs. Vienadibu ieglistam, nemota = b = C.
Janitis. Man pagaidam nav ko iebilst.
Karlitis. Bet man ir! Galu gala jauzrada konkrétas a, bun ¢ vértibas, kuram

nevienadiba parveérsas par vienadibu. Annina “pa celam” lietoja vél vienu nevienadibu

x* +y?
2

Xy <

neparbaudot, vai ta var klit par vienadibu.
Annipa. Parbaudisim! Si1 nevienadiba klust par vienadibu tad, kad x=y.
Nevienadiba tika lietota, lai novertetu tris reizinajumus

aV4R2 a2, bV4R2 -b2, cV4R? —c?
Zinot, ka a = b = ¢, pietiek parbaudit tikai nosacijumu

a=V4R? -a? .

a2=4R?2— a2 = 2a2=4R?>= a?=2R?2 = a=R+/2.

Nosaku a:

Janitis. Parbaudisim, vai $ads a ir pielaujams. Rinki ievilkta regulara trijstiira
malas garums ir vienads ar R+/3, kas ir lielaks neka Anninas piedavatais malas garums

a = Rv/2. Kaut kada mistika, ka ar Tsakam malam var iegit lielaku laukumu!
Ka $o uzdevumu risinatu jus?

Teoremas par rinki ievilktiem daudzstariem

T1. No visiem n-stiuriem, kas ievilkti rinkt, vislielakais laukums ir regularam
N-sturim.

T2. No visiem n-stariem, kas ievilkti rinki, vislielakais perimetrs ir regularam
N-sturim.

Piezime. Pirmas teor€mas apgalvojumu var raksturot ka paSu par sevi saprotamu, jo no
visiem n-stiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir regularam n-stirim un to var
ievilkt rinki. Tacu otrais apgalvojums pirmaja bridi var samulsinat, jo no visiem n-stiiriem ar
uzdotu laukumu regularam n-stirim ir nevis vislielakais, bet, gluzi otradi, vismazakais
perimetrs.
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Pieradijums. Abas teorémas var pieradit ar vienu un to pasu metodi.

Izmantosim jau ieprieks lietoto pan€mienu par malu vienadosanu. Aplikosim patvaligu
n-stari. Ar M un m apzimésim attiecigi ta malu maksimalo un minimalo garumu, bet ar h
dotaja rinkT ievilkta regulara n-stiira malas garumu (h ir tadas hordas garums, kura savelk
rinka Iinijas loka n-to dalu). Piepemsim, ka §im n-stirim ne visas malas ir vienada garuma
(pretgja gadijuma vajadzigais butu pieradits). Tad m < h < M. Parkartojam n-stira malas ta, lai
1saka un garaka mala bitu blakus vienu otrai. To var izdarit, nemainot ne n-stiira perimetru,
ne laukumu, ka arT neizejot arpus dota rinka. Malu parkartoSanas shéma paradita
45. zim&juma. Ja DC un AB ir attiecigi visgaraka un visisaka mala, tad péc trijstira ABC
“apgasanas” vajadzigas malas AB un DC nonaks blakus (45. zim.).

45, zim.

“Lemmas par vienadmalu n-sttiri” pieradijuma malas ar garumu m un M tika aizstatas ar
malam, kuru garumi ir Aun m + M — A, t. i,, lai saglabatos malu summa. Tagad, kad n-stiris ir
ievilkts rinki, Sis panémiens neder, jo mums jaraugas, lai péc malu aizstaSanas to galapunkti
atkal atrastos uz dotas ripka Itnijas. Uzskatisim, ka p&c malu parkartoSanas n-stiira garaka
mala ir AC, bet 1saka — CB (46. zim.). Trijstiri ABC aizstasim ar trijstari ADC, saglabajot
pamatu AC. Rinka linijas punkts D ir izv€lets ta, ka DC ir $aja rinki ievilkta regulara n-stira
mala. Saskapa ar apziméto m = |CB| < |CD|=h <M. Japierada, ka trijstiris ADC parspéj
trijstiri ABC gan p&c laukuma, gan p&c perimetra. Tas, ka Lapc > Lagc, ir gandriz vai
acimredzams. Abiem trijstiiriem ir kop&js pamats, bet pirmajam ir lielaks augstums.

46. zZim.

Citu pamatojumu nevienadibai Lapc > Lasc var giit no sprieduma par perimetriem. Lai
pieraditu, ka arT starp perimetriem pastav nevienadiba Perapc > Perasc, izmantosim trijstiru
ADP un CBP lidzibu. Siem trijstiiriem visi lenki ir vienadi, jo lenki ADP un ABC ir vienadi
ka ievilkti lenki, bet lenki APD un CPB — ka krustlenki.

Lidzigiem trijstiiriem malas ir proporcionalas, t. 1.,
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AD =k-BC, DP =k-PB, PA=k-PC.

Ta ka AD>BC, tad k> 1. Salidzinasim summu AD+ DC ar AB+ BC. Péc
vienkarSiem un lidzveértigiem parveidojumiem secinam, ka pirma summa ir lielaka
AD +DC > AB + BC
AD +DP +PC> AP+ BP + BC
k-BC + k-PB + PC > k-PC + BP + BC
(k—1)BC + (k—1)PB > (k—1)PC
BC + PB > PC.

Piezime. Pieradijumus var atrast, pieméram, [JB]. Tur trijstliru perimetru salidzinasana veikta
nedaudz garak ar citu panémienu, izmantojot Zimgjuma papildinasanu.

No visiem trijstiriem, kas ievilkti rinki (47. zim.) vislielaka malu summa ir regularam
trijsturim. Vai $is rezultats saglabasies, ja malu summu aizvietosim ar malu kvadratu
summu?

B B

47. zim. 48. zZim.
Rinkt ievilkts trijsturis. Kada gadijuma malu kvadratu summa ir vislielaka? [VR, 43].

Citetaja darba dots risinajums, izmantojot sinusu teorému. Uzradisim racionalaku risinajumu,
izmantojot kosinusu teorému:

a® =2R*(1-cosx), b*> =2R*(1—-cosy), ¢® = 2R*(1—cos 2),

kur — X, y un z lenki, ko veido apvilkta rinka radiusi, sk. 48. zim&jumu. No Sejienes
a® +b%+c? =2R*(3—C0OSX—COS Yy —C0SZ).

Pieradisim, ka cos X+ cosy +C0S z > —g . Apzimésim: x=u+v, y=u-v. Tad
COS X 4+ COS Y = 2C0SUCOSV, COSZ = COS(X+ Y) =c0s2u = 2cos’u—1
Zcosucosv+20052u—12—g & 4cosucosv+4cos’u+1>0 <

(2cosu +cosv)® +1—cos’v>0.

Piezime. Saskana ar pieradijumu nevienadiba
3
COSX+COSY +COS Z 2—5

ir speka ne tikai trijstira lepkiem, bet patvaligiem lepkiem, kuru summa ir 180 gradu.
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Teorémas par rinkim apvilktiem daudzstiiriem

T3. No visiem n-stiriem, kas apvilkti ap rinki, vismazakais laukums ir regularam
N-sturim.

T4. No visiem n-stiriem, kas apvilkti ap rinki, vismazakais perimetrs ir
regularam n-stirim.

Ievérosim, ka $1s teorémas ir lidzvertigas. Tas izriet no formulas L = pr, saskana
ar kuru, minimiz&jot laukumu, vienlaicigi tieck minimiz€ts perimetrs, un otradi,
minimizgjot perimetru, vienlaicigi tieck minimizets laukums.

Vispirms apliikosim apvilktus trijstiirus.

1. uzdevums. No visiem vienadsanu trijstiriem, kas apvilkti ap doto rinki, atrast to,
kuram ir vismazakais laukums.

B

49, 7zim.

Apzimésim dota rinka radiusu ar r, apvilkta vienadsanu trijstira pamata AC garumu ar
2X, trijstira ABC virsotnes lepka lielumu ar 23 un augstumu pret AC ar h (49. zim.)
Tad
L =xh.
P&c Pitagora teorémas
|EB|? = |OBJ? — |OE[?= (h —r)?> —r? = h? - 2rh.
Sakaribu starp x un h iegtisim no trijstiru ADB un OEB Iidzibas
AD OE X _r rh

—_—e— = —=— D X =E—,
DB EB _ h EB JhZ —ohr

levietojot atrasto X laukuma izteiksmé, dabtijam
rh?

Jh? —2hr
Pieradisim, ka L2 > 27r * jeb

h* > 27r?(h? —=2hr)< h® —27r’h+54r* >0 <

L=

(h* —6hr +9r*)(h+6r) >0 < (h—3r)*(h+6r)>0.

No Sejienes secinam, ka laukums biis minimals tikai tad, ja h = 3r. Tas nozimg, ka
OB =2r, B=30° un divreiz lielakais lenkis ABC vienads ar 60°. Ja vienadsanu
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trijstiirim viens lenkis ir 60°, tad tas ir regulars trijstiiris. Tatad no visiem vienadsanu
trijstiriem, kas apvilkti ap rinki, regularam trijstirim ir vismazakais laukums.

2. uzdevums. No visiem trijstiriem, kas apvilkti ap doto rinki, atrast to, kuram ir
vismazakais laukums.

Vispirms iepazisimies ar $ada uzdevuma risinajumu:

No visiem trijstiriem ar dotu lenki o, kuri apvilkti ap doto rinki, atrast trijsturi ar vismazdako
perimetru un tadejadi ar vismazako laukumu [Zet, 93]

“Izsakot trijstiira pusperimetru ar ievilkta rinka radiusu r, dabiijam:

B
2

o o+

= r{ctgi +r1 ctg p + ctg(QO0 — Tﬁﬂ =

o ¥
=rctg—+rctg-+rctg- =
P 92 9 92

2
o B o X+PB a B, a+P
=rctg—ctg—| 90" —— |=rctg—ctg—tg———.
gz 92( 2 J g2 gzg 2

Perimetram vismazaka vertiba ir vienlaicigi ar ctg p tga—B ,ti., jap=90° - *

27 2 2
[Te autors atsaucas uz ieprieks atrisinatu $adu uzdevumu: Kadam x funkcijai
V= tg X ctg o+ X
2 2
ir vismazaka vértiba, ja a— Saurs lenkis (nemainigs)?]
Ir speka:
.
SN —
2
sinXcos X sinf o x|-sin sin| &+ x
2 2 2 2 2
y= X.OH—X_,(x _(x_ . o
COS—SIN——  sIn| —+ X |+SIn— Sin—
27 2 (2 j 1+ 2

(A
sin| — +x
(2 J

Pieaugot pozitivam lielumam Sin(% + Xj, dalas skaititajs aug, saucgjs dilst, tapéc y, pieaugot
pozitivam Sin(% + Xj, aug. Tade| y vertiba ir vislielaka vienlaicigi ar vislielako Sin[%+ Xj

vertibu, t. i., kad %+ x =90°; no Sejienes x = 90° —% . Vislielaka y vértiba ir

tgl 45° — & lctgl 45° 5)=t2[45°—9].
g( 4j g( + 4= tgef a0 -

Un ta mekl&jamais trijstiiris ir vienadsanu ar doto virsotnes legki o.”

Geometrisks risinajums.

Aplikosim vienadsanu trijstiiri ABC, kurs$ apvilkts ap doto rinki un kuram viens lenkis
fiksets (50. zZim. tas ir lepkis B). Pieradisim, ka jebkuram citam trijstirim EBD, kurs
apvilkts ap So ripki, laukums ir lielaks. Uzskatisim, ka BE 1saka par BD; ED
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krustpunktus ar AC un bisektrisi apzim&sim attiecigi ar K un M. Tad pé&c bisektrises
1pasibas
EM BE

—=—— = EM <MD.
MD BD

Salidzinasim trijstira KCD un KAE laukumu. Siem trijstiriem lenkis CKD ir vienads
ar lenki AKE. Ta ka EK < KD un AK < KC, tad Lkae < Lkcp.
Tas nozime, ka Lasc < Legp.

Tatad no visiem trijstiiriem ar fiksétu lenki, kuri apvilkti ap doto rinki,
vismazakais laukums ir vienadsanu trijsturim. Atzimésim, ka vienlaicigi ar laukumu
tiek minimiz€ts ar1 trijstira perimetrs P, kas ir tieSas sekas no laukuma formulas
L =pr.

No Sejienes un ieprieks€ja uzdevuma izriet

Teoréma. No visiem trijsturiem, kas apvilkti ap doto rinki, vismazakais laukums un
vismazakais perimetrs ir regularam trijstiurim.

Kur Klida?

Zinams, ka X,y un z ir Saurlenka trijstiira lenki. Noteikt minimumu izteiksmei
tgx + tgy + tgz.

Annina. Apgalvoju, ka dotas izteiksmes minimuma mekléSana ir lidzvértiga jau apliikkotajam
uzdevumam par rinkim ar radiusu r apvilkta minimala trijstiira mekléSanu, sk. 51. zZim.

B

50. zim. 51. 7im.

Pamatosu savu apgalvojumu. Trijstira ABC laukumu var izteikt ka seSu taisnlenka trijstiiru
laukumu summu. Divu vienadu taisnlenka trijstiiru ar katetém b un r laukums ir br. Ta ka
b = rtgx, tad br = r’tgx. Saskaitot tris $ada tipa lielumus, iegiistu, ka trijstira ABC laukums L
izsakams ka

L = r?(tgx + tgy+ tgz).

Vel japarbauda dotais nosacijums par lenku summu. Tas ir speka, jo summa
2X + 2y + 27 vienada ar 360 gradiem. Zinams, ka no visiem trijstiriem, kas apvilkti ap uzdotu
rinki, minimalais laukums ir regularam trijsttirim. Tam ir speka:
2x=2y=22=120° = x=y=z=60° =
tox + tgy + tgz =3/3.
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Janitis. Jebkuram trijstiirim lepku summa ir 180 gradu. Izteiksu z.

2=180°— (x +y) = tgz=—tg(x +Y).
Jarisina minimizacijas uzdevums:

T =tgx+ tgy—M = (tgx+ tgy)(l——j — min
1-tgxtgy 1-tgxtgy
T = (tgx + tgy) — Y
1-tgxtgy
- 2tg®x

Jax=y,tad T = . Parbaudei nemsu x = 60°:

1-tg®x

_2ta’60°  — 3
92600 _—2(3) 33
1-1tg°60 1-3

Saja gadijuma iegata tada pati vértiba ka Anninai. Tagad nemsu x = 30°. Tad
3 0
—2tg"30° = 21 <0 ?7??
1-tg?30° 3

Tas nozimég, ka Annina nav ieguvusi minimumu. Vinai jamekle klida.

Annipa. Tev paSam jamekl€ kliida, jo negativas vertibas vispar nevar rasties. Katrs no
saskaitamajiem tgx, tgy un tgz tacu ir pozitivs, nu vismaz nenegativs.

sin(x+Yy) Tad

COS XCOS Y

sin(x+y) _sin(x+y) _
COSXCOSY COS(X+Y)

=sin(x+ y)( ! ! j =

COS XCOS Y - cos(X+Y)

Maijina. Izmanto$u formulu tgx + tgy =

togx+tgy —tg(x+y) =

_sin(x-+y) cos(X + y) —Cos xcos y _sin(x-+y) —sinxsiny _
COS XCOS y COS(X + V) COS XCOS Y COS(X + V)
=—tg(x + y)tgx tgy — min .
Saskana ar Anninu vajadz€tu biit nevienadibai
—tg(x+ y)tox tgy > 33,

par kuras pareizibu es stipri Saubos. Jo, nemot X = 0, iegiitu absurdu: 0> 3/3.
Annina. Es savukart Saubos, par tavas izvéles pareizibu. Manuprat, X = 0 nav Saurs lenkis.

Maijina. Es vél neesmu beigusi savu spriedumu. Ja jau nevienadiba ir nepareiza ar x = 0, tad
ta biis nepareiza ar1 nulles tuvuma. Citiem vardiem, nemot X > 0, bet tuvu nullei, iegiisim, ka
nevienadibas kreisa puse ar1 bis tuva nullei.

Atrodiet kludu!

Dosim vél vienu pieradijumu tam, ka no visiem trijstiriem, kas apvilkti ap doto
rinki, vismazakais laukums ir regularam trijstiirim.

Izmantosim laukumu formulu (sk. 51. zim., ka ari Annipas un Janisa risinajumu):

L = r?(tgx + tgy + tgz).
Izsakot z = 180° — (x + y), iegiisim:
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T:= t@(-}-tgy—}—tgz =th+tgy_tg(X4_ y) :th+tgy— tgx+tgy .
1-toxtgy
T (tgx + tgy)tgx tgy . 2,/tgx tgytgx tgy

toxtgy—1  toxtgy—1

@

Te lietota nevienadiba A > G. Saucgjs ir pozitivs lielums, jo tads ir T un tam turklat
skaititajs ir pozitivs. ApzIme reizinajumu tgxtgy ar t2. Tad
2 3
7> >33,
t° -1
P&edgjas nevienadibas pareiziba izriet no parastiem parveidojumiem:

2t° >3V3(t2 1) < 2t°-3/3t* +3J3>0 <
(t? =243t +3)(2t +4/3) 20 < (t—+/3)%(2t++/3) > 0.

Redzam, ka vienadiba tiek sasniegta, ja t=+/3. Savukart nevienadiba (1) klast par
vienadibu, ja tgX = tgy. Tas nozimé, ka visi sesi taisnlenka trijsttiri (51. zZim.) ir vienadi
un ka trijsturis ABC ir regulars, kas ar1 bija japierada.

Gramata [Tot] 1. nodalas 3. paragrafa “Regularu daudzstiru ekstremalas ipasibas”
konspektiva forma dots loti skaists T3 pieradijums, kuru varétu raksturot ka matematikas perli
jeb, ka mil&ja teikt slavenais Pauls Erdess (1913-1996), tas ir pieradijums no Gramatas.

Pienem, ka:

K — uzdots rinkis;

Q — ap rinki k apvilkts regulars n-stiiris;

P — patvaligs n-stiiris, kas apvilkts ap rinki k;
K —ap Q apvilkts rinkis.

Sk. 52. Zzim&jumu, kas atbilst gadijumam n = 4.

“Segmentus, ko no K atSkel P malas, kas nemtas cikliska seciba, apzimésim ar si, Sz, ..., Sn.
Laukuma P dalu, kas atrodas rinka K iekSieng, var izteikt sada veida:
PK=K—(s1+5S2+ ...+ sn) + 5152 + $283...% sn S1;
pietiek ieverot, ka
S1+S2+ ...+ sn— (S1S2 + S2S3...+ sn S1)
izsaka visu to K dalu kop€jo laukumu, kuras ir arpus P, Tadgjadi
PK>K-(s1+s2+...+s1)=Q

un vienadiba tiek sasniegta tikai tad, kad neviena no P virsotném neatrodas K iekSiené. Ta ka
pedgjais nosacijums ir speka tikai gadijuma P = Q, pieradijums Iidz ar to ir pabeigts pilniba.”
[Tot, 26]

Komentari par pieradijumu. Pieradijuma lietotie apzim&jumi var radit divdomibas. Isaku
pierakstu dél més dazkart vienu un to pasu apzim&jumu lietojam dazadas nozimes. Pieméram,
ar AB saprotam gan nogriezni, trijstiira malu, gan ta garumu. Pieradijuma apzimé&jums “PK”
nozimé divu figiiru P un K kopg&jo laukumu. Ar sy, S2, ..., sn tiek saprasts gan pats segments,
gan ta laukums, ar “reizinajumu” s1Sz tiek saprasts divu apliikoto segmentu kopgjais laukums.
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52. zim. 53. zZim.

Kapéc vienadiba
PK=K—(S1+S2+ ...+ ) + 5152 + S283...%+ $n S1

paradas lielumi s1S2 , S2S3, ..., sn? Atskaitot no liela rinka laukuma “K” segmentu si un
S2 laukumus, més divas reizes esam atskaitfjuSi So segmentu kop&jo laukumu “s1S2”,
sk. 53. zim. Lai saglabatu vienadibu, tas japieskaita. Kapéc

K—(s1+s2+...+s1)=Q?

Vienadiba acimredzama gadijuma, ja si, S, ..., sn if liela rinka K segmenti, kurus veido $ai
rinkT ievilkta regulara n-stiira malas un tam atbilstosie loki (54. Zim&uma regularais n-stiris ir
kvadrats ABCD, kura malas no K atSke] 4 segmentus). Ta ka visas liela rinka hordas, kuras
pieskaras mazajam ripkim ir vienadas (p€c garuma) ar regulara n-stira malu, sk.
54. zim&umu, kur |[AB| = |EF|, tad visi segmenti S1, Sz, ..., sn ir vienadi (péc laukuma) ar
segmentu, ko no liela rinka atSke] ap mazo rinki apvilkts regulars n-stiiris.

54. zim.
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Temas skolenu patstavigiem pétijumiem

Vai varat atrisinat Zénodora problému, izmantojot tikai elementaras matematikas
lidzeklus?

Risinajumi, kuros izmanto bezgaligus procesus, robezparejas, Seit netiek uzskatiti par
elementariem. Pietiek pieradit, ka no visiem vienadmalu n-stiriem ar uzdotu perimetru
vislielakais laukums ir regularam n-stiirim.

Vai varat atrast geometriska rakstura pieradijumu tam, ka no visiem Cetrstiriem ABCD
ar uzdotam malam AB = BC = CD =a un AD = b # a vislielakais laukums ir trapecei?

D. Krizanovska gramata ir ieklauts redaktora papildinajums “Lilje uzdevums un
Kramera uzdevums”. Taja apliikotas divas iev@rojamas teorémas, kuram ir cie$s sakars ar
klasisko izoperimetrisko uzdevumu. ®

Liljé teoréema
No visiem (izliektiem) n-stiriem ar dotiem lenkiem ou, o2, ..., on un malu summu, kas vienada
ar p, vislielakais laukums ir tam, kuru var apvilkt ap rinka liniju.

Kramera teoréma.
No visiem (izliektiem) n-stiuriem ar dotam malam a, ay, ..., an (un doto lenku summu, kas
vienada ar 2d(n — 2)) vislielakais laukums ir tam, kuru var ievilkt rinka linija.

Piezime. NosacTjums par lenku summu 2d(n — 2) ir lieks. Sis teorémas var formulét nedaudz
1sak:

No visiem izliektiem n-stiriem ar dotiem lenkiem un perimetru maksimalais laukums ir
tam, kura malas pieskaras rinka linijai.

No visiem n-stiiriem ar dotam malam vislielakais laukums ir tam, kura virsotnes atrodas
uz rinka linijas.

Formul@sim Liljé un Kramera uzdevumu vienkarsakaja gadijuma:

Lilje uzdevums. Pieradit, ka no visiem izliektiem Cetrstiuriem ar uzdotiem lenkiem un uzdotu
perimetru vislielakais laukums ir tam, kura var ievilkt rinka liniju.

Kramera uzdevums. Pierddit, ka no visiem izliektiem Cetrstiriem ar uzdotiem malu garumiem
vislielakais laukums ir tam, ap kuru var apvilkt rinka liniju.

Ar Siem péc formulgjuma vienkarSajiem uzdevumiem ir nodarbojusies daudzi cilveki. Ir
atrasti dazadi risinajumi, sk. pieméram, [JB, Zet, Pal, Lusterniks]. Starp tiem ir arT tadi, kuros
izmantoti tikai elementaras matematikas lidzekli.

Ipasu ieveéribu ir pelnijis Viktora Palamodova (dz. 1938. g. Ribinska) risinajums, kur$
gramata [Kr, 103] raksturots ka loti elegants. Vin§ abu uzdevumu tiri geometriskus
risindjumus esot piedavajis 1952. gada. Tas nozimé, ka vinam tad bija tikai 14 gadu. Skoléns
(no Maskavas) veélak savu risindgjumu ir  publicgjis  augstvertiga  krajuma
Mamemamuueckoe npoceewenue, [Pal] kas tagad ir kluvis par bibliografisku retumu.
Diemzel minétais krajums ir piedzivojis tikai seSus s€jumus. V. Palamodovs ir kluvis par
ievérojamu matematiki, doktora (“liela” jeb habilitéta) gradu ieguvis 28 g vecuma, veicis
pétijumus diferencialvienadojumu, funkciju teorija.

Vai, vadoties pé€c autora risinajuma izmantotas konstrukcijas (55. zim.), kura tiek
salidzinati divu Cetrstiru laukumi, jis var€tu atrisinat Kramera uzdevumu? Manuprat,
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V. Palamodova risindjums [Pal] ir sam&ra gar§ un diezgan griti parskatams. Vismaz tads
iespaids radas p&c pirma lastjuma. Lai lasitajs novertétu risindjuma elegantumu, protams,
vajadzg€tu iepazities ar pirmavotu.

Vai gadijuma, kad Cetrstirim trfs malas ir vienadas, jis var€tu atrast vienkar$aku
risinajumu?

Vel viens Kramera uzdevuma risinajums, kura izmanto figiiru lidzibu un ar1 algebriskus
parveidojumus ir dots gramata [SCJ2, 241.-243; JB].

D,

55. zim.

Vai varat atrast rinki ievilkta n-stiira laukuma formulu, ja tam ir uzdoti visu malu
garumi?

Uzdevums. Péc ¢etram malam noteikt rinkd ievilkta Cetrstira laukumu. [Zet, 178] Pienem, ka
rinkT ievilkts Cetrstiris ABCD ar malam AB=a, BC=b, CD=c un DA=d. (56. zim.)
Apzimésim BF ar x, CF ar y. Tad, nemot véra, ka lenkis BCA vienads ar lenki BAD (rinki
ievilktiem Cetrstiiriem pret€jo lenku summas ir vienadas ar 180 gradiem), ieglisim
w=9; C+—y=9; ab + bx = dy;
y b X b
bc+by=dx; bx—-dy=-ab; dx—by=»Dbc.

Tagad veicam parveidojumus:
X_b(dc+ab)_ _ b(bc+ad) .

d?-b? ' d? —b?
atb+c+d=2p; x+y+hb=2p;
,_b(c+b+a-b) b(p-b)

2(d —b) d—b
. ,_b@+b+d-c) b(p-c)
~ 2(b+d)  b+d
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_ b(b+c+d-a) _ b(p-a)

Py T b+ a) b+d
y_p_blbratc=d) _b(p-d)
2(d—b) d—b

b2
Serc =W\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)

d2
S arp =W\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)

S=J(p-a)(p-b)(p-c)(p-d).

56. zim.

Pieradiet, ka katram trijstirim ABC ir speka nevienadiba

N

<—p£%R,

r< <
3 9

kur r un R ir trijstiri ABC (57. zim.) attiecigi ievilktas un ap to apvilktas rinka linijas radiuss,
L — trijstira ABC laukums un p — pusperimetrs.

Pieradiet vienkarsaku nevienadibu

ris,
2

kada pastav starp ievilkta un apvilkta ripka radiusiem. Kada gadijuma pastav vienadiba? Ka

o 1. . o D . o .
mainas konstante > ja visu trijstiiru klasi sasaurina uz taisnlenka trijstiriem? Atzim&sim, ka

“vid€ja” nevienadiba

[ B,

3
< eb L<—=(2p)?
3 5 J 36( p)

ir ta saucama slavena izoperimetriska nevienadiba. Ta dod atbildi uz jautajumu, kads var biit
vislielakais laukums figiirai (konkrétaja gadijuma trijstiirim) ar uzdotu perimetru. Sada tipa
uzdevumiem ir praktiska interese. Kadu vislielako zemes gabalu var ierobezot, ja miisu riciba
esosais materials lauj uzcelt Zogu ar garumu 2p un ja mums jabiivé noteiktas formas zogs
(piem@ram, trijstiiris vai Cetrstlris)? Ka mainas risinajums, ja uzdevuma noteikumi paredz
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kadus citus ierobezojumus? Piem&ram, zemes gabals var atrasties pie kadas €kas sienas, upes
un ne visur ta ierobezosana jaizmanto zogam paredzgetais izejmaterials, sk. [Kr, SCJ1].

Uzdevumi patstavigai risinaSanai

1. Atrast maksimalo vertibu funkcijai
3sin 20+ 2+/3sin? a.
2. Pieradit nevienadibu
sin 20+ 25in 2B + 2sina/4sin? B —sin’ a <3/3.
3. Pieradit nevienadibu, ja o, B, un y Sauri lenki:

Sin 20 +sin 2B +sin 2y + 2,/(sin o+ sin B +sin y (sin a.+sinp —sin y) x

x J(sina—sin B +siny)sinp—sin o +siny) <343

4. Atrast maksimalo vertibu funkcijai

3xv/1— X2 +24/3%2.

5. Pieradit nevienadibu

XV1— X2 +2y1- y? + X,/4y? — X2 s%.

6. Pieradit nevienadibu

XV1=x2 +yJ1-y? +2d1-22 + J(x+ y + 2)(X+ Y= 2)(X— Y+ 2)(Y — X + 2) s#.

Sie sesi uzdevumi ir sastaditi, izmantojot izoperimetrisku 6-stiiru ekstremalo Tpasibu, proti,
no visiem 6-stiiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir regularam 6-stiirim.

7. Noteikt maksimalo vértibu summai ab + cd, ja a, b, ¢ un d pozitivi skaitli, kuriem
a?+b?=c?+d>
8. Aprékinat maksimalo veértibu funkcijai
f (x) = 2rsin x(r cos x — a)

jaaunrir fikséti skaitli. Dot uzdevuma geometrisku interpretaciju, ja X ir Saurs lepkis un
O<ac<r.

9. Sektora ar centra lenki 23 ievilkt taisnstiiri ar vislielako laukumu, sk. 58. zim. Kadiem [
maksimalo laukumu varat noteikt ar elementariem pan€mieniem?

B

58. zIm.
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10. Atrast maksimumu reizinajumam tg(g + X) tgx, ja x ir 1. kvadranta lepkis.
y
2
bis tas pats, ja X, y un z ir trijstira lenki?

. . X z . . -
11. Atrast minimumu summai ctg§+ctg +ctg§ ,Jax+y+z=mn Val summas minimums

12. Atrast minimumu summai tgo+tgB +1tgy, ja a+p+y=m un neviens no lenkiem nav
plats.
13. Atrast maksimumu reizinagjumam tg(X+ y)tgx-tgy, ja X uny ir pirma kvadranta lenki un

T
X+y=z—.
y 2

2tg®x

14. Atrast pozitivu minimumu funkcijai toPx 1
g X-

15. Pieradit vai atspékot nevienadibu 33+ tg(x+ y)tgx-tgy <0, ja X un y ir pozitivi un to

summa lielaka neka g .

16. Atrast maksimumu funkcijai sin?x(1 — sin®x) ja x ir 1. kvadranta lepkis.
17. Atrast minimumu funkcijai (tg® — 1)tg*, ja 0 <t < % :

18. Cilindrs, kura augstums ir H un pamata radiuss r, ievilkts konusa. Noteikt konusa aksiala
Skeluma lenki pie virsotnes, ja konusa tilpums ir minimalais. [KZZ, 151]

19. [Kor, 35]. Pienem, ka p > 1 un q ir racionali skaitli, kas apmierina vienadibu 1 + 1 =1.
P q
Pieradit, ka visiem pozitiviem X un y ir speka
p q
WL
P q

Noradijums. Izmantot nevienadibu f(x): = X" —ax > f(xmin). Ievietot taja r =p, a=py.

. - _ _ e .. a .

Viena no iespgam, ka elementara veida atrast minimuma punktu X, = r—\’/i , ir
r

k

atsaukties uz 25. lpp. apliikoto funkciju Q,(u)=u"“(@" —u"),kurai u,, =a-n ” .
+Nn

Nemtn=r—1unk=1,jox —ax=x(x"!-a).

20. [Kor, 35] Atrast vislielako vértibu funkcijai

X3

x* +5

. x®—0,6x%,

21. Kadai a vertibai funkcijas X+ — vismazaka vertiba ir vienada ar 2,57 [Kor, 35]
X
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Komentari

1. nodala

D (7. lpp.) Ta ka dotas izteiksmes skaititajs ir pozitivs, bet saucéjs var biit arT negativs, tad
iegita vertiba nav vismazaka. Isteniba var iegiit vértibas, kas ir mazakas par jebkuru
uzdotu skaitli, jo Igx tiecas uz minus bezgalibu, kad X tiecas uz 0. Uzdevuma
formul&juma vajadzétu prasit, ka x >1 vai, ka jameklé vismazaka pozitiva vértiba. Sads
preciz€jums biitu vajadzigs ar1 4. uzdevuma formulgjuma [VR, 26]

2) (8. Ipp.) Cita izpildijuma uzdevums ir atrisinats [VR, 21]

3 (8. Ipp.) Uzdevums latviesu valoda izdotaja literatiira ir atrodams jau 1947. g.
[Oz, 161].

4) (9. lpp.) Apliikotaja uzdevuma tika atrasts minimala laukuma trijstiiris, kas satur
paralelogramu ADPE, savukart Eiklida uzdevuma janosaka maksimala laukuma
paralelograms, kur§ ievilkts dotaja trijstari, t.i., starp Siem uzdevumiem pastav
dualitate.

% (16. lpp.) Funkciju parraksta forma

fo( 1?4 (D202 +t4iz2, t=X
t t t y

5. nodala

D (35. Ipp.) Uzdevums par vislabako apgaismojumu visai biezi atrodams literatiira [GK,
Ant, Cibl], [TF, 213]. Mazak pazistams uzdevums, kurda arT paradas minéta veida
trigonometriska funkcija ir uzdevums par kuga griezes momentu [Sav, 67]. Griezes
moments, ko ieglist tvaikonis, ja ta stlri pagriez par lepki ¢, izsakams ar formulu
M = ksinpcose. Noteikt, kadam pagrieziena lepkim ¢ , tvaikona griezes moments biis
vislielakais. [Sav, 67]

2 (35. Ipp.) Uzdevums pazistams ar nosaukumu Galileja uzdevums. [Cib1, 17]

% (35. Ipp.) Abi mingtie panémieni vienkopus ir apliikoti uzdevumu krajuma [KUK, 8-9]

4) (39.1pp) Uzdevums drosi vien aizgiits no vidusskoléniem paredz&ta uzdevumu krajuma

[UK, 27]. Tur dotais formul&ums: Atrodiet vislieldko un vismazdko funkcijas

f(x) =max| ———
(x) = me (x2+4nx+41

kadu konstanti (funkcijas F maksimalo vértibu). Citiem vardiem, f ir konstante un
tadai funkcijai maksimala un minimala vértiba sakrit. Savukart uzdevumam atrast

+ Cos xj vertibu ir divdomigs, jo pieraksts maxF(X) nozimé

vismazako vertibu funkcijai F(X) = + COS X atrisinajuma nav. Pirmkart, ir

X* +4nx + 41
speka novertgjums F(x) > — 1 un, otrkart, var uzradit x, kuriem F(x) péc patikas maz
atSkiras no (— 1), pieméram, der X = n(2n + 1), kur n — +oo0. Macibu lidzekli [Uk, 28]
ir dots vel viens lidziga tipa  uzdevums.  Atrodiet funkcijas
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1872

f(x)=2x+ + €0s X minimalo vértibu intervala (0; 10). Risindgjuma pamatideja ir
2
ta, ka 2x+ minimuma punkts ir 3t un arT kosinuss minimumu sasniedz $aja
X
punkta.

5 (40. Ipp.) Funkcija (1 + cosx)sinx rodas, pieméram, no $ada geometriska ekstrému
uzdevuma. No visam vienadsanu trapec€m ar 3 vienada garuma malam atrast to, kurai
laukums ir vislielakais. Uzdevums Vienadsanu trapeces sanu mala vienada ar mazako
pamatu. Tas garums ir a. Kadiem jabiit trapeces lenkiem, lai ta laukums biitu
maksimals (Latvijas atklata 2. matematikas olimpiade, 10. kl.) gramata [AB, 108]
risinats ar atvasinajuma palidzibu.

Uzdevums par maksimalo trapeci sastopams loti daudzas macibu gramatas un
dazadas praktiska rakstura interpretacijas. Sk., pieméram, [Sav, 66; Lan, 107; TF, 214;
Zap, 128; Nag, 49; S1; Cib1]

6 (52. Ipp.) Sads kvadratvienadojums paradas ari citos geometrijas uzdevumos. Pieméram,
Vienadsanu trijstira perimetrs ir 2p. Cik garam jabit ta sanu malam, lai tilpums
kermenim, kas rodas, trijsturim rotéjot ap sanu malu, bitu vislielakais? [KZZ, 151.]

Atbilde. p(1+TJ1_7)

) (52.1pp.) Gramata [Mar, 139] uzdevums atrisinats ar atvasindjuma palidzibu.
Elementara veida uzdevums — atrast funkcijas sinxsin2x, ka ari funkcijas COSXC0S2X,
vislielako vértibu — atrisinats macibu lidzeklt [Kor]. Sis vidusskoléniem paredz&tais
macibu Iidzeklis ir neliels p&c apjoma, bet ir pasi vertigs pec satura.

6. nodala

1) Rakstiba Papps aizgiita no [Tai], gramata [FL] lietots vards Paps (angl. Pappus).

2) (55. Ipp.) Lemmu sava 1. metodg, pieradot rinka izoperimetrisko Tpasibu izmantoja,
vacu matematikis J. Steiners (Steiner J., 1796-1863). Vin$ lidz 18 gadu vecumam
nebija ieguvis faktiski nekadu izglitibu, pat rakstija ar gritibam un tomeér, ka uzsver
D. Krizanovskis, kluva par geometrijas geniju. Labs apstiprinajums teicienam:
mdcities nekad nav par velu.

%) (91. lpp) L Huillier S. A. J., 1750-1840; Cramer G., 1704-1752, $veicieSu matematiki.
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Serija ,,LAIMA” matematika

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis
Makslinieciska noformétaja L. Kalnipa

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dvéselg lielo islandiesu tautu.

Kops ta laika misu tautu solidaritate izpaudusies daudz€jada zina. Viena no tas
izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pilinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu s€riju par svarigakajiem
modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovért€jams ir ari vina finansialais
ieguldijums.

101



Sérijas ,,LAIMA” gramatas

1. A. Andzans, A.Reihenova, L.Ramana, B. Johannessons. Invariantu metodes
elementi. Riga: LIIS, 1997.

2. A. Andzans, P. Zarins, B. Johannessons. Lenku geometrijas uzdevumi. Riga: LIIS,
1998.

3. A. Andzans, L. Egle, L. Ramana, B. Johannessons. Vektori. 1. dala. Riga: LIIS, 1999.
4. A. Gailitis, A. Andzans, I. Kudapa, L.Ramana, B.Johannessons. Karto$anas un
mekléSanas uzdevumi. Riga: LIIS, 1999.

5. A. Andzans, 1. France, L. Ramana. Matematikas sacensibas 5.-8. klasém. Riga: LU,
2001.

6. A. Cibulis. Pentamino. 1. dala. Riga: LU, 2001.

7. A. Andzans, J. Klusa. Matematikas sacensibas 9.-12. klasém 1994./95.m.g. Riga:
LU, 2001.

8. E. Fogels, E. Lejnieks. Trijsturu geometrija. Riga: LU, 2001.

9. A. Andzans, A.Ambainis, |.France. Matematikas sacensibas 9.-12. klasem
1993./94.m.g. Riga: LU, 2001.

10. A. Berzins. Algebra. Riga: LU, 2001.

11. A. Andzans, A. Cerane, L.Ramana. Matematikas sacensibas 9.-12. klasem
1999./2000.m.g. Riga: LU, 2001.

12. A. Cibulis. Pentamino. 2. dala. Riga: LU, 2001.

13. I. Saulite. Uzdevumi arpusstundu darbam sakumskola skolenu matematisko
Sp€ju attistibas veicinasanai. Riga: LU, 2002.

14. A. Ambainis, A. Andzans, A. Bérzins, B. Johannessons. Algoritmisko uzdevumu
krajums. Riga: LIIS, 2004.

15. A. Andzans, B. Johannesson. Dirichlet Principle. Part 1. Riga: Macibu gramata,
2005.

16. A. Andzans, B. Johannesson. Dirichlet Principle. Part Il. Riga: Macibu gramata,
2005.

17. A. Andzans, 1. Bérzina, B. Johannessons. ,,Profesora Ciparina kluba” uzdevumi un
atrisinajumi 1999.-2006. gados. Riga: LU, 2006.

18. A. Cibulis. Ekstrému uzdevumi. 2.dala. Riga: Macibu gramata, 2006.

102



