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IEVADS

Pasauf nekas nenotiel@t ka tajfi nevagtu
saskait kadu maksimuma vai minimuma principu.
L. Eilers

Gramata velita eksttmu uzdevumiem un to risiBanas elememam meto@m.
Pat ar elemeaAtam meto@m un paémieniem risiamo eksttmu uzdevumu
daudzveitba ir @rsteidzosi liela.

Ekstemu uzdevumi iripaSi pievilégs uzdevumu tips, kas neajsvienaldagu
nevienu kaut cik saptigu un matenmtiski izglitotu cilveku. EKstemu uzdevumi saista
un ir nodetgi ar savu ‘praktiskumu’. ParastiésicenSamies pakt, lai gala rezulits
MUsu iespju robes, vismaza, ka to saprotam, itu optinals. Atkaiba no situcijas
mus var intered maksinalais atrums, vislieika pdna, vismazkie zudumi,
minimalais laiks utt. Eksemu uzdevumu name var izpausties &cita, pirmap bridi,
Skiet, negai@ta aspekd. lzradas, ka daudz kas damotiek saskg ar to vai citu
ekstemu principu. Pierfram, gaismas stars izpdatpa vissako cdu, ziepju burbii
minimizé attieagas virsmas laukumu. Jau si@msenatd cilvéku pratus ir
nodarbirajusi dazdi uzdevumi, kuros amekk vislielaka vai vismazka, t. i.,
ekstrenala, kada lieluma ertiba. Par vissetkajiem eks#mu uzdevumiem uzskata t
devétos izoperimetriskos uzdevumusa@a figira ierobezo visligko laukumu, ja
uzdots #s perimetrs?). Jau Aristotelim (4. gs. p.a). bija zirams, ka
“visietilpigakas” figiras ir ripkis un lode attiexgi starp plaknes un telpas figm.
V. Tihomirovs [T, 30] noida, kageometriskie maksimumu un minimumu uzdevumi
sastopami senatnes visistdiZziko matemtiku — Eiklida, Arhingéda un Apolonija —
darbos, ka Eiktla slavenajos “Elementos” (apt. 325. g. pemir tikai viens eksgmu
uzdevums (par paralelograma ar viglkel laukumu izgrieSanu no dotrijstira; 6.
gramata). Savukt “Enciklopediskap vardrica” [EV, 55] mingts &l viens eks@&mu
uzdevums, kurS atrodams @apa% Eiklida elementu 6.gmat un kurS esot
visvienkarSakais un, fidoma, af visvedkais ekstmu uzdevums, proti, aklam
taisnstirim ar uzdotu perimetru ir visligkais laukums.

Ekstemu uzdevumus var apfot no dazdiem aspektiem: asturisha,
pedaggiska, lietiska, tos var skat pec to sarefitibas, risiaSanas metdan,
pienerotibas olimpidem, var apiikot tematiski u. tml.

Vienkarsakie ekstemu uzdevumi Bbtu mekEjami nekur citur, & skolas
matenatikas, algebras urgeometrijas pamatkursos. Dieehzta nav, par ko var
parliecinaties, farlukojot attie@gos nacibu fidzeKus.” Macibu fidzeklis tikai iegjtu,
ja tap vartu atrast saistosSu infoduiju par skod aplikoto figaru ekstreralajam
ipasbam. Ekstemu uzdevumi skolas kuisir atsaéti novarta. Turklat, ka atame
S. AkterSevs savasamnatas [Akt] ievad, lakekaja gadjuma veako klasSu skaini prot
atrast ekstimus vienkirSakajam funkcigm ar atvasigjuma paidzibu. Viniem
veidojas maltys uzskats, kaatir vieriga ekst€mu uzdevumu ris@Banas metode.
Vairakas eks#mu uzdevumu risi#Sanas metodes ir izidiitas nesen iZkuSah
gramati [AMS], kas var lieti nodet studentiem, pasniegilem, skologjiem, bet it
ipaSi materatikas olimpizu daibniekiem. Gamatas autori piexya pietiekami daudz
geometriska rakstura uzdevumu paggai risiraSanai.



LatvieSu valod, manupit, pirmais publiétais darbs par ekstmu uzdevumiem
ir A. Vasilevskas un L. Raamas nmacibu hdzeklis “EkstEmu uzdevumu risisanas
metodes” [VR]. T&j ar vaifiku pientru paidzibu tiek demonstéts, ka lietojama i vai
cita izklastita metode. Katras notts beigs doti uzdevumi patdtigai risiraSanai, kas
ir svafigi paskontrolei. Sis t.s. elemart metoZu aspekts Ioti pienerots skoénu
un skologju vajadzbam, sevigi gatavojoties mateatikas olimpadém. DiemZl Sap
ekst€mu uzdevumiem valaja macibu [dzeki netiek dotas attiégo jgdzienu
defiricijas. Jauwtjumam par attieigo jedzienu defificijam Saj gramagé veltits
atsevigs punkts ar daudziem gitem un komersiriem. Vaitakus eksttmu uzdevumus
var atrast apgram pirms 60 gadiem latvieSu valo@dotap macibu literaftira [Ciz,
Oz]. No Siem avotiempemtajos uzdevumu formgjimos saglafita t laika ortogéfija.

Ekstemu uzdevumu risigBari liela noZme ir nevieadibam, ipaSi &m, kas
saista daaus & saucamos vigos lielumus. Gimatas 1. da plagk aplikotas divas
ieverojamas nevieidibas -A > G, t. i., nevieadiba starp vidjo aritngtisko un vidjo
geometrisko, un Kasnevieradiba. Dazkrt afm pirmo mirgto nevieradibu nedz cvet
Kos& varda. Protams, neviena nan$ noddam nepreteng uz pilribu. Rirgjas pec
apjoma maakajas noddas galveld uzmarnba pieérsta iespjam noteikt eksgmus
elemendra veida jebkurai attiemas klases funkcijai. Dakbir gan teogtiska, gan
praktiski dda. Turkht ne visi uzdevumu risipumi izklasfiti tradiciorala veida, kad
merki censas sasniegt pa i€gmi “taisrako” celu, t. i., ekonorgjot laiku vai izkksta
apjomu. Prakg risinot kadu jaunu prol@dmu, mums reti kad izdodas uzreiz (bez
kladam, bez eksperimegianas) atragsako, vienkarsako risimajumu. Céa uz nerki,
laiku pa laikam tiek apkoti dazdi sancelini, skoknu rakstutgakas Kadas, maldus
risinajumi utt.

Darba ga#t kluva zirama loti noazmiga (vismaz no &sturiska viedola)
informacija par eksg&mu uzdevumiem elemeanb risiraSanas metozu aspéktzradas,
ka jau 1850. gad Kalkuta tika publicts trakits par maksimumu un minimumu
noteikSanu ar algebras g@anieniem. &s autors — &ds talariigs indieSu mateatikis
Rantandra (dzimis 1821. gadPanipui, apneéram 50 fidZzu atiluma no Deli). Par to,
ka Sis trakits ieraudga dienas gaismu, mumapgteicas vienam no fo@ias algebras
pamatli€jiem — skotu mateatikim Morganam Augustus De Morganl1806-1871),
kur§ 1859. gadlizdeva Ramandras gimatu. Starp citu, pats Morgang ar dzimis
Indija (Madrag). Morgans uzrak§a gramatai ievadu un turkt taja sniedza zias par
autoru. Ja Morgans nafu bijis tik talredzgs, nes vairs droSi vien gantlr neko
neziratu par Ramandru un via davi. Savukirt par aizmirgbas pivura namemsanu
no Morgana izdevuma mumappteicas ziainiekam Miz 2 no Karadas, kur$ pasagil
plasi pazstamaj zurrala The Mathematical Intelligencef998, v. 20, no. 3, 47-51, ir
publicgjis rakstuDe Morgan’s Ramanujan: An incident in recovering eadangered
cultural memory of mathematiceklaujot taj minctas gamatas titullapas faksimilu
(sk. 8. lpp.)

Viena no visinteresaikajam probEmam, ko izvirzja Rantandra, bija atrast
matenatisku pamatojumu tam, ka bites veidmas, parejot vismazk vaska. Turldt
vinS sav darla min vaiakus @Etniekus, kas pirms wa ir nodarbojuSies ar biSuirsu
mEriSanu vai to optimaklites pamatoSanu. Réandra elementa veida prot atrisirat
uzdevumu par visligka paratlskaldhga ievilkSanu dotaj elipsada, ar kuru, k izsalas
Mizg, bez diferenairekinu paidzibas nav s§igi tikt gal vairakums skolodju. Vins



pierada, ka ap doto &fu apvilké vismazka konusa augstums ir vieds ar diviarsotu
sferas diametru. Gmatas beigs vinS izvirza un 8 rindias atrisina prol@mu: atrask,

lai reizirgjums Mx + N(ny + m) bitu maksinals, ja a"b"™ =c. Rantandra savu
traktatu beidz 185. Ipp. aravdiem “baidoties prak palielimit sava darba apjomu, es
beidzu So darbu”.

Veiksnmigakie eksteEmu uzdevumi, saprotams,arpelo no vienas d@matas
(brodiras u. tml.) uz otru.tdu uzmarbai piedivatais darbs Sai g& nelis izpemums.
Diemzl jautajums par pirmavotiem biezi vien nav skaidrs. Tarkd batiski apgftina
daudzu gimatu autoru, rcibu dzelu veidotju, uzdevumu Kjumu sasiditaju
neweleSaras nokdit izmantoto literairu. Vairaku uzdevumu form@jumi doti gkaka
burtu raksi. Tas daits @pec, lai verstu uzmarbu uz to, ka attiagie avoti nav
pirmavoti.

Rantandras trakits, jadoma, ir pirmavots daudziem ar elemamim meto@m
risinamiem ekstemu uzdevumiem® Protams, nereti gad, ka dafdi autori sasida
pec satura vieddus uzdevumus neatkgrviens no otra.

Sis izdevums ir @rstradats 1. izdevuma [Cibl] variants, kur$ papilts ar
vairakiem uzdevumiem, literatas avotiem un komeiriem. Izlabotas pamatas
kludas vai neprecizites gan tekaf gan Zméjumos. Atsevigas viets teksts sainats,
izmetot no iepriekda varianta netitiskas dethas.

Izmantogs literafiras saraksts ir dots darba kEsigAtsauces rakidas dda forma
[KR], [T, 30], [Zet, 3, 30-31], kur skditnorada ci€ta avota lappuses.

Darka vidgja aritnetiska, geometriskk, kvaditiska un harmonisk apaméSanai
lietoti sasinmati apZzmejumi: A, G, K unH. Divu skaitu gadjuma:

Xty B X2 +y? 2
A== ,G_\/x_y,K_w/—Z =11

+
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1. nodda. Kas ir ekstrems?

Ka dievs jgoda tas, kas prot labi deféh
Platons

Sap jauajuma parasti domstaipu nav. Funkcijas eksims ir funkcijas @rtiba
ekstéma punki, t. i., maksimuma vai minimuma pugakt(Latinu vards extremus
noZimg ‘galejs’.) Toner, ka izradas, nav vienptibas jaudjuma par maksimuma un
minimuma punktu. Daudzos avotos atrodamas nove&®juBekorektas vai pat
kludainas defitcijas. DroSi vien matigak buatu defiricijas nedot visgr, nevis &s
publicet macibu literatira izkroplota, pavir& vai Kliadaira veida. Spilgts pierars ir
V. Ziobrovska un B. Silias eksperimeala macibu gamata “Algebra vidusskolali,
1.dda” [zS]Y. Luk, ka %ai gema@ (200. Ipp.) tiek defists maksimuma un
minimuma punkts:

Punktu % sauc par funkcijassf(x) maksimuma punktu, ja funkcija 8ggunki ir
nepirtraukta un visiem x no punktg apkartnes ir sgka nevier@diba
f(X0)>f(X).
Punktu ¥ sauc par funkcijas 3f(xX) minimuma punktu, ja funkcija @ajounki ir
nepartraukta un visiem x no punktg apkartnes ir sgka nevier@diba

f(xo)<f(x).

Kas nav pareizs S [ZS] “defiricijas™?

Pirmkart, rupja Kada ir prast stingro nevieadibu, jo & nevar it spgeka punka
X= Xo.

Otrkart, par kadu aplartni te ir runa un kassti ir aplartne? Vai pats punkts,
pieder savai agktnei? Varlit autoriem ir leda specifiska iSjedziena izpratne, kas
kladu dara maaku? Kaut gan viu izpratne, & rada ciats [ZS, 198]:

Par punkta xo apkartni (Xo € D(f)) var uzskat jebkuru neliela garuma intefu ap
So punktu. VienkSibas &/ izvelas @zdu intenalu, kura galapunktu vigais aritmetiskais ir
tiesi skaitlis ¥,
tieaam ir specifiska, tor®r mingto kludu @& neno\ers.

Protams, neliela garuma intahy par punktax, apkartni uzskatt var, tikai kipec
tada gadjuma ieveribu nav pelfjusi lielaka garuma inteali? Ka skokns sgs
novertet, vai iz\eleta intervala garums ir vai nav neliels? Aizteikums “visiemx no
punktax, apkartnes” ir japreciz, pasakot skaidk, par kidu aplartni te ir runa.

Sakdzinasim citto defiriciju, iesgjams, ar pirmavotu:

Punktu ¥ sauc par funkcijas maksimuma punktu, jaaSgunké funkcija ir
nepirtraukta un ar vigm x \ertibam (X # X)) no § punkta kaut &das apkrtnes ir sgka
nevierdiba {x) < f(xo). [S1, 167]

Art & defiricija satur dazus idkumus. Kidus? Praba par funkcijas
negartraukibu maksimuma vai minimuma puaktir lieka. Defincija neKatu
saregitaka af bez $s prasbas, turkit rastos amnredzams ieguvums: defaija
pielautu apiikot jebkuras funkcijas (ne tikai napraukés). Nakamap defiricija
pragbas par funkcijas nagrauktbu nav.

Punktu ¥ sauc par funkcijas maksimuma punktu, ja visiegxxno § punkta kaut
kadas aplrtnes ir pareiza neviettdiba {x) < f(x). [Ged, 55]



Tomer af & un daudzas citas defaijas® nav nevainojamas. Riemsim, ka
funkcija, kas defiata nogriezin[x;, Xs] punktosxy, X,, X4 UNXg sasniedz savu visl&ko
vertibu, sk. 1. mn. Citeta defiricija par maksimuma punktu pigdi uzskait tikai
punktu x,, kaut gan tas nav viggais punkts, kudr funkcija sasniedz maksiio
vertibu.

D F

v

X1 X2 X3 Xa Xs Xe

1. Zm.

Tomer — vai punktx = 0 ir maksimuma punkts konstantai funkcijai,
piemsram, f(x) = 0? Neviena no komembs cigtajam defiricijam ? atbildi uz %o
jauajumu nesniedz. Faktiski & defincijas runa ir par stingro lako maksimumu
vai minimumul.

NepreciziaSu ilusteSanai —@ viens neparasts apgalvojums Kogr neparastu
pamatojumu:

Ja funkcija §x) ir defineta skgta intervala [a; b], tad &2 galapunkti a un b nevarib
funkcijas eks#mu punkti, jo tiem nevar definapkartni. [ZS, 201]

Viedokli, ka intengla galapunkti nevaroti funkcijas eks&mu punkti, ir izteikusi
daudzu racibu gmatu autori®

Aplikosim el vienu definciju [S2, 121], kas ir iepriek$ eiais defincijas
[S1, 167] uzlabojums:

Punktu x sauc par funkcijas(X) maksimuma punktu, ja Sim punktam eksigttada
apkartne, ka ar vigm x \&rtibam no $s aplartnes ir sgka neviemdibaf (x) < f (Xo).
Secingjums no definicijas [S2, 122]

Ja funkcija ir defiata skgta intervala [a; b], tad ekstéma punkti var bt tikai § intervala
iek&jie punkti. Ne gkumpunkts a, ne galapunkts b nevar &€kstemu punkts, jo nevienam no
Siem punktiem navidas apkrtnes, kas ietilpst definijas apgabai [a; b].

Saskaa ar idu seciajumu hitu jauzskata, ka punkts= 0 nav funkcijas
F() =—Vx,

maksimuma punkts, kaut gaim $ap punké sasniedz savu visli&to jeb maksiralo
vertibu. Savdalyais uzskats, ka inteila galapunkti nevar i ekstemu punkiti,
nesaskan ar vienu no ekstru uzdevumu teorijas BBkmeaiem (VeierStisa
teoemu). Tas pieadijumu, proti, ka nefrtraukta funkcija nogriean[a, b] sasniedz
savas ekstrefhas \ertibas, var atrast matetiskas anaizes kurg, sk., piendram,
[Zor].

Citstas defincijas? ne vienmdr lauj noteikt, vai agikojamais punkts ir
maksimuma punkts. Pigram, vai x = 0 ir funkcijas

f(x)=v-x

maksimuma punkts?
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Sap gramat lietosim $&idas eks&mu uzdevumu teorijai atbilstoSas dedifas.

1. defincija. Punktua sauc par funkcija X— R maksimuma punktu, ja visiemx no
Xir speka nevieradiba

f(x) < f(a),
un parminimuma punktu, ja visiemx no X ir speka nevieradiba

f(x) > f(a),
Funkcijasf vertibu maksimuma punktapaZme ar max, minimuma punkt — ar miri
un sauc attiagi parfunkcijas f maksimumu un minimumu.

2. defincija. Par funkcijasf: X— R ekstremu sauc # funkcijas visliedko vai
vismaziko vertibu ko@ X. Bet punktu, kug f sasniedz savu ekstnu, sauc par
ekstrema punktu.

Prasbu, ka gmekk funkcijasf gan vislieika, gan vismaaka veértiba vis tas
defiricijas ko, sasinati raksam Sdi: extf = ? Nereti lieto arcitus sa@sinajumus:

f (X) > extr, f(X) — min, f(X) — max, vaif(x) — extr, f(x) > max, f(xX) — min.

Ja skdl rodas nepiecieSaba mekét vai defiret lokalos ekstémus, var
izmantot 8du nedaudz sargitaku defiriciju.

3. defirncija. Punktua sauc par funkcijag: X— R lokala maksimuma punktu, ja
eksist tada & punkta apkrtne, ka visienx no X, kuri atrodas Sajapkartne, ir speka
nevieradiba

f(x) <f(a),
un parlokala minimuma punktu, ja visiemx no X, kuri atrodas Sajaplartng, ir
speka nevieradiba

f(x) > f(a).
Punktu, kurS ir lokla minimuma vai lokla maksimuma punkts, sauc plakala
ekstrema punktu.

Atgadinasim, ka kda punkta no @u skailu kopasR aplartne ir jebkurs
intenvals (a, b), kas satur So punktu. Vakdimensiju gaguma intenala vieta tiek
nemta vé€ja lode, kas satur apskato punktu.

Dazkart maksimuma (minimuma) punktu 1. dafijas nozme deve attiedgi par
globala vai absaita maksimuma (minimuma) punktu. Tas patsasa& par eksétma
punktu 2. defificijas nozme. Piedivatas defincijas nav nekas jauns.ag ir parasts
instruments mateatiskaja anatzs .

PamacosSi pieneri

e Funkcijai, sk. 1.#m., ir divi minimuma (globla) punktix; unxs un bezgali daudz
lokala minimuma punktu, kas piedex;[ x,). Savukirt maksimuma punkti ir ne tikai
X1, X2, X4 UN Xg, bet at jebkurs nogrie#a [X;, X,] punkts. Viens un tas pats punkts var
bit gan maksimuma, gan minimuma punkts. FunkcfjaO visi punkti ir gan
maksimuma, gan minimuma punkii.
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e Uzradiet ierobezotu funkciju, kuras grafika skice & R. zmgjuma, t. i., funkciju,
kurai ir tieSi viens minimuma un tieSi viens maksimma punkts. Vai der polinoms?

\/\

2. 2m.

Viena no vienkrS&akam prasta tipa funkcigm ir f(x) = 1 X 5
+ X

Paskaidrojiet, &pec
neder polinoms.

e Funkcijaif(x) =x nav neviena ekstma. Uzadiet funkciju, kuras grafika skice ir
tada k& 3. Zmgjuma, t.i., ierobezotu funkciju, kurai nav neviena tek®a. Der
f(x) = arctg. Vai &da funkcija var bt divu polinoms dajums?

Anniga. Nevar! Lik, pieadijums! Pirmlart, sau¢ja esoSajam polinomam nav
realu sakyu. Pregja gadjuma daljums nevagtu bat ierobezota funkcija. Tas nmee,
ka § polinoma pakpei jabat parskaitlim. Otrlart, abu polinomu papem jabat
viemadam. Pregja gadjuma grafiks nevadtu tuvoties taisnek = const > 0. Tregit,
Sadu polinomu vegko koeficientu attiebai jabut pozitvai, jo polinomu dajums
pirmaja kvadrani ir pozitivs. Bet tad dajums kis pozitvs af ceturtaj kvadrani, kas
neatbilst 3. Tm&juma redzamajam grafikam.

Janitis. Var! Lik, pieners!

F(x) = X+1
—, x<0.

Kam taisiaba?

v

3. 2m. Ko R defirgta ierobezota funkcija, kurai nav ekst.

e 4. Zmgjuma ir uzradita grafika skice nogriezrdefinetai ierobezotai funkcijai,
kurai nav neviena eksma (glokila). Sai funkcijai nogriega galapunkti ir lokla
ekst€ma punki.

»
|

4. Zzm. Nogriezi definéta ierobezota funkcija, kurai nav ekstwu.
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¢ Vai jebkurai nogriezndefirgtai ierobezotai funkcijai vienen eksist vismaz viens
lokals ekstems? Izadas, ka ®! Aplikojiet funkcijuf: [0, 2] - R, kas punkt x=1 ir

vienada ar O un kas racialem skaitiem x, x= 1, piekirto x(2 —x), bet [@rgjiem

skaifiemx(x — 2).

e Funkcijai y = sirx ir bezgaigi daudz ekstma punktu. Vai funkcijai var i
bezgaigi daudz eksttma (stingra) punktu atad, ja & defiréta ierobezat kopa? Var!
Konstrukcijas ideja vieri#tSa. Iz\eélesimies funkciju, kas pigeem tikai divas @rtibas.
Atzimesim, ka funkciju, kas raci@afiem skaitiem piekirto 1 un iracioaliem — 0, sauc
par Dirihle funkciju. Dirihlé funkcija ir partraukta katk punk&. Vai pareiza hip@ize:
ja ierobezat kopa K defirgtai neprtrauktai funkcijaif ir bezgaigi daudz ekstma

punktu, tadf ir konstanta &da intenala? Var nelat! Piengram, sin1,0< x<1. Vai
X
hipoteze hitu pareiza, j& loma nemtu nogriezni? Toan ne! Pieneram,

£(x) = |xsin], £ (0) =0,

X

savu minimumu sasniedz beZgaldaudzos punktoyzik, keZ.
T

e Kads izskais neprtrauktas funkcijas grafiks stingra minimuma punkfaéartne?
Parasti to atlo tadu ka 5. Zmgjuma. Kapec parasti? Vai tacitnav vienmér? Pieredze
ar “labam” funkcijam (¢, sirx utt.) apstiprina, ka pa kreisi no stingra minimuma
punkta funkcija dilst, bet pa labi auga ki $adas grafiskas atioSanas lietdébu.
Izradas, ka stingra minimuma punkta aplé grafikam ne vienr jabit izliektam,

t. I., tadam la 5. Zmgjuma.

5. Zm.

Precizsim, ka par funkcijad: X— R stingra minimuma punktu sauc idu
punktua no X, ka visiemx noX, X # a, ir speka nevieradiba

f(x) > f(a).

Konstrigsim funkciju, kuras grafiks “grstis” starp digm parabdim x* un 4¢.
Nemsim

f (x) = 3x* +x%, f(0)=0.

-1
sin—
X

Tad punktsx = 0 ir funkcijasf stingra minimuma punkts.aTka funkcija ir @ru
(tas grafiks ir simetrisks preY asi) tad pietiek piadit, ka f nav augoSa nevién

intenvala (O, c). Punktosx:ki funkcijasf grafiks pieskaras apadai parabolai, bet
TT
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punktos, kurossin%:l, t.i., punktos x = , T grafiks pieskaras augai

g+ 2kn

parabolai. Uzidisim x; < X,, kuriemf(x,) > f(x,). Tas nommes, kaf nav augosa:
MU S
T+ akn 2kn

Fiksstamc izvelésimies tik lielu natutlu k, lai punktix; un x, atrastos interala (0, c).
Tad

() =4%">%" = f(x,),j0 2> X

Funkcijaif lidzigas funkcijas
X2 +10x% sin® =
X
grafiks ir paadits 6. Zmgjuma. Koeficients “10” iz\&léts ec daziem eksperimentiem
ar programmu “Mapple”, lai iagu uzskaimaku grafiku. Nereti gags, ka
noapdoSanas Kidu cl datorprogramma izdod grafiku, kagitiski atkiras no
funkcijasista grafika.

0.9+

a1+

0 0.05 0.1 045 0.z

6. Zm. Neprtraukta funkcija, kura nav izliekta neviestinga minimuma (glohla) punkta
aphartng.
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e Neparasta virsma

Viena argumenta funkcijdipiemt Sadaipadba: ja eksist tads pozitvs skaitlisc,
ka visiem x no intendla (a, a+c) ir spka f(a) >f(x) un visiemt no intendla
(a—c,a)ir speka f(a) >f(t), tad a ir stingra lokila maksimums punkts. Vaiadas
ipadbas analogs ir ska af vairakargumentu funkcim? Vai ngs varam droSi ziit,
ka divargumentu funkcijaF(x, y) punk& (a, b) ir lokals maksimums, ja zéms, ka
funkcijai F punk& (a, b) ir lokals maksimums uz katras taisnes, kas iet caur punktu
(a, b)?

Pienemsim, ka mums ir raga)as un rmas atrodamies uzaklas virsmas punkt
M. Ja neatkagi no &, kada virziera més braucam, &8 uz Kidu bidi (kaut vailoti isu)
braucam uz leju, vai tad no Sejienes izriet, kar Minsmas auggkais punkts (vismaz
lokali, t.i., saidzinot ar citiem punktiem noaklas pietiekami mazas punktd
apkartnes).

Aplikosim &du divu maiigo polinomu
P(x,y) = (¢~ Y)(By —%°).

Koordinatu saskumpunktu apunesim ar O. Uz taisnesx = 0 funkcija P minimumu
sasniedz punktO, jo P(0, y) =— 3/°. Ari uz otras koordi#tu ass funkcij® minimumu
sashiedz punktO, jo P(x, 0) =— x*. Tagad izélamies patvAgu taisniy = kx, k=0,
kas iet cauO un apekinam polinoma @rtibas “uz $s taisnes”:

P(x, k) = (0¢ = kx)(3kx —x°) = x*(x — K)(3k — X).

Ta ka reizimjums & —Kk)(3k —Xx) ir negaivs, kadx = 0, ka af tad, kadx atrodas kda
pietiekami maz nulles apkrtné U(0), tadP(x, kx) <0 Saj aplartné. Un toner (0, 0)
nav polinomaP maksimuma punkts! Tasdgl, kaP(0, 0) = 0, bet

2 2 2 4
Pl x 2 |=| x2-X 3L—xz X .o,
2 2 2 4

Vai nav parsteidzosi, ka, attinoties no koordiatu sskumpunkta pa jebkuru taisni,
MES samazifim savu atrasas augstumu, bet, alinoties pa paraboluy:%xz, ne?
¢ Viena argumenta polinomahir speka ipasba: ja visiem raliem x: P(x) > 0, tad
eksis€ minimuma punkts, t.i.,atds m, ka mirP(x) = P(m). Piengram, visiemx ir
speka:

P(X):=x*—2x+ 4 = k—1)? + 3> 0 un miR(x) = P(1) = 3.
Izradas, ka &da ipa3ba var nebt speka divargumentu polinomam. Agkosim
pieneru:

P (X, y): =X* +x2— 2y +1.

Pec pilno kvadatu izdaiSanas ie@istam, kaP (x, y) = (xy— 1f + x*> 0.
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Nevieradiba ir stingra, jo abi saskaimie nevar bt vieradi ar nulli vienlaiggi. Toner
polinomam neeksigtminimuma punkts! Tiegn, iz\eloties y =Kk, x:%, dalijam, ka

pirmais saskaiimais ir nulle, bet otrais varib péc patikas mazs, j& vieta varam
nemt, piendram, 10, 100, 1000, utt.

e Funkcijai var lat bezgaigi daudz Ioklo ekstEmu un tongr nelit neviena globla
eksteéma.

Ideja, &du funkciju konstraSanai visai vienkSa. Funkcijaly = sirx ir bezgaigi
daudz loklo ekstemu, kuri turkht ir af globkalie ekstemi. Lai nowrstu to, ka
eksteémi ir glohali, Y-ass virzied attieagi izstiepjam funkcijag grafiku. IzstiepSanu
var realiZt, pientram, pareizinoy ar para funkcijug, kur

9(x) =k, xe[(k-D, kr], k e N, g(X) = g(~x).

Vienkarsi uzraksims mireta tipa funkcijas pierérs ir: y = xcox. Ar “Mapple” iegita

grafika skice padita 7. am. S funkcija nav ierobezota. Vai varat adit tadu

negartrauktu, ierobezotu funkciju, kurai ir bezggl daudz loklo ekstEmu, bet nav
neviena globla ekstema?

T yis .1’0\/ ¥, U x P b

204

7. Zm. Funkcija, kurai ir bezgagi daudz loklo ekstemu, bet nav neviena glala.
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2.nodda. Slavenbu varda nosaukti ekstremu uzdevumi

Saj nodda iepazsimies ar vaitkiem ekstému uzdevumu &stule noZmigiem
uzdevumiem, galvenakt piewerSoties uzdevumu saturam un pagaid
neinteregjoties par to atris@Sanas metaum. Aplikoto uzdevumu saraksts, protams,
nepretend uz pilribu. Detaliztaku informaciju par vaigkiem te mitajiem
uzdevumiem var atrast V. Tihomirovaitgkigag grama@ “Stasti par maksimumiem
un minimumiem?” [T].

Eiklida uzdevums
(Euclid, apt. 365 — 300 p. ra., sengrigu matemtikis.)

Eiklida slavenajos “Elementos” - dilves \Estule pirmag zinatniskap
monogafija un pirmaj macibu lidzeki — atrodams eksimu uzdevums par visligha
paralelograma izgrieSanu no aatijstara, kas nisdienu redakdcij formulgjams &di:
Dotaja trijstari ABC ievilkt paralelogramu ADEKEF || AB, DE || AQ, kuram ir
vislielakais laukums[T, 30]

Uzdevumu var atrisiit ar dazdiem paeémieniem, viens no tiem dots ndaa
“Nevienadiba A> G”. Uzdevums kitu saregitaks, ja atteiktos no iekas dot
paraleliaites nosaguma.

Zeénodora uzdevums
(Zenodorus3 — 2 gs. p. nE., sengrigu matenatikis.)
No visiem n-giriem ar uzdotu perimetru atrast nastar vislielako laukumu[T, 16]

Arhim éda uzdevums
(Archimedesapt. 287 — 212 p. m3., sengrigu matenatikis, fizikis.)

Arhiméda sacetjuma “Par lodi un cilindru” ir formuéts un risirats &ds
uzdevums:
Atrast lodes segmentu ar visligb tilpumu no visiem segmentiem ar uzdo#us{as
virsmas laukumy.T, 31]

Heérona uzdevums

(Heronus,1. gs., sengrigu matemtikis.)

Doti divi punkti A un B viehpug taisnei |. Uz taisnes | atrast punktu D, lai@ittma
no A kdz D un no Bitlz D summauikiu vismazka. [T, 7]

Tartaljas uzdevums
(Niccolo Tartaglig apt. 1500 — 1557 ailu matenatikis.)
Skaitli 8 sadat divas ddas, lai to reizimjuma reizimjjums ar stargou hitu
vislielakais.[T, 39]
Veésturiskas zias un elemeats risiragjums ir dots punkt “Kubiska funkcija”.

Galileja uzdevums

(Galileo Galilei, 1564 — 1642, #lu fizikis, astronoms, mateatikis.)
Kada lenki jaizSauj kdinS, lai tas aizlidotu vigtak.

Macibu giamat ¥ [Oz, 153] atrodamsagls formutjums:
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V(2)Sin2(p
g

un ¢ izsvieSanas I&kis ar horizontalo virzienu. Noteikt izsvieSanaskie lai ar uzdotu
sakumaatrumuyvy vartu sasniegt visli@éko sviedienaaumu.”

“Slipa sviedienaatums apékinams [Ec formulasx = , kurvg ir sakumaatrums

Keplera uzdevums

(Johannes Keplerl571 — 1630, acu astronoms, mateatikis.)

No vienbas lod ievilktiem cilindriem atrast cilindru ar vislieko tilpumu. So
uzdevumu Keplers izvifa un atrisiaja sav darla “Vina mucu stereometrija” 1615.
gadi. [GT, 170 - 171]

Ferma uzdevums

(Pierre de Fermat1601” — 1665, fratiu jurists, matemtikis.)

Atrast taisnleka trijstari ar vislielako laukumu, jad kateSu garumu summa vigla
ar uzdotu skaitli[GT, 170]

Risinajumu sk. punkt “NevieradibaA > G”.

Viviani uzdevums

(Vincenzo Vivianil622 — 1703, #u matenatikis, fizikis, Galileja skolnieks.)

Dotas divas parales AB un CD, aflums starp ku#m ir b, un divi punkti: M uz AB
un N uz CD. Uz AB atliek nogriezni ME = aadé taisnes MN punkts &gavieno ar
punktu E, lai trijsziru EIM un NIF laukumu summaitu vismazka? F — taigu Fl un
CD krustpunkts[Zet, 58]

Heigensa uzdevums

(Christian Huygens1629 — 1695, holandieSu fiz$, matematikis.)

Ja lodelLy ar masuM un atrumuV ietriecas nekugga lode L ar masum, tad @dgja
legustatrumu

2MV
V= .
m+M
Izradas, ka, novietojot starpird divam lodem treSo lodi, var paakt lielaku (nek v)
lodesL atrumu. Kada anem treds lodes masa, lai lode iegitu maksinalo atrumu?
L1idzigs jausjums vispriga gadjuma: ka jaizvelasn lozu masas,

O<m<m<m<.<m,<M,
lai pec to setgam sadursrem pedéja lodel iegatu maksinalo atrumu?

No enegijas un impulsa saglabaris likumiem izriet 8ds Heigensa uzdevuma
matenatiskais modelis:

X et X,
(M+ X)X + X,)...(X, + M)

2™V 1 max, x,..., X, € (m M)

Konspekivu uzdevuma risigjumu ar diferendilrékinu meto@m var atrast V. Zota
grama [Zor, 468- 469]. Gaglumi ar vienu un digm “starplo@&m” aplukoti 5. nodda.
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Ferma-Steinera uzdevums

(Pierre de Fermat1601 — 1665)

(Jacob Steinerl796 — 1863, SveicieSu mataigis.)

Ferna uzdevums Dotaja Saurlezka trijsturi ABC atrast punktu P, kura attimu
summaidz virsotem A, B, C ir minimla. [Ko, 40]

Steinera uzdevumsAtrast plak@ tadu punktu, lai atilumu summa noat lidz
uzdotajiem trs punktiem ftu vismaaka. [GT, 170]. Par So uzdevumu esot intéjies
ar izcilais italu zimtnieks Kavalgri (Bonaventura Cavalieril598? — 1647).

Dazkart So uzdevumu saucigsar Tortelli (1608 — 1647) uzdevumu, bet punktu, kas
dod @ atrisirajumu, par Tordelli punktu.

“Punktu, no kura visas trijgta virsotnes redzamas vieh lepki, pirmais apikoja itaju
fizikis un materatikis, Galileja skolnieks Tokelli; pec vipa varda to sauc par Tarelli
punktu.”[EEM5, 310]

Fanpano-Svarca uzdevums
(J. F. Toschi di Fagnand 715 — 1797, #u matenatikis.)
(Schwarz Carl Hermann Amandus343 — 1921, acu matenatikis.)
Informacija par So uzdevumu atrodama &os avotos. Viens no avotiem, kurdta
af paSa Faano publilicija “G. F. FagnanoProblemata quaedam ad methodum
maximorum et minimorum spectantidova Acta Eruditorum 1775 (publ. 1779), 281-
303", ir H. Svarca 150-gadei vkt rakstdLau]. Taja lasam, ka“Marquis Gianfrancesco
di Fagnano [6], Archdeacon of Senigallia, had pdbedfollowing problemGiven an acute
triangle ABC, among all triangles with one vertex @ach side of ABC, determine one of
smallest perimeteiFagnano solved his problem with the help of caistil
Sap rakst ir uzmadits af H. Svarca izteiktigeometriska rakstura risjums, kur$
balstis uz doi trijstira seSkrSu atspogioSanu attieda pret to vai citu trijgira malu.
Citu, ne mazk skaistu atrisiljumu, atrada H. Svarca students Leopolds Fejers
(Fejer). So risimjumu var atrast, pieamam, H.Koksetera klasiskajgramat
H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometty New York-London, 1961. Sk.ag
tulkojumu krievu val. [Ko, 38-39], kur l@no uzdevums formetls Sdi:
Dotaja Saurlezku trijstirz ABC ievilkt trijstiri UVW ar vismazko perimetru.
Biografiskaja rokasgama@ [BB, 529] raksits, ka Svarcam pieder interesants
Fapano teoémas pieidijums. Tas formukjums:
No visiem trijsgriem, kas ievilkti dota Saurle:ku trijstarz, vismazkais perimetrs ir
ortocentriskajam trijstrim, t. i., trijstzrim ar virsotrem dot: trijstazra augstumu pamatos
Fapano uzdevums pastams arka Svarca uzdevums, sk. [GT, 170]:
Uz katras no uzdattrijstara malkim atrast paddam punktam, lai i@glajam trijstzrim batu
vismazkais perimetrs.
Elemengras materatikas enciklogdija [EEM5, 321] atrodama inforacija, ka
uzdevumu:
Dots trijstizris ABC; atrast uza makim AB, BC un CAatdus punktus X, Y un Z, ka trijsa
XYZ perimetrs minigis: XY + YZ + ZX = min.
pirmais (?) esot atrisiifis padstamais #cu materatikis H. Svarcs.
Spriezot pc pedgjiem diviem formugjumiem, var rasties iespaids, ka H. Svarcs

ir risinajis visparigaku uzdevumu, kas anosaukts via varda.
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3.nodda Piemeri no dabas

Ir daudz pieraru, kur dad noverojams tas vai cits optimaities princips, kur
kads process, pat nedaja daka, notiek visizdeigaka veida (minimala laika, ar
vismazko resursu pétinu utt.). DiemZl vairums no tiem nav aprakisbi ar
elemendras matenatikas dzeliem. Ir sastopams pat teiciens, ka ar dabuni
diferencialvienadojumu valod, ka bez tiem dabu nemaz nav igams izprast. Par
laimi vairakus piengdrus no dabas var ne tikai aprakstr elemeriiras materatikas
IidzeKiem, bet aratrisirat ar elemerdram meto@m.

Gaismas izplatSanas
2. nodda mingtais Herona uzdevumgr, 7]

Doti divi punkti A un B vieh pug taisnei t. Uz taisnes t atrast punktu @y
|AC| + |CB| hitu minimals
raksturo gaismas stara ekst&oripadbu: stars no punkta A uz punktu B, atstarojoties
punk@é C, veic vigsako cdu.

Savukirt saskaa ar Ferm principu gaisma starp diviem punktiem izpkat
minimala laika. Pec 8. Zm. var sagidit Sadu Herona uzdevuma mateaitisko modeli:

noteikt funkcijas f (x) =a? + x° +\/b2 +(c—x)> minimuma punktu.

A

8. 2m.

Vispirms atra@sim minimuma punktu ar algebriskiem gganieniem, piegdot &du
nevieradibu

f(x) =vaZ+x% +/b? +(c-x)? =+/(a+b)? +c? .
Kapinasim nevieadibas abas puses kvati.
a®+x*+b*+(c—x)*+ 2\/(a2 +x2)(b* + (c-x)?) > (a+b)* +¢c?

2\/(&12 +x?)(b? + (c—x)?) > 2ab+ 2cx— 2x>
(@2 + x*)(b? + (c—x)?) = (ab+ x(c— x))°
a’b® +a’(c—x)* + x°b? + x*(c—x)? > a’b? + 2abxc - X) + x*(c - X)?
a’(c—x)% + x’b* — 2abxc-x) >0

(a(c—x)-xb)*>0
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(ac—(a+b)x)* > 0.

Vienadiba tiek sasniegta, ja= ac
a+b

Heérona uzdevumam ir eleganggometrisks risisjlums, kuru pc seno griku
parauga var apmét ar vienu drdu SKATIES.

AC + CB =DC+CB > DB = AO + OB.

9. Zm.

Tatad punkta C optidlais stivoklis ir tads punkts O, kdr gaismas stara kriSanas un
atstaroSais lenkis ir vieradi. DetaliZtak ar Herona uzdevumu uratvariacijam var
iepaities, piendram, [gc [T, KR].

BiSu dinas

Apltikosim vienu no uzdevumiem (ko elem@atveida ir risinajis gramatas
levadi mingtais indieSu matestikis Rantandra) par to, &k bites optimiz vaska
pagerinu.

Turpnik tiek sniegts izvilkums no O. Ozolaagnatas [Oz, 158-159], sagkjbt
autora ortogifiju. “Talak pieersisimies $inu aizvakoSanas ja@gjumam. Pirma bridi varctu
domat, ka aizvikoSana visvienkSaka un visekonomigika ar taisniem akiem, izveidojot
Sanas k taisnas regularas sesist prizmas.

Apltkojot biSu $inas, redzams, kaisas ks sastv no trim rombiem, kuri visi saduras
virsotre H. Lai Zm¢jumu nepadatu neskaidru, 76.1m. pa#dits tikai viens no Siem
rombiem, romb#\HBF.” (sk. 10. zm.)
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10. 2m.

“Siinas ika formu var iedomties izveidotu no taisnas prizmas, kuras virspamats
AGMEBD No%kelsim, virzot naza plakni caur taisAB, slipu trijstira piramiduABDF un
uzliksim vipu piramidasAOBH vieta. Ja &du pasSu operaciju izdigim, %elot afi caurAM un
BM, tad $inas \ika forma ir iegta.

Pilnigi skaidrs, ka tikko apraki$i vaka veidoSanas procesessira prizmas tilpums
netika izmaifts.

Apzimésim DF = x un jauisim, kads gnem X, lai dinas virsmas laukums, pie dota
tilpuma hitu vismazkais.
b+ (b—X) o a(2b-x)

Trapeza®AFKL laukums ir 5

Tadu trapezuavirsna ir seSas. dpec sanvirsmas laukums i@ -6=3a(2b- x).

Romba laukums,&zinams, ir vierads ar vha diagondu reiziragjuma pusi. Bpec romba

2 2
AHBF laukums =AB-CF. Ta ka DC :%, tad AB=2,[a? —% —ay3 un CF = |x? —%.
2

{ 2
RombaAHBF laukums itad ir a 3x2+3% un visa dika laukums ir3a 3x2+3% . Sinas

aplikojamas ddas kogja virsma

2
S=3a(2b-x)+3a, /3x2+3%
2
S= 3{2b— X+ | 3%+ 3%} .

Reizimtajs 3a un sumands 2 funkcijas minima vietu (abscisu) neiespaidapdc

parraksam
2
S — X+ 3x%+ 3%. ”
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Lai noteiktu funkcijasS; minimumu, O. Ozols atrod atvagjomu un, pieidzinot

to nullei, iedist x:¥: “Redzams, ka nevis pig=0, kas atbilstu #as taisnam
aizvakojumam, bet piex=0,34% Sinas sieAm tiek pagréts vismazk vaska. Rpigos bisSu
sinu pEtjjumos ir atrasts, ka pat@essinu formaloti pareizi atbilst msu tikko atrastai
optimalai formari’ [Oz, 159-160]

Atvasirgjuma izmantoSana nav elemanat metode, turkt autors aizmirsis (?)
pamatot, ka atrastais punkts &ies dod minimumu. Funkcijas atvagjoms nav
atkafigs no &, vai nEs mekEjam minimumu vai maksimumu. Atvagjoma
pielidzinaSana nullei, &aini izsakoties,lauj tikai izdait aizdonas turamos, bet, lai
noskaidrotu, vai &ds no tiem iristais ‘vaingais’ (mekétais eksttms), ir vajadma
papildu izmekiSana. Var gatles, ka neviens no aizda@s) turamajiem visfr nav
vainigs, t.i., neviens no punktiem, kuros funkcijasaatdjums ir nulle, nav ne
minimuma, ne maksimuma, pat ne dtik ekstema punkts. Funkcija$, minimumu
var noteikt ar elemef@tu payémienu, sk., piegram, punktu “\értibu kopas
lietoSana”. Popualas <rijas “Biblioteka skoEnam” gamag [Nag, 21-22] dots ne tikai
uzdevuma elemedts risirajums, bet €l atzimets, ka lekis AHB starp #inu veidojoso
rombu maim ir aptuvenil0928 ... Citi uzdevumi, kur paidas $ids ie\erojams laekis

0:= 2arcsin\/?g = 2arctgy/2 = 109°28.....

ir minéti nodda “Neviemadiba A> G”. Uzdevuma par biSut®u formukjums ir
atrodams ar[GK, 116-117].

Gan augsik citétais O. Ozola, gan K. Steineraagra@ dotais formujums satur
maldinoSu informciju par to, K bites aiz@ko Jinu. “Neaizvakotai biSu &nai ir regufiras
seSdira prizmas forma. Ar medu piepitd Sinu bites aiz@ko ta, lai, nemainotas tilpumu,
izlietotu vismazk vaska. Rezuita Sina tiek @arsegta ar daudzskaldni, ko veidgstrieradi

rombi ar kopgu virsotni. So daudzskaldni &g, ja uz prizmas ass virs a@gspamata
izraudas punktuP, prizmas aug$a pamai novelk tisisakas diago@les un caur katru narg

diagoralém un punktuP velk plakni. Kadam ir pbiit romba virsotnes t&im, lai aiz\akotas
Sanas virsmas laukumgitu vismazkais? (Izteikt virsmas laukumu Kunkciju Q = Q(x), kur

X ir romba mala; atrisfuma var izmantot #dus apmmgjumus:a — seSstra malah — lielakas

sanu &autnes garums[51, 193]

Nav tiesa, ka ar medu piepild Sinu bites aiz&kotu ar tis rombiem, vismaz pie
‘civiliz étam’ bitém man to nav gajles redzt. Redzams ir kas cits. Aizkotas dinas
vacinS diezgan préei atbilst plaknes dai, bet mirtie rombi ir nogrojami citur,
proti, pie vaska pines pamata, no kuras uzaab pugm tiek veidotas #nas. Starp
citu, dravnieki izmanto akslhgi (ripnieciski) izgatavotas vaskaapies.

Vaska ekonomiju biSua#as var saskai, risinot vaieikus citus uzdevumus. No
regubiriem n-stiriem plaknes frklaSanai degi ir tikai trijstari, kvadati un sesstri.
Kurai no 3m trim figaram, kas apvilktas ap uzdotugki, ir vismazikais perimetrs?
Viegli noskaidrot, ka sedsim. Rinka iz\ele pamatota ar to, ka biteviar ielat Sina,
ka bites “&ersgriezums” pietiekami pré&d atbilst Sim rakim. Ar biSu $inam ciesi
saisits klasiskais uzdevums par plaknes s&dalu vieada laukuma apgabalos, tai
apgabalu kogjais perimetrs btu vismazkais®
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Elektrisk a strava
Elektrisla strava | sazarojuri sadads @, ka kopgais siltuma daudzums, kas izaal
parakli saskgtas pretegbas R; un R,, ir minimals, sk. 11. mmgjumu. Siltuma
daudzumuQ péc DZoula-Lenca likuma var izteikék

Q=kI/Rt+KIZR t,
kur k — proporcionalifites koeficientst —laiks unl = 1, + I,— péc Kirhofa likuma.
Detalizts izvedums ir dots gmat [S2, 74] Atbilsto3ais ekstmu uzdevums ir#ls:

X+y=lI,

min(ExX + qy’) = ?

un Ec x vai y izslegSanas iegstam kvaditfunkciju. Mingtaja macibu gamat
kvadmtfunkcijas minimuma noteikSanai izmantoti pirmi@idatvasirajumi.

l11 Ry

| l21 R,
I |

]
11. Zm.

BaloZu lidojums

Virs tdens palaists ajas balodis lido uz savu 3jvietu ta, lai pa€rétu
iIesgEjami maz enetijas.

Majas balozi izvaiis lidot @ri lielam tdenstil@m. Viens no izskaidrojumiem
ir tads, ka lidoSana virsidens prasa lieku enegijas patrinu neka lidoSana virs
sauszemes. [LM, 669]

Piepemsim, kae, un e, (e;<e) ir enegijas patrinS laika viemba attieagi virs
sauszemes un virgddens un ka tas ir proporci@a nolidotajam afilumam. Tad
iegisim &du eksttmu uzdevumu, sk. 12im&jumu.

min(ezx/ a®+x*+e(b- x))z ?

12. 2Zm.

Enegiju raksturojod funkcija, kurai imek minimums, @c bitibas ir &da pati
ka funkcija § uzdevum par biSu 8nu. Tas minimumu var noteikt ar elemant
papémienu, sk., pie@ram, punktu “\&rtibu kopas izmantoSana”.

&

Atbilde. Minimuma punkts irx;, =i, kurk =
k-1 e
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Piezme Gramaé [LM, 669] uzdevumu piealats risirat Sadam koeficientu
vertibam: a=1,b = 2 (judzes),k :%.

Arteriju t 1kls

Galveras artrijas un atzara savsta@jpis izvietojums minimiz enegijas
zudumus cileka (Aditaju) asins cirkuicijas sistma.

Atzaram jsavieno punkts C, sk. 13inz., ar galveno agtiju. Kura vieta B
jasakas atzaram, lai engjas zudumi asins cirkatijas sistma bitu vismazkie?

13. 2m.

Pec Puazda (Jean L. M. Poiseuille, 1799 - 1869), ffanfiziologs) likuma
enegijas zudumiE artrija ir tieSi proporcioali artérijas garumamg un apgriezti

proporcionli tas radiusaR ceturtajai pakpei, t. i., E :%, kur k — proporcionaliites
koeficients. Saskd ar So likumu unImgjumu iedisim, ka kogjie enegijas zudumi

galvenaj arkrija AB un tas atzai BC ir: E=%+k—¥, kur r — atzara adiuss,r <R
r

IzteiksimE ka funkciju no lexka 3:

y=—2 27X o x=a 20 p_yfasteteh, b |
sinp-y sinp R r*sinp

Pieazme Enegijas zudumi 8da forma ir ieguti gramaé [Hur, 178] Turkét, lai
noteiktu funkcijas E minimumu, gamatas autors atrodisS funkcijas pirm
atvasimjuma sakni un piemetina, ka fatrastais loklais minimums patiaba ir
absolitais minimums.

Atradisim funkcijas E minimuma punktu elemeira veida. leverosim, ka

funkcija E minimumu sasniedz t@jpa% punké, kura funkcija S_—%(%—C;fﬁj.
| r

lekavas ieKautais lielums ir nenegas, jo lenkis B ir Saurs ur < R Tatad Sis lielums

4
btis vismazkais (vienlaiggi arE), ja cos = (TRJ .
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4.nodda. Ekstremu uzdevumu risinaSanas elemerir as metodes
un panémieni

Iss metoZu apskats

Ar elemeniram meto@m parasti saprotatlas metodes, kis neizmanto
diferencalrékinus. Elemeriiras metodes ir d&gi zinat un izmantot ne tikai
skolo@jiem un vipu skoEniem, bet arstudentiem, kuri jau ir “ie®#iti” matenatiskas
analzes noslpumos. & saucaras univeralas metodes ar vienvagh pieejulau;
risinat loti dazida satura uzdevumus. Sava unigirsakstura @l Sis metodes ngm
veéra konkieta uzdevumapatribas. Tondr konkrta uzdevumapatribas ir tiesi tas, kas
nereti dod ies§ju atrisirat uzdevumu vienkrsak, isak un elegariik, neka izmantojot
visparigas metodes. Ksaka, nav ko Saut uz zvifdoem ar lielgabalu.

Natansona brasa [Nat, 4], K& atZmé pats autors, izmantotlti ierobezots
algebriskoidzeHu asortiments: vierskSakas kvadattrinomaipasbas un nevieidiba,
kas saista aritgtisko ungeometrisko vidjo. Tas daits iesgjami vienkarsaka izklasta
del.

Macibu hdzeki [BM], kas donats 8.— 10. klaSu skehiem, &l ir aplikota
metode — “Funkcijas artibu kopas izmantoSana” un dazinpaiieni vienkirsako
linearas phnoSanas (prograng®anas) uzdevumu rigiganai.

Elementras eksttmu uzdevumu risiiBanas metodes ir dylotas pat
zinatniskosrakstos. Piegram, rakst “Dazi paémieni funkcijas ekstreato vertibu
atraSan” [GG] ilustreti dazi &di papeémieni, tongr tie nav nedz nosaukti, nedz jauni,
turklat rakst nav atsaéu uz literatiru.

Skokniem un skoldjiem ieteicama grama& [VG, 5] galvenolért diskretas
optimizacijas uzdevumu risiganai ir piedvatas ddas metodes: atbalsta funkcijas
metode, nogrtejuma metode, Frlases metode, plaknesarpeidoSanas metode.

Darka [VR] bez jau I. Natansona b minétajam divam meto@m aplikotas
afn dazas citas metodes, sk. paifgs ar nosaukumiem: "Tras pakipes funkcijas
y=ax’ +hx’ +cx+d, a= 0, ekstémi; Trigonometrisks funkcijas; DaZas specifiskas
algebriskas funkcijas.” Uzditi panémieni, ka noteikt eks@mus visp@riga veida
uzdo&im trigonometriskm funkcijam:

y = aco + bsinx; y = acosx + bsinxcosx+ csin’x
ax’ +bx+c,
a, x> +b,x+c,
Sadas funkcijas ekstmu noteikSanu pat¥igu koeficientu gagluma.

Paragifa “Ekstremu uzdevumu ris@Banas metoZzu minimums matdikas
olimpiadés” [VR] lasams, ka

“Galveras metodes, kuras izdodas iAtlaliteratira sastopamajos uzdevumos, ir
sekojosas.

1. Ekstemu uzdevumu risi#Bana, izmantojot neviadibas.
1.1. Nevieadiba X>0.
1.2. Nevieadiba starp vidjo aritmetisko un vidjo geometrisko.
1.3. Nevieadibas starp citiem vijiem lielumiem.
1.4. Ko%-Bunjakovska nevieiba
1.5.CebiSeva nevieitiba.

Aplikoti atsevigi funkcijas pientri, bet nav anal&s jautjums par
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1.6. Jensena nevigshba.
2. Geometriskas interpratijas lietoSana.
2.1. Lauztasihijas garums.
2.2. Atalumu summa.
2.3. Laukums.
3. Funkcijas ¥rtibas pakpeniska monotona masana, izgloties piengrota veica
argumenta &rtibas.
4. Funkcijas aizgiSana ar to mazgosu funkciju.
5. Ekstema atraSana, konstjot algoritmu & mekkSanai.
6. Ekstema atraSana, lietojot zimas funkcijuipadbas (seviki kvadmttrinoma
ipa3bas).
7. Ekstema atraSana, izmantojot natiur skaifu un to nevieadibuipa3bas.
8. Ekstema EtiSana, izmantojot funkcijuevtibas spedaia veida izvéletos punktos.”

Lai izverstu visu So konspeia forma mingto papémienu vai metozu izkktu,
butu nepiecieSami vaiki macibu dzeli. Piengram, ko gan izsaka viensands
“Laukums” ka kaut kida abstrakta metode, jaésnneredzam attiggos lietojuma
pientrus? Paistams teiciens, ka nav i€@ms ienacities peldt, neielienottaden.
Lidzgi nav iespjams ap@gt kadu metodi, nelietojot to uzdevumu risgara.

Uzdevumu atlase, lai ilugtiu to vai citu metodi, ir visai nosda. Ta, visparigi
runajot, ir atkafiga no autoru izales un vihiem pieejaras infornmicijas avotiem. Viens
un tas pats uzdevums var naderairaku metozu ilus&Sanai, un otidi, kada giitaka
uzdevuma risiaSara biezi vien rakas lietot vaiikas metodes.

Vai pasiv kada universla recepte, ar kuras pdiibu var atrisiat jebkuru
ekstemu uzdevumu? Rakstveida receptes ir, tiesané vienrar izdodas realia. Vel
vairak, pat tad, jads iesgjams realizt, ne vienmar ir lietdefgi to daft. Piengram,
[ZS, 201] apgalvots:

Tadejadi, lai noteiktu funkcijas y = (x) vislielako un vismaako \ertibu intenala [a;b],

kuru pieraksta

max f(x) un min {x),
[a;b] [a;b]

1. janosaka eksemu punkti( intervala (a;b)) un funkcijas @rtibas tajos;
2 jaaprekina funkcijas ¥rtibas intervla galapunktos;
3. no visim iegitajam funkcijas @rtibam jaizvelas visliekka un vismaaka vertiba.

Studentiem paredios nacibu lidzelos ir atrodamasifla satura receptés

Lai slegta intervala [a; b] atrastu neprtrauktas funkcijas f visli@gko un vismazko

vertibu, ir jaizdara $idas darhbbas.

1. Jaatrod 3s funkcijas visi kritiskie punkti, kas atrodas m@a [a; b)].
2. Jaaprekina funkcijas ¥rtibas kritiskajos punktos.

3. Jaaprekina funkcijas ¥rtibas intervla galapunktos

4. No iegitajam \ertibam jaizraugas vislielikais un vismazkais skaitlis.

Skiet, batu mukigi izmantot §das kategoriskforma izteiktas receptes, nosakot,
piengram, sinusavai konstantas funkcijas ek&tnus, teiksim, interaa [-2007, 2009.
Var uz@adit afn tadus piemdrus, kad 2 nehis realizjama (vismaz andlski), toner
funkcijas vislieliko un vismazko vertibu atrast var pavisam viein&i. Konstrukcijas

ideja — iz\&l&ties funkciju, kurai maksimums un minimumsiracedzami ir interéla
galapunktos, — atspopia 14. amgjuma.
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14. zim.

Nodeigi papémieni eksttmu noteikSah ir funkcijas aizstSana atas:

" kvadratu vai kadu citu piengrotu funkciju;
. pretéjo funkciju;
. apgriezto lielumu.

Sai sakat noskaidrojiet, kuras viglibas ir pareizas:

maxf = min%

max f -minizl

min f -maxizl
max f = min(-f)

min f = max(-f).
1. piengrs. Atrast funkcijasy = sirx + cox ekstremlas \ertibas.

y? = sirfx + coéx + 2sik cox = 1 + sin =y <2= y| < /2 =
-2 <y< 2.
Ekstrenalas \ertibas tiek sasniegtas attigcpunktos

X=3—I+2nk, X=E+2nk, keZ.

Y Y2 X2 jax, y unzir pozitvi
z Xy

skaifi unx® +y? + Z = 1. (Vissavietbas XXII olimpiades uzdevums.)
Apzimeésim attieggi ar a, b un c dotis izteiksmes 16 saskaiimos. Tad gmekk
minimums funkcijaif =a + b + ¢, jaab + ac + bc= 1. Taka

f2_3=(a+b+c)?—3(@b+ac+ho) =%((a—b)2 +(a-c)?+(b-c)?)

2. piengrs. Atrast vismazko \ertibu izteiksmei

ir nenegaws lielums, tad f?>3 = minf= V3. Vieradiba tiek sasniegta, ja
1 1
a=b=c=—"—1 > X=y=z=——

NE NS

PieZme 6. noddas 49. uzdevums irel/viens netrivils pieners, kur KipinaSana kvadita ir

visai nodeigs paémiens.

3. piengrs. (Monotoni&tes izmantoSana.)

Aprekinat funkcijas y(x) =vx? +a® — x, xe [0, «), maksimumu.

Pieadisim, ka max/(x) = ja|. Skaidrs, ka mayx(x) =0, jaa =0. Jaa nav nulle, tady ir

2

dilsto3a, jo Vx* +a® —x= __a

Vx®+a® +x

augoSa. atad maxy(x) =y(0) = RJ.

un sauga esod funkcija apskamag interala ir
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Veértibu kopas izmantoSana

Vispirms iepamsimies ar visprigu §s metodes raksturojumu:

“Loti nodetgs ir ids paemiens: lai noteiktu funkcijag = f(x) ekstrenlas \ertibas, uzraksta
viemadojumu f(x) —y =0, kur y ir parametrs, un atrod parametés tertibas, ar kuam
vienadojumam attietba uz x eksist atrisirajums. Rezulita tiek iedita funkcijas @rtibu kopa,
pec kuras arnosaka funkcijas ekstratas \ertibas....Ar SO pggmienu var atrast ekstreahas
vertibasloti daudam dazda izskata funkcim.” [GG] Pedgjo izteikumu degtu komengt, vai
tas attiecas tikai uadam funkcijam, kuras reduggamas uz kvaditvienadojumu. Citta raksta
autori metodes (vai pamiena) ilustéSanai iz€lgjusSies &dus divus pa@cosus pierérus:
atrast vismaako un visliekko vertibu funkcijai

=Xt +2x-1
6x> —7x+3
Pirmap pientra iegist kvadatvienadojumu attietha pretx:

(By+ 1p¢ — (B + 2K+ 3y + 1 =0,
kuram eksist atrisirajums tad, kad diskriminants ir nenewyat t. i.,

(7y+2)> - 46y +1)(3y+1) =—23y* -8y > 0= —2%5 y<O.

unfunkcijai z=3x-2y, ja 3x* — xy+2y® = 23

_8
23
Ar1 otraj pientra iegist kvadatvienadojumu attietha pretx:
2
y= 3"2_ Z = 3% —x- 3"2_ Z+2[3X2_ Zj = 23= 123— Sz +Z— 46 =0,

kuram eksist atrisirajums tad, kadatdiskriminants ir nenegafs, t. i.,

levero, kamaxy =y(@) =0, miny = y[%j =

D =23(96 -7 >0= || <+/96.

Macibu hidzeki [BM] St metode apikota paragifa ar nosaukumu “Funkciju
veértibu kopas anae”, kur nerta pieraksi izklasfiti Sadu ¢etru uzdevumu risgumi:

Dota funkcijaig. Atrodiet \ertibu kopu.

Atrast \ertibu kopu funkcijaiy = 5 -
+ X

1+ x?

Atrast vismazko vertibu izteiksmei

, jax>0.
Atrast visliekko vertibu funkcijai 3x + 41— x? .

Macibu lidzeki [VR] St metode atata bez nosaukuma, toties ltetota sardra

2
daudzu uzdevumu risiBara. Raksturgi pieneri ir daljuma aixz thX+G
a,x” +b,x+c,
konkretizcija, iz\Eloties piengrotas koeficientu skaitligis \ertibas:

"Lai noteiktu &da veida funkcijas ek&imus, paldz prasme noteikt funkcijasésibu
apgabalu.

Doto funkcijas vieidojumu p@rveidosim par kvaditvienadojumu attietha pret x:
(Bey-au)X*+(D2y-by)X+(Cay-C1)=0
Lai Sim vieradojumam eksistu realas saknesapit D>0.”
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Jausjums par to, vai metode ir dga jebkurai koeficientu i&kei, nav analizts.
Turpnik tiks aptikoti divi uzdevumi (4. un 5.), kuri ilusts §s metodes tkumus.

1. uzdevumsAtrast funkcijasy:t+% vertibu kopu.

Aplikosim vieradojumu
yt=t?+1, ?—yt+1=0.

Lai vieradojums liitu atrisirams visient, ta diskriminantamgbat nenegavam:
D=y-4>0=ly|>2,

kas normg, ka funkcijasy vertibu kopa ir (-0, — 2]U[2, + ).

2
XZ—XH ekstrenalas \ertibas.

2. uzdevumsAprekinat daljuma y =
X+ X+1

Apzimesim So dajumu ary. Tad
yX +yx+y=x—-x+1

X(y—1) +x(y+1) +y-1=0.

Lai kvadatvienadojums hitu atrisiims visiem X, ta diskriminantam 3bat
nenegawvam.

D=(+1f —4(¢—-1¥>0
—3y* +10y—3>0

(y-3)(1-3) =0,
%g y<3.

Tatad daljumay vismazka un visliebka vertiba ir attie@gi 3 un 3. Noadisim af

punktus, kurosas tiek sasniegtag:= 1 unx = — 1.

2
3. uzdevums Atrast minimumu funkcijaiy=,/3x2+3%—x, ja a ir dots pozivs

skaitlis.
Parveidojam doto izteiksmi:
Aly +X)* = 12¢ + 3a° = 8¢ — 8yx+ 3a°— 47 = 0.
Lai iegatais kvadatvienadojums litu atrisirams visiemx, ta diskriminantamD jabut
nenegawvam.

D = 64/ — 32(3°— 4/) = 96(37 —a) > 0= ly| > %
Ta ka funkcijay pienem tikai poziivas \ertibas, tad
miny(9 =22y = &,

2’2
Piezme Sada funkcijay rodas uzdevumpar bisu #nu, kurs apikots punki “Pieméri no
dabas”. Ar augsgk izklastito papémienu uzdevums atrisits popudras <rijas “Bibliotcka
skoknam” gamat [Nag, 21-22]. Gimat [Oz, 158-160] funkcijas minimums atrasts, iztiekot
bez stingra pamatojuma, ar atvagima paidzbu.
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4. uzdevumsPozitviem x apgkinat ekstrenilas \ertibas funkcijai
X

y= X2 +6x+8"

Annia. Parveidoju doto sakalou par kvaditvienadojumu attietba pretx:

yxX + Byx+ 8y =x=yX + (By— Ix+ 8= 0=>D = (6y - 1f - 33/ =
D=4/-1% +1.
Lai kvad@tvienadojumam Iatu atrisirgjums, & diskriminantam jbat nenegavam.
Atrodu vieradojuma 47 — 12 + 1 = 0 saknes:

6+36—4 3+22
Ve = T

3‘?5 un vislieaka —y, = 3+§ﬁ .

Janitis. Anninpa kaut kur ir pigavusi Kiadu, jo es varu iag vél mazku y vertibu.
Nemotx = 0, dalijuy = 0.

Maijira. Redzam, ka metode, ko lietojusi Anaj neder. Atliek seci, ka
dotajai funkcijai nav ekstmu.

Peteritis. Maijina Kiudas. Dotajai funkcijai minimums ir tieSi 0, jo meredzami,
kay > 0 visiem dotajienx > 0.

Secinu, ka funkcijag vismazka vértiba ir y; =

X <3+2\/§

x> +6x+8 2

Paijiza. Metode torar der, joy =

Ka So uzdevumu risitu jas?
Iss $ uzdevuma risijums ir dots nodia “NevieradibaA> G”.
Tas, ko Annpa uzskaja par minimumu, iZadisies, ir maksimums.
No § panico& pientra redzams, ka metodes neuziganietoSana var sadat
parsteigumus pat tad, kad attige kvadiatvienadojuma diskriminants ir nenegas.
Augsak citctie pientri attiecas tikai uz gapimiem, kad, risinot neviewiibu

D > 0, tiek iediti ierobezojumi uz. Aplukosim vienkirsu piengru, kad & nav.
2

5. uzdevumsAprekinat funkcijasy = x -1 minimumu, jax > 0.

Sasidam kvadatviemadojumu:
X —yx—y—1=0= D=y +4y+4 =@+ 2F>0.

Tatad diskriminants ir nenegas visam y veértibam, toner tas &l nenoame, ka
funkcijai y nav minimuma. Das funkcijas minimumu var atrast pavisam vignsk

y=Xx—1= miny=y(0) = -1.
Tema ‘minip étjjumam’

IzanaliZt Sap punké aplikotas metodes iegms (tikumus, gitibas), meldjot
ekstémus, piemdram, &dam vispariga veida uzdoaim funkcijam:

2
Jax? +bx+c+kx; 22X thx+g rax + by, ja pX¥ +qy’ =d;

a,x” +b,x+c,

ax + by +cz japX+qy +rz2=d.
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5. nodda. Kvadr atfunkcija

Kvadratfunkcijai skolas mateatika tiek velitaipasSa uzmaba.
Daudzus ekstmu uzdevumus var redeicuz kvadatfunkcijas eksmu noteikSanu,
kas pamatojas uzdam divam svargam funkcijasy ipagbam:
. Funkcijai
y=aX+bx+c az0,

ekstéms ir punki x= —23 — maksimums, ja < 0,unminimums, jaa > 0.
a

" Funkcijasy = a¥ + bx + ¢, a= 0, salqu vidgjais aritnetiskais ir s
ekstéma punkts: maksimuma punkts,ga 0, unminimuma punkts, ja > 0.
" Ja kvaditfunkcija ir forma y=a(X— X)(X— Xy, tad eks@&mu

aprkinasars érti lietot formulas:

min y(x) = —%(x1 -x,)%, jaa>0
maxy(x) = —%(x1 -X,)%,jaa<0.

Pieradijumsir loti vienkarSs. Pirna ipa3ba izriet no prveidojuma

ooy veg
y=a X“+—X|+Cc=a X+— | +C——,
a 2a 4a
bet ota — no Vjeta teamas, saskga@ ar kuru saku summax1+x2=—E un @tad
a

X + X, b

salkqu vidgjais aritnetiskais =0 Tre& ipadba iedistama ar tieSugobaudi,
a

nemot x=1""2
2
1. uzdevumsAtrast minxy, jax—y =k.

Izteiksim y =x —k un iedgisim kvadatfunkciju x(x —k). Tai saku viduspunkts
2
_O+k :g ir mekkjama minimuma punkts. Atbildeminxy = —k?.

Macibu lidzeKos [KZZ, 161; S1, 191] uzsvars likts uz gachu, kad starfpak = 5:
“Noteikt divus skailus, kuru starjpa ir vierada ar 5, bet reiziums ir vismaakais.”

2. uzdevumsextrxy = ?, jax —y = 1.
Seit reizirijumamxy = x(x — 1) maksinala vertiba neeksist bet mininala ir
(- 0,25), sk. iepriek$o uzdevumu.

3. uzdevumssStieple ar garumu 80 cndgaliec taisnsiri ta, lai & taisnstira laukums
biitu visliekikais.[Vigl, 195; uzdevums atrisits ar diferendilrekinu paidzibul]

Nodonats ierkot taisnsirveidigu aploku. Materdls sagidats 600 m gara Zoga
uzcelSanai. Kds jizvelas aploka garums un platums, lai aiciba esoSo matedlu varétu
iezogot vislietko garnbu laukumu? Kdi jarem iepriekgja piemera minéta aploka iznari, ja
aploks fziezogo tikai no trim puan, tzde/ ka tas pieslejas taisnas upes krastf@iz, 155]
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Abus Sos vienkSos uzdevumus autors risina ar atvasima paidzbu,
nepamatojot izvedumu korekt.

No esoSajiemdaliem var uzbvet 200 m garu Zzogu. Ar S0 Zogu nepiecieSams ierobezot
taisnstirveida pagalmu ar visliegko laukumu, izmantojot vienai pagalma malapmcas
sienu.[Nat, 13]

Kads ir lielakais laukums taisngtim, kura tr's malu summa i200 m? [VR, 10-11]

Taisnstira malas apgmeéjam arx uny, laukumu un perimetru — attigg ar L un
P. TadP = 2x + 2y un anosaka maksimums kvautiunkcijai:

P
L=Xxy=X ——-X|-
’ [2 j

Maksimuma punkts ir sak viduspunktsx .. :%: y:;, t. i., maksinalais

taisnsiiris ir kvadats.
Ja ir uzdota 1s malu summ& = 2x +vy, tad
L = Xy = X(S—2X) = Xax :§:> y:§
4 2
4. uzdevumsAtrast ekstremias \ertibas reiziagjumamxy, jaax+ by =k, kura, b unk
doti reali skaitli.
ApzZimésim u=ax, v=Dbyun atrisiasim dotajam uzdevumamidkvertigu
uzdevumu, pigemot, kaab= 0, t. i.,
uv

u+v=k, extr—="7
ab

Parabolau(k —u) ekstrenalo vertibu sasniedzs virsotre u = g tapec

2
maxuv = maxu(k —u) = kj .

No Sejienespemot \era reizinsjumaab zimi, iegaistam &du atbildi.
2

Jaab > 0, tadmaxxy = K
4akb

, bet minimums neeksist

2
Jaab< 0, tadminxy = K
4ahb

, bet maksimums neeksist
Jaab =0, tad extxy neeksisi.

5. uzdevums (Uzdevums par Normandijas logulormandijas loga forma ir
taisnstiris ar pusaploci auggé Dots ir loga perimetrs. &di japem loga izrari, lai
logs izlaistu visvaitk gaismas?0z, 160; GL, 328; Ze, 51]

Apzimesim taisndira augstumu ax, ripka radiusu arr, doto perimetru aP un

laukumu aiL. Tad, sk. 15.imgjumu,
2

mr
P=2x+2r+mnr; L=2rx+— r—~ max

Izsalkam 2x un ievietojam to laukuma formiul
2

L:(P—2r—nr)r+%:(P—2r —”—Zr)r :%((ZP—(4+7r)r).
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ir maksimuma

Sai parabolai saknes ir 0 u%i, un to vicjais aritnetiskais
d+n 4+7

punkts. Atbilde: optiralajam logam aplocesdiuss vieads ar taisnsra augstumu, t.
P

A+m’

., r=X=

15. Zm. 16. am.

6. uzdevumsReguliras piraridasSABCDpamataABCD mala ira, bet anu &autne ir 2.
Apltukosim plakneiSAD para€lus nogrieaus, kuru galapunkti atrodas uz pamata diatgsn
BD un s$inu &kautnesSC Noteikt vismazko no &du nogrieau garumiem. [KZZ, 208. uzd.]

Meklgjamo nogriezni agmesim arGF, sk. 16. am. JaGE || AD un EF ||SD, tad plakne
FGE ir parakla plakneiSAD ApzZimésim nogrieha GE garumu ax. TadDE =x, CE=a—X,
FE = 2(@—x), jo trijstiris FEC lidzigs vieradsanu trijstirim SDC kuram malaSD divreiz

gaka nek malaDC. leverosim, kacos/FEG = cos[SDAzﬁ .

Pec kosinusu te@mas
FG2=x + 4@@—x)*—x(@a—X) = 6¢ — %x + 4a°

i =§, minFG:a 10.
4 4

X

Nakamo uzdevumu vispirms atrisiniet patagi un tad ieskatieties komenos. >

7. uzdevumsKonug ar pamataadiusuR un augstumud ievilkt cilindru, lai & pilnas
virsmas laukumsidu vislielakais. Uzskat, ka abiemkermeajiem ir kofgja simetrijas
ass.

Uzdevumi no krajuma KZZ

No gamat [KZZ, 147-152] formuétajiem 74 ekstmu uzdevumiem vismaz 25%
redu@jami uz kvaditfunkcijas eks&mu noteikSanu.

160.Atrast skaitli, kuru saskaitot ar savu kvatdr iedist vismazko vertibu.

164.Noteikt skaitli, kas savu kvagitu parsniedz ar maksiato vertibu.

165.Noteikt divus skaius, kuru staripa ir vierada ar 5, bet reizijums ir vismazkais.

166. Skaitli 16 sadat divos saskaimos &, lai to kvadatu summa btu vismazka.

168.Skaitli 18 sadat divos saskadimos &, lai divkarSota pirma saskad@ma un oté
saskaiima kvadiata summa ttu vismazka.
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171. Skaitli 26 uzrakst ka tris pozitvu skaifu summu &, lai to kvadatu summa btu
vismazka un otrais saskaimais kitu tris reizes lieglks par pirmo saskaimno.
Pierme Nosagumu par skalu pozitivitati var atmest & lieku.

172.No visam vieradsanu trapee&m ar Sauro lgki 45°, kuram augstuma un ligka pamata
summa ig, atrast trapeci, kurai laukumath vislielakais.

173. Taisnleka trapeces Sauraisnplgs ir 45°, bet perimetrs ir 4 cm. #am pgbit trapeces
augstumam, lai trapeces laukuritsitvislielakais?

178. Taisnleyka trijstiri, kura hipotenza ir 32 cm, bet viensy&is ir 60°, ievilkts taisngiris
ta, ka viena mala atrodas uz hipaieas. Kadiem pbat taisnsiira izneriem, lai &
laukums Iatu vislielakais?

179.Taisnlenka trijstirt, kura katetes ir 18 cm un 24 cm, ievilkts taignst Taisndira viens
lenkis sakit ar trijstira taisno leki. Kadiem pbat taisnstira malu garumiem, laiat
laukums Iatu vislielakais?

182.Vienadsanu trapeces Sauraisalgs ir 45° un perimetrs 4 cm. Noteikt trapeces augstumu
fi, lai trapeces laukumditu vislielakais.

184. Pusrikt ar idiusuR ievilkta trapeceABCD ta, ka s pamatsAD ir diametrs. Kidam
pbut trapecesABCD Saurajam lgkim pie pamata, lai trapeces perimetratub
vislielikais?

185. Paralelograma diagaju summa ir 8 cm. Noteikt miniito paralelograma visu malu
kvadfitu summu.

189. Trijstara divu malu summa i, bet lekis starp am ir 3(®°. Kadiem jabat malu
garumiem, lai trijgta laukums btu vislielakais?

192 Taisnleka trijstirt ABC kateteBC =a un & veido ar hipotefizu AC lenki o. PunktsD
atrodas uz kateteBC un starp visienBC punktiem & atGlumu kvaditu summaidz
taisrtm AC unAB ir vismazka. Aprekinat BD.

193.Noteikt vieradsanu trijstira virsotnes lgka kosinusu, lai trijsira laukums btu
visliebkais, ja medina, kas vilkta pretanu malu, irm.

195 Plaknes figra sastv no taisndira un vieadmalu trijstira, kuriem ir kopga mala.
Figiras perimetrs ip. Kadiem pbut figiras izngriem, lai &s laukums btu vislielakais?

200. Cetri punkti A, B, C, D nomditaja kartiba atrodas uz parabolag= ax® + bx+c; triju
mingto punktu koordiatas ir A (-2; 3),B (-1; 1),D (2; 7). Apgkinat punktaC
koordiratas, jacetrstira ABCDlaukums ir maksiraais.

208.Sk. 6. uzd. 34. lpp.

220.Konusa augstuma un veidules summa ir 4 dadah gbit konusa veidules garumam,
lai & tilpums kutu vislielakais?

226. Taisnel iet caur punktiem (3; 0), (0; 4). Punkésatrodas uz parabolag = 2x— x°.
Noteikt attlumu no punktaA lidz taisneil, ja A sakit ar koordiratu saskumpunktu.
Noteikt punktaA koordinatas, ja tas atrodas uz parabolas uflwatts no & lidz taisnei
ir vismazkais.

233. Automasna brauca no punkt& uz punktuC. Lidz punktamB tas atrums bija48kTm.
Cda remonta @ % no visa atlikus cda automasa brauca adtrumu, kas parakTm

S km - o .
mazks, bet pc tamatrumu palieliraja par 3aT. Kadai jabut a vertibai, lai automagia

visatrak veiktu céa posmu nd® uz C?
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6. nodda Nevienadiba A > G

Nevieradibai”, kas saista vigo aritnétisko un vidjo geometrisko, ir ncimiga
loma materatika un it ipaSi eksmu uzdevumos. Afglinasim, ka par nenegat
skaifu X, X , ...,X%, Vvidejo aritmetisko A un vickjo geometriskoG sauc 8dus
lielumus:

X X+ X !

A L, G= (X% X,)"

Skok parasti pieida 3s nevieadibas atsevidu gadjumu, kadn = 2, t. i.,

Py,
un reék, kad n=3. Rdga gadjuma viens no isakajiem nevieadibas A > G
pieradijumiem ir &ds.
levero, ka
2 2 2
-Y) +(x—2z> -2 o

Tatad X° +y* +2°>3xyz ApZimgjot: X, =X, X, =Yy°, X3 = Z, iegistam vajadigo
nevieradibu.

Gramatas  “Nevieddibas”  autori E. Bekenbahs un R. Bellmans
nevieradibu A > G raksturo k& arkartigi skaistuun raksta, kaatbez Saulim ir viena
no nevieadibu teorijas plariem [BB2]. Vipu gramat ir doti 12 daidi Sis
nevieradibas piefdijumi. Ne mazk cildinoSi par So nevieaibu izsalds citas ida
pasa nosaukumaa@natas autori G. &tdijs, D. Litivuds un D. PoijaS teorema ir tik
svanga, ka n@s dosimtai vairakus dazidas vienkrSibas un vispriguma pakpes
pieradijjumus [HLP, 29]. Vienkarsakais no Sa&s gamatis atrodamajiem
pieradijumiem, manugt, ir Elersa [BB2, 20] piedijums, kas faktiski ir &das
izveduma sémas:

x° +y®+2° - 3xyz= (X+y+2) (X

1

(Ja G:(xlxzmxn)E =1,tadA > n=(G<A

realizcija, izmantojot mateatisko indukciju.

Analogiska rakstura piadijums, kas atrodams lieliskaR. Kuranta un H. Robinsa
gramat [KR], pamatojas uzaélu ideju: pi@em, kan pozitvu skaitu summa ir dots
lielums, bet reizifjums visliekkais ir tad, kad ne visi Sie skiitr vienadi. Tad ar
vienkarSiem girveidojumiem iegst pretrunu.

Elegants un, l8et, &l vienkarSaks pieadijums, kas aizgts no |. Nivena
gramatas [Niv], latvieSu valadir publicgts A. Cibda raksi “Skaitlis e” [Cib3, 54].
Pirms sniegt So piadijumu, ilustesim & ideju ar kidu konkgtu piengru.

Apltikosim 5 skaius: 2, 3, 4, 5, 16 un ndkesim to reizirmjumu:

234516 < 634512 < 66459 < 66657 < 66.6.66.

Vai ieverojat, pec kada principa konstia § nevieradibu kédite? Mazkais
reizinatajs tiek aizsits ar vidjo aritnmetisko A = 6, bet liedkais — ar adu skaitli, lai
saglalatos summa. Tagadipesim pie vispriga gadjuma pieadijuma.
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Ar M un m apZmesim attiedgi vislielako un vismazko no skailiem
X1, Xo, ..., % . Jam =M, tad x; =X, =...=X, un atad A = G. Ja savukrt m< M, tad
reizingjuma X; X, ... X, 50s divus skaiis m un M aizsisim arA unm+ M —A. Sada
aizsiSana aonredzami saglasummu, bet palielina reiZiumu, jo m<A<M un

MM—-A(m+M —-A) = (m-A)(M-A) <0.

Ta ka katra nakamap aizvietoSanas sopaidas vismaz viens jauns reiaiajs A, tad
pec gaiga sdu skaita iegstamG " < A" jebG < A, kas af bija japierada.

Formusim divas svagas sekas, kas tieSi izriet noiigxy nevieadibas.

Sekas SK(SK — Summa konstants lielumslp nenegatu skaitu summa ir konstants
(nemaings) lielums, tad reiziums ir maksinals, ja visi skaili ir vienadi, t. i.,

(X +X+ ...+ X =K) = maxf X ... X%, ) = (EJ :
Sekas RK (RK — Reizirijums konstants lielums.Ja nenegatu skaitu reiziragjums ir
konstants (nemaigs) lielums, tad summa ir minéia, ja visi skalili ir vienadi, t. i.,

XiXo ... Xy =K = min X, +X + ...+ X,) = nVk .
DaZzi nevieradibas lietojumi

Vairaku uzdevumu form@jumi doti gkaka burtu rakst Srifta. Tas daits @apec,
lai verstu uzmarbu uz to, ka atti@gie avoti nav pirmavoti. Jaijums par
pirmavotiem biezi vien nav skaidrs. Protams, negaths, ka daZdi autori sastda Ec
satura vieadus uzdevumus neatkgrviens no otra.

1. uzdevumsNoteikt funkcijas f = x+l vismazko pozitvo vertibu.
X

Jax batu negaitvs, tad ar funkcijas \értibas litu negaivas, ipec jaapliko tikali
pozitivi X. Pozitviem skaitiem var lietot neviefdibu A > G, kas dod

x+12 x-1 =2.
X X

Atbilde. Funkcijas minirala pozitiva vertiba ir 2, jax = 1.

2. uzdevumsNoteikt funkcijasf (x) = ax+E vismazko pozitvo \ertibu, jaa unbir
X

pozitivi skaifi.
Spriezotidzgi ka iepriekEja pientra, iegisim:

1‘(x)=ax+9221/ax-E = 2J/ab= min f(x):Z@,jax:\/E.
X X a

Izmantojot So rezuitu, atrisiniet Vivani uzdevumu (sk. 2. notla).

Sada funkcijaf sastopama daudzos saisto3a rakstura uzdevumosisEzika
nodda velita gamatas 2. da [Cib2].
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3. uzdevums No visiem taisnstriem ar dotu laukumu atrast to, kuram perimetrs
vismazkais.

Apzimesim ar x, y, L un P attiedgi taisnstira malu garumus, laukumu un
perimetru. Tad. = xy un saskaa ar nevieadibuA > G:

P =2(x+y) > 4/xy,
Minimums tiek sasniegts, ja=Yy, t. i., ja taisnstris ir kvadats.
Piezme Gramat [Cez, 279] uzdevums risits, izmantojot funkcija§2x+£ pirmos divus
X

atvasirajumus.

Uzdevums par latako redzes laki
4. uzdevums Glezna pie sienas pi@ka ta, ka @is apaksja mala ir par a, bet
aug¥ja — par b metriem augst neléd nowrotgja acs. Kida attaZluma no sienas
janostijas norotajam, lai vira stavoklis, aplikojot gleznu, ftu vislabwligakais, t. i.,
lai glezna latu redzama vislieka lepki? [Ze, 59. uzd.]

Uz vertikilas sienas kaljas plakits AB. kida attzluma no sienas datrodas
nowerotajam, lai lexkis 0, kada vinS redz plaktu, bitu vislielrkais?[Nat, 21]

Uz vienas taish lenka malas ir dots nogrieznis AB. Agiinat, cik talu uz otras leka
malas ir atZime punkts, lai AB no# biitu redzams visliakaja lenki. [VR, 40- 41]

Apzimésim BC=a, AC=b, CD=x, ZADC=a un sBDC =8, sk.17.
zimgjumu. Tad a = xtgP; b = xga. AtbilstoSi uzdevumageometriskajam saturam
mums imekke maksinali liels Saurais lekis ¢ jeb, kas iridzvertigi, maksinala tge
vertiba

tgo—tgB  Xtga—-xtgB  b-a
1+tga - tgB X+ xtgo. - tgf X+ib'
X

tgp =tg(a —B) =

No iegitas formulas redzam, k@ bis maksinals, ja X+a_b btis mininils, t. i., ja abi
X
saska@imie his vieradi, kas dodx =+ ab.

Ir vienkarSageometriska konstrukcija,akiegit vislatiko redzes lgki. Atliekam
punktam B simetrisku punktu E attibg pret taisni CD. Novelkam gka fniju ar
diametru AE. Rika linijas krustpunkts ar taisni CD ir métdis punkts D.

Vel vienageometriska konstrukcija vislaka (optimala) redzes leka iediSanai,
kura turklat viegli saskat optimalitites pamatojumu, iragla. Novelk ki ar radiusu
a%b caur punktiem A un B, sk. 18iregjumu. S rinka pieskar3ars punkts taisniir
mekkjama punkta D atraSas vieta. Tas izriet no tdu ipagbam: lenpka ADB lielums
ir puse no lokan lenkiska lieluma, bet laka ACB lielums ir puse nar{—n) lenkiska
lieluma. Tatad, ja C nesakrar D, tad lekis ACB ir mazks nek lenkis ADC. Var
spriest arta: £ ADB = £ AEB Ka ievilkti lenki, betZ AEB ir lielaks nekk £ ACB.
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17. 2m.

5. uzdevumsAtrast reiziajumaxy ekstrenilas \ertibas, jaax + by = k kura, b unk
ir doti skaiti.

Luk, dazi risirmjumi!

Janitis. Izsakuy un ievietoju reiziajuma:
(K—ax _ (ax(k-ax) <[ax+k—axj2 1 K2

Xy = -
Y b ab 2 ab 4ab

Anniga. 1zsakuy un ievietoju reiziajuma modui:
IXyI:|x(k—ax)|:|ax(k—ax)|£|ax+k—ax|2 _ k2 '
| b || ab | |4ab| |4ab|
2 K2
Tatad maxxy=—— un minxy=———.
4ab 4ab

Maijizpa. ApZimgju u = ax, v =by. Tad pmekk ekstemi funkcijai % jau+v=k
a

Secinu, ka reizifjlumsuv bas maksinals, jau=v= > bet par minimumu neko nevar pateikt.

Atrodiet Kiadas, pavirtbas Sajos risipumos! Tas his viegli pamaamas, risinot

doto uzdevumu konktam a, b unk vértibam. Piengram,
extrxy="?, jax—y = 1.
Seit reizijumam xy = X(x — 1) maksirala vertiba neeksigt bet mininala ir: —%.
Redzam, ka viena no Anyas piedvatajam atbilcem (Soreiz attieba uz minimumu)
ir pareiza. Tas, ka atbilde ir pareizal menoamg, ka &s iediSanas veids air pareizs.
Uzradiet fdus a, b un k, lai Annipas atbilde btu nepareiza gan attida uz
minimumu, gan uz maksimumu.
Uzdevuma pareizatbilde ir (sk. 4. uzd. 33. lpp.):
2

Jaab > 0, tadmaxxy = %, bet minimums neekskst
2
Jaab < 0, tadminxy= —%, bet maksimums neeksist

Jaab = 0, tad extxy neeksisi.
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Eiklida uzdevums
6. uzdevumsDotaja trijstiari ABC ievilkt paralelogramu ADEFEF || AB, DE || AG,
kuram ir vislielzkais laukums|[T, 30]

Apzimesim: x = |AF|,y = |AD|,a = |AC| unb = |AB|, sk. 19. am. No dzgiem
trijstariem ABC un FEC izriet, ka

a_2"X_ ay+bx=ab.
y

b
Tatad Eikiida uzdevuma mateitiskais modelis:

maxxy="?,ay + bx = ah
ir ieprieks apikota uzdevuma atsews gadjums, kadk = ab.
Atbildi, ka x:% unyzg, 1si var iedit no seikm SK, jo laukumu var izteikt

forma xy= (ay)(bx)-ib, kur reizirataju ay un bxsumma ir konstants lielums.
a

Pieazme Eiklids savu uzdevumu rigija ar geometrisku prveidojumu padzbu, sk. [T, 31].
Ja atteiktos no nosgigma, ka mekdjama paralelograma main jabat paraklam do# trijstara

makm, tad Eikida uzdevumam tiu bezgali daudz atrisisjumu. Piengram, tikpat liels
laukums ir 20. ungjuma redzamajam taisngim. Atseviks Sim gagumam atbilstoss
uzdevums ir dots gmat [Sil, 71]: Pieradit, ka no visiem taisn@tiem, kas ievilkti dotaj

trijstarz, vislielzkais laukums ir tam taisngim, kuram mala, kas parah trijstira

augstumam, ir viefda ar § augstuma pusiUzdevums Kitu saregitaks, ja atteiktos no
paraleliites nosaguma EF ||AB, DE||AQ un aptikotu patvdigi novietotus
paralelogramus, piegram, K& 21. Zm., bet tas nedotu paralelogramus arakel laukumu.
Atrodiet tamisu pamatojumu.

B

19. 2m. 20. 2m. 21. Zm.

Sgele — varicija par Eikida uzdevumu.

Annipa iz\elas uz da trijstira malas vienu punktu Il,eép tam dnitis iz\elas
punktu J uz akamas trijstira malas. Beidzot, Anpa iz\€las punktu K uz atlikuss
trijstira malas. Annia cenSas paht, lai trijstira IJK laukums Btu maksinals.
Pieladit, ka Annha, sgglejot pareizi, vienrar var pamkt, ka trijstira 1JK laukums bs
vismaz viena ceturtda no akotngja trijstara laukuma. K jasgele Janitim, lai Annina
nevagtu iedit vel lielaku laukumu?

40



x> 0, vismazko Vertibu.

7. uzdevumsNoteikt funkcijas f(x) = x% + 2
X

Lietosim sekas RK:

F)=x+2+L = minf()=3,jax’ == jebx=1.
X X X

: N b : : .
8. uzdevumsNoteikt funkcijas f (x) = ax® +;, x>0, vismazko \ertibu, jaa unb ir
pozitivi skaifi.

Lidzgi ka iepriek€ja uzdevum iegasim, ka

2
f(x):ax2+£+£; aX2:£2X23£:minf(x):33/a_b .
2X  2X 2X 2a 4

Nakamais ir saistoSs uzdevums, kuru var rétuez tikko apilikota veida
funkcijas minimuma noteikSanu.

9. uzdevumsNepiecieSams izgatavot kasti, kuras tilpumatmi 108 cni. Kaste ir
valéja no augSas un tai ir kvadtveida dibens. Ediem jbit kastes iz@riem, lai tas
izgatavoSaa patrétu vismazk materizla? [BM, 25]

Apzimgjot kastes pamata maluaun tis augstumu ay, iegasim, ka s tilpums
V =x%y =108, bet virsmas laukun® = ¥ + 4xy. Izsakoty no tilpuma izteiksmes un
ievietojot to laukuma izteiksen dakjam funkciju

S(x) = x? +£2: X2 +£5+2—16,
X X X

kura saskaa ar selim RK sasniedz minimumu purakt =6 =y = 3.

Heigensa uzdevumgFormukjumu sk. 2. noda.)
10. uzdevumsNoteikt funkcijas:
X . Xy
1 = ; 2) h(xy) = e ,M
) () (Mm+x)(M + x) ) ha(xY) (M+X)(x+ y)(M +Yy) xye(mM]

maksimumu.
Maksimuma viet vispirms melkdsim minimumu dajumam ——

h ()

1 _me)Mx) oy MM M > 2mM +ma M =(Wm+VM)2,
h, (x) X X

AtbilstoSais punktskura funkcija sasniedz Soextibu, ir x=+mM, t. i., doto lielumu
geometriskais vigjais. No Sejienes secim, ka

1
maxh, = hl(\/W) = m .

Tagad noteiksim maksimumu funkcijap, kura moded Heigensa uzdevumu divu
"starplozu” ga@iuma, sk. skemu.
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O OO0

Pec vienkarSiem @rveidojumiem, izmantojot neviadibu A > G, iegist:

1 (me(x+y)M+y) _ (mM +ﬂ/+x] (mM

+ —+ﬂ+yJ+m+M >
h, (X, y) Xy y X X oy

>R®mM + RmM2 +m+M = m+3IM)3.

Nevieradiba Kast par vieadibu, ja
mM _my_ mM_xM _

y x o x oy
Atrisinot 8o sistmu, dalii: x =mg, y = mdf, kur g = 3/M , 1. i., mazka lode iegist
m

vislielako atrumu —maxh, = , jJa lozu masas veidgeometrisko progresiju

1

ar noadito kvocientuq.

Keplera planimetriskais uzdevums
11. uzdevumsDotaja rinki ievilkt taisnsiri ar vislielako laukumu[T, 51; Nat, 15]
Pieradit, ka no visiem taisngtiem, kas ievilkti dotaj rinki, vislielakais laukums ir
kvadiztam.[Sil, 651. uzd.]
12. uzdevumsNo visiem taisnstiem, kuri iekaujas pusriki ar @adiusur, atrast to,
kuram laukums visliakais.
Atrodiet vienkarSu geometrisku pamatojumu tam, ka ngéha taisnsiira malai
noteikti jaatrodas uz nka diametra, un risinieedu uzdevumu:
Dotaja pusrigki ievilkt taisnsiri ar vislielako laukumu([Ze, 54]

Dosimisaku un vienkirsaku risimjumu saidzinajuma ar [VR, 11].
L(ABCD) = 2y, kurx® + y*=r?, sk. 22. m. ApAmesima =, b =y?. Tad

L=2Jab<a+b=r2.
Maksimums tiek sasniegts,ga=b jebx =v.

Uzdevums der & pienérs seku SK ilustSanai, jo izteiks® L*= 4(r*—x°)
reizinataju x* unr’=x*> summa ir konstants lielums. Eosim, ka maksimajam
taisnstirim AD = 2CD. Tas noune, ka no visiem ki ievilktiem taisngiriem
maksinalais laukums ir kvaditam.
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22. 2m.

13. uzdevumsAprekinat maxxy, jaax’ + by? = c, kura, b unc ir doti pozitvi skait.
Ta ka ady’ = axX (c —aX) un $0 reiziataju summa irc, var lietot sekas SK.
Saskaa ar &m reizirajums ks visliebkais, ja abi reiziataji bas vieradi:

al=c—af=2ad=c= 2y =c = 4abdy? =2 = maxxy=—-—.
Y Xy Y=o

Ka S0 uzdevumu var interpgt geometriski? $iet, visai viegli to saskatt
gadjuma, kada=b= 1 unc =r% Izteiksmexy izsaka nika x* +y*<r? ceturtdda
levilkta taisnsira laukumu, bet izteiksmexf — pusriki ievilkta taisngira laukumu.
Savukirt 4xy nav nekas cits&11. uzdevurm mekEkta taisnsiira laukums. B sekas no
Sejienes iegstam, ka no nki ievilktiem taisngiriem visliekkais laukums ir
kvadi@tam, bet no pusiki ievilktiem taisngiriem visliekkais laukums ir Skvadiata
‘puser’. Art 14. uzdevum izteiksme 4y gluzi tapat izsaka taisnsta laukumu, tikai
tagad tas ir ievilkts eligs sk. 23. .

N / S
N7

23. 2m. 24. Zm.

PieZzme Starp rki un elipsi attietba uz Sajs figuras ievilkto maksinalo cetrstiru
laukumiem pagiv bitiska at&iriba. Ripki ievilktais maksinlais cetrstiris nosakms
viennoZmigi, bet elipg — re. Elip< ievilkta maksinala taisnsiira laukums ir tikpat liels &
24. Amgjuma redzam cetrstira laukums. Lai izvaitos no atrisigjuma nevienndimibas, var

aplikot tikai taisngirus.
2

X % x>k, kur k — dots

14. uzdevumsAprekinat minimalo vertibu funkcijai f (x) =

skaitlis.
Funkciju f uzraksim ka summu:
f=(x-k)+ K
X_
un lietojam sekas RK. No pirmo divu saskaib vieradibas dabjam x =2k un
minimalo funkcijas \értibu f(2k) = 4k. Zinot atbildi, var konstré&t %adu isu
pieradijumu:

2

+ 2k

> 4k < x2 > 4k(x—K) < (x—2k)? >0

x—k
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PieZme Ir vairaki geometriska rakstura uzdevumi, kur juis aptikota veida funkcija,
piemeram, turpnak risinatais uzdevums par minita tilpuma konusu, kur$ apvilkts ap doto
lodi.

Ferma uzdevums
15. uzdevumsAtrast taisnleka trijstiri ar vislielako laukumu, jad kateSu garumu
summa viedda ar dotu skaitlifGT, 170]

Ar S0 uzdevumu Fermnilustrgja savu jauno metodi (Fefmteokma, 1638)
funkcijas eks@&mu mekéSanai. So vierdSo uzdevumu unakamas tfis varicijas par
maksinaliem trijstariem &rtak risinat ar elemeriram meto@m. Ferna uzdevums ir
l[idzvertigs uzdevumam par taisosd ar visliehko laukumu atraSanu, ja tam ir dots
perimetrs.

16. uzdevumsAtrast trijstiri ar vislieiko laukumu, ja tam dota divu malu garumu
summa un lgkis starp im makm.

Atbildi, ka mekEjamais trijstiris ir vieradsanu, loti 1si var iedit no sekm SK.
Apzimesim neziamo malu garumus a unb, to summu ak un lexka lielumu arp.

Tad IaukumsL:%absinB ir maksinals, jaa = b. Ferna uzdevums ir Suzdevuma
specils gadjums, kad lekis f ir taisns.

17. uzdevumsNo visiem trijstiriem ar dotu pamata un divu malu summu atrast to,
kuram laukums visliakais.

Apzimesim trijstira neziamo malu garumus ax uny. Pec Herona formulas
trijstara laukums ir

Jp(p—c)(p—x)(p-Y),

C+X+y C+KkK

kur pusperimetrs p= . Ta ka reizimtaju (p—X(p—) summa ir

konstants lielums, tadeizinajums kis visliekkais, ja tie vieadi, t. i., jax =y. Tatad
mekkjamais trijstiris bas vieradsanu trijstiris.

No § vienkarSa uzdevuma uzreiz izrietds svaigs rezulits, uz kura pamatojas
Zenodora uzdevuma risijums.
Sekas Jan-stirim ar dotu perimetru ir maksitais laukums, tad tam visas malas ir
viemadas.

18. uzdevums No visiem trijstiriem ar dotu perimetru atrast to, kuram laukums
vislielakais.

Atbilde, ka melké¢jamais trijstiris ir vieradmalu, izriet no iepriek$a uzdevuma.
Uzdevumu var atrisét arf, lietojot Herona formulu un sekas SK, sk., pignam,
[Ze, 68; Si, 400-401].

Vai viens un tas pats cilindrs iakamo divu uzdevumu atrisijums?

19. uzdevumsAtrast augstumu taisnam cilindram, kuram ir visil@is gnu virsmas
laukums un kurs ievilkts lédar radiusu r.[Ze, 87]
Dotaja lode ievilkt cilindru ar vislieliko sinu virsmas laukumyNat, 17]

44



Lode ar radiusu R ievilkts cilindrs. Agkinat ta cilindra iznerus, kura gnu virsmas
laukums ir liefikais.[VR, 48]

Keplera uzdevums par vislieako cilindru
20. uzdevumsNo vienbas lo@& ievilktiem cilindriem atrast cilindru ar vislieko
tilpumu.
So uzdevumu Keplers izvija un atrisiaja 1615. gaa sava darla “Vina mucu
stereometrija” [GT, 170-171]

Dotaja lode ievilkt cilindru ar vislielzko tilpumu[Nat, 25]

Apzimgjam lodes #diusu arR, cilindra pamataadiusu arr, augstumu aH,
tilpumu arV un €nu virsmas laukumu &. Tad

V =ar?H.
4r® + H? = 4R
& = (2urH)? = 160°r* (R = r?).

Reizimitaju r> un @& —r? summa ir konstanteagéc & bas maksinals, ja Sie
reizinataji bas vieradi, t. i., ja

R=2%=H=RY2.

Tatad 19. uzdevumoptimalais cilindrs raksturojams ar attieeH : R= /2.
Tagad noskaidrosim, vai 20. uzdevawmptimalais cilindrs raksturojams ar So
pasu attietbu. No sakabas
4r® + H? = 4R

iet, dabiskk batu izteikt 4% un ievietot to tilpuma izteikstn Tad Mitu jamekk
maksimums kubiskai funkcijaii= nH(4R? — H?). Ton®r, 3eit lietdeigi izteikt H:

H?= 4R — &% = 4V ? = 4" (4R — 4®) = n° (2r%)(2r®) (4R — 4rP).
Pielidzinot reiziratajus, iegistam:
P = AR — 4% = I? = 2R = H:R=2:/3.

Tatad katram uzdevumam ir savs optiais cilindrs:

Piezme Dotap risinajuma var saskat papemienu fdas kubiskas funkcijas ekatnu
noteikSanai, kurai viena sakne irgjo divu saku vidgjais aritnetiskais. 3kak Sis pagémiens
ir izklastits nodda “Kubiska funkcija”.

Visstipraka sija

21. uzdevumsBa/ka Skersgriezums ir mgkis ar radiusu a. No bia tiek izésta sija ar
taisnstira Skersgriezumu. Bfa stipriba ir proporcionila pamatam un /&rsgriezuma
augstuma kvaditam. Atrast gersgriezuma formu, kurai sija ir vissti@ka.

[GK, 114, 1. izdevums 1912. g.]

UzdevumaStipribas naciba piewida, ka taisnsirveidiga sersgriezuma sijas iztaba
ir proporcionala platumam un augstuma kvadratarad&m fbiit no apda koka ar caurraru
d izgatavotas sijas platumam x un augstumam ysijai biztu visiztuigaka? nepietiekami
stingrs risiajums ar atvasi§juma paidzibu ir atrodams gmat [O, 155]. \&l agrak latvieSu
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valodh izdo# literatira uzdevums par optiéifo siju ir formukts J. Cizarewia macibu gamat
[Ciz, 90]:

Sijas nestsfja ir atkariga no izteiksmes Bivertibas, kur b un h ir sijaskérsgriezuma
platums un augstums. Siju veidojam no /ap&oka ar diametru d. &dam pbat sijas
platumam x, lai tai itu maksinala nestspja?

Zinams, ka sijas ar taisn@ta Skersgriezumu stigba mairzs proporciomli platumam
un augstuma kvadtam. Kadi bis izneri visstiprakajai sijai, kas izzgéta no apda bagka,
kura diametrs ir dJzdevumselemendra veida atrisirats [Ze, 70].

Aprekinat, kadai ir jabat taisnstirveida sijas gersgriezuma izmru attiegbai, lai sijas
izturiba liec bitu vislielika, ja sijas iztufbu lie aprékina pec formulase = kxy?, kur x ir
sijas &ersgriezuma taisngta pamats, y —taisngta augstums, Kk - proporcionaiiies
koeficients.Uzdevums ar diferenarékinu paidzibu, turkht izmantojot &l otras kartas
atvasinjumu, risirats macibu fidzeki [S2, 173-174].

Atrisinasim uzdevumu par visiztigako siju elemeriira veich. No sakaibas
X +y? =d? sk. 25. ”mgjumu, izsakm y? un to ievietojam formal kas raksturo sijas
izturibu: f = kxy” = kx(d® —x°). leverosim, ka izteiksra

212 =2 (2A)(d 2 -x0)(d 2 —d)

pedejo tris reiziraitaju summa ir konstants lielumsapec saskaa ar selkm SK
reizingjums kus visliebkais, ja Sie reizifitaji ir vienadi, t. i., ja 3¢ =d %
Tatad visiztutgakajai sijai fis iznEru attiegba iry : x =+/2.. ?

22. uzdevumsAtrast punktu trijsira iekSier, kura atzlumu kdz trijstzra malim
reizingjums ir visliebikais.[Ze, 69; Sil, 72]

Noteikt, kur trijstira iekSpug atrodas punkts, kura atumu kdz maéim reizinzjums ir
lielakais.[VR, 48]

Pienemsim, ka mekkais punkts ir D un atumi no & lidz trijstira makm ir X, y unz,
sk. 26. zZmgjumu.

25. 2m. 26. 2m.

Savienojam D ar trijsfa virsotrtm un apékinam trijstira ABC
laukumu: LABC = LADB + LBCD + LADC = 2L =cx+ ay + bz
Summacx + ay + bzir konstants lielumsapéc reiziragjums cx ay- bz bus maksmls
ja visi saskaitmie ir vieradi:

2L 2L 2L 2L

cXx=ay=bz=— = X=—, y=—, z=—"—.
Y 3 3c y 3a 3
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Uzdevums atrisifits. Tau var pateikt vaik, proti, ka mekdjamais punkts D ir
medanu krustpunkts. Tie$n, apzmesim arh,, h, un h. trijstaira ABC augstumus, kas
novilkti attieagi pret maim a, b unc. Tad

h h h,
2L=ah,=bh,=ch, = x=-—%, y=-2%,6 z=-2,
hy = bh, =ch 3 V=3 3
Izmantojotipadbu, ka trijstira medinas krustojas vienpunka un dais attiegba
2:1, skaitot no trijstra virsotnes, iegstam vajadiggo seciajumu.

Optimalas konservu bundzas

Der iewrot, ka atkaiba no iz\eleta optimaliites kri€rija atbildes var btiski
atXirties. Sai sakar  atrisirasim divus paistamus uzdevumus.

23. uzdevumsKadam cilindram ar dotu tilpum\ virsmas laukums ir vismakais?
(Tiek minimiz&ts materila patrins.)

24. uzdevumsKadam cilindram ar dotu tilpum\V salaidumathiju (Suvju) garums ir
vismazkais? (Suves garums sasho divu rika finiju un cilindra veidules garuma.)

Abi Sie uzdevumi ar difererdrékinu paidzbu analizti gramat
[TK, 134-136]. \&l agrak uzdevumsNo skirda jaizgatavo bundZa ar tilpuma I, kura ir
noskgta no augSas un apakSasadfem pbat bundzas izériem, lai t@s izgatavoSanai
vajadztu iesgjami maz matetila, ar diferencilrekinu paidzibu ir risimats 1932¢g.
izdotap macibu gamat [Vigl, 198-199]. Sk. ar [GK, 328] Atrisinasim abus
formuletos uzdevumus ar vieakSaku (elemeritru) metodi.
Apzimésim cilindra augstumu af, pamata adiusu arR, virsmas laukumu a% un
Suvju garumu ag. Tad, sk. 27.1mgjumu,

V = RPH, S= 2rRH + 2tR? - min, g=4nR + H— min.

27. 2m.

IzsakotH no tilpuma formulas un ievietojot ®ung izteiksnes, iedisim:

S:271'R2+\i+!, g=2r R+27r R+ Vz.
R R T R

Abas izteiksngs tris saskaltmo reizirajums ir konstants lielums. Lietojam sekas RK
un seciam, ka optinalas konservu bundzasdiuss attietgi ir sads:
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R:SJl , szf V2 .
2 2

leverosim, ka optimlas bundzas raksturojamas ar saé@n H = 2R unH = 2R, t. i.,
pirmaj variani augstums sakrar pamata diametru, bet oftaj kad sminimize Suvju
garums, — augstumsirreizes liedks neld diametrs.

25. uzdevums Kadam cilindram ar dotu virsmas laukumu ir vidllais tilpums?
Atbilde. Cilindram, kuranmH = 2R. Tas izriet no ieprieks afitota uzdevuma. letrosim, ka
uzdevums: miB = ?, jaV=\V,, ir aizstijams ar saisto (dwalo) uzdevumu: maX = ?, jaS=%.
Sads atsevigs gadjums: No visiem cilindriem, kuru pilnas virsmas laukum#r cnt,
noteikt to, kuram ir lieikais tilpums sarezitak, izmantojot treds pakipes funkcijas
ipadbas, atrisiats[VR, 55].

26. uzdevumsKadam cilindram ar dotu tilpumd virsmas laukums, neskaitot vienu
pamatu, ir vismaakais? (Tiek minimizts materila patrins.)

Atbilde H = R viegli iegistama pc 24. uzdevuma risijuma parauga.

Sads atsevis gadjums: Cik liels japem cilindriska litra nara radijs un augstums, ja dra
pagatavoSanai grib izlietot vismag materiala? [r = 6,828 cm, h =6,828 cnl, gramat
[Oz, 160] piedvats patsivigai risireSanai, dorijams, ar atvasifjuma paidzibu. Sk.
an [GK, 328].

Optimalie konusi
27. uzdevumsKads ir maksinalais tilpums dotaj lode ievilktam konusam?

Atrast augstumu visligka tilpuma konusam, kuru var ievilkt ledr radiusu r.
[Ze, 85, GK, 114; GL, 325]

Pieradit, ka, ja dotag lode ievilkts vislielika tilpuma konuss, tad lodesdiuss attiecas
pret konusa augstumu iB8:4.[Sil, 73]

Kads ir lielakais tilpums konusam, kuru var ievilkt ar radiusu R?[VR, 54]
Izmantojot sekas SK, uzdevums ir atrigggamat [Sil, 418-419].

Apzimgjam lodes #diusu arR, konusa pamatadiusu arr, augstumu ah un
konusa tilpumu a¥. Tad, sk. 28.1mgjumu,

CO°+ ACP= (h—R)*+r’=R = r’=2Rh-h?*;
6V = 2nr*h = 2r(2Rh—h?)h = n(4R - 2h)h-h.
Pedgjo tris reizirataju summa ir konstants lielumgpec no sekm SK dalijam
327R®

AR=3 = maxV = :
81

28. uzdevumsAtrast vismazko tilpumu konusam, kur$ apvilkts ap lodi adiusu a.
[GK, 114]

Atrast ap doto lodi apvilkta taisna afza kona augstumuat lai ta tilpums hitu
vismazkais.[Oz, 160]

Citetaja literatira uzdevums pietvats patsivigai risiraSanai, dorgjams, ar
atvasinajuma paidzibu. Atrisirasim to ar elemeatu paémienu, kurs jau lietots,
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risinot 14. uzdevumu. Apmesim mekéjama konusa pamatadiusu arr, ta tilpumu
arV un augstumu ahn. Tad no idzigiem trijstiriem ACD un ABO, sk. 29.imgjumu,
un Pitagora te@mas ie@sim, ka

a r , a°h 1 a’h® ra’ 4a®
= >r'=—=V==r = h-2a+ +4a .
h-a /r24n? h-2a 3 h-2a 3 h-2a

lekavas ieHauto pirmo divu saskaino reizirgjums ir konstants lielums. Sasig@ar
sekim RK tilpumsV bas minimils, ja Sie saskaimie ir vieradi, t. i., jah = 4a. Zinot
So sakabu, viegli ie\erot, ka optinala konusa tilpums ir tieSi divas reizes dik$ nek
dotas lodes tilpums.

D r C

28. 2m. 29. Am.

Pieame. Gramaa [SCJ, 81] aplikots &ds uzdevumsAp lodi apvilkts cilindrs C un
konuss K; cilindra un konusa tilpumu apesim ar \{ un\,. Kadu vismaazko \ertibu v var
piegemt \4, ja Vi =1? Cik liels ir apvilkz konusa K ar tilpumu v akdi Skéluma virsotnes
lepkis? Autoru risiragjums saldzinajuma ar augstk doto ir krietni gagks un tehniski
sarezgitaks.

29. uzdevumsPozitviem x atrast funkcijag(x) = x(1—x°) vislielako vertibu.
leverosim, ka funkcijag savu maksimumu sasniedz int#av (0, 1), jo tiemx,
kuri lielaki neka 1, funkcijas @rtibas ir negavas. Lietosim sekas SK funkcijai2

2g° = (2¢)(1-X)(1-X)

Pielidzinot reizimtajus: 2¢ = 1 — X4, iegastam, kax> :%: maxg = Z—f :
Aplikota funkcija ir pamat vairakiem saistoSiem uzdevumiem, kurugidiou
literatiira nereti piedva risinat ar diferencilrekinu paidzbu.

Vislielakais apgaismojums

30. uzdevumsVirs apda galda centra Gipovieto gaismas avots, tlai apgaismojums
uz galda malas tu vislielakais. Kads ir virsotnes lgkis optinala apgaismojuma
konusam, t. i., konusam, kura pamats ir dotaislapayalds’ un virsotne — ‘gaismas
avots’? Piaemt, ka apgaismojums pu@kM ir proporciorils kriSanas lgka AMO
sinusam un apgriezti proporcis atéluma MA (lidz gaismas avotam A) kvatiam,
sk. 30. zm.
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Bloka virs apda galda centra kafjas lampa. Kda augstum janovieto $lampa, lai uz
galda matim iegitu vislielzko apgaismojumu?([Vigl, 224-225] uzdevums risits ar
atvasirajuma paidzbu, bet ar elemefiiem paemieniem tas atrisits [Nat, 27-28].)
msing

r2
attzlums no laukumaidiz gaismas avotam, m- konstante (gaismas avotasifite). Kada
augstum h janovieto lukturis uz staba, lai atuma a esod horizontila laukuma
apgaismojumsiiu vislielzkais?[GK, 116; GL, 329]

Apgaismojuma spozums izgalkar formulu f = , kur ¢ - staru sipuma lexkis, r-

A
p
Fd
Yy §
N Ry
O R
30. 2m. 31. 2m.

Apltkosim trijstiri AMO un uzskatsim, ka & virsotre A atrodas gaismas avots,
o - lenkis AMO, v - lenkis OAM, R=|OM]| - atilums no galda malasdz galda
centram, sk. 30.1mgjumu.

R . - : msin
Parveidosim gaismas ‘stipruma’ formuld = — e
r
B:cos(p = f= mS|2n(p =R—n;COSZ(pSin(p :
r r

Apzimgjot sing ar X, iegasim funkciju, kas aigras no iepriek§a uzdevurn aplikotas
tikai ar konstantu reizitaju. Tatad vislalakais apgaismojums atbilstdam leakim o,

kuram sirfe = 1/3= sify =2/3 = y :arcsing. Atbilde: optimala konusa

virsotnes lekis ir

0:= 2y = 2arcsin§ = 10928...

Zinot o, viegli apekinat gaismas avota novietoSanas optoraugstumu

r R
h =|OA| =rsing =—==—.
NERE
PieZme Sadu legka lielumu

0:= 2arcsin§ = 2arctg/2 = 109°28.....

var uzskat par svaigu konstanti, kas padas ne tikai mate@dtika. Sai sakar
ieteicams S. Petrova raksts “Makalmtilpuma konuss dab [Pet]. Tap cita starp
dots &ds izvilkums no L. Cvetkova #oibu gématas organiskajkimija: Oglekla
atoma visas valemis saites erstas uz tetraedra virsotrem, viemadi attalinatas
viena no otras, lakis starp tam ir 109°28.....

Turpmak doti el dazi piengri, kur pagidas lepkis 6.
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31. uzdevumsPiegdit, ka no visiem konusiem ar dotu veiduli visiighis tilpums ir
konusam ar virstnesihgi 6.
Atrast vislielzko tilpumu konusam ar dotu veidul[GK, 115]

Izmantojot sakabas R=rcosp, H =rsing, kur r = |[AM| konusa veidule, sk.
iepriek®ja uzdevumaimejumu, konusa tilpumW var izteikt ka

V= %nRZH = %n r® cogo sing.

Tagad atliek iesrot, ka funkcijaV atkiras no iepriek§a uzdevuma analiztas
funkcijasf tikai ar konstantu reizimaju. Tas nomm¢, ka maksinla tilpuma konuss
Sap uzdevumda nav nekas cits & vislalika apgaismojuma konuss ieprieks
uzdevuna.

Pieazme Lenkis 6 paiadas af uzdevumos par maksiha tilpuma konusu, maksiaha

tilpuma regudra n-stira piramdu, ja dots @&u virsmas laukumS. Tas izriet no formulas:
3

V?=

-sin” pcosp , kur¢ — lenkis starp pirarfdas anu skaldni un pamata plakni.
9nth
n

32. uzdevumsNo rizka sektora ar dotuadiusu tiek saritiata konusveita piltuve.
Kadam centra lgkim tai ir vislielakais tilpums7GK, 115]

Dots rigkis ar radiusu L. lzgriezt no at maksimala tilpuma konusa
izKlzgjumu. [Pet]

Ripka radiusu apmmesim arr, mekkjamo centra lgki ar , sk. 31. Im¢jumu. No
sektoraizveidotam konusam veidules garums |AM]| & fikséts lielums, &pec var
atsaukties uz iepriek® uzdevumu un secih ka maksimla tilpuma konuss arSap
uzdevuna nav nekas citsaoptimala apgaismojuma konuss 30. uzdevum

Centra laki B var noteikt no formulagr = 2tR=

B = ZnTR =2r003p:271§ =29356...

33. uzdevumsPieadit, ka do& lode ievilktam maksinla tilpuma konusam lgis

starp veiduli un pamatu ir tie%.

legistiet patsivigi pieradijumu, izmantojot 28. uzdevuma reztit, ka lodes
radiuss attiecas pret konusa augstumiu X pret 4. lepasimies ar @ vienu
pieradijumu. Apamesim lodes &diusu ara un,nemot \&ra, ka konusa veidules garums
r = |AM| = 2acosy, R =rsiny, H =rcosy, izteiksim konusa tilpum¥ ka funkciju no
g
_1 _1 5. _1 o3 4 _
= 5nRZH =3 sinfy cosy = 3" 8a’sinfy cosy =

=

= 2 4a%(2 — 2cody)(coy)(coSy).

w

lekavas ieKauto tiis reizirataju summa ir 2,apec tilpums ks maksinls, ja

2 . 2 J6 0
cosfy == = sinPp== = @=arcsin— =—.
V=3 P37 @ 3 2
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Piezme Sis uzdevums var kalpota katskga, lai pozilviem x atrastu visliglko vertibu

funkcijai vai, kas ir idz\ertigi, vismazko \ertibu funkcijai x2+3x+1. Mingto
X

1+ x)°

funkciju iedist, tilpumaV izteiksnt cosy aizsgjot arli.
+ X

34. uzdevumsPiegdit, ka no viam reguiram n-stira piramdam ar dotu:

1) sinu %autnes garuma vislielakais tilpums ir tai pirandai,

kuras 8nu %autne ar pamatu veidoyle n;e .

2) apotmu a (sanu skaldnes augstumu) vishighis tilpums ir  tai piramdai,

kuras anu skaldne ar pamatu veidake n;Q .

Reguliras n-stira piramidas &nu Sautne a ar pamatu veido 7@ «. Kadam a
piramidas tilpums ir vislieikais?[Ze, 95; Atbilde:a = arctg% ]

Reguiliras n-stira piranmidas apoéma ir a. @nu skalgu skpuma lexkis attiecba pret
pamatu ira. Kadamao piramidas tilpums ir vislieikais?[Ze, 96; Atbilde:a = arctgg ]

Izmantosim 8das tilpuma formulas:

3 3
c . 2n . a LT .
\ =5 nsin—cos’ asina, V, =—nsin—cos asina.

n 3 n

Tas atkiras tikai ar konstantu reizZitgju. Zinams, ka sincoSa ir maksinils,

i, sk. piendram, 30. uzdevumu. Saskaar lenka 6 defiriciju:

NE

jasina =

-0 1 n—0
=— = Q=

2 /3 2

PieZme NozZmigs uzdevums, kur padas lepkis

sin

0:= 2arcsin\/?6 = 2arctgy/2 = 109°28 ...

ir uzdevums par biSu GBu. Tas tkak aplikots nod& “Pieméri no dabas”.
Sk. [Nag, 21-22.; Oz, 158-160; GK, 116-117].

Uzdevumi par taisnsiira paralélskaldniem
35. uzdevumsKadam taisnsira paratlskaldnim ar dotu tilpumu virsmas laukums ir
minimals? (Atbilde: Kubam.)

Noteikt v@zja taisnstirveida baseina izamus, ja tam ir vismazkais virsmas laukums
un dots tilpums \{Min, 220]%

Starp visiem taisngta paralelskaldziem ar dotu tilpumu V atrast to, kuram virsmas
laukums ir minimals. [Eng, 22; uzdevums risits ar Lagranza reizitaju metodi, kas,
visparigi runajot, dod tikai eks&ma nepiecieSamo noSponu.]

Apzimesim paradlskalcha malu garumus a, y un z. Tad tilpumsV = xyz un
virsmas laukum& = 2(xy + xz + y2. Lietojam nevieadibuA > G.
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%z—Xer X32+ yz, 3/(xy)(x2)(y2) =V2 = minS=6V2, jax=y=2z=3V. (¥

PieZme No (*) izriet, ka ar duala uzdevuma Kadam taisngtra paralelskaldnim ar dotu
virsmas laukumu S tilpums ir makgis? — atbilde ir kubs. Elemefirts risirijums atrodams,
piemeram, gamat [BB1, 109].

36. uzdevumsKadam taisngira paratiskaldnim ar dotu tilpumy/ un divu &autu
garumu attietbu k virsmas laukums ir minias?
Lietojot nevieradibu A > G, patsivigi pieradiet, ka optinilajam paratiskaldnim &autu

garumu attietba ir 1:k:k2—k1. Uzdevuma spedls gadjums, kad k=2, patstvigai
+

risinaSanai piedvats [S1, 192]: Taisnstira paralelskaldza tilpums ir V, bet pamata malu
attieagbas ir 1 : 2. kadam jabat paralélskaldza Scautrem, lai @ pilnas virsmas laukumsiku
vismazkais? Atrast gautzu attiegbu.

37. uzdevumslzizgatavo taisngtra paralelskaldza formas kaste, lai t7s pamata laukums
batu 2 dnf, bet gnu virsmas laukumd8 dnf. Kadiem jibit kasites iznariem, lai visu
Skautpu  garumu  summa du  minimzla?  [VR, 23]  (Atbilde: 1, 2 un 3 dm.)

Visgarakais balkis
38. uzdevums Kads ir visgaiikais bdkis, kurS var izpelet cauri taisnsirveida
karalam attie@gi ar platumienma unb, sk. 32. amgjumu?

Citi formulgjumi. Upe me©90’ lielu likumu, pirmsikuma upes platums &, pec likuma
— b. Kads visgaiikais bdkis var izpeldt cauri s:dam tkuman?

Atrast visgafikas kipnes, kuras var iznest cauri taispl@ stirim no koridora ar
platumu a korido& ar platumu b.

Taisna leka QOR iekSieAdots punkts P. &jaizvelas punkts H uz OQ un punkts K uz
OR, lai taisnes nogrieznis HKitu vigsakais?[Niv]

Caur fiksetu punktu(a, b) novilkta taisne, kas krusto asis OX un OY punktasnRQ
Pieradit, ka PQ, OP + OQ un OP-OQ minittas \ertibas attiedyi ir

(@*®+b**)*?, (Va++b)? un 4b. [Har, 236-237]

H

b
A

w
w
By
3

32. Zm.

Pirmap bridi iet sawadi, ka uzdevums parisgarako bdki ir [idzvertigs uzdevumam
par visisako nogriezniHK. Izteiksim HK garumu k& funkciju nox, sk. 33. zm. No

proporcijasx:b=a:y=>y= %b. Pec Pitagora te@mas:
HKI2= @+ X2+ 0 +y?=@+ 02+ b+ D)=
X

2 2 2112
HK [P= x2+ab +ab + (224 ax+aX) +a’ + b2,
| 7
X X X
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Pirmo tfis saskaitmo summa fc sekm RK his vismazka, jax® = ab® gluZi tas pats
attiecas uz otrag iekawds ieauto tis saskaiimo summu. & ka abas summas savu

vismazko Vertibu sasniedz vienun taj pa$ punké x =%ab*, tad at HK bis

vismazkais tieSi S& punké. Atbilde: maksinilais bdka jeb mininalais nogrieaa
2 23

HK garums ir vieads ar(a® +b?3)2.

PieZme Gramaé [AMS] uzdevums risiats ar atvasiijuma paidzibu, meké&ot minimumu

b
+_

funkcijai —,
COSX  Sinx

Visietilpigaka kaste

39. uzdevumslzgriezot sirus un salocot malas uz augsu, no kvaidka skirda
gabala pfizgatavo vislieika iesggjama tilpuma vdeja kaste. Cik liels gnem kastes
augstums h un cik lielsib kastes tilpums? Kvagta malas garums ir §0z, 154]

Sap grama@ uzdevums risiits ar atvasiijuma paidzibu, tiesa, bez
pamatojuma, ka atrastais kd#is ekstems ir mekétais maksimums. Uzdevums
sastopams daudzos avotos [GL, 324; Ze, 73, 96;73]1,sk. ar nakamo nodéu.
Elementgrus risirgjumus var atrast [Ze, Sil, VR].

Apzimesim izgriezam kvadiata malas garumu &t sk. 34. am. Tad kastes tilpums
bas

V =x(a- X%
Parveidojam tilpuma izteiksmi form
4V =(4X)(a—-2X)(a-— )
Tris reizirataju summa ir konstants lielumgpec to reizirgjums kis maksinals, ja

3
4x=a-2x= X:E:Vmaxz 4a :
6 9

35. 2m.

So pamico3o un saisto3o piemu var ieerojami saregit, ja sikuma doto
kvadiatisko loksni aizst) ar kadu taisndiri, sk. 35. 2m. Gamat [Vigl, 196] apiikots
taisnsiiris 48x 30, bet visprigais gafjumsa x b ir formulets [GK, 114]. |. Natansons
[Nat] apliko taisnsiiri 80 x 50 un melkd maksimumu funkcijai

V(X) =x(80 — X)(50 — X).

Pagemiens 4/(X) = 4x(80 — X)(50 — %), kas dod konstantu reiztaju summu
4x + (80 — X) + (50 — X) =130, Soreiz neder, jo nadda x, kuram g@dejie divi
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reizinataji batu vieradi. Tongr So paémienu var pilnveidot. Funkcijay/ vieta
aplikosim &du funkciju
(2k + 2)x(80 — Z)(50k — XKX)

un noteiksink ta, lai

(2k + 2)x =80 — X = 5k — XKx.
So viemdojumu sistmu apmierinak =2 unx= 10. Ta ka visi tris reizirataji ir
pozitivi, tad var lietot nevierdibu A > G, kas dos max = 18000. Gandz drosi, ka
pirmaj bridi lietotais funkcijas aiz88anas pgmiens liksies k matenatisks triks. Lai
kliedétu neskaidibas un So triku ggvérstu par metodi, apkosim funkciju

) =x(x - g(x - b,

kur a <b pozitvi skaiti un 0 < x<b. Meklgsim divus pozitvus skailus p un g, lai

jaunajai funkcijai
F(x) =px(@a -3 (ab — g}
butu sEka Sadas divagpasbas:
(i1) px+(@-x%+ (@b -0y =const,
(i2) px=a-x=qgb-0gx
Pirma ipasba nozmg, ka tis reizirtaju summa nav atkaga nox, kas dod saka@su
p—1-q=0=qg=p-1.
No vieradibam
pXx =a-—X, px=gb-qgx
izsakotx, iegistam:
a gb N a (p-Db

- = p’b-2ap+a-b=0.
1+p q+p 1+p 2p-1

a++a? —ab+b?

X =

Kvadratvienadojuma pozitva sakne irp =

b
Viegli parbaudt, kaq > 0 un ka visi reizitaji pozitivi, jo
b—x> a—x:a—i:ﬂ>0.
1+p 1+p

3
Tagad var lietot neviaidibu A > G, kas dodmaxF (x) = [1ﬁj :
+Pp

legito rezulitu formuksim ka teoemu.

Teoema Ja 0 <a<b, tad funkcija f(x) =x(x —g(x — b, 0 < x<b,

a++a? —ab+b?
b

, turklat

savu maksimumu sasniedz pu?nklei, kurp=
+p

p2a3

fo)=—Pa
M) = (e

Vingrinajums. Piefdiet, ka skaitlisli ir kvadiatvienadojuma
+p

3%’ — 2(a + b)x + ab = 0 sakne!
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PieZme Teokmu var visarinat ai patvdigiem skailiem a, b, ja vien funkcijaif eksist
maksimums. Téu to nEs nedaisim, jo ir&rtaka metode, & mekkt ekstémus funkcijai ax® +
by + cx + d. Ta izklastita nodda “Kubiska funkcija”.

Lietojot teoemu, atrisiniet turprak anali£to Tartdjas uzdevumu ungg tam
iepadstieties ar citu vierdeSaku risinajumu, kas dots nodi@a“Kubiska funkcija”.

40. uzdevums(Tartaljas uzdevumg. Skaitli 8 sadat divas ddas (pozitvas) &, lai to
reizinajuma reizirajums ar starfpu bitu maksinals.

2
41. uzdevumsAprekinat funkcijas y:X+—6X+8 ,X>0, minimalo vertibu.
X

y=X+§+622‘fx-§+6:4\/§+6 — maxlz 1 :3—2\/5.
X X y a2+6 2

Funkcijasy minimala vertiba ir punki x =+/8.
Pieazme Pangginiet atrisirit S0 uzdevumu ar metodi &tibu kopas izmantoSana”,
sk. 4. nodhu.

2
42. uzdevumsAtrast visusadus skailusa, b unc, lai funkcijai y:a)(+—M ,X>0,
X

eksis€tu minimala vertiba.
Atbilde. Der visia, b, ¢, kur b patvdigs skaitlis, beac> 0 vaia=c =0.

Optimala rene, gravis

43. uzdevumsNo tris viemdiem @/iem ar platumu a cmajzgatavo rene, kuras
Skersgriezumam ir trapeces forma.ako izdart ta, lai renes caurlaides g bitu
vislielaka (Skersgriezuma laukums visligtais)? [Nag, 49]

No tris viermda platuma d/iem jizgatavoizdens noteces rene, kurg@isgriezumam ir
vieradsanu trapeces veids. ddam pbat lepkim starp trapecesau malu un pamatu, lai
renes caurlaides g§n birtu vislielika, t. i., lai trapeces laukumsitu vislielikais?[S1]

44. uzdevums Kadam cetrstirim ar tis vieradam dota garuma main laukums ir
vislielakais?

45. uzdevumsKadamcetrstirim ar dotu trs malu garumu summu laukums ir
vislielakais?

Sis uzdevums reda@ms uz iepriek§jo. Var atsaukties uz faktu, kastirim ar
dotu perimetru maksiatais laukums, ir tad, ja tam visas malas ir wams
(Sk. 17. uzdevuma_SekpsCetrstiri attelojot simetriski pret attidigo malu, iegtu
6-stiri ar fiksstu perimetru.

Savukirt 44. uzdevums viegli redg&iams uz 43. uzdevumu. Izmantojam gandr
vai aamredzamupas3bu, ka no visiem trijsiriem ar doim divam mabm vislielakais
laukums ir taisnlgka trijstirim. Zinot, ka Z/ACD =2 ABD =90 un AB =CD,
seciram, ka trijstiri ABD un ACD ir vieradi. Tatad 36. zmgjuma at€lotajam
cetrstirim ABCD laukums las maksinals tad, ja ABCD s vieradsanu trapece.

Lai noteiktu, kdai vieradsainu trapecei laukums ir visligtais, AB projekcijas
(uz pamatu AD) garumu apuaesim arx, sk. 37. Imejumu, un sagdisim funkciju, kas
izsaka trapeces laukumu
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L=(a+x)va®-x>.

3L=(@+x (@+x (@+x (3a—3x)

IzteiksnE

cetru reizirataju summa ir konstants lielum&pec & bus visliebka, ja visi reizirataji
bis vieradi. No a + x =3a —-3x = 2x =a, kas nommg, ka optinalas trapeces Igi
pie pamata ir vieadi ar 60. Atzimésim, ka &da trapece sast no tis vieridmalu
trijstariem un ir reguira 6-stira puse.

B_& C
a
A X a D
36. 2m. 37. 2m.

Dazi olimpiazu uzdevumi
46. uzdevums(24. atkiita matenatikas olimpide, 10. klase, [AB, 100])
Dots, ka skalt x uny at&kiras no nulles. Piadit, ka

x2y2 >4,
TreSo saskatmo uzrakstm ka divu vieradu saskaimo summu. Tadtetru
saska@imo reizirajums ir 1. Saskg ar selkm RK summa ir minirala, ja visicetri

saska@mie ir vieradi (ar 1).

x*+y*+

47. uzdevumsSkaili x uny ir pozitivi un X + y = a. Kadu vismazko \ertibu var

pienemt izteiksme% + % ? [AZT, 33]

Lietojam nevieAdibuA > G : l-f-l:i_ 4a > = 4.
Xy xy (x+y)° a

48. uzdevums|[VR, 60-61] “Atrast izteiksmes (a+b-c)(a-b+c)(-a+)+lielako iesgjamo
vertibu, ja a, b, ¢ - poziti skaifli, kuru summa ir 1.

Atrisinagjums. Ja kda no iekagm ir O, tad izteiksmeséavtiba ir O, ja lda iekava ir
negalva, tad ida ir tikai viena @, kura lielakais no skaliem a, b, c ir ar amusa zmi), un
izteiksmes @rtiba nav poziva. Ja visas iekavas ir paxas, tad a, b, ¢ var uzskigpar tda
trijstara malu garumiem, kura perimetrs ir 1a Kinams, liekkais laukums starp trijgtiem ar
konstantu perimetru ir regirhm trijstirim, tapéc saskaa ar Herona formulu

Jﬂ+b+cla+b—cla—b+cl—a+E:'+-:7 c \El[l]g

2 2 2 2 4 13
Cdot nevieadibas abas puses kvatirun ie\erojot, ka a+b+c=1, iegstam, ka

(a+b-c)(a—b+c)(-a+b+g)§l7 , turklat vieradiba pastv tad un tikai tad, ja a=b=0%-"

Uzdevumu var atrisét isak un vienkirsak. Ja ir tikai viens negafs reiziratajs,
tad reizirijums nav pozivs. Divi reizirataji nevar kit negaivi vienlaiagi, jo, tos
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saskaitot, iegtu vienu no dotajiem pozitajiem skailiem a, b vai c. Beidzot, ja visi
tris reizirataji ir pozitivi, tad saskad ar nevieadibu G < A izteiksmes vislialka

vertiba iri (jlaa=b= :1).
27 3

49. uzdevumsPieidit vai atsgkot nevieradibu
abc>(a+b-c)(a+c—-b)(b+c-a),

ja: 1)a, b unc trijstara malu garumi; 2, b unc patvdigi pozitivi skaiti.

Zurnala [Ksanr, 1986, N94, 35. Ipp.] uzdevums: "Rem, kaa >0, b> 0, c> 0. Pie&adit

nevieradibu abc> (a +b —c)(a + ¢ —b)(b + c —a).” paredzts 8. klases skahiem.”

Var uzskait, ka visi tis reizirataji pozitivi. Ja divi no tiem btu negaivi,
piemeram,a + b — c< 0 una + ¢ — b< 0, tad, saskaitotis$ nevieadibas, iegtu
2a < 0. Piedidama neviemdiba idzvertiga $idai:

ab’c®>>@+b-9a+c—-bHi(b+c—9°=
=[a’ - (b - 9°[b*— @-97[c* - @—B7,
kas atmredzami pareiza, j& > X — (y — 2>

PieZzme. No 9 risinajuma ka sekas iegstama Eilera neviewlibaR > 2r, kurR, r — ap trijstiri
apvilktas un taj ievilktas rinka linijas |adiuss.

50. uzdevumg(XLI Starptautisi matenatikas olimpide, Dienvidkoreja, 2000)
Pozitvi skalfi a, b, ¢ tidi, ka abc =1. Pieradit, ka

(a-1+ 1)(b—1+ 1)(c—1+ 1) <1.
b C a

Dazi atrisisjumi ir doti zurrala Mamemamuxa ¢ wxone, 2000, N9. Viens no
1sakajiem atrisimjumiem iedistams, lietojot nevieadibu A > G. Ta ka nevieradiba ir
predza (vierdibu iedist, pemota =b =c =1), tad Sis uzdevums issts eks&mu
uzdevums.

Apzimesim iekas ielautos tfs reiziratajus attie@gi arp, g unr. Ja kdi divi no
tiem hitu negaivi, piengram,p un g, tad iegitu pretrunu:

p:a—1+%<0:> a+%<1:>b>1:q:b—1+1>0.
C

Ja negavs hitu tikai viens reizintajs, tadpgr < 0. Tatad atliek izanaligt
gadjumu, kad visi reiziataji ir pozitivi. Nemot \era doto vieradibu abc =1, atrodam
reizinajumuspaq, pr, qr unpqr.

pq=ab- a+——b+1—£+1—1+i—2 b—1 a
C C b Dbc b c
pr=2—a—1+£, qr=2- c—£+E
a b c a
par = (2- b—1+g)(c 1+—) a+b+c+1+1+1—§—5—9—2.
b a b c a

c b
leverojam, ka pg+ pr+qr—4 pgr, un lietojam nevieidibu A > G:

P 4‘3"‘” >3/(par)® = par<1,

kas ar bija japierada.
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51. uzdevumgLatvijas 57. mateiatikas olimpiades 4. Ertas uzdevums, 2007.)

Dots, kaa>0,b>0,c>0un a+b)(b +c)(c +a) =1. Pieadit, ka ab+ bc+ca< ;

Viens no isakajiem un vienkrSakajiem risirgjumiem iedistams, asptigi lietojot
nevieradibu A > G.
1. Saskaa ar nevieadibu 3A > 3G:

(@+b)+(0+0)+(C+a)>3 = a+b+czg.
2. Saskaa ar nevieadibu 2A > 2G, ko lietojam katrai no is iekadam:
1=(@+b)(b+0)(c+a) > 2/ab- 2bc- 2:/ca = 8abc= abcs%

3. No vieradibas
(@a+b)(b+c)(c+a)+abc=(ab+bc+ca)(a+b+c),

kuras pareitbu var parbaudt, atverot iekavas vai ievietojotignertibasc = —a, c=—bun
c = 0,iegiastam

141

8 _

1+ abc <

+
ab+bc+ca= <
a+tb+c 3

3
e
2
52. uzdevumsPozitviem a, b, ¢ piefadit nevieradibu >
a_ b L C 3

>
b+c c+a a+b 2

Nevieradibai zirami vairaki pieradijumi. lepazsimies ar diviem no tiem.
1. Gramat [Nev, 130] dotais piadijums:

a b c a+b+c a+b+c a+b+c
+ + = -1+ -1+ -
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

=(a+b+c)-( 1 + 1 + 1 j—3.
a+b b+c c+a

1=

R/(a+b)(b+c)(c+a) <(a+b)+(b+c)+(c+a)= a+b+czgy(a+b)(b+c)(c+a) .

1 1 1 1
P PRSI IRSTR {(lb+c)(c+a)+(c+a)(a+b)+(a+b)(b+c)}>
3

2(a+b)(b+c)(c+a)%/(a+b) (b+c)2(c+a)’ =

a b C 3, 3
b cratarp > 2 @DIOOCH)- (a+b)(b+c)(c+a)

2. Isaku pieadijumu iedist, izmantojot nevieitibu A > H. ApZime: x =a + b,
y=b+c,z=c+a, AunH - skaitu x, y unz vidgjais aritnetiskais un vidjais harmoniskais.

3(a+b)’(b+0)’(c+a)’ -3

Tad,nemot \&ra, kaa+y=b+ z:c+x=37A:
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a b Cc _a+y_1+b+z_ 3
b+c c+a a+b y z X 2H 2

Tema patstavigam darbam

Kurus no K. Steinera aaibu lidzeki [S1] dotajiem eksému uzdevumiemis varat

atrisirat, izmantojot neviefidibu A> G vai no s izrietods sekas SK vai RK? Vai visus #aj
saraksi ieklautos uzdevumus varat atrigirar elemeriiram meto@m? Tads pats jad@ums
par uzdevumu kjuma [KZZ] dotajiem eksttmu uzdevumiem. Kvadtiekavas mireti dazi
avoti, kur \&l atrodami Sie uzdevumi.

VINGRIN AJUMI [S1]

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

Sadait skaitli 10 divos saskaitnajos &, lai to reizirsjums hitu vislielakais.
[GL, 326; Oz, 160; Min, 149]

No visiem taisnstriem, kuru laukums ir S, noteikt to taismst kura perimetrs ir
vismazkais. [Cez, 279; Ze, 56; Nag, 46]

Atrast divus skalus, kuru starpa ir vierada ar 5, bet reizigums ir vismazkais.
[KZZ, 161]

Jaizbuve valgja tvertne, kuras tilpums ir 32%nn pamats ir kvadts. Kadiem jbiit
tvertnes izrariem, lai livei tiktu izlietots vismaak materala?

(Drosi vien donats, ka tvertnei ir taisna pagtdkaldha forma.)

[GL, 327; Min, 149; Oz, 160; BM, 25]

Pieadit, ka no visiem dotaj ripki ievilktajiem vieradsanu trijstiriem visliebkais
laukums ir vieadmalu trijstirim. [GL, 326]

No visiem dotg pusriki ievilktajiem taisndiriem atrast to taisnat, kura laukums ir
vislielakais. [Ber 86; Sil, 72]

No stikla gabala, kuram ir trijgta forma, jizgriez taisngtrveida loksne &, lai tas
laukums Intu vislielakais un viena mala atrastos uz tiijst malas. K to izdait?
[Nag, 47; BM, 22; T, 30; Si1, 71]

Kadai ir jabut ripka cilindra veida konservuakbas augstuma unadiusa attietbai, lai
tas izgatavoSanai tiktu izlietots visn@zmaterala? [Vigl, 198; Ber 85]

Ap puslodi apvilkts konuss. #dai jabit konusa augstuma uadiusa attietbai, lai &
tilpums hitu vismazkais? [Ze, 85; GK, 114; Sil, 73]

Taisnstira paratlskaldha tilpums irV, bet pamata malu attidxas ir 1 : 2. Kdam jabat
paraklskalcha &%autrem, lai @ pilnas virsmas laukums du vismazkais?
Atrast &autyu attiegbu. [Ber, 84]

Tunda %a&rsgriezums ir taisnstis, kas nosldzas ar pusnki. Skersgriezuma
perimetrs ir 18 m. Kdam ir pbit pusrika radiusam, lai tunia &éluma laukums ttu
vislielakais? [Nag, 7; Min, 149]

Gramatas lapas laukums $cnf. Drukitajam tekstam labajpust jaatsj a cm plata
mala, bet virs un zem teksteb-em plata mala. kdai jabat lapas izndru attiegbai, lai
ar tekstu aizpildas lapas dias laukums  iitu vislielakais?
[Nag, 49; Ze, 61; GK, 116; Ber, 88]

No tris vierada platuma &iem jaizgatavoudens noteces rene, kurdgrsgriezumam
ir vienadsanu trapeces veids.adam pbiat lenkim starp trapecesisu malu un pamatu,
lai renes caurlaides §p batu vislielaka, t. i., lai trapeces laukumgitu vislielakais?
[Nag, 49]

Tarists iet no punkt#, kas atrodas uz Sosejas, uz puriktkura atilums kidz Sosejai
ir 8 km. Attalums starpA unB ir 17 km. Kué vieta taristam gnogriezas no Sosejas, lai
visisaka laika norektu punkt B, ja vipa parvietoSams atrums pa Soseju ir 5 km/h, bet
pec nogrieSafs no Sosejas — 3 km/h? [KZZ, 166]
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173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

Raprica A atrodas aluma b no pilstas B un atiluma a no dzelzck, kas iet uz
pilsétu B. Kada lenkt pret dzelzchki jabuve Soseja, lai kravasapradajumu izmaksa no
rapricas uz pilstu biatu vismazka, ja parvadajumi pa Soseju izmaksk reizes drgak
neka pa dzelzcki? [Nag, 51]

No apada filtrpapra izgriez rika sektoru un natizgatavo konusveida piltuvi. &lam
jabut izgriezé sektora centra t&im, lai piltuves tilpums Btu vislielakais?
[Nag, 52; Ber 85]

Apala galda #diuss irR. Cik augstu virs galda centrgppcé gaismas avots, lai galda
malk apgaismojumsiiu vislatakais? [GK, 116; GL, 329; Vigl, 224; Nag, 50]
Stravas avota iek§a pretestba irr. Kadai ir jabat argjai pretesibai R, lai stévas jauda
argja kede butu vislielaka? (Stavas jaudaargja kede ir P=I°R, kur | = Rlir , E—
elektrodzirjspeks.) [Vigl, 223; Nag, 49; Oz, 161]

Kada lepki pret kustbas virzienu gbit vérstai ragauiu saitei, lai, velkot aiz saites,
ragavihas pa horizoatu plakni vagtu viennerigi parvietot ar vismaako sgku?
Ragaviu slietu un sniega berzes koeficent&.ifNag, 51; Ke]

Televizors, kura elina platums vertida virziera ir 50 cm, 2l novietots i, ka &
apaksja mala ir 2 m virs skafju acu augstuma. Cik liglatéluma no ekéna plaknes
jaatrodas skatajam, lai redzes Igis vertikalaja virziena batu vislielakais?
[Nag, 49; Nat, 21]

Kermeni izsviez arakumaatrumu \p virziera, kas ar horizontu veidog&i o. Kadam
ir jabat o, lai lidojuma &lums hitu vislielakais (gaisa pretekiu neemt \&ra)?
[Nag, 49; Oz, 153]

Lietus pile, kuras a&kuma masa imp, brivi kritot, viennerigi iztvaiko @, ka masas
zudums ir proporciagls laikam (proporcionalites koeficientk). Pec cik sekundm
no kriSanas akuma &s kinctiska enegija ir vislielaka? (Gaisa pretesiu neieerot.)
[Ber 85; Vil, 171-172]

Ja elektrisk kede ar pretesbu R plist staval, tad 1 laika vietba keéde izdaks siltuma
daudzumsQ = kI’R. Kedes sazarojumstava | jasadala digs ddas |, un |, pa
pretestbam R; un R, ta, lai kopggais izdaitais siltuma daudzumsiitu vismazkais.
Noteiktl; unl, un atrast to attiebu.

Veicot eksperimentus, katruarmjumu atkarto n reizes. Rezuita iegast n merskaifus
X1 X2, . . . X, kas mariSanas Kidu cE| nav vieradi. Ir pieradits, ka ngrama lieluma
visvarhitigaka vertiba ir skaitlis X, ar kuru summai
X — x> + (X — %) + .+ & — x)* ir vismazka vertiba. Atrast x.
[GL, 322; Smir, 137; Nag, 48]

Neaizvkotai biSu &nai ir reguiiras seSstra prizmas forma. Ar medu piepitd inu
bites aizdko ta, lai, nemainotas tilpumu, izlietotu vismak vaska. Rezuita Sina
tiek parsegta ar daudzskaldni, ko veidastiieradi rombi ar kopgu virsotni. So
daudzskaldni ie@gt, ja uz prizmas ass virs aggSpamata izraugs punktuP, prizmas
auggja pamai novelk tiis isakas diagodles un caur katru noid diagoralém un
punktu P velk plakni. Kadam ir pbit romba virsotnes t&im, lai aizvakotas §nas
virsmas laukums iiu vismazkais? (lzteikt virsmas laukumua Kunkciju Q = Q(X),
kur x ir romba mala; atrisgjuma var izmantot &dus apmmgjumus:a — sesstra mala,
h — lielakas €inu %autnes garums.) [Nag, 21; Oz, 159; GK, 116-117]

61



7. nodda Kubiska funkcija

Daudzi eks@#mu uzdevumi, to skait ai saistoSi, redugami uz kubiskas
funkcijas eks&mu mekESanu. Elemeatas metodes kubiskas funkcijas e#stu
noteikSanai, manupt, nav plasi ziamas.

Kvadratfunkcijai, ka zinams, eks@mpunktu var atrastge sak@m, proti, k& So
salkqu viduspunktu. Kubiskajai parabolaida analg@ija nav sgka.

Uzdevums Noskaidrot, vai ir ada kubiska funkcija, kurai ® saku videjais
aritmetiskais ir lolala ekstema punkts.

Vispirms apiikosim kubiskas funkcijas divus spalais, bet noumigus
gadjumus, uz kuriem var redetcvairakus klasiskus uzdevumus.

1. Kubiskai funkcijai ir divk arSa sakne
1. teoema Jad ir dots pozitvs skaitlis unf (x) = x*(d — ¥, x>0, tad

2d, 4d3
maxf(x)= f(—)=——.
(x) (3) >

Pieadijums. leverosim, ka funkcija pienem pozitvas \ertibas tikai interala (0, d) un
lietosim nevieadibu G <A.

8d3
2f(X) =x-x(2d = 2x) < —.
(x) ( ) 5

Nevieradiba Kust par vieadibu, ja x = % .

2. Kubiskai funkcijai saknes veido aritnetisko progresiju
2. teoema Jad ir dots pozitvs skaitlis urf(x) = x(d = ), x>0, tad

max f (x) = f(%) = 23d° .

J3 9

Pieadijums Dotajiemx funkcija f ir pozitva tikai intenala (0, d), kas nomme, ka
tikai Sap intenvala funkcijaf var sasniegt savu maksilo vértibu. 1zteiksnd

21 2= (2A)(d % - ¥)(d 2 - %)

reizimataju summa ir konstants lielumsgpec saskaa ar seldm SK reizirajums ks
vislielakais, ja Sie reiziftaji ir vienadi, t. i., ja 3¢ = d %

Sekas Funkcijasg(x) = x(d —X(x —2d), x> 0, maksimuma punkts ir

ax:d+i.

73

St teoema (vai attietgas sekas) irerts fidzeklis vaiku klasisku uzdevumu
risinasars.

d

m
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Tartaljas uzdevums

Es liku lietz savu dedbu, centbu un prasmes,
lai atrastu recepti kubisko vigdojumu risirzSanai
un, pateicos lakdtigajam liktenim, tas man izdes.

(N. Tartgja)

Isas \&sturiskas zipas. Italu matenatikis Nikolo Tartdja (1500-1557)istap uzvarda
Fontana, kuva slavens 1535. gadkad publisk matenatikas dispud parliecinosi
uzvagja disputa ieros@taju Fiori. Fiori bija viens no pagtanas Bolmas
universitites profesora Scipiona del Ferro (1456-1526)&keim, kuram profesorssi
pirms savas aves atkijis lielo nosEpumu — likumu, ar kura palzibu var atrisiat
specila veida kubiskos viawdojumus. Tartga saprata, ka saceba €ma kis
kubiskie vieadojumi un ka vpa repuicijai draud nopietnas briesmas.ndm nekas
cits neatlika k paSam saviem gkiem ar milagu gargo piefili atrast metodi kubisko
viemadojumu risiriSanai. T& laika Italija matenatiki visai biezi sace@s gfitu
uzdevumu risiaSara. Skaltajiem ta droSi vien bija izklaide, bet ne paSiem
sancenSiem. Uzvara biezi vien nogja zintnieka reputciju, nakamo amatu un
karjeras iesgjas. 1539. gaddTartdja beidzot “padeas” neatlaidgajam D. Kardno un
aizSifictas dzejas veild deva pavedienu, ak iegat recepti kubisko vierdojumu
risinaSanai. Talafngajam Kardno pietika ar So uzvedinoSo pavedienu alakb vinS
izdomgja pats. 1545. gadKardano publi@é darbu “Algebrisko likumu lied maksla”
(cita tulkojuma “Liela maksla jeb par algebriskiem likumiem”) un lielo ngslimu
izpauz citiem. Kaut gan Ka&do sav darka norada, ka atidjuma gods pieder “manam
draugam Tartigam”, misdieras kubisko vieadojumu risiiSanas formula tiek saukta
Kardano varda. Plagiku vesturisku infornaciju var atrast, piedram, gamag [Sm1].

Tartdjas uzdevums Skaitli 8 sadait divas t@das ddgas ta, lai to reizinijuma
reizingjums ar stargbu hitu maksimls. [T, 39]

Meklgjamas ddas apmmesim arx uny. Tad
X+y=8, maxx-y)xy="?
PreciZsim, kax uny jabat pozitviem skaitiem. Aizsgjot y ar 8 —x, iegiasim, ka
maksimumsgmekk tredis pakipes funkcijai

T(X) :=X(8 —X)(2x — 8) = =X + 24¢° — 64,

kuras grafika skice dota 38nz&Ejuma.

Tiem, kas zina mateftiskas anaizes elementus, Tatjas uzdevums ir parasts
tipveida vingrirsjums. Bet k& So uzdevumu vaja atrisirat tad, kad @l nepazinaadu
metodi K atvasiajumu lietoSana? Tarjas domu gjiens ir apraksts V. Tihomirova
gramat [T, 39-41].

Tagad iepasimies ar citu metodi, kas tufildefiga patviigam polinomam. So
metodi atradu, doajot tieSi par Tarthas uzdevumu un tikaigo tam konsta&ju, ka
Tartdjas uzdevumu var atrigih vél vienkarsak — ar auggik formuletas 2. teogmas
palidzibu.
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Tartdjas funkcijas T saknes ir 0, 4 un 8 urg kedzams, @ veido aritmtisko
progresiju ar diferenci 4. Saskaar teoemu skaitlis 8 §sadala #das divas ddas

4
B Y
Der atamét, ka Tartdja savu uzdevumu risija saregitaka veida, vispirms redugot
funkciju T uz #&du kubisku funkciju, kurai ir divikSa sakne. ldeju par dimksas
saknes izmantoSanu var pienot patvdigai kubiskai funkcijai, sk. piegnam,
[Nag, 26-27]. Seit tas netiks dt®; jo ir cita —ertaka metode, & noteikt kubiskas
funkcijas eks@&mus.

X=4+

Ekstrému noteik$ana funkcijai ax®+ bx?+ cx +d

Atgadinasim, ka punktuxy sauc par funkcijag R—>R lokala maksimuma punktu, ja
visiemx no kadas punkta, aplkartnes ir spka nevieradiba

f(X) < f(xo). 1)
Izejot no ¥s nevieadibas, meldsim adu x,, ka
ac+ b +cx+d <ax’+ bx+ cx+ d <
a0 —xg°) + b —x7) +c(x—%0) <0 <
(X —x0)[aX + X% + X"+ b(X +Xo) + ] <0. 2)

Funkciju kvadatiekavas apzmésim arQ un aptikosim divus gagjumus.
Jax —xg > 0, tad no (2) iegstam, kaQ(x) < 0. Savukrt ja x — X, < 0, tadQ(x) > 0.
Tatad kvadatfunkcijasQ negrtraukibas @l: Q (xo) = 0, kas dod sak#nu

3ax,? + X+ c=0 (3)
ekstempunktax, atrasanai.
Sakarbu (3) ngs iegudm, mekEjot maksimuma punktu tras pakipes
polinomam. Nav dtti ieverot, ka, mekdjot minimuma punktu, @s ieditu to pasSu
sakatbu (3).
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Ekstrému noteikSana polinomiem

Lietojot aprakgto papémienun-tas pakipes polinomam
P(X) =ap + a1X + ... +axX"
sakarbas (3) viet iegatu, ka eks&mu punktsy ir Sada (1 — 1)as pakipes polinoma
sakne:
Q(X) =a; + 2ax + ... +naxX" 't = 0.

legito rezulitu formuksim ka teoemu.
3. teoBma Jax, ir funkcijas ax’+ bx2 + cx + d lokala ekstéma punkts, tad
3axy + 2dx, +c=0.
Savukirt, jaxg ir polinomaP lokala ekstema punkts, ta(xo) = O.

St metode dodat saucamo eksima eksistences nepieciesamo ngeaw. Kaut
gan nepiecieSamais no§ams, Vis@rigi rumjot, nav pietiekams,iSmetode ir visai
specigs dzeklis, eks&mu uzdevumu risigBara.

Tartdjas uzdevura kubiskas funkcijas koeficienti ira=—2,b = 24,c = - 64.
Kvadratvienadojumam (3) ar @iem koeficientiem intedla [4, 8] eksist viena
vieriga sakne

X, =4+ 73
kas ar ir viena no skala 8 mek&jamam ddam.

Tartdjas un tamiddzigu uzdevumu ris@sara var izmantot arcitu, ne tikertu
papemienu K iepriekSmigtais. Tas saifis ar visai asjtigu nevieadibasG <A
izmantoSanu. Piemeddim skaitusp, g ta, lai

px= (8 -X)q = 2x—8 (4)
un turkht, lai So tis skaifu summa btu fikséta (neatkaga nox). Ta ka
px+ (8 -X)q+ X% -8=0-q+2)x+87-8,
tad pnemp—q+ 2 =0 jebq=p + 2. Izskgsimp no sakaibam (4):
pXx = 2x — 8,
(8—X)(p+2)=%-38,
(8 —x)(px + 2X) = 2¢ — 8,
(8 —X)(4x — 8)=2¢— &,
— B¢+ 48 — 64 = 0.

Ka redzams, esam ieguvusSi jau fsaamo kvaditvienadojumu (3) ar Tarfgas
uzdevumam atbilstoSajiem koeficientiem.

Klasiski uzdevumi, kas saidti ar kubisku funkciju

Visizturigaka sija

Stipribas naciba pieada, ka taisngirveida %ersgriezuma sijas iztupa ir
proporciorzla platumam un augstuma kvatim. Kidam pbit no apda koka ar caurréru d
izgatavotas sijas platumam x un augstumam vy, jaibgitu visiztuigaka?

(Atbilde: y = V2, x= % .) Sk., piengram, [Oz, 155; GL, 325; GK. 114]

3
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Atbilsto& funkcija, kas raksturo sijas izibu, ir tieSi &, kas apikota 2. teo¥ma. Sis
uzdevums ir analéts 6. nod& “NeviemadibaA > G .

Optimalais konuss

No dota raka jaizgriez sektors, lai no atlikas ddas vagtu izveidot konusu ar
vislielako tilpumu.

No rigka sektora ar dotu adiusu tiek saritiata konusveita piltuve. kkdam centra
lenkim tai ir vislielakais tilpums{GK, 115]

Atrast vislieliko tilpumu konusam ar dotu veidul{GK, 115]

Dots rinkis ar radiusu L. lzgriezt no at maksinala tilpuma konusa izkjumu.

[Pe; uzdevums atrisiits elemeriira veida]
Atbilsto& kubiska funkcija ir ada pasSa veidaakiepriek®ja uzdevum. Uzdevumi par
optimaliem konusiem plagk ir analiZti 6. nodda.

Optimalais cilindrs(Keplera uzdevums)

Kads ir maksinalais tilpums cilindram, kas ievilkts ledar mdiusu R? So
uzdevumu Keplers izvifa un atrisiaja sav darka “Vina mucu stereometrija” 1615.
gadi. [GT, 170-171]

nH 2

Atbilsto& funkcija ir V(H) = nH (R® - 1 ). Tas saknes veido ari@tisko progresiju,

sk. af 20. uzdevumu 45. Ipp.

Vislielakais apgaismojums
Kada augstura virs apda galda centragtrodas spuldtei, lai apgaismojums uz
galda malasiitu vislielakais?

msing
r.2

Apgaismojuma spozums izgakar formulu f = , kur ¢ - staru sipuma lexis, r-

attzlums no laukumaidiz gaismas avotam, m- konstafgaismas avota intengie). Kada
augstumr h janovieto lukturis uz staba, lai auma a eso8 horizontila laukuma
apgaismojumsiiu vislielikais?[GK, 116; GL, 329]

Risinajums dots 6. noda, sk. 30. uzdevumu.

Kasftite ar visliefiko tilpumu

No taisnsirveida pliksnes, kuras malu garumi ir a un bgréém izgriezticetri vienzdi
kvadmati. No atlikugis krustveida figras izveidota kase, kuras augstums vieds ar
kvadizta malu. Atrast izgriezainkvadigta malas garumu, kuram izk visliekzkais kastes
tilpums.[GK, 114]. Izmantojot pirmos divus atvagjamus, uzdevums atrigits [Cez, 279]

Sis plasi pastamais uzdevums, izmantojot nevidibu A > G, konkEtam a un b
vertibam (@ = 80, b = 50) detalizti risinats viera no <rijas “Populras lekcijas
matenatika” gramatipam [Nat]. Nemota = 16 unb = 8, ieditu, ka maksimums
jamekk funkcijai

X(16 — Z)(8 — ) = 2T(x),

kas atgiras no Tarthas funkcijasT tikai ar reizimtaju (—2). Tas noung, ka tasx,
kuram atbilst kastes vislieikais tilpums, ir tieSi tas pats kuram atbilst vismaika
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funkcijas T vertiba intendgla (0, 8). Tatad apiikojama gadjuma vislielako tilpumu

iegﬁsim,r,lemotx:4—i.

V3

Uzdevums par maksiita tilpuma kasti ir apikots 6. nodh, sk. 39. uzdevumu.

Maksimalais taisnlaka trijstiris

No visiem taisnlgka trijstiriem, kuriem dota hipotéizas un vienas katetes
garumu summa, atrast to, kuram laukums madisim
Uzdevums: "Piedit, ka taisnleka trijstairim ar dotu hipotefizas un vienas katetes garumu
summu, visliedkais laukums ir tad, kad dgis starp #m makm ir 60" dots gémas [Har,
236], kur &l atziméts, ka tas ir 1909. gada éksena uzdevums. l€xosim, ka 8da
formulgjuma atbilde jau pateikta prieks

1. risimmjums Apzimésim ara, b un c attiedgi kateSu un hipoteizas garumu. Tadagtrod
maksimums reizigjumam

L= %ab, jaa++a®+b* =k, kurkfikséts skaitlis.

Izsakot no ddt nosagiuma b* b® = (k—a)’—a’=k — Xa, iegisim kubisku funkciju:
4% = @® (K* — %a), kurai ir diviar$a sakne. Sask@ar 1. tecmu maksimuma punkts ir:

2 2
maX:E:bZ:kz—&zk—:bzizc:z—k.
3 3 3 J3 3
Tatad maksimlajam trijstirim katetes garums ir puse no hipateas garuma, t.i.,
maksinalais trijstiris ir reguhra trijstira puse. Zinot Sapa3bu, viegli saskat citu,
eleganiku risinajumu.

a

2. risimijums leverosim, ka uzdevumu valagormulét S&di: no visiem vieAdsanu trijstiriem
ar dotu perimetru atrast to, kuram laukums makismragad atliek atsaukties uz zmu
faktu, ka no visiem trijsiriem ar dotu perimetru makséiais laukums ir regakam trijstirim.

PieZme SaistoSs piedns, kur pafidas kubiska funkcija ar divdtSu sakni, ir uzdevums par
klepoSanuKad cilveks klepo, traheja saSauds. Kadam trahejas ddiusam r gaisa pismas
atrums trahef bas visliekkais? Uzdevums, ieskaitot matatiska modda

v(r):@(ro—r)r2 iegiSanu, izersti risinats Jéenas Navdikas maistra darla [Nav], sk.
a

ar [GLS, 153].

Uzdevumi no krajuma KZZ

No gamat [KZZ, 147-152] formuétajiem 74 eksttmu uzdevumiem vismaz 20% re@jami
uz kubiskas funkcijas ekstnu noteikSanu.

162.Atrast idu pozitvu skaitli, lai § skaifa un & kuba starfba kitu vislielaka.

163. Starpba starp viena uritpaSa poziva skaifa kubu un kvaditu ir vismazka. Noteikt
So skaitli.

167. Skaitli 10 uzrakst ka divu pozitvu skaifu summu 3, lai summa, ko veido pirin
skaia kvadgta puse un ofrskaifa kubs, latu vismazka.

169. Skaitli 48 uzrakst ka divu pozitvu skaitu summu 3, lai pirma skaila kuba un o#
skaia kvadita summa ttu vismazka.
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170. Skaitli 180 sadat trijos saskaitmos §, lai divu saskaiitmo attiegba hitu 1:2, bet triju
saskadimo reizirajums hitu vislielakais.
Piezme. Gramat [KZZ, 342] dota atbilde: “40; 80; 60”. So sKaitreizirgjums ir
192000, bet tas nav visliais. Piensram, npemot x = — 100,y = — 200 unz = 480,
iegasim \el vairak. DroSi vien uzdevuma formgjuma aizmirsta pradba, ka visiem
saskaiimajiem pbat pozifiviem. So uzdevumugrti risinat ar nevieadibas A> G
palidzbu.

191. Ripki, kura &diuss irR, ievilkts vieradsanu trijstiris. Kadai jabat virsotnes leka «
vertibai, lai trijstira augstumam, kas novilkts praha malu, latu vislielakais garums?
Noteikt So garumu.

201. Reguliras &etrstira piramidas &nu virsmas laukums ig>. Noteikt &das piraridas
visliefiko iesgjamo tilpumu.
Pieame Gramat [Oz, 161] dots &s formuEjums: “Jauzcd telts regularagetrsira
piramidas veid. Aprekinat telts augstuma attigau pret pamata malu, lai pie dsttelts

sanu virsmas, taiitu maksimalais tilpums{ﬁ]’
2

202. Regufirascetrstira piramdas énu skaldnes laukums 8, un & veido ar pamata plakni
lenki . Kadai jabit o vertibai, lai piranidas tilpums btu vislielakais?

213.Noteikt augstumu visliaka tilpuma cilindram, kas ievilkts konasr augstumit.

217. Aprekinat vislielaka tilpuma cilindra pamataadiusu un augstumu, ja cilindra pilnas
virsmas laukums ir2

219. No visiem konusiem, kuri ievilkti la&dl ar mdiusu R, noteikt to, kuram @u virsmas
laukums ir visliékais.

221. Aprekinat cilindra augstumu, ja cilindrs ievilkts l8dar adiusu R un @ tilpums ir
maksiralais.

223. Taisnleka trijstaris, kura hipotefiza ir d, rof ap vienu no katém. Kadiem pbit
trijstira Saurajiem kgkiem, lai roicijaskermena tilpums tu vislielakais?

228.Reguhrascetrsiira piramidasSABCDpamai ir kvadrats, kura mala ia. Piramidas &nu
skaldnes veido ar pamata plakni’4&ki. Konusa virsotne saftrar punktuS. Konusa
pamata mika linija pieskaras pirafdas pamata plaknei, unssrinka linijas centrs
atrodas uzlg@utnesSA Noteikt visliekko iesgjamo &da konusa tilpumu.

231.Regukrascetrstira piramdas augstums ir divas reizesdled neli tas pamata diagaire,
piranidas tilpums irV. Dotap piramda ievilktas regudras ¢etrstira prizmas &, ka to
sanu fkautnes ir parélas piranidas pamata diagalem, viena 8nu skaldne pieder pie
piranidas pamata, bet pégis skaldnes virsotnes atrodas uz piides anu virsmas.
Noteikt mirgto prizmu tilpuma visliglko iesgjamo \ertibu.
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8. nodda. Sofismi

Sofisms ir grigu izcelsmes #ds, kas tulkojurm noZmé veiklu, viltigu
papeémienu. Materatika ar sofismu saprotkgetami nevainojamu sprieduni@diti, kas
noved pie absurda rezitlh, agmredzamas lkdas vai pretrunas. Protams, tas, kas
vienam giet mistika, paSa $fiem neizskaidrojama pretruna, citam vat he vaigk
ka vienkarSa Kuda. Saj nodda aplikoti daZi sofismi, kas saitit ar ekstému
uzdevumiem. Plag ar vaifikiem citiem sofismiem var iep#aies populdrzinatniskap
zurrala Trivium publicetaja materala [Cib4].

1. miny =y(p), maxy =y(q) =>p=q?

Atrast visliekko un vismazko \ertibu funkcijaiy = sinx + cosx.

Anniga. 1zmantojuipa3bu: ja funkcijai eksgms ir punki x, tad at funkcijas
kvaditam ekst&ms ir punki x. Aprekinu y?.

y* = sirf X + co$ X + 2sinx cosx = 1 + sin X = maxy” = 2. *)
Tas nommg, ka funkcijaiy vislielaka vartiba ir +/2, ja sin X = 1.
Lai atrastu vismasko y vertibu, aptikoju funkciju g =-y un izmantojuipasbu:
miny = — max(y ) = — maxg. Maksinglo vertibu funkcijaig atrodu #da pa% veida
ka funkcijaiy, sk. (*). ledistu, ka miny = maxg = —/2, ja sin X = 1.

Janitis. Saskaa ar Annnhas rezulitu funkcija y gan maksimumu, gan
minimumu sashiedz tad, kad sk 2 1, t.I., vienos un tajos pasos punktos, kas,
manupét, ir absurds, jo funkcijg tacu nav konstants lielums.

Maijipa. Kluda rodasapec, ka funkcijaiy nav mininalas \ertibas.

Juritis. Pagémienu ar funkcijas #pinaSanu kvadita var izmantot tikai
nenegawvam funkciam.

Paijizra. Kluda rodasapéec, kaipadba miny = — max(y ) nav pareiza.

Kam taisfiba? Uzadiet korektu risigjumu!

2. Ka izveléeties vislielako skaitli d ?

Skologjs iz\velas tiis skaitusa, b, ¢, bet ska¢niem Ec tam hizvélas skaitlisd ta,
lai visiemx bitu pareiza nevieddiba

Va2 +x2 +\/b2+(c—x)2 >d.

Tas skatns, kurs izelgjies visliebko S&du skaitlid, tiek pasludiats par uzvagtaju.
Kadud vajadztu izvelcties (tas bs atkargs, vis@rigi runajot, noa, b, c), lai klatu par
uzvagtaju.

Janitis. d =a++/b?+c?. Sadud iegistam,nemotx = 0.

Anniga. d =va?+c? +b. Sadu d iegastam,nemotx = c.

Peteritis. Janem d vienads ar to skaitli no diviem iepriekS nosauktajiernysk
lielaks.

Maijipa. Simetrijas apssrumu ckl janem d =va® +b” +c?.
Pieadisu, ka Sizvele ir vislalaka.

VaZ +x2 +/b? + (c—x)? =va? +b? + 7.
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Kapinu abas puses kvaudii:

a2+ x2+2((@+ ) +(c )+ B+(e X>> &+ B+ @

2@+ x3)(0*+(c- 3% > - ¥—(e& X*=2 cx2 %
@ +x*)(b*+(c- )= (X ¥*
a’b*+ a’(c- Y%+ X+ X¥( e X°> X e X
a’b*+ a’(c- Y%+ ¥br>0,
kas ar bija japierada.
llzite. Anemd = \/m. PieadiSu, ka

VaZ +x2 +4/b? + (c- 3% >4/(ar B2+ &.

Pec kapinaSanas kvadita iegustu
a2+ x> +2y(@2+ (PP +(c 3)+ B+(e X?> d+2 ab B+ @&

J@2 +x3) (0> +(c— %) > cx X+ ab

Velreiz kapinu kvadata:
(@ +x*)(b*+(c- %) > (X c ¥+ ap’

a’b®+a’(c- N°+ X+ X¥(e X*> Y e X+2 (x€ )xab ad
a’(c— X%+ X¥rr-2Xc yak0
(a(c— X — xh* >0,

kas ar bija japierada.
Jautrite. llzites iz\Ele nav vislabka. Piengram, ja skolatjs bitu izvelgjies a =1,

b=-1, c=1, tad llate ieditu &du nevie@adibu:

V1+x2 +41+(1-%% > d=1

Acimredzami, kad = 1 nav visliekkais, jo

VI+x®>1un+1+(1-x)* > L

Kada ir pareiz atbilde?

3. Aprekinat ab, ja a+ b =64 una® + b* = 2046
Anniza. No formulas
(a+hb)? =a’+2ab+ IF
izsakuab:
_(a+b)®-(a’+b*) 64°-2046
2 2

ab =1025.
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Janitis. Aprekins satur kidu, jo visiema, b ir speka nevieradiba

ajtb)2
< —_
ab_( 2 ’

_ 64)° 5 5 .
saskaa ar kuru biit ab< (7) =1024. Ja lads Saubs par So neviatibu, luk,
pieradijums:

ab< a? + 2ab+b?

< dab<a®+2ab+b? < 0<a’*-2ab+b* <

0<(a-b)>.

llzite. Art JaniSa risirijuma kaut kas nav &tiba, jo, izmantojot So paSu neviibu,
es iegistu:
0<(a—-b)* = a*-2ab+ I,
2ab< a® +b? = 2046= ab<1023

Izskaidrojiet o sofismu?

4. Paraklskaldnis ar vislielako virsmu

Noteikt, kads var It vislielakais $nu virsmas laukums taismisa
paratlskaldnim ar diago#i 4 cm un pamata laukumu 3 ém

Anniga. Paratiskalcha malu garumus apmésu ara, b, ¢, sk. 39. am. Tad

ab=3

a’+b*+c’*=16 c

S=2(ac+ bg=max= ?

a
leverosim, ka izteiksmei 39. 2m.
S’=4c(ar P?=4c¢( &+ B+2ap=4 §16- &+ 6= 4& 22 B

maksinala vertiba ir pie tiem paSiena, b, c ka izteiksmei S Viegli red#t, ka
parabolai4x(22- x) ir divas sakneg; =0 unx, =22 un zari @rsti uz leju, fipec tai

. . X, + X . . . T . .
maksimums ir punkt x =2 =11. Tatad izteiksmeiS" vislielaka vértiba ir pie

2
c®=x=11un & ir vienada ar4-11-(22-11) = 484.

Janitis. Jac® =11, tad a® + b* =5. Atnemot no $s vieridibas vieadibu 2ab= 6,
iegastu: a*+b*-2ab=5-6 jeb (a-b)*=-1, kas nevar iit. Tatad Annhas
risinajuma kaut kur ir Kada.

Kur? Atrodiet $ uzdevumasu un elemeagtu risingjumu.
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5. Trijstaris ar vislielako laukumu
Aprekinat maksinalo laukumu trijstirim, ja & perimetrs irP, vienas malas

7 . . .
garums—a P un viens no lgkiem - « . Kura atbilde —

5P? sina vai 35P? sina
48(1+ cosx ) 48(17—- Tcosa )

ir pareiza?

Vispirms atrisiniet So uzdevumu patgigi un tad iepaistieties ar zefk
uzraditajiem risirgjumiem! Loti iesgEjams, ka {isu pirmais risiajums [Ec batibas
sakrits ar kdu no turprak dotajiem risiajumiem.

Maijina. Trijstara ABC malasAB garumu apunesu arx, sk. 40. mm.

B B
[04
X X
a
(7P/24) c (7P/24) c
40. Zm. 41. 2m.
) P 17P
Tad malaBBC garums irP — X=2a= 5 % bet laukums
1 . 1 (17P . 17Px  x?) .
L,.. =—|AB-|BCising ==X — —x |Sing =| —— —— |Sin« . 1
rec = | AB[BG sina 2{24 j a(48 2j “ (1)

2
leverosim, ka parabol i%(—%j zari \ersti uz leju un kaa divos punktos:

17/P , : .
X, =0unx, = B3 krustoX asi. Tapec tas virsotne ir punkt

_Xt+x 17P
2 487
kas ir tieSi melkdjamais maksimuma punkts. levietojot)§@értibu laukuma izteiksi

(1), iedistu
L (17P)2 }(17P)2 sin _1(17Pj28m
m=\Uag) "2\ 48 “T2lag) T

Redzam, ka neviena no datay atbilcEm nav pareiza.
Janitis. Apzimgju malasBC (sk. Maijinas Zmgjumu) garumu ay. Tad

Lietoju kosinusu te@mu:
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X2+ y?—2x cosoz—(ﬁj2
y —exyeosa =15,

2
(X+ y)? — 2xXy— 2Xycosa = [gj

(17P

2 7P 2
Z) —2xy(1+ cosx )= (Zj

2

12

= 2xy(1+ cosax ).

No pedejas vieradibas izsakwxy un ievietoju laukuma izteiksgn

5P? sina

1 .
L = = xysina = 2811 cosa ) 2)

2
kas nommg, ka pareiza ir pirmatbilde.

Anniga. Ta ka Maijinas un aniSa apékini dod daZdas atbildes, tad t&is «
droSi vien ir iz\l&éts nepareizi. Pigemsim, kaa ir zinamas malas pielgkis, bet malas
AB garums =, sk. 41. amgjumul.

.17 . . :
Tad mala8C garums wz— X . Lietosim kosinusu tedmu:
2 (Ej DX o= (2P )
24 12 \24

(Ejz 7xPcosa (17 sz 17 Px
24 12 24 12

Px(17—- 7cosa )= 5P,
Tapec
P 35P%sina
— XSINa = .
24 48(7-7cosx)

3)

1
2
Tatad pareiza ir ofratbilde.

Lienite. Pareizas atbildes ir gan Amai, gan dnitim, tikai katrs no wviiem ir
aplakojis savu gagumu.

Peteritis. Nav tiesa, Liert! Ja jau abiem idu pareizas atbildes, tadiar
maksinalajam laukumam iitu divas daZdas \értibas, kas, protams, ir absurds. Te
jaspriez &di. Saidzinasim Annipas un aniSa ieg@itas laukuma izteiksmels, unL;, sk.
(2) un (3). NoLa= L izriet, ka

7 1
17—-7cosa 1+ cosa

7+7cosa=17-7cocx

CO'SOC—E
=5

73



leverojot, ka trijstira lepkiem sine > 0, no Sejienes i&gim pareizo atbildi, proti,

5
L, jacosaZ; ,
Lmax: 5 (4)
L,,jacosx 37 :

Reti kurS &da atbilde saskata kidu.

Karlitis. Kada no iepriek§jam nodarifbam ngs pieadijam, ka no visiem
trijstariem ar uzdotu perimetru un vienu malu vidligis laukums ir vieidsanu
trijstarim. VajadZabas gaguma es So pieadijumu varu atkrtot. Masu gagiuma dots

17P

malas garums i%, tapec katra no préjam vieradsanu trijstira maim ir TR Pec
7P2./15
57¢

Heérona formulas Svienadsanu trijstira laukums irS=

. Acimredzot jbat
S> L., Jo pieprasot, lai viens no trijgt lepgkiem ir ¢, laukumu var tikai samazih

. 1 o I
Taiu, jaa = 60, tad cosa = = < > , kas saskg ar RteriSa atbildi (4) dod

2 7
3p?
Lmax:LJ:5\/_ '
48-3
Neka nesaprotu! No vian iepriek§jam atbilem FetensSa atbilde Kita

nevainojama.
Kur klada? Kada tad galu galir pareiz atbilde?

6. Paralelograma diagolu summas eksteémi

Paralelograma malasarunb. Noteikt diagoalu summas maksimumu un
minimumu.

Anniga. BD =d, =+v/a’ +b? — 2abcosx un AC =d, =+/a’ +b? + 2abcosx , kurx ir
Saurais lekis starp mam a unb, sk. 42. amgjumu.

B b c

42. 2zm.

Aplikoju funkciju
f(x)=d,+d,=vV&+ F—2alcos x+ d+ B+2 alwos x

PieadiSu, ka i ir monotona.
Ta ka f ir pozitiva, tadf monotoniste ir lidzvertiga funkcijas > monotonistei.

f2(x) = 2a% + 2b + 2/ (& + bP) °— 4a?b’cos’ x
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levérosim, ka cox un arf cogx ir monotona funkcija intefla (Ogj Tatad f 2

un af f ir monotona funkcija. Monotonas funkcijas savas trekalas \ertibas
sasniedz inteita galapunktos.

f(0) =la—H+[a+ B
f(%j —oJaZ+ b2,
Tatad:

max(, +d,) = 2va® +b’
min(d, +d,) =| a-b|+| a+b]|.

Janitis. No vieradibam
d’ = a®+b*—2alcos x

d? = a® + b*+ 2abcos x
iegustud? + d> =2(a” + b°).
Doto uzdevumu var aizgtar $idu:

Atrast punktu @;; d) uz rinka lnijas ar Adiusur =+/2(a® +b?) , lai d; + d, pienemtu
ekstrenalas \ertibas, sk. 43.1mgjumu.

A

>|(\dl; d)
/d
¥

43. 2m.

Summad; + d, bus maksimla tad, kad maksiats bas §s summas kvaadlfs, t. i., tad,
kad @;+d,)*=r?+ 2d;d, bis maksinils. ledita izteiksme saskd ar neviefdibu
G < Amaksimumu sasniedz, ga= d,. Tatad

2d} =2(a* +b*) = d, =va® +b*> = max(, +d,) = 2va* + b’ ,
kas saskan ar Anims rezulitu.
Ta ka d, + d, > r (trijstira nevieadiba), tad

min(d, + d,) = r=+/2(a” + b).

Mans rezulits ir lakiks neld Anninas, jo, pierdram,nemota = 2,b = 1, es daiju

J2(a® +b?) =410, bet Annpa vaiik: [a—b/+|a+b/ = 4.

Kada ir pareiz atbilde? Kam taigha?



Atbildes

1. Uzdevumu var atrisiit pavisanisi.
y? = sirfx + codx + 2sik cox = 1 + sinX = Y <2 = ly| <2 =
—J2 <y<+2.
Minimala un maksinala vértiba tiek sasniegta attigg punktos
x:37”+27zk, X=%+27Zk, keZ.
Ne visi x, kuriem sin & =1, ir maksimuma punkti. inot kvadata, var rasties liekas
saknes. Seit aslepjas nepilbas Annpas risijuma. Zinot atbildi, komergjiet pargjo cetru
bérnu izteikumu patiesumu.

2. Lai Saj sfEle jus neviens nevatu uzvagt, d jaizvelas $idi:

J(@+b?+c?, a+b=0
Vvaa® +c?, atb=0.

Gadjuma, kad a+ b= 0, d optimalitates piefidijumu ir devusi llzte. Rc vinas parauga var
aplikot affi gadjumu, kada+b=0. Tau eksist eleganiks d noteikSanas p@miens, kas
saistts ar @tamas nevieadibas geometrisko interpratiju. Pirmaj gadjuma d iegist ka
taisnlenka trijstira, ar maim c un a+b, hipoterizas garumu, sk. 44im&umu. Bet, Kkdu
nogriehu garumu (un &da zimgjuma) raksturod otrap gadjuma, to atrodiet patavigi.

d:

X C-X
44. 2m.

3. Ja, ilgiku laiku donajot, toner nevarat izskaidrot S0 sofismu, atrodeéetun b veértibas
atklata veida.

4. Zinams, ka a® +b®>2ab=6. Tapéc c* =16-(a”+b’) < 16— 6= 10 un maksinalais
sanu virsmas laukumsS bis vierids ar kvaditsakni no 4%( 22 c¢*) = 4 10 12 So

maksimumu dod tas pagtdkaldnis, kuram pamats ir kvatis ar malas garumu/g. Tagad,
jacer, bez grtibam atradsiet Annihas Kadu.

5. So uzdevumu esmu pigdijis matenatikas nomeiu un Mazs universiiites dailbniekiem,
1. - 4. kursu studentiemkan skologjiem.? Un gandiz visi, kas iesniedza risijumus,
agmlak vai velak ir “iekritusi”. Ar “vélak” te domats, ka atsevi§ “talredzgakie” risinataji ir
“paklupusi” tur, kur Rteritis.

Risinot S0 uzdevumu, irlikdijuSies pat ziatniskos gidus ieguvuSie pasnieglz Kada
te ir ta smalkaka klada?

So Kadu raksturosim ar matettiskas folkloras padzibu. Uz ielas satiekas divi
paznas.

-Vai, kur tas laiks, & neesi red&s. Ka dzvo, ko stada ?

-Esmu Kuvis par ekstrasensu.
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-Tiesam? Negribu tiét.

-Talit tu parliecinasies. Es paskaéfos, pierdram, uz to aizejoSo athu, un vha
atskatsies. (& afi notiek).

-Nu tas t&u nav nekas seWs.

-Tagad es iedoasos, lai tas kungs tur uz tilta iemet savu diglmuge. (Pec dazm
sekun@m diplomatu met.)

-Hm. Bet tagad iedarbojiesjld, uz to iedzvotaju (norada uz Kdu daudzgivu majas
logu), lai vinS izmet pa logu savu televizoru.

-Labi, skaties. (Ec neilga laika pie nadita loga pa#idas kads cilveks un @ksni pazid.
Ekstrasenss nosst, ta&u turpina skaties. Tad cileks pierak pie loga, atver to un izkliedz:
“Man nav televizora!”)

Tagad nav dtti nojaust, kas tad ir galvenais klupSanas akmajasuzdevuna, proti, -
meklejama trijstara pasiveSana.

Atceresimies, ka anitis aplikoja situiciju, kad o ir malas ar doto garumu prajlgs.
Veiksnigi opegjot ar lielumux uny, vins ieguva laukuma izteiksnii; (sk. pirmo atbildi),
nemaz nezinot konktas x uny vertibas.

Tos, kuri uzdevumu ir riskusi ta ka Petertis, vajadztu paligt, lai vini uzrada ar
trijstara malu AB un BC garumus, piénam, jac = 90°. DaZi studenti pretadlu prasbu ir
protesgjusi, jo, lik, vini uzdevumu esot atrisijusi, bet apgkinat malu garumu uzdevuma
noteikumos nav pras. Beidzot piekritusi, wi péc Pitagora te@mas apgkinax:

, (l?P jz (7Pj2 oy _ L7PX 10P? 0
T “\24) 0 T2 T2 7Y

o 17Px+5P2_O
24 24 7

(*)

2 2
X, p = %i \/(%j —% = %’iZF;\/Mm??
Tad fec ilgam pardomam secina, ka ti@$n apskatmaja gadjuma mekktais trijstiris
vispar nepastv. Talak pareizo atbildi wii iegist bez gatibam. Vieradojuma (*) viek
vispargja gadjuma jarisina vieradojums
o L7Px 5P 0
24  24(1+cosx)

Deres tikai &di o, kuriem D >0, t. i.,

(17P)2 20P?
“\24) " 24(1+ cosa

)2 0< 17°(1+cosa )> 480

191
28¢

leverosim, ka gaguma, ko aptikojusi Anniza (o - malasAC pielexkis), mekEjamais
trijstaris pasives jebkuram0 < o < 180 .

Ta ka ;zi<% (abas ddts laukuma izteiksmes sakrja cosoc:g), tad, izdarot

-

PeteriSa atbil@ labojumus, iegsim pareizo atbildi:

Cosx 2
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L,, ja E13005@35, o
Linax = 289 7 (**)

La citiem a.

Sim uzdevumam past skaistks risirajums, kas sai#s ar elipsi. K jaizvelas ABC
virsotne B uz elipses, sk. 45imgjumu, lai ieditu trijstiri ar maksinalo laukumu? Turkdt
vienam no ABC lepkiem jabat «. Apskatimas elipses katram punktanX ir speka
|XA{+|XC|:% Viegli iedongties, ki &du elipsi var iegt praktiski, izmantojot divos

punktosA un C nostipriratu diegu.

45, 2m.

Vispirms noskaidrosim, @das robe#s var maifties lexkis B. S lenka augsjo robezu
y var atrast no vierdsanu trijstira AMC pec kosinusu te@mas:

2| AM|? — 2 AM|? cosy =] AG?,

1 cosy = A _e8
2Am|* 289
cos, _ 191
NPTy

5
Redzam, ka esam ieguvusi vienu no atb(fd) uzraditajiem skailiem. Otru skaitli$ iegast

|IAN| 5

no vieradsanu trijstira ANC. cosp = m =3

Tagad atliek pieadit, ka intendla g < a <y lielaku laukumu iegst, jaa nem ka AABC
malas AC pretleiki, bet arpus ¥ intenala - ka malasAC pieleaki. Sim apgalvojumam ir
vienkarSsgeometrisks pamatojums, ko ieteicams atrast pagst

6. Taisnba ir Annpai. Atrodiet Kadu Xnitim. Vai, izlabojot dniSa Kiadu, varat iegt
vienkarSaku uzdevuma risifjumu neki Annipas dotais?
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9.nodda Ko§ nevieradiba

KoSi nevieradibai ir noZmiga loma mategtika un daZdos &s lietojumos,
piemeram, materatiskajp fizika, statistiki. Tatu Saj nodda ta mums kalpos k
elemenira metode (pgEmiens, 1dzeklis) skatniem piengrotu ekstéemu uzdevumu
risinaSara. Olimpiadés nereti sastopami uzdevumi, kuru rigars S slaven, bet
skolas mateatika maz pawstans nevieradiba irloti noderga.

Ko& nevieradiba publicta 1821. ga@l DaZkirt to sauc par Svarca, Bakovska,
Ko&-Svarca [AMS, AZ, Ku], Ko&Bunakovska-Svarcd [Lau], Bupakovska-
Ko&-Svarca [Nev], KoSBupakovska [Si2] vai pat aidi par Buakovska-Ko$
nevieradibu [Sm]. Bwakovskis ieguva apkojanmia veida nevieddibu integéliem
1859. gad, bet Svarcs — divS3ajiem integiliem 1875. ga@l Tris slavenu autoru
gramat [HLP, 28] ir ataméts, ka So nevigdtibu parasti sauc par Kosevieradibu un
ka atbilsto$o nevieaibu integaliem parasti sauc par Svarca newmbu, kaut gan to
pirmais drosi vien ir formajis Bunakovskis, & ai dotas naides uz pirmavotiem.

Turpmak ir uzraditi dazi vienkirSi un isi Ko§ nevieradibas pie&dijumi, tas
geometrisik interpreficija un atrisiati santra daudzi daidas gitibas pakpes
(ieskaitot starptautigis materatikas olimpades) uzdevumi.

Visiem realiem skaitliem ir speka nevieradiba

(Y o+ X Ya)® SO o X ) (Vg +oo+ Vi) (KN)
jeb kompakika pieraksi

XYa bt X Yo SIXLY L IX = et Xy =y 4 v

So nevieadibu turpnak sauksim par Kaheviermdibu un s@sinati apZmesim ar
(KN)

Pieradijums Viens naisakajiem pieadijumiem ir &ds.

Saskaitsim nevieadibu 2ahb <a”*+b*, i =1, ...,n, kreisis un lalas puses un
nemsima, =i, b - Y Tad
| x| |yl
2 X2+ X Y eyl
— (Y e X Y,) < no4 “=2
I |-y | x* |y [

no kurienes izriet (KN).
leverosim, ka neviefidiba @rvérsas par viedibu, ja

X; Yi X; |_X|

=-— =const.
IxI 1yl vyl

Piezme. So nosagumu parasti raksturo arasdiem, ka vektorix = (Xy,..., X,) un
Y = (Y1,..., Yn) ir proporcionali. Lietojot apazmejumu (X, y):= X1y; +...+ X.yn), KO sauc
par divu vektoru skato reizirsjumu, Ko§ nevieradibu var pierakst ta:
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(% Y)? < (% X)(y,y) vai V&l isak (xy)<|x|-]y|. Pedgjo nevieridibu lasa a: divu
vektoru skadrais reizimjums negrsniedz So vektoru modlureizirajumu.

Lietdefigi zinat aff Saduisu pieadijumu:
(% —ty)? =% — 2%yt +(ty;)* = 0.

Nemoti =1, ...,n, un saskaitoti§ nevie@adibas, iegsim kvadatnevieradibu
attieaba prett
| x|> —2Bt+ | y|* t* > 0,
kur B=xYy +...+X,¥n- Ta ka kvad@atnevieradiba ir pareiza visiemt, tad @s
diskriminantam gbit nepozitvam, t. i., B> <|x |y [, kas aft bija japierada. Af no §
pieradijuma viegli saskat augsik mingto proporcionaldtes nosagumu, kad
nevieradiba Kist par vieadibu.

Cits 1ss piefdijums, kas, manupt, skoEniem tongr ir gritak uztverams nek
augsitk uzmditie, balstis uz identiiti [HLP, 28]

Sty p* (T af -2 3 (@b, -ab)?
1]

So identiati medz dsvet par Lagranza [Lau] vai K#d.agranZa identiti [BB, 83]. To
sawa pieradijuma izmantoja pats Kas

Geometriska rakstura pieradijums

Aplukosim taisnleka trijstirus ABE un CDE, kuriem kateSu garumi attggar
a, b, x uny (sk. 46. amgjumu). Rogjot trijstari CDE ap punktu E, ma#s trijstira
BEC laukums. Kad trijsira BEC laukums is visliekkais? Gande vai admredzams,
ka tad, jaz E = 90.

Saidzinasim Zmgjuma redzamo figru (trapeces un piedst) laukumu izteiksmes:

b+ ab xy 1
L asco :Ty(a+x)5?+%+§\/az +b? -\/X2 +y°

ab+ ay+bx+ xy < ab+ xy+~a? +b? -\/x2 +y?

ay+bx<+a’ + b’ -\/x2+y2 :

80



Tatad esam ieguvusi (KN) divu saskaito gadjuma. Vai no Sejienes var izseairain
visparigo gadjumu? Var, pieréram, [gc indukcijas:

2
ax+by+cz=ax+ /CZ_’_bZMS\/m_\/Xz_’_(by-FCZ) .

Ve? +b? ¢’ +b?
2 2 2 2
<+va®+b*+c? -\/x2+(C +b2)(i;2+z ) <ya® +b? +¢? X2 +y? + 22
¢+

Sekas KS11. sekas no Ka$evieradibas). Jax? +---+ x2 = ¢, tad

max(xl+---+xn)=\/n_c.
Tie&m, no Ko$ nevieradibas izriet, ka
(X -1+ +X D < (X +--+X2)-n=cn
Vienadiba tiek sasniegta, j& =---=x, = c.
n
Pirmais uziditais (KN) pieadijums balsis uz vaigkkarteju loti vienkarSas
nevieradibas
2xy <X + Y
izmantoSanu. Var “raudlzes ar preg€ja virzierd” un tikko mingto nevieldibu
izsecirit no (KN).

Sekas KS2 2xy = xy + yx < \/x2+y2\/y2+x2 =x% +y2.

Jax uny ir nenegawi skaifi, tad no Sejienes izriet nevigdba, kas saista
geometrisko un kvadtisko vicgjo:

2 2

\/x_yg x+y.

2
Atzimésim, ka stargetriem vidjiem: harmoniskogeometrisko, arit@tisko un
kvadiatisko pasiv sadas nevieadibasH <G <A <K, t. i,

2 X+y [xX*+y?
<. Ixy < <
FUE R T IR

Xy
lepaZsimies ar So neviedibu geometrisku ilusciju, sk. 47. mm., kur |KC| =x
un [AK] =y.

A G FGSKGSOAzr:X;y

KG = y/xy
2 2
F AK=1/r2+(r—x)2=,/X ;y =K

2
FG:GO—OF:—£%§—=

< AK

H
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Paskaidrosim, ka OF ia@ts no proporcijas OF:OK = OK:OG un
(r-%? _r_r2—2rx—x2 C2x=X (X y)X=X2 Xy 2xy H
r r r r roxX+y

r

Ir pazstama (sk., pieamam, [BS, 91; KS]) ar&da nevieadibas:H < G <A <K,
geometriska ilusticija (sk. 48. amgjumu).

Seit pimemts, ka |BC| %, |AD| =y un nogriedi EF, GH, KL un MN paralli
trapeces pamatiem. Ir &a:
e nogriena EF, kas iet caur trapeces diagionkrustpunktu, garums ir (skhitx
uny) vidgjais harmoniskais;
e nogrieha GH, kas trapeci sadala aéviidzigas trapeés BCHG un GHDA, garums
ir geometriskais vigais;
e trapeces vidushijas KL garums ir aritigtiskais vicjais;
e nogriena MN, kas trapeci sadala ds/pec laukuma vieldas trapeés, garums ir
kvadiatiskais vicjais.
Parbaudiet So apgalvojumu pardhm patsivigi!

Sekas KS3Kod nevieradibas svaigas sekas ir neviadibaH < A <K attiedgi starp
harmonisko, aritriétisko un kvaditisko videjo vispariga gadjuma, t. i.,

Savukirt Ko nevieradiba nemot visusy, vieradus ar 1 un abas nevigiibas
puses izdalot am, iegistA < K.
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Uzraksisim Ko3§-Lagranza identiti un no &s izrietoSo Kos nevieradibu
gadjuma n =2,

@ +b%) (+d? - (ac + bg? = %[(ad — bg? + (bc—ad)? = (ad — by?

(@ +b? (c* +d? = (ac + bd)® + (ad — bd? > (ac + bd)®.
Tatad Ko§ nevieradiba Saj gadjuma uzraksima la
(@ +b% (c* +d?) > (ac + bd)?,
un & klast par vieadibu, jaad = bc.

Pieazme ldentiftel
(@°+b% (®+d? = (@c + bd?+ (ad — bod?,

kas izsaka divu kvaditu summas reizajumu ka divu kvadatu summu, ir noaniga loma
skaifu teorip. Saskaa ar [Dev] § identitaite pieder Fibona (Leonardo no Pizas), kurs to ir
uzradijis sawa 1202. gad publicitaja gramat Liber abaci

Vingrinajums Uzrakstiet KosLagranza identiti un no &s izrietoSo Ko nevieradibu
gadjuman = 3.

Sekas KS4

\/i(a +b))? s\/ieﬁ +\/ih2
i=1 i=1 i=1
jeb kompakika pieraksi |a + b| < |a] + |b|.
Pieradijumu iedist, kapinot abas puses kvadi un lietojot (KN).

Kosi nevieradibas geometriska interpretacija
Apltkosim trijstiri OAB ar virsotrem O = (0, 0), A=4,b) un B = ¢, d). Lenki
starp maim OB un OC apmnésim ar g, sk. 49. amgjumu.

A

O
49. Zim.

Pec kosinusu te@mas: |OB] + |OAf — 2|OBJ|OA|coss = |ABF jeb

?+d?+a’+b°— 2|OBJ|OA|coss = (@—c) + (b —d)?
— 2|OB||OA|coss = -2ac— 2od
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ac+hbd
\/a2+b2\/02+d2

Tatad Ko3 nevieradibu var interpredt ka to, ka atbilsto#trijstira lepka kosinuss
negrsniedz 1.

cosp = < ac+bd<+a?+h? -c2+d?.

Vingrinajums. Aplakojot trijstari OAB telpa, kad O =(0,0,0), A=ab,c) un
B = (X, Y, 2, iegustiet vieradibu

ax+by+cz
Va2 +b? +¢% X% + y? + 22

COSp =

un no &s izrietoSo Kosnevieradibu

ax+by+cz<yaZ +b%+c? X%+ y? + 2.
1. uzdevumslLietojot (KN), iedit Sadu nevieadibu
2kxy < X2 + K2

Tas izda&ms pavisam vieriksi:
2kxy = X-ky+Kky- x < \/xz + (ky)? -\/(ky)2 +x% = x2 +(ky)®.
Prasto var iegit vél vienkarsak, proti, no nevieadibas & — ky)* > 0.

2. uzdevumsAtrast funkcijasy = sirx + cox maksinalo vertibu.

Ta ka sirfx + co$x = ¢ = 1, tad saska ar se@m KS1
max(sirk + cox ) = +2-1.

NG

Vienadiba tiek sasniegta, ja siF cox = -

3. uzdevumsAtrast funkcijas y = 2sirx + coxx maksinalo vértibu.

Pec Kog nevieradibas

y< JZZ +12\/sin2 X+CoL X =+/5.
Vienadiba tiek sasniegta, jaizvélas 8, lai

COX = ﬂ SinK = 2—£
S 5
4. uzdevums Dots, kaa un b ir reali skaitli, [a]<1 un b|<1. Pieadit, ka

ab++1-a2 y1-b2| <1 (Sagatavo3anas olinagie, 12. klase, 2001./20023m g.)

Lietojot sekas KS2, uzdevums atrigims viera rindina:
2ab+ 2\/1— a’ \/1— b%|<a®+b%+1-a%+1-b% =2

5. uzdevums  Atrast funkcijas y = SirnX + COX minimalo vertibu.
Lai varetu lietot KN, mekésim maksinalo vértibu funkcijai (¥). Pec 2. uzdevumaat

ir vienada ar+/2 . Tas nommg, ka
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Min(sin + cox ) = —/2.

V2

Vienadibu iedist,nemot siix = cox = —

6. uzdevums Atrast funkcijas y=asinx + bcosx maksinalo  vertibu.
Rc (KN): y < va’+b* . Maksinila vertiba tiek sasniegta, jagx:%. Jab=0,

tad maksimla vertibayma= la| tiek sasniegtajemotsinx = +1 atkafba noa zimes.

Uzdevums par transformatoru

7. uzdevumsKonstrigjot maistravas transformatoru, svagi, lai spoles iekSiene tiktu
aizpildita ar iesgjami liela laukuma dzelzs krustveida serdizdiem pbit serdes
Skeluma iznériem x, y, ja spolesadiuss ir r, sk. 50.7n? [Mar, 144; Sm2]

TN
A

(Lo
R

L [/
i “~

50. 2m.

Studentiem parediaja macibu literatira [Mar] So uzdevumu, am redzot, ir
iecekts risirat ar diferencilrekinu paidzibu. Elemertrs risirajums, izmantojot Kos
nevieradibu, ir dots zurala Keanm [Sm2].

Apzimésim ar a lenki, ko veido 50. amgjuma at€lotais ldiuss ar horizoato
asi, un arL — pirmap kvadrani ietilpsto&is krustveida serdes ld& laukumu. Tad
X =rcosy, Yy =rsina. Lielumul var izteikt k divu kvadatu laukumu staribu:

L =X — (x — y)? = Xy —VY* = r’(2cosisina — sirfa), 2sirfa = 1- cos2,
4L = x?*(2sin2 + cosz — 1),

2sin20 + €020, < v/ 22 +12/sin? 20, + co< 2. = /5,
Serdes laukuma maksifa vértiba 4. = 2r%(J/5— 1) tiek sasniegta, ja

SIN20_ 2 _, 920 = 2= o = Tarcte.
cos2o. 1 2

8. uzdevumsAtrast funkcijas L = 2xy —y* maksinalo vértibu, ja  x* +y? =r2.

Sada funkcija paadijas, risinot iepriek&o uzdevumu. Is maksimums tika atrasts ar
trigonometriskas subsiitijas paidzibu. Tagad atrisasim uzdevumu ar citu
papémienu. Lietosim nevieatibu 2kxy < x* + K%y (sk. 1. uzdevumu). Tad
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2

2
2xy — y? SX?+ ky® —y? :X?+(k—1)y2.

lzvelesimiesk > 0 &, lai koeficienti pie uny? bitu vieradi, t. i.,

1 K12 K k10> k:“*/g.
K 2
J5-1 ,

Tad Ls(k—l)rZ:Tr . Neviersdiba (—ky)>>0 Kist par vieadibu, ja

x =ky. Zinot $0 sakabu un nosagumu x* +y* =r?, lielumusx uny izteiksim atkiita

veida.
_ .2 o r |5=45 _[5++/5
K+1y=r’=y= k2+1_r1/ 0 x_r,/ o

9. uzdevums No rinka sektora AOB ar AO = OB kun lepki AOB 45° izgriezt

taisnlepka trapeci, kurai divas malas patak X-asij un kurai laukums ir visligkais.
leverosim, ka Sis uzdevums ir iepriek® uzdevuma cits formajums.

Atzimesim, ka optinalas trapeces malu garumu atileex :y ir tieSi zelta griezuma

1+\/§
>

skaitlis @ =

Keplera planimetriskais uzdevums

10. uzdevumsDotaja rinki ievilkt taisnstri ar vislielako laukumulT, 51; Nat, 15]Pieradit,
ka no visiem taisngtiem, kas ievilkti dotaj rinki, vislielikais laukums ir kvaditam [Si1,
651. uzd.]Dotaja pusrizki ievilkt taisnsiiri ar vislielako laukumyZzZe, 54]

Uzdevumu var atrisit ar dazdiem elemeririem pa@émieniem, pierdram, ar
nevieradibasG < A palidzibu, sk. 6. noda. Tagad So uzdevumu ar Kaotevieradibas
palidzibu atrisirasim \€l 1sak. Taisnsiira ABCD laukums (sk. KS1 vai KS2)

|AD[|CD| =2xvr? = x> < x> +r? —-x*=2r?
r

V2

Ar Kosi nevieradibas paldzibu varisi atrisirat af sadu aplikota uzdevuma
visparinajumu.

biis maksinals, jax? =r? —x? jeb x=—, sk. 51. Imgjumu.

11. uzdevumsAprakinat maxxy, jaax’ + by? = ¢, kura, b unc — doti pozitvi skaitli.
Pec (KN): 2pgxy=pxqy+qy-px < pX +qy>. Jeb 2Jabxy<ax®+by?> (&
nevieridiba iegistama ¥l 1sik, izveidojot pilno kvaditu (vax—+ay)? > 0). Tatad

2 2
cax+by” ¢

Xy < = .
VS o Jab  2yab

. c .. . . / c c
Maksinala vertiba maxxy = tiek sasniegta, ja=,—,y=.—.
y oJah gta, | o y
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PieZme Uzdevumam ir vierkSa geometriska interprétija. lzteiksme Ay izsaka elips
axX’ + by’ = c ievilkta taisnsira, kam malas parmihs koordimtu asm, laukumu, sk. 52.1m.

B C

51. zZim. 52. 2Zm.

Aplikosim Keplera uzdevuma vigpnajumu un atrisiasim to ar (KN)
palidzibu.

12. uzdevums Noteikt tds poziivu skaitu reizirejuma maksimumu, ja dota to
kvad@tu summa.

13. uzdevumsNo dotaj lode ievilktiem taisngira paratlskalchiem atrast to, kuram
ir vislielakais tilpums.

14. uzdevumsNoteiktk pozifivu skaitu reiziraijuma maksimumu, ja dota to kvatr
summa.

leverosim, ka 12. un 13. uzdevums raksturojamsadu $nateratisko modeli.
X+ +7Z =R, maxky)="

Lietosim nevieadibu G <K:

2 2 2
3/xyz< Ix +3;+z :R;/g.

Vienadiba tiek sasniegta, ja=y = z kas nomng, ka paralskaldnis ir kubs.
Tapat ar neviedibasG < K palidzibu]oti isi atrisirams ar 14. uzdevums:

JK
Nakamajos uzdevumos tiek métd minimums sum@m, kas saatiitas no
visiem divu pozitvu skaitu reizirajlumiem, ja dots So skait reizirajums:
X1Xo... X = CONSt = MaxXo + Xy X3 +... X1 %) = ?

2 oo 2

15. uzdevumsAtrast mininalo vértibu izteiksmei® + b® + ab, jaab = 1.

Pec vienkirSiem prveidojumiem:a® + b®>>2ab = a+b?+ ab> 3ab= 3. Vieradiba
tiek sasniegta, ja=b = 1.

16. uzdevums(Viskrievijas materitikas olimpide, 1962, sk. [VJ, 24]a, b, ¢, d—
pozitivi skaifli, kuru reizirgjums ir 1. Pieidiet, ka

a+b+cf+d?+ab +ac+ad+ bc + bd + ca> 10.
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Izmantojot neviefdibu A > G un to, kas lietota iepriekf uzdevum, iegisim:
ab+cd > 2yabcd=2, ac+bd>2yabcd=2, ad+bc>2yabcd=2
a?+b?+c?+d?>2ab+2cd>4.

Saskaitot Socetru nevieadibu kreidis un lalas puses, dab prasto
NoVertejumu.
PieZme Uzdevums ir atrodams 1arl966. g. izdotaj krajuma [Sil], kur tas risiats,
izmantojot nevieadibu x+E > 2.
X
17. uzdevums Pozitviem a, b un ¢, kuru reizimjums 1, atrast miniglo veértibu
funkcijaif =a* + b*+ ¢ +ab + ac + bc

Ta ka

(@ +b%) + (% + &) + (b* + %) > 2ab + 2ac + 2bc,
tadf > 2ab + 2ac + 2bc. Nemot \&ra nosagumu abc= 1 un izmantojot nevieidibu
A > G, iegisim noErtgjumu:
ab+ac+bc>3%/(abg’ =3.
Minimalo vértibu — mirf = 6 — iedist,nemota=b =c= 1.

Pieazme Ka sekas noiduzdevuma risiijuma var iegt klasiski uzdevuma par pamskalcha
ar vismazko virsmas laukumu atrasanu (ja tam ir dots tilpurssnajumu.

Tagad aplkosim visprigo gadjumu.
18. uzdevums Pozitviem skaitiem X;, X, ..., X, Kuru reizirijums ir 1, atrast
minimalo vertibu summaiS, kas sadtita no visiem iesfamajiem reizi@jumiem
XXn-

Isi $0 summu var pieraksta

S= Sxx,.

I<m<n<k
SummasS ddu, kas saav no visu skaiu kvadatiem, nowrtesim, lietojot
nevieradibuK > G:

2 2
W Zklxlxz...xk =1 = X12+"'+X|f > k.

k(k —1)

leverosim, ka summasS otrap dda ir c= saskaimo. Lietosim

nevieradibu A > G.

k-1,,k-1 k-1
x1x2+-~-x1xk+~--+xk_1xk20-%/x1 Xo o X =C.

No abiem nogrtejumiem izriet, kaS>k+c = Kk +1)

. Vienadiba tiek sasniegta,
ja visi skaiti ir 1.

PieZme 15.-18. uzdevumu var atriginvel 1sak. Ta ka summasSlocelu reizirgjums ir
konstants lielums, taf bis mininals, ja visi saskaiimie vieradi.
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19. uzdevumsAtrast izteiksmeg* + y* minimumu, jax +y = k

PieZme Maskavas univergites mehnikas-materatikas fakultites nekitienes olimpide
(1984. g.) uzdevums: “Piagit, ka, ja a+b>2, tad a’+b*>2." bija paredzts 7. klases
skokniem. Zurrala Mamemamuxa 6 wixone, 1984, N2, 54. Ipp. dotsids risirajums.

a* +b’ :%(a2 +b?)? +%(a2 ~b?)? z%(a2 +b?)? =

1(1 1 1
== Z(a+b)*+=(a-b)?*| >=(a+b)*>2

2[ 2( ) 2( ) J 8( )
Savukirt 1960. gad izdotap krajuma [KUK] atrodams uzdevums: “Pigdit nosatto
nevieridibu: jaa + b > 1, tad a* +b* 2% un &ds konspekvs @ atrisirgjums: “lzsakota

unb forma:

4 4
a:%-x,bzlw, jabat y>x. Tada4+b4:(%—xj +(%+yj -

:é+2(y X) +— (y +x2)+2(y? x3)+(y4+x4)2%”

Izmantojot nevieadibu A <K, uzfadisimisaku risiragjumu.

2 2 2 4 4 4
AZ:(aerj . +b < la*+b Lt bt s A% k*
2 2 2 8

Vienadibu iedist,nemota=b= g . Atzimésim, kak var kit af negaivs.

20. uzdevumsAtrast minimumu izteiksmei fg + tofy + tgfz, ja x+ y+ z = g .

Pasivot dotajam nosapimam, ir spka formulas:
1-tgx-tgy
tgx + tgy

tgx-tgy +tgy - tgz+tgz-tgx =1,
Lietojot Ko§ nevieradibu, dat:
1= tgx-tgy + tgy - tgz + tgz- tgx < tg*x + tg’y + tg°z.

tgz= tg(g —X-Yy)=ctgX+y)= = tgx- tgy + (tgx + tgy)tgz =1,

Minimums tiek sasniegts, ja=y = z:%.

PieZme Uzdevumu kgjumos var atrastdzigu uzdevumu:

“Pieradit neviemdibu tg® 2+t92B 2 ;’ >1, ja a+P+y=xn." un formulu
tgx-tgy + tgy - tgz+ tgz- tgx =1— Cos+y+2) . [Si1, 424]
COX-COY/- CO¥
Dazi olimpiazu uzdevumi
21. uzdevumg[Liu, 19] Pie&dit, ka
2 2 2 2
Ay Koy y e Ky X, + Xy + ot X
X2 X3 Xn Xl
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kur x;, x,,..x, irreali pozitivi skaiti.
Mingtaja gramag doti 4 atrisiajumi. Viens no tiem pamatojas uz (KN)
izmantoSanulNemamyx,,, = x,. Tad @c Kodg nevierdibas

(2&)2—(ZMJ_>2<(Zx) (2

i=1 |+1

kas ar bija japierada.

22. uzdevums|Liu, 27] DaAadu pozitivu m parskaifu un n negrskaifu summa ir
1987. Kada ir maksimala 3m + 4n vertiba?
“Skaidrs, ka
1987>2+4+ ... +M)+(1+3+...+(RB-1))=
1, , 1
(m+ 2) -y

vai
(m+ ) +n <1987+1

Pec Kog nevieradibas

3m+4n= 3(m+—)+4n——<\/32+421/(m+ )2+n ——<51/1987+1——<222

Tatad 3n+4n<221. Diofanta weﬁdOJumam +4n=221 ir daudz poZivu
atrisirajumu, betm un n nevajadztu daudz at§rties. Izdalot 221 ar 3 + 4 = 7, @aims ir 31
un atlikums 4. @tad (n, n) = (31, 32) ir atrisiBjlums. T&u 1 + 2 + ...+ 63 = 2016, kas par 29
parsniedz 1987. Lai samaztu So summu, aizvietosintetrus prskaijus ar trim
negarskaifiem. leverosim, ka

(54 + 56 + 58 + 62) — (65 + 67 + 69) = 29.

Janemsim 27 prskaifus 2, 4, ..., 50, 52, 60 un 35 aegkaifus 1, 3, ..., 69, to

summa s tiesi 1987. Ttad 3n + 4n vertiba ir 2217

23. uzdevums(24. starptautiskmatenatikas olimpide, Paize, 1983)Pienem, ka a, b un
C — patvdiga trijstira malu garumi. Piadit, ka

a’b(a—b +b’c(b -9 +c’a(c -9 >0.

Noskaidrot, kdos gagumos izpildis vieradiba.

Zurnala Mamemamuxa ¢ wxone, 1984, N2, 54.Ipp. dotsads uzdevuma autora
risinajums:

“Parejot uz jauniem maigajiemx+ y=¢ y+z=a z+Xx=Db(X Y, Z— nogrieai,
kados trijstira malas sadala tajievilkta ripka pieskarSa@s punkti) @c vienkarSiem, bet
daudz vietas aimoSiem prveidojumiem dat nevieradiba redugjas uz

§ Xy® +yZ +zX > xyz(x +y + 2).

Si sakatba ir ekvivalenta#&lai:

(xy® + yZ2 + 2°)(X+ Y+ 2) > (Xyz (X + Yy + 2))°.

Pedéjas nevieadibas pareiiba izriet no KoBBunakovska nevieidibas

(a-b)2 <(a-4a) (b-b), kas lietota isdimensiju telpas vektoriem

a=(yy/xy, z/yz, xv'2x) un b=z vVx,4/y).
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Ka zinams, (a-b)? =(a-a) (b-b)tikai gadjuma a=Ab, tapec vieradiba dotaj
YZ _ 2 i kadx=y=z kas ir spka tikai

sakarba tiek sasniegta tikai tad, ka:éy—3 =
z X y

vienadmalu trijstirim.”

Risinajums ir konspekts. Viena no iespam, ka veikt mirgtos garos frveidojumus,
ir atrast koeficientus piepakipem izteiksne:

(2° + 2yz+ y*)(z+ X)(y - X) +

(2% + 2xz+ X*) (2= Y)(X+ y) +

(—2% + z(x—y) + XY)(x+ y)*.
Y- X+ X+Yy=2Y,;
(X 2Y)(Y = X) + (=Y + 2 (X + ) — (x+ Y)? = -2xy;
D(2yx+ Y)Y = X) + (=2xy + X2)(X+ Y) + (X—= Y)(X+ y)? =...= 2x% = 2xy(X+ ) ;
CYAX(Y = X) = X2 (X+ Y)Y+ xy(X+ y)? = 2xy°.

2

1

0

N N N N

PanicoSs ir olimpides dabnieka — Lvovas skaina L. Parnovska atrastais
“tieSais” risirajums. Tiesa, artas nav nasakajiem.

“Pienem, kac— vigsaka trijstira mala. Tada=c+a,b=c+ f kur >0, > 0.
levietojot s izteiksmes neviadibas kreisd pus un @rveidojot to, iegstam &du izteiksmi
S=(a-p)°c’ +apc® +(a® + fla- B *)c+a’pla-B).

Lai pieaditu tas nenegativitti, nakas izskat divus gadumus «a > £ un
a<p..Gadjuma a<f izmantojam papildus apswumus. Rc trijstira nevieadibas

b<a+c t.i, f<c+a,tada—pf>-c, ¢c>p—a. No divam pzdéjam nevieradibam
iegastam:

S=(a-p)°c?+apc-c+(a+ B3 +a’B-2aB%)c+
+a2B(a-p)>(a-pP)2c2+af(f-a)c+ (@3 +p +
+a?f-20p%)c-a’po=(a-B)>c?+(@°+ B3 +a’B-2aB% -
—a2ﬂ+aﬂ2 —azﬂ)c =(a —ﬂ)zc2 + (a3 +ﬂ3 —azﬂ—aﬂz)c =
=(a-B)°c? +(B%-a®)(B-a)c>0jo B>a.

Uzradisim 1saku un vienkrsaku risimjumu. Uzskatsim, ka trijstira malas ir
salartotas setba a<b<c. ApzZimésim b=ax, c=ay. Tad 1<x<y<1+x
Nevieradiba y <1 +x iegiata no trijstira malu ipasbas: c<a+b< ay<a+ax
Parrakstot doto nevieadibu jaunajos maiigajos, iegsim

X(1-X)+ X*y(x—y)+ y*(y-1) = 0.
Parveidosim nevieadibas kreiso pusiknenegatu saskaimo summu

X(L-X) + X2y(x = y) + Y2 (y = x+ x=1) = y(y—x)(y - x?) + (x=1)(y* - x) =
= y(y - %2+ Y(y - X)(x=x2) + (x=1(y* - ¥) =
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= y(y—-x)%+(x-D[y* - x=xy(y-x)] =
=y(y=x)%+(x=D(y-x) +(x-1)*y(x+1-y) > 0.
Vienadiba tiek sasniegta, pp=y=1,t.i.,jaa=b =c

24. uzdevumg(33. starptautiskmatenatikas olimpade, 1992, Maskava.)
“Pienem, kaOxyz— taisnleka koordiritu sistma tel@, S— gaiga telpas punktu kopan S,,
S, § — ortogonlo projekciju kopa attiagi uz plakem Oyz, Ozx, OxyPie#dit, ka
IS <ISd 1SS
(Ar |A| tiek apzmets gaigas kopas elementu skaits. Punkta ortatgoprojekcija uz plakni ir
perpendikula, kas novilkts nd gunkta uz plakni, pamats)” [SMO, 20]
“Pieradijumu veiksim ar indukciju g kopasS punktu skaitay.

1°. No viena elementa sagbsai kopaiS uzdevuma apgalvojums iriacredzams.

2. Pimem, ka Sis apgalvojums ir patiess &op kuam [§ <N, kur N — vesels skaitlis, kas
lielaks par 1. Apikosim patviigu adu kopuS ka § =N. Skaidrs, ka eksistplakne, kas
paraEla vienai no koordiatu plakrem un kas neiet caur kop&punktiem, kura sadal&
divas netuk3s ko@s S un S:

N =[S|+[S,|, |S| <N, |S,|<N.

Apzimesim:
a=|s/, b=|s,| c=[S,|
a =[S, b =) ¢=|s,]i=12
Tad [Ec indukcijas pi@emuma
s|” <abc, [S,|° <ab,ec,.

Neierobezojot visfrigumu, var uzsk#tt ka S sadalos plakne ir parala Oxy. Acimredzami,
ka

a+a,=a, b+b,=b, ¢ <c, c,<c
No Sejienes ar KasBunakovska nevieidibas

(ab, +/ab, | <(a, +b)(a, +1b,) ¥

palidzibu iegisim prago noertejumu:
S =(s/+Is)) <(abe +\abe, | <
< ( [ab, Ao+ Ja.b, \/E)z <c(a, +a,)(b, +b,) =abc”

25. uzdevumg(36. starptautiskmatenatikas olimpade, 1995, Kafda.)
“Pienem, kaa, b, c — tadi pozitivi skaitli, kaabc= 1. Pie&dit, ka
1 1 1 3,
3 +— +— >—.

a’(b+c) b’(c+a) c’(a+b) 2
Atrisinajums dots olimgzu uzdevumu Kjuma [SMO, 143-144] Erti pariet uz jauniem
mairigajiem x:l, y:%, z:i, kas ar ir pozifivi un saisiti ar nosagumu xyz= 1. Dot

a o

nevieradiba ir ekvivalentaadai *:

2 2
z

S= T A >
Y+2Z Z+X X+Yy

N w
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To var pieadit ar dazdiem paémieniem, gande visos no tiem tiek izmantota nevigitba
starp trs skaitu vidgjo aritmetisko ungeometrisko.
DroSi vien vigsako atrisirsjumu ir piedivajis M. Klamkins (ASV); taj vél tiek
izmantota Kosnevieradiba skairajam reiziajumam
(U U, + ViV, +WW, )2 < (U2 + V7 +W)(US +VE+ W),

y
Jy+z Jzex x+y

un (y+z,Vz+ x,4/x+y),

Lietojot to vektoriem[

iegastam
(X+y+2)°<S-2(x+y+2)),

t.i.,, S> %(x+ y + z). Tagad, izmantojot neviédibu }(u +V+Ww) > ¥uvw, iegistam

3 3 3
S>—(X+y+2)-—2=23/xyz-—==."
( y+2)- 52Xz o =

26. uzdevumg(28. starptautiskmatenatikas olimpiade, 1987, Kuba.)
“Pienem, kaxy, Xo, ..., X, — reali skaitli un
XZ+X +.. X =1,
Piedit, ka katram veselam skaitlitn> 2 eksist tadi veseli skaii a;, ay, ..., an, kuri
vienlaiagi nav vienadi ar nulli, kagu| <k-1,i=1, 2, ...,nun

w DJ'”

X, + 8%, + .t X, S

1) oot X, < A3+t 32 /0 =/,

“ Apskatsim k" skaifus ar veidu,x, +...+1,x,, kur |, ...,I. €{0,1 ...,k - 1.

n“*n?

Pec Kog nevieradibas

Visi Sie skaili ir izvietoti nogriezm ar garumu Qxl|+...+|xn|)(k—1), kur§ neprsniedz

(k—l)\/ﬁ, un sadala $o nogriezki — 1 nekeloSos interalos (dazi no tiem var it tuksi).

(k-1v/n
k" -1

Vismaz viena &a intendla (u, v) garums nefrsniedz Tadu—v ir skaitlis ar

veidu a x; +...+ay X, , Kur ne visig; ir vienadi ar nulli, jou unv atbilst dazdam koeficientu
kopam I, ..., I, |a| < k-1 i=1,...,n un skaifau —v modulis neprsniedz

(k=J/n DJ'”

o [SMO, 95]

Zurnala Keanm, 1972, N1, patsivigai risiraSanai (lietojot Ko nevieradibu)
piedavati vairaki uzdevumi.
Atrast visliekko vertibu funkcipgm:

y=asinx+bsin(§+ x)+csin(%—x) (a>0,b>0,c>00< x<%);

z=asin(x+ Yy) +bsin(x—y) + ¢ /cos2x-cos2y (a>0,b>0,¢c>0,0<Xx,y< g);

u = acosx+ bcosy + ccosz + d,/2cosxcosy cosz,
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kur a, b, ¢, d — pozitvi skaifli, x, y, z— trijstara Saurie leki;

u=asinx+bsiny+ csinz+dsint+e¢2cos(x+ y)-cos(y + z) - cosz+ X),

kur a, b, ¢, d, e— pozitvi skaifli, x +y +z+t = 2r;

y- (A% +a,X, ++-+a,X,)*

— 5 (& >0, % >0).
X+ Xy 4+ X

Piezme Sis uzdevums nav nekas citd kKN) pieraksts dajuma veidi. Pievienotie
ierobeZojumi pag; un x; pozitivitati ir lieki.
Noteiksim vislieiko vertibu funkcijai
y= asinx+bsin(g+x)+csin(g—x) (a>0,b>0,c>0,0< x<g);

Anniza. ParveidoSu doto funkciju, izmantojot divugieu summas sinusa un
starpbas sinusa formulas:

. . T T . . T ™ .
y=aS|nx+bS|n§cosx+bcosgsmx+csmgcosx—ccosgsmx,

y=[a+(b-c) cosg]sinx+ (b+ c)singcosx.

Saskaa ar Ko3 nevieradibu:

b-c,, 3 5 . 2a+b-c
e =1/(@+F—) +=(b+0)°,ja tgx=—"—.
Y J( o )t re i (b+c)]/3

Vai uzdevums atrisits pareizi?
Janttis. |zvelesimies a=3, b=c=1. Tad tg =+/3, kas neatbilst dotajam

nosagumamoO< x < g Tatad Annha uzdevumu nav atrigijusi pareizi.
Anniga. Ta ka tg§:\/§, tad mans risifjums ir pareizs, ja vien to papildina ar

. T _ ve . .. . . _
nosagumu 0< xsg. Uzdevuma form@juma drosSi vien ir ieviesusies drukasila
vai afl uzdevuma sastitajs nav bijisipaSi uzmarys.

Janitis. lzvelesimies a=4, b=c=1. Tad tgx=—, kas neatbilst

&l >

pat Annhas preciztajam nosagumamo < xgg.
Anniga. PapildiraSu savu risigjumu \Elreiz.

_2a+b-c 2a+b-c

~ (b+0)W3 ) (b+c)/3

Tatad, lai uzdevumam dbu atrisirsjums intenala O<x<%, japrasa, lai

tg%=\/§ = <43 = 2a+b-c<3(b+c).

a<b+2c.
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Janitis. Skaitiema=1,b =1 unc= 3, kuri apmierina nosgamu a<b + 2c, ir
speka tgx = 0, kas pretruhar to, ka0< x<%. Tatad Annhai kartgjo reizi japreciz
atrisirgjums.

Paidziet Annhpai pabeigt uzdevuma rigijumu!

Tagad noteiksim maksimumu funkciai
Anniga. Pec (KN)

z<aZ+b? +¢? -\/sinz(x+ y) +sin”(X — y) + cOS2XC0os2y .
ParveidoSu trigonometrisko izteiksmi

1-cos@x+ 2y) N 1-cos@x—2y)

1
5 5 +§(c05(2x— 2y)+(2x+2y)) =1.

Tatad maxz =+a’ +b* +¢* . Turklat maksimums nav atkays nox, y jo
trigonometrisk dda visiemx uny ir vienada ar 1.

Vai iegata atbilde ir pareiza? Vai Annas risimjums ir korekts?

Janitis. Siet, ka . Tomer parbaud3u. 1z\EleSos x= y=0. Tadz=c. Tas
noZimg, ka maksimums ir atkags nox, y.

Anniga. Tada iz\ele nemaz neder, g y pec do& ir pozitivi lielumi.

Janitis. Tas nekas, ka neder. Jatlb pragba mekét maksimumu nenegaiem x,
y, tad Annhas atrisiagjums no i nemaifitos.

Paijira. JaniSa piemdrs neapdz Anninas atbildi, joc < maxz

Karlitis. Lai KoS nevieradiba Katu par vieadibu, jaizpildas proporcionalites

nosagumam:
a:b:c=sin(x+y):sin(x—y):,cos2x-cos2y

a’®:b?:c? =sin*(x+y):sin*(x—y) : (cos2x-cos2y).

Ta ka tris loceKu, kas atrodas pa labi no viglbas zmes, summa ir 1, bet kreiga;
pus ta var af neluit, piengram, kada =b = c = 1, tad Annjas risirijums nav pareizs.
Paldziet Annhai aizsévéties.

Uzdevumi patstivigai risinasanai

27. uzdevumsAtrast funkcijas y = 5sirk + 12cog maksinalo vertibu.

28. uzdevumsAtrast funkcijas f = 2xy — ¥ maksinglo vertibu, ja ¢ +y* =r2.

29. uzdevumsAtrast funkcijas g = 2xy + y* maksinglo vertibu, jax® + y* = r?,

30. uzdevumsAtrast funkcijas g = 2xy + y* maksinglo vertibu, jax? + 2y* = 4.

31. uzdevumsAtrast funkcijas g = 2xy + y* maksinalo vertibu, ja 3¢ + y* = 4.

32. uzdevumsAtrast funkcijas g = axy + by maksinlo vertibu, jacX’ +dy* = u?, kur c un
d ir pozitivi skaiti.

33. uzdevumsAtrastx, kuramf :(\/m + Jﬁ) ir maksinals.

34. uzdevumsNo rinka sektora AOB, kuram AO = OBr=un lepkis AOB vieriads ar 45,
izgriezt taisnleka trapeci, kurai laukums ir visliMais.
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35.

uzdevumslietojot Kod nevieradibu, pieadit, ka

36.

xy < pxX° + Q7Y ja 2pq = 1.

uzdevumsLietojot (KN), piefdit, kaxy < px® + gy, jap, 4> 0 un $q= 1.

Nakamaf uzdevum ietveris nevieddibas, kas patdfigai risiraSanai piedvatas

zurrala Keanm, 1972, N1, ir tieSas Kosevieridibas sekas.

37.

uzdevumsPieidit nevieradibas (visi tajs ietilpstoSie lielumi ir poZivi).

38

> Vah)?<Yax>l

i—1 i-1 =1

i=1Yi i=1

. uzdevumsNo vienbas lod ievilktiem taisnsira paratlskalchiem atrast to, kuram visu

39

Skautu garumu summa ir visligka.

. uzdevumsNoteikt tiis skaifu reizirajuma maksimumu, ja dota to kvatlr summa.

40
41

. uzdevumsNoteikt 3 pozitvu skaitu reizirsjumaxyzmaksimumu, jax’ + by + cZ =k .

. uzdevumsAtrast vismazko \ertibu izteiksmei pozivos skailos

42

43

44

1 1 1
(q+ap+..4ap)(—+—+..4+4—).
& ap an

. uzdevumsNoteikt k skaifu reizirgjuma x;...x, maksimumu, jagpC+ ... + g = const,

kur qy, ..., gk — doti pozitvi skaifi.

2 2 2
y

. N . X z
. uzdevums Noteikt reizimjuma xyz maksimumu, ja—+—+—2:1. Dot uzdevuma
C

a’ b2

geometrisko interpratiju. *

. Uzdevums(Maremarmuxa B mrxose, 1984, N6) Regudka n-stira piramda divplakpu

kaktu lenki pie pamatalg@utnes un@u autnes ir attiegi o un 3. Atrast vislietiko

B

vertibu izteiksmey = coso + COSE :

B

(Noradijums. legit sakarbu cosz = sina.sin™ )
n
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Sofismspar Ko§ nevieradibas (Z xy, ) < D> x2-> y? izmantoSanu.

Uzdevums Atrastab + bc + acvismazko un visliekko vertibu, ja
a+b’+cf=1.
Annipa. Pec Kod neviendibas:
(ab + bc + cd’ <@ +b* + A(b* + ?+a) = 1,

no ka izriet, ka -1 <ab + bc + ac< 1.

Janitis.

O<(@a+b+c? =a+b’+c®+2@b+bc+ad=1+2@b+bc+ ag.
Tas nommg, ka
—% <ab +bc + ac

Tatad Anniha apak8§jo robezu nav noteikusi pareizi.

Anniga. ParsteidzosSi! idz Sim es uzskat, ka Ko3 nevieradiba ir pregza.
Parbaud3u savus unafisa spriedumus divu mago gadjuma, t. i., kada® + b* =
un jaatrodab + ba= 2ab ekstrenilas \ertibas. Rc analgijas:

(ab + ba’< @ +b*)(b*+a’) =1 = —-1<ab+ba<1l
O<(a+h)? =a’+b*+2@b+bg =1+ 2ab = —1<2ah

Tagad mums abiem apa&jd@is nowertejums sakit. Ta ka JaniSa rezulits ir
vienpus;js, tas ir nepiligs un k tads nav absdali pareizs.

Janitis. Atliek secirat, ka Ko3 nevierdiba, @kot ar trim maimgajiem, Kast
nepredza.

Pieazme lzradas, ka ar So sofismu ir sasles kads students, kurs rakstas nejausi uztros
interesantam jadjumam, par kuru es konsglbs ar daziem maniem matetikas
skolotzjiem un daziem matettikas studentiem entuziastiem.cliaar vizi bija nesaprasad
tapat ki es, un rés nevaram atrast izskaidrojumar, 21].
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Komentari

levads

1)

2)

3)

1.

Piengram, pamatskolageometriju aptveroSajmacibu lidzeki

Januma S., Lude Uzdevumu kKijumsgeometriji pamatskolai Zvaigzne ABC, 2001, 176 Ipgkas
turklat ir ieguvis atzifbu ap@gda Zvaigzne ABC ikotap konkur@ “lzglitiba Latvijas
nakotnei”, eksttmu uzdevumi, & saka, pat ar uguni nav sanmgémi.

2) C. Muses Karmada VinS atame, ka: “dazus gadusép Rantandras atkiSanas es
iepazinos ar |. Nivena lieliski uzrakst gramatu Maxima and Minima without Calculus
(Mathematical Association of America, 1981) Lai gdivens apiko tas paSas idejas un
pat ddu no uzdevumiem, kurus albjis Rantandra, viS neko nav zifjis par savu
indieSu priekSgjgju, neskatoties uz iza@l Morgana plém... Rantandra nepadas ne
Nivena tekst, ne alfalstiskaja Editaja, ne bibliogafija.”

Skolotijiem paredztaja gramati [Nev] nav dots izmantas literatiras saraksts, toEn
183. Ipp. ir no&dits, ka uzdevumus, kas saisar maksimumu un minimumu mekanu,
var atrast lieliskaj, bet nedaudz novecoju$af. Bertrana racibu lidzeki algebs, ka an
Abelsona gimat Maxcumym u munumym, 1935. le@ribu pelna pirms simts gadiem izdot
gramata [H], kuras autors (&igiba no daudziem misdienu mcibu lidzeu sasiditajiem)
sniedz &sturisku informaciju par vaigkiem gamag ieklautajiem ekstimu uzdevumiem.

Pieneram, 15. lpp. rak#s: ,X(x —a) has its greatest value Wheﬁ:%. (Euclid, Book VI,

Prop. 27) CantorGeschichte der MathVol. I, p. 288) says that this is the first exsdenof
a maximum in the history of mathematics.”

nodda

Y Kaut af & gramata ir it ka recenzta, taR mudz no kidam, turklt to Ayavusi lietot Latvijas

2)

Republikas Izglibas un ziatnes ministrija

Macibu literatira agiak tika lietotas &das defificijas:

1912

Saka, ka funkcijaif(x) ir maximum vai minimum pie artibas x=a, ja starfba f(a + h) — f(a)

saglala zimi, neprvérSoties nul, visam h vértibam, kas pc absolitas \ertibas mazkas par
pietiekami mazu pozZiu skaitli e; maximum atbilst tam gadmam, kad stafipa § ir negaiva un
tadf(a) > f(x) tam x vertibam, kas pietiekami tuvas.. [Val, 127]

1927
Saka, ka neptrauktai funkcijai vai iknei y = f(x) punk& x = & ir maksimums (minimums), ja
vismaz kaut kda punkta& aplartne visas funkcijasi(x) vertibas piex# & ir mazkas nek f(€)

[lielakas nek f(€)]. [Kur, 189]

1933
Funkcijas “Maximum” ir zda s \ertiba, kura ir liekzka par jebku#m pirms un pc tas esoSajm
vertibam tieSag tas tuvuna. [GL, 311]

1936

Pienem, kaf(x) ir funkcija, kas nefrtraukta interdla (a, b) iekSierg, un ¢ —punkts S& intenala.
Funkcijai f(x) ir maksimums vai minimumpie x= ¢, ja var atrastadu pietiekami mazu poziu
skaitli n, ka stargba f(c+ h) — f(c), kas parvérSas nuié pie h =0, saglah nemairigu Zmi visiem
citiem h, kas atrodas starpn un +m. Ja § starfiba pozitva, tad funkcijad(x) vertiba piex = c bas
mazka nelk pie viam citim x verttbam, kas tuvasc, tatad f(x) pie x=c iet caur
minimumu.. [Gur, 104]
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1943

Saka, ka neptrauktai funkcijai vai tknei y = f (x) punk&i x=¢& ir maksimsvai minims ja &
punkta apkrtne visas funkcijas (x) vertibas, kas atbilst argumenie= & vertibam, ir mazkas vai
lielakas parf (¢ ) . Ar punktax= & apkartni saprot intervallu & < x< g, kas satur So punktu sav
iekSpug. Geometriski rugjot, &di maksimi un minimi iriknes izdobumi un iedobunfiLei, 78]
(Mtusdieras ar punkta agktni, ka likums, saprot Vigju intenalu.)

1946

Pienemam, k&(x) intervalz (o, B) ir vienvertiga un neprtraukta. Bdai funkcijai & intenala viet

X =air maksims, ja apx=a varam noteiktadu apkrtni, kaf(a) vertiba ir liekka par viam citam
funkcijasf(x) vertibam Sirt apkartng. [Ciz, 78-79]

1947

Funkcijas maksimuma stingra defiija ir &da: funkcijai {x) ir maksimums pie x = c, ja var atrast
tadu aplartni, kura pie x=c viennar ir apmierinata nevienidzba f(x) < f(c). [Vin, 239]

Funkcijas maksims ir funkcijas rimae, kas lielka par katru gc patikas tuvu gvoSu kaimiu
nozimi. [Oz, 146]

1952

Minimuma anatiska defiricija ir &da: funkcija {X) sasniedaninimumu punkix = x,, ja ir izpildits
nosagjums {x,+ h) — f(x,) > 0 visam pozitidm un negatigm, pc absolitas \ertibas pietiekami
mazim h \értibam. [Smir, 126]

1958

Par kadas funkcijagnaksindlo vertibu sauksim to, kurfielaka ka citas \ertibas pietiekami ttam
argumenta &rtibam. [Luz, 173]

Saka, ka funkcija y 5(X) sasniedzmaksimumu punktx = X,, ja tas \ertiba (X;) Sajz punk ir
lielaka par vigim \ertitbam tuvikajos punktos pa labi un pa kreipvil, 92]

1968

Tadgjadi par ekstemu punktiem sauc punktukurus pirejot atvasi@jums maina zmi. (Ta ir
nepiecieSamun pietiekara pazme). [MiS§, 239]

Saka, ka funkcijaf(x) ir maksimums puniétx = a, ja § punktapietiekami tud aplartné visam x
vertibam (kas ir la lielakas, & af mazkas para) atbilst f(x) vertibas, kas ir makas parf(a).
[Vig2, 397]

1982

Funkcijasf defiricijaskopaspunktu X,, sauc paris funkcijas maksimuma punktu, ja eksigtinkta
X tada aplirtne, ka visiem I aplartnes punktiem, kas nesa@kiar x,, ir pareiza nevieitiba
f(X) <f(xp). [REM, 287]

Diemzl arn masdienu mcibu lidzeu un rokasgimatu autori tiraZ ne &s lakakas vai
pat Kadainas defircijas:
2003

Punktu %, sauc funkcijas maksimuma (minimuma) punktu, ja Safi punk& funkcija ir
negrtraukta un vism x vertibam (X # X,) no § punkta kaut &dase - apkirtnes € > 0) ir speka

nevieradibaf(x) < f(Xy) (f(X) > f(xy)). [RPGB,88]

Punktu X, sauc funkcijasf(x) lokala maksimuma (minimuma) punktu, ja, pirank funkcija ir
ne@rtraukta dota punk& un, otrkart, var atrastadu punktax, aplartni, kura visiemx ir speka
f(X) <f(xo) (f(X) > f(xo)). [GKo, 238]

2004

PunktuMq(xo, Yo) sauc par funkcijaz = f(x, y) lokala maksimuma (minimuma) punktu, ja funkcijas
defiricijas apgabal D eksist tada 3§ punkta aplrtne, ka visos as punktosM(x,y) pasiv
nevieradibaf(xo, Yo) > f(X, y); (f(Xo, Yo) <f(X, y). [Tok, 89]
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2006

Punktux, sauc par funkcija$(x) maksimuma punktu, ja Sim punktam el&itida aplrtne, ka
visam x vertibam no $s apkirtnes ir spka nevieradiba f(x) <f(x)). (No RTU nacibu
materaliem.) Nakama tabulas veia do@ defiricija pemta no [SS, 166]

Funkcijas lokla Punktsxo, ja Sim punktam eksi&tada aplértne,
maksimuma punkts ka visiem & aplkirtnes punktiemx # X, ir
f(X) < f(xo
Lokalais maksimums (fia)(xg) )

3 Meginajumi noskaidrot motigciju noveda pie fundameith darba — 1952. g. izdst
enciklogdijas [EEM3, 360]:“Saka, ka funkcijaf(x) pie x = X, ir maksimums, ja eksistads
nogrieznis[p, g], kas punktu xsatur sav iekSier (t. i., p < X< @) un kas pats ighujasfunkcijas
defiricijas ko, ka visienx no [p, q] izradas f(x) < f(xo).

Termins ekstims kalpo E apvienojoss termins maksimumam un minimumam. Bewtmt, ka
pec paSas defiftijas tam punktam, kdrfunkcijai ir ekstems, jatrodas interdla iekSier, bet ne
ta galapunk&. Tads ierobezojums ir igauts eks@ma defircija tade/, lai punktos, kuros ir
ekstems, vagtu lietot Fern@ teoremu. Tatad motiacija saSauriat ekstema gdzienu ir
mekkjama Ferm teoema, jo & var nelnt lietojama inter@la galapunktos. Manugt;

lietdefigak saSauriat nevis gdzienu, bet vajadbas gaguma preciZ£t tas vai citas
teoemas nosagumus. Kapéc, defirgjot ekstemus, pamat janem tieSi Ferra teoema, ja
ekstemu uzdevumu teofij ne mazk svafga ir VeierStisa teogma? Uz bidi

ledomrasimies, ka par trijsiriem bitu saucami tikai tie, kuriem 8ka Pitagora te@ma.

4 Parlapojot vaigkas nacibu gimatas, kas atrodamas LU biblki (Fizikas un mateatikas

nodda), konstaju, ka jau 1968. gaxl turklat koledzam paredztaja kursa “A programmed
course in calculus” [Pcc], tiek lietotas tiegidas defificijas. duzsver, ka So atibu
Iidzekli ir sagatavojusi Amerikas matatikas asodicijas lzgitibas komiteja, iesaistot
darla plasu autoru kolektu. lesgju defint ekstEmus ar nestings nevieadibas
palidzibu ir mirgjis jau slavenais ang matenatikis Hardi (1877-1947) sav‘“Tiras
matenatikas kurg” (1. izdevums publigts 1908. g.):Saka, ka funkcijaip(x) pie x =§ ir
maksimums®(&), ja @(&) ir lielaks par jebkuru citu &rtibu, kop(X) piezem tieSaj x = € tuvund,
t. i., ja mes varam atrastadu x \értibu intenzlu (&—¢, E+¢), kao(§) > ¢(X), kadé—e < x < € un kad
£ <x<&+e. [Har, 229] Nikamaj lappug autors atume: Maksimums, &k tas defits augstk,
ir maksimumsd@varda stingi nozme: o(&) > o(X) visiemx, kas tuvié. Més vaetu pawvzjinat misu
defiriciju un pragt tikai neviedibas ¢(&) > ¢(x) izpildiSanos visienx, kas tuvié. Pie tadas
defiricijas konstantai funkcijai du, piengram, maksimumgun minimump pie katras mairga
vertibas.

Ari italu matenatika ErnestoCezaro (1895-1906) gmag [Cez, 264] dat defiricija
NOZIME nestingro minimumu:

Saka, ka(k) iet caur minimumu, kad x = a, jeb, k@)f ir funkcijas minimums, ja neviena no
f(x) vertibam skaifa a aplértne nav maazka par {a)...Maksimumu un minimumuzdd funkcijai ir
dotajz intervala sauc par funkcijas visliedko un vismazko vertrbu... Intengla var
bat vairaki maksimumi un minimumi un tikai viena visti€l un vismaaka vertiba.

Ekstema defincija ar nestingts nevieadibas paldzibu latvieSu valoal izdotap
macibu literafira ir sastopama jau 1981. gadPunktu x,, sauc parfunkcijas f minimuma
punkty ja eksist punktax, tada aplrtne, ka visiemx no 3s aplkrtnesf(x,) <f(x).” [Aae, 77].
Atzimésim, ka § macibu gamata izdota A. Kolmogorova redakzij

Gramat [VG], kura esot apikoti daudzi 4.- 8. klaSu mateikas kuré sastopami
uzdevumi, nav dota funkcijas minimuma d&fifa, toties ir dota minimgcijas uzdevuma
defiricija: Piezgemsim, kaveU ir defineta funkcija Ru} un uzdotadda kopa C, ka € U. Ar
F{u} minimizicijas uzdevumu kap C sapralsim sekojoSo: atrast atlu ueC, ka
F = F(u) = minF(u), ueC, vai af parliecinaties, ka &ds u neeksist.
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2. nodda

b Saji grama@ nav nedz atsauces uz Galileju, nedz arispz izmantoto literairu. Gamas
[Vigl, 197-199] ar diferenalrékinu paidzibu risirats &ds uzdevums: “No zéteroca
vertikali augSup izlido lode a&trumu 196 m/sek. & cik ilga laika & sasniegs maksiito
augstumu?”

) Ferns, lesggjams, esot dzimis 1607. gadsk. referavo zurralu MR 2002i:01017. Barner
Klaus “How old did Fermat become™TM (N. S). 9 (2001), no. 4, 209-228.

3. nodda

b Jaujumu par plaknes sadaanu #nas ir aplikojis jau sengrieu matenatikis Papps

(3.gs.). Sen izviito piemxemumu foneycomb conjectuye ka plaknes sad@imam
regubros sessiros ir vismazkais perimetrs sadzinajuma ar jebkuru citu sadglmu
viemda laukuma apgabalos, 1999.gadesot atrisifjis Tomass Heils, sk.
http://www.sciencenews.org/sn_arc99/7_24 99/bob?®.ht
http://xxx.lanl.gov/abs/math.MG/9906042/

4. nodda

Y| abak — Ko& nevieradiba, sk. ar9. noddas ievadu.

2) Recepte no [Ged, 63]. Tas idrkejais macibu lidzeklis, ku pausts novecojis uzskats, ka
intenala galapunkti nevar it eksteému punkti, jo tikai kritiskie punkti var bt par
funkcijas eks#mu punktiem[Ged, 56].Funkcijas staciodros punktus un tos defmjas
apgabala iekdos punktus, kuros funkcija nav diferéjama, sauc pardas kritiskajiem
punktiem.Saidziniet So recepti ar acibu gamat [KRB, 304] doto!

® Laukumu izsaka kvadtfunkcija
S(r) = 27r[r2 +rH (1—LR)j ,

kurai pmekke maksimumspemot \&ra nosagumu 0 <r < R. Seitr ir neziramais cilindra
radiuss. Giama& [Smir, 138] uzdevuma risijums, izmantojot 1. un 2. akas
atvasirajumus, aimem vienu lappusi. Daudz viem&aks un isaks ir &ds risirajums.

Parabola ekstmu sasniedz sak viduspunki rOZZ(FZ—HH) vai intenala (0,R)
galapunktos, t. i., ma¥(r) = max {§(0); Sro); YR)}. Saldzinot tiis \ertibas:
nrH 2
0)=0,S(f) =———, SR) = 2R,
S0) =0, 8(10) = 52—y SR

dalmjam, ka ma$=gr,), jaH >R.Pretja gadjuma, kad konusa augstums nav dke par
ta pamataadiusu, ma$ = §R), kas nommg, ka cilindra pamats sakiar konusa pamatu, un
Sadam dgenegtam cilindram augstums ir nulle.

6. nodda

Y & nevierdiba uzdevumu lijuma [Si2, 21] nosaukta par KpBevieradibu (neno@dot
pirmavotu). kdzgi tas daits macibu lidzeki [VR, 45]. Zurrala Mamemamuka 6 wkone,
2001, N9, 14. Ipp.atlietota gadiuma n = 2 un nosaukta par Eiklla nevieadibu.

% Neliela apjoma gimag [Mil, 108] klasiskais ekssmu uzdevums par sijas E&#&Sanu no
apda bdka papildirats ar &du infornaciju (citos avotos esatlu nebiju sastapisPar cik
kludas namdari, kuri izzgéjot siju no bdka, rikojas &di: Skersgriezuma diametru MN
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sadala tfs viemidas ddas, no dajuma punktiem novelk perpendikulus uniagz to
krustpunktus C un D argka liniju diametra pregjas pugs. Pec tam punktus C, N, D un
M savieno ar tais@m lmnijam un iegst vajadzgo Selumu ...Namdari ngkdas!

® Sada veida uzdevums ir forn@ts O. Ozola gima@ [Oz, 160], diem& nekorekti:
“Bezvaka rezervuara dibena laukums ir kvadrats ar naaln & tilpums ir V. Cik liels
janem rezervuara augstums, lai rezervuara pagatavodama vajadigs vismazk
materiala?”. Ja tiek uzdots kvath malas garums, tad “rezervuara” (parélkkaldcha)

augstumsh nosakims viennommigi (hzlz) un nav eksttimu uzdevuma & tada. \el
a

agiak uzdevums ir form@ks gamat [GL, 327], kur & risinaSara, dongjams, paredi#s
lietot diferencilrékinus. Nosagums, ka kaste ir ‘igja’, no risiraSanas vieddia nav
butisks. Lidziga uzdevuma par nagjtu kasti atbilde fitu kubs.

) Saistba ar $0 uzdevumu gmat [AMS, 96] piedivatas \&l $adas nevieadibas:
| p> —2R? —10Rr +r? |< 2(R-2r){/R(R-2r) ;
24Rr—12r> <a® +b* +c* <8R* + 4r?;
6J3r <a+b+c<4R+ (6\/§—S)r , (p — pusperimetrs).

® Nevieradiba pazstama ar nosaukumiNesbita nevieddiba (1903), sk, pieram,
http://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt's_inequality

8. nodda

Y 8o sofismu var atrast ne tikai darfCib4], bet ar Daugavpils 1. vidusskolas 12. klases
skolnieces Krighes Beinarowias plaiata Sofismi aritnatika un algebfi. RadoSais

darbs matemtika, Daugavpils, 1998, 27 Iphet ne tajos 13 avotos, kas @tirsi “rado%”
darba literairas sarakat

2 &is zenidens akmgiem bagtais uzdevums pirmoreiz pubdts 1994. gaa Latvijas
Universitites A. Liepas Nektienes matemtikas skolas izdevumDaudzskaldnisN3, fEc
tam — sofismiem speadi veltitaja darta [Cib4].

9. nodda

Y Ko (Augustin Cauchyl1789-1857)]oti raAgs frartu matenatikis, matemtiskas anaizes
pamatli€js, publigjis vairak neki 800 darbu. Buakovskis ByHskoBckwuii
Bukrop Skosiesuu, 1804-1889), krievu mateinkis. Gamat “Matematikas \esture”
[Ta, 121], kur dots cits Buakovska mirSanas gads,i@credzot, ir ieviesusies drukas
klada. SvarcsGarl Hermann Amandus Schwafi843-1921), &cu materatikis.

% Formukjuma, &iet, ir ieviesusies drukadida. ApZmejuma|S| vieta vajadztu bt |SF.
¥ Nevieradibas labdj pus ieviesusies drukadida, vajadztu bat (a; + ap) (by + by).
) satdziniet $o neviedibu ar 6. nodms 52. uzdevumapkikoto nevieidibu.

® Uzdevums par visligka paratlskalcha (pec tilpuma) ievilkSanu elipgda bez
diferenchlrékinu paidzibas ir risirats 1850. gasl izdotap Rantandras gimaa
“Maksimumi un minimumi, risiti ar algebru’, sk. [Mus].
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Serija ,LAIMA” matem atik a

Redakcijas padome: A. Analis, B. Johannessons, L. Rara, F. Bjernsdottira, A. Cibulis
Makslinieciska nofornetaja: L. Kalnina

1991. gada augustslande bija pirra valsts, kas atzina Latvijas neatikears atjaunoSanu.
Tas Latvijas iedwotajos radja dzias simptijas pret skaitliski mazo, bet d&sek lielo
islandieSu tautu.

KopS & laika nuisu tautu solidarite izpaudusies daugada zina. Viena no s
izpausmdm ir projekts LAIMA (Latvijas unlslandesMatenitiskas izglitibas projekts), kas
apvieno abu valstu spatistu pieredzi un plinus materatikas olimpazu un materitikas
padziinatas n&ciSanas jor, sagatavojot darbu ésju par svargakajiem moderas
elemendras maternatikas jaugjumiem.

Islance  projekta  galvenais atbaiis ir kommnijas TALNAKONNUN
genedlmenedzeris Benedikts Johannessons. Negt®ams ir ar vina finansilais

ieguldjums.
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