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IEVADS

Rit diena p&c dienas, stunda p&c stundas. Miniites aizskrien nemanami atri. Daudzas
dzives jomas pat sekunzu tiikstoSdalam ir biitiska nozime. Bet cik daudz mes sp&jam
padarit Saja neapturamaja laika pluduma? Cik biezi klusiba neesam nodomajusi:
“Kaut es So darbu varétu paveikt atrak!”

Medz teikt, ka “laiks ir nauda”. Tas seviski izjlitams datoru pasaul€, kur aptuveni 30%
no komerciala datorlaika tiek patéréts datu kartoSanas problémam. Ja kartoSanas
problému izdodas optimizet, tas nenoliedzami labveligi atsaucas uz panakumiem. Jo
aspratigak un optimalak sakartota vide, kura mes stradajam, jo vieglak un atrak mes
varam panakt sev vélamo rezultatu.

Dazkart nakas vien pabrinities, cik maz misu spriedumos japamaina, lai bitiski
uzlabotu izstradato kartoSanas stratégiju. Bet vai jau vienreiz uzlabota algoritma
darbibas atrumu nevar vél palielinat? Ja var, tad kur ir ta robeza, kuru principa parkapt
netagad, ne arT jebkad vispar nebiis iesp&jams? Kartosanas un mekleSanas uzdevumi ir
viena no tam matematikas jomam, kur visciesak saskaras elementara matematika ar
veél nezinamo. Radusies no teorétiskas datorzinatnes realam problémam, tie paver
bagatigas iesp&jas patstavigiem petijumiem.

Darba apkopoti uzdevumi, kas attiecas uz kartoSanas un mekleSanas tematiku. Pamata
tie npemti no dazadam olimpiadém un konkursiem Latvija un citas valstis. Uzdevumu
lielaka dala ir originali; arT aizgitajiem uzdevumiem gandriz vienmér atrisinajumi
rakstiti no jauna. Cik mums zinams, $adas kartoSanas un mekléSanas uzdevumu un to
risinasanas metozu sistematizacija agrak nav veikta.

Darbs sastav no nodalam. Aplikotie uzdevumi katras nodalas ietvaros ir numuréti.
Darba lietoti dazi kopigi apzim&umi: e apzimé problémas atrisinajuma sakumu; ®
apzimeé problémas atrisinajuma beigas. Uz teorému un lemmu pieradijjumu sakumu un
beigam attiecigi norada v un A.



1. NODALA

MONOTONI TURNIRI.

Saja nodala apliikosim tadus karto$anas uzdevumus, kuros bitisks ir fakts, ka par
kartojamajiem objektiem jau iepriek§ ir noteikti zinams, ka nav divu objektu ar
vienadam pazimém péc kuram Sie objekti tiek kartoti. Pieméram, nav divu vienadu
monétu ar vienaddu masu, sporta sp€lu turnira nepiedalas divas sp&kos vienadas
komandas (Sis fakts izsledz neizSkirta rezultata iespgjamibu), proti, vienmer uzvares
stipraka komanda vai ari, sverot monétas, svaru kausi nekad neatradisies lidzsvara.
Nodalas sakuma dala piedavatais materials biis veltits tiesi sporta sp€lu turniru izpéetei,
tacu itin viegli talak mingtos rezultatus var pielietot art moné&tu svérsanai.

Turpmak apliikosim turnirus ar n dalibniekiem (n > 2), kuros katram ar Kkatru
paredzg&ts sacensties tieSi vienu reizi, pie kam neizskirtu nav. Dalibniekus mes biezi
att€losim ar punktiem un apzimésim ar burtiem (varbiit lietojot ar1 indeksus). To, ka
dalibnieks A uzvargjis dalibnieku B, att€losim ar pierakstu A — B.

Definicija.
Par monotoniem sauc tadus turnirus, kuros uzvarétajs pieveic visus savus

sancenSus, otras vietas ieguvejs - visus, iznemot uzvaréetaju, bronzas medalas
ipasSnieks parspé€j visus, atskaitot ¢empionu un viceempionu, utt.; pedéjas vietas
ieguveéjs zaudeé visiem citiem turnira dalibniekiem. Var iztéloties, ka speletaju
prasmi raksturo skaitli (visiem spélétajiem tie ir dazadi) un savstarpéja spéle no
diviem vienmeér uzvar tas, kam Sis skaitlis ir lielaks.

Turpmak pienemsim, ka par turniru jau iepriek§ zinams, ka tas blis monotons, un
apliikosim sekojosSu problému: ka turnirs jaorganize, lai butu jaizsp€l€ iespejami maz
spelu?

1.1 UZVARETAJA NOSKAIDROSANA.

Atbilde uz So jautdjumu ir atkariga no ta, ko més ar turnira palidzibu velamies
noskaidrot. Pienemsim, ka mis interes€ $ada probléma:

Turnira piedalas n dalibnieki. Katram turnira dalibniekam ar katru citu jatiekas
tieSi vienu reizi un vienmeér uzvar spécigakais (turnira neizSkirtu nav). Kads ir
mazakais spelu skaits, kas organizejams turnird, lai noskaidrotu pasu specigako
turnira dalibnieku?

Saja gadijuma var rikoties sekojoi. Vispirms sacensas divi dalibnieki; §is spéles
uzvarétajs atkal sacenSas ar kadu no pargjiem, utt., kamér visi dalibnieki izsp€lgjusi
vismaz vienu spéli. Peédgjas, (n-1)-as spéles uzvarétajs tiek pasludinats par turnira
uzvarétaju.

Tas, ka $ada cela noskaidro turnira uzvarétaju, ir gandriz acimredzams. Tie$am, katrs
cits, iznemot pedgjas spéles uzvaretaju, kadam ir zaudgjis, tatad nevar pretendét uz
visstipraka godu.

Vai miisu mérki nevargja sasniegt ar mazaku spé€lu skaitu neka n-1? Pieradisim, ka ne
- misu uzraditais algoritms sp€lu skaita zina ir visekonomiskakais.



Tiesam, neatkarigi no ta, ka tiek organiz€ts turnirs, katra spélé zaud€jumu cies viens
speletajs. Ja izspeletu augstakais n-2 spéles, tad ne vairak ka n-2 speletaji butu kadreiz
zaudgjusi (zaudgjuso spé€létaju varétu biit pat mazak, ja kads no tiem biitu zaudgjis
vairak neka viena spél€). Tatad biitu vismaz n-(n-2)=2 sp&létaji, kas nav zaud&jusi ne
reizes. Katrs no tiem var but visspécigakais un lidz§ing€jo spé€lu rezultati nelauj starp
tiem izveleties Cempionu. Tatad ar n-2 spélém cempionu noskaidro$anai nevar pietikt
nevienda gadijuma.

Atzim@sim, ka shému, p&c kuras atradam ¢empionu, var uzskatami att€lot, ka paradits
attcla ( attéls 1-1 ,tur n=6):

[1. €]

attels 1-1

ja divi spelétaji atrodas “jumtina” /\ apaksgjos punktos, tad virsotng€ ierakstam to,
kas uzvargjis vinu savstarpgja spelé. Ar [a,b] apziméts speletajs, kas ir specigakais
Starp spélétajiem ar numuriem a; a+1; a+2; ...; b.

Lidzsingjo spriedumu rezultatus varam noformulét teorémas veida:
1. Teoréma

Monotona turnira ¢empiona noskaidro$anai nepiecieSamas un pietieckamas (n-1)
spéles, ja n - turnira dalibnieku skaits.

1.2 CEMPIONA UN VICECEMPIONA NOSKAIDROSANA.

Tagad aplikosim mazliet sarezgitaku problému:

Volejbola turnira piedalas n komandas. Katrai ar katru paredzéts tikties tieSi vienu
reizi. Katra spele uzvar specigaka komanda (volejbola neizSkirtu nav). Kads ir
mazakais spelu skaits, kas nepiecieSams, lai noskaidrotu turnira visspécigako un
otro spécigako komandu?

Uzskatamibas labad [idz ar visparigo gadijumu aplikosim gadijumu, kad n=16.
Pirma doma, kas nak pratad - vispirms atrast cempionu ar 1.1 punkta apliikotas
metodes problémas atrisinajuma metodi, bet péc tam no atlikusajam n-1 komandam ar



to pasu metodi atrast spécigdko - ta komanda biis viceCempions. Tadgjadi bis
jaizspele (n-1)+(n-2)=2n-3 spéles (misu specialaja gadijuma 29 spéles).

Jau nelielas pardomas rada Saubas par Sada panémiena lietderibu. PatieSam, Sadi
rikojoties, m&s viceCempiona atrasanas procesa gandriz nemaz neizmantojam to
informaciju, ko esam ieguvusi mekl&jot Cempionu (izmantojam tikai to faktu, ka par
¢empionu kluvusais nebiis viceCempions un tapéc viceCempionu mekl&jam nevis ka
stiprako starp 16, bet ka spécigako starp 15 spélétajiem). Varbut cempiona atraSanu
var organizet citadi neka 1.1. punkta problémas risinajuma apraksta?

Apskatisim nakamaja attela (att€ls 1-2) redzamo shému; lietotie apzZim&jumi tadi pasi
ka ieprieksgja attela (attels 1-1).

[1. 16]

[1.8] [9. 16]

[1. 4] [5. 8 [9. 12] [13, 16

[1.21/ [3.4] [5. 61 [7.81\ [9.101/[11.12]\ [13.14]/[15,16

A1 AQ AS A-'i Aﬁ AB A? AS AEI A1D A‘H A12 A13 A‘h‘i A15 A‘1B
attéls 1-2

Te paradita cempiona noskaidroSana péc klasiskas olimpiskas shémas: astotdalfinals,
ceturtdalfinals, pusfinals, finals. Ieverojiet, ka arT te cempions tiek noskaidrots ar 15
spelem. Tomeér, kaut ar1 §1 shéma tiek plasi lietota, finala zaudetajs (ko parasti
pasludina par viceCempionu) nebiit garanteti nav otrais spécigakais speletajs. TieSam,
var tacu gadities, ka A1 stipraks par Az, Az par As, utt., Ais par Aw,. Tad par
vicecempionu péc klasiskas olimpiskas shémas tiek pasludinats Ag, kura meistariba
patiesiba vajaka neka veselai pusei turnira dalibnieku!

Kadu papildus darbu javeic, lai, lietojot klasisko olimpisko shému ¢empiona atrasanai,
par viceCempionu ar garantiju kliitu otrais specigakais speletajs?

Vispirms ieverosim, ka uz viceCempiona godu var pretendét tikai tie spelétaji, kas
zaudgjusi Cempionam. TieSam, katrs spélétajs A, kas zaudgjis ne Cempionam, bet
kadam citam spélétajam B, ir vajaks gan par B, gan par ¢empionu, tatad nevar biit
otrais spécigakais.

Lai arT kur§ spéletajs butu kluvis par cempionu, cela uz troni vins izcinijis 4 uzvaras.
Tatad viceCempionu jaatrod starp tiem 4 spéletajiem, kas zaud&jusi cempionam. Més
jau zinam, ka spécigako no tiem var atrast ar 3 sp€lu palidzibu (vai nu péc pirmaja
att€la (attels 1-1l)vai otraja att€la (attels 1-2) doto sh€ému parauga, vai var biit vél ka
citadi). Tatad cempionu un viceCempionu var atrast, kopa izsp€l&jot 15+3=18 spéles.



Vispariga gadijuma péc §is metodes spélu skaits iznaks ne lielaks par n-2+ logzn |.
(Paskaidrojums: ar [x| apzimé mazako veselo skaitli, kas nav mazaks par x.
Pieméram,|[5]=5;[3,81=4.)

Vai nevar izstradat metodi, kas lautu spelu skaitu garantéti vé€l samazinat? Paradisim,
ka tas nav iesp&jams.

Pienemsim, ka n spélétaju turnirs beidzies un atrasti gan cempions C, gan
viceCempions V. Tas nozimég, ka neviens no par&jiem n-2 sp€létajiem vairs nepretendé
uz viceCempiona godu. Bet tad katrs no viniem zaudgjis kadam spélétajam, kas nav
¢empions. TieSam, ja kads speletajs X nav zaudg€jis nevienam, iznemot C, tad nav
pamata uzskatit, ka V ir stipraks par X.

Tatad ir notikusas vismaz n-2 spéles bez cempiona C lidzdalibas.

Paradisim, ka mé&s nevaram garantét, lai Cempions izspélétu mazak par |_Iog2n_|
speleém.

Pasludinasim katra turnira bridi par spélétaja A nozimibu skaitli 2%, kur a - $aja bridi
A izcinito izvaru skaits. Par turnira intrigu I katra bridi sauksim visu to sp&létaju
nozimibu summu, kuri Saja bridi vél pretendeé klit par Cempioniem (t.i. nav
zaud@jusi). Skaidrs, pieméram, ka pirms turnira sakuma katra sp€létaja nozimiba ir
20 =1, bet turnira intriga ir 1+...+1=n (visi pretendé biit par éempioniem).

Pienemsim, ka pirms A un B savstarpg€jas spéles turnira intriga ir I. ApzZim&sim turniru
intrigu A uzvaras gadijuma ar Ia, bet B uzvaras gadijuma - ar Ig.

1. Lemma. Ia+1ls=2xI

v
Lai lemmu pieraditu, pietiek atzimét, ka uzvaras gadijuma A resp. B nozimiba
divkarSojas, zaudéjuma gadijuma ta klust 0, bet parjo spelétaju nozimiba A un B
spéles rezultata nemainas.

A

No $ejienes varam secinat, ka vainu la> 1, vai Is > I.

Pienemsim, ka turnira visas spéles beidzas ta, ka turnira intriga vai nu nemainas, vai
palielinas (mums jabiit gataviem aril uz tadu liktena pavérsienu). Tas nozimé, ka
turnira beigas vieniga ¢empiona nosaukuma pretendenta (pasa ¢empiona!) nozimiba ir
vismaz n. Bet sakuma ta bija 1 un katras vina izsp€létas spéles rezultata palielinajas 2
reizes. Ja Gempions izsp€lgjis x spéles, tad jabut 2* > n, no kurienes x > logon. Ta ka x
- vesels skaitlis, tad x > logzn |.

Tatad ar c¢empiona piedaliSanos izsp€létas vismaz [logzn| speles, bet bez vina
piedaliSanas - vismaz n-2 spéles. Tatad kopa sp&lu skaits nav mazaks par n-2+rlogzn—|.
Iegiito rezultatu var formulét teorémas veida:

2. Teorema
Monotona turnira ¢empiona un viceCempiona noskaidroSanai nepiecieSamas un
pietiekamas n-2+ logzn| spéles, ja n - turnira dalibnieku skaits.

Atzimésim §1s teorémas biitisko atSkiribu no 1. teorémas par empiona atraSanu. Tur
tika pieradits, ka nekados apstaklos cempionu nevar atrast ar mazak neka n-1 spélém.
Saja teorema “nepiecie$ams” jasaprot citadi: lai kadu turnira organizésanas stratégiju
més izvélétos, var gadities, ka naksies izspélet vismaz n-2+ logzn | spéles (bet var ari
gadities, ka més tieckam gala ar mazaku sp€lu skaitu; pieméram, ja gadas ta, ka




A1—>A>—...—An, tad ar n-1 sp€lém esam noskaidrojusi gan to, ka Az ir Cempions, gan
to, ka Az ir viceCempions).

Uzdevums 1-1

Doti 32 akmeni ar pa pariem daZadam masam. Pieradiet, ka ar 35 sverSanam uz
sviru svariem bez atsvariem var noteikt pasu smagako un otru smagako akmeni.

e S3 uzdevuma atrisindjums izriet ka specialgadijums no tikko aprakstita vispariga
gadfjuma. Tatad jau esam paradijusi, ka ar 31 svérSanas palidzibu (un nekada
gadijuma mazak) varam noskaidrot smagako akmeni. Smagakais akmens tika piecas
reizes salidzinats ar kadu citu akmeni un vienmér to parsvéra. Tatad otrs smagakais
akmens (“viceCempions”) meklgjams tiesi starp Siem 5 akmeniem. Smagakais no 5
atrodams ar 4 svérSanam. tas nozimé, ka ar 31+4 svérSanam pietiek, lai noskaidrotu
pasu smagako un otro smagako akmeni no 32 akmenu kaudzes. ®

Uzdevums 1-2

Doti 64 akmeni ar pa pariem daZadam masam. Pieradiet, ka ar 68 sverSanam uz
sviru svariem bez atsvariem var noteikt pasu smagako un otru smagako akmeni.

e Sa uzdevuma risindjums ir analogs iepriek$&ja uzdevuma (Uzdevums 1-1)
risingjumam, tikai Soreiz, lai noskaidrotu smagako akmeni, japatéré 63 spéles.
Smagakais akmens tika seSas reizes salidzinats ar kadu citu akmeni un vienmér to
parsvera. Tatad otrs smagakais akmens (“vicecempions”) mekl€jams tiesi starp Siem 6
akmeniem. Smagakais no 6 atrodams ar 5 sveérSanam. tas nozimé, ka ar 63+5=68
sverSanam pietiek, lai noskaidrotu paSu smagako un otro smagako akmeni no 64
akmenu kaudzes. ®

Uzdevums 1-3

A un B spelé Sadu speli. B iedomadjas 16 daZadus skaitlus x1, X2, X3, ..., X16. A uzdod
vinam jautdjumus: “Vai tiesa, ka xi < Xj?” un pec katra jautajuma sanem atbildi
“Ja » vai “ne-”.

a) Kads ir mazakais jaut@jumu skaits, kas jauzstada speletajam A, lai noskaidrotu,
kur§ no B iedomatajiem skaitliem ir vislielakais? Ka to izdarit?

b) Kads ir mazakais jautajumu skaits, kas jauzstada speletajam A, lai noskaidrotu
gan to, kur§ no B iedomatajiem skaitliem ir vislielakais, gan to, kur§ ir otrais
lielakais? Ka to izdarit?

e a) Lai no 16 skaitliem atrastu lielako, rikojamies sekojosi. Pajautajam par x1 un Xo.
P&c tam lielako no Siem skaitliem salidzinam ar x3. Péc tam lielako salidzinam ar x4
utt. lI1dz tiek salidzinats lielakais no pirmajiem 15 skaitliem ar x16. Skaitlis, kas ped&ja
salidzinasana izradisies lielakais, biis ar1 vislielakais starp B iedomatajiem 16
skaitliem.

No 1.1. punkta pieradita seko, ka lielaka starp skaitliem atraSanai pietickami un
nepiecieSami 15 jautajumi.



b) Lielako un otro lielako skaitli no 16 skaitliem viegli var atrast, rikojoties péc
olimpiskas shémas: sadalisim visus 16 skaitlus pa pariem, piem&ram x1 UNn Xz, ..., X15
un X1 un par katru pari jautasim: “Vai tiesa, ka Xj<X;?” Lielakos skaitlus atkal
sadalisim pa pariem un atkal par katru pari pajautasim p&c uzdevuma noteiktas
formas. Ta ka 2%=16, tad &etros §ados etapos noskaidrosim pasu lielako skaitli. Ta ka
otrais lielakais skaitlis var biit tikai starp tiem skaitliem, kas salidzinati ar lielako (tadi
skaitli ir 4, jo lielako skaitli atrada ar 4 etapu palidzibu), tad vél ar 3 jautajumiem mes
uzzinasim otro lielako skaitli.

Tas, ka mazak neka ar 18 jautajumiem lielako un otro lielako skaitli vispariga
gadijuma garant€ti atrast nevar, izriet no 1.2. punkta pieradita. ®

Uzdevums 1-4

Turnira piedalas 25 Sahisti. Visu vinu spéles prasme ir atSkiriga un partija vienmer
uzvar specigakais. Kads ir mazakais nepiecieSamais spelu skaits, lai noskaidrotu
divus stiprakos spélétajus?

e Rikosimies péc klasiskas olimpiskas shémas, tatu nemsim véra, ka nesanak pilna
shéma, t.i. 25 dalibniekus nevar sadalit apakSgrupas ta, lai vienmér veidotos pilnas
apaksfinalu grupas. Tapéc papildinam dalibnieku sarakstu ar “iedomatiem”
dalibniekiem, lai kopg@jais Sahistu skaits biitu 32. Liekam izsp€lét visiem (ar1
iedomatajiem) dalibniekiem 16-dalfinalu. Uzskatisim, ka “realais Sahists” savu
iedomato partneri vienmér uzvar un iekltst nakamaja apaksfinala. Ta ka reali $ada
spele vispar nenotiek, tad, skaitot izsp&létas spéles, tas nenemsim vera. Citiem
vardiem - ciktal péc shémas prasibam biis nepiecieSami iedomatie spélétaji, 25.
Sahistu “vilksim” automatiski 11dzi un uzskatisim par “tuks$as” sp&les uzvarétaju.
Tadgjadi, rikojoties péc shémas, iegiisim, ka ¢empiona atraSanai nepiecieSamas 24
sples, bet, lai noskaidrotu viceCempionu, bus japatéré vél 4 spéles. Tas izriet no
apsvéruma, ka vispariga gadijuma ¢empions biis uzvargjis 5 partijas. Tiesi So 5 spélu
zaudetaji tad arT var pretendét uz viceCempiona titulu (skat. 1.2. nodalu). Tatad
rezultata, lai starp 25 Sahistiem noteiktu spécigako, pavisam bis pietiekamas un
nepieciesamas 28 spéles. ®

1.3 CEMPIONA, VICECEMPIONA UN BRONZAS MEDALAS IPASNIEKA
NOSKAIDROSANA.

Tagad aplikosim vél mazliet sarezgitaku problému:

Turnira piedalas n komandas. Katra ar katru citu tiekas tieSi vienu reizi, neizSkirtu
nav. Katru reizi uzvar specigaka komanda. Kads ir mazakais spelu skaits, kas
nepieciesams, lai pilnigi droSi noskaidrotu turnira spécigako, otro specigako un
treSo specigako komandu?

3. Teoréma

Cempiona, vicetempiona un bronzas medalas 1paSnieka atraSanai jaizspeleé ne
mazak ka n-3+ logzn(n-1) | spéles (ja n=16, Sis skaitlis ir 21).



%

Pienemsim, ka turnira piedalas n dalibnieki. Par komandu sauksim jebkuru dalibnieku
pari (A,B). Ievérosim, ka komandas (A,B) un (B,A) ir atSkirigas: komanda (A,B)
speletajs A tiks uzskatits par pirmo, bet B - par otro; savukart komanda (B,A) -
speletajs B ir pirmais, bet A - otrais. Lidz sacensibu sakumam uz ¢empiona un
viceCempiona godu Ilidzvertigi pretendé visas komandas. Cik to ir? Lidz turniram
katram spéletajam ir izredzes kliit par cempionu. Tada gadijuma vins var bit pirmais
speletajs n-1 komanda: ka otrais sp€létajs pie vina var noklit jebkurs cits speletajs,
iznemot vinu pasu. Tatad komandu skaits ir n(n-1).

Sacensibu gaita to komandu skaits, kuras pretendé uz Cempiona un viceCempiona
godu, pakapeniski samazinas, lidz paliek tikai viena tada komanda. Pienemsim, ka
turnira jau izspéléts kaut kads sp€lu skaits. Pec to rezultatiem visus dalibniekus
sadalisim 3 grupas. Pirmaja ieskaitisim visus tos, kas nav zaud&jusi nevienu spéli;
otraja - tos spé€létajus, kas zaud&jusi tikai vienu spéli, pie tam tikai pirmas grupas
spelétajam; tresaja grupa ieskaitisim visus pargjos (tos, kas zaud@jusi vairak ka vienu
speli, vai ar1 vienu spéli, bet ne pirmas grupas sp&létajam).

Pienemsim, ka uz kaut kadu turnira bridi dalibnieks A ir uzvargjis a spéles, bet
spelétajs B - b spélés. tad teiksim, ka komandas (A,B) kenta ir a+b punkti, bet skaitli
22*0 sauksim par komandas (A,B) nozimibu.

péc katras jaunas spéles komandas konts vai nu palielinas par 1 (ja partijas uzvarétajs
ietilpst komanda), vai nemainas. Atbilstosi katras komandas nozimiba dubultojas vai
arl nemainas.

Pienemsim, ka izspé€léts kaut kads spelu skaits. RaduSos situaciju erti raksturot ar
skaitli M, kas ir vienads ar visu to komandu nozimibu summu, kuras vél pretend€ uz
gempiona un vicedempiona godu. So skaitli, pec analogijas ar 1.2. punktu, nosauksim
par turnira intrigu. Kamér nav izspéléta neviena spéle, katras komandas konta ir 0
punktu, bet katras komandas nozimiba ir 2°=1. Tadgjadi Msakuma=n(nN-1).

Pienemsim, ka kaut kada bridi turnira intriga ir M; tapat pienemsim, ka notiek spéle
starp A un B. Ar Ma apzimésim turnira intrigu gadijuma, ja uzvarés A, bet ar Mp -
turnira intrigu B uzvaras gadijuma.

2. Lemma.
Ma + Mg = 2M

No Sejienes seko, ka vismaz viens no skaitliem nav mazaks par M, t.i. Ma> M vai
Me2>M.

%
Lidz spélei starp A un B visas komandas, kas pretendé uz pirmajam divam titulétajam
vietam, dabiski sadalit 3 grupas:

1. grupa. Komandas, kuras A ietilpst, bet B vai nu neietilpst, vai ietilpst aiz A; (B aiz
A ietilpst tikai viena komanda: (A,B)). ST komanda ieskaitama pirmaja grupa tikai tad,
ja ta vel vispar pretende uz pirmo divu titulu iegisanu);

2. grupa. Komandas, kuras ietilps B, bet A vai nu neietilpst, vai ar ietilpst aiz B;
3. grupa. Komandas, kuras neietilpst ne A, ne B.

Ar My, My, Mn attiecigi apzimésim grupu I, II, III nozimibu summu (tatad
M = M; + My + Mi).
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Pieradisim, ka Ma = 2M, + My. Tiesam, pé€c A uzvaras uz pirmo divu préméto
laureatu godu pretendé€ tikai grupu I un III komandas, pie tam grupa III komandu
nozimiba nemainas, bet grupa I dubultojas.

Analogi pierada, ka Mg = 2My + My.. Tadgjadi Ma + Mg = 2(M; + My + M) = 2M.
A

Ka vispar risinas turnirs? Visas partijas tiek izsp&létas viena aiz otras. Katras jaunas
partijas dalibnieki tiek noteikti no visu ieprieks€jo partiju rezultatiem.

Pienemsim, ka jau izsp€léts kaut kads spelu daudzums un kartgjai spélei janotiek starp
A un B. Gadijuma, ja Ma > Mg, pienemsim, ka uzvargjis A; ja Mg > Ma, tad uzvargjis
B; ja Ma = Mg, tad uzvarétaju izvélesimies patvaligi. Ta ka lielakais no skaitliem Ma
un Mg ir ne mazaks par M (péc lemmas), tad pie augstak minétajiem pien€mumiem
turnira intriga M péc katras spéles nesamazinas. Sos pienémumus, kas patiesiba nav
nekas cits, ka garants tam, lai pirmo #ris lideru atrasanas procesa biitu jaizspel€ visas
speles, kas garantti to lauj noskaidrot, attiecinasim uz visu turnira gaitu. (Butiba mes
pienemam, ka vienmer iestajas “/aundakais gadijums.)

Lidz sacensibam turnira intriga ir Msakuma = N(N-1). Ar ko vienada turnira intriga, kad
sacensibas jau beigus$as un noskaidroti visi tris godalgotie laureati X, Y un Z? Ka
pirmie divi lideri atrasts paris (X<Y). Ar V apzimesim §is komandas konta esoSos
punktus. Tad Mpgigy = 2V

Ja vienm@r ir iestdjies “launakais gadijums”, tad sp€lu rezultata intriga M
nesamazindjas, tapec Mpeigu > Msakuma. NO Sejienes seko, ka 2V >n(n-1); ta ka V ir
vesels skaitlis, tad V >[logz(n(n-1))]. Tadejadi pirmie divi laureati X un Y
piedalfjusies ne mazak ka [ loga(n(n-1)) | spelés. Bez tam ka minimums tika izspélétas
n-3 spéles bez Siem dalibniekiem. Tiesam, katram no n-3 dalibniekiem, kas neiekluva
pirmo 3 laureatu saraksta, bija jazaudé kadam citam bez X un Y; pret§ja gadijuma
vin$ pretendetu uz 3. vietu turnira. Tad&jadi visa turnira tika izspélétas ne mazak ka
[loga(n(n-1)) | + n-3 speles. Lidz ar to teoréma ir pieradita.

A

Ja n = 16, minétais skaitlis ir 21.

Tagad pienemsim, ka turnira piedalas n dalibnieki un n <2¥ Tas nozimg, ka, ja
¢empionu mekle pec klasiskas olimpiskas shémas, tad to mes paveiksim k etapos. Tas
nozimé, ka k etapos tiks izspéléta n-1 spéle, ja katrs no n turnira dalibniekiem,
iznemot ¢empionu, zaudg tiesi viena partija (skat. 1.1. punktu).

No 1.2. punkta pieradita seko, ka uz viceCempiona godu pretendé ne vairak ka k
speletaji - tie, kas zaud€usSi pasam Cempionam. PieSkiram Siem k sp€letajiem
numurus no 1 11dz k (i-to numuru pieskiram tam spéletajam, kur§ ¢empionam zaudgja
i-taja etapa).

Spéles veiksim sekojosa kartiba: Nr.1 spélé ar Nr.2, §is spéles uzvarétajs ar Nr.3, u.t.t.
lidz tiek atrasts $1 apakSturnira uzvarétajs. Tas arT bis viceCempions. Kopa tiks
izspéletas k-1 spéles.

Nav griiti ieverot, ka otras vietas ieguv€js uzvargjis ne vairak ka k spélés. Tas nozimé,
ka uz 3. vietu pretend€ ne vairak ka k dalibnieki. Stiprako no tiem (lidzigi ka ieprieks)
atrodam ar k-1 spéli.

Tatad, lai starp n turnira dalibniekiem noteiktu lideru trijnieku, jaizspélé ne vairak ka
(n-1) + (k-1) + (k-1) 2k + n - 3< 2 logan | + n - 3 spéles. So rezultatu varam formulgt
teorémas veida.

4. Teorema.
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Cempionu, vice¢empionu un bronzas medalas ipasnieku var atrast, izspélejot ne
vairak ka n-3+2 logzn | spéles (ja n=16, §is skaitlis ir 21).

Salidzinasim 3. un 4. teorému rezultatus. viegli saprast, ka [ log2(n(n-1)) 1 <2/ logn |,
un Sie lielumi atSkiras ne vairak ka par 1. Més redz€jam, ka pie n=16 tie sakrit;
savukart, piem&ram pie n=5 tie atskiras.

Gadijumos, kad abi lielumi atSkiras, mes cempiona, viceCempiona un bronzas medalas
Ipasnieka atrasanu neesam izpétijusi lidz galam: miisu piedavatais algoritms prasa par
vienu spéli vairak, neka 3. teorémas sniegta apak$gja robeza, zem kuras sp&lu skaits
vairs principa nav samazinams. Kuros gadijumos minimalo sp€lu skaitu izsaka 3.,
kuros - 4. teoréma, ir vél Sodien neatrisinata probléma.

1.4 MONOTONU TURNIRU PILNIGA SAKARTOSANA: VIENKARSAKIE
ALGORITMI.

Lidz §im esam risinajusi jautajumus per to, cik spelu jaizspele, lai atrastu cempionu,
¢empionu un viceCempionu vai ari visus tris turnira laureatus. Tagad pieversisimies
problémai par pilnigas monotona turnira dalibnieku ranga tabulas sastadiSanu - kads
blis mazakais pietickamais sp€lu skaits. tatad misu nakoSo problému var formulét
sekojosi:

Monotond turnira piedalas n komandas (n >2). Katrai komandai ar katru citu
turnird paredzets tikties tieSi vienu reizi. Katra spelé uzvar spécigaka komanda un
neizSkirtu nav. Kads ir mazakais spelu skaits, kas nepiecieSams, lai izveidotu
komandu - turnira dalibniecu pilnigu ranga tabulu?

Ar M(n) apzimésim mazako spélu skaitu, kas nepiecieSams, lai pilnigi sakatotu rangu
tabulu n dalibnieku turnira.

Skaidrs, ka M(2)=1.

Apskatisim gadijumu kad n=3 un turnira piedalas sp€letaji A, B, C. Varam uzskatit,
ka pirmaja spelé A — B. ja otraja spélé B — C, tad citas sp€les vairs nav vajadzigas.
Ja turprett otraja spélé C — B, tad divu spélu rezultata esam tikai noskaidrojusi, ka B
ir visvajakais turnira dalibnieks, bet cempiona noskaidro$anai vél jaizspele spéle starp
AunC.

Savukart, ja otraja spele sacensas A un C, tad iznakuma A — C gadijuma ( un uz tadu
mums jabut gataviem) més vél nezinam, kur§ no spélétajiem B un C ir turnira pats
vajakais. Ta noskaidroSanai jaizspéle spéle starp B un C.

Minétie spriedumi parada, ka M(3)=3.

Apskatisim gadijumu, kad n=4. Pati vienkar$aka doma - izspélét visas spéles; to
pavisam ir 6 (AB, AC, AD, BC, BD, CD). Tad ¢empions ir tas, kas uzvargjis visas tris
speles, viceCempions - tas, kur§ uzvargjis visas spéles, iznemot pret cempionu, tresas
vietas ieguvéjs - tas, kas zaudgjis tikai ¢empionam un viceCempionam, bet pédgjais -
tas, kas zaudgjis visiem pargjiem. Pagaidam més zinam, ka M(4)<6.

Paradisim, ka vienu spéli var ieekonomét. Sadalisim vispirms turnira dalibniekus 2
paros un liksim katram parim spélét sava starpa. Péc tam liksim spélét abu paru
uzvarétajiem. Sis spéles uzvarétajs ir Gempions. Liksim spélét abu paru zaudétajiem;
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Sis spéles zaud@tajs ir pats vajakais turnira. Abi par&jie spéletaji savstarpgja spele
noskaidro, kur§ no tiem ir otrais, kurs - tresais.

Sis spriedums lauj secinat, ka M(4)<5. Tomér paliek jautajums - vai ar vél “viltigaku”
panémienu nevarétu 4 dalibnieku monotonu turniru sakartot vel atrak? Pagaidam
atliksim §T jautajuma risinaSanu uz vélaku laiku.

Apskatisim tagad gadijumu, kad n=5. Pati vienkarSsaka metode, kad katrs spéle ar
katru, prasa 10 spé€les (AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE). Tad ¢empions ir
tas, kas uzvargjis visas spélés, viceCempions - tas, kas uzvargjis visus, iznemot
¢empionu, u.t.t.. Pagaidam zinam, ka M(5)<10.

Varétu rikoties nedaudz “viltigdk”. No ieprieks€ja zinams, ka ar 5 sp€lém varam
sakartot 4 dalibniekus; pienemsim, ka iegita kartiba ir A — B — C — D. Tagad,
liekot piektajam dalibnickam E spélét péc kartas ar A, B, C, D, atrodam vietu, kura
vinu jaievieto jau izveidotaja k&deé. Acim redzot, §1 metode parada, ka M(5)<0.
Rikojoties ar lielaku apdomu, vargjam iztikt ari ar 8 spélem. P&c tam, kad iegita
kédite A - B —» C — D, liksim E spelét ar B. Ja E — B, tad vél ar vienu spéli starp
A un E iegust pilnigu turnira sakartojumu; ja B — E, tad $im mérkim vél lickam E
spelet ar C un D. Lielakais iesp&jamais pateréto spelu skaits ir 5 + 1 +2 = 8.

Paradisim vél citu veidu, ka varétu iztikt ar 8 sp&lém. Vispirms ar trim sp&lém
sakartosim tris turnira dalibniekus; pec tam liksim sava starpa spélét abiem pargjiem
dalibniekiem. Ar cetru sp€lu palidzibu esam ieguvusi divas pagaidam nesaistitas
“kédites”: (1) A >B—>Cun(2)D > E.

Tagad “apvienosim” §Ts k&dites. Vispirms liksim sava starpa spélet C un E. STs spéles
zaud@tajs ir pats vajakais turnira dalibnieks; ievietojam to veidojamas tabulas pedg¢ja
ailé un iznemam no atbilstosas k&dites (1) vai (2). Peéc tam lieckam sava starpa spélét
vajakajiem spélétajiem, kas vl palikusi k&dite (1) un (2); $is sp€les zaudetajs ir otrais
vajakais visa turnira, utt. Acim redzot, $adi jaturpina tik ilgi, kamer viena no k&ditem
(1) un (2) pilniba “pariet” uz veidojamo turnira tabulu. Tad atlikuSo v&l neiztuksotas
kedites dalu vienkarsi pieraksta turnira tabulas sakuma.

Sada kédisu pakapeniska parneana uz turnira tabulu var prasit 4 spéles (péc trim
spelém gan (1), gan (2) v€l var bt palicis pa vienam spélétajam). Kopuma mums
jarékinas ar 3 + 1 + 4 = § spelem.

Tatad tagad més zinam, ka M(5)<8. Tomer izradas, ka ari ta nav gal&a robeza!
Paradisim, ka 5 spélétaju monotonu turniru var pilniba sakartot ar 7 speleém.

Vispirms liksim sava starpa spélét diviem sp€létaju pariem un péc tam - to
zaudétajiem. Varam uzskatit, ka ieglita nakamaja attéla (attéls 1-3) paradita aina:

A B C
. — L] — .
D
attels 1-3
({ —_— ; — J—» ¢ A B ¢ E
o/ :
(a) {b)

attels 1-4
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Talak liekam spélét B un E. Ja E — B, liekam spé€lét A un E; ja B — E, liekam spélét
C un E. Jebkura gadijuma ieglistam vienu no att€la (attéls 1-4) paraditajam ainam, pie
tam situacija (b) rodas tikai tad, ja aprakstitajas spélés B— E un C — E; citos
gadijumos rodas 4. attéla (a), kur o, B, y var bit attiecigi ABE, AEB vai EAB.
Pagaidam izterétas 5 spé€les. Talak, attels 1-4 (b) gadijuma, lickam spé€lét D ar A un B,
ieglistot pilnigu sakartojumu, bet att€ls 1-4 (a) gadijuma lickam D spglét ar 3, bet
talak ar a, ja D—, un ar , ja B — D. Ta rezultata iegistam pilnigu turnira
sakartojumu, kopa izmantojot 7 spéles.

Tatad tagad jau zinam, M(5)<7. Vai ta ir galiga robeza?

Paméginasim tagad atrast M(n) nov&rtéjumu no augsas vispariga gadijuma.

Rikojoties peéc visvienkarsaka algoritma V (katrs spé€létajs spelé ar katru), patéréto
spelu skaits ir

V(n)=C? :%n(n—l),

t.i. aptuveni proporcionali lielumam n?. Tados gadijumos saka, ka algoritms V ir “ar
sarezgitibu n?”.

Apskatisim algoritmu B, ar kura palidzibu m&s pirmo reizi paradijam, ka M(5)<8.
Vispariga gadijuma $1 algoritma biittbu var aprakstit sekojos$i: ja jau ir sakartoti n
speletaji, tad (n+1)-am spéletajam liekam spélét ar vid€jo (vai vienu no vid€jiem) Saja
n speletaju sakartojuma. Atkariba no spéles rezultata (n+1)-ais spEletajs jau jaievieto n
speletaju saraksta kreisaja vai labaja pus€; to daram, atkal salidzinot vinu ar
atbilstosas puses vid€jo speletaju, utt.

Piem@ram, ja ir jau ieguts 7 spélétaju sakartojums A—>B —>C—>D > E—> F — G,
tad astota speletaja H “ievietoSanu” taja parada nakamaja att€la (att€ls 1-5) redzama
shéma:

DpretH

D—rH/ \ H—D
F pretH B pretH
F—H \H—»F B—H \H—rB

G pretH E pretH CpretH ApretH
7 N\ 7 N PAER 7\

attels 1-5

Ka redzams, shéma lauj atrast, kura no 8 iesp&jamajam vietam (pirms A; starp A un
B; ...; p€c G) jaievieto H, izmantojot pavisam 3 spéles.

Sadu algoritmu B sauc par binards ievietoSanas algoritmu.

Var pieradit, ka n spéletaju turnira pilnigai sakartoSanai ar binaras ievietoSanas
algoritmu pietickamais s€lu skaits B(n) apmierina sakaribu B(n)srlogzn—|_ Matematiki
saka, ka binaras ievietoSanas algoritms ir “ar sarezgitibu n log n”.
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Binaras ievietoSanas algoritms ir biitiski labaks par iepriekS aprakstito “parasto”

algoritmu V. legiito noveért§jumu attieciba ir = .Ja n— oo, art §1s attiecibas

2log, n

veértiba tiecas uz bezgalibu. Pie n= 1 000 000 ta ir aptuveni 25 000. Tatad jau pie
n=10° algoritms B ir apm&ram 25 000 reizes labaks par algoritmu V. Talakaja mums
bus svarigi zinat faktu, ka lai ar binaras ievietoSanas algoritmu pilnigi sakartotu 24
spélétaju turniru, nepiecieSams izspélét 89 spéles; parliecinieties par to patstavigi.
Apskatisim vispariga veida algoritmu S, ar kuru mes otro reizi pieradijam, ka M(5)<8.
Algoritma S biitiba ir - sadalit turnira spelétajus divas iesp&jami vienadas dalas A un
B, sakartot katru no tam atseviSki un péc tam apvienot dalas viena saraksta,
pakapeniski salidzinot abu dalu vajakos spélétajus. Pasas dalas A un B ari tiek
kartotas lidzigi.

Piem@ram, 8 spélétaju turnira gadijuma vispirms to sadala grupas A un B pa 4
speletajiem katra. Katru grupu A un B sadala grupas Ai un Az, Bi un B2 pa 2
speletajiem katra. Katru no $Tm grupam sadala 2 grupas pa 1 spélétajam katra. P&c
tam, apvienojot A1 ar A2 un Bz ar Bz (katru reizi patérgjot 3 spéles), iegistam A un B
sakartojumus. P&c tam, ar 7 sp€lém apvienojot A un B, ieglistam visa turnira
sakartojumu. Kopa S(8)<4x1+2x3+7=17.

Algoritmu S sauc par salieSanas algoritmu. Tas ir tipisks “skaldi un valdi” tipa
algoritmu parstavis, kura galvena butiba - sadalit problému atseviskas dalas, risinat to
katrai dalai atseviski un péc tam iegiitos rezultatus apvienot.

Apzimgjot maksimalo algoritma S pateréto sp&lu skaitu n sp€létaju turnira gadijuma
ar S(n), ieglistam sakaribas:

S(1)=0
S(2n)<2S(n)+(2n-1)
S(2n+1)<S(n)+S(n+1)+2n (*)

Paradisim, ka ari algoritms S ir ar sarezgitibu n logn: pieradisim, ka visiem
naturaliem n pastav nevienadiba S(n) < n logz n. Pieradijuma izmantosim matematisko
indukciju.

%
Bazi pie n=1 parbauda tiesi.

Pienemsim, ka nevienadiba S(k)<k logzk pareiza visiem k, kur k<n.
Apskatisim S(n). Skirosim 2 gadijumus.

1. n - para skaitlis, n = 2k.

tad sakara ar (*),ta ka k<n, ieglistam
S(n)<2S(k)+(2k-1)<2k log2 k + (2k-1).

Lai pieraditu vajadzigo, pietiek pieradit, ka

2 k logzok+(2k-1)<2k logz(2k),

kas potencgjot ekvivalents ar

k2k 22k-1 S(Zk)Zk Jeb k2k 22k-1 < 22k k2k.
Sis nevienadibas pareiziba ir acimredzama.

2. N - nepara skaitlis, n=2k+1.
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Tad saskana ar (*), ta ka k<n, ieglistam

S(n)<S(k)+ S(k+1)+ 2k< k logz k + (k+1) logz (k+1) + 2k.
Lai pieraditu vajadzigo, pietiek pieradit, ka

k logz k + (k+1) logz (k+1) + 2k < (2k+1) logz (2k+1),
kas potencgjot ekvivalents ar

KK (k+1)K* 22 < (2k+1)%k*L

jeb

(4K2+4K)K(k+1) < (4k*+4k+1)K (2k+1)

A1 §1s nevienadibas pareiziba ir acimredzama.
A

Tatad, gan binaras ievietoSanas algoritms B, gan salieSanas algoritms S ir ar
sarezgitibu n log n, t.i. lieliem n tie izturas “apméram vienadi”.

Nupat aplukotie algoritmi - gan binaras ievietoSnas, gan salieSanas - lava n spelétaju
monotonu turniru pilnigi sakartot ar ne vairak ka n logzn spélu palidzibu. Ja spelétaju
skaits turnira ir 24, tad ka viens, ta otrs no iepriek$ apskatitajiem algoritmiem ta
pilnigai sakartoSanai “patére” 89 spéles; parliecinieties par to patstavigi.

1.5 FORDA-DZONSONA ALGORITMS.

Tagad aplikosim spécigaku algoritmu: Forda-Dzonsona algoritmu, kas ta nosaukts
savu izgudrotaju - divu amerikanu matematiku varda. Si algoritma patéréto spélu
skaitu n spelétaju turnira gadijuma apzimesim ar FD(n). Algoritma darbibu ilustrésim
24 speléetaju turnira gadijuma.

[ ]

1. Vispirms sadalam 24 spélétajus pa pariem un lickam katra pari apvienotajiem
speletajiem spélet sava starpa.

2. Apskatam atseviski zaudetajus. Sakartojam tos péc spéles prasmes (ka to izdaram,
aprakstisim vélak). Iegiita situacija paradita attéla (attéls 1-6), kur ar Z1, Zo, ..., Z12
atteloti zaudetaji, bet ar Uy, Uy, ..., U1z - ar tiem viena part spélejusie uzvarétaji.

L!, Z Z Z.8 Z, Z, Z'c Z
AR SV A GV

U, U, u, U, U, U,

S L T S
VAP

US U& UII.'I I‘JII Uli

attels 1-6
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Ievérosim, ka patlaban mums jau virkné sakartoti 13 spélétaji (U1, Z1, Z2, ...Z12) un
pargjie 11 (U, Us, ..., U12) japievieno $ai virknei.

Saskana ar FD algoritmu vispirms galvenaja virkné jaievieto Us. Skaidrs, ka Uz taja
atradisies pa kreisi no Zz. Liksim vispirms Uz spélét ar Z1. Ja Us — Zg, tad talak Us
spelé ar Us; ja Z1 — Us, tad talak Us spél€ ar Z,. Péc §im 2 spélém Uz vieta galvenaja
virkn€ ir noskaidrota.

Atkariba no spé€lu iznakumiem sh&mas kreisais gals tagad var izskatities divéjadi
(attels 1-7):

.
N
'\!\l

.
=]

T

-

N

L
L J
L 2
L

attels 1-7

(a) gadijums iesp&jams tikai tad, ja Uz zaud€jis gan pret Z1, gan pret Zz; (b) gadijums
rodas, ja Us uzvargjis vai nu pret Z1, vai otraja spélé pret Z,. Saja gadijuma o, B uny
var but Us, Ui, Z1; Ui, Us, Z1; Uy, Z1,Us. (a) gadijuma Uz vietu galvenaja virkné
noskaidrojam ar ne vairak ka 2 spélém (liekot Uz sp€lét ar Z; un - uzvaras gadijuma -
vél ar Uy). (b) gadijuma Uy vispirms sp&l€ ar 3 un péc tam ar o vai y. Tadgjadi Us un
U2 abi divi ir ievietoti galvenaja virkng, kopa izmantojot ne vairak par 4 spelem.
Ievérosim, ka loti bitiski bija izdarit Us un Uz ievietoSanu tieSi $ada kartiba.
Padomasim, cik spéles tiktu izmantotas, ja vispirms galvenaja virkné ievietotu Uz un
péc tam - Us.

Skaidrs, ka U: ievietoSanai jarékinas ar 2 spélém. P&éc tam, kad U jau ievietos
galvenaja virkng, Us jaievieto starp 4 sp€létajiem Uz, Ui, Z1, Z2; mes to protam izdarit
tikai ar 3 spélém, un var pieradit (ka, bus redzams turpmakaja darba gaita), ka atrak
tas nav izdarams. Tatad kopa mes paterétu 2+3=5 spéles - par vienu vairak neka FD
algoritma.

Viegli saprast, kads mehanisms rada So atSkiribu. Sakuma U “pielaujamais intervals”
satur 2 speéletajus: Ur un Z;. Péc U ievietoSanas Us “pielaujamais intervals”,
salidzinot ar U2 “pielaujamo intervalu”, sanem uzreiz divus spélétajus: Uz un Zz, un
taja ir 4 spelétaji. Maksimalais pielaujamais intervals, kura var ievietot spélétajus,
1zspelgjot 2 spéles, ir 3; tatad Saja gadijuma Uz mées ievietojam 1saka intervala, neka
varétu, un uz ta rékina Us nacas ievietot jau parak gara intervala.

Ja turprett vispirms ievieto Us, tad ta pielaujamais intervals satur 3 spéletajus: Ui, Z1
un Zz. Péc Us ievietoSanas Uz pielaujamais intervals, salidzinot ar Uz pielaujamo
intervalu, noteikti zaud€ 1 spélétaju Z, un varbit iegiist vienu jaunu spélétaju Us, tatad
atkal sastav no augstakais 3 spelétajiem. Saja gadfjuma abu spelétaju pielaujamie
intervali tiek sadaliti lidzigi un tas ar1 lauj ietaupit vienu spéeli.

P&c Uz un U3 ievietosanas iegiistam nakamaja attéla (att€ls 1-8) paradito ainu:
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attels 1-8

Te o, B, v, d, € ¢ - kaut kada seciba izvietojusies spéletaji Ui, Uz, Us, Z1, Z>, Zs.

Ta ka 7 ir lielakais jau pilnigi sakartotu spélétaju skaits, starp kuriem var ievietot
nakoSo spélétaju, izmantojot 3 spéles, tad FD algoritms ka nakoSo ievieto galvenaja
virkné Us, bet p&c tam - Uy, kopa pater&jot 6 spéles (tas notiek ar binaras ievietoSanas
algoritma palidzibu). Rezultata ieveidojas nakamaja attéla (attéls 1-9) paradita aina:

. HN
N
- N

-*.*-*.*.qa*.q [ ] q.

attels 1-9

Lielakais jau pilnigi sakartotu spélétaju skaits, starp kuriem var ievietot nakoSo,
izmantojot 4 spéles, ir 15. Saskana ar FD algoritmu ievietojam galvenaja virkngé Uy,
Ui, Ug, Usg, U7, Us, kopa patergjot 6x4=24 spéeles. Peéc tam ievietojam taja Uiy,
patéréjot 5 spéles (tiek izmantota binaras ievietoSanas metode). Lidz ar to visi 24
speletaji sakartoti.

Mes esam pateérejusi 12 spéles sakotngjos paros, 2x2+2x3+6x4+1x5=39 spéles un vél
pagaidam nenoskaidrotu spélu daudzumu 12 zaudétaju sakartoSanai, kas tika minéta
algoritma apraksta otra punkta sakuma. ST sakarto$ana ari notiek ar pasu Forda-
DZonsona algoritmu (més aprakstisim, ka), tapec iegiistam vienadibu

FD(24)=12+39+FD(12) (1)
3. Kartosim 12 zaudétajus ar FD algoritmu. Vispirms sadalam tos paros un lieckam
katra para spélétajiem spélét sava starpa; paté€réjam 6 spéles. Péc tam zaudétajus
sakartojam péc spéles prasmes (ka aprakstisim vélak). Ieglistam ainu, kas paradita
attela (attels 1-10):

-
hd ™ .

A

attéls 1-10

Rikojoties talak péc jau aprakstita panemiena, visas “astites” varam ievietot galvenaja
virkng, izmantojot 2x2+2x3+1x4=14 spéles. Tatad esam pater&jusi 6 spéles paros, 14
speles ievietoSanai un V&l pagaidam nenoskaidrotu skaitu sp€lu 6 zaudetaju
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sakartofanai. So sakartoSanu atkal veiksim ar FD algoritmu. Tapéc iegistam
vienadibu:
FD(12)=6+4+FD(6) (2)

4. Rikojoties lidzigi, ieglistam
FD(6)=3+4+FD(3) (3)

5. Mums janoskaidro FD(3) vértiba. Sim gadijumam piemit Tpatniba, kura paradas
pirmoreiz: kartojamo spélétajus skaits ir nepara skaitlis. Tados gadijumos FD
algoritms paredz “licko”, bez para palikuso sp€létaju uzskatit par uzvarétaju un
novietot pa labi no visiem citiem uzvarétajiem (piemé&ram, 7 spélétaju gadijuma skat.
att€ls 1-11). Masu gadijuma ieglistam zemak redzamaja attéla (att€ls 1-11(b)) paradito
ainu:

attels 1-11

Skaidrs, ka ieglistam vienadibu
FD(3)=1+2+FD(1) (4)

Tiesam “astites” o ievietoSanai vajadzigas 2 spéles; formali turpinot aizsakto
algoritma konstrukciju, mums japarada, ka FD algoritms karto zaudétaju kopu, kura
sastav no viena zaudétaja . Protams, tam nekadas sp€les nav vajadzigas, tapéc
FD(1)=0.

Saskaitot (1), (2), (3), (4) un savelkot lidzigos loceklus, ieglistam

FD(24) = 81.

Ka redzams, iegiits uzlabojums, salidzinot art binaras ievietoSanas un salieSanas
algoritmiem, kas deva B(24)=S(24)=89. Ja n palielinas, §1 starpiba kliist vél lielaka un
tiecas uz bezgalibu, ja n tiecas uz bezgalibu. ®

Vai Forda-DzZonsona algoritms ir pats labakais? Acim redzot tas apvieno sevi butiskas
iepriek$ apliikoto algoritmu - binaras ievietoSanas un salieSanas - iezimes. binaras
ievietoSanas metode tiek lietota, papildinot galveno virkni ar “astittm”; salieSanas
ideja tiek izmantota apvienojot viena saraksta vairakus neatkarigi sakartotus parus.
Tomer ir ar1 citas idejas, kuras kombingjot ar aprakstitajam. sp€lu skaitu var biitiski
samazinat. Ir pieradits, ka pastav tads turnira kartoSanas algoritms (apzimésim to ar
A), ka

FD(n) - A(n) - o, jan — .
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Tomer tas ir tehniski oti sarezgits un Seit to neapspriedisim.

Jaatzimg, ka pats jautajums par to, vai viens vai otrs algoritms ir pats labakais, nav
precizs un uz to parasti var atbildét dazadi. Apskatitie turniru kartoSanas algoritmi,
protams, netiek lietoti tikai “sportiskiem” mérkiem ( un patiesiba vispar sportiskiem
mérkiem netiek lietoti). To galvenais pielietojuma lauks ir datu masivu kartoSanas
elektronisko skaitlotaju atmina. Spélei starp diviem turnira dalibniekiem atbilst divu
ierakstu salidzinasana; minimalais sp&lu skaits - mazakajam salidzinaSanas operaciju
skaitam, kas jaizdara, kartojot patvaligu no n ierakstiem sastavo$u masivu. Sis
uzdevums ir praktiski loti svarigs: apméram 30% no komerciala maSinlaika pasaulé
tiek patéréts dazadu karto$anas uzdevumu risinasanai. Tomér maldigi domat, ka
algoritms ar mazako salidzinaSanu skaitu sliktakaja gadijuma ir ari labakais vispar.
Pirmkart, paSi sliktakie gadijjumi paradas saméra reti; praktiski svarigak butu
minimizét vidéjo salidzinasanu skaitu. Otrkart, ja algoritmu Jloti sarezgiti
noprogrammet, tad iegulditais darbs un klidu laboSana var izradities dargaki par
iegiito efektu. Treskart, cenSanas par katru cenu

samazinat salidzinaSanu skaitu var izsaukt citu operaciju skaita palielinasanos un
algoritms kopuma atkal var klit neefektivaks. Ceturtkart, ne visi algoritmi strada
vienlidz labi uz visiem datoriem: ja programma ir loti sarezgita vai kartojamie masivi
- loti lieli, var nakties lietot ar&jos atminas nes€jus, kas atkal var butiski sadardzinat
algoritma izmantoSanu. [idzigu uzskaitjumu vartu vél turpinat. Tap&c jau pats
uzdevums - katra konkréta gadijuma saprast, kads algoritms S§im gadijumam ir pats
labakais - ir loti sarezgits un apmierino$a atrisinajuma tam nav lidz pat §im bridim.
Tomér salidzinaSanu skaits sliktakaja gadijuma ir viens no paSiem galvenajiem
kartosanas algoritma kvalitates raditajiem.

Lidz Sim tika apliikoti vairaki algoritmi, ko var lietot turniru pilnigai sakartoSanai:
binaras ievietoSanas, salieSanas un Forda-Dzonsona algoritms. Abiem pirmajiem
algoritmiem mes pieradijam, ka iesp&jamo spélu skaits n dalibnieku turniru gadijuma
no augsas ierobezojams ar lieclumu nlogon, ti. lietojot Sos algoritmus, pat
visneveiksmigakajos gadijumos nenaksies rikot vairak par nlogen spéléem. Mes
pieradijam ari, ka Forda-DZonsona algoritms parsp€j abus ieprieks$€js gadijuma, ja
n=24; nav gruti pieradit, ka tas pats ir speka visiem n>5.

Uzdevums 1-5

Pieradiet, ka 20 un 21 speletaju gadijuma turnira pilnigai sakartoSanai pietiekamas
62, resp. 66 spéles.

e Lai pieraditu uzdevuma prasito, vadisimies péc Forda-DZonsona algoritma aprasta.
Atrisinajumu paradisim gadijumam, kad turnira piedalas 20 spelétaji. Otrs gadijums ir
pilnigi analogs pirmajam, tapéc to tuvak neapliikosim. Tapat vairs siki neaprakstisim
visus izmantotos spriedumus, kas saistiti ar spélétaju pievienoSanas galvenajai virknei
kartibu, jo tas vienreiz jau ir izdarfts.

Saskana ar Forda-DZonsona (turpmak: FD) algoritmu, visus 20 spé€létajus patvaligi
(kaut vai izlozes kartiba) sadalam pa pariem un liekam katra para dalibniekiem
izspélét savstarp&ju spéli; turpmak apskatam visu 10 spélu zaudétajus. Sakartojam tos
pec spéles prasmes (ka tas izdarams, paradisim mazliet vélak). Péc tam, kad tas jau ir
izdarits, mums virkng ir jau sakartoti 11 speletaji: Ui, Zi1, Z2,..., Z1o. Pargjie devini -
U, Us, ..., Ui - vEl japievieno Sai virknei.
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Saskana ar FD algoritmu galvenajai virknei vispirms japievieno Uz un Uz. Lai to
izdarTtu, mums japateré 2x2=4 spéles.
P&c tam galvenajai virknei pievienojam Us un Ua. Saja algoritma izpildes solf mums
biis japateré 2x3=6 spéles. Pec $1 sola m&s ieglistam situaciju, kura galvenajai virknei
veél nepievienoti paliek Us, U, ..., Uso.
Talak, rikojoties pec algoritma, galvenaja virkn€ varam ievietot atlikuSos 5 sp€létajus.
ST mérka sasniegSanai biis japatére 5x4=20 spéles. Tatad, uz doto bridi més jau zinam,
ka mums, lai sakartotu 20 spelétaju turniru, jarékinas ar 10+2x2+2x3+5x4=40 spelem
un vél kaut kadu, pagaidam vél nenoskaidrotu, spelu skaitu, kas nepiecieSams visu
paru zaudétaju sakartosanai pec to speles prasmes.
Lai sakartotu zaudétajus péc to spéles prasmes, rikosimies péc ta pasa FD algoritma.
Tapéc varam rakstit, ka kopa pater€jamais spelu skaits 20 spelétaju gadijuma ir
izsakams §adi:

FD(20)=40+FD(10). (1)

Kartosim 10 spglétajus ar FD algoritmu. Vispirms tos sadalam paros un lieckam katra
para spéletajiem izspelet sava starpa. Pateéréjam 5 spéles. Péc tam zaud@tajus
sakartojam péc spéles prasmes. Rikojoties talak jau p&c aprakstita plana, visas
“astites” galvenaja virkné varam ievietot ar 2x2+2x3=10 spélem. Tatad esam
patérgjusi vel 15 sp€les un vél nezinamu spélu skaitu piecu zaud&taju kartosanai.
Tatad

FD(10)=5+10+FD(5). (2)

Talak mums jaatrod FD(5) vértiba. Sim gadijumam iemit ipatniba, ka kartojamo
spelétaju skaits ir nepara skaitlis. Sada situacija FD algoritms pieprasa bez pretinieka
palikuso sp€létaju uzskatit par uzvarétaju un talak rikoties pec jau ieprieks paredzeta
plana. Tadejadi, lai galvenaja virkn€ ievietotu “astites”, nepiecieSamas vél 2x2 spéles.
tas nozim¢g, ka

FD(5)=2+4+FD(2). (3)

Viegli izspriest, ka
FD(2)=1. 4)

Saskaitot 1zteiksmes(1), (2), (3), (4) un savelkot lidzigos loceklus, ieglstam, ka
FD(20)=40+20+2=62.
Lidz ar to uzdevuma prasito esam izpildijusi. ®

1.6 PARALELAS KARTOSANAS ALGORITMI

Lidz §im meés interes€jamies par turnira kop€ja sp€lu skaita minimizéSanu. Tomér
dazreiz var biit nepiecieSams turniru pabeigt atri, Saja noluka katru dienu papiiloties
vairak, neka minimali nepiecieSams. leveérosim, ka dazas spé€les turnira var organizet
vienlaicigi (vienas spéles rezultats neiespaido to, vai otrai spélei janotiek vai n&), bet
daZas var rikot tikai péc tam, kad noteiktas iepriek$€jas jau izspélétas (pieméram
finals olimpiskaja turnira var notikt tikai p€c pusfinaliem, kuri savukart var notikt
vienlaicigi).
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Tadus algoritmus, kuru izpildes gaita dazus solus var veikt vienlaicigi, sauc par
paralélas darbibas algoritmiem. Saja punkta aplikosim paral€la algoritma pieméru.

Uzdevums 1-6

Turnira piedalas 64 tenisisti. Visiem ir daZada spéeles prasme un katra spele uzvar
specigakais. Katrs tenisists katru dienu speleé ne vairak ka vienu macu. Pieradiet, ka
pietiek ar 21 dienu, lai sastaditu visu tenisistu rangu tabulu.

e Pienemsim, ka mums ir n spelétaji Ai, Az, As,..., An, par kuriem zinama vinu pilniga
rangu tabula, t.i. ir zinams, ka Aji ir visvajakais, Ay - otrais vajakais, ..., An -
visstiprakais; att€losim to ar nevienadibam

A1<A<A3< .. <A

Pienemsim, ka tapat zinama spélétaju B1, B2, Bg, ..., Bn pilniga rangu tabula

B1 < B; < B3 <...<Bp,

bet nekas nav zinams par au grupu spélétaju prasmes salidzinajumu.

Ar S(n) apzim@si minimalo dienu skaitu, krura més varam sastadit kop&jo abu grupu
ranga tabulu, pie kam katram spélétajam katru dienu liekot spelet ne vairak ka vienu
speli.

3.Lemma  S(2¥ <k+1

\%
Uz bridi pienemsim, ka lemma jau pieradita. Tad vispirms sadalisim spélétajus 32
paros un katra pari noskaidrosim to savstarpgjo prasmi. P&c tam Sos parus apvienosim
pa divi un katra sp€létaju Cetrinieka sastadisim pilnigu ranga tabulu; p€c tam
apvienosim Cetriniekus pa 2 un katra astotnieka sastadisim pilnigu ranga tabulu utt..
Pavisam mums naksies izmantot:
1+S(21)+S5(22)+S(2%)+S(24)+S(2°%) < 1+2+3+4+5+6 < 21
dienas, ko arT vajadz€ja pieradit. Atliek pamatot lemmu. Izdarisim to ar matematiskas
indukcijas palidzibu.
Ja k=1. Aplakosim 2 grupas A1<A> un B1<B,. Pirmaja diena liksim sp&lét Ay ar B>
un Az ar By, bet otraja - A1 ar B2 un Az ar B1. Péc $im divam dienam mums par katru
speletaju pari zinams vinu spéles prasmes salidzinajums, tatad mums zinama ari vinu
pilniga ranga tabula. Ar to indukcijas baze ir pamatota.
Pienemsim, ka esam pieradijusi, ka S(n) <t+1, un paradisim, ka tada gadijuma
S(2n) < t+2. Tad induktiva pareja biis izdarita.
Aplikosim 2 speletaju sarakstus:

Ar<Ar<...<Ai1<A<..<An

un
B1<B2<..<Bi1<By<..<Ba.

Izdalisim no tiem “apakSsarakstus’:

A1 <A3<..<Aji1<..<Amm1
un

B1<B3<..<Bji1<..<Bo1
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un t+1 dienas apvienosim tos viena rangu tabula Ti saskana ar induktivo pien€mumu.
Sajas t+1 dienas viena rangu tabula T apvienosim “apak$sarakstus”:

Ar<As<.. . <As<..<Anxn
un

B2<Bs<..<Byi<..<Bo.
Atlikusaja (t+2)-a diena jaapvieno viena tabula T1 un Tz. Tas ir izdarams, jo katram
tenisistam ir ne vairak ka viens cits no otras tabulas, attieciba pret kuru vina “spéles
prasme” nav vél noskaidrota. Tiesam, ja Aj tabula Ti1 vai T» apmierina sakaribas
Bj1<Ai<Bj:1, tad A var biit neskaidribas vienigi attieciba pret Bj. Skaidrs, ka tenisisti
§ada izpratn€ apvienojas pa pariem, un visas neskaidribas var noverst viena diena.
A

1.7 KARTOSANAS ALGORITMU APAKSEJIE NOVERTEJUML.

Monotonu turniru kartoSanai pastav daudz algoritmi. Piem&ram, 5 sp€létaju turnira
sakartoSanai més vienu péc otra izstradajam 4 aizvien sarezgitakus algoritmus, kas
Sim mérkim pater&ja 10;9;8;7 spéles. bet varbiit arT ta vl nav galiga robeza un, labi
paptloties, mums izdodas atrast algoritmu, kas garanté $§ada turnira sakartoSanu ar 6
spelem?

Ja kads ir méginajis atrast $adu “superoptimalu” algoritmu, vin$ dro$i vien ir cietis
neveiksmi. Bet vai tikai ilgstoSas neveiksmes vienas paSas var biit par pamatu
apgalvojumam, ka tada algoritma nav? Ka var pieradit, ka kaut kadu minimalo sp&lu
skaitu samazinat vairs nevar - ne tagad, ne péc miljons gadiem?

Apskatisim sekojoSu pieméru - shému, kas attelo triju spélétaju A, B un C turnira
pilnigu sakartosanu (attéls 1-12):

A—B/ \B—~A
C—»B/ \B—'C A—'?/ \(‘:_’A
[Apretc] (A=B—C) (B—A—cC) [BpretC]
' N r'd N
(A-c—+B) (C—A—B) (B=~c—A) (C—~B—A)

attels 1-12

Taisnsturos ierakstitas izspélétas sp€les. No katra taisnstlira izejosas bultinas atbilst
abiem iesp&jamiem spéles iznakumiem. ja bultina beidzas ar ovalu, tad talakas spéles
vairs nav nepiecieSamas un ovala ir ierakstits turnira dalibnieku sakartojums péc
speles prasmes, kas atbilst notikusajam spélém. Tapéc katru sadu ovalu sauksim par
kartosanas shémas izeju.

Iepazistoties ar attela (attels 1-12) paradito kartoSanas shému, redzam, ka tai ir 6
izejas. vai ta ir nejausiba, vai ari to vargja paredzet jau ieprieks?
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Ieverosim, ka 3 spéléetaji A, B, C pavisam péc spé€les prasmes var izkartoties 6
dazados veidos: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Turnira organizatoriem jabut
gataviem uz jebkuru $adu izkartojumu.

Talak - loti svarigs apgalvojums: katram iesp&jamajam izkartojumam shéma jabiit
paredzetai citai izejai (attéla (att€ls 1-12) redzamaja shéma ta ari ir). Parliecinasimies
par ta pareizibu.

TieSam, pienemsim, ka diviem dazadiem izkartojumiem o Un 3 turnira organizatoru
paredzetaja shéma atbilst viena un ta pati izeja. Tas nozimée, ka gan izkartojuma a,
gan izkartojuma 3 gadijuma tiks izsp€l&tas vienas un tas pasas spéles, kas beigsies ar
tiem paSiem rezultatiem. Tatad, gadijuma, ja patiesais spélétaju izkartojums ir o,
turnira rikotaju riciba ta nosléguma biis tada pati informacija ka gadijuma, ja patiesais
speletaju izkartojums ir . Bet tas nozimé, ka turnira rikotaji, pamatojoties uz savu
izstradato shému, nevar atskirt izkartojumu o no izkartojuma [, resp. vismaz viena
izkartojuma gadijuma bis spiesti klidities (vai vismaz minét uz labu laimi), kas nav
pielaujams. Tatad triju sp@létaju turnira gadijuma ta rikotaju izstradatajai sh&mai
tieSam jabiit vismaz 6 izejam (vards “vismaz” lietots tapéc, ka kadam izkartojumam
varetu atbilst arT vairakas izejas).

Nav griiti saprast, ka ar1 katru algoritmu, kas paredzets n dalibnieku turnira kartoSanai,
var att€lot ar att€la (att€ls 1-12) redzamajai shémai lidzigu shemu. Ta ka n dalibnieki
var izkartoties 1 X 2 X...Xx n=n! daZzados veidos, tad Sadai shémai jabut vismaz n!
izejam. Ja pienemam, ka kads kartoSanas algoritms neviend gadijuma nepateré vairak
par k spélém, tad tam atbilsto$ajai shémai nevar biit vairak par 2X izejam. To viegli
saprast no nakama att€la (att€ls 1-13), ievérojot, ka vienas papildus speles pielausana
iesp&jamo izeju skaitu var augstakais dubultot (katras izejas vieta paradas spéle, no
kuras izejoSo abu bultinu galos ir pa vienai izejai.

iy
tfmiT]
lfiy |

/ N / N P Y
k= L1 [ [ 1
N N SN v N
H=3
attels 1-13

Apzimgjot kartoSanas algoritmu shémas izeju ar I, bet §1 algoritma vissliktakaja
gadijuma patéreto sp€lu skaitu ar k, no augSminéta iegiistam

2>1>n!
no Sejienes seko nevienadiba
2k >n! jeb  k=>logz(n)).

no matematiskas analizes pazistama Stirlinga formula, kas lauj novertét lielumu n!.
Saskana ar So formulu
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nl = v/ 27n (Ej a,, Kur an - vieniniekam tuvs, bet par to lielaks skaitlis (n > 2). Tatad
€

n!'> v2m [gj a,

un no nevienadibas k > n logz(n!) seko, ka
1 1
k>nlog,n—-n Iog2e+zlogz n +§Iog2(27z).

Galvenais (straujak augoS$ais) saskaitamais labaja pusé ir nlog> n. Tapéc no §1
rezultata un salieSanas un binaras ievietoSanas algoritmu ieprieks veiktas analizes
seko, ka n spelétaju turnira sakartoSanai minimalais sp€lu skaits S(n) apmierina
sakaribu

S(n)

o S g
Inl—rIo] nlog, n

t.i. 81 lieluma galvena dala ir n logz n jeb $is lielums “bezgaliba uzvedas” apméram
tapat ka n logz n.

Nav griiti pieradit, ka pie n=5 nevienadiba 2 >5! jeb 2X > 120 dod k>7 (jaatceras, ka k
ir naturals skaitlis), bet pie n=24 nevienadiba 2% > 24! dod k>80. Tatad ieprieks
apliikotais algoritms 5 spéletaju turnira gadijuma ir optimals, bet Forda-Dzonsona
algoritma gadijuma vai nu ir optimals, vai arT dod rezultatu, kas no optimala atSkiras
par augstakais vienu spéli (atceramies, ka FD(24)=81). Vai patiesiba 24 spélétaju
turniru var vai nevar sakartot ar 80 sp€lu palidzibu, Sodien nav zinams; ta ir
neatrisinata matematikas probléma.

Pamatojoties uz informacijas teorijas rezultatiem, var dot sekojoSu iegiita apakseja
novertéjuma pamatojumu. Katra spe€le mums sniedz vienu bitu informacijas (1 bits ir
informacijas daudzums, kas pielauj tikai divas dazadas atbildes; misu gadijuma - kurs
no abiem spéles dalibniekiem ir spécigaks). Ja tiek izsp€létas k spéles, iegiistam k
bitus informacijas. Bet ar k bitiem var kodét 2X atikirigas situacijas (uzskatami -
iespgjamas 2% dazadas k vardu virknites, kura katrs vards ir “ja” vai “ng”, vai arf 2K
nullu un vieninieku virknites garuma k). Ta ka ar §is informacijas palidzibu mums
jaskiro n! dazadi gadjumi, tad jabiit 2 > n!, no kurienes seko vajadzigais.
AugSminéta sprieduma del aprakstito metodi bieZi sauc par informacijas teorijas
sniegto apaksgjo noveérte§jumu (information theory lower bound). Ta vél Sodien ir
galvena metode, ar kuras palidzibu iegiist dazadu kombinatorisku algoritmu apaks€jos
novertéjumus, t.i., robezas, talak par kuram algoritma darbibas novértgjums nav
uzlabojams.

Paradisim vél vienu §1s metodes pielietojumu. Analiz&jot Forda-DZonsona algoritmu
un binaras ievietoSanas algoritmu, mums biezi nacas ievietot vienu spé€létaju jau
sakartota n spélétaju virknite€. No aprakstitajiem piemériem bija skaidrs, ka to var
izdarit ar k spélu palidzibu, ja n < 2%- 1. Pieradisim, ka tas ir labakais iesp&amais
novertgjums, proti, ja n>2% tad n spélétaju sakartota virknité ievietot (n+1)-0
speletaju ar ne vairak ka k spelu palidzibu nav iesp&jams.

e Tiesam, apskatam n sp&létaju sakartotu virkniti (attéls 1-14).
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attels 1-14

“levietojamais” spélétajs B taja var ienemt jebkuru no sekojosSajam pozicijam: pirms
Ay; strap Ar un Ay, starp Az un Ag; ...; starp An1 un An; aiz An.

Tatad B iesp€jamas n+1 pozicijas. Pienemsim, ka B ievietoSanai izstradats algoritms,
kas garante mérka sasniegSanu, neizmantojot vairak par k spelém. Spriezot lidzigi ka
ieprieks, iegistam nevienadibas

2k > 1 n+1
(te I - algoritma sh&mas izeju skaits), no kurienes seko
24> n+1 jeb  n<2k1,
ko vajadzgja ari pieradit. ®

Ieprieks, analiz&jot ¢empiona un viceCempiona, ka ari ¢empiona, viceCempiona un
bronzas medalas laureata atraSanai izmantotos algoritmus, tika izmantota S$T1 pati
pieeja.

Tomér informacijas teorijas metodes nav vienigas, kas lauj ieglt apaksg€jos
noveértejumus. Par to vargja parliecinaties iepriek$ - piem&ram, ¢empiona atraSanas
algoritma apaks€jais novert§jums, ja tas tiku iegiits ar nupat aprakstito metodi, biitu
tikai [ logzn |, kamer patiesiba, ka més to redzgjam, §is novértgjums ir n-1. Paradisim
vel vienu piemeru, kur apaks§gjos novert€§jumos tiek lietotas citas metodes.

Saja nodala tika aprakstits salieSanas algoritms, kura biitiska sastavdala ir divu jau
sakartotu spélétaju virknu apvienoSana viena virkné. Me@s redzgam, ka divas n
speletaju virknes, no kuram katra ir pilnigi sakartota, var apvienot viena virkng,
izmantojot ne vairak ka 2n-1 spéles.

Paradisim, ka S§is rezultats nav uzlabojams, t.i., pieradisim, ka katrs algoritms divu
$adu virkniSu apvienoSanai viena vai vismaz dazos gadijumos pat€rés ne mazak par
2n-1 speleém.

Pienemsim, ka sakuma dotas divas sakartotas sp&létaju virknes (attéls 1-15)

-
v
-
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-
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!

attels 1-15
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Pienemsim, ka, tas pavienojot, notikusSas ne vairak ka 2n-2 spé€les. Miisu algoritmam
jabiit gatavam art uz sekojosiem rezultatiem:

a) Ai>Aj un Bi—Bj, ja starp $Tm sp&lém ir spéle starp A;j un A;j (Bi un Bj) un i<j;

b) Ai—B;, ja starp §STm sp&lém ie spéle starp Ai un Bj un i<j;

) Bj—A\, ja starp §Tm sp&lém ir spéle starp Aj un Bj un i>j.

Pienemsim, ka visas apvienoSanas procesa notikusas spé€les beigusas tiesi ar $adiem
rezultatiem. Apskatisim sekojosus spélétaju parus (to skaits ir 2n-1):

(A1, B1), (A2, B2), ..., (An-1, Bn-1), (An, Bn) un (A2, B1), (As, B2), ..., (An, Bn-1).

Ta ka izspéletas ne vairak ka 2n-2 spéles, tad vismaz viena pari minétie sava starpa
nav spél&jusi. Neviens no abiem iesp&jamajiem vinu savstarpgjas spéles rezultatiem
nav pretrund ar lidz §im notikuSo spélu gaitd iegtito informaciju. Tatad notikusas
speles vel nelauj iegiit pilnigu prieksstatu par visu spélétaju pilnigo sakartojumu un ar
2n-2 spelém abu virknu apvienosanai nepietiek. ®

Talak piedavatie uzdevumi paredzeti, lai patren€tos apaks§€jo novert€jumu iegiisana.

Uzdevums 1-7

Janis iedomajies naturalu skaitli, kas neparsniedz 1000. Peteris drikst vinam uzdot
Jjautajumus, uz kuriem atbilde ir “ja “ vai “né”. Pieradiet, ka 10 ir mazakais
Jjautdajumu skaits, ar kuru Peteris garanteti var uzzinat Jana iedomato skaitli.

e Uzdodot jautajumu, m&s varam sanemt gan atbildi “ja”, gan “n&”. Tas nozimég, ka
mums vienmér jarekinas ar $Sim divam iesp&jam. lidz ar to binaraja koka katram
jautajumam japaredz 2 izejas. Ta ka més apliikojam skaitlus no 1 11dz 1000, tad beigas
shémai jabut vismaz 1000 izejam. Tas nozimé, ka skaitlim k, ar kuru apzimésim
mazako izdodamo jautajumu skaitu, jaapmierina sakariba: 2 > 1000. Ta ka k ir vesels
skaitlis, tad k>10, jo 21° = 1024 > 1000; ja k=9, tad 2° = 512 < 1000. Tatad uzdodamo
jautajumu skaits nav mazaks par 10.

Ka rikoties, lai ar 10 jautajumiem var€tu uzzinat jebkuru no Japa iedomatajiem
skaitliem? Strat€gija ir sekojosa. Pirmaja reiz€ Peterim jauta: “Vai iedomatais skaitlis
ir neparsniedz 500?” Ja Janis atbild ar “JA”, tad nakosais jautajums jauzdod par uz
pusi mazaku intervalu, neka tas, par kuru jau zinams, ka taja atrodas iedomatais
skaitlis, t.1. “Vai skaitlis neparsniedz 250?” Ja pirmaja reizé tika sanemta atbilde
“NE”, tad skaitlis atrodas intervala [501, 1000]. Tad jautajam: “Vai skaitlis
neparsniedz 7507?”

Atkariba no atbildes atkal aplikojam skaitli ietveroSo intervalu. Katrs nakoSais
jautajums veidojams ta, lai aplilkojamo intervalu sadalitu divas maksimali lidzigas
dalas. Sadi rikojoties, vélakais péc 10 jautajumiem més biisim atmingjusi iedomato
skaitli. ®

Uzdevums 1-8

Dotas n pec aréja izskata viendadas monétas. No tam n-1 monéta ir ar vienadu masu,
bet viena monéta ir smagaka. Doti ari sviras svari bez atsvariem. Uz svaru kasiem
var nolikt patvaligus monétu daudzumaus. Pieradit, ka /TogSn [ir mazakasi sverSanu
skaits, ar kuru garanteti var atrast smagako monétu.

(Nordade. padomadjiet, cik daZadu iznakumu Soreiz var biit katrai svérSanai).
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e No uzdevuma nosacijumiem viegli redzet, ka, lai kadu svérSanu més ar1 neveiktu,
svaru kausi var nostaties tris stavoklos: vai nu kads no kausiem parsvers, vai ar svaru
kausi atradisies lidzsvara. Visas S$is iesp&jas ir vienlidzigas. Tas nozimé, ka, ja
sverSanu gaitu att€lotu koka veida, tad katrai no svérSanam biitu jaatbilst 3 izejam.
Talak spriezam sekojosi: ta ka ir n monétas, tad kokam beigas jabut vismaz n izejam.
tas nozimé, ka kokam jabiit vismaz k staviem, pie kam jaizpildas sakaribai 3K>n.
Logaritm&jot abas nevienadibas puses pie bazes 3, iegiistam, ka vajadziga rezultata
sasniegSanai javeic vismaz k >logsn svérSanas. Ta ka k ir vesels skaitlis, tad
k >[logsn |. Ka ar $adu svérianu skaitu iztikt, izdomajiet patstavigi. ®

Uzdevums 1-9

Katra Saha galdina ritina ierakstits cits naturals skaitlis no 1 lidz 64. Mes ar vienu
Jjaut@jumu varam noradit uz jebkuru ritinu kopu un ka atbildi mums pasacis to
skaitlu kopu, kas ierakstiti Sajas riitindas, bet nepasacis, kur§ skaitlis katra ritina
ierakstits. Kads ir mazakais jautajumu skaits, ar kuru meés varam noskaidrot katra
rittind ierakstito skaitli?

e Rikosimies sekojosi: ar pirmo jautajumu pajautasim par skaitliem, kas atrodas pirmo
¢etru rindu un visu 8 kolonnu krustpunktos. Lidz ar to klis skaidrs, kuri skaitli atrodas
apak$gjas Cetras rindas. Ar otro jautajumu pajautasim par skaitliem, kas atrodas
laukuma, ko nosaka pirmas Cetras kolonnas un visas astonas rindas. 1idz ar to busim
ieguvusi skaidribu par to, kadi skaitli ierakstiti katra Saha galdina ceturtdala.

TreSo jautajumu uzdosim par skaitliem, kas atrodas no tresas 11dz sestajai rindai un
visu astonu kolonnu krustpunktos. Tad€jadi mes varésim pateikt, kadi skaitli ierakstiti
katra no Saha galdina astotdalam.

lidzigi, pajautajot par skaitliem, kas atrodas no tresas lidz sestajai kolonnai, visas
minétas “astotdalas” sadalas uz pusém; més jau zinam, kadi skaitli ierakstiti kvadratos
2x2 ritinas.

Talak Iidzigi ka ieprieks: katru jau noskaidroto skaitlu kopu turpinam samazinat uz
pusi. Tapéc ar piekto jautajumu interes€jamies par skaitliem, kas atrodas rindas ar,
pieméram, para numuriem. Tada veida bisim sadalfjusi Saha galdinu 32 vienadas
dalas.

Ar sesto jautajumu noskaidrosim, kadi skaitli atrodas kolonnas ar para kartas
numuriem. Lidz ar to biisim Saha galdinu sadalijusi 64 dalas. Tas nozimé, ka mums
biis jau zinams, kads skaitlis katra ritina ir ierakstits. tatad ar 6 jautajumiem esam
noskaidrojusi uzdevuma noteikumos prastto.

Tagad paradisim, ka ar mazak ka 6 jautdjumiem prasito uzzinat nevar. Ar katru
jautajumu més par jebkuru no skaitliem noskaidrojam: vai skaitlis pieder, vai nepieder
tai kopai, par kuru més jautajam. Pienemsim, ka esam uzdevusi jau 5 jautajumus. Tas
nozimé, ka péc pirma jautajuma mes par katru no skaitliem zinam, vai tas pieder
kopai A vai nepieder - tatad pieder kopas A1 papildinajumam Aj. Ar otro jautajumu
més noskaidrojam katra skaitla piederibu katrai no kopam A1Az, A1Az, A1Az, AiAs.
Tadgjadi, pec 5. jautajuma uzdoSanas mes biisim noskaidrojusi katra skaitla attiecibas
bet skaitlu 64, tad tas nozim€, ka vismaz viena no kopam ir vismaz 2 ritinas, par
kuram mes nekadi nevarésim pateikt - kur§ skaitlis katra rutina ir ierakstits. Tatad ar 5
jautajumu uzdoSanu nepietiek. @
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Uzdevums 1-10

Pieradiet, ka, lai apvienotu divas jau sakartotas speleétaju virknes, kuras ir n un n+1
speéletajs, nepiecieSamas vismaz 2n spéles.

e ST uzdevuma atrisinajums ir lidzigs tam, kuru ilustr€ attéls 1-15) ®

1.8 DAZI SPECIFISKI UZDEVUML.

Saja nodala apliikosim uzdevumus, kas saistiti ar vidéja elementa, ka arT vienlaicigu
“vislielaka” un “vismazaka” elementa atraSanu.

Uzdevums 1-11

Dotas 100 sudraba moneéetas, kuras sakartotas svaru pieaugSanas seciba, un 101
zelta moneta, kas tapat sakartotas svaru pieaugSanas seciba. Zinams, ka visas
monetas atSkiras pec svara. Jisu rictba ir sviras svari, kas lauj noteikt, kura no
jebkuram divam monétam ir smagaka. Ka ar vismazako svérSanu skaitu atrast
moneétu, kas ir 101. smagaka péc svara. Noradiet So skaitli un pieradiet, ka ar
mazaku sverSanu skaitu §a meérka sasniegSanai nepietiek.

e Izvietosim zelta monétas masu samazina$anas seciba, zem tam otra rinda - sudraba
mongétas - masu pieaugSanas seciba un savienosim monétas ar nogriezniem, ka to rada
att€ls 1-16 (pirmaja rinda zelta, otraja - sudraba mongtas).

O00O000O00 03
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Q00000000

1
attels 1-16

Katrs nogrieznis savieno 2 monétas. pieskirsim tam virzienu no smagakas monétas uz
vieglako ta, lai katrs nogrieznis parvérstos par bultinu. Sis bultinas ir ar tadu ipasibu,
ka, ja kaut kada ir versta uz leju, tad arT visas tas, kuras atrodas no vinas pa kreisi, ar1
ir verstas uz leju, bet, ja kada ir veérsta uz augsu, tad arT visas no vinas pa labi eso$as ir
verstas augdup. Saja shémai katrai monétai ir ta Ipasiba, ka to monétu skaits, kas
atrodas aug$gja rinda pa kreisi no vinas, plus to monétu skaits, kas atrodas apakseja
rinda pa labi no vinas, ir vienads ar 100. Tadgadi 101-a “vidgja“ monéta M
raksturojas ar to, ka pa kreisi no vinas visas bultinas ir verstas uz leju, bet pa labi - uz
augsu.
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So vietu var atrast ar 8 svérsanu palidzibu. Sakuma miisu prieksa ir 200 nogriezni, uz
kuriem ve&l nav saliktas bultinas. Parbaudam kaut kadu nogriezni un liekam uz ta
bultinu. (Ja ta ir versta uz leju, tad talak ir pietiekami parbaudit nogrieZznus pa labi no
tas, bet, ja uz augSu, tad - pa kreisi: uz otru pusi bultinas tiek liktas automatiski.)
Katru reizi parbaudisim vid€jo no neparbaudita apgabala, bet ja vid&jo ir divi, tad
vienu no tiem. Pirmas parbaudes rezultata paliks ne vairak ka 100 neparbaudito
nogrieznu; 2. parbaudes laika - ne vairak ka 50; 3. parbaudes rezultata - ne vairak ka
25; 4. parbaudes rezultata - ne vairak par 12; 5. parbaudes rezultata - ne vairak par
6’6. parbaudes rezultata - ne vairak par 3; péc 7 parbaudes paliks ne vairak ka 1.
Astota parbaude uzliek bultinu ped&jam neparbauditajam nogrieznim.

Ar mazaku svérSanu skaitu iztikt nevar. TieSam, pirms visam sveérSanam visas
monétas(201) bija 101. vietas kandidates. Vienas svérSanas rezultata to monétu kopa,
kuras bija kandidates pirms svér$anas, dalas 2 apakSkopas: tas mongtas, kuras saglaba
iesp&ju ienemt 101. vietu, un pargjas. SveérSanu rezultati iepriekS nav zinami. Tapéc
var notikt ta, ka pirmas svérSanas rezultata paliks ne mazak ka 101 kandidate, otras
sverSanas rezultatd - ne mazak ka 51, tre$as rezultata - ne mazak ka 26, ceturtas
rezultata - ne mazak par 13, piektas rezultata - ne mazak ka 7, péc sestas - 4, septitas
sversanas rezultata - 2. Un tatad nevar garantet, ka pec 7 svérSanam kandidasu skaits
biis mazaks par 2, kas nozimg, ka ar 7 svérSanam var nepietikt. ®

Uzdevums 1-12

Kada valstt ir 2001 tenisists. viniem visiem ir daZada speles prasme un savstarpéja
spele vienmer uzvar specigakais no abiem dalibniekiem. Tomeér nekas nav zinams
par to, tieSi kurs tenisists ir vislabakais, kur§ otrais labakais utt..

1000 no Siem tenisistiem sacentas sava starpa katrs ar katru un tadejadi
noskaidroja savstarpéjo speéles ltimeni. AtlikuSie 1001 tenisisti arl sacentds sava
starpa katrs ar katru un tadejadi noskaidroja savstarpéjo spéles limeni.

Pieradiet, ka Saja situacija pietiek ar vel 11 spelem, lai noskaidrotu , kurs ir valsts
“videjais” (t.i. 1001.) tenisists.

Vispirms pieradisim $adu lemmu.
4. lemma

Ja doti 2¢** tenisisti, kas sadaliti 2 grupas pa 2k tenisistiem, un katra no grupam ir
zin@mi tenisistu speku sameri, tad visu 2! tenisistu vidii ar k+1 speli var atrast to
tenisistu, kur§ atrodas 2"-taja vietd, ja vietas numuré meistaribas pazeminasandas
virziend.

%
Lietosim matematiskas indukcijas metodi. Ar ag, az, ..., @, apzIimesim pirmas grupas,
bet ar b1, by, ..., b2k - otras grupas tenisistus, kur tenisists ar indeksu i atrodas i-taja

vieta meistaribas zina savas grupas ietvaros.
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Indukcijas baze: ja k=0, tad 2¥*'=2 tenisistu vidd ar k+1=1 spéli var noskaidrot to,
kur$ atrodas 2=1 vieta.

Induktiva pareja: pienemsim, ka miisu apgalvojums pie k=p ir speka un pieradisim to
pie k=p+1.

attels 1-17

489 <

Asg0 bs00

489

attels 1-18

Pirmaja spele liksim spelet a,, un b,, (att€ls 1-17). Pienemsim, ka uzvargjis tenisists
b,,. Tad tenisisti no a,,  Iidz a,. nevar kopgja klasifikacija ierindoties (2"*Y-a

,» unnobslidz b, .

Tapat 2P*-a vieta nevar ierindoties arT tenisisti no b1 Iidz b, un , jo par tiem noteikti

vajaki ir tenisisti no a,, Iidz A5 UN bzp+1 lidz b,,., kopa 2P*1+1. Lidz ar to ka



31

kandidati uz 2P*'-mo vietu ir atlikusi tikai tenisisti a1 [idz azp un bzp 4 I1dz b2p+1 -

katra grupa pa 2P un atlikusas p+1 spéles 2P*1-3 tenisista noskaidro$anai.

Ta ka 2P*l-ais tenisists atlikuSo tenisistu vidi ienems 2P-to vietu, tad péc induktiva
pienémuma to var noskaidrot ar atlikuSajam p+1 speléem. lemma pieradita.
N

Tagad pariesim pie miisu konkréta uzdevuma. Pienemsim, ka doti tenisisti a1, ay,
...,a1001 UN b1, by, ..., D1ooo. Pirmaja spéle liksim sacensties asoo ar bspo. Iesp&jami 2
gadijumi:

Ja asoo > bsoo. Tad par 1001-0 tenisistu vairs nevar klit vismaz tenisisti no a1 1idz asoo
(tie visi ir specigaki par 1001-0 tenisistu) un no bsoz 1idz biooo (tie visi ir vajaki par
1001-0).

Tomeér, lai varétu izmantot lemmu, atskaitisim no kandidatiem uz 1001-0 vietu tikai
tenisistus no ai 1idz asgg Un No bsiz 1idz biooo, atstdjot katra grupa pa 512 tenisistiem.
tagad So 2x512 tenisistu konkurenc@ janoskaidro 512-tais starp viniem (tas bus arl
1001-ais starp visiem tenisistiem). Bet pec pieraditas lemmas ar atlikusajam 10
spelem to var izdarit (2°=512), tap&c $aja gadljuma uzdevums ir atrisinats.

Ja bsoo > asoo. Tad par 1001-o tenisistu vairs nevar kit tenisisti no asoz 1idz aigo1 UN
no by lidz bspo. No kandidatiem uz 1001-0 vietu atmetam tenisistus no asiz lidz azoo
un no bi lidz bags, atstajot katra grupa pa 512 tenisistiem, kuru vida vajadzigo atkal
var noskaidrot ar 10 sp€lém (péc lemmas).

Tatad jebkura gadijuma ar 11 sp€lém pietiek, lai 201 divas grupas sadalitu tenisistu
vidii noskaidrotu 1001-0. ®

Uzdevums 1-13

Dotas 68 monetas, kas atSkiras péc svara, bet ir viendadas pec aréja izskata. Ar 100
sversanam uz sviras svariem bez atsvariem atrodiet paSu vieglako un paSu smagako
monetu.

[

Sadalam monétas pa pariem un salidzinam katra para monétas - nosakam vieglako un
smagako mongétu katra pari. Ta ka ir 34 pari (68:2=34), tad svarus esam izmantojusi
34 reizes (esam “izteréjusi” 34 sveérSanas no 100 atlautajam). Visas 34 vieglakas
monétas noliekam viena kaudzite, visas smagakas - otra.

Apskatam katru kaudziti atseviSki ar mérki - noteikt visvieglako un vissmagako no
visam monétam. Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé vieglako monétu kaudzite,
bet vissmagaka - starp smagakajam.

No kaudzites, kura ir vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas (viena
sverSana). Smagako liekam nost - ta mis vairs neinteres€, bet vieglako salidzinam ar
nakoso (treSo) moné&tu no kaudzites (otra svérSana).

Skaidrs, ka vieglaka no §$Tm moné&tam ir vieglaka par pirmo nolikto. Vieglaka no abam
iepriekS§€jam salidzinam ar ceturto mon&tu no kaudzites (treSa sveérSana), vieglako no
Sim (kas ir vieglaka no visam cCetram jau apskatitajam) - ar piekto moné€tu no
kaudzites utt.. Ar trisdesmit treSo svérSanu salidzinam p&déjo monétu ar vieglako no
iepriek§gjam divam (ta ari ir vieglaka no visam 33 iepriek§€jam) un nosakam
visvieglako moné&tu no visam.
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Tie$i tapat atrodam vissmagako monétu, ar 33 svérSanam salidzinot sava starpa
monétas no otras kaudzites. tikai te uzmanibu pieversisim nevis vieglakajam, bet
smagakajam mongetam.

Tada veida svarus esam izmantojusi 34+33+33=100 reizes un doto uzdevumu esam
izpildijusi. ®

Uzdevums 1-14

Pieradiet, ka ar 3n+1 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem var noskaidrot
pasu smagako un pasu vieglako akmeni no 2n+2 akmeniem.

[ J

Sadalisim akmenus patvaligi pa pariem. A n+1 svérSanu més katra pari atradisim
vieglako un smagako akmeni un saliksim tos attiecigi 2 kaudzites: viena liksim katra
para vieglako akmeni, bet otra - smagako. Skaidrs, ka pats smagakais no visiem
akmeniem atrodas smagako akmenu kaudze. Nosauksim So kaudzi par “S”, pargjos pa
kaudzi “V”.

No kaudzes S smagako akmeni m&s varam atrast ar n svérSanam: sakot ar patvaligu
akmenu pari no kaudzes S, m€s nosveram tos un atmetam vieglako, nemam nakamo
akmeni no kaudzes un salidzinam ar pirmas svérSanas smagako akmeni. P&c otras
salidzinasanas atliekam sanus vieglako akmeni, bet smagako salidzinam ar kadu no
vel kaudzé palikuSajiem akmeniem. Ta rikojamies, lidz tiek salidzinats pedgjais
akmens no kaudzes S ar Iidz §im bridim smagako akmeni. Sis svérSanas rezultata
atrastais smagais akmens ir ar1 pats smagakais starp visiem 2n+2 akmeniem. Lidzigi
atrod vieglako akmeni no kaudzes V.

Tadgjadi, vieglako un smagako akmenus no 2n+2 akmeniem var atrast ar
n+1+n+n=3n+1 svérSanas palidzibu. ®
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2. NODALA

KARTOSANA UN MEKLESANA, JA PIEEJAMA INFORMACIJA PAR
OBJEKTU SKAITLISKAJAM VERTIBAM

No virsraksta viegli saprast $aja nodala ietverto uzdevumu specifiku. Gandriz visiem
Sis nodalas uzdevumiem atrisindjuma bis jacensas izveidot tadu parbaudes sistemu,
kas, balstoties uz konkrétajam skaitliskajam veértibam (un skaitlu pasibam), laus
noskaidrot prasito: vai nu atrast “negodigu lauzu” razotu viltotu monétu, vai arT atrast
vienu konkrétu priekSmetu starp vairakiem péc argja izskata vienadiem.

Uzdevums 2-1

Doti pieci atsvari. To masas ir 1000g, 10001g, 1002g, 1004g un 1007g, bet
uzrakstu uz atsvariem nav un aréji tie nav atSkirami. Doti arl svari ar vienu

kausu un bultinu, kura rada masu gramos. Ka ar 3 svérSanu palidzibu atrast
atsvaru ar masu 1000g?

e Svérsanu veiksim sekojosa veida: sadalisim atsvarus pa pariem, bet piekto atsvaru
atliksim mala. Pirmaja un otraja svérSana nosvérsim katru atsvaru pari, tadgjadi
uzzinasim katra para atsvaru kop€jo masu. Katra no svérSanam iesp&jams iegiit vienu
no tabula paraditajiem svaru radijumiem:

20071 = 1000 +1007 | 2006 = 1002 +1004
2002 = 1000 +1002 | 2007 = 1000 + 1007
2003 = 1001 +1002 | 2005 =1001 +1007
2004 = 1000 +1004 | 2009 =1002 +1007
2005 = 1001 +1004 | 2011 =1004 +1007

Ja pirmaja svérSana nav ieglts neviens no izceltajiem rezultatiem, tad 100g smagais
atsvars atlikts mala. Ja, savukart, viena no svérSanas reiz€m ir izdevies iegiit kadu no
iezimétajiem rezultatiem, tad tas nozimé, ka 1000g smagais atsvars atrodas attiecigaja
parl. tad ar treSo sve€rSanu ir janosver viens no “aizdomiga” para atsvariem. Ja svari
rada 1000g, tad mekl&tais atsvars ir uz svariem, ja citu skaitli, tad 1000g atsvars ir otrs
no “aizdomiga” para. ®

Uzdevums 2-2

Dotas cCetras monétas: 1 piastra, 2 piastru, 3 piastru un 5 piastru vertiba. Zinams,
ka tiesi viena no tam ir viltota, ti. pec svara atSkiras no istas. Vai ar divam
sverSanam uz sviru svariem bez atsvariem var atrast viltoto monétu, ja zinams, ka
isto moneétu svars ir atbilstosi 1g, 2g, 3g un 5g?

e [zdaram 2 svérSanas (pienemsim, ka naudas vienibas “piastrs” saisinats apzime&jums
ir “P”):

1)

- uz kreisa svaru kausa liekam monétas 2P un 3P vertiba;

- uz laba svaru kausa lickam 5P monétu;
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2)
- uz kreisa svaru kausa lieckam 1P un 2P veértibas moneétas;
- uz laba svaru ausa liekam 3P vértibas monetu.

Ja kada no Sim 2 svérSanam svari atrodas lidzsvara, secinam, ka viltota ir Saja reizé
nesverta moneta.

Apskatisim gadijumu, kad viena no svér§anam svari nestav lidzsvara. Seit ir 4
iespgjas:

2+3<5 1+2<3
2435 1+2=3
2+3=5 1+2=3
2+3=6 1+2=3

rall S e

Visos gadijumos viltota ir vai nu 2P, vai 3P mongta, jo, ja bitu viltota 1P vai 5P
mon¢éta, tad viena sveérSana svari atrastos lidzsvara.

1)

2+3<5 — 2P mon¢éta vieglaka vai 3P mongta vieglaka;
1+2<3 — 2P monéta vieglaka vai 3P mongta ir smagaka;
— 2P mongéta ir vieglaka;

2)

2+3<5 — 2P mon¢éta vieglaka vai 3P mongta vieglaka;
1+2>3 — 2P monéta smagaka vai 3P mongéta ir vieglaka;
— 3P monéta ir vieglaka;

3)

2+3>5 — 2P monéta smagaka vai 3P moné&ta smagaka;
1+2<3 — 2P mongéta vieglaka vai 3P monéta ir smagaka
— 3P mongéta ir smagaka,;

4)
2+3>5 — 2P monéta smagaka vai 3P moné&ta smagaka;

1+2>3 — 2P monéta smagaka vai 3P monéta ir vieglaka
— 2P mongéta ir smagaka;

Tatad visos gadijumos iesp€jams atrast viltoto monétu. ®

Uzdevums 2-3

Dotas 5 monetas, kuru vertibas ir 1, 2, 3, 5 un 10 piastri. Viena no tam ir viltota, t.i.
tas svars nav vienads ar monétas vertibu. Ka ar sviru svaru palidzibu bez atsvariem
noteikt viltoto monetu?
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e Ta ka uzdevuma izmantotie spriedumi ir I1dzigi 2.2. uzdevuma izmantotajiem, tad §1
uzdevuma risinajumu sniegsim tabulas veida. Ar “A+B” apzimésim faktu, ka kopa
tiek sveértas monétas A un B. Ar “A>B” vai “A<B” apzimésim faktu, ka mon&tu A
kopa ir smagaka par monétu kopu B, vai, attiecigi, ka monétu kopa A ir vieglaka par
kopu B. Burtu “S” resp. “V” lietosim, lai atzZim&tu, ka viltota mong&ta ir smagaka resp.
vieglaka par 1sto (kaut gan uzdevuma tas nav prasits).

1. gvérs. | 142 =3 1. svérs 1+2 =3

Z2.osvars | 243 =15 158 2. svars 243=5 1V
1.svErs. | 1+2=3 SYErE. 1+2 =3

2. svArs | 243 =5 v 2. svErs. 243 =45 58
1. svérs | 142 =3 . SvErE 1+2 =3

2osvars | 243 <5 v 2. svars 243 =45 25
1.svErs. | 142 <3 1. swérs. T+2 =3

2osvers | 243 <5 2V 2. svers 243 =5 35

owiErs. rezultits | Papildus svérs, |Pap. svérs. rez.
1.svErs. | 1+42=3 24345 =10 10V
2.osvers | 243 =15 10 viltota 24345 <10 108

Uzdevums 2-4

Cetru péc aréja izskata vienadu priekSmetu masas veido geometrisku progresiju,
kas nav konstanta. Atrast smagako priekSmetu, veicot 2 sverSanas UZ SViru svariem
bez atsvariem.

e Apzim@sim priek§metu masas ar a, aq, aq?, ag°, kur g>1. Ievérosim, ka
a+aq® > aq +ag?;
tiesam, $1 nevienadiba ekvivalenta ar
o°-g*-g+1>0 jeb (9+1)(a-1)*>0.
Skaidrs, ka
aq® +aqg®>aq+a(joag®>aqunag?®> a)
un

ag® +aq >ag®+a(joaqg®>ag® un ag> a).

Tapéc, ja novietojam priekSmetus uz svaru kausiem pa 2, tad smagakais priekSmets
noteikti atradisies uz smagaka kausa. Otraja sveérSana salidzinam abus priekSmetus,



36

kas pirmaja sversana atradas uz $1 kausa. tad€jadi ar divam sveérSanam esam atradusi
smagako no dotajiem 4 priekSmetiem. ®

Uzdevums 2-5

No 9 monétam 2 ir viltotas. Ista monéta sver 10g, bet viltota - 11g. Ka atrast viltotas
monétas ar 5 sverSanam uz vienkausa svariem ar bultinu, kas rada uz svariem
uzlikto moneétu kopeéjo masu (vienas iedalas vertiba ir vienada ar 1g)?

e Ar vienu svérSanu var noteikt viltoto monétu skaitu jebkura komplekta. Izvietosim
§1s devinas mongétas tabulas ar izm@riem 3x3 rutinas. Ar Cetram svérSanam noteiksim
viltoto monétu skaitu pirmajas divas rindas un pirmajas divas kolonnas. Ja viena no
Sim sverSanam rinda vai kolonna izradijas 2 viltotds mongétas, tad citu sveérSanu
rezultati nosaka to atrasanas vietu arT bez 5. svérsanas.

Ja ta nav, tad pie jebkuriem svaru raditiem meérjjumiem nosakam rindu pari un
kolonnu pari, katra no kuram atrodas pa vienai viltotai mongétai, t.i. abas viltotas
mongétas atrodas Cetras So liniju krustoSanas riitinas “pa diagonali”. Nosverot jebkuru
no $tm ¢etram monétam, noteiksim viltotas monétas. &®

Uzdevums 2-6

Dotas 100 monétas, kuru vertibas ir 1, 2, ..., 100 piastri. Starp tam 16 ir viltotas, t.i.
tadas, ka to svars gramos nesakrit ar monétas vertibu. Ka ar sviras svariem beg
atsvariem atrast visas viltotas monetas?

e Lai par katru no dotajam 100 monétam noskaidrotu, vai ta ir viltota, vai ista, katrai
monétai veidosim 1Ipasu salidzinasanas sistému, kas sastavés no vismaz 33
atseviSkiem dazadu monétu komplektiem. Péc So komplektu parbauzu ( svérSanu uz
sviras svariem ) rezultatiem var€sim secinat uzdevuma prasito. Katrai monétai
veidojamo salidzinaSanu sisttmu izveidé ieveérosim sekojosus noteikumus:
parbaudama monéta katra komplekta ietilpst vienu reizi; konkrétajai monétai veidotas
sisttmas ietvaros citas monétas katru drikst izmantot augstakais vienu reizi.
Komplekta veidoSanas ideja biis sekojoSa: uz viena svaru kausa liksim parbaudamo
monétu, bet uz otra kausa - divas tadas monétas, uz kuram uzrakstito skaitlu summai
jabiit vienadai ar skaitli, kas uzrakstits uz parbaudamas monétas. Vai ar1 uz viena
kausa liksim parbaudamo monétu kopa ar kadu citu, bet uz otra kausa tad liksim
monétu, uz kuras uzrakstitais skaitlis vienads ar uz pirma kausa uzlikto monétu
uzrakstu summu. Ja vairakums no $adi veidotiem komplektiem izradisies aplami, t.i.
ja svari nenostasies Iidzsvara, tad secinasim, ka parbaudama monéta ir viltota, bet
pretgja gadijuma - 1sta.

Tagad aprakstisim, ka un kada seciba (turpmakajos spriedumos mums biis svarigi
zinat jau iepriekS veikto parbauzu rezultatus) veidojami monétu komplekti katrai
mongtai. Parbaudamo mon&tu apzimesim ar K.

1) Monétam, uz kuram uzrakstitie skaitli k > 68.
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Kreis ais kauss

Labais kauss

k
k
k

(k-1 un 1
(k-21un 2
(k-3 un 3

(k-33) un 33

Sin1 gadijuma katrai monétai ir izveidota sava parbauzu sistéma, kas sastav no 33

monétu komplektiem;

2) Monétam, uz kuram uzrakstitie skaitli ir lielaki vai vienadi ar 34 un mazaki bai
vienadi ar 67, komplektus veidosim p&c $ada principa:

Kreisais kauss Labais kauss
koun 1 (k+1)
koun 2 (k+2)
koun 3 (k+3)
kun 33 (k+33)

ArT Saja gadijuma prieks katras parbaudamas monétas veidotaja parbauzu sistéma ir
33 monétu komplekti;

3) Ja mongtas atrodas slégta intervala no 17 lidz 33, tad mon&tu komplektus veidosim
péc sekojosa principa:

Kreisais kauss Labais kauss
k un 50 (k+50)
koun &1 (k+51)

k un 52 (k+52)
k un BB (k+EBB)

Sini gadijuma mums biis no svara zinat jau iepriek$ aprakstito (un veikto) parbauzu
rezultatus. Sistéma patreiz ir izveidoti 17 mon&tu komplekti. Tie tiek veidoti no
pirmaja un otraja etapos parbaudi jau izgajuSajam monétam. Par cik viltotu monétu ir
16, tad launakaja gadijuma starp Siem 17 komplektiem noteikti atradisies viens tads
(bet var gadities, ka tadu ir pat vairaki), kura abas parbauditas monétas nav viltotas.
So mongtu komplektu tad ari reali liksim uz svariem. Ja svaru kausi nostasies
Iidzsvara, tad varésim secinat, ka monéta k ir 1sta. Ja viens svaru kauss nosversies uz
leju, tad monétu k pasludinasim par viltotu.

4) Monétam, uz kuram uzrakstitie skaitli 2<k<16, parbauzu komplektus veidosim
sekojosi; sadalisim visas 100 mon&tas pa grupam, kuras katra, atskaitot pirmo, ietilpst
2k monétu. Pirmaja grupa ieklausim mongétas ar uzrakstiem no 1 lidz 2k-1. Tatad
grupas, kadas sadalisim visas 100 monétas, buis §adas (veidosim tikai pilnas grupas;
tas nozimé: ja pedeja grupa nesanak 2k monétas, tad tas vienkarsi atstasim mala):
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Grupas numurs

Labais kauss

1.
2.
3.

Tad uz kausiem mongétas saliksim p&c likuma:

Kreisais kauss

[1, 2k-1]
[2k, 4k-1]
[k, Bk-1]

Labais kauss

kun 1
kun 2

kun (k-1)
kun 2k
koun 2k+1

kun Jk-1
koun €k

kun Sk-1

(k+1)
(k+2)
(2k-1)
3k
3k+1
4k-1
gk

Bik-1

Cik moné&tu komplektus $ada veida var izveidot? Par cik pirmaja komplekta ietilpst
pati parbaudama mongéta, tad no pirmas grupas monétam var izveidot k-1 komplektu,
bet no pargjam monétu grupam - k monétu komplektus. Novertesim sadi veidotu
komplektu kopéjo skaitu S.

S> k~[@}—1: k{@}—lz k-(@—l)—1=50—k—1:49—k,

2k k k
kur k - komplektu skaits viena grupa, bet ar [a] apziméta skaitla a vesela dala.
Par cik lielaka k vertiba ir 16, tad seko, ka S >49 -k > 33. Tas nozimé, ka $adi
organizétu monétu komplektu skaits biis pietickams, lai varétu noskaidrot uzdevuma
noteikumos prasito.

5) Paradisim ka javeido mon&tu komplekti monétai ar uzrakstu 1.

1un 2 J
1Tund 5
Tunk Fi
1 un BB B7.

Esam izveidojuSi 33 komplektus, ar kuriem pilnigi pietiek, lai ar jau aprakstito
spriedumu palidzibu noskaidrotu uzdevuma prasito. ®
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Uzdevums 2-7

Dotas 100 monetas ar vertibam 1, 2, ..., 100 piastri. Starp tam ir ne vairak ka 20
viltotas, t.i. tadas, kuru svars gramos nav vienads ar $is monétas vertibu. Ka ar
sviras svariem bez atsvariem noteikt, vai monéta, kuras verttba ir 10 piastri, ir
viltota?

e Apskatisim $adas svérSanas:

1+10=11 10+20=30 10+40=50
2H10=12  10+21=31 10+41=51
3H10=13 10+22=32 10+42=52

9+10=19  10+29=33 10+49=59
10+60=70 10+30=50
10+H1=71  10+31=51
10462=72 10+52=52

10+H59=73  10+35=99

Kopa esam veikus$i 49 svérSanas. Ta ka ir ne vairak ka 20 viltotu monétu, tad, ja
monéta ar vertibu 10 piastri ir Tsta, no STm 49 sakaribam ne vairak ka 20 bas
nepareizas, t.i. vismaz 29(vairakums) bis pareizas. Ja, savukart, mis interesgjosa
mongéta izradisies viltota, tad vairakums uzrakstito sakaribu izradisies aplamas. ®

Uzdevums 2-8

Doti atsperu svari ar vienu svaru kausu un skalu, kuras iedalas vertiba ir 1g un
Cetras monetas. Zinams, ka katra monéta sver vai nu 9g, vai 10g, bet nav zinams,
cik ir viena tipa un cik otra tipa monétu (var pat gadities, ka visas monétas ir viena
tipa). Ka ar 3 sverSanam noskaidrot katras monetas svaru? (Drikst svert ari
vairakas monétas reize.)

° Apzimésim monétas ar A, B, C un D, bet to masas ar a, b, ¢ un d. Ar pirmo
sverSanu nosveram A un B.
1) Ja atb=18 (resp. atb=20), tad a=b=9 (resp. a=b=10); ar abam atlikusajam
sverSanam nosver atsevisSki C un D.
2) Ja at+b=19, tad ar otro svérSanu nosveram A un C. Ja a+c=18 (resp. atc=20), esam
noskaidroju§i A un C masas un varam aprékinat ari B masu; ar treSo svérSanu
nosveram D;
3) Atliek apskatit gadijumu, kad arT a+c=19. Tad skaidrs, ka b=c. Ar treSo svérSanu
nosveram B, C un D:

ja b+c+d=27, tad b=c=d=9 un a=10;

ja b+c+d=28, tad b=c=9, d=10 un a=10 (nevar biit b=c=10, jo tad d=8);

ja b+c+d=29, tad b=c=10, d=9 un a=9.
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Ja biitu b+c+d=30, tad b=c=d=10 un a=10, tomér viegli saprast, ka ta nevar iznakt, jo
tad a+b=20. ®

Uzdevums 2-9

Dotas 4 pec areja izskata vienadas monétas. To masas ir 1g, 2g, 3g un 4g. Ar 4
sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem nepiecieSams noskaidrot katras monétas
masu. Ka to izdarit?

[

Vispirms uz katra svaru kausa uzlickam pa 2 monétam. Ir 2 iespéjas:

1) svari atrodas lidzsvara. Tadu stavokli uz svaru kausiem izsaka vienadiba 1+4=2+3.
Ar divam sveérSanam nosakam abas smagakas monétas paros(1;4) un (2;3). Salidzinam
tas sava starpa 4. sveérSana, noskaidrojam, kura no moné&tam ir 3g, kura - 4g mongéta.
tad monéta, kas atradas uz viena kausa ar 4g smago monétu, sver 1g, bet ta monétu,
kas atradas uz viena kausa ar 3g smago mongtu, attiecigi sver 2g;

2) svari nav lidzsvara. Atkal divas iespgjas: a) 1+2<3+4 un b) 1+3<2+4. Otraja
sversana salidzina abas mon&tas no smagaka para. Smagaka monéta no tam sver 4g.
treSaja sverSana salidzina vieglaka para monétas. Vieglaka no tam ir 1g monéta.
Ceturtaja sveérSana salidzina atlikusas divas vel “neidentificétas” monétas: vieglaka no
tam ir 2g smaga monéta, bet smagaka, attiecigi, ir 3 g smaga monéta. ®

Uzdevums 2-10

Dotas 1977 pec areja izskata vienadas monetas, no kuram 50 ir viltotas. Katra
viltotd monéta no istas atSkiras par 1g (uz vienu vai otru pusi). Doti art sviras svari
ar bultinu, kas parada viena un otra svaru kausa svaru starpibu. Ar vienu sverSanu
par vienu izveletu monétu janoskaidro, vai ta ir viltota vai ista. Ka to izdarit?

Pienemsim, ka vispar ir dotas 2n+1 mong&tas, no kuram 2k ir viltotas (k<n), pie kam
katra viltota monéta no Tstas atSkiras par 1g (viena vai otra virziena). Pienemsim, ka
stas monétas masa ir vienada ar a gramiem.

Atliksim vienu izv€létu monétu, bet no atlikusajam 2n moné&tam n uzliksim uz viena
svaru kausa, bet n monétas - uz otra svaru kausa. levérosim, ka pie tam atsvaru masa
uz katra kausa no nx a (n isto mon&tu masa) atskirsies par tas paSas Skiras skaitli
(para vai nepara), kads ir viltoto monétu skaits uz §1 svaru kausa.

Ja atlikta monéta ir Tsta, tad kop@jais viltoto mon&tu skaits uz svariem ir 2k (para
skaitlis), tatad, to skaits uz viena un otra kausa ir tas paSas Skiras (para vai nepara).
Sekojosi, viena un otra kausa masu starpiba ir para skaitlis.

Ja atlikta mong€ta ir viltota, tad viltoto mon&tu skaits uz svariem ir nepara skaitlis -
(2k-1); tad art svari rada nepara skaitli.

Un ta, redzam, ka izv€léta monéta ir Tsta vai viltota atkariba no ta, vai svari rada para
vai nepara skaitli. ®



41

Uzdevums 2-11

Dotas 99 péc areja izskata vienadas monétas starp kuram daZas ir viltotas. Zinams,
ka viltota monéta pec svara atSkiras no istas monétas par nepara skaitu gramu un
ka visu monetu kopéjais svars ir vienads ar 99 isto monétu svaru. Doti divkausu
svari ar bultinu, kas rada to smagumu svaru atSkirtbu gramos, kas uzlikti uz
kausiem. Pieradiet, ka, veicot tikai vienu tadu sverSanu ar Sadiem svariem, par
jebkuru agrak izveletu monétu var uzzindat, vai ta ir viltota vai ne.

[

No nosacijumiem viegli izspriest, ka viltoto monétu skaits ir para skaitlis. Noliksim
jebkuru no monétam un pargjas 98 monétas sadalisim grupas pa 49 monétam un
uzliksim §1s grupas uz svaru kausiem. Ja svaru bultina parada para skaitu gramu, tad
sanus atlikta mongéta ir Tsta, ja svari parada nepara skaitli - tad miisu izvéléta monéta ir
viltota. ®

Uzdevums 2-12

Dotas 6 pec areja izskata vienadas monetas, kuru masas ir 1g, 2g, 3g, 4g, 58, 6 g. Uz
monétam ir uzraksti 1g, 2g, 3g, 4g, 5g, 6 g (varbiit daZi pareizi, bet daZi nepareizi).
Ka ar 2 sverSanam uz sviras svariem noskaidrot, vai visi uzraksti ir pareizi?

[ ]

Apzimésim mongétas, uz kuram ir uzraksti 1g, 2g, 3g, 4g, 5g, 6 g atbilstosi ar 1, 2, 3, 4,
5, 6. Pirmaja svér$ana uz viena svaru kausa novietosim 1, 2 un 3, bet uz otra kausa - 6.
Ieverosim, ka mazaka iesp€jama 3 monétu kop€ja masa ir 1g+2g+3g=6g, bet lielaka
iesp&€jama vienas monétas masa ir 6g. Tapec, ja svari stav lidzsvara tad mes zinam, ka
6 tiesam sver 6g, bet moné&tas 1, 2 un 3 viena sver 1g, viena - 2g un viena - 3g, bet
nezinam, kura monéta cik gramus sver. Tapat més zinam, ka monétas 4 un 5 viena
sver 4g, bet otra - 5g (bet atkal nevaram pateikt - kura cik). Ja svari nestav lidzsvara,
tad noteikti vismaz vienai monétai uzraksts nav pareizs un més uzdevuma prasibas
esam izpildijusi.

Otraja svérSana uz kreisa kausa novietojam 6 un 1, bet uz laba 3 un 5. Ja labais kauss
nenosveras uz leju, tad vismaz viens uzraksts nav pareizs. Ko varam secinat, ja labais
kauss nosveras uz leju?

Monétu masa uz kreisa kausa ir vismaz 7g, jo 6 sver 6g, bet 1 sver 1g vai vairak;
turklat ta ir 7g tikai tad, ja 1 sver 1g. Mon&tu masa uz laba kausa ir 8g vai mazak, jo 5
nesver vairak par 5g, bet 3 nesver vairak par 3g; turklat mon&tu masa uz laba svaru
kausa ir 8g tikai tad, ja 5 sver 5g un 3 sver 3g. Ja uz kreisa kausa moné&tu masa lielaka
par 7g vai uz laba kausa mon&tu masa mazaka par 8g, labais kauss nenosveras uz leju.
Tatad, ja kreisais kauss pacelas augSup, bet labais nosveras uz leju, tad uzraksti uz 1, 3
un 5 ir pareizi, tad tie ir pareizi artuz 2 un 4. ®
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Uzdevums 2-13

Dotas 6 monetas, no kuram 2 ir viltotas un smagakas par istajam par 0,1g. Doti
svari, kuri reage, ja uz svaru kausiem smagumi atSkiras ne mazak ka par 0,2g. Ka
atrast abas viltotas monétas ar 4 sverSanam?

[ J

Sanumur&sim monétas ar skaitliem no 1 1idz 6 un sadalisim 2 grupas: 1, 2, 3un 4, 5, 6
un nosveérsim. Ja svari nosveras, tad skaidrs, ka viltotas monétas atrodas uz ta kausa,
kas izradijies smagaks. Tapat klust skaidrs, ka vieglaka kausa visas mongétas ir Tstas.
Pienemsim, ka smagaks bijis kauss ar monétam 4, 5, 6 (tad monétas 1, 2, 3 garanté&ti ir
istas). Talak rikojamie sekojosi: uz kreisa kausa uzlieckam monétas 1 un 2, bet uz laba
- 4 un 5. Ja svari nosveras, 4 un 5 ir viltotas, ja lidzsvara, tad viena no monétam 4 un 5
nav viltota. TreS$as svérSanas reizé uz laba kausa lickam monétas 4 un 6. Ja svari
nosveras, tad viltotas ir mong&tas 4 un 6, bet, ja svari paliek lidzsvara, tad secinam, ka
viltotas ir moné&tas 5 un 6.

Ja pirmas sve€rSanas reiz€ svari palika Iidzsvara, tad tas nozimé, ka uz katra svaru
kausa bija pa vienai viltotai monétai. Tad otraja svérSana salidzinam 1, 2, 4 ar 3, 5, 6.
ja svari nosveras, pieméram 1, 2, 4 < 3, 5, 6, tad secinam, ka 3 ir viltota monéta, bet 1,
2, 4 - 1stas. Tad treSaja svérSana sveram 1, 2 un 3, 5. Ja svari lidzsvara, tad viltotas ir
monétas 3 un 6. Ja svari nosveras, tad 3 un 5.

Ja otras sv@rSanas reiz€ svari atkal palika lidzsvara, tad sver 1, 3, 4 un 2, 5, 6. Ja svari
nosveras, tad viltotas ir starp 2, 5, 6 un 1, 3, 4 ir 1stas. Tad 4. svérSana sver 3, 4 un 2,
5. Ja svari ir lidzsvara, tad viltotas ir 2, 6, bet, ja svari nosveras, tad 2, 5.

Ja tresas svérsanas laika svari nostajas Iidzsvara, tad viltotas mongétas ir starp 1, 5, 6,
bet 2, 3, 4 ir Tstas. Tad ceturtaja svér$ana sver 1, 5 un 3, 4. Ja svari lidzsvara, tad
viltotas ir 1, 6, bet ja nosveras, tad 1, 5. ®

Uzdevums 2-14

Pa apli novietotas 9 monetas. Vienas monétas masa ir 1 g, bet aiz tas pulkstena
raditaja kustibas virziena seko monétas ar masam 2g, 3g, ..., 9g. Monetas aréji
izskatas vienadas. ka ar 2 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast monetu
ar masu 1g?

[ ]
Apzimésim monétas pulkstena raditaja virziena ar A, B, C, D, E, F, G, H, L.

Pirmaja svérSana uz viena svaru kausa novietosim monétas A un C, uz otra - monétas
FunG.
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attels 2-1
Viegli parbaudit (attéls 2-1):
1) pirmais kauss nosveras uz leju tikai tad, ja 1g monéta ir D, E vai F;
2) otrais kauss nosveras uz leju tikai tad, ja 1g monéta ir H, I vai A;
3) svari ir Iidzsvara tikai tad, ja 1g monéta ir B, C vai G.
Otra sverSana tiek izveleta atkariba no pirmas svérsanas rezultatiem.

1) Ja pirmaja svérSana uz leju nosverusas monetas A un C, tad otraja sverSana
salidzinam C un F ar D un E.

Ja C+F > D+E, tad D=1;
Ja C+F = D+E, tad E=1;
Ja C+F < D+E, tad F=1.

2) ja pirmaja sversana uz leju nosverusas F un G, tad otraja svérSana salidzinam G un
AarHun .

Ja G+A > H+l|, tad H=1;
Ja G+A = H+I, tad 1=1;
Ja G+A < H+l, tad A=1;

3) ja pirmaja sveérsana svari palikusi lidzsvara, tad otraja svérSana salidzina B un G ar
CunkF.

Ja B+G > C+F, tad C=1;
Ja B+G = C+F, tad B=1;
Ja B+G < C+F, tad G=1; ®
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3. NODALA

KA ATRAST VIENU MONETU

Saja nodala apliikkosim uzdevumus, kuros par meklgjamajiem objektiem nekada
konkréta skaitliska informacija nav dota un ari nav iegiistama. Gandriz visos
uzdevumos tiks runats par vienigds no pargjam (vienadam) monétam atSkirigas
atraSanu; Sai zina S§1s nodalas uzdevumi principiali atSkiras no 1. un 2. nodalas
apliukotajiem.

Uzdevums 3-1

Dotas 9 pec areja izskata vienadas monetas, no kuram 1 ir viltota - ta ir vieglaka
nekda citas. Ka ar 2 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monetu,
ja vél zinams, ka visas istas monétas sver vienadi?

[

Sadalam §1s mongtas tris grupas pa 3 monétam katra. Apzimésim $is grupas ar A, B,
C. Skaidrs, ka neista monéta atrodas viena no $Stm grupam. Tap&c pirmaja svérSanas
reiz€ nosver grupas A un B.

Ja A=B, tad skaidrs, ka viltota monéta meklgjama starp grupas C moné&tam. Tapéc 2.
sversanas reiz€ nosver 2 no grupas C monétam. Ja svari atrodas Iidzsvara, tad viltota
mongéta ir vel nesvértd grupas C monéta. Ja svari nosveras, tad viltota ir ta monéta,
kura atrodas taja kausa, kas otras sverSanas reiz€ pac€las uz augsu (t.i. otraja svérsana
izradijas vieglaka);

Ja A #B, tad pienemsim, ka A>B. Tad tas norada, ka viltota monéta mekl&jama starp
grupas B monétam. Otraja svérSana uz svaru kausiem liekam jebkuras 2 no grupas B
trim mon&tam. Ja svari atrodas lidzsvara, tad viltota ir mala palikusi monéta, bet, ja
svari atkal nav lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas otraja sveérSana izradijusies
vieglaka. ®

Uzdevums 3-2

Zinams, ka starp 80 monetam ir viena viltota - ta ir vieglaka par parejam, kuram
visam ir vienads svars. Ar 4 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrodiet
viltoto monetu.

[

Sadalisim moné&tas 3 grupas: divas grupas pa 27 moné€tam katra un viena ar 26
moneétam.

Pirmaja sveérSana nosveérsim abas vienada apjoma grupas. Ja svari nav lidzsvara, tad
viltota monéta (turpmak VM) ir uz “vieglaka” kausa. Ja svari lidzsvara, tad VM ir
starp paréjam 26 moné&tam. tatad tagad jaatrisina sekojoSs uzdevums; ka ar 3 sveérSanu
palidzibu uz sviru svariem bez atsvariem noteikt VM starp 27 mon&tam (uzdevumu
atrast VM starp 26 monétam var reducét uz So, pieméram, pievienojot 26 moné&tu
grupai vienu monétu no citam 54 moné&tam).

Talak sadalisim 27 mon&tu grupu vél 3 vienadas grupas pa 9 monétam katra un otraja
sverSana salidzinasim sava starpa divas no $im jaunizveidotajam grupam. Atkartojot
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tadus paSus spriedumus ka p&c pirmas sversanas, atradisim to 9 moné&tu grupu, kura
atrodas viltota mongéta.

Tad pirms tresas svérSanas atkal pardalisim “aizdomigo” grupu trTs vienadas dalas pa
trim monétam katra un atkal salidzinasim divas jaunas dalas. Ta var€sim noteikt, starp
kuram trim monétam ir viltota.

Ceturtaja svérsana péc aizdomiga trijnieka pardaliSanas grupas pa vienai mongtai
katra atkal salidzinasim divas grupas sava starpa. Ja svari bus lidzsvara, tad VM ir
mala palikusi, bet ja svari nosveras, tad VM atrodas uz ta svaru kausa, kur§ pacglas uz
augsu. ®

Uzdevums 3-3

Zinams, ka starp n monétam viena ir viltota - ta ir vieglaka neka paréjas - istas.
Istajam monétam visam ir vienads svars. Kads ir mazakais tads skaitlis k, ka ar k
sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem var atrast viltoto monetu?

[ ]

Viltoto mon&tu atrisindjuma paraksta apzim&sim ar VM. Pienemsim, ka k ir naturals
skaitlis, kas apmierina nevienadibas 3k>n, 3! <n. Pieradisim, ka $is skaitlis k
apmierina uzdevuma nosacijumus.

Vispirms pieradisim, ka ar k svér§anam vienmer var noteikt viltoto mon&tu. Sadalisim
monétas 3 grupas ta, lai divas vienadas grupas bitu pa 35! (vai mazak) monétu, bet
monétu skaits tre$aja grupa neparsniedz 3% (tas ir iesp&jams, jo n<3¥). Uzliekot uz
svariem abas grupas ar vienado mong&tu skaitu, més varésim noteikt, kura no 3 grupam
atrodas viltota monéta (salidziniet ar Uzdevums 3-2 risinajumu). Tada veida péc
pirmas svér§anas més ieglisim grupu ar 3¥! mongtam, starp kuram atrodas VM (ja
izradisies, ka VM atrodas grupa, kurad ir mazak ka 3%! monégtu, tad més varésim 8o
grupu papildinat 1idz 3%! mon&tam ar jebkuram no abu citu grupu monétam). Katra
nakoSaja sveérSana aizdomigo grupu dalisim 3 vienadas dalas un noteiksim, kura no
Sim dalam ir viltota moné&ta. Tada karta péc k sveérSanam mes ieglisim grupu, kas
saturés sevi vienu mongétu, t.i biisim noskaidrojusi VM.

Tagad palicis vél pieradit, ka k ir mazakais svérSanu skaits, ar kura palidzibu vienmér
varésim atrast VM, t.i. ka pie jebkuras svérSanu metodes svérSanu rezultati var
veidoties ta, ka pec k-1 svérSanas VM vél nebis atrasta.

Péc katras sveérSanas monétas sadalas 3 grupas: monétas, kas ir uzliktas uz viena
kausa; monétas, kas ir uzliktas uz otra svaru kausa un monétas, kas nav uzliktas uz
svariem. Ja uz svaru kausiem bija uzlikts vienads moné€tu skaits un svari
izlidzsvarojas, tad VM noteikti atrodas grupa, kas satur uz kausiem neuzliktas
mongtas. ja viens no kausiem parsveérsies (pie vienada monétu skaita), tad VM atrodas
uz otra kausa. Visbeidzot, ja uz kausiem bija uzlikts dazads mon&tu skaits, tad
gadijuma, kad parsveéras kauss, uz kura bija vairak monétu, VM var atrasties jebkura
no trim augstak minétajam grupam un $ada svérSana vispar nesniegs nekadu
informaciju par viltotas mong&tas atrasanas vietu.

Tagad pienemsim, ka pie patvaligi veiktam svérSanam svérSanas rezultatus katru reizi
izradas mums nelabveligs, t.i. VM katru reizi izradas taja no 3 grupam, kura satur
vislielako mon&tu skaitu. Tad katra svérSana tas grupas, kas satur VM, mongétu skaits
samazinas ne vairak ka 3 reizes (par cik, dalot kaut kadu moné&tu skaitu 3 grupas,
vienmer vismaz viena no 3 grupam satur ne mazak ka 1/3 kop&ja monétu skaita); tadel
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péc k-1 svérsanas monétu skaits grupa, kas satur VM, paliks ne mazaks ka n/3%?, un
ta ka n>3%, tad péc k-1 svérSanas VM netiks atrasta. So rezultatu Tsak var pierakstit
ta: minimalais sveérsanu skaits, kas veicams, lai starp n monétam ar garantiju atrastu 1
monétu (ja zinams mekl&tas monétas tips), ir |_Ioggn-|, kur iekavas apzimé skaitla
augsejo veselo dalu. ®

Uzdevums 3-4

Dotas 13 pec areja izskata vienadas monétas, no kuram 1 ir viltota, bet nav zinams,
vai ta ir vieglaka vai smagaka par paréejam monétam. Miisu riciba bez tam ir art vél
viena tada pati monéta, par kuru pie tam ir zinams, ka ta ar garantiju ir ista. To
mazliet iezimésim, lai atSkirtu no citam (iekrasosim), bet ta, lai vinas svars jiitami
nemainitos. Pieradiet, ka Sada gadijuma viltoto monétu no dotajam 13 var atrast ar
3 sverSanu palidzibu uz sviras svariem bez atsvariem.

[

Dazkart uzdevuma atrisinajumu ir erti sniegt tabulas forma. Tadas tabulas pieméru
piedavajam $a uzdevuma risinajuma.

Tabula lietosim sekojoSus apzimé&jumus: svaru kausus apzim&sim ar burtiem K -
kreisais kauss, L - labai. Iekavas aiz kausa apzim&uma rakstisim to mon&tu numurus,
kuras aplukojamas svérsanas laika atrodas uz konkr&ta svaru kausa. Pieméram, L(1,()
nozimes, ka patreiz uz laba svaru kausa atrodas moné&tas ar numuriem 1 un 9. Ja svari
sveérSanas rezultata nostasies lidzsvara, rakstisim K = L. Ja kreisais (resp. labais) kauss
izradisies vieglaks neka labais (resp. kreisais), to pierakstisim ar nevienadibu K <L
(resp. K> L). Mongtas sanumurésim ar skaitliem 1, 2, ..., 13. Garantéti isto moné&tu
apzimeésim ar burtu G. Pierakstot mekl§umu rezultatus, lietosim sekojoSus
apzim&jumus: vispirms noradisim atrastas viltotds moné€tas numuru, bet aiz ta, atdalot
ar domuzimi, rakstisim burtu S vai V, kas raksturos viltotas monétas tipu: ja moné&ta
izradisies smagaka par pargjam, tad aiz domuzimes rakstisim burtu S, ja vieglaka -
burtu V.
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KAUSOS REZULT. KAUSOS REZULT.] KAUSOS |REzULT.|] VILT. MON.
1. SVERS 2. SVERS 3. SVERS
K>L 1-S
K>L K(1); L(2) K=L 9-V
K<L 2-S
K(1, 2, 3,4, 5) K(1, 2, 6,7, 8) K>L 3-S
K>L K=L K(3); L(4) K=L 5-S
L(6, 7,8, 9, G) L(9, 10, 11, 12, G) K<L 4-S
K>L 7-V
K<L K(6); L(7) =1L 8-V
K>L 6-V
K>L 10-S
K>L | K@o); L@y | k=L 12-V
K<L 11-V
K(10, 11) K>L 13-S
K=L K=L K(13); L(G)
L(12, G) K<L 13-V
K<L 11-V
K<L | K(10); L(11) =[L 12-S
K<L 10-V
K>L 6-S
K>L K(6); L(7) K=L 4-V
K<L 7-S
K(1, 2, 3,4, 5) K(, 7, 1, 2, 3) K>L 8-S
K<L K=L K(8); L(9) K=L 5-V
L(6,7, 8,9, G) L(4, 10, 11, 12, G) K<L 9-S
K>L 2-V
K<L K(1); L(2) K=L 3-V
K>L 1-V

Lidz ar to Sis uzdevums ir atrisinats. ®

Uzdevums 3-5

Dotas 6 péc areja izskata vienadas monétas. Trim no tam ir vienads svars, trim
citam - ari vienads, bet mazaks neka trim paréjam monetam. Doti art sviras svari
bez atsvariem. Ka atrast vienu (vienalga - kuru) no smagakajam moneétam, lietojot
svarus tikai 2 reizes?

Pirmaja svérsana noliekam uz katra svaru kausa 3 monétas. tad vai nu uz viena kausa
ir 3 smagakas, bet uz otra - 3 vieglakas mongétas, vai arT uz viena kausa ir 2 smagakas
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un viena vieglaka monéta, bet uz otra svaru kausa, attiecigi, 2 vieglakas un viena
smagaka monéta. Abos gadijumos viens svaru kauss nosveras uz leju.

Apskatam 3 monétas, kas uz ta atrodas. Starp tam ir vismaz 2 smagakas mongtas.
Uzliekam 2 no $im trim monétam pa vienai uz katra svaru kausa. Ja svari stav
lidzsvara, tad uz svaru kausiem uzliktas smagakas mon€tas. Ja svari neatrodas
lidzsvara, tad tas nozimé, ka uz kausa, kas nosveries uz leju, atrodas smagaka monéta.
Turklat otraja sverSanas reizé nesverta monéta ari ir viena no trim smagakajam. Tatad,
izmantojot divas svérSanas, varam atrast pat 2 smagakas monétas. ®

Uzdevums 3-6

Svariem ir 3 kausi un pie sverSanas nosveras tas kauss, kurda ievietots pec svara
videjais priekSmets no trim sveramajiem. Tapat doti septini péc aréja izskata vienadi
priekSmeti, bet ar daZadam masam. Ka ar 8 sverSanam noteikt videjo pec masas no
Siem septiniem priekSmetiem? Katra sverSand uz katra svaru kausa drikst atrasties
tikai viens priekSmets (ne vairak, ne mazak).

[ ]

Apzimésim priekSmetus ar burtiem A, B, C, D, E, F, G. Pirmaja svér$ana nosversim
priekSmetus A, B un C. Pienemsim, ka uz leju nosveries kauss ar prick§metu B. Esam
ieguvusi monotonu sakartotu priekSmetu virkni ABC. Tiesam, ta ka B ir p&c svara
vidgjais priekSmets, tad A ir vai nu vieglaks, vai arT smagaks par B, bet C - otradi.
Turpmakaja risindjuma gaita mums pat nebiis svarigi zinat, vai misu veidota
priekSmetu virkne ir monotoni augoSa vai monotoni dilstoSa, tacu loti bitisks bis
pats monotonitates fakts. Skaidrs, ka, ja musu riciba biitu 7 prieckSmetu monotona
virkne (attieciba pret priekSmetu svaru), no tas izvéleties péc svara vid€jo priekSmetu
nesagadatu nekadas gritibas.

Talak otraja sversanas reizé salidzinasim D ar A un B.

Ja izradisies, ka priekSmets A ir vid€jais pec svara, tad skaidrs, ka priekSmeti péc
svara veido monotonu virkni DABC.

Ja izradisies, ka pec svara vidgjais ir priekSmets B, tad ar treSo svérSanu janoskaidro D
un C savstarp€jais novietojums.

Tapéc 3. sverSanas reiz€ salidzinasim D ar B un C.

Ja Soreiz izradas, ka péc svara vid€jais ir priekSmets D, tad priekSmeti veido
monotono virkni ABDC.

Ja péc svara vidgjais izradas priekSmets C, tad priekSmeti monotonu virkni veido
seciba ABCD.

Gadijums, kad $ada situacija vidgjais péc svara ir priekSmets B, nav iesp&jams.

Ja otras salidzinasanas reiz€ vidgjais ir izradijies priekSmets D, tad priekSmeti
monotonu virkni veido pie izvietojuma ADBC.

Tatad lielakais ar 3 svérSanam varam iegiit 4 priekSmetu monotonu izvietojumu péc to
masam. Ertibas labad apzimési 3o, vispariga gadijuma - jauno, izvietojumu ar
A1B1C1D:1.

Ar nakoSo sveérsanu (sliktakaja gadijuma ta jau ir 4. svérSana) nosveram priekSmetu E
ar By un Cy.

Ja priekSmets E izradds vidéjais, tad jauna monotona, no 5 priekSmetiem sastavosa
virkne ir A1B1ECiDz;

Ja vidéjais izradas priekSmets Bi, tad janoskaidro E un A1 savstarpgjais novietojums.
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Talab ar nakoSo sveérSanu salidzinam E ar A1 un Bs.

Ja vidéjais Soreiz izradas prieksmets E, tad mekléta virkne ir A1IEB1C1Ds;
Ja videjais ir priekSmets A1, tad mekléta virkne ir EA1B1C1Dz;

Gadijums, kad vidgjais ir prieckSmets By, atkal nav iespg&jams;

Ja, salidzinot prieksmetus E, Bi, Ci videjais ir izradijies prieksmets Ci, tad talak
janoskaidro, kur jaatrodas E attieciba pret Ds.

Tapec ar nakosas sveérsSanu janosver priekSmeti E, C1 un Ds.

Ja $aja gadijuma videjais péc svara ir prieksmets E, tad monotonu virkni nosaka
priekSmetu izvietojums A1B1C1EDs;

Savukart faktam, ka vidéjais péc svara ir priekSmets D1, atbilst jauns priekSmetu
izvietojums A1B1CiD1E.

Gadijums, kad vidgjais ir priekSmets C1, nav iesp&jams.

Uz doto bridi esam ieguvusi piecu priekSmetu monotonu (attieciba pret priekSmetu
masu) virkni. Apzim&sim So priekSmetu sakartojumu ar A2B2C2D:E: (ar So
sakartojumu sapratisim jebkuru no iesp&amajiem So priekSmetu sakartojumiem).
Patreiz esam izter&jusi augstakais 5 sveérsanas.

P&c tam salidzinasim priekSmetus F, B2 un Co.

Ja priekSmets F izradas péc svara vidéjais, tad ieglistam 6 priekSmetu sakartotu virkni
A2B2FC2D2E>;

Ja vidéjais pec svara izradisies prieksmets By, tad talak F jasalidzina ar A2 un Ba.

Ja sada situacija vidéjais ir prieksSmets F, tad ieglistam monotoni sakartotu priekSmetu
virkni A2FB2C2D2E2;

Ja ka vidéjais nosveras prieksmets Ap, tad jauna 6 priekSmetu monotoni sakartota
virkne ir FA2B2C2D2E;

Gadijums, kad vidgjais ir priekSmets Bo, $inT situacija nav iesp&jams.

Ja videéjais péc svara ir prieksmets Cy, tad talak F jasalidzina ar D2 un Ea.

Ja vidéjais ir priekSmets F, tad jaunais sakartojums ir A2B2C2D2FE2;

Ja videjais _izradijies prieksmets Dy, tad musu mekleta monotona virkne ir
A2B2C2FD2E2;

Gadijuma, ja vidgjais izradijies priekSmets E2, jaunais priekSmetu sakartojumsir
A2B2CoD2EF;

Iegiito 6 priekSmetu monotono sakartojumu apzimésim ar AsB3CsDsEsF3. Atzimésim,
ka uz doto bridi mes esam izt€r&jusi ne vairak ka 7 sverSanas.

Ar pedgjo sveérSanu salidzinasim atlikuso vél virkné neievietot priekSmetu ar Csz un Ds.
Atzimésim, ka Soreiz mums pat vairs nebis tik svarigi, vai virkne beigas bis
monotona vai tada vairs nebts.

Ja pédgjas salidzinaSanas rezultata videjais izradas prieksmets G, tad mes iegiistam
jaunu monotonu virkni As3B3C3GD3EsF3 un par vidéjo péc svara priekSmetu
pasludinam G;

Ja videéjais izradijies priekSmets Cs, tad vairs nav bitiski zinat, kur jaievieto G, lai
virkne paliktu monotona, bet kliist skaidrs, ka p&€c masas vidgjais ir priekSmets Cs;

Ja vidéjais izradijies prieksmets D3, tad atkal mis vairs neinteresé G vieta starp citiem
priekSmetiem, bet par videjo péc svara starp dotajiem priekSmetiem més pasludinam
Ds.
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Lidz ar to uzdevums ir atrisinats. ®

Uzdevums 3-7

Dotas 7 péc areja izskata vienadas monétas. SeSam no tam ir vienadas masas;
septitas monétas masa atSkiras. Misu riciba ir ierice, ar kuras palidzibu var
vienlaikus parbaudit jebkuras 3 monétas un uzzinat, vai starp tam ir atSkiriga
moneéta. Ar kadu mazako parbauZu skaitu var garanteti atrast atskirigo monetu?

e Ja divi méginajumi kopa aptver mazak par 6 monétam, tad gadijuma, ja tie neviens
neuzrada atSkirigds mon€tas klatbutni, m&s nevaram to izvéleties starp Vel
neparbauditajam. Ja tie kopa aptver 6 monétas, tad, ja viena méginajuma atskirigas
mongétas klatbiitne fikséta, to nevar atrast. Tatad ar 2 parbaudém nepietiek. Ar trim
parbaudém pietiek. Pieradism to.

Parbaudam (A, B, C).

Ja ierice uzrada, ka atSkiriga monéta ir starp A, B, C, tad talak parbaudam trijniekus
(A, E, F) un (B, G, H). Ja kada no tiem ir atSkirigd monéta, tad ta ir A resp. B; ja
mekl&tas monétas tur nav, tad atSkirigd monéta ir C.

Ja ierice uzrada, ka atSkirigas monétas starp A, B, C nav, tad parbauda (A, E, F) un
tadgjadi noskaidro, vai atSkiriga monéta ir starp (E, F), vai arT ta ir starp (G, H). Ar
treSo parbaudi apskatam vienu monétu no “aizdomiga para” kopa ar divam garantéti
Istajam. ®

DAISONA METODE.
Tagad tuvak aplikosim $adu problému.

Dotas n monétas, no kuram viena ir viltota, tacu nekas nav zinams par to, vai viltota
monéta ir smagaka vai vieglaka par isto. Ka, lietojot sviras svarus bez atsvariem,
atrast viltoto monétu un noteikt, vai ta ir vieglaka vai smagaka par isto?

ST probléma pirms aptuveni Cetrdesmit gadiem nodarbinija daudzu matematiku
pratus. Labakais risinajums pieder anglu matematikim F. DZ. Daisonam. Daisona
ideja balstas uz trijnieku skaitiSanas sistému: visas monétas tiek marketas ar speciali
izveletiem trijnieku skaitiSanas sistemas skaitliem - markieriem, kas lauj erti attélot
sekojoso sveérSanu gaitu. Seviski pievilcigs Saja problémas risinajuma Skiet tas, ka
monétu izvele ir nakamajai svérSanai dazos gadijumos nemaz nav atkariga, bet citos -
minimali atkariga no ieprieksgjo sveérSanu rezultatiem.

Visu Daisona risinajumu var sadalit divos etapos.

. . 1 . o - . _
A) Pieradam, ja m = 5(3n —-3), n=23,..., tad vienas viltotas monétas atraSanai un tas
tipa noskaidroSanai (kop€jais monétu skaits ir m), pietiek veikt n svérSanas;

) ) ) 1 — D
B) Pieradam, ja monétu skaits m < 5(3" —3), m>3, tad §1 pasa mérka sasniegSanai

tapat pietiek ar n svérSanam.
Tagad aplukosim katru etapu atseviski.
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PIRMAIS ETAPS.

. : . 1 . : i
Pienemsim, ka monétu skaits ir m=§(3n —3), m>3. aplikosim visus n-ciparu

“trijnieku skaitlus” (ciparu 0, 1, 2) virknes 00...00, 00...01, ..., 22..22. to ir 3".
Izmantosim tos monétu mark@sanai péc sekojosa principa: ka markierus izvélesimies
visus $os skaitlus, iznemot tr1s, kuru pieraksta visi cipari ir vienadi: 00...00, 11...11 un
22...22.

Saliksim visus markierus pa pariem: viena pari “ieliksim” divus tadus markierus,
kuriem atbilstoSo skiru cipari summa dod 2 (citiem vardiem - viena pari markieri bis
tie markieri, kuru summa bis 22..22).

Markieri nosauksim par “labéjo”, ja taja pirmais no kreisas puses nevienado ciparu
paris - 01,12, 20.. Pret&ja gadijuma markieri sauksim par “kreiso”. Acim redzot, katra
markieru pari viens noteikti bis labais, otrs - kreisais.

Atzim@sim, ka markieru paru skaits tieSi vienads ar monétu kopg&jo skaitu m.
Piekartosim katrai monétai numurus no 1 Iidz m un patvaligi katrai monétai
piekartosim vienu markieru pari.

Piem@ram, 12 mong&tas var samarkét, ka paradits tabula.

MOMETAS Mr. | KREISAIS MARK. | LABEJAIS MARK.
1 211 011
2 100 124
3 022 200
4 212 a10
] 101 121
B 020 202
7 210 a1z
g 102 120
4 021 2
10 221 aai
i 110 112
12 ooz 220

Ar M(1,0), M(i,1), M(1,2) attiecigi apzimeésim tadu mon&tu kopu, kuram atbilstosa
lab&ja markiera i-ta Skira ir vienada ar 0, 1 vai 2.

Viegli redzet, ka monétu skaits katra no kopam M(1,0), M(i,1) un M(i,2) ir viens un
tas pats un ka §Tm kopam nav kopigu elementu (skat., piem&ram, tabulu).

Daisona izgudrotas monétu svérSanas metodes biitiba ir sekojosa: secigi tiek veiktas n
mongétu sversanas.

I-taja sveérSana (i=1, 2, ..., n) uz svaru kreisa kausa tiek liktas visas kopas M(i,0)
mongtas, uz laba kausa - visas kopas M(i,2) monétas. Katras sv€rSanas rezultatu
apzimésim ar 0, ja nosversies kreisais kauss, ar 1, ja abiem kausiem vienads svars un
ar 2, ja nosversies labais kauss. i-tas svérSanas rezultatu apzimesim ar l;.

No cipariem Iy, Iy, ..., In izveidosim markieri L=l1l,...In. Izradas, L - viltotas mong&tas F
markieris un ja L - lab&jais markieris, tad F ir smagaka par pargjam, bet, ja L - kreisais
markieris, tad F - vieglaka neka pargjas mongétas.
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Tiesam, paskatisimies, kas notiek, kad tiek veikta i-ta svérSana. Sis svérianas rezultata
svari vai nu paliek [idzsvara vai ari viens no kausiem nosveras.

Ja svari palika lidzsvara, tad viltotas monétas uz tiem nav, sekojosi, ta ir kopa M(i,1),
bet tas nozimé, ka tas labgja (vai kreisa) markiera i-ta Skira ir vienada ar 1, uz ko ar1
norada svérSanas rezultats: 1i=1.

Ja viens svaru kauss nosveras, tad viltota mon&ta atrodas uz svariem. Pienemsim,
piem&ram, ka nosvéries labais kauss, t.i. [i=2. Sis rezultats iespgjams divos gadijumos:
1) viltota mongta atrodas uz laba kausa (tad ta ir smagaka par citam moné&tam), tas
nozimé, ka ta atrodas kopa M(i,2), tas lab&ja markiera i-ta Skira ir vienada ar 2,
sekojosi - sverSanas rezultats sakrit ar tas lab&ja markiera i-to Skiru.

2) viltota monéta atrodas uz kreisa kausa (tad ta ir vieglaka par citam moné&tam), tas
nozimgé, ka ta atrodas kopa M(i,0), sekojosi, tas labgja markiera i-ta skira ir vienada ar
0, un sveérsanas rezultats sakrit ar tas kreisa markiera i-to Skiru.

Pilnigi analogs ir “simetriskais” gadijums, kad nosveras kreisais kauss (1i=0)

Tapéc tiesam secigo svérSanu rezultata izveidotais markieris L=lilo...I, ir viltotas
monétas markieris, pie kam labgjais smagakas mon&tas gadijuma un kreisais
gadijuma, ja viltota monéta ir vieglaka par pargjam monétam, ko ari vajadzgja
pieradit.

Interesanti atzimét, ka monétas tips, ka likums, noskaidrojas agrak, neka veiktas visas
mongétu sversanas - tiklidz markiera L form&Sana paradijusies divi atskirigi cipari.

Aplukotaja gadijuma monétu izvéle katrai sverSanai nav atkariga no ieprieksgjo
sverSanu rezultatiem. Piem@ram, priek§ 12 mon&tam, kas samarkétas ta, ka paradits

tabula, vajag veikt sekojoSas tris svérSanas:
(1,4,7,10), (3,6,9,12); (3,6,9,10), (2,5,8,12); (3,4,8,12),(2,6,7,11).

OTRAIS ETAPS.

- 1
Isi aprakstisim Daisona metodi gadijumam m < 3 (3"-3).

Saja gadijuma moné&tu izvéle pirmajam n-1 svéranam nebiis atkariga no ieprieksgjo
sverSanu rezultatiem, bet monétu izvéle n-tajai svérSanai dazos gadijumos - bis.

Ja $aja gadijuma monétu markierus piekartotu patvaligi, tad kopas M(i,0) un M(i,2)
var izradities dazads monétu skaits. Tap€c rikosimies sekojos$i: sadalisim visus
markierus grupas pa seSi: viena grupa ieskaitisim lab&jos markierus, kas iegiistami
viens no otra ar ciklisku ciparu mainu 0—1, 12, 2—0 un tiem atbilstoSos kreisos
markierus.

Katra grupa noklis tris labgjie markieri un tris kreisie markieri. Grupu, kas satur
lab&jos markierus 00...01, 11...12, 22...20, izcelsim seviski. Sadalisim monétas grupas
pa trim, kamér tas ir iesp&jams, un samark&sim tas sekojo$a veida: vienas grupas
monétam piekartosim vienas grupas markierus, bet atlikumam, ja tads ir, lietosim
markierus no izceltas grupas: ja paliks viena monéta, kas neietilpst trijniekos, tad
piekartosim tai lab&jo markieri 11...12, bet ja divas, tad lab&jos markierus 00...01 un
22...20 (un atbilstoSos kreisos markierus).

Ievérosim: ja kadas grupas markieri tiek izmantoti pilniba, tad katra no kopam M(i,0),
M(i,1), M(1,2) pievienojas pa vienai monétai.

Pirmas n-1 svérSanas organiz€jam péc vecajiem noteikumiem.
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Ka organiz€jam n-to sveérsanu, atkarigs no ta, ka beigusies monétu daliSana grupas pa
3.

Ja visas monétas sadalijusas grupas pa 3, tad arT n-to sv€rSanu veicam péc vecajiem
nosacijumiem un ari rezultatus interpretéjam ka agrak.

Ja, dalot mon&tas grupas pa3, pari paliek viena monéta M (ar lab&jo markieri 11...12),
tad $T mong&ta pirmajas n-1 sveérSanas vispar nav piedalijusies. Savukart jebkura cita
mongéta ir piedalijusies vismaz viena svérSana (jo nevienai mongétai, iznpemot paso,
nav markiera, kuram pirmie n-1 cipari biitu vieninieki). Skirosim divus gadijumus:

a) neviena no lidzSin€jam sveérSanam neviens kauss nav nosveries. Tad 1pasa monéta ir
11dz §im mala palikusi M un ar p&€dgjo sverSanu noskaidrojam tas tipu;

b) kaut viena no lidzsingjam svérSanam kads kauss ir nosvéries. Tad palikusi moné&ta
M nav 1pasa un n-to sverSanu varam izdarit p&c vecajiem noteikumiem, ignor&jot So
moneétu.

Ja dalot mongtas grupas pa 3, pari paliek divas monétas(ar labg&jiem markieriem
00...01 un 22...20), tad tas piedalfjusas visas 11dzs§ingjas sversanas, pie tam atradusas
uz pretgjiem svaru ausiem. Savukart, neviena cita monéta visas svérSanas nav
piedaljusies (katrai citai mon&tai lab&a markierl vismaz viens no pirmajiem n-1
cipariem irl). Ja visas lidzSingjas sverSanas abu izdalito mon€tu sacensiba
“uzvargjusi” viena un ta pati, tad Tpasa mongcta ir viena no tam; ar p&dgjo sverSanu
salidzinam vienu no tam ar jebkuru citu un uzzinam visu vajadzigo. Ja, turpreti, abu
izdalito monétu “macs” kadreiz beidzies neizskirti, tad neviena no tam nav 1pasa; tad
N-to svérSanu organiz€jam péc vecajiem noteikumiem, ignoréjot monétu ar markieri
22...20 - ta noteikti nav 1pasa, un tas nonemsSana vienado mon&tu skaitu uz abiem
kausiem.

Lidz ar to Daisona metode parakstita.

Tagad parliecinasimies, ka ta kaut kada zina ir labaka iesp&jama.
Paradisim, ka, ja no m monéetam ar n sverSanam var atrast viltoto monéetu un
noteikt tas tipu, tad 2m <3"-3.

Protams, mé&s nenemsim véra iesp&jamo “veiksmi”: “veiksmes” gadijuma viltotas
monétas noskaidroSanai no jebkura monétu daudzuma var pietikt ar1 ar divam
sverSanam.

\%
Pienemsim no pretgja, ka ar n svérSanam pietiek. Katra no m monétam sakotnéji
pretende bt gan vieglaka, gan smagaka. Tatad mums jaatrod patiesa no 2m iesp&jam:
“I1. vieglaka”, “l1. smagaka”, ..., “m-ta vieglaka”, “m-ta smagaka”. Katrai svérSanai
iesp&jami 3 rezultati: nosveras kreisais kauss, nosveras labais kauss, kausi paliek
lidzsvara. SprieZzot lidzigi ka 1.7. punkta, jaapliko shémas, kuras no katras svérSanas
uz leju ieziet tris zari. Ieglstam, ka japastav nevienadibai 2m<3".

Bet tas vél nav viss! M&s neesam tikusi skaidriba ar gadjjumu 2m=3"-1 (para skaitlis
2m nevar bat vienads ne ar3"-2, ne 3"). Sim gadfjumam ar augstak mingtajiem
apsveérumiem nepietiek.

Aplikosim pirmo sve€rSanu uzmanigak. Skaidrs, ka iesp&u skaits, kas atbilst
rezultatam “nosveras kreisais kauss”, vienads ar iesp&ju skaitu, kas atbilst rezultatam
“nosveras labais kauss”. Pienemsim, ka gan vienu, gan otru ir p. tad 2m-2p iesp€jas
atbilst rezultatam “kausi paliek lidzsvara”.
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Ieverosim, ka p - para skaitlis. TieSam - ja uz svaru kreisa un laba kausa atrodas k
monétas, tad p=2k. Ja p vai 2m-2p ir lielaks par 3"-1, tad vajadzigas iespgjas
noskaidroSanai ar atlikusajam n-1 svérSanam var nepietikt. Ja, savukart,

p=2k<3"-1 un 2m-2p<3"-1,
tad, ta ka 3" - nepara skaitlis, jabat p<3"*-1, 2m-2p<3"!-1. Bet tad
2m = (2m-2p) + 2p < 3" + 2(3™1-1) = 3"-3,

Un 3, ja ar n svérSanam pietiek, tad 2m < 3"-3.
A

To, ka viltotas moné&tas atraSanai, nezinot tas tipu, starp N moné&tam pietiek ar n
n

sverSanam, ja N < , un ar mazak par n sv@rSanam vispariga gadijuma var

nepietikt, var pieradit ari savadak. Paradisim pieradijuma gaitu un veiksim to tris
etapos.
Vispirms pirmaja etapa atrisinasim vienkar$u problému.

Uzdevums 3-8

Dotas divas monétu grupas X un Y, kuras kopa ir N monétas, N # 2. Zinams, ka
viena moneta ir viltota: ta ir vieglaka, ja pieder pirmajai grupai, un smagaka, ja
pieder otrajai grupai. Pieradiet: ja N<3" , tad viltoto monétu var atrast ar n
sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem , bet, ja N>3", tad tas ar n sverSanam
nav garanteti izdarams.

[

Atzimesim, ka, ja N=2 un katra grupa ir pa vienai monétai, tad viltoto monétu vispar
nevar noteikt. Izteikto apgalvojumu pieradiSanai izmanto matematisko indukciju.

Ja n=1, t.i. pie N=1 vai N=3, $§is apgalvojums i gandriz acim redzams. Ta, pieméram,
ja N=3, lai noteiktu viltoto monétu, pietiek salidzinat 2vienas grupas mon€tu masas.
Pienemsim, ka ir speka apgalvojums: ja N<3", tad viltoto mongtu var noteikt ar n - 1
sveérSanas palidzibu.

Talak aplikosim gadijumu, kad N<3". Uz katra svaru kausa uzliksim x mongtas no
grupas X un y monétas no grupas Y, kur v un y izvéléti ta, lai tiktu apmierinatas
nevienadibas: x+y<3"!; N-2(x+y)<3"1,

Ja svari nostajas lidzsvara, tad tas nozime, ka viltota monéta (turpmak VM) atrodas
starp N-2(x+y) monétam, kas nav uzliktas uz svariem; ja viens svaru kauss nosveéries,
tad tas nozimé, ka VM atrodas vai nu starp tam x no grupas X panemtajam monétam,
kas atrodas uz vieglaka kausa, vai ar1 starp tam y grupas Y moné&tam, kas uzliktas uz
smagaka kausa. Bet saskana ar induktivo pienémumu, abos gadijumos mes varam
atrast viltoto mon&tu, vél papildus veicot n-1 svérSanu (par cik gan N-2(x+y), gan x+y
nav lielaks par 3™?). (Seit atzimésim, ka $aja situacija, ja N>2, gadijums x=1 un y=1
vairs nav izn€mums, jo tagad bez §Tm divam moné&tam misu riciba ir kaut kads skaits
garantéti 1stu monétu. Salidzinot vienas no $STm moné€tam masu ar vienas “Saubigas”
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monétas masu, me&s ar vienu svérSanu atradisim VM). Apgalvojuma pirma dala
pieradita.

Tagad pieradisim, ka, ja N>3n, viltoto mon&tu vispariga gadijuma ar n sveérSanam
atrast nevar. Lai to pieraditu, vispirms atrisinasim visparigaku uzdevumu. &

Uzdevums 3-9

Dotas 3 monétu grupas X, Y un Z, pie kam grupas Z monétas ar garantiju nav
viltotas, bet starp paréjam monétam viena ir viltota un par to zinams: ja ta atrodas
pirmaja grupa, tad ta ir smagaka par isto monétu, bet, ja ta atrodas otraja grupa,
tad ta ir vieglaka par isto. Pieradit, ka pat Saja gadijuma viltoto monétu vispariga
gadijuma ar n sverSanam atrast nevar, ja grupas X un Y kopa ir vairak neka 3"
monetas.

[

Viegli parbaudit, ka, ja n=1 (t.i. mong&tu skaits grupas X un Y ir lielaks par 3) ar vienu
sverSanu tieSam ne vienmer var noteikt VM.

Pienemsim, ka m&s protam pieradit: ja monétu skaits grupas X un Y kopa ir lielaks
par 3", viltoto moné&tu ne vienm@r var atrast ar n-1 svérsanas palidzibu. Pieradisim,
ka tada gadijuma pie N>3" ar n svérSanam nevar garantéti atrast VM.

Pienemsim, ka pirmas svérSanas reizé uz viena no kausiem esam uzlikuSi x monétas
no grupas X, y monétas no grupas Y un z monétas no grupas Z, bet uz otra svaru
kausa x’ monétas no grupas X un y’ monétas no grupas Y, pie kam x+y=x"+y’.
(Skaidrs, ka ir pilnigi lieki likt grupas Z monétas uz abiem ausiem). Pienemsim, ka no
grupam X un Y nesvértas palikuSas w monétas (x+x’+y+y’+w=N). Par cik $ada
situdcija svari var izradities lidzsvara, tad pec induktiva pienémuma, lai varétu iztikt
ar n svér$anam, w nedrikst parsniegt 3", Tada gadfjuma

x+y+x’+y’>N-3"1>30-3n1=px 31

un lielakais no skaitliem x+y’ un x’+y biis lielaks par 3"'. Bet, ja, piem&ram,
x’+y > 3" tad saskana ar izdarito piengmumu, mums ar n-1 svérSanu nepietiks tani
gadijuma, ja nosvérsies tas kauss, uz kura atrodas x’ mon&tas no grupas X un y

mongtas no grupas Y. induktiva pareja izdarita. Esam atrisinajusi uzdevumu un
pabeigusi arT ieprieksgja uzdevuma (Uzdevums 3-8)risinasanu. ®

Otraja etapa apliikosim sekojosu uzdevumu:

Uzdevums 3-10

Dotas N monétas un zinams, ka starp tam ir viena viltota, kas pec svara atSkiras no

parejam monétam, bet nav zinams, vai ta ir vieglaka vai smagaka par isto. Bez tam
n

, tad viltoto

dota ari vismaz viena garanteti ista monéta. pieradiet, ka, ja N <

monétu vienmer var atrast ar n svérSanam un pie tam noteikt, vai viltota moneta ir
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n

vieglaka, vai smagaka par parejam, bet, ja N > , tad tas nav garanteti

izdarams.

n

Sakuma pienemsim, ka N < . Ja n=1 (t.i. N=1), tad ar vienu sv@rSanu pietiek.

n-1

varam iztikt ar n-1

Turpmak uzskatisim, ka esam pieradijusi, ka pie N <

n

sverSanas palidzibu un pieradisim, ka tada gadijuma pie N < pietiek ar n

sverSanam.

Uz viena no svaru kausiem novietosim x no dotajam N mon&tam un vienu Tsto
monétu, bet uz otra svaru kausa uzliksim x+1 monétu; tad nenosveértas paliks N-2x-1
mongétas. Skaitli x izv€lamies ta, lai

n-1
2x+1 < 3" un N-2x-1< 3 1.

Skaidrs, ka x ta vienm@r var izvélgties, jo kop&jais monétu skaits neparsniedz 3™,
Tad x nemam iesp&jami lielu, lai izpilditos sakariba 2x+1 3"; grupa N-(2x+1) paliks
ne vairak ka 1 mongta (viena, ja to pavisam ir para skaitlis), un tas apmierina art otro

. . _ o 3" -1
nosacijumu. Ja turpreti kop&jais mon&tu skaits parsniedz 3", tad nemam x= ;

tad

3"-1

n-1
N-2x-1 < T-(3”-1-1) a=3"1

n-1

Ja svari nostajas Iidzsvara, tad paliks N-2x-1 < neparbauditas mongtas; tapec,

péc induktiva pien€muma, m&s varam atrast viltoto monétu, vél papildus veicot ne
vairak ka n-1 sverSanu. Ja lidzsvars neiestasies, tad x monétas uz viena kausa un x+1
uz otra svaru kausa veido divas grupas, kas satur tikai 2x+1 < 3"! moné&tas, kuram
pielietojami pirmaja etapa aplukotie panémieni. Tatad arT Saja gadijuma mums bis
nepiecieSama vél ne vairak ka n-1 svérSana. Lidz ar to esam pieradijusi, ka pie monétu

n

skaita N <

uzdevuma veikSanai pietiek ar n svérSanam.

n

Tagad paradisim, ka pie mon&tu skaita N > ne vienmér var pietikt ar n

sveérSanam, lai starp N mon&tam atrastu viltoto un noteiktu tas tipu.
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Ja n=1 (ti. pie N>1), viegli ieraudzit, ka ar vienu svérSanu nepietick. Talak

n-1

pienemsim, ka priek§ N > jau esam pieradijusi, ka ar n-1 svérSanu nepietiek

3"-1

un apliikosim gadijumu, kad N >

Pienemsim, ka pirmaja sverSana uz viena svaru kausa esam uzliku$i x monétas no
kopgja monétu skaita N un z garanteti 1stas monétas (Seit meés pat uzskatam, ka mums
ir ne tikai viena, bet daudzas garantéti 1stas mongétas), bet uz otra kausa x+z monétas
no misu N monétam. to monétu skaitu, kas p€c pirmas sv€rSanas ir “Saubigas
kvalitates”, apzim&sim ar w. Par cik svari var izradities Iidzsvara, tad, lai varetu iztikt

ar n svérsanam, uz tiem neuzlikto monétu skaitam (Saja gadijuma tas ir w) jabiit ne
n-1

lielakam par (pec izdarita pienémuma). Bet tad uz svariem uzlikto monétu

3"-1 3" -1

2
kuras sastdv no Saubigdm moné&tam, kas uzliktas uz viena vai otra svaru kausa,
gadijuma, ja lidzsvara nebis, ir speéka pirmaja etapa (Uzdevums 3-8 un Uzdevums
3-9) iegiitie rezultati, tad no nevienadibas 2x+z>3"! seko, ka ar n svér§anam var
nepietikt. ®

skaits 2x+z > = 3", Ta ka priek§ divam monétu grupam X un Y,

TreSaja etapa vispirms pieradisim, ka

3"-3

ja starp N monétam (2<N < ) ir viena viltota, bet nav zinams, vai ta ir

vieglaka vai smagaka par paréjam monetam, tad, lai atrastu o viltoto monétu un
noteiktu tas tipu, pietiekamas n sversanas.

\%
Uz katra no svaru kausiem novietosim pa x monétam. Tad nesvetas vél paliks N-2X
. . - . 31 3"-3
mongétas. Pie tam x izvélésimies ta, lai 2x < 3™ un N-2x < . Pie N<
tas iesp€jams.
n-1

Ja svari nostajas Iidzsvara, tad Saubigas paliks tikai N-2x < mongétas, turklat

misu riciba bis 2x garantéti 1stas moné&tas. Balstoties uz otra etapa rezultatiem
(Uzdevums 3-10), ar vél n-1 svérsanas palidzibu més varam atrast viltoto mon&tu. Ja,
savukart, svari lidzsvara nenostajas, tad uz abiem svaru kausiem atrodoSos moné&tu
grupam pielietojami pirma etapa rezultati (Uzdevums 3-8 un Uzdevums 3-9); ta ka
kop&jais monétu skaits $ajas abas grupas ir 2x<3"?, tad ari $aja gadijuma ar vél n-1
sversanas palidzibu més var€sim atrast viltoto mon&tu un noteikt tas tipu.

n

Tagad pieradisim, ka gadijuma, ja N > , tad ar mazak neka n svérSanam miisu

uzdevuma izpildei var nepietikt. Pienemsim, ka pirmas svérSanas laika uz katra kausa
bija uzliktas x mon&tas un w monétas palika nesvertas. Ja svari izradisies lidzsvara,
tad, ieverojot otra etapa rezultatus, viltotas moné&tas noskaidroSanai un tas tipa
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noteikSanai pietickams veikt vél n-1 svérSanu tikai taja gadijuma, ja w nav lielaks par
3" -1

. Bet tad

3"-3 3"'-1_ 2.3""-2
2 2 2

Ta ka 2x ir para skaitlis, tad seko, ka 2x>3"! un, ievérojot pirma etapa rezultatus,

gadijuma, ja viens kauss nosveérsies, ar n svérSanam viltoto mon&tu noteikt nebis

=3"1-1,

2X >

iespjams. ®
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4. NODALA

KA PIE SPECIALEM NSACIJUMIEM
ATRAST VAIRAKAS MONETAS

Saja nodala aplikosim uzdevumus, kuros, vadoties no piedavatas informacijas, tiks
prasits atrast vairakus objektus. Ka tiilit redz€sim, So uzdevumu atrisinajumi balstisies
uz logisku spriedumu cela izveidotam monétu grupéSanas metodém, kuras nosaka
uzdevuma formul&juma noraditas pétamo objektu savstarpgjas attiecibas.

Uzdevums 4-1

Dotas 5 péc aréja izskata vienadas monétas. Tris no tam ir ar vienadu masu, viena
ir vieglaka par perejam, bet viena - smagaka. Doti ari sviras svari bez atsvariem. Ka
ar 3 sverSanu palidzibu atrast vieglako un smagako monétu?

[

Apzimésim monétas ar burtiem A, B, C, D un E. To, ka monéta X smagaka par
monétu Y, pierakstisim ka X > Y. To, ka moné&tas sver vienadi, apzimésim ar X =Y.
Tas trTs monétas, kuram masas ir vienadas, sauksim par normalam.

Pirmaja svérSana salidzinam A un B, otra C un D. Pastav divas iespgjas:

a) abos gadijumos viens kauss nosveras uz leju;

b) viena gadijuma kausi paliek lidzsvara, bet otra viens kauss nosveras uz leju.

Tresa situacija, kad abas svérSanas reizes kausi paliek lidzsvara, nav iespgjama, jo
divas no piecam monétam nav “normalas”; pat tad, ja viena no viltotajam mongtam ir
monéta E (vienalga, vai ta ir vieglaka, vai smagaka par citam), starp sveramajam 4
monétam ta ka ta atrodas viena neistd mon&ta un viena no sverSanas reizém svari
nepaliks lidzsvara.

Apskatisim §is divas situacijas atseviski.

a) Pienemam, ka A>B un C>D.

TreSaja sveérSana salidzinam D un E.

Ja D=E, tad D un E ir normalas mongétas, bet C - smagaka. Tapéc A - normala, bet B -
vieglaka mongéta;

Ja D<E, tad - vieglaka, bet A - smagaka mongéta.

Rezultats D>E nav iesp&jams, jo , ja C>D>E, tad butu jabit, ka C - smagaka monéta,
D - normala, bet E - vieglaka, bet tad nevar biit A>B.

Citus gadijumus (A>B un C<D; A<B un C>D; A<B un C<D) apskata lidzigi.

b) Pienemsim, ka A>B un C=D.

Skaidrs, ka C un D - normalas mongétas. treSaja svérsana salidzinam D un E.
Ja D=E, tad A - smagaka, bet B - vieglaka monéta;

Ja D<E, tad E - smagaka monéta, A - normala, bet B- vieglaka mongéta;

Ja D>E, tad E - vieglaka, A - smagaka, B - normala mongéta.

Citus gadijumus, kad A<B un C=D; A=B un C>D; A=B un C<D, apskata lidzigi.
®
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Uzdevums 4-2

No devinam monetam divas ir viltotas. Atrodiet viltotas monetas ar 4 sverSanam uz
sviras svariem bez atsvariem, ja zinams, ka abas viltotas monétas sver vienadi, pie
kam tas ir smagakas par istajam (ari visas istas monétas sver vienadi).

[ J

Sadala monétas 3 grupas pa trim moné&tam katra. Apzim&sim Sis grupas attiecigi ar A,
B un C.

Pirmaja svérSana nosver A un B, otraja svérSana salidzina B un C. Iesp&jami vairaki
varianti:

1. Pirmaja sveérsana A=B un otraja svérSana B>C. tas iesp&jams tikai tada gadijuma, ja
viltotas monétas atrodas pa vienai kaudziteés A un B. Tad treSaja sveérSana nosver 2
mongétas no grupas A. Ja kausi lidzsvara, tad viltota monéta ir nesverta, bet, ja kausi
nav lidzsvara, tad smagaka monéta ir mekléta viltota monéta. Ar ceturto svérSanu
analogi atrod otro viltoto mon&tu no grupas B.

2. Pirmaja sversanas reiz€ A=B un otraja svérSana B<C. Tas nozimg, ka abas viltotas
monétas atrodas grupa C. Soreiz tre3aja svérSanas reizé nosveram divas grupas C
mongétas. Ja svaru kausi atrodas Iidzsvara, tad abas smagakas mongtas esam atradusi;
ja svari neatrodas Iidzsvara, tad tik un ta varam pateikt, kuras no grupas C moné&tam ir
viltotas: ta monéta, kura tresas sverSanas reizé€ izradijas smagaka un mala palikust
grupas C mongéta.

3. Pirmaja sverSanas reiz€ A>B un otraja svérSana B<C. Tas nozimé, ka grupa B
viltoto mon&tu nav, bet ta pa vienai atrodas grupas A un C. Tad tresas svérSanas reizé
nosveram divas grupas A moné&tas. Ja svari Iidzsvarojas, tad viltota - smagaka -
mongéta ir nesvérta monéta. Ja svari nosveras uz vienu vai otru pusi, tad mekl&ta ir
sverSanas reiz€ smagaka monéta. Analogi ar ceturto svérSanu atrodam viltoto moné&tu
starp grupas C monétam.

4. Gadijuma, ja sverot fikséti rezultati A>B un B=C, spriedums ir analogs gadijumam
2.

5. Gadijums A<B un B=C ir lidzigs gadijjumam]1. .

6. Gadijuma A<B un B>C secinam, ka abas viltotas mong&tas ir mekl&jamas grupa B.
TreSaja sverSana jasalidzina grupas b divas mong€tas. Ja svari lidzsvara, tad mekl&tais
ir atrasts, proti, abas viltotas monétas atrodas uz svariem; ja svari neatrodas lidzsvara,
tad mekletas monétas ir nesveérta un ta monéta, kura 3. sverSanas reizé izradijas
smagaka.

Lidz ar to uzdevums ir atrisinats. Ka redzg&jam, dazos gadijumos pietiek pat ar trim
svérSanam, lai atrastu mekl&jamas monétas, tacu vispariga gadijuma ar trim reiz€ém
var nepietikt. ®

Uzdevums 4-3

Starp 25 péc aréja izskata vienadam monetam 3 ir viltotas un 22 istas. Visas istas
monétas sver vienadi. Visas viltotas monétas ari sver vienadi, bet tas ir vieglakas par
istajam monétam. Ka ar 2 sversanu palidzibu uz sviras svariem bez atsvariem atrast
6 istas monetas?
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Atliksim kaut kadu mon€tu sanis, bet no atlikuSajam 24 monétam patvaligi
izvelésimies 12 un uzliksim tas uz viena svaru kausa, bet otras 12 - uz otra svaru
kausa.

Ja svari atrodas lidzsvara, tad mala atlikta moneéta ir viltota un uz katra no svaru
kausiem ar1 atrodas pa vienai viltotai mon&tai. Nonemsim no viena kausa visas
mong&tas un to vieta uzliksim kaut kadas 6 mongtas no otra svaru kausa. Tad uz ta
svaru kausa, kurS nosversies, atradisies 6 1stds monétas, bet uz otra - 5 1stas un viena
viltota mongéta.

Ja svari pirmaja sveérsana neatradas lidzsvara, tad uz ta kausa, kur§ nosveras, atrodas
ne vairak par vienu viltoto moné&tu. Nonemam no vieglaka kausa visas mong&tas un to
vieta uzliksim jebkuras 6 no otra kausa. Ja svari tagad ir [idzsvara, tad uz katra kausa
atrodas pa 6 1stam moné&tam. Savukart, ja svari nav lidzsvara, tad uz smagaka kausa
atrodas 6 1stas monétas, bet uz otra - 5 istas un 1 viltota monéta. ®

Uzdevums 4-4

Dotas 6 péc aréja izskata vienddas monétas. Cetram no tam masas sava starpd
viendadas, bet divam - ari sava starpa vienadas, bet mazakas neka Cetram pirmajam.
Doti sviras svari bez atsvariem. Ka ar 3 sverSanu palidzibu atrast abas vieglakas
monétas?

[

Sadalam monétas 2 grupas pa 3 monétam katra. Ar pirmo sveérSanu salidzinasim abas
§ts grupas. Ja to masas ir vienadas, tad tas nozimé, ka katra grupa atrodas pa vienai
vieglakajai mon&tai. Sai gadijuma ar otro svérSanu salidzinam divas monétas no
pirmas grupas. Ja tas ir vienadas, tad mekl€jama monéta ir tresa §1s grupas mongéta, ja
né - tad ta, kura otraja svérSana ir vieglaka. Ar treSo sverSanu tiesi tapat atrod vieglako
mong€tu otraja grupa.

Ja pirmas svérSanas reiz€ svari nav lidzsvara, tad abas meklétas monétas ir viena -
vieglakaja grupa. Otraja svérSanas reiz€ katra svaru kausa novietojam pa vienai §is
grupas mongétai. Ja svari ir lidzsvara, tad abas uz svariem esoSas monétas ir meklétas;
ja svari nav lidzsvara, tad viltotds monétas ir otraja sv€rSanas reiz€ mala palikust

mongta un ta, kura otraja sverSanas reize izradijas vieglaka. ®

Uzdevums 4-5

Dotas 8 pec areja izskata vienadas monétas. No tam 4 ir istas (visas ar vienadu
masu) un 4 viltotas (ari visas ar vienddu masu); istas monéetas ir smagakas par
viltotajam. Ka ar 6 sverSanu paltdzibu uz sviras svariem bez atsvariem atrast visas
istas monétas?

[ ]

Apzim@sim mongétas attiecigi ar burtiem A, B, C, D, E, F, G, H. Izdaram sekojoSas
svérsanas: AarB;BarC,CarD,D arE, E ar F, F ar G. Monéta H netiek sveérta.

So svérianu rezultata par dazam monétam tiesi noskaidrosies, ka tas ir istas (tas, kas
sava sverSanas reiz€ izradijas smagakas) vai viltotas (tas, kas sava svérSanas reizé
izradijas vieglakas). Par dazam monétam netieSi noskaidrosies, ka tas ir istas vai
viltotas: tas, kas sava svérSanas reiz€ izradijusas vienadas ar istu vai viltotu moné&tu.
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Kopa biis “atSifrétas” 7 monétas. Astota monéta H ir Tsta vai viltota atkariba no ta, vai
starp 7 pergjam ir 3 vai 4 stas. @

Uzdevums 4-6

Dotas 12 pec aréja skata vienadas monétas. No tam 6 ir istas (tam ir vienddas
masas), bet 6 ir viltotas (art tam masas ir vienadas). Viltotas moneéetas masa ir
mazaka par istas monetas masu. Doti art sviras svari bez atsvariem. Ka ar 9
sver§anu palidzibu uz Siem svariem atrast istas monétas?

[ ]

Sadalisim visas monétas grupas pa 4. Apzim&sim vienas grupas monéetas ar a, b, ¢ un
d. Salidzinasim a un b. Ja a>b, tad a - ista, bet b - viltota monéta; salidzinot ¢ un d ar
a, noskaidrosim, kadas ir ¢ un d. Lidzigi rikojamies, ja b>a. Ja izradas, ka a=b, tad
noliekam a un b uz viena kausa, bet ¢ un d - uz otra. ja aun b nosveras uz leju, tad tas
ir 1stas; ar treSo sverSanu salidzinam c un d un uzzinam, kadas tas ir. Ja kauss ar vienu
no tam nosveras uz leju, tad ta ir 1sta, bet otra - viltota; a kausi atrodas lidzsvara, tad
tas abas ir viltotas monétas. ja a un b pacelas uz augsu, tad tas abas ir viltotas monétas
un ar treSo svérsanu salidzinam ¢ un d un noskaidrojam to “dabu”. Ja, turpreti, otraja
sveérSana a un b lidzsvarojas ar ¢ un d, tad skaidrs, ka visas monétas a,b,c,d ir viena
tipa: vai nu 1stas, vai viltotas. Pagaidam darbosanos ar $o Cetrinieku partraucam.

Sadi rikojamies ar katru monétu &etrinieku. Pastav divas iespéjas:

1) katra Cetrinieka ar 3 svérSanam atSifrétas visas monétas; kopa izdaritas 3x3=9
sversanas;

2) kada cetrinieka izdaritas tikai 2 sv@rSanas un konstatéts, ka visas mongtas ir viena
tipa leverosim, ka tadi nevar bt visi tris Cetrinieki: ja ta butu, tad Tsto un viltoto
moné&tu daudzumi biitu 12 un 0; 8 un 4 vai 0 un 12, bet péc dota to ir pa sesam. Tatad,
“Saubigo” Cetrinieku ir viens vai divi un lidz 9 svérSanam vél palikuSas atbilstosi 1 vai
2 svérSanas. No tresa Cetrinieka nemam vienu monétu un , kuras daba jau noskaidrota,
un salidzinam ar vienu no “Saubiga” Cetrinicka monétam; $1s salidzinasSanas rezultata
visu §1 Cetrinieku daba tiek noskaidrota. kopa iznak ne vairak ka 9 svérSanas. To var
iznakt arm mazak, ja, piem&ram, viena cetrinieka atrastos 2 istas un 2 viltotas mongétas
un divi Cetrinieki paliku$i “Saubigi”. Jau péc pirmas salidzinaSanas ar kadu no
cetrinieku monétam viss klust skaidrs. ®

Uzdevums 4-7

Dotas 4m moneétas, no kuram tieSi puse ir viltotas. istas monétas sver vienadi,
viltotas ari, bet viltotas monetas ir vieglakas par istajam. Ka ar ne vairak ka 3m
sver§anam uz sviras svariem bez atsvariem noteikt visas viltotas monéetas?

[

Sadalisim visas 4m mongétas grupas pa 4. Tadas blis m grupas. Apzim&sim vienas
grupas mongétas ar a,b,c un d. Salidzinasim a un b. Ja a>B, tad a - sta, bet b - viltota
monéta; salidzinot ¢ un d ar a, noskaidrosim, kadas ir ¢ un d. Lidzigi rikojamies, ja
b>a. Ja izradas, ka a=b, tad nolieckam a un b uz viena kausa, brt c un d - uz otra. Ja a
un b nosveras uz leju, tad tas abas ir istas monétas; ar treSo svérSanu salidzinam ¢ un d
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un uzzinam, kadas tas ir; ja viena no tam nosveras uz leju, tad ta ir ista, bet otra -
viltota; ja tas atrodas lidzsvara, tad tas abas ir viltotas monétas. ja a un b pacelas uz
augsu, tad tas abas ir viltotas moné€tas un ar treSo sv€rSanu salidzinam c¢ un d,
noskaidrojot to “dabu”. Ja, turpreti, otraja svérSana a un b lidzsvarojas ar ¢ un d, tad
skaidrs, ka visas mongétas a, b, ¢ un d ir viena tipa: vai nu istas, vai viltotas. pagaidam
darboSanos ar $o Cetrinieku partraucam.

Sadi rikojamies ar katru monétu &etrinieku. Pastav divas iespgjas:

1) katra Cetrinieka ar 3 sv€rSanam atSifrétas visas monétas ; kopa izdaritas 3xm=3m
sveérsanas;

2) x Cetriniekos izdaritas tikai 2 sv€rSanas un konstatéts, ka visas monétas ir viena
tipa, x>1 Talakie spriedumi atkarigi no x un m veértibam:

a) x=m+1 Tas nav iesp&jams;

b) x=m>1 (Tas iesp€jams tikai tad, ja m - para skaitlis, citadi 1sto un viltoto monétu
nevarétu biit vienads skaits.) Nemam pa vienai monétai no katra Cetriniecka un
rikojamies ar tam tapat ka iepriek$ apliikota risinajuma (Uzdevums 4-5); ar m-1
sverSanu visu busim noskaidrojusi.

Kopgjas sversanu skaits ir 2m-+(m-1) < 3m.

€) 1<x<m. Tad mums ir vismaz viens Cetrinicks, kura visu mon&tu daba
noskaidrota. Nemam vienu jau at§ifrétu monétu un salidzinam to ar vienu monétu un
salidzinam to ar vienu monétu no katra no ‘’Saubigajiem” Cetriniekiem. Tadgjadi ar

3(mM-x)+2x+x=3m
svérSanam biisim visu noskaidrojusi. &

Uzdevums 4-8

Dotas 6 svaru bumbas: viens paris zalu, viens paris sarkanu un viens paris baltu.
Katra pari viena svaru bumba ir smaga, bet otra viegla, pie tam visas smagas svaru
bumbas sver vienadi un visas vieglas art sver vienadi. Ar divam sverSanam uz sviru
svariem bez atsvariem janosaka visas 3 smagas svaru bumbas. Ka to izdarit?

[

Apzimésim svaru bumbas attiecigi ar Z1, Z2, S1, Sz, B1 un Ba.

Pirmas svérsanas reiz€ nosversim bumbas S1B1 un Z;Bo.

Ja svari nostajas lidzsvara, tad, ta ka baltas bumbas atrodas katra uz sava svaru kausa,
S1#B1, Z1 #Boun S1 = Z1.

Tad otraja svérSanas reizé sveram Z1B1 un SiB,. Tagad uz katra no svaru kausiem
atrodas viena smaguma bumbas: uz ta kausa, kas nosveras lejup, atrodas abas
attiecigas krasas bumbas, bet uz otra kausa - attiecigas krasas vieglas bumbas.
Pienemsim, ka otraja svérSanas reiz€ uz leju nosvéras svaru kauss ar bumbam S1Bo.
tas nozimé, ka tie$a veida esam atradusi sarkano un balto smagas bumbas, bet zala
smaga bumba ir Z» (Z; ir viegla, jo kauss, kura ta atradas, pac€las augsup).

Tagad aplikosim gadijumu, kad pirmaja svérSana svari nav lidzsvara. Varam pienemt,
ka uz leju nosvéras Z1B>. Tad noteikti B - vieglaka un B> - smagaka bumba, bet S1
nav smagaka par Zz.
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Otraja svérSana salidzinam Si1Z1 un SyZ,. Ja svari ir lidzsvara, tad Si - vieglaka, 71 -
smagaka bumba un viss noskaidrots. Ja S1Z; nosveras uz leju, tad S1 un Z; - smagas
bumbas. Ja S2Z> nosveras uz leju, tad Sz un Z; - smagas bumbas.

Lidz ar to arT uzdevumu esam atrisinajusi. &

Uzdevums 4-9

Dotas 8 pec areja izskata vienadas monétas. DaZas no tam sver m gramus, bet
daZas - n gramus (Mm=n). Ir vismaz viena katra veida monéta. Doti sviras svari bez
atsvariem. Ka ar 3 svérSanam var atrast pa vienai no katra veida monétam?

[ ]

SveérSanu gaitu att€losim shéma. Monétas apzimésim ar a, b, ¢, d, e, f, g, h. Katru
sverSanu att€losim ka divas riitinas, no kuram labaja riitina ierakstisim, kadas monétas
atrodas uz labgja svaru kausa, un kreisaja riitina rakstisim, kadas monétas atrodas uz
otra svaru kausa. Katras sveérSanas rezultata var noteikt, vai svari ir Iidzsvara un, ja tas
ta nav, tad uz kura svaru kausa novietoto monétu svaru summa ir lielaka. Ja svari ir
lidzsvara, tad shéma to att€losim ar bultu, pie kuras pierakstita “=" zime. Ja svaru
kausi nav lidzsvara, tad shéma to att€losim ar bultu, pie kuras pierakstita ‘>, ja uz
kreisa svaru kausa novietoto mon&tu svaru summa ir lielaka, un “<” zime, ja uz laba
kausa novietoto monétu masu summa ir lielaka.

Sanumurésim svérSanas (att€ls 4-1) - svérSanu numuri apvilkti ar apliSiem.
Aprakstisim sveérSanu gaita izdaritos spriedumus.

@ abheod

attels 4-1
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1

Ja svari ir lidzsvara, tad uz abiem svaru kausiem ir vienads daudzums katra veida
monétu, pie tam vismaz viena katra veida monéta. Tapéc talak var apskatit tikai tas
mongétas, kas atrodas uz viena no svaru kausiem. Ja svari nav lidzsvara, tad uz abiem
svaru kausiem ir dazads daudzums katra veida moné&tu. Turpmak salidzinasim no
katra svaru kausa divas mongtas.

2a

Ja svari ir [idzsvara, tad mongtam a un b jabiit atSkirigam, jo citadi visas monétas biitu
vienadas. Ar treSo svérSanu janoskaidro, kura no monétam a un b ir smagaka. Ja svari
nav lidzsvara, tad uz abiem svaru kausiem nav vienadi mon&tu komplekti. Tresaja
sversana jasalidzina pa vienai monétai no katra komplekta.

2b un 2¢c

Ja svari ir lidzsvara, tad uz svaru kausiem ir vienadi mon&tu komplekti. Ta ka pirmaja
sveérSana uz svaru kausiem nebija vienadi mon&tu komplekti, tad cd un gh nesatur
vienadi daudz katra veida moné&tu. Turpmak salidzinasim pa vienai monétai no katra
§1 komplekta.

Ja svari nav lidzsvara, tad atrasti atSkirigi monétu komplekti un turpmak salidzinasim
pa vienai mongtai no katra atskiriga mon&tu komplekta.

gadijuma, ja svaru kausi nav lidzsvara, tad atrastas divas atSkirigas mongtas un
zinams, kura no tam ir smagaka.

3a) Ja svari lidzsvara, tad a=c, bet a+b > c+d no otras svérSanas. Tatad b > d.
3b) Ja svari lidzsvara, tad a=b=c=d=e=f=g=h. Tatad svari nevar but lidzsvara, jo
dotas divu veidu mongétas.

3c) Ja svari lidzsvara, tad a=c, bet atb < c+d, tatad b un d ir atSkirigas monétas un
b<d.

3d) Ja svari lidzsvara, tad a=e, bet a+b > e+f, tatad b un f ir atSkirigas moné&tas un b>f.
3e) Ja svari ir lidzsvara, tad c=g, bet ct+d > g+h, tatad d > h.

3f) Ja svari ir lidzsvara, tad a=e, bet a+b < e+f, tatad b < f.

30q) Ja svari ir lidzsvara, tad a=e, bet a+b > e+f, tatad b > f.

3h) Ja svari ir lidzsvara, tad c=g, bet c+d < g+h, tatad d <h.

3i) Ja svari ir lidzsvara, tad a=e, bet atb <e+f, tatad b <f. ®

Uzdevums 4-10

Dotas 64 pec areja izskata vienadas monetas. DaZas no tam ir istas ( visam tam ir
vienads svars), daZas viltotas (ari tam ir vienads svars, tacu tas ir vieglakas par
istajam). Doti sviras svari bez atsvariem. Ar 6 svérSanu palidzibu uz sviras svariem
bez atsvariem atrast vienu isto un vienu viltoto monétu.

[

Ar matematisko indukciju pieradisim $adu no divam dalam sastavoSu apgalvojumu:

1) ja dotas 2" mongtas, starp kuram ir vismaz viena ista un vismaz viena viltota, tad ar
n sveérSanam var atrast vienu viltoto monétu;
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2) ja dotas 2 kaudzes pa 2" moné&tam, piec tam tadas, ka to svari atSkiras un zinams,
kura kaudze vieglaka, tad arT ar n sv€rSanam var atrast vienu isto un vienu viltoto
monetu.

\Y4

Indukcijas baze

1) ja n=1, tad no 2 mon&tam smagako (isto) un vieglako (viltoto) var noskaidrot ar 1
svérsanu;

2) jan=1, tad ir dotas divas kaudzes A un B, pa 2 moné&tam katra, pie tam kaudzes A
svars mazaks par B svaru. Uzliekam uz svaru kausiem vienu moné&tu no kaudzes A un
vienu monétu no kaudzes B. Ir divas iespgjas:

a) viens svaru kauss nosveras uz leju. tatad smagaka (istad) un vieglaka (viltota)
mongéta ir atrasta;

b) svari stav lidzsvara. Tad mala palikusi kaudzes A monéta ir vieglaka par mala
palikuSo kaudzes B mong&tu. Atkal 1sta un viltota mongétas ir atrastas;

Lidz ar to induktiva baze pieradita.

Induktiva pareja.

Pienemsim, ka abi miisu apgalvojumi ir speka, ja n=k, t.i.

1) no kaudzes ar2X monétam ar k svéranam var atrast vienu Isto un vienu viltoto
moneétu;

2) ja dotas divas dazada svara kaudzes ar 2X mongtam katra un zinams, kura no tam
vieglaka, tad ar k svérSanam var atrast vienu Isto un vienu viltoto mongétu.

Pienemam, ka n=k+1.

1) ja dota kaudze ar 2! mongtam, tad 1 svér$ana uz katra svaru kausa uzliek pa 2%
moné&tam. Ir divas iesp€jas:

a) svari stav lidzsvara. tad uz abiem svaru kausiem atrodas vienads isto un viltoto
monétu skaits, bet, ta ka pavisam sakotngja kaudze ir vismaz viena 1std un vismaz
viena viltota monéta, tad arT uz katra svaru kausa ir vismaz viena 1std un vismaz viena
viltota mon&ta. Panemam monétas no kreisa svaru kausa. To pavisam ir 2¥, starp tam
ir vismaz viena 1sta un vismaz viena viltota monéta, tatad ar atlikuSajam k svérSanam
mes varésim atrast vismaz vienu 1sto un vismaz vienu viltoto mon&tu. Kopa Saja
gadijuma pietiek ar k+1 sv€rSanam,;

b) viens svaru kauss nosveras lejup. Tad mums ir divas grupas pa 2X mon&tam katra,
pie kam abu grupu svari ir dazadi (zinams, kura grupa smagaka, kura vieglaka). Tatad
péc induktiva pien€muma ari $aja gadijuma var atrast vienu Isto un vismaz vienu
viltoto monétu ar k svér§anam; kopa ar1 §aja gadijuma pietiek ar k+1 svérSanam.

2) ja dotas divas kaudzes pa 2“*' mongtam katra un zinams, ka kaudzes A svars ir
lielaks neka kaudzei B, tad uz viena svaru kausa uzliekam 2¥ kaudzes A monétas, bet
uz otra kausa - 2 kaudzes B monétas. Atkal ir divas iespéjas:

a) viens svaru kauss nosveras uz leju. Bet tad mums atkal ir divas kaudzes pa 2%
monétam katra, pie kam So kaudzu svari ir dazadi (zinams, kura kaudze vieglaka, kura
smagaka). Péc induktiva pienémuma, lai atrastu vismaz vienu 1sto un vismaz vienu
viltoto monétu, pietiek ar vél k svérSanam. Tatad arT $aja gadijuma kopa pietiek ar
k+1 svérSanam;

b) svaru kausi atrodas lidzsvara. Bet tad atlikusi kaudzes A dala no 2¥ mongtam ir
smagdka par atlikuso kaudzes B dalu (arT no 2X mongtam). Tatad, péc induktiva
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pien€muma, v&l ar k svér§anam varés atrast vismaz vienu Tsto un vismaz vienu viltoto
mongétu. tas nozimgé, ka arT $aja gadijuma kopa pietiek ar k+1 svérSanam.
Lidz ar to induktiva pareja ir pieradita.

Uzdevuma apgalvojums tiesi seko no tikko pieradita apgalvojuma 1. punkta.
®

Uzdevums 4-11

Dotas 11 lodes, no kuram 2 ir radioaktivas. Par jebkuru loZu komplektu ar vienu
parbaudi var noskaidrot, vai taja ir radioaktiva lode (bet nevar uzzinat, cik to ir).
Pieradit, ka mazak ka ar 7 parbaudem nevar garantét abu radioaktivo loiu
atraSanu, bet ar 7 parbaudem tas vienmer var atrast.

Misu uzdevums ir atrast divas ipaSas lodes starp 11 ar€ji vienadam. No 11 lodém

. o 11-10 . . . _
vispar var izveidot C/, = — - 55 dazadus vienadi iesp&jamus parus. levérosim, ka

viens starp tiem ir tads, kura abas lodes ir radioaktivas, 18 pari ir tadi, kuros ietilpst pa
vienai radioaktivai lodei, bet pargjos paros radioaktivo loZzu nav.

Mazliet padomasim, péc kada principa jaizvélas lodes pirmajai un talakajam
parbaudém, lai p&c iesp&jas atrak atrastu “kaitigas” lodes. Parbaudot jebkuru izvéletu
lozu komplektu, dozometrs var notikskét vai nenotiksket. ja dozometrs notiksk, tad tas
nozimé, ka starp parbaudamajam lodém vismaz viena ir radioaktiva; ja dozometrs
nenotiksk, tad tas nozimé, ka starp parbaudamajam lodém radioaktivo nav un abas
radioaktivas lodes atrodas starp vél neparbauditajam lodém. Misu uzdevums ir
reduc€jams uz Sadu problému: cik lodes jaizveélas parbaudei, lai pie jebkura
dozometra radijuma lodes biitu sadalitas divas grupas, no kuras ietilpstoS$ajam lodém
varétu izveidot péc iesp€jas vienadus paru skaitus.

Ja més pirmajai sveérSanai izvéleétos 2 lodes un dozometrs nebiitu tikSkgjis, tas
noziméetu, ka abas radioaktivas lodes atrodas starp vél neparbauditajam 9 lodém. No

$§Tm lodeém iesp&jams izveidot C; = % =36 atSkirigus, bet vienadi iesp&amus lozu

parus. Tad otraja grupa paliktu 55-36=19 vienlidz iesp&ami pari, kuri mis vairs
neinteres€tu, jo nesaturétu nevienu radioaktivo lodi. Ja pirmajai parbaudei izvéletos 4
lodes, tad dozometra nenotikSk&Sanas gadijuma no atlikuSajam 7 lodém varam
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izveidot C’ = = 21 dazadus vienadi iesp&jamus lozu parus, bet otra grupa paliek

55-21=34 loZzu pari, par kuriem més vairs neinteresétos. Par cik dozometra tik§keSana
vai klus€Sana ir vienadi varbiitiskas, tad otras grupas izméru nedrikst ignorét.
Parbaudisim 3 lodes. Tad dozometra nenotikSkeSanas gadijuma abas radioaktivas
lodes atrodas starp vél neaplikotajam 8 lodém, no kuram varam izveidot
8-7 . .. . . _ .
C? == 28 dazadus vienadi iesp&jamus lozu parus, bet otra grupa paliek 55-
28=27 dazadu lozu pari. Sis ir pats optimalakais gadfjums. Tatad pirmajai parbaudei
izv€lamies tris lodes. Talakaja risindjuma gaita izmantosim lidzigus spriedumus. Vel
atzimésim, ka gadijumos, kad biisim noskaidrojusi, ka v&l neparbauditaja grupa
atrodas virs tikai viena radioaktiva lode, So atlikuSo lozu kopu dalisim uz pusém (vai
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ar1 divas pec iesp¢jas lidzigas dalas) un parbaudisim vienu no pardalitas grupas dalam.
Talako spriedumu gaita un seciba paradita un aprakstita nodalas beigas pievienotaja
shéma, tapec to Seit velreiz nedarisim.

Tagad pieradisim, ka 11 lozu gadijuma ar mazak neka 7 parbaudém abas radioaktivas
lodes atrast nevar. Atgadinasim faktu, ka ar k parbaudeém var saskirot ne vairak ka 2%
variantus. Sakuma miisu prieksa atrodas 11 neparbauditas lodes. M@s vélamies ar 6
parbaudém atrast divas “kaitigds” no $tm 11. P&c pirmas parbaudes mums bis
atlikusas 5 parbaudes un tas nozimé, ka neviena no grupa, kadas péc pirmas parbaudes
sadalisies lodes, nedrikst saturét vairak neka 32 iesp&jamos lozu parus. Tapéc, ja
parbaudisim vienu no 11 lodém, tad lodes pardalisies zemak redzamaja tabula (tabula
4-1) paraditas grupas:

Lozu paru skaits grupas, ja dozometrs:

Parb. lozu skaits  Tik$k Netiksk.

1 10 45>32

2 19 36>32

3 27 28

4 34>32 21
tabula 4-1

Tatad, ja m&s vispar ceram iztikt kopuma ar 6 parbaudém, tad japarbauda 3 lodes. Ta
ar1 daram. Pienemsim, ka parbaudes rezultata dozometrs nav tik8kgjis. Tas nozimé, ka
abas radioaktivas lodes atrodas starp vél neparbauditajam 8 lodém un no §tm 8 lodém
varam izveidot 28 lidzvertigus parus. Turklat mums vairs atlikusas tikai 5 parbaudes.
tas nozimé, ka p&c nakosas parbaudes atliks tikai 4. Tas, savukart, nozim¢, ka neviens
no skaitliem, kas raksturos grupas, kadas péc otras parbaudes pardalisies iesp&jamie
lozu pari, nedrikst parsniegt 2°=16. Spriezot Iidzigi ka ieprieks, priek§ otraja
parbaudes reiz€ parbaudama loZu skaita, ja iepriek§ dozometrs nav tikskejis, ieglistam
nakamaja tabula (tabula 4-2) att€loto ainu:

Lozu paru skaits grupas, ja dozometrs:

Parb. lozu skaits TikSk  Netiksk.

1 7 21>16

2 13 15

3 18>16 10

4 22>16 6
tabula 4-2

Tatad, ja més vél ceram kopuma iztikt ar 6 parbaudeém, tad Saja varianta otraja
parbaudé ir japarbauda 2 lodes. P&c otras parbaudes, pienemot, ka dozometrs nav
tikSkejis, bus atlikuSas 6 parbaudamas lodes un miisu riciba biis vél 4 parbaudes. Tas
nozimé, ka péc paru pardaliSanas kritiskais skaitlis biis 8, jo 2°=8. Atkal spriedisim
lidzigi ka ieprieks un centisimies izdomat, cik lozu jaizvélas 3. parbaudei, lai kopuma
iztiktu ar 6 parbaudém. No 6 lodém var izveidot 15 dazadus lozu parus. Situacija,
kada rodas p&c tresas parbaudes, redzama tabula (tabula 4-3):
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Lozu paru skaits grupas, ja dozometrs:

Parb. loZzu skaits TikS8k  Netiksk.
1 5 10>8
2 10>8 6
3 12>8 3
4 14>8 1

tabula 4-3

viegli redz&t, lai ka arT més necenstos ceturtajai parbaudei atrast pieméerotu
parbaudamo lozu skaitu, tas neizdosies. Tatad esam pieradijusi, ka ar 6 parbaudém
nevar garant€ti atrast 2 radioaktivas lodes starp 11 p&c argja izskata vienadam lodém.
®

Uzdevums 4-12

Dotas 19 lodes, no kuram 2 ir radioaktivas. Par jebkuru loZu komplektu ar vienu
parbaudi var noskaidrot, vai taja atrodas kaut vai viena radioaktiva lode (bet nevar
uzzinat, cik to ir). Pieradit, ka mazak neka ar 8 parbaudem nevar garantéet abu
radioaktivo loZu atraSanu, bet ar 8 parbaudem tas vienmer var atrast.

[ ]

Saja uzdevuma izmantojamie spriedumi ir pilnigi analogi iepriek3gja uzdevuma
(Uzdevums 4-11) izmantotajiem, tad€l tos Seit vélreiz neatkartosim. (izmantojams ari
attéls 4-2). ®

r

Starp 8 lodém ir 2 RA
PARB.: 8 pargjas

PARB.: 2 lodes

starp 8 ir 1 RA ar vél 2 parb. atrod abas - Starp 6 lodém ir 2 RA
- starp 3 lodem PARB.: 6 paréjas B
PARB.: 4 lodes PARB.: 2 lodes
KOPA.: 4 parb.
< Ny T ~ < Vr
=z
starp §Tm 4 starp otram 4 starp 6 ir RAir abas parb. starp 4 lodém
ir 1 RA lode ir 1 RA lode 1RA lodes x . F— ir2RA
= PARB.: 4 paréjas
Parbauda otras
PARB.: 2 lodes grupas 2 lodes PARB.: 3 lodes KOPA: 3 parb. PARB.: 1 lodi
< 1« A W 1 < ¢
£ < 4 < »
starp §Tm 3ir 1 starp otram 3 starp §Tm RA
starp §Tm 2 starp otram 2 starp §Tm 2 starp otram 2 RA lode ir 1 RA lode lozu nav . .
. . . tarp 4 tarp 3ir 1 RA tarp 3ir 2 RA
ir 1 RA ir 1 RA ir 1 RA i1 RA arvel 3 parb. ar vel 3 parb. e RA i abas T2 parb, ST 2 parb,
lode lode lode lode atrod abas atrod abas parb. atrod abas atrod abas
. o . o I R PARB.: N
PARB.: PARB.: PARB. PARB.: KOPA: 7 parb. KOPA: 7 parb. 2lodes | | KOPA:6 parb. KOPA: 6 parb. KOPA.: 6 parb.
1 lodi 1 lodi 1 lodi 1 lodi
< Nr
2 = N Ny / \
Y
~ - A RA ir starp §im RA ir starp otram
divam lodém divam lodém
RAir RAir RAir RAir
otra otra otra otra PARB.: 1 lodi PARB.: 1 lodi
KOPA: KOPA: KOPA: KOPA: < r < Yr
RAir 7 parb. RAir 7 parb. RAir 7 parb. RAir 7 parb.
otra otra otra otra RA ir 1 RA ir otra RAir 1 RA ir otra
KOPA: KOPA: KOPA: KOPA: < N , -
7 parb 7 parb. 7 parb. 7 parb. KOPA: KOPA: KOPA: KOPA:
: : : . 7 parb. 7 parb. 7 parb. 7 parb.

atteéls 4-2
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5. NODALA

UZDEVUMI, KUROS PRASITS IEGUT INFORMACIJU
PAR ATSKIRIGIEM OBJEKTIEM, NEVIS TOS ATRAST

Saja nodala paskatisimies, ka izmantojot visparigus faktus, varam noskaidrot veselu
pétamo objektu kopu ipasibas, to skaitu un pat paméginasim sastadit “biznesa planu”.

Uzdevums 5-1

DaZi no 20 péc aréja izskata metala kluciSiem ir aluminija, bet citi - duraluminija
(ti. nedaudz smagaki). Ka ar ne vairak ka 11 sverSanam uz sviru svariem bez
atsvariem noteikt aluminija kluciSu skaitu? ( Tiek pienemts, ka visi klucisi var biit
no aluminija, bet visi nevar bit no duraluminija.)

[ ]

Pirmaja svérSana uz svaru kausiem noliksim pa vienam klucitim. Pastav divas
iespéjas:

10 viens kauss nosveras uz leju. Tas nozimé&, ka viens no svértajiem kluciSiem ir
smagaks - tatad duraluminija, bet otrs - vieglaks - aluminija. Tad otraja svér$ana uz
viena svaru kausa lieckam Sos abus kluciSus (turpmak sauksim So pari par etalonpoari),
bet uz otra svaru kausa p&c kartas liksim pa pariem sadalitus atlikusos 18 klucisus (ka
Sie 18 klucisi paros tiek sadaliti, nav svarigi). Ja kads paris parsver etalonpari, tad tas
nozimé, ka §1 para abi klucisi ir duraluminija; ja nosveras kauss ar etalonpari, tad kltst
skaidrs, ka uz otra kausa atrodas klucisi no aluminija. ja gadijuma svaru kausi nostajas
lidzsvara, tad tas nozimé, ka ar etalonpari ir salidzinati divu tipu klucisi. tada veida
Saja gadijuma duraluminija kluciSu skaitu mes varam noteikt ar 10 svérSanam,;

2) pirmaja sverSanas reiz€ iestajas lidzsvars. Tada gadijuma abi klucisi ir viena tipa:
abi vai nu ir aluminija, vai duraluminija. tad abus Sos kluciSus liekam uz svaru viena
kausa, bet uz otra kausa, Iidzigi ka pirmaja gadijuma, vienu kluciSu pari no 18
atlikuSajiem kluciSiem. Pienemsim, ka pirmie k no Siem pariem izradijas péc svara
vienadi ar pirmas sve€rSanas laika svertajiem kluciSiem, bet (k+1)-ais paris ir ar citu
svaru (ja k=9, tad tas nozimé, ka visiem kluciSiem ir vienads svars, tatad tie ir no
aluminija; gadijums k=0 ne ar ko neatskiras no vispariga gadijuma). Noteiktibas labad
pienemsim, ka (k+1)-ais paris izradijies smagaks par pirmajiem diviem kluciSiem
(spriedumi daudz nemainitos, ja pienemtu, ka (k+1)-ais paris biitu izradijies vieglaks).
Tada gadijuma pirmie divi klucis$i, un tatad arT pirmo k paru klucisi, noteikti ir no
aluminija. Uz doto bridi pagaidam esam veikuSi 1+(k+1)=k+2 sve€rSanas un esam
noskaidrojusi, ka k+1 aluminija kluciSu pari. Tagad uz svaru kausiem noliksim pa
klucitim no p&dgja nosverta para ( (k+3)- a sveérSana). Ja izradisies, ka abi sver
vienadi, tad tiem ir jablit no duraluminija; pret§ja gadijuma viens n viniem ir no
aluminija, bet otrs - no duraluminija. Abos gadijumos més péc k+3 sve€rSanam varam
uzradit tadu kluciSu pari, no kuriem viens ir aluminija, bet otrs ir duraluminija
klucttis. Ar §1 para palidzibu més 8-k svérSanam noteiksim duraluminija kluciSu skaitu
péc jau pirmaja gadijuma aprakstitas metodes. Kopg&jais sverSanu skaits otraja
gadijuma ir vienads ar k+3+(8-k)=11. ®
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Uzdevums 5-2

Dotas 1000 moneéetas, no kuram 0, 1 vai 2 ir viltotas. Zinams, ka viltotajam monétam
ir vienada masa, kas ir atSkiriga no isto monétu masas. Vai ar 3 sverSanam uz sviru
svariem bez atsvariem pietiek, lai noskaidrotu: vai ir viltotas monétas un vai tas ir
vieglakas vai smagakas par istajam? Viltoto monetu skaitu noteikt nevajag.

[ J

Sadalisim visas monétas 4 dalas pa 250 katra. Apzimésim S§is dalas ar burtiem A, B,
C,D.

Pirmaja sveérSana nosversim A un B. Vispirms pienemsim ka A=B. Tas nozimg, ka vai
nu $ajas dalas viltoto mon&tu nav vispar, vai art katra no tam atrodas pa vienai viltotai
mongtai. Tapéc otras sverSanas reiz€ salidzinasim B ar C.

Ja B=C, tad klust skaidrs, ka grupas A, B un C viltoto mon&tu nav un ar treSo
sversanu salidzinam C ar D. Ja arT Soreiz svari nostajas lidzsvara, tad tas nozimé, ka
viltot mon&tu vispar nav. Ja svari nosveras, tad skaidrs, ka viltotdas mon&tas (vai
mongéta) atrodas grupa D un tas (ta) ir smagakas (a), ja kauss, uz kura atradas grupa D,
nosvéras uz leju; pretéja gadijuma viltotas (-a) monétas (-a) ir vieglakas (-a) par
pargjam;

Ja B # C, tad tas nozimé, ka grupas A un B ir vai nu pa vienai viltotai monétai katra,
vai arT grupa C ir vismaz viena viltota monéta. lai to noskaidrotu, sadalisim grupu A
Uz pusém un ar treSo svérSanu salidzinasim abas §1s grupas A dalas sava starpa. Ja
svari paliks Iidzsvara, tad tas nozimé, ka viltota monéta (vai viltotas monétas) atrodas
kopa C. STs mongétas tipu tas, kada virziena otraja svérsanas reizé parvietojas kauss, Uz
kura tika uzliktas grupas C mong€tas: ja tas nosvéras uz leju, tad viltota monéta ir
smagaka par 1sto monétu, bet, ja otras svérSanas laika tas pac€las uz augsu, tad viltota
monéta ir vieglaka par isto. Savukart, ja treSas svérSanas rezultata svari nesaglaba
lidzsvara stavokli, tad skaidrs, ka grupas A un B ir pa vienai viltotai monétai. Viltotas
mongétas tipu $aja gadijuma noteiksim atkariba no ta, kada stavoklt atradas svaru kauss
ar grupas B monétam péc otras sveérSanas: ja Sis kauss nosveéras uz leju, tad viltota
monéta ir smagaka par Tsto, bet, ja pac€las uz augsu, tad viltota monéta ir vieglak apar
1sto monetu.

Citi svérSanu rezultati ir reducg€jami uz Siem diviem gadijumiem, tapéc tos tuvak
neapskatisim. ®

Uzdevums 5-3

Starp 102 moneétam 2 ir viltotas - no istajam tas atSkiras pec svara. Zinams, ka visas
istas monétas sver vienadi, tapat ka abas viltotdas. Ar trim svérSanam uz sviras
svariem bez atsvariem noskaidrojiet, kas smagaks - ista vai viltotd monéta?

[

Izveidosim tris monétu kaudzites pa 34 monétam katra un salidzinasim pirmas un
otras kaudzites svaru, bet péc tam otras un tresas kaudzites svaru. Skaidrs, ka tie visi
nevar but vienadi. Pienemsim, ka pirmaja svérSana kaudziSu svars ir atSkirigs, bet
otraja vienads un noteiktibas labad uzskatisim, ka pirma kaudzite ir smagaka. Tad vai
nu otraja un tre$aja visas mongétas ir istas un viltota monéta ir smagaka par isto, vai ar1
abas Sajas kaudziteés atrodas pa vienai viltotai monétai un ta ir vieglaka par isto
monetu.
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Atliek noskaidrot, vai treSaja kaudzité ir viltota monéta, ko var izdarit sadalot to uz
pus€m un salidzinot So pusu svarus (katra pa 17 monétam). Citi gadijumi tiek aplikoti
analogi. ®

Uzdevums 5-4

Dota 101 moneéta. No tam 100 ir vienadas istas un viena - viltota, kas no istajam
atskiras ar masu. Janoskaidro, vai ta ir smagaka vai vieglaka par istajam monétam.
Ka to izdarit ar sviras svaru bez atsvariem palidzibu, lietojot svarus tikai 2 reizes?

[

Vienu monétu atliek mala, bet atlikusas 100 monétas sadala kaudzités pa 50 un uzliek
kaudzites katru uz sava svaru kausa.

Ja svari Iidzsvara, tad mala atlikta mon¢ta ir viltota un ar nakoso svérsanu, salidzinot
atlikto mon&tu ar kadu no tam, kas atradas uz svariem pirmaja svér$ana, nosakam -
vai viltota monéta ir vieglaka vai smagaka par 1sto.

Ja pirmaja svérSanas reiz€ svari nav lidzsvara, tad rikojas sekojosi: nonem no svaru
kausa smagako kaudziti, bet uz svariem atliku§as monétas sadala divas kaudzités pa
25 moné&tam katra un salidzina otraja sverSana. ja svari lidzsvara, tad viltotas mongétas
starp §STm 50 nav, t.i. ta atrodas starp mala noliktajam 50 moné&tam un turklat ta ir
smagaka par stajam. Pretgja gadijuma - ja otraja svérSana svari atkal nav lidzsvara,
tad viltota monéta ir vieglaka par isto un atrodas uz ta svaru kausa, kas otraja
sverSanas reiz€ pacélas uz augsu. ®

Uzdevums 5-5

Dotas 2000 monétas, no kuram divas ir viltotas: viena - vieglaka, bet otra - smagaka
par isto monétu. Ka ar 4 sverSanu uz sviras svariem bez atsvariem palidzibu
noskaidrot, kas smagaks - abu viltoto monétu kopéjais svars vai divu isto monétu
svars, vai art Sadu paru svars ir viendads?

[
Sadalisim monétas 4 grupas pa 500 monétam un ar A1, Az, Az un As apzimesim $o
mongtu summaro svaru $ajas grupas. Pietiekami apskatit 3 gadijumus.

1) A=Az, As=A4. Tad abas viltotas monétas atrodas viena grupa un to summarais
svars vienads ar divu Tsto mon€tu summaro svaru. Saja gadijuma pietiek ar divam
sverSanam;

2) A1=A2, A3>A4. tad abas viltotas monétas atrodas starp tre$as un ceturtas grupas
monétam. Viena grupa apvienojot pirmas un otras grupas monétas un otra grupa
apvienojot tre$as un ceturtds grupas monétas, salidzina jaunizveidoto grupu monétu
summaro svaru. Tadgjadi ieglistam atbildi uz uzdevuma jautajumu: ja svari atkal biis
lidzsvara, tad divu 1sto un divu viltoto mon&tu summarais svars ir vienads, ja svari nav
lidzsvara, tad atkariba no ta, kurs svaru kauss parsvéries, pateiksim atbildi;
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3) Ar>Az, As>As. Saja gadijuma pastav divas iesp&jas: vai nu smagaka moncta
atrodas pirmaja grupa, bet vieglaka - ceturtaja, vai ari smagaka atrodas treSaja un
vieglaka - otraja grupa.

Salidzinot A1 ar A4, uzzinasim, kura no iesp&jam realizgjas patiesiba: ja Al = A4, tad
smagaka mongéta ir grupa As, bet vieglaka - Az; ja A1>A4, tad smagaka mongéta atrodas
grupa Ai, bet vieglaka - grupa As4. P&c tam, salidzinot Ai1+As ar Ax+Agz, ieglisim
atbildi uz uzdevuma jautajumu. Saja gadijuma vajag izpildit 4 svérSanas. ®

Uzdevums 5-6

Dotas 8 monétas, no kuram 2 ir viltotas: viena vieglaka, bet otra - smagaka par isto
monetu. Vai ar 3 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem var noskaidrot, kas
smagaks - 3 viltotas monetas vai 2 istds, vai art Sadu paru svars ir viendads?

[

Apzimésim dotas monétas ar burtiem A, B,C, D, E, F, G, H. Faktu, ka monéta X ir
smagaka par mon&tu Y, pierakstisim $adi: X>Y. Ja sveramajam mon&tam (moné&tu
grupam) svars biis vienads, to pierakstisim X=Y.

Veiksim tr1s sekojoSas sverSanas, grup&jot monétas pa pariem:
AB CD salidzinasim ar EF GH
AB EF salidzinasim ar CD GH
ABGH salidzinasim ar CD EF.

*) Ja kaut viend no sverSanam iestdjas Iidzsvars, tad tas nozimé, ka divas Tstas
mongétas sver vienadi ar divam viltotajam.

*) Ja lidzsvars neiestajas neviena sveérSanas reize€, tad iesp&ami divi principiali
atSkirigi gadijumi:

A gadijums

ABCD > EFGH
ABEF > CD GH
ABGH > CDEF
(viens paris - $ai gadijuma AB - vienmér ir uz smagaka svaru kausa)

B gadijums

AB CD > EF GH
AB EF > CD GH
ABGH < CDEF
(katrs paris gan “uzvar”, gan “zaudge”).

A gadijuma vai nu abas viltotas monétas atrodas pari AB, vai ar1 part AB atrodas tikai
smagaka no viltotajam monétam, taCu neatkarigi no ta, kur§ variants ir patiess (jo
viltoto mon€tu atrasana nav prasita), skaidrs, ka abas viltotas monétas kopa sver
vairak par divam 1stajam monétam.
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B gadijuma vispirms atzimésim, ka abu viltoto monétu kopgjais svars nevar biit
vienads ar divu 1sto moné&tu kop&jo svaru. Tiesam, katras divas moné&tas vismaz viena
no misu apliikotajam 3 svérSanam nonak kopa uz viena svaru kausa, un tad svariem
bitu jabiit lidzsvara.

Pienemsim, ka viltotas monétas kopa sver vairak par divam 1stajam. Katrai iesp€jai (A
- smagaka, B - vieglaka; A - smagaka, C - vieglaka, utt.) viegli atrast vienu vai divas
no izdaritajam sveérSanam, kuras (vai kuru kopa nemti) rezultats (rezultati) ir pretruna
ar So pien€émumu.

Tatad B gadijuma viltotas monétas kopa sver mazak par 2 istajam.

Citi sveérSanu rezultati ir reduc€jami uz jau aplikotajiem gadijumiem, tapéc tos Seit
neaplikosim. ®

Uzdevums 5-7

Spriditim ir 8 daZadi zelta gabali un sviras svari bez atsvariem. Spriditis grib
noskaidrot, vai taisniba, ka jebkuri divi zelta gabali kopa ir smagaki par jebkuru
atseviSki nemtu treSo. Ka vins to var izdarit, izmantojot 13 sverSanas?

[ ]

Actmredzot Spriditim pietiek noskaidrot, vai abi vieglakie zelta gabali kopa ir
smagaki par vissmagako.

Vispirms Spriditis sadala zelta gabalus pa pariem un salidzina katra part ietilpstoSos
zelta gabalus sava starpa. tiek paterétas 4 sverSanas.

No tiem 4 zelta gabaliem, kas savos paros izradijusies smagakie, Spriditis, rikojoties
ta, ka aprakstits 1.1 punkta, ar 3 svérSanam atrod smagiko zelta gabalu. Sis zelta
gabals ir arT smagakais no visiem astoniem.

Tos zelta gabalus, kas savos paros izradijuSies vieglakie, apvienojam pa pariem un
katra jaunaja pari atrodam vieglako; péc tam atrodam vieglako no $adi atrastajiem
diviem zelta gabaliem. Tas ir arT vieglakais zelta gabals no visiem astoniem. Ta
atraSanai patérétas v€l 3 sveérSanas; Apzimesim So zelta gabalu ar V.

Lidz8in€ja procesa V salidzinats ar trim citiem zelta gabaliem; Apzimésim tos ar A, B,
C. Katrs cits zelta gabals, iznemot A, B, C, IidzSingjas sveérSanas izradijies smagaks
par veél kadu citu zelta gabalu bez V, tatad nevar biit otrs vieglakais. Tapéc otrs
vieglakais zelta gabals ir vieglakais no A, B un C; to varam atrast ar 2 svérSanam.

Gan smagakais, gan abi vieglakie zelta gabali ir atrasti un kopa paterétas 4+3+3+2=12
sversanas. Ar 13. svérSanu Spriditis noskaidro, vai abi vieglakie zelta gabali kopa ir
smagaki par pasSu smagako no visiem zelta gabaliem un tadgjadi uzdevums ir
atrisinats. &

Uzdevums 5-8

Dotas n (n>2) péc aréja skata vienadas monétas, kuru masas visas ir daZadas, un
sviras svari bez atsvariem. Janis norada Peterim uz divam monétam. Ka Peteris ar
2n-4 sverSanam var noskaidrot, vai abas Jana noraditas monetas atrastos blakus, ja
visas moneétas tiktu izvietotas virkné masu pieaugSanas seciba?
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Pé&teris salidzina katru no Jana noraditajam moné&tam ar katru no tam n-2, uz kuram
Janis nav noradijis. Ja pirma Jana noradita mongta ir vieglaka par tie$i tam pasam
“pargjam” monétam, par kuram vieglaka otra Jana noradita monéta , tad tas virkné
atrastos blakus, pret€ja gadijuma - né.

Komentars. Var pieradit, ka 2n-4 ir mazakais iesp&jamais sv€rSanu skaits minéta
jautajuma noskaidros$anai. Visi mums zinamie pieradijumi ir loti gari un sarezgiti. ®

Uzdevums 5-9

Miisu rictba ir 37 dargakmeni, tieSi 1 no kuriem ir radioaktivs, bet mes nezinam -
kur$. Katru ne radioaktivu dargakmeni var pardot par 1 dalderi. Ar vienu parbaudi
par jebkuru dargakmenu kaudziti var uzzinat, vai taja ir vai nav radioaktivais
dargakmens, bet ja tads ir, tad visi parbauditas kaudzites dargakmeni klust
radioaktivi. Bez tam viena parbaude art izmaksa 1 dalderi. Piedavat pardoSanai
radioaktivos dargakmenus nedrikst. Izstradajiet modeli, kas lauj mums nopelnit
vismaz 28 dalderus.

[

Sadalam dargakmenus 8 kaudzités: 37=8+7+6+5+4+3+2+2. Parbaudam 1., 2., ..., 7.
kaudziti, kam&r atrodam radioaktivu (ja vispar atrodam). Ja i-taja parbaud€ atrodam
radioaktivu kaudziti, tad esam izteréjusi 1 dalderus un nevaram pardot Saja kaudzite
esosos 9-1 dargakmenus; tatad, pardodot visus pargjos, pelna bus [37-(9-1)]-i = 28
dalderi.

Ja 7 kaudzites radioaktivu dargakmenu nav, pardodam tas. Tira pelna biis 35-7=28
dalderi. ®

Uzdevums 5-10

Kvadrats sastav no nxn ritinam. Katra riatina ierakstits naturals skaitlis. Visi
ierakstitie skaitli ir daZadi. Bez tam zinams, ka katra kolonna skaitli pieaug no
augSas uz leju un katra rindinda - no kreisas uz labo pusi. Ar vienu jautajumu par
jebkuru riitinu mes varam uzzinat, kads skaitlis taja ierakstits. Kads ir mazakais
Jjautajumu skaits, ar kuru garantéti var uzzinat, vai tabula ierakstits skaitlis M?

[

Lai noskaidrotu, vai tabula ir vai nav ierakstits skaitlis M, rikojamies sekojosi:
vispirms pajautasim par to, kads skaitlis ierakstits misu kvadrata apakseja kreisaja
rutina. Ja nosauktais skaitlis biis M, tad uzdevumu jau biisim atrisindjusi. ja nosauktais
skaitlis nav M, tad talak jarikojas atkariba no ta, vai skaitlis, ko mums nosauca, ir
lielaks vai mazaks par M. Ja nosauktais skaitlis ir lielaks par M, tad, ta ka skaitli
pieaug no augSas uz leju un no kreisas uz labo pusi, mums jajautd par skaitli, kas
atrodas vienu riitinu virs jau aptaujatas riitinas. Ja nosauktais skaitlis ir mazaks par M,
tad mums “jadodas” skaitlu pieaugSanas virziena, t.i. pa labi no jau aptaujatas ritinas.
Ta turpinam darit, 1idz atrodam skaitli M, vai ar1 atrodamies kvadrata labaja augs$¢ja
stirT un, ja tur ierakstitais skaitlis nav M, esam spiesti konstatét, ka skaitla M starp
tabula ierakstitajiem vispar nav. Sim procesam vajadzés ne vairak ka 2n-1 jautajumus.
Risinajuma shematiska gaita attélota zemak redzamaja att¢la (att€ls 5-1 a).
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Tagad pieradisim, ka ar mazak ka ar 2n-1 jautajumiem nevar garantti pateikt, vai
skaitlis M ir vai nav starp tabula ierakstitajiem. Pienemsim, ka “no absoluti droSiem
avotiem” mums kluvis zinams, ka skaitlis M noteikti nav starp skaitliem, kas
neatrodas uz iezimétas diagonales (attéls 5-1 b). Turklat mums tapis zinams, ka visi
skaitli, kas atrodas pa kreisi no diagonales, ir mazaki par M, bet tie skaitli, kas
ierakstiti pa labi no tas, ir lielaki par M. Pienemsim, ka vienmer, kad m€s jautajam par
tumsak iezim&tajam riitindm, mums atbild, ka tur ierakstitais skaitlis ir mazaks par M,
bet, ja m€s interes§jamies par gaiSak iezimé&to rutinu skaitliem, tad mums vienmer
atbild, ka tur ierakstitais skaitlis ir lielaks par M. Atzim&sim, ka $ads pienémums nav
pretrund ar uzdevuma noteikumiem. Turklat nav gruti saprast, ka tad, ja kaut viena ni
§im 2n-1 ritindm paliek neaptaujata, meés nekadi nevaram pateikt, vai tur ierakstitais
skaitlis ir vai nav vienads ar M. Tatad, lai veiktu uzdevuma prasito, launakaja
gadijuma mums jarekinas ar 2n-1 jautajumu. ®

h
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6. NODALA

KURA TIEK STASTITS PAR NAUDAS MAISIEM ...

Lidz $im esam sastapusSies ar uzdevumiem, kuros katra monéta bija parstaveta viena
eksemplara. Saja nodala apskatitajos uzdevumos situacija bis citada. Ka galvenais
ierocis tiks izmantotas dazadas pozicionalas skaitiSanas sistémas.

Visos uzdevumos uzskatam, ka katra tipa mongétas ir pieejamas neierobezota skaita.

Uzdevums 6-1

Doti 10 maisi ar monétam. Viens no tiem pilns ar viltotam moneéetam, kuras ir par 1g
vieglakas neka istas. Ar vienu sverSanu uz sviras svariem ar bultinu, kas rada uz
svaru kausiem uzlikto masu starpibu, nosakiet viltoto maisu.
[
Sadalisim maisus 2 grupas pa 5 maisiem katra un katra grupa sanumur@sim maisus ar
skaitliem no 1 lidz 5. Tad no katras grupas maisa panemsim tik monétas, cik liels ir
attiecigd maisa numurs, un uzliksim $adi atlasitas katras grupas monétas uz svariem
(katras grupas monétas uz sava svaru kausa). Viens kauss noteikti bus vieglaks.
Pienemsim, ka tas ir kreisais kauss. Tas nozimé, ka vismaz viena viltota monéta
atrodas uz kreisa kausa To, kura maisa precizi atrodas viltotas monétas, paradis svaru
bultina: ja svaru starpiba starp kausiem ir 1g, tas nozimé, ka viltoto mon&tu maiss ir ar
numuru 1 un atrodas taja grupa, no kuras nemtas monétas prieks kreisa svaru kausa.
Ja svaru starpiba starp kausiem ir 2g, tad viltotas mongétas ir maisa ar uzrakstu 2, utt.
®

Uzdevums 6-2

Doti 11 maisi ar monéetam un svari ar diviem kausiem un bultinu, kas parada, uz
kura no kausiem svars ir lielaks un par cik. Zinams, ka viend maisa visas monétas
ir viltotas, bet visos pareéjos - istas. Visam istajam monétam ir vienada masa. Visam
viltotajam monétam masa ari ir viendda, bet cita. Ar kadu mazako sverSanu skaitu
pietiek, lai noskaidrotu, kura maisa ir viltotas monetas?

[ ]

Paradisim, ka ar 3 svérSanam atrast viltoto monétu maisu.

Maisus sanumurésim ar skaitliem no 1 Iidz 11. No katra maisa panemsim pa vienai
monétai un visas uzliksim uz viena svaru kausa, otru kasu atstajot brivu. Ta més
uzzinasim uz svaru kausa uzlikto monétu kop&jo masu. Svaru uzraditais skaitlis ir
pierakstams $adi:

1la+d=A, (1)

kur d - starpiba starp 1sto un viltot monétu, bet a - 1stas moné&tas masa. Patreiz esam
veikusi vienu sveérSanu.

Otrajai sv@rSanai monétas izveél€simies péc principa: no pirma maisa nemsim vienu
monétu, no otra - divas, no tre$a - tris, utt., no maisa ar numuru 11 pemsim 11
monétas un l1dzigi ka iepriek$&ja svérSana, noskaidrosim §adi izvéletas monétu kopas
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kop&jo masu. So skaitli apzimg&jot ar B un ievérojot, ka kopa pavisam esam panémusi
66 mongtas, iegiito rezultatu varam pierakstit sekojosi:

66a+kd=B, (2)

kur K - no viltoto mon&tu maisa panemto monétu skaits (un ari viltoto mon&tu maisa
numurs).
No otras puses, ieveérojot vienadibu (1), varam rakstit, ka

66a + 6d = 6A. (3)
Atnemot no vienadibas (2) vienadibu (3), ieglistam
(k-6)d = B- 6A. (4)

TreSajai sveérSanas reizei monétas izvélésimies $adi: no pirma maisa nemsim vienu
moné&tu, no otrd maisa - 2°=4 monétas, no tre$a maisa - 3°=9 mongtas, utt. no 11
maisa nemsim 11?=121 moné&tu (pavisam kopa 506 monétas). Tad, spriezot lidzigi ka
pec otras sveérSanas, iegiisim sakaribas

506a+ ki =C (5)
506a + 46d = 46A, (6)

no kurienes ieglistam
(k*-46)d - C-46A. (7)

Aplikojot viena vienadojumu sist€éma vienadibas (4) un (7), varam noteikt k (un art

d).

Vel atlicis paradit, ka ar divam svérSanam viltota maisa atraSanai nepietiek.
Pienemsim, ka pirmajai svérSanai esam izvélgjusies monétas pec likuma: ny, ny, ..., Nk
un svari radijusi kaut kadu noteiktu skaitli A. Tapat pienemsim, ka otrajai svérSanai
mongtas izvéletas pec kaut kada likuma mz, my, ..., Mk un svaru uzradita sadi izveéletu
monétu kop&ja masa ir bijusi B.

Tad varam izveidot sekojosu vienadojumu sistému:

(n,+..n)a+nd=A
(m +..+m)+md =B

kur a - 1stas moné&tas masa, bet nj Un M; - no nezinama (i-ta) viltoto mon&tu maisa
panemto monétu skaits, kur 1 nav zinams.

Ja ar divam svérSanam viennozimigi varétu noteikt viltoto monétu maisu, tad Sai
sistémai biitu jacksisté atrisinajuma pie viena vieniga i. Tas nozimé, ka ar citam i
vertibam sist€émai vai nu nav atrisindjuma, vai ar1 to ir vairaki. Tas nozimé, ka Sai
vienadojumu sist€émai atbilstoSajam sistémas determinantam biitu jabit vienadam ar
nulli, iznpemot vienu vienigu i veértibu, t.i.
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noene o m| o
m +..+m, m

pie visiem i, iznemot vienu (pienemsim, k-to).
Tas iesp&jams tikai tad, ja rindinas ir proporcionalas, t.i.

(N1+...+n) = o (M1+..+mi)  (1%)
N1 =o My, N2 =amz, .., Nk1=0oMk1 (2%)

Saskaitot visas k-1 (2*) vienadibas un atnemot no (1¥), ieglistam, ka arT nk = o M,

kas nozimg, ka arT $is viens atlikusais panemtais paris ir proporcionals. Lidz ar to ar
divam svérSanam nevar pietikt. &

Uzdevums 6-3

Doti N maisi un katra no tiem ir pietieckams moneéetu daudzums. Visos maisos,
iznemot vienu, atrodas “normalas” monétas, bet viend maisa visas monétas ir
viltotas. Zinams, ka viltotas monétas svars ir par 1 g mazaks ka istas monétas svars.
Ar 1 sverSanu uz sviru svariem ar atsvariem palidzibu janoskaidro, kurs ir maiss ar
viltotajam monéetam.

[ ]

Sanumurésim visus maisus ar skaitliem no 1 Iidz N un no katra maisa panemsim tik
mongétas, cik liels ir atbilsto$a maisa numurs. Visu $o mon&tu kop&ja masa lidz tadam
pat patieso mon&tu svaram biis nepietickama tieSi par tadu skaitu gramu, kads ir ta
maisa numurs, kura atrodas viltotas monétas. &®

Uzdevums 6-4

Ir doti 10 maisi. DaZi no tiem pilniba pieberti ar viltotam monétam, bet visas parejas
monétas ir istas. Viltota monéta ir par 1g vieglaka neka ista. Par vienu maisu
precizi zinams, ka tur monétas ir istas. Ar vienu sverSanu uz sviras svariem ar
bultinu nosakiet visus viltotos maisus.

[

Sanumurésim maisus ar skaitliem no 0 Iidz 9. Monétas uz svariem liksim péc Sada
likuma: uz kreisa kausa vienu 1sto moné&tu, uz laba kausa vienu moné&tu no 0-ta maisa;
uz kreisa kausa 10 1stas monétas, bet uz laba - 10 no maisa ar numuru viens, utt., lidz
uz kreisa kausa biis jauzliek 10° Tstas mongtas, bet uz laba - 10° mon&tas no maisa ar
numuru 9.

P&c tam svari paradis par cik gramiem uz svariem uzlikto monétu kop€a masas
atskiras no masas, kada bitu, ja ar uz laba kausa biitu uzliktas tikai Tstas monétas. Sis
raditajs bis desmitciparu skaitlis, kas sastav no 0 un 1. Tas Skiras, kuras atradisies 1,
ar1 paradis viltot mon&tu maisus. &
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Uzdevums 6-5

Ir N zeltkali. DaZi no tiem izgatavo tikai viltotas monétas, daZi - tikai istas. Viltotas
moneétas svars ir atSkirigs no istd monétas svara. Visas viltotas monétas sver
vienadi, visas istas - ari. Ir doti svari ar pilnu atsvaru komplektu un viena garantéti
ista moneta. No katra zeltkala var panemt cik patik daudz monéetu. Ka ar 3 sverSanu
palidzibu noskaidrot visus naudas viltotajus? (Monétu svarus izsaka vesels skaits
gramu).

[ J

Rikojamies sekojosi: pirmajai sverSanai no katra zeltkala panemam pa vienai monétai.
Pienemsim, ka no i-ta zeltkala panemtas mon&tas masa ir mj. Tad pirmas sverSanas
rezultatu varam pierakstit sekojoSi: mi+mo+...+mn=S, kur S ir visu panemto N
monétu kop&ja masa.

Skaidrs, ka ne Tstas, ne ar1 viltotas monétas nesver vairak par S. Otras svérSanas reizé
mongétas izvelamies péc sekojosa principa: no pirma zeltkala panemam 1 monétu, no
otra zeltkala panemam (S+1) monétu, no tresa (S+1)?, utt., no N-ta zeltkala panemam
(S+1)N! mongtas. Nosveram visas $adi izvélétas mondtas. legitais rezultats
pierakstams forma R=mi+my(S+1)+ms(S+1)%+...+mn(S+1)N1. Pierakstot skaitli R
pozicionalaja skaitiSanas sistéma ar bazi (S+1), iegustam skaitli, kura pieraksta ka
koeficienti bus divi atSkirigi cipari. Viens no tiem noradis, ka zeltkalis, kura numurs ir
par viens lielaks neka kapinatajs pie attiecigas (S+1) pakapes, ir kalis Tstas mongtas,
bet otrs koeficients noradis uz zeltkalu numuriem, kuri sodami par blédiSanos. Lai
noskaidrotu, kur§ koeficients u kuru zeltkalu tipu norada, tresas svérSanas rezultata
salidzinasim garant€ti 1sto monétu ar vienalga kura zeltkala raZzotu monétu (Soreiz
atsvarus neizmantojam). Pienemsim, ka svari nostasies lidzsvara. Tad skaidrs, ka Sis
zeltkalis un visi citi zeltkali, kurus raksturojoSais koeficients ir tads pats ka
“etalonmeistaram”, raZo istas monétas, bet pargjie ir blezi. ®

Uzdevums 6-6

Doti N maisi ar monétam. Starp Siem N maisiem ir daZi (nav zinams - cik) tadi,
kuros ir smagakas monétas, un daZi (tapat nav zinams - cik), kuros ir vieglakas
monétas par istajam. Smaga monéta ir 1g smagaka par isto, bet viegla - 1g vieglaka
par isto monétu. Ar vienas sverSanas palidzibu uz sviras svariem ar atsvariem
janoskaidro, kuros maisos ir normalas, kuros - vieglakas un kuros - smagakas
moneétas. Viena maisa atrodas viena svara monétas un ir zinams normalas monetas
svars, kas izsakams ar veselu skaitu gramu.

[

Apzimé&sim normalas monétas svaru ar n. Tad vieglako monétu svars ir n-1 g, bet
smagako, attiecigi n+1 g. Sanumur&sim maisus ar skaitliem no 0 [idz N-1 un uz kreisa
svaru kausa saliksim monétas péc sekojoSa likuma: no 0-ta maisa uzliksim vienu
monétu, no maisa ar numuru 1 uz svariem uzliksim n+2 mongtas, no maisa ar numuru
divi uz svariem uzliksim (n+2)? mongtas utt. lidz no N-1 maisa uz svariem uzliksim
n+2)N! monétas. Tad ar atsvaru palidzibu nolidzsvarosim svarus (atsvaru kopgjo
masu apzimési ar V). Izsakot skaitli V skaitiSanas sisttma ar bazi n+2 un apskatot
iegiito rezultatu no labas uz kreiso pusi, noskaidrosim, kura maisa kada svara mongétas
atrodas: to paradis attiecigi skaitli n-1, n, n+1, kas $aja skaitiSanas sistéma ir cipari. &
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7. NODALA

KURA VESTA PAR TO, KA JAKER MELI

Medz teikt, ka meliem 1sas kajas. Lai arT §1 nodala ir saméra isa, taja ietvertie
uzdevumi ir visai pamacoSi. M@s redz€sim, ka attapigs cilvéks pat ar nepareiziem
svariem var panakt vélamo rezultatu, ka ar logiskiem spriedumiem var noskaidrot, vai
cilveks ir melojis vai né.

Uzdevums 7-1

Janis iedomajas skaitli no 1 lidz 16. Andris drikst vinam uzdot jautajumus, uzg
kuriem jaatbild ar “ja” vai “né”’.

a) Ka Andris var noskaidrot Jana iedomato skaitli, uzdodot 4 jautajumus, ja visas
Jana atbildes ir patiesas?

b) Ka Andris var noskaidrot iedomato skaitli, uzdodot 7 jautajumus, ja uz vienu
Jjautdjumu Janis drikst atbildet nepareizi (bet drikst ari uz visiem jautajumiem
atbildet pareizi)?

¢) Vai a) gadijuma Andris var noskaidrot iedomato skaitli, uzdodot tikai 3
jautajumus?

[ ]

a) ja iedomajas skaitli x no 1 lidz 16, tad x-1 ir no 0 lidz 15. Skaitli no 0 lidz 15
binaraja skaitiSanas sistéma ir pierakstami ar ¢etru ciparu palidzibu:

0 - 0000

1-0001

2-0010

3-0011

14 - 1110
15-1111.

Lidz ar to Andrim pietiek ar jautajumiem: “Vai skaitla x-1 pirmais (otrais, tresais
ceturtais) cipari ir 0?”;

b) pirmais Andra jautajums biis: “Vai skaitlis ir grupa 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8?”. Ja Janis
atbildés “né”, skaitlu virkné 1, ..., 16 zem pirmajiem 8 skaitliem pavilksim minusus; ja

(134241

Janis atbildés “ja”, minusus novietosim zem skaitliem no 9 lidz 16. Simetrijas péc

=%

varam uzskatit, ka Janis atbild “ja” un ieglisim situaciju:

Tatad minuss zem skaitla nozimé: “Janis apgalvo, ka tas nav iedomatais skaitlis”.

Otrais Andra jautajums bis “Vai skaitlis ir grupa 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12?” levérosim,
ka §1 grupa satur tiesi pusi no tiem skaitliem, zem kuriem pirmaja reiz€ pavilts minuss,
un tiesi pusi no tiem skaitliem, zem kuriem pirmaja reiz€ minuss nav pavilkts. Sadas

[139-%4d

simetrijas peéc varam uzskatit, ka Janis atkal atbild “ja”, un iegiit situaciju:

123456789 10 11 12 13

=
&
>
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Ieverosim, ka Janis par skaitliem 13, 14, 15, 16 jau divas reizes apgalvojis, ka tie nav
iedomatie. Ta ka Janis var samelot augstakais vienu reizi, tad neviens no Siem
skaitliem patieS$am nav iedomatais.

Tresais Andra jautajums bas: “Vai skaitlis ir grupa 1, 2, 5, 6, 7, 82” ST grupa satur
pusi no skaitliem bez minusiem un pusi no skaitliem ar vienu minusu. Sadas

=%

simetrijas p&c atkal varam pienemt, ka Janis atbild “ja” un iegiit situaciju:

1234567891011 12
Ka ieprieks, secinam, ka no talakas apliikoSanas izsledzami skaitli 9, 10, 11, 12.
Ceturtais Andra jautajums bis : “Vai skaitli ir grupa 1, 2?” Atkariba no ta, ko atbildes
Janis, ieglistam divus variantus”

b1)1 2345678

Tagad skaidrs, ka Janis jau ir melojis. Tapec talak ar 3 jautajumiem(tapat ka a)
varianta) skaitli atrodam no kopas {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8};

b2)1 2345678

Tatad iedomatais skaitlis ir 1 vai 2. To varam atrast, tris reizes p&c kartas uzdodot
jautajumu: “Vai skaitlis ir 1? “ Atbilde, kas tiks sanemta divas reizes, biis pareiza.

¢) pienemsim pret€jo, ka tas iesp&jams. Vismaz vienai atbildei “ja” vai “n&” uz pirmo
jautajumu atbilst vismaz puse iesp€ju, t.i. §1 atbilde tiks dota vismaz 8 gadijumos. Var
gadities, ka tiesi ST atbilde tiek sanemta. Tatad var gadities, ka p&c pirma jautajuma
Andrim palikusas vismaz 8 lidzvertigas hipotézes. Lidzigi konstaté, ka péc otras
atbildes sanemsanas var palikt vismaz 4 lidzvertigas hipot€zes, bet pec tresas atbildes
- vismaz divas lidzvertigas hipotézes. Starp tam izSkirties neklidigi nav iespgjams.
ieglita pretruna. @

Uzdevums 7-2

Izmekletajs izdomadjis liecinieku nopratinasanas planu, kas garanté nozieguma
atklaSanu. Vin§ grib uzdot jautdjumus, uz kuriem péc biitibas var atbildet tikai ar
“ia” vai “né”. Tas, kads jautajums tiks uzdots, var biit atkarigs no atbildem uz
iepriekSejiem jautajumiem. Izmekletajs uzskata, ka visas atbildes bus patiesas; vin§
izskaitlojis, ka jebkura gadijuma pie jebkuram atbildem vipam biis jauzdod ne
vairak par 91 jautdjumu. Pieradiet, ka izmekletajs var sastadit planu ar ne vairak
ka 105 jautajumiem, kas garantétu nozieguma atklasanu gadijuma, ja uz vienu
Jjautajumu var dot nepatiesu atbildi.

[ ]
Uzdevuma risinajuma izmantosim faktu, ka skaitli 91 var pierakstit forma:

91 = 13+12+11+1-+...+3+2+1.

Aprakstisim, ka jarikojas izmekletajam, lai garant€tu nozieguma atklasanu pie
nosacijuma, ka uz vina ieprieks izstradatajiem jautajumiem kads no lieciniekiem var
vienreiz samelot (bet var ari gadities, ka melots netiek ne reizes). Péc jau agrak
izstradata plana izmekletajam jauzdod pirmie 13 jautdjumi un péc tam jauzjauta, vai
liecinieks ir jau melojis. Ja tiek atbildéts ar “JA”, tad tas nozimé, ka tie$am ir jau
vienreiz samelots, vai ari samelots tika tikko, pasakot “JA”. Tatad vairak melot
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nedrikst (péc uzdevuma nosacijumiem) un izmekletajam jaatkarto jau ieprieks uzdotie
13 jautajumi un talak atkal jarikojas pec “veca” plana. Tatad kopa papildus tiks uzdoti
14 jautajumi un ar 105 jautajumiem noziegums tiks atklats. Ja gadijuma liecinieks
atbild “NE”, tad tas nozimé, ka melots tiesam vél nav ne reizes. Jo, ja vienreiz biitu
samelots, tad, atbildot uz $o jautajumu ar “NE”, tiktu melots jau otro reizi, kas ir
pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Tatad mes esam uzdevusi 13 ieprieks paredzetos
jautajumus un vel 1 “lieku” jautajumu. Talak izmeklétajam jauzdod nakosie 12 “veca*
plana jautajumi un atkal japarjauta, vai liecinieks ir jau melojis. Ja tiks atbildéts ar
“JA”, tad atkartojam tos paSus ped&jos 12 jautajumus un talak rikojamies péc veca
plana; ja atbildéts tiks ar “NE”, tad esam uzdevus§i 13+12=25 iepriek3 planotos
jautajumus un vel papildus 2 jautajumus. Ja biis nepiecieSams vélreiz parjautat, vai
liecinieks nav samelojis, to nakosreiz darisim p&c 11 nakosajiem uzdotajiem “veca
plana jautajumiem, tad p&c 10 utt. (iev€rosim saistibu ar s risindjuma sakuma paradito
skaitla 91 pierakstu).

Tada veida turpinot, atkariba no kontroljautajumu atbildem izmekletajam naksies
uzdot ne vairak ka 105 jautdgjumus. Tie$am, nav griiti ievérot, ka atbildes “NE”
gadijuma papildus uzdoto jautajumu skaits it ka pieaug, bet tani pat laika atbildes
“JA” gadijuma atkartojamo jautdjumu skaits samazinas. Gadijuma, ja vispar netiek
samelots ne reizes, papildus uzdoto jautajumu skaits biis 14 un tatad neparsniegs 105
uzdodamo jautajumu robezu. &

Uzdevums 7-3

Kongresa sapulcejusies 101 zinatnieks: kimiki un alkimiki. Kimiki vienmer runa
taisnibu, bet alkimiki daZreiz runda taisnibu, daZreiz melo. Kimiku starp kongresa
dalibniekiem ir vairakums. Profesors Ciparins grib par katru zinatnieku noskaidrot,
vai tas ir kimikis vai alkimikis. Profesors drikst katram dalibniekam jautat par
katru citu: “Kas vins ir?” un sanemt atbildi. Pieradiet, ka profesors Ciparin§ var
sasniegt savu merki, uzdodot ne vairak ka 150 jautajumus.

[

Ar indukciju pieradisim, ka 2t+1 delegatu gadijuma pietiek ar 3t jautajumiem.

%

Ja t=0, apgalvojums acim redzams. Apzim&sim delegatus ar ds, do, ..., don+1.

Ciparin$ péc kartas prasa do, ds, .... “Kas ir d1?” Tas turpinas, kamér pirmo reizi
iestajas viena no situacijam:

a) n aptaujatie saka, ka d1 ir kimikis;

b) vairak aptaujato teikusi, ka di ir alktmikis, neka, ka di ir kimikis.

A

Saja gadijuma d; tie$am ir kimikis (ja ta nebiitu, tad vairums delegatu batu alkimiki
pats di un visi tie, kas samelojusi izsacidamies par vinu). Pienemsim, ka k delegati
apgalvojusi, ka di ir alkimikis. Tad tie visi ir alkimiki. Japarbauda vél 2n+1-1-k=2n-k
delegati. Par tiem jautajam delegatam d1. Kopa pavisam biis uzdoti (n+k)+(2n-k)=3n
jautajumi.

B
Saja gadijuma aptaujat nepara skaits delegatu. Starp tiem un d1 kopa alkimiku ir ne
mazak ka kimiku. (To pierada no pret€ja, analiz&jot abus gadijumus, kad d1 ir kimikis
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vai alkimikis). Pienemsim, ka pargjo delegatu ir 2k+1; starp tiem kimikus un
alkimikus var noskaidrot ar 3k jautajumiem péc induktiva pienémuma. Uz pirma
posma uzdotajiem 2n+1-1-(2k+1)=2n-1-2k jautajumiem n-1-k cilvéki atbild&jusi ar
“kimikis”, bet n-k cilveki ar “alkimikis”. Kadam no noskaidrotajiem kimikiem
pajautajam par d1 un péc tam par tiem, kas par d1 devusi pareizas atbildes (tikai tie ir
Saubigi). Kopa jautajumu bis ne vairak par (2n-1-2K)+(3k)+1+(n-k)=3n.

Lidz ar to induktiva pareja izdarita.

N

Uzdevuma atrisinajums tiesi seko no tikko pieradita apgalvojuma. ®

Uzdevums 7-4

Dotas devinas monétas, astonas no tam ir viendada svara, bet devita - smagaka. Doti
art divi sviras svari. Vieni no tiem ir precizi, bet otri - neprecizi. Ja uz abiem
neprecizo svaru kausiem uzliek vienadu skaitu monetu, tad svari paliek lidzsvara,
neatkarigi no ta, vai smagaka monéta ir uzlikta vai nav. Ja turpreti uz viena
neprecizo svaru kausa uzliek vairak monétu neka uz otra, tad neprecizie svari
izturas tapat ka precizie. Nay zinams, kuri svari ir precizie, kuri - neprecizie. Vai ar
trim svérSanam var atrast smagako monetu?
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[ J

Ja var. SvérSanas shéma paradita augstak redzamaja 21.attéla (attéls 7-1). Sheéma svari
apziméti ar burtiem A un B, mon&tas ar cipariem. Bultina, kas vilkta uz leju no svaru
kausa, norada, ka Sis svaru kauss attiecigaja sv€rSanas reizé izradijies smagaks.
Bultina, kas vilkta vertikali uz leju caur “=" zimi, norada, ka kausi bijusi [idzsvara. Ar
apliti apvilktais cipars norada, kura mongéta ir smagaka. Gadijuma, ja visas tris reizes
svari ir palikusi Iidzsvara, més smagako monétu gan atrodam, bet nenoskaidrojam,
Kuri svari ir precizi, kuri neprecizi. ®

Uzdevums 7-5

Dotas 4 monetas. Tris no tam ir istas un ar vienadu masu, bet ceturtas monetas
masa ir citada - ta ir viltota. Miisu rictba ir sviras svari bez atsvariem. Ja uz svaru
kausiem tik novietotas vienadas masas, tad uz leju var nosverties jebkur§ no
kausiem; ja, turpreti, uz tiem novieto daZadas masas, tad uz leju noteikti nosveras
smagakais kauss. Ka ar trim svérS§anam atrast viltoto monétu un noskaidrot, vai ta
ir smagaka vai vieglaka par parejam?

[ ]

Uzliksim uz kausiem pa divam monétam. Tad viens kauss nosvérsies uz leju
(apztmé&sim uz ta esosas monétas ar a un b), bet otrs pacelies uz augsu (apzimésim uz
ta uzliktas monétas ar ¢ un d). Otraja svérSana salidzinasim a un c¢ ar b un d. Varam
pienemt, ka ka uz leju nosveras a un c (otrs gadijums ir pilnigi analogs). levérosim, ka
monétas b un ¢ abas svérSanas uzvedusas dazadi, tapec tas ir istas. TieSam, viltota
monéta vai nu abas sverSanas nosveértos uz leju (ja ta biitu smagaka par 1stajam), vai
paceltos uz augsu (ja ta biitu vieglaka par istajam). Tap&c viltota monéta ir vai nu a,
vai d.

TreSaja sverSana salidzinasim b un ¢ ar a un d. Ja b un ¢ nosveras uz leju, tad viltota
mongta ir vieglaka neka 1sta; no abam pirmajam svérSanam secinam, ka ta ir d. ja a un
d nosveras uz leju, tad viltota monéta smagaka nekaistauntaira. ®

Uzdevums 7-6

Dotas 8 monetas. Septinas no tam ir istas un ar vienadu masu, bet ceturtas monéetas
masa ir citada - ta ir viltota. Miisu riciba ir sviras svari bez atsvariem. Ja uz svaru
kausiem tik novietotas vienadas masas, tad uz leju var nosverties jebkurs no
kausiem; ja, turpreti, uz tiem novieto daZadas masas, tad uz leju noteikti nosveras
smagakais kauss. Ka ar Cetram sverSanam atrast viltoto monétu un noskaidrot, vai
ta ir smagaka vai vieglaka par parejam?

[

Apvienosim monétas pa pariem. Ta més biisim ieguvusi Cetras ‘“‘supermonétas”.
Lidzigi ka ieprieksgja uzdevuma (Uzdevums 7-1), ar trim svérSanam atrodam viltoto
“supermonétu” un uzzinam, vai ta ir vieglaka vai smagaka neka ista. Ceturtaja
sverSana, salidzinot tas monétas, kuras ietilpst “supermonéta”, atrodam viltoto
monétu. &
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Uzdevums 7-7

Spriditim jauzzina, vai kenina pils atrodas pa labi vai pa kreisi. Vins$ satiek tris
riakiSus. Zinams, ka divi rikiSi vienmer runa patiesibu, bet viens daZreiz runa
patiesibu, daZreiz - melo. Spriditis nezin, kur§ rikitis ir “neuzticams”. Ka vins var
uzzinat vajadzigo, uzdodot pa vienam jautajumam diviem riikisiem? Pielaujami
tikai jautdjumi, uz kuriem atbilde ir “ja” vai “ne”.
[
Apzimésim rukisus ar A, B, C. Spriditis vispirms uzdod rikitim A jautajumu: “Vai B
vienmer runa patiesibu? “
a) ja atbilde ir “ja”, tad B tieSam vienme@r runa patiesibu. Par to varam parliecinaties,
Skirojot divas iespgjas:

1) ja A ir samelojis, tad vienigais “neuzticamais” riikitis ir A, tapéc B runa
patiesibu;

2) ja A ir sacijis patiesibu, tad B runa patiesibu tapéc, ka to ir apgalvojis A.
Tatad Saja gadijuma Spriditis ar otro jautajumu var noskaidrot sev vajadzigo no riikiSa
B.
b) ja atbilde ir “n&”, tad rikitis C vienmer runa patiesibu. Par to parliecinamies, atkal
Skirojot divas iespgjas:

1) ja A ir samelojis, tad “neuzticamais” rukitis ir A;

2) ja A sacijis patiesibu, tad “neuzticamais” rukitis ir B.
Tatad abos tikko izskatitajos gadijumos C nav “neuzticams” un Spriditis celu uz
kénina pili var uzzinatno C. ®

Uzdevums 7-8

LutauSu zeme katrs iedzivotdjs vai nu vienmer rund patiesibu, vai vienmer melo.
Spriditis var katru dienu vienu reizi sasaukt kopa jebkurus lutauSus, kurus vin§
velas, un katram no viniem pajautat, cik starp saaicinatajiem ir melu. Bez tam vin§
zina, ka vismaz viens lutausis runda patiesibu.

Kads ir mazakais dienu skaits, kura Spriditis garanteti var par katru lutausi
noskaidrot, vai tas runa patiesibu vai melo?

[

Vispirms paradisim, ka Spriditis var to izdarit divas dienas. Pirmaja diena vins
saaicina visus lutausus. Pienemsim, ka vina sanemtas atbildes ir x1, X2, ..., Xn (Katru no
§1m atbildém var biit devusi vairaki lutausi). Tiesi viena no atbildém ir pareiza, par€jas
- nepareizas.

Ja n=1, tad visas atbildes ir pareizas, visi lutausi runa patiesibu un otra diena vairs nav
vajadziga.

Ja n>1, tad Spriditis otraja diena uzaicina n lutausus ta, lai biitu parstavétas visas
pirmaja diena sanemtas atbildes. Skaidrs, ka starp otraja diena uzaicinatajiem
lutausiem ir tieSi N-1 meli. Tapéc otraja diena Spriditis uzzina, kuri no Saja diena
uzaicinatajiem melo un kuri - runa patiesibu, un no ta un pirmas dienas atbildém
secina vajadzigo arT par pargjiem lutauSiem.

Ja lutausu zemé dzivo tikai viens lutausis, tad nekadi jautajumi vispar nav jauzdod; ja
lutauSu pavisam ir divi, tad Spriditis vajadzigo uzzina jau p€c pirmas dienas.
Pienemsim, ka lutausu skaits ir n, n>2, un pieradisim, ka ar vienu dienu nepietiek.
TieSam, Spriditim vienigaja aptaujas diena biitu jauzaicina visi n lutausi (citadi vins
neko neuzzinatu par tiem, kas nav aicinati). Piepemsim, ka no Siem n lutausiem k
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2

lutausi ir atbild&jusi “ir n-k melu”, bet pargjie n-k lutausi ir atbild&jusi “ir k melu
(O<k<n, k#n-k). Acimredzami, tas iesp&jams gan tad, ja patiesa ir atbilde “n-k”, gan
tad, ja patiesa ir atbilde :’k” un Spriditim nav nekadas iesp&jas izSkirties starp Siem
variantiem, neuzdodot vél vismaz vienu jautajumu.
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8. NODALA

KARTOSANA PILNIGAS INFORMACIJAS ASTAKLOS
Ieprieksejas nodalas apliikotajos uzdevumos ar “eksperimentiem” bija janoskaidro

kaut kas sakuma nezinams. Saja nodala apskatisim kartoSanas situacijas, kad visa
algoritma darbibai nepiecieSama informacija biis miisu riciba.

Uzdevums 8-1

Robots “Robis” prot panemt no plaukta tris blakus stavoSas gramatas un tada pasa
kartiba nolikt plaukta cita vieta.

1) Plaukta stav piecas gramatas Sada seciba: ABCDE. Ka ar robota palidzibu iegiit
sectbu BACDE?

2) Plaukta stav 7 gramatas. Ka ar robota palidzibu parlikt tas preteja kartiba?

[

1) Vajadzigo izkartojumu més varam iegiit sekojosa veida:

ABCDE — DEABC — BCDEA — BACDE.

Tas ir atrisinajums 5 gramatu gadijumam. M&s redzam, ka varam mainit vietam divas
patvaligas blakus esoSas gramatas, ja pa labi no tam ir vismaz 3 citas. Ja pa kreisi no
divam mainamajam gramatam ir 3 citas, var lietot apskatamo parveidojumu
“spogulattélus”.

2) Ja pavisam ir n > 7 gramatas, tad, lai kuras divas blakus eso$as no tam meés
izveletos, vai nu pa kreisi, vai pa labi no tam bis vismaz 3 citas. Tatad, ja pavisam ir
n>7 gramatas, m&s varam mainit vieta jebkuras divas blakus esoSas un tatad iegit
jebkuru mums vajadzigo gramatu izkartojumu, starp citu, ar1 pret€jo sakotngjam. &

Uzdevums 8-2

Septini enciklopéedijas sejumi salikti sekojosa seciba: 1, 5, 6, 2, 4, 3, 7. Salieciet tos
numuru pieaugSanas seciba, Sai nolitka lietojot sekojosSu operaciju: drikst panemt 3
blakus stavoSus sejumus un novietot tos sakuma, beigas vai pa vidu starp jebkuriem
diviem blakus esoSiem seéjumiem, bet Sos 3 séjumu sectbu mainit nedrikst.

[
Lai iegiitu uzdevuma prasito, rikojamies sekojosi:

1562437 —» 1624537 —»
4 ¢ -

—» 1245637 —» 1234567
——! 4 ®
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Uzdevums 8-3

Plaukta atrodas 8 gramatas. Ar vienu gajienu atlauts panemt jebkuras 3 blakus
stavoSas gramatas un, nemainot to kartibu, novietot plaukta cita vieta. Palidziet
Andrim parkartot gramatas kartiba, kas pretéja sakotnéjai.

[ J

Apzim@sim gramatas ar skaitliem 1, 2, 3, ..., 8. Parkartosim pretgja kartiba nevis
gramatas, bet gan skaitlu virkniti 1, 2, 3,4, ,5, 6, 7, 8. ParkartoSanas gaitu att€losim ar
shému palidzibu, kuras lietosim sekojoSus apzim&umus: to gramatu (skaitlu)
trijnieku, kuru attiecigaja reiz€ vélamies parvietot, rakstisim iekavas, bet vietu, kura
vélamies 3o trijnieku ievietot, apzimesim ar auggup vérstu bultinu “1”.

Viens no kartoSanas veidiem varétu bt sekojoss:
(1) Parvietojam skaitli 8 pareizaja vieta, t.i. 1. pozicija:

112345(678) = 167812(345) = 134567(812) = 81234567.

(2) Skaitli 8 vairs neaiztiksim. Virknite 1, 2, .., 7 parvietojam 1. pozicija skaitli 7:
(123)4567T = (456)7123T = 7123456.

(3) Art skaitli 7 vairs neaiztickam. Sakartojam pret&ja kartiba virkniti 1, 2, 3, 4, 5, 6:
(123)456T = (456)1213 = (124)563T = 56713(124) = 15(612)43 = 6112(543) =
6(154)32T = 6(321)54T = 654321.

(4) Paradisim vel, ka var parkartot pret&ja seciba piecas gramatas (mums tas biis
vajadzigs uzdevuma visparinasanas gaita):
(123)475 = (412)315 = 3T4(125) = 131(254) = 12(543)1 = 54321.

Esam veiksmigi tikusi gala ar 8 gramatu parkartoSanu. Tagad paskatisimies, ka ar $o
pasu nupat apliikoto metodi pret€ja kartiba var parkartot jebkuru gramatu skaitu n
(n>5). Pieradisim to, izmantojot matematisko indukciju.

%
Par indukcijas bazi izv€l€simies gramatu skaitu n=6, n=6, n=7, n=8. To, ka un ka $adu
gramatu skaitu var sakartot, paradijam punktos (1), (2), (3), (4).

Pienemsim, ka mé&s varam pretgja kartiba sakartot jebkuru gramatu skaitu, kas
neparsniedz n un nav mazaks par 5 (t.i. 5 gramatas, 6 gramatas, ..., n-1 gramatu, n
gramatas). Varam pienemt, ka n>8. Balstoties uz So induktivo pienémumu, pieradisim,
ka pretgja kartiba var parkartot ar n+1 gramatu.

Jan+1, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad n dalas ar 3. Rikojamies sekojosi:
(123)456789...n-2n-1 nn+1T =

= (456)789 ...n-2n-1nn+l 123 =

= (789) 10 11 12 ... 123456T =

=..=((M2nlnn+l 123..n5n4n3 T=

= n+l 12344..n-2 n-1 n.
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Gramatu ar numuru n+1 esam novietojusi pirmaja pozicija. Talak parkartojam pargjas
n gramatas preteja kartiba. To, saskana ar induktivo pien€mumu, més varam izdarit.
Tatad Saja gadijuma induktivo pareju esam izdarijusi.

Ja n+1, dalot ar 3, atlikuma dod 2, rikojamies lidzigi iepriekS€jam gadijumam,
gramatas parvietojot pa kreisi:

1(123)45678 ... (n-1 n n+l) = Tn-1 n n+1 12345 ... (n-4 n-3 n-2) =
= ..= 1345678 ...n (n+1 1 2) = n+1 123456 ... n-1 n.

Talak parkartojam pargjas n gramatas pretja kartiba. Tatad ar1 So induktivo pareju
esam izdarTjusi.

Ja n+1 dalas ar 3 bez atlikuma, tad gramatu parkartoSanu veicam sekojosi:
1234..n-4n3 (n-2n1n) ntlT=71123456..n4 n-3 (n+1l n-2 n-1)n=
=>n+tl n-2nl1123456..n-4 n-3 n.

Pasvitroto virkni 1 2 3 ... n-4 n-3 n, kuras garums ir n-2 skaitli, var parkartot pretgja
kartiba (pec induktiva pienémuma; ieverosim, ka n>8§, tatad, n-2>6). legiistam

ntl n-2 n-l1nn3n4..654321. Atkal pasvitroto virkni (garums n-3 skaitli)
var parkartot pretéja kartiba (péc induktiva pienémuma, ievérojot, ka n-3>b).
Iegustam:

ntl (-2 n-1 n)12345..n5n4 n3T=

=n+l1 123456..n-5 n-4 n-3 n-2 n-1n.

Gramatu ar numuru n+1 esam novietojusi pareiza vieta. Savukart pargjas n gramatas
iesp&jams parkartot pretgja seciba, saskana ar induktivo pienémumu. Tapec ar1 $aja
gadijuma induktivo pareju esam izdarijusi. Tatad ir paradits, ka n (n>5) gramatas ir
iesp&jams parkartot preteja seciba.

A

®

Uzdevums 8-4

Rinda noliktas kartinas, uz kuram uzrakstiti skaitli: 7, 8, 9, 4, 5, 6, 1, 2, 3. Atlauts
panemt daZas pec kartas esoSas kartinas un parkartot tas pagriezta kartiba. Ka ar 3
Sadam parkartoSanam panakt izkartojumu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9 ?

o
Parkartosanas veicamas $ada kartiba:
789456123 — 654987123 — 654321789 — 123456789

(Pasvitrotas ir katru reizi parkartojamo kartinu grupas). ®
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Uzdevums 8-5

Plaukta stav 15 gramatas. Ar vienu gajienu atlauts panemt jebkuru daudzumu
blakus stavoSu gramatu un tada paSa kartiba novietot plaukta cita vieta. Pieradiet,
ka ar 8 gajieniem var pandakt, lai gramatas biitu novietotas pretéja kartiba, neka tas
bija sakuma.

[ J

Gramatas apzimésim ar skaitliem 1, 2, 3, ..., 15. Sekojosa tabula parada parkartoSanas
secibu. Katra rinda ar tumsaku fonu ieziméta gramatu grupa, kura tiek parnesta uz citu
vietu, bet ar zvaigzniti un smalku ramiti apvilktais gramatas numurs norada uz vietu,
kur So gramatu grupu novieto. Ja zvaigznite atrodas aiz skaitla, tas nozimé, ka
gramatu grupa ievietojama aiz §1 skaitla, bet, ja pirms skaitla, tad arT gramatu grupa ir
ievietojama pirms $1 skaitla.

Gajiena Gramatu secTba
M
1T [1"]2 3 4 5 6 7.8 9 10 11 12 13 14 15
2 & 9 10 11 12 13 4 1 2 3 4 5 & 7[15
3 & 9 10 11 1218 2 3 4 5 6 71 15[14] 1
4 8 9 10 11712 3 4 5 6 7 15 14[13]| 2 1
5 8 9 1011 4 5 6 7 15 14 13[12°] 3 2 1
6 & 910 5 6 7 15 14 13 12[11°] 4 3 2 1
7 g§l9 6 7 15 14 13 12 M[I0°] 5 4 3 2 1
8 & 7 15 14 13 12 11 10[&]6 5 4 3 2 1

Uzdevums 8-6

Dota karSu kava no n kartim, kas novietotas seciba 1, 2, ..., n. Drikst panemt péc
kartas daZas kartis, un, neizjaucot to secibu, ievietot jebkura cita vieta Saja kava
(var likt art sakuma un beigas). Ar S(n) apzimesim mazako Sadu operaciju skaitu,
kas pietiekams, lai kartis parliktu pretéja seciba. Atrodiet S(n).

[ ]

Rikojoties ka iepriek$gja uzdevuma risinajuma, viegli saprast, ka pietiek ar (n+1)/2
soliem prieks nepara un n/2+1 soliem para skaitla n. Més pieradisim, ka $is skaitlis ir
mazakais iesp&jamais.

Uzskatisim, ka starp blakus eso$ajam kartim ir iesp&jamas divu veidu saites: ‘> vai
“<? (“vairak” vai “mazak”), un pé€c S operacijam visam n-1 “<” tipa sait€m
japarversas par pretgja tipa “>” sait€m. leveérosim, ka katra solt “>" tipa saiSu skaits
var pieaugt ne vairak ka par 2. PatieSam, uzreiz 3 “<” tipa saites par “>” tipa sait€m
varétu parversties pie parejasno ... a, b, ..., c,d, ..., p,q, ...uza,d, ..., p, b, ..., c, q, ...
tikai taja gadijuma, ja a<b, c<d, p<q, a>d, p>, c>q. Tacu §is seSas nevienadibas nav
savienojamas: no tam seko, ka a<b<p<q<c<d<a, kas ir acim redzama pretruna.
Parbaudiet patstavigi, ka gan pirmaja, gan pedgja solt tipu mainit var tikai viena saite.
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Tatad S nepiecieSamajiem soliem ieglistam noveértg§jumu 1+2(S-2)+1 > n-1, no
kurienes seko, ka S > (n+1)/2. No $ejienes seko vajadzigais (ieverojiet, ja n - para
skaitlis, tad n+1 - nepara). ®

Uzdevums 8-7

Uz 9 karfitem uzrakstiti naturali skaitli no 1 lidz 9 (uz katras karfites cits skaitlis).
Kartites kaut kada secitba novietotas rinda. Ar vienu gajienu atlauts izveleties
Jjebkuras pec kartas stavoSas kartites, uz kuram uzrakstitie skaitli ir augoSa vai
dilstoSa kartiba, un novietot §is kartites tai pasSa vieta apgriezta secitba. (Pieméram,
ar vienu gdajienu 916532748 var parveidot par 913562748). Pieradiet, ka ar 12
gajieniem var panakt, lai visi 9 skaitli rinda atrastos monotonda seciba (vienalga,
augosa vai dilstosa).

[

Apzimésim minimalo gajienu skaitu, ar kuru garant@ti var atrisinat [idzigu uzdevumu
n skaitlu gadijuma, ar f(n).

Vispirms pieradisim, ka f(n)<f(n-1)+2. Tiesam, pienemsim, ka n skaitlu virkné
pirmais skaitlis ir k. Tad So virkni ar f(n-1) gajieniem var parveidot par

(k, 1,2,...,k-1,k+1,..., n-1, n) vai ari par (k, n, n-1, ..., k+1, k-1, ..., 2, 1). Pirmaja
gadijuma iegiistam vispirms (k, k-1, ..., 2, 1, k+1, ...,n) un pé€c tam monotoni augoSu
virkni; otraja gadijuma - vispirms iegust (k, k+1, ..., n-1,n, k-1, ..., 2, 1) un péc tam
monotoni dilstosu virkni.

Lai uzdevums batu atrisinats, pietiek pieradit, ka f(5) <4; tad f(6)<6, f(7)<8, f(8)<10,
f(9)<12. Izdarisim to!

Parbaudot visus gadijumus, redzam, ka f(3)=1. Aplikosim skaitlu 1;2;3;4 patvaligu
secibu. Ja vai nu 1 vai 4 atrodas pirmaja vai pe&d€ja vietd, ar vienu gajienu
“monotoniz€jam” tris par€jos skaitlus un ar otru pabeidzam sakartoSanu. leveérosim,
ka, vajadzibas gadijuma lietojot V€l treSo gajienu, mes varam iegiit gan monotoni
augosu , gan monotoni dilstosu secibu.

Aplikosim Cetras vél neapliikotas sakotn€jas secibas:

(2,1,43) > (1,24,3) > (1,2,3,4) > (4,3,21);
(3.412) > (4312) > (43,2,1) > (1,2,3,4),

(2,4,1,3) > (2,1,43) > (1,2,4,3) —> (1,2,3,4)
vai
(2,4,1,3) > (4,2,1,3) > (4,2,3,1) — (4,3,2,1);

(3,1,4,2) > (3,4,1,2) > (4,3,1,2) > (4,3,2,1)
vai
(3,1,4,2) > (1,3,4,2) > (1,3,2,4) —> (1,2,3,4).

Redzam, ka ar 3 gajieniem més varam skaitlus no 1 lidz 4 sakartot péc velésanas vai
nu augosa vai dilstosa kartiba.

Tagad aplikosim skaitlu 1;2;3;4;5 patvaligu secibu. Ja 1 vai 5 atrodas vai nu tas
sakuma vai beigas, tad més ar 3 gajieniem varam sakartot pargjos Cetrus skaitlus
vajadzigaja (augosa vai dilstosa) seciba.



93

Ja ne 1, ne 5 nav ne sakuma, ne beigas, tad vismaz viens no tiem atrodas otraja vai
ceturtaja vieta. Ar vienu gajienu “nogadajam” to malgja vietd un pec tam sakartojam
pargjos Cetrus skaitlus vajadzigaja seciba, lietojot ne vairak ka 3 gajienus.

Esam pieradijusi, ka f(5)<4, un lidz ar to atrisinajusi uzdevumu.

Komentari.

1. Var pieradit, ka patiesiba f(9)<11. Pam&giniet t0 izdarit patstavigi.
2. Patiesa f(9) vertiba, ka ar f(n) vertibas, ja n>6, nav zinamas. ®

Uzdevums 8-8

Dotas 2" kartinas, n - naturals skaitlis. Tas sakartotas kaudzite. Ar vienu gajienu
kaudziti var pardalit patvaliga vieta un péc tam abas iegiitas dalas “sajaukt” sava
starpa ta, ka iepriekSejas “augSejas” dalas kartiSu savstarpéjais novietojums paliek
nemainigs un iepriekSejas “apakSejas” dalas kartiSu savstarpéjais novietojums -
tapat.

Pieradiet, ka ar n gajieniem pietiek, lai iegiitu jebkuru mums velamu kartiSu
sakartojumu.

[

PieSkiram kartinam numurus 1; 2; 3; ...; 2" tada kartiba, kada tam japaradas beigas
(no apaksas uz augsu).

Apskatisim sakotngjo sakartojumu no apakSas uz augSu. Kartinu numuri izvietojas
kaut kada seciba. Sadalisim tos monotoni augoSos fragmentos; $adu fragmentu
sakuma nav vairak par 2". Pienemsim, ka fragmentu skaits ir k. Sadalisim kaudziti
divas dalas ta, lai augsgja dala bitu [k/2] monotonie fragmenti. Péc tam dalas
apvienojam ta, ka abu dalu apakS$€jie monotonie fragmenti tagad veido vienu
monotonu fragmentu, nakoSie abu dalu monotonie fragmenti ari veido vienu
monotonu fragmentu utt. Pec §adas apvienoSanas monotono fragmentu nav vairak par
2"1. Atkartojot §adas operacijas, péc n gajieniem biis 1 monotons fragments, t.i.,
kartinas biis izkartotas vajadzigaja kartiba. &

Uzdevums 8-9

Plaukta atrodas 6 sejumu kopotie raksti. Sakuma sejumi atrodas pareiza seciba.
Janis katru dienu maina vietam divus blakus stavoSus seéjumus. Vai vins var to darit
ta, lai kada laika perioda realizétos visi iespejamie gramatu izkartojumi, katrs tiesi
vienu reizi?

[

Tr1s s€jumu gadijuma parkartojumu seciba

ABC - ACB - CAB —» CBA —» BCA —» BAC.

Induktiva pareja no n uz )n+1) s€jumu: katru reizi, pirms mainit divus blakus eso$0s
s€jumus no pirmajiem n, Janis “izdzen”(n+1)-o s€jumu no viena gala lidz otram
“cauri” pirmajiem s€jumiem. &
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Uzdevums 8-10

Gramatu plaukta kaut kada kartiba novietoti 20 sejumi. Bibliotekars grib tos
sakartot monotona seciba no 1 lidz 20 no kreisas uz labo pusi. Ar vienu paneémienu
bibliotekars maina vietam jebkuru sejumu, kas neatrodas sava vietd, ar séjumu, kas
aiznem vina vietu. Pieradiet, ka So operaciju skaits, kas nepiecieSams, lai sakartotu
sejumus, nav atkarigs no bibliotekara darbibu sectbas, bet tikai no gramatu
sakotnéja izkartojuma.

[ J

Pienemsim, ka s€jums ar numuru a stav b-taja vieta, bet s€§jums ar numuru b stav c-
taja vieta utt. [idz sejumam ar numuru k, kas atrodas a-taja vieta. teiksim, ka s€jumi a,
b, ¢, ..., k veido ciklu. P&c nosacijuma bibliotekars maina vietam tikai s€jumus, kas
pieder vienam ciklam. Pie katras parkartoSanas viens s€jums nonak sava vieta, bet
cikls, kura tas ietilpa, saisinas par 1. Tadgjadi, lai noliktu vieta ciklu veidojoSus n
s€jumus, nepiecieSamas n-1 parkartosanas. Tas nozimé, ka kopuma bibliotekaram biis
nepiecieSams realiz€t (20-s) parkartoSanas, kur s - visu ciklu skaits. No ieprieks
mingta viegli ieverot, ka, lai kada seciba bibliotekars arT nemainttu gramatas, patréto
operaciju skaits no ta nav atkarigs (bet no ciklu skaita gan). ®

Uzdevums 8-11

Plaukta novietoti 30 sejumu kopotie raksti numuru pieaugSanas kartiba. Andris
parlika 1. sejumu aiz trisdesmita, parejo séjumu sectbu nemainot. Janis ar vienu
gdajienu drikst mainit vietam jebkurus divus sejumus. Kads ir mazakais gajienu
skaits, kas pietiekams, lai Janis varétu atjaunot pareizo kartibu? Kads tas biitu
gadijuma, ja Andris aiz trisdesmita sejuma biitu novietojis 1., 2., 3. sejumus (tiesi
Sada sectba)?

[

Apskatisim vispirms gadijumu, kad Andris parlicis tikai pirmo s€jumu.

Apzimésim gramatas ar skaitliem 1, 2, ..., 30. ledomasimies, ka Janis izstradajis kaut
kadu metodi, ka atjaunot s€jumu pareizo kartibu, un realizgjis So metodi. Savienosim
ar Iiniju divus skaitlus tai bridi, kad Jana metodes realizacijas gaita savstarpgji tiek
mainitas gramatas, kas atrodas atbilstoSajas vietas (vai nu atradusas tur jau no sakuma,
vai nonakuSas tur iepriekS€jo mainu rezultata). levérosim, ka gramatu parvietoSanas
notiek tikai “pa Itnijam”. Ta ka gramatai no 1 visu mainu rezultata japariet uz 2, no 2
uz 3, ..., n0 29 uz 30, no 30 uz 1, tad novilkto Iiniju sisteémai jabiit ar Tpasibu: no katra
skaitla var aiziet uz katru citu, ejot tikai pa noviltajam linijam. Padomasim, cik liniju
vismaz janovelk, lai §ada Ipasiba tiktu iegtta.

Kameér nav novilkta neviena linija, skaitli veido 30 atseviskas sistemas. No vienas
sistémas pariet uz otru nevar. Novelkot pirmo liniju, divi skaitli apvienojas viena
sist€éma un sistému skaits par vienu samazinas. Ar1 turpmak katra jauna novilkta Iinija
vai nu nemaina sistému skaitu (ja ta savieno apliSus no vienas un tas pasas sist€émas),
vai arl samazina to par 1 (ja savieno apliSus no dazadam sisttmam). P&c visu Iiniju
novilkSanas paliek viena sist€ma.; tatad to skaits samazinajies par 30-1=29. Tatad
janovelk vismaz 29 Iinijas. Tas nozimé€, ka, lai atjaunotu pareizo gramatu kartibu,
jaizdara vismaz 29 mainas.

Ar 29 mainam ar1 pietiek. Janis var pakapeniski mainit 1. s§jumu ar 30., 29, ..., 3., 2.
s€jumu. P&c $im 29 mainam bis iegilita pareiza s€jumu kartiba.
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Ja Andris no sakuma aiz 30 s€juma parcélis pirmos 3 s€umus, tad spriezot lidzigi,
redzam, ka viena sisteéma jaapvienojas 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28;

otraja sist€éma jaapvienojas 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29;

treSaja sist€ma jaapvienojas 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30.

Katras sisteémas izveidei nepiecieSamas vismaz 9 linijas. Tatad mums jaizdara vismaz
3x0=27 mainas. Ar 27 mainam pietiek: Janis pakapeniski maina:

1. s€jumu ar 28., 25., 22, ..., 10., 7., 4. s€jumu;
2. sgjumu ar 29., 26., 23., ..., 11., 8., 5. s§jumu;
3. s€jumu ar 30., 27.,24., ..., 12., 9., 6. sgjumu. &®

Uzdevums 8-12

Plaukta patvaliga seciba novietoti kopotie raksti simts sejumos. Drikst panemt
jebkurus divus séjumus, no kuriem vienam numurs ir para skaitlis, otram - nepara
skaitlis, un apmainit tos vietam. Kads ir mazakais $adu parkartojumu skaits, kas
pietiekams, lai sejumus sakartotu péc kartas?

[ ]

n s€jumus sauc par Ciklu, ja viens no tiem atrodas taja vieta, kur jabit otram, otrais -
taja vieta, kur jabit treSajam, utt., n-tais - taja vieta, kur jabut pirmajam.

Katrs sgjums, kurs neatrodas sava vieta pieder kaut kadam ciklam.

Ciklu sauc par para, ja taja ir tikai para s€jumi, par nepdara - ja taja ir tikai nepara
s€jumi, bet par Jauktu - ja taja ir gan para, gan nepara s¢jumi.

Kaut kadam s&jumu izvietojumam plaukta par §1 izvietojuma koeficientu nosauc $adu
skaitli: (sejumu skaits, kas nav savas vietas) - (jaukto ciklu skaits) + (starpibas starp
para un nepara ciklus modulis).

Izvietojuma koeficients ir 0 tad un tikai tad, ja visi s€jumi ir savas vietas.

Lemma.

Ja kaut kada s€juma izvietojuma koeficients ir lielaks par 0, tad
1) ar kaut kada gajiena palidzibu to var samazinat par 1;
2) ne ar kada viena gajiena palidzibu to nevar samazinat vairak ka par 1.

%
1) Skirosim 3 gadijumus:

a) ir vismaz viens jaukts cikils.

Ja taja ir tikai divi s€jumi, tad apmainam tos vietam. lidz ar to savas vietas neesosSo
s€jumu skaits samazinas par 2, bet jauktu ciklu - par 1. Lidz ar to koeficients kliist par
1 mazaks.

Ja cikla ir vismaz 3 s€jumi un vismaz 2 no tiem ir para s€jumi, tad cikla atrodam tadu
nepara s€jumu n, kas stav para s€juma vieta, un apmainam $os divus s€jumus vietam.
ta rezultata s€jumu, kas nav savas vietas, kliist par 1 mazak, bet ciklu skaits nemainas.
Ja cikla ir vismaz 3 s€jumi, bet no tiem viens ir para, tad vismaz 2 ir nepara. Tada
gadijuma rikojas analogi.

b) ir vismaz viens para un viens nepara cikls.
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Tad nemam kadu sajumu no kada para cikla un vienu s€jumu no kada nepara cikla un
apmainam tos vietam. Ka var parliecinaties, 1 para un 1 nepara cikla vieta rodas 1
jaukts cikls. Lidz ar to koeficients samazinas par 1.

c) ir tikai para (nepara) cikli.

Tas iesp&jams tikai, ja visi nepara (para) s€jumi ir savas vietas. Tad nemam kadu
nepara s¢jumu un apmainam to vietam ar kada para cikla kadu s€jumu. Tad sava vieta
neesoSo s€jumu kliist par vienu vairak, tadejadi ari Saja gadijuma koeficients
samazinas par 1.

Lemmas pirma dala pieradita.

2) Apskatisim dazadus iesp€jamos gajienus.

Viens iesp€jamais gajiens ir 2 s€jumu, kas pieder dazadiem cikliem, apmaina vietam.
Ta rezultata savas vietas neesosSu s€jumu skaits nemainas, bet 2 ciklu vieta rodas 1.

Ja abi cikli, pie kuriem pieder mainamie s€umi, ir jaukti, tad jaukto ciklu skaits
samazinas par 1, bet koeficients palielinas par 1.

Ja viens cikls ir jaukts, tad koeficients var samazinaties augstakais par 1.

Ja viens no cikliem ir para, otrs - nepara, tad, ka jau agrak minéts, koeficients ari
samazinas par 1.

Arl citiem iesp&jamiem gajieniem var lidziga veida paradit, ka koeficients
nesamazinas vairak ka par 1.

A

No lemmas izriet, ka, lai visus s€jumus noliktu savas vietds, nepiecieSams un
pietieckams izdarfit tikpat gajienus, cik ir sakuma stavokla koeficients.

Tagad pieradisim, ka sakuma stavokla koeficients nevar biit lielaks par 124.

Katra cikla ir vismaz 2 s€jumi. Tapéc para (tapat arl nepara) ciklu nav vairak par
50/2=25.

Ja tadu ir 245 vai mazak, tad starpiba starp para un nepara ciklu skaitu neparsniedz 24,
bet sava vieta neesosu s€jumu skaits - 100, tapec koeficients nav lielaks par 1245.

Ja para ciklu ir 25, tad tajos iesaistiti visi para s€jumi un tapéc jauktu ciklu nav. Ja nav
ar1 nepara ciklu, tad koeficients ir 50+25=75. Savukart, ja ir vismaz 1 nepara cikls, tad
starpiba starp para un nepara ciklu skaitu neparsniedz 24 un koeficients - 124.
Koeficients var but 124, ja s€jumi izvietoti $adi: 1. s§jums - 3. vieta, 3. - 5., ..., 99.
s€jums - 1. vieta; 2. un 44. apmainiti vietam, 6. un 8. ar1, 98. un 100. s€jumi apmainiti
vietam.

Lidz ar to minimalais gajienu skaits ir 124. &®

Uzdevums 8-13

Noliktava divos strekos patvaliga sectba sakrauti n konteineri, kuriem ir numuri 1,
2, 3, ..., n. Autoiekravejs piebrauc vienam no strékiem, nocel no augSas daZus
konteinerus un novieto tos uz otra streka. pieradiet, ka ar 2n-1 Sadam operacijam
visus konteinerus var salikt viena streki numuru kartiba: apakia Nr.1, pec tam
Nr.2, utt..

[ ]

Pienemsim, ka viena stréki jau salikti pirmie k konteineri pareiza seciba - apaksa Nr.1,
pec tam Nr.2, utt. lidz Nr.k. Tad izdarisim sekojoSo: nonemam no §1 stréka visus
pargjos konteinerus un uzliksim otram strékim, péc tam no $1 otra stréka panemsim
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visus konteinerus, kas atrodas ne zemak par (k+1)-0, un uzliksim tos pirmajam
strekim. Tada veida ar 2 operacijam mé&s panaksim, ka viena no strékiem pamata
pareizas seciba nolikti jau k+1 konteiners. Skaidrs, ka pédéjam n-tajam konteineram
mums vajadz€s ne vairak ka vienu operaciju. Tas nozimé, ka viss tiks izpildits ar 2n-1
operacijam. &®

Uzdevums 8-14

Kaudze ir n atSkirigu izmeéru pankiikas. Ar vienu gdajienu kaudze var iebazt
lapstinu, apgriezt augsejo dalu otradi un nolikt uz apaksejas (atlauts apgriezt ari
visu kaudzi). Pieradiet, ka ar 2n-2 gdjieniem kaudzi var parkartot augosa kartiba.

[

Kaudze sakuma izveidota patvaligi. tad lapstinu iebazam zem lielakas pankiikas un
apgriezam aug$ejo dalu ar lielako pankiku uz augSu, bet p&c tam apgriezam visu
kaudzi. Tada veida esam nolikusi lielako pankiku sava vieta, §Sim noltikam patér&jot 2
operacijas. tatad visu kaudzi varam parkartot ar 2n operacijam, Tacu ievérojot, ka
peédgja pankiika sava vieta nostasies automatiski, 2 ped€jas operacijas “izpaliek’.
Tatad, lai parkartotu sakotn&jo pankiiku kaudzi p&c uzdevuma noteikumiem, pavisam
kopa esam pat€r&jusi 2n-2 operacijas. ®

Uzdevums 8-15

Pa apli kaut kada seciba stav 25 zéni un 25 meitenes. Ar vienu gajienu drikst
samainit vietam jebkurus divus bérnus. Kads ir mazakais gajienu skaits, ar kadu
patvaligam bérnu izvietojumam pietiek, lai parkartotu tos ta, ka zéni un meitenes
stav pamiSus?

[ ]

Sanumur€sim bérnu atraSanas vietas péc kartas ar skaitliem 1, 2, 3, ..., 50 ta, lai 25
vietas ar para numuriem stavétu ne vairak ka 12 zéni. Meitenu skaits vietas ar nepara
numuriem vienads ar z&€nu skaitu vietas ar para numuriem. Mainot Sos bérnus vietam,
ar ne vairak ka 12 gajieniem varam panakt prasito. Ja sakuma visi 25 zéni stav péc
kartas, tad varam uzskatit, ka 12 no tiem stav para, bet 13 - nepara vietas. Atkariba no
ta, vai z€ni beigas novietojas para vai nepara vietas, nepiecieSami vismaz 13 resp. 12
gajieni, jo ar katru gajienu “izlabo” augstakais viena z€na poziciju.

Tatad uzdevuma atbilde ir 12. &

Uzdevums 8-16

Rinda nostaditi 10 zéni un 10 meitenes. Divus bérnus var mainit vietam tad, ja starp
tiem stav ne vairak ka 9 citi.

a) pieradit, ka ar 10 mainam noteikti pietiek, lai pandaktu, ka vispirms stav 10 zéni,
bet péec tam 10 meitenes;

b) pieradit: sakuma situacija var biit tada, ka ar 9 mainam to panakt nevar.



98

a) Ja k-taja vieta stav meitene (1<k<10), tad kada no vietam ar numuriem k+1; k+2;...;
k+10 stav zéns (citadi meitenu biitu vairak par 10). Mainot Sos bérnus, k-taja vieta
nostadam z&nu. Pec kartas apskatam 1., 2., ..., 10. vietu.

b) ja pirmajas 10 vietds stav meitenes, vajag vismaz 10 mainas, jo vienas mainas
rezultata tiek “izlabota” augstakais viena “nepareiziba”, bet to pavisam ir 10. &

Uzdevums 8-17

Uz skolotdja galda stav sviras svari. 7 svariem atrodas atsvari (ne obligati ar
vienadu svaru). uz katra atsvara uzrakstits viena vai vairaku skolenu uzvards.
Skolens, ienakot klase, parliek uz svaru otru kausu katru atsvaru, uz kura rakstits
vina uzvards. Pieradiet, ka var klase ielaist tadus skolenus, lai rezultata nosvertos
ne tas kauss, kur§ nosveras sakuma (tiek pienemts, ka svari sakuma neatrodas
lidzsvara).

[ ]

Pieradisim prasito ar indukcijas palidzibu.

Gadijuma, ja klas€ ir viens skoléns, iesaucam to klas€, un uz svaru kausiem esoSie
atsvari tiks samainiti vietam un kausi nosvérsies pret€ji tam stavoklim, kada tie
atradas sakuma.

Paradisim, ka jarikojas, ja klas€ ir divi skoléni. Skaidrs, ka uz katra no svaru kausiem
var but kaut kads atsvaru skaits, uz kuriem uzrakstits viena vai otra skoléna uzvards,
ka ar1 tads atsvars (vai vairaki tadi), uz kura uzrakstiti abu skolénu uzvardi. Tapat
skaidrs, ka uz viena no abiem svaru kausiem atrodas smagakais no $adiem atsvariem
veidotais komplekts. Pieméram, ja uz kreisa svaru kausa atrodas atsvari ar uzrakstu A
un to kop€ja masa ir mi, bet uz laba svaru kausa attieciga tipa atsvaru kop&ja masa ir
mz, pie kam mi>my, tad turpmak risingjuma gaita ar A apzim&sim attieciga tipa
atsvaru komplektu ar lielako masu. Soreiz tas biitu komplekts ar kop&o masu mj.
Ievérojot So norunu, varam uzskatit, ka objektivi pastav 3 atSkirigi smagakie atsvaru
komplekti: priekS skoléna A, prieks skoléna B un smagakais atsvaru komplekts, kura
uz katra atsvara uzrakstiti abu skolénu uzvardi. (Atzim&sim, ka nebit nav ta, ka
smagakaja komplekta ietilpst visi smagakie atsvari - runa ir par viena tipa atsvaru
kop€jo masu uz viena svaru kausa.) Talak sekojoSaja tabula paraditas visas iesp&jamas
smagako komplektu savstarp&jas “mijiedarbibas” varianti un dots klas€ iesaucamo
skolénu saraksts (pirmajam skolénam saraksta ar1 klasé jaienak ka pirmajam), ka ar1
svaru kausu stavoklis p&c tam, kas visi (pec skolotaja domam) nepiecieSamie skoléni
jau ir ieaicinati klase€. Tabula apzim&ums “A 1 B” vai “B  A” lietots, lai apzimetu
faktu, ka kauss, uz kura atrodas A tipa smagakais komplekts, ir vieglaks par kausu, uz
kura atrodas B tipa smagakais komplekts. Ar “&” apzimesim faktu, ka uz attieciga
svaru kausa nav neviena smagaka komplekta.

Sakotn. noviet. Jaiesauc Rezultats
AunB{ AB A ABuUnB { A
AunB ! AB A B @4 ABunAunB
A} ABunB A AB{ AunB

A{ ABunB B AunABunB { &

Atzim&sim, ka gadijums, kad A un B un AB{ &, nevar biit.
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Talak analizésim atsevidki gadijumu, kad A un B un AB  &. Miisu riciba atkariga no
ta, kadas attiecibas pastav starp attiecigo komplektu masam.

Ja gadijuma |A[+|B|>|AB|, tad klas€ vispirms ieaicinasim skolénu A, bet p&c tam B, ka
rezultata iegiisim, ka AB { Aun B;

Ja gadijuma izraditos, ka |A|+|B|<|AB|, pie tam |A| > |B|, tad klas€ jaieaicina tikai
viens skoléns, proti, skoléns A, un tad iegiisim, ka B 1 Aun AB.

lidz ar to indukcijas baze ir pamatota. Pienemsim, ka apgalvojums ir speka
gadijumam ar k skoléniem un paradisim, ka arT gadijuma ar k+1 skolénu misu
pieradamais apgalvojums ir patiess. k+1 skolénu sadalisim divas grupas. viena
ieklausim pirmos k skolénus A1, Az, Az, ...Ak un otraja grupa atstasim vienu pasu
skolénu Ak+1. Pirmo grupu apzimésim ar A, bet otro ar B un talak rikosimies tapat ka
nupat aprakstitaja divu skolénu gadijuma. ®

Uzdevums 8-18

Doti sviras svari un n atsvari ar daZadu masu. Janis péc kartas liek pa atsvaram uzg
viena no svaru kausiem. Pieradiet, ka Janis var panakt jebkuru svaru kausu
nosverSanas secibu pa kreisi vai pa labi.

[ ]

Sarindosim atsvarus augos$a seciba: A1<A<...<An. Aplikosim jebkuru §is atsvaru
rindas fragmentu Ai+1<Ai+2<...<Aj+. Pienemsim, ka tie novietoti uz svaru kausiem
pamisus: Aj+1 Uz viena kausa, Ai+2 uz otr, Ai+3 atkal uz pirma, Ai+s - uz otra utt. Tad uz
leju nosveras tas kauss, uz kura atrodas Ai+k. Tie$am, ja k - para skaitlis, tad tas seko
no nevienadibam Ai+1<Ai+2, Ai+3<Ai+s, ..., Airk-1<Ai+k, Det, ja K - nepara skaitlis, tad no
nevienadibam A1>0, As>A, As>Ay, ..., Ak>Ak1.

Novietosim tagad atsvarus uz kausiem pamiSus ta, lai beigas uz leju nosvertos tas
kauss, kadu Janis velas. Saksim nemt nost atsvarus, realiz€jot no otra gala Jana
iledomato nosverSanas virkniti. Turklat, ja nosverSanas jamaina, tad nonemam
smagako uz sariem eso3o atsvaru, bet, ja nav jamaina, tad vieglako. Sada algoritma
pareizibu pamato pasvitrotais apgalvojums.

Uzliekot atsvarus uz sakuma tukSiem svaru kausiem apgriezta seciba, nonemot
ieglitajai virknitei, panakam vajadzigo kausu nosvérSanas secibu. ®

Uzdevums 8-19

Kada pilseta ir atlauta dzivoklu maina (viena gimene ieiet otras gimenes dzivokli,
otra - attiecigi pirmdas dzivokli, bet visada cita veida mainas ir aizliegtas). Divas
gimenes, kuras apmainijusas ar dzivokliem, nav tiesigas tani pat diend piedalities
citas mainas. Pieradiet, ka jebkuru visu pilsetas iedzivotaju izplanota dzivoklu
mainu var realizet divas dienas.

[

Pienemsim, ka katru mainities gribosu gimeni parstav kads gimenes loceklis.
Izvelesimies vienu $adu parstavi. Tam aiz muguras nostadam tas gimenes parstavi,
kas grib mainities uz priek$a stavosa cilvéka dzivokli, aiz otra cilvéka nostadam tas
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gimenes parstavi, kura vélas ieiet otras gimenes dzivokli utt., 1idz izveidojas aplis, t.i.
pirmas gimenes parstavis atrodas aiz p&d&jas gimenes parstavja, jo vélas samainities
ar $o cilvéku dzivokliem. Tada veida visas mainities gribo$as gimenes var sadalit
aplos. Ja kada gimene vélas palikt sava dzivokli, ta viena pati veido atsevisku apli.
Dzivoklu maina notiek tikai katra apla ietvaros. Apskatam apli, k veido n mainities
griboSas gimenes. Sanumurésim tas ar X1, X2, ..., Xn, bet dzivoklus- 1., 2., ..., n-tais.
Talak redzamaja attéla (att€ls 8-1)ar nepartrauktu liniju atzim€tas mainas pirmaja
diena, bet ar raustitu - otraja. Zem katra X; uzrakstiti So gimenu veco (lidzsingjo)
dzivoklu numuri, dzivoklu numuri péc pirmas mainu dienas un pec otras mainu
dienas.

attels 8-1

Atkariba no ta, vai n ir para vai nepara skaitlis:

ja n_ir para skaitlis, tad pirmaja diena Xn/2+1 samaina dzivokli ar xn/2, bet otraja diena
nedara neko;

ja n ir nepara skaitlis, tad pirmaja diena x(+1)2 nedara neko, bet otraja diena samaina
dzivokli ar X(n+3)/2.

Péc divam dienam katra no n mainities grib&usajam gimeném ir sanémusi karota
dzivokla atslegas. ®

Uzdevums 8-20 (Hanojas tornis)

Dota piramida, kas sastav no n daZdada izmera gredzeniem, kas uzmaukti ug
vertikala stieniSa ta, ka pats lielakais gredzens atrodas apaks3a, otrs lielakais uz ta,
utt.,, lidz paSa augsa uzlikts pats mazakais gredzens. Divi citi stieniSi sakuma ir
tuksi. Ar vienu gajienu drikst nonemt vienu gredzenu no jebkura stieniSa un parlikt
uz cita stienisa. Izmantojot papildus treSo stieniti, ar aprakstitas operdcijas
palidzibu visi gredzeni japarliek no sakotnéja stieniSa uz otro. ParlikSanas procesa
nedrikst likt lielaku gredzenu uz mazaka. Kads ir mazakais parlikSanu skaits k, ar
kuru var paveikt $o uzdevumu?

[

Mazako parlikSanu skaitu, kas nepiecieSams, lai n gredzenus parliktu no viena stieniSa
uz otru saskana ar uzdevuma noteikumiem, apzimésim ar k(n). Acim redzot, k(1)=1.
Nav griiti parliecinaties, ka k(2)=3.

Ar matematisko indukciju pieradisim, ka k(n)=2"-1.
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indukcijas baze mums jau ir. Pienemsim, ka apgalvojums pieradits par k(1), k(2), ...,
k(n) un apliikosim n+1 gredzena gadijumi.

Lai parliktu apak$€jo no n+1 gredzeniem uz otro stieniti, vispirms augsgjiem n
gredzeniem jabut sakartotiem uz tre$a stieniSa. Saskana ar indukcijas pieneémumu, tam
nepiecieSsamas un pietickamas 2"-1 parlikSanas. Péc tam parlieckam lielako gredzenu
uz otro stientti (a parlikSana). Péc tam n gredzenu parlikSanai no tresa stieniSa uz otro
neiecieSamas un pietickamas 2"-1 parlik$anas.

Tatad k(n+1) = (2"-1) +1+(2"-1)=2x2"-1=2""1-1, kas bija japierada. ®

Uzdevums 8-21

Doti 3 vertikali stienisi. Uz vien no tiem cits virs cita uzmaukti n gredzeni; abi
paréjie stienisi sakuma ir tuksi. Ar vienu gajienu var nonemt augsejo gredzenu no
jebkura stieniSa un uzmaukt uz cita stieniSa (ja tur jau ir citi gredzeni, tad
uzmauktais paliek augspuseé). Kads ir mazakais gajienu skaits, ar kuru var panakt,
lai gredzeni novietotos uz ta pasa stieniSa, uz kura tie atradas sakuma, bet apgriezta
sectba?

[ ]
Pieradisim, ka prasito var izdarit ar 3n-2 gajieniem.

Pienemsim, ka gredzeni sakuma uzmaukti uz stieniSa X, bet stieniSi Y un Z ir brivi.
Rikojamies sekojosi:

a) augsejo gredzenu parliekam uz Y;

b) pargjos gredzenus parliekam vienu aiz otra uz Z (tie tur novietojas apgriezta
seciba);

¢) gredzenu no Y parliekam uz X

d) visus gredzenus, iznemot apaks€jo, no Z parliekam vienu aiz otra uz Y (tie tur
novietojas sakotngja seciba), bet apaksejo gredzenu no Z parliekam uz X;

e) visus gredzenus no Y vienu aiz otra parliekam uz X.
Esam iztér&jusi 1+(n-1)+1+(n-2)+1+(n-2)=3n-2 gajienus.
Tagad paradisim, ka ar mazaku gajienu skaitu uzdevuma prasibas nav izpildamas.

Skaidrs, ka neviens gredzens nevar visu laiku palikt uz X; tatad katram gredzenam
jaizdara vismaz 2 gajieni. Ja kopg€jais gajienu skaits blitu mazaks par 3n-2 (t.i., ne
lielaks par 3n-3), tad atrastos 3 gredzeni, katrs no kuriem parvietots tiesi 2 reizes. tie ir
parvietoti uz stieniSiem Y un Z; varam pienemt, ka divi no tiem parvietoti uz stieniti
Y. Skaidrs, ka Sie gredzeni savu savstarp&jo novietojumu pec atgrieSanas uz X nav
mainijusi.

legiita pretruna pierada miisu apgalvojumu. &
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Uzdevums 8-22

Tiesa ka lietiSkie pieradijumi tiek uzraditas 14 monetas. Ekspertam izdevas
noskaidrot, ka 7 no tam ir viltotas, parejas - istas, pie kam uzzinat, kuras monéetas
tiesi ir viltotas, kuras - istas. Tiesai zinams tikai, ka viltotas monéetas sver vienadi,
istas ari sver vienadi, bet viltotas moneéetas ir vieglakas par istajam. Eksperts grib ar
3 sverSanam uz sviras svariem bez atsvariem pieradit tiesai, ka visas vina noteiktas
viltotas monétas tieSam ir neistas, bet istdas ir tieSam istas. Vai vinam tas izdosies?

[ J
Risinajuma istas monétas apzimésim ar “1’, viltotas ar “v”. Ja kada svérSana tiek
izmantotas mongtas, par kuru tipu tiesa jau parliecinata, tas apvilksim ar apliti.

15wkl
1

Pirmaja svérSana eksperts novieto uz viena kausa vienu istu, uz otra - vienu viltotu
monétu. Ista monéta nosveras uz leju. Tiesai jaatzist, ka tas var notikt tikai viena
gadijuma, proti, uz leju nosverusies mongéta ir sta, bet otra viltota.

Otro sveérsanu eksperts veic, ka paradits attéla (attels 8-2).

MDvv

QIR
attels 8-2

Ta ka par apvilkto mongtu tipu tiesa jau ir parliecinata, tad tai jaatzist - $ads iznakums
iesp&jams tikai tad, ja abas lidz §im nenoskaidrotas monétas uz smagaka kausa ir Tstas,
bet uz vieglaka - viltotas; parliecinieties par to patstavigi, izvéloties citas iespgjas.

Ar treSo svérSanu, kas paradita nakamaja attéla (attéls 8-3), eksperts savu darbu beidz:

attels 8-3

Sis uzdevums, kura autors ir Latvijas Universitates profesors R. Freivalds, demonstré
svarigu faktu: pieradijums var but bitiski tsaks par ta atklasanas procesu. Visparinot
izklastito metodi n Tstu un n viltotu monétu gadijumam, iegiistam, ka eksperts savu
darbu var veikt ar [logzn]+1 svérSanam. Savukart, lietojot 1.7. punkta metodes, nav

griti pieradit, ka ekspertam Tsto mon&tu atrasanai vajadz&ja patérét vismaz log, C,,
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svérSanas; ta ka C, >2", tad isto monétu atraSanai japatéré vismaz n-log, 2
sverSanas (patiesiba - vél vairak). Bet lielums n-log, 2 - lineara n funkcija - aug
daudz straujak par logaritmisko lielumu [logon]+1. ®

Uzdevums 8-23

Jiisu riciba n daZadi atsvari, to svars 1kg, 2kg, ... n kg. Atsvari jasakarto trijas péc
svara vienddas kaudzites. Vai tas ir izdarams, ja a)n=1977; b)n=1978?

n(n+1)

Atsvaru kopigais svars ir 1+2+3+...+n= . Tatad, vai nu n, vai n+1 jadalas

ar 3. Jan=2, vai n=3, prasiba nav izpildama. Ja n=5 vai n=6, tad svarus var salikt:

1kg 2kg  5kg 1kg 2kg 3kg
4kg 3kg 6kg 6kg 4kg

Ja n atsvari jau slikti, tad arT n+3 atsvarus var salikt. Atsvaru n+3 kg novieto taja
kaudzite, kura ir 1 kg, atsvarus lkg un n+1 kg novieto otraja kaudzite, bet atsvaru
n+2 kg tresaja.

Tatad, n atsvarus trijas kaudzités var salikt tad un tikai tad, ja n>5 un vai nu n, vai n+1
dalas ar 3.

Tas nozimé, ka gadijuma, ja n=1977, atsvarus trijas péc svara vienadas kaudzit€s
varam salikt. Gadijuma, ja n=1978, atsvarus trijas péc svara vienadas kaudzités salikt
neizdosies. ®

Uzdevums 8-24

Doti n akmeni ar masam 1kg, 2kg, 3kg, ..., n kg. Kadam n vertibam tos var sadalit
divas vienadas kaudzites ar vienadam masam (akmenus skaldit nedrikst)?

[ ]

Masu summa M=1+2+3+...4+n=n(n+1)/2. Acim redzot, nepieciesamais nosacijums, lai
varétu paveikt uzdevuma prasito, ir M - para skaitlis. Viegli pieradit, ka §1 summa ir
para skaitlis, ja n=4t (t=1, 2, ...) vai n=4t+3 (=0, 1, ...) un nepara skaitlis, ja n=4t+1
vai 4t+2 (t=0, 1, ..). Paradisim, ka min&tais nepiecieSamais nosacijums ir arl
pietiekamais.

A.

Paradisim, ka akmenus ar masaml, 2, ..., 4t var sadalit 2 kaudz€s ar vienadam masam.
Tiesam, ta ka (4i+3)+(4i+4)=(4i+2)+(4i+3), tad katru no i Cetriniekiem4i+1, 4i+2,
4i+3, 4i+4 var sadalit divas dalas ar vienadam masam un p&c tam apvienot dalas no
dazadiem ¢etriniekiem divas kaudzes (i=0, 1, ..., t-1).

B.
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Akmenus ar masam 1, 2, 3, ..., 4t+3 sadala lidzigi: vispirms viena kaudze ievieto
akmenus ar masam 1 un 2, bet otra akmeni ar masu 3, bet pec tam apskata Cetriniekus
41, 4i+1, 4i+2, 4i+3 un ievero, ka 4i+(4i+3) =(4i+1) + (4i+2), kur i=1, 2, ..., t. ®

Uzdevums 8-25

Doti n akmeni ar masam 1kg, 2kg, ..., n kg. Tie jasadala k kaudzes ta, lai visu
kaudZu masas butu vienadas (akmenus skaldit nedrikst). Kadiem n un k tas
iespejams?

[

Skaidrs, ka jaizpildas dieviem acimredzamiem nepiecieSamiem nosacijumiem:
a) kop&jai masai 1+2+3+...+n jadalas ar K;

b) vienas kaudzes paredzama masa (1+2+...+n)/k nedrikst biit mazaka par
vissmagaka akmens masu n (tada gadijuma, So akmeni nesadalot nevargtu ievietot
neviena kaudzg).

Pieradisim, ka $o abu acimredzamo nosactjumu izpildiSanas ir arT pietickama, lai
uzdevuma prasito varétu veikt.

Ar matematisko indukciju p&c n pieradisim $adu apgalvojumu:

ja 1+2+...+n=k*m un m2>n, tad Sh={1,2,...;n} var sadalit k grupas ta, ka katras
grupas skaitlu summa ir m (k un m - naturali skaitli).

Baze. Apgalvojumu triviali parbaudit pie n=1;2;3.

Induktiva pareja. Pienemsim, ka apgalvojums pareizs kopam Si, S, ..., Sn-1 Un
pieradisim ta pareizibu kopai Sn.

Ta ka 1+2+...+n=n(n_1)/2, tad apgalvojums ir pareizs pie m=n un pie m=n+1.
Apskatot lielakas m vertibas, Skirosim atseviskus gadijumus.

A.
Pienemsim, ka m>2n. Tad

K= ”(;;1) <ML saked un n2k > 2k-150]

levérosim, ka 1+2+...+ (n-2K) = (1+...+n) - ((n-2k+1)+..+n) = mk - k(2n-2k+1) dalas
ar k. Ta ka n>4k-1, tad

1+2+..+(n-2k) n—2k+1>

k;
n—2k 2

tatad
1+2+...+(n-2k)

k
Tapéc saskana ar induktivo pien€mumu skaitlus 1, 2, ..., n-2k var sadalit k grupas ar
vienadam summam (pirmais un pédgjais, otrais un priekSpedgjais, utt.) un pievienot
Sos parus pa vienam jau izveidotajam grupam.
Vajadzigais sadalijums izveidots.

>n-2Kk.

B.

Pienemsim, ka n+1<m<2n un m - para skaitlis.

Aplakosim n-m/2 parus: (n, m-n), (n-1, m-n+1), ..., ( (M/2)+1, (m/2)-1 ). Katra para
skaitlu summa ir m.
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Tagad apskatisim paros neieklautos skaitlus, iznemot m/2; tie veido kopu Sm-n-1, Un t0
summa ir

2n+1-m m
22
ST summa dalas ar m/2. Ta ka m<2n, tad m/2 > m-n-1 (atceramies, ka m - para
skaitlis!). Saskana ar induktivo pienémumu kopu Smn1 var sadalit 2k+m-2n-1
apakskopas ar elementu summam m/2.

1+2+..+(M-n=-)=1+2+...4n)—((M=n)+...+n)=mk—-m (2k+m-2n-1).

Tatad més esam izveidojusi 2k+m-2n skaitlu grupas ar summam m/2 (nupat iegitas,
ka arT pats skaitlis m/2), un n-m/2 grupas ar summam m. Apvienojot pa pariem grupas
ar summam m/2, iegisim vajadzigo.

C.
Pienemsim, ka n+1<m<2n un m - nepara skaitlis.
Aplikosim n-(m-1)/2 parus: (n, m-n), (n-1, m-n+1), ..., ( (m+1)/2, (m-1)/2 ). Katra
para skaitlu summa ir m.
Atlikusi vél skaitli no kopas Sm-n-1; to summa ir
2n—m+1_m2k—2n+m—1
2 2 '

@+2+..+n)=(M=-n)+...+n)=mk—-m

2k —2n+m-1 . - i
Taka 2+ ir vesels skaitlis (atceramies, ka m - nepara) un m > m-n-1, tad

Sm-n-1 var sadalit grupas ta, ka katras grupas skaitlu summa ir m.
Vajadzigais sadalijjums iegiits. &
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9. NODALA

DETERMINETA KARTOSANAS PROCESA REZULTATA NOTEIKSANA.

Saja nodala ietvertajos uzdevumos ir aprakstits karto$anas procesa algoritms, bet
miisu uzdevums bils prognozet ta izpildes iesp&jamos rezultatus.

Uzdevums 9-1

a) Astotas klases skoleni nostaditi ierinda. Katram no viniem priekSa stav septitas
klases skolens, kur§ péc auguma ir mazaks par attiecigo astotklasnieku. Pieradiet,
ka, ja astotklasnieku rindu nostadis pec augumiem un art septitklasniekus nostadis
peéc augumiem, tad tapat ka ieprieks katrs astotklasnieks biis garaks par tam priekSa
stavoSo septitklasnieku. (Augumus sakarto atbilstoSa sectba no kreisas uz ;labo
pusi)

b) Kareivju pulks nostadits taisnstira veida ta, ka kara rinda karaviri stav pec
auguma. Pierdadiet - ja katra kolonnda karavirus sakartos pec auguma, tad katra
rindd tapat ka ieprieks vini staves sakartoti pec auguma.

[

a) Lai pieraditu prastto, pietiek pieradit, ka k-tais pec auguma astotklasnieks ir garaks
par k-to septitklasnieku. Pienemsim, ka A ir k-tais péc auguma septitklasnieks. Tad
atradisies ne mazak tadu septitklasnieku (tai skaita ar1 A), kas p&c auguma nav Tsaki
par A. visi k atsotklasnieki, kas stav aiz viniem, ir garaki, tapéc péc auguma k-tais
garakais astotklasnieks ir garaks par A.

b) Sis uzdevums tiea veida reducgjas uz a) gadijumu. ®

Uzdevums 9-2

Skautu vieniba izvietota taisnstiira veida. Katra rinda tiek atrasts pats garakais un
no Siem skautiem tiek izveléts pats isakais. Katra kolonnda tiek atrasts pats isakais
un no tiem tiek izvelets pats garakais skauts. KurS no Siem diviem skautiem ir
garakais? (Tiek uzskatits, ka mis intereséjosie skauti ir daZadi cilveki.)

[

Pienemsim, ka paSu 1sako no garajiem sauc Janis, bet garako no 1sajiem - Pé&teris.
Aplikosim rindu, kura stav Janis un kolonnu, kura stav P&teris. To krustpunkta stav
kaut kads skauts. Pienemsim, ka vinu sauc Juris. Juris ir 1saks par Jani, bet garaks par
Péteri. Tatad Janis ir garaks par Péteri. ®

Uzdevums 9-3

Naturali skaitli no 1 lidz 1982 izvietoti viens aiz otra kaut kada seciba. ESM
caurskata no kreisas uz labo pusi blakus stavoSu skaitlu parus (pirmo un otro, otro
un treso utt.) lidz pat pedejam un apmaina vietam skaitlus apliukojamaja pari, ja
lielakais no tiem atrodas pa kreisi. Péc tam masina caurskata visus parus,. virzoties
no labas uz kreiso pusi lidz pirmajam, mainot vietam skaitlus pec ta pasa likuma.
Peéc $is caurskates ar ESM straddjoSais operators sanem informaciju, ka skaitlis,
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kas atrodas 100-ja pozicija, abas reizes nav izkustéjies no savas vietas. Atrodiet o
skaitli.

[

Apzimésim 100-taja pozicija stavoSo skaitli ar M. Ko nozimé, ka skaitlis M nav
izkustgjies no vietas, ESM kustoties no kreisas uz labo pusi? Tas nozimé, ka M ir
lielaks par tiem 99 skaitliem, kas atrodas no vina pa kreisi, pret§ja gadijuma M
noteikti biitu samainits ar kadu lielaku skaitli un biitu izkust&jies no savas sakotngjas
pozicijas. Tatad varam uzskatit, ka M2>100.

Kadu informaciju par M sniedz fakts, ka, ESM kustoties no labas puses uz kreiso, M
nav izkustgjies no savas sakotngjas pozicijas? Acim redzot, Iidzigi ka iepriek§ M ir
mazaks par tiem 1882 skaitliem, kas atrodas no vina pa labi. TieSam, ja ta nebitu, tad
M bitu samainits ar mazaku skaitli ESM atpakalcela. Tatad M<100. no abam
izceltajam nevienadibam seko, ka M=100. ®

Uzdevums 9-4

Dots n+1 atsvars ar kopéjo svaru 2n un svari ar 2 kausiem, kas atrodas lidzsvara.
Katra atsvara svars ir izsakams ar naturalu skaitli. Atsvarus pa kartai liek uz svaru
kausiem: vispirms paSu smagako (vai vienu no paSiem smagakajiem), tad pasu
smagako no atlikuSajiem utt.. Pie kam katru nakamo atsvaru liek uz ta kausa, kur§
patreizeja bridi ir vieglakais, bet, ja svari atrodas lidzsvara, tad uz jebkura kausa.
Pieradiet, ka pec tam, kad uz svariem bus salikti visi atsvari, svari atradisies
lidzsvara.

[}

Pienemsim, ka atsvarus esam sadalijusi 3 grupas:

1. grupa ieskaitisim tos atsvarus, kuru svars ir 1 vieniba;
2. grupa ieskaitisim tos atsvarus, kuru svars ir 2 vienibas;
3. grupa ieskaitisim visus par€jos atsvarus.

Pienemsim, ka 1. grupa pavisam ir x atsvaru, 2. grupa - y, bet 3. grupa - z atsvaru. Tad
uzdevuma noteikumus varam pierakstit sekojosas vienadojumu sist€émas veida:

X+y+z=n+1
X+2y+Y.m =2n (1)

No pirma vienadojuma izsakot n, iegiistam:

n = x+y+z-1
Tad otro vienadibu varam parrakstit sekojosi:

x=>m-2z+2 (2)

Labaja puse pirmo saskaitamo parrakstisim cita veida:

dYm=>m+M,
z z-1
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kur M - pasa smagaka atsvara masa. Tagad izteiksme (2) parrakstama $adi:
X=M+>m-2z+2=M+> m; -2(z-1).

z-1 z-1

Ta ka 3 grupa ieskaitijam visus tos atsvarus, kuru svars lielaks par 2, tad tas nozimé,

ka Zm, —2(z-1)>0. Tatad x>M (atsvaru ar masu 1 skaits (un tatad arT svars) ir
z-1

lielaks par smagaka atsvara svaru). Talakais spriedums ir sekojoss: katra laika

momenta uz svaru kausiem uzlikto atsvaru masa neatSkiras vairak ka par M. tas

nozimé, ka péc tam, kad uz svariem bus salikti visi atsvari, kuru svars lielaks par 1,

svarus varés nolidzsvarot ar atsvariem ar svaru 1. ®

Uzdevums 9-5

Pie apala galda sez 25 cilveki. Katram no viniem ir izdalits pa divam kartinam. uz
katras no 50 kartinam ir uzrakstits viens no skaitliem 1, 2, ...25, pie kam katrs no
Siem skaitliem ir sastopams 2 reizes. reizi minite péc vaditaja signala katrs no
sedoSajiem padod savam kaiminam, kas séz pa labi, to kartinu, uz kuras uzrakstits
mazakais skaitlis. Ja kadam uz abam kartinam uzrakstitie skaitli sakrit, tad process
beidzas. pieradiet, ka tas agri vai vélu notiks.

[

Gadijuma, ja pec karSu izdaliSanas kadam no dalibniekiem abas kartis jau ir vienadas,
tad process beidzas. Talak aplukosim gadijumu, kad katram spgles dalibnieckam
izdalitas kartis ir atSkirigas.

Viegli ieverot, ka kartis ar uzrakstu 25 nekad neatstaj to sp€létaju, kuram tas pasa
sakuma ir iedalitas (jo nav neviena karts, uz kuras biitu uzrakstits lielaks skaitlis par
25). Tatad pie galda noteikti sedes 2 cilveki, kuri visas no kaiminiem sanemtas kartis
pados talak. Kas notiek ar kartim ar uzrakstu 24? Nav griiti ieverot, ka augstakais péc
2 speles vaditaja signaliem (spéles soliem) arT §is kartis apstasies un talakaja spéles
gaitd vairs nekustsies (vai arl abas kartis nonaks viena cilvéka rokas un spéle
beigsies. talak Sadus variantus vairs neapskatisim). Tatad péc kaut kada solu skaita
biis jau Cetras kartis, kuras talakaja spéles gaita neatstas savu poziciju. Par cik pie
galda séz 15 cilveki, tad viegli saprast, ka agri vai vélu kartis no 25 lidz 14 noteikti
apstasies (vai ar1 kads spéles dalibnieks biis sanémis abas vienadas kartis un spéle
beigsies). Par cik visas kartis ir pa divam, tad $ada situacija 24 pie galda sédoSie
cilveki pados pienakosas kartis pa labi, bet viens spélétajs kartis pados talak pamiSus,
vadoties péc spéles noteikumiem. Ta tas turpinasies kameér pie §1 25-ta spéléetaja
nonaks pirma (skatoties karsu kustibas virziena) karts ar uzrakstu 13. Savukart otra
karts ar uzrakstu 13 allaz tiks padota pa labi (par cik pie katra sp€létaja atrodas viena
karts, uz kuras uzrakstits lielaks skaitlis) [idz nonaks pie ‘“iestrégusas” karts ar
uzrakstu 13 un spéle beigsies. Lidz ar to esam paradijusi, ka $adi organiz€ts process
agri vai vélu beigsies. ®
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Uzdevums 9-6

Liela ozola zaros séz daZas varnas. Pec signala tas sak parsesties. Katru miniiti
vienu no varnam padzen kaiminienes, kas sez uz ta paSa zara, un $i varna parlido
uz nakoso péc augstuma zaru (uzg zaru, kas atrodas augstak kaiepriekSejais0; ja no
augSas zaru nav, varna aizlido. Visi zari izvietoti daZada augstuma. Pieradiet, ka
laiks, péc kura process beigsies (t.i. uz katra zara atradisies ne vairak ka viena
varna), nav atkarigs no parlidojumu secibas, bet gan no varnu sakotnéja
izvietojuma.

[

Sa uzdevuma atrisinajuma izmantosim matematisko indukciju péc zaru skaita.
Gadijuma, ja ir tikai viens zars, uz kura sas€dusas n varnas, tad acim redzami, ka
neatkarigi no ta, kura varna bils spiesta aizlidot pirma, kura p&dgja, péc n-1 soliem uz
zara biis palikusi viena varna.

Pienemsim, ka apgalvojums ir spéka k zaru gadijuma, un pieradisim, ka tas ir speka
ar1 k+1 zara gadijuma.

k+1 zara gadijuma varam uzskatit, ka uz k+1 zara pavisam sé€z x+y varnas, no kuram
y ir kaut ka izvietojusas uz k zariem, bet x varnas séz uz augsgja, (k+1) zara. Kadas
parlidoSanas vispar ir iesp&jamas?

1)

parlidoSanas k zaru sist€mas robezas. P&c induktiva pienémuma So parlidoSanu skaits
nav atkarigs no varnu parlidoSanas secibas, bet tikai no varnu sakotngja izvietojuma.
So parlidojumu skaitu apzimésim ar Py;

2)
parlidosanas no k zaru sistémas uz (k+1)-o zaru. Viegli saprast, ka ir gluzi vienalga,
kada seciba varnas ierodas uz (k+1)-o zaru. Sim noliikkam japatéré s=y-k parlido$anas.

3)

aizlidoSana no koka. Ja uz (k+1)-a zara, ieverojot ieprieks€jos spriedumus, nonaks s
varnas, tad neatkarigi no varnu aizlidoSanas secibas, aizlidoSanai no ta japatéré x+s-1
signals.

Tatad, péc kaut kada parlidojumu skaita P=P1+s+(X+s-1) process biis beidzies. Par cik

ne P1, ne x, ne arT s nav atkarigi no parlidojumu secibas, bet gan tikai no varnu
sakotngja izvietojuma, uzdevuma prasito esam pieradijusi. ®

Uzdevums 9-7

Peéc 20 dailslidotaju uzstaSands katrs no 9 tiesneSiem péc sava ieskata sadala vietas
no 1. lidz 20. Izradijas, ka katra dailslidotaja vietas, ko pieSkiru$i daZadi tiesnesi,
neatSkiras vairak par 3. Saskaitisim vietu summas, ko ieguvis katrs dailslidotajs, un
sakartosim Sos skaitlus to pieaugSanas seciba c1<C2<C3<...<C0. Kada lielaka vertiba
var biit c1?

[ ]
Ja vienam dailslidotajam pirmo vietu ir pieSkirusi visi tiesnesi, tad c1=9. ja pirmas
vietas pieskirtas diviem dailslidotajiem, tad viens no viniem ir sanémis mazak ka 5
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pirmas vietas, bet pargjas vina iegilitds vietas ir ne augstakas par ceturto, tapéc
C1<5x1+4x4=21.

Ja pirmas vietas pieskirtas 3 dailslidotajiem, tad, ta ka pargjas to iegiitas vietas nav
augstakas par ceturto, tad visu So dailslidotaju vietu summa nav lielaka par
1x9+3x9+4x9=72. tatad c1<24. ja sportistu, kas ieguvusi pirmo vietu, ir Cetri, tad vinu
vietu kopgja summa neparsniedz 90. Tatad vienam no viniem punktu summa nav
lielaka par 22. Gadijums, kad pirmo vietu ieglst 5 un vairak sportisti, ir neiesp&jams,
jo tad priek$ viniem visiem nepietiks punktu no 1 Iidz 4.

Tatad c1<24. paradisim, ka ieglt piemé&ru ar c1=24. ja tiesnesi punktus sadala $adi:
katrs no trim labakajiem dailslidotajiem sanémis vietas 1,1,1, 3,3,3, 4,4,4, katrs no
trim nakoSajiem 2,2,2, 5,5,5, 6,6,6, bet parg€jie patvaligi, tad ieglistam sadalijumu, pie
kuraci=24. ®

Uzdevums 9-8

Tenisa federacija visiem taja ietilpstoSajiem tenisistiem pieSkira kvalifikacijas
numurus: stiprakajam - pirmo, nakamajam stiprakajam - otro, utt.. Zinams, ka to
tenisistu tikSandas reizes, kuriem kvalifikacijas numuri atSkiras vairak ka par 2,
vienmer uzvar sportists ar mazako numuru. Turnirs, kura piedalas 1024 stiprakie
tenisisti, tiek rikots péc olimpiskas sistemas: katra apla daltbniekus pec izlozes
sadala paros un nakoSaja apli iekliist katra para savstarpejas speles uzvaretajs, ta
ka pec katra apla dalibnieku skaits samazinas divas reizes. tadejadi pec 10. apla tiks
noskaidrots uzvaretajs. Kads ir lielakais iespéjamais uzvaretaja numurs?

[ ]

Lielakais uzvarétaja numurs ir 20.

Ta ka tenisists k var zaud@t tikai (neskaitot stiprakos) tikai (k+1)-ajam un (k+2)-ajam
tenisistam, tad péc katra apla stipraka no v@l nezaud@uSajiem numurs nevar
palielinaties vairak ka par 2. Tadgjadi visa turnira uzvarétaja numurs nav lielaks par
21. pieradisim, ka tomér arT tenisists ar numuru 21 nevar klut par uzvarétaju.

Lai to pieraditu, pienemsim, ka p€c pirma apla jaizstajas pirmajam un otrajam
tenisistam, zaud&jot treSajam un ceturtajam (citadi uzvarétaja numurs ir mazaks par
21); otraja apli jaizstajas treSajam un ceturtajam, zaud€jot piektajam un sestajam, u.t.t.
lidz pat 9.aplim, kura devippadsmitajam un divdesmitajam jauzvar attiecigi
septinpadsmitais un astonpadsmitais tenisists. Tada veida 21. tenisists neieklist finala,
kura sacensas divi.

Atlicis paradit tada turnira pieméru, kura uzvar divdesmitais spélétajs. Saja noliuka
visus tenisistus sadalisim 2 grupas pa 512 cilvékiem katra. Pirmaja grupa ieklausim
19-0, 20-0 un v&l 510 vajakus speletajus. Turniru grupa organizgjam ta, lai uzvarétu
20-tais speletajs (to, actmredzot, var izdarit). Otra grupa ieklausim 1-0, 2-o, ..., 18-0
un atlikusos vajakos sportistus un turniru organiz&jam ta, lai uzvar 18-tais. To var
izdarit, noorganizgjot turniru ta, ka tas aprakstits augstak: pirmaja apli 3-ais un 4-tais
izcina uzvaru par 1-0 un 2-o spélétaju, otraja apli 5-tais un 6-tais uzvar 3-0 un 4-0
sportistu, u.t.t. lidz astotajam aplim, kad 17-ais un 18-tais izcina uzvaru par 15-0 un
16-0, bet devitaja apli 18-tais uzvar 17-o. Finala satiekas 20-tais un 18-tais un tatad
20-tais var uzvarét. ®
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Uzdevums 9-9

Dota kaudzite ar 2n+1 kartinam, ar kura atlautas divas sekojoSas operacijas:

a) no augsas nonemt dalu kartinu un novietot to apaks$a, neizmainot kartinu
karttbu;

b) augiejas n kartinas, ieverojot kartibu, ievienot n starpas starp apaksejam n+1
kartinam.

[
Pieradiet, ka ar minéto operaciju palidzibu no sakotngja kartinu izvietojuma nevar
iegtit vairak neka 2n(2n+1) dazadus kartinu izvietojumus.

Sakuma sanumurésim kartinas ar skaitliem no 0 Iidz 2n. Sie kartinu numuri nav nekas
cits ka visi iesp&jamie skaitlu atlikumi, kadi var rasties, skaitli dalot ar 2n+1. Pie $adas
numeracijas nosacijums: “jebkuram péc kartas sekojosam kartinam ar numuriem a, b,
c ir speka, ka a-2b+c dalas ar 2n+1” saglabajas. No Sejienes izriet, ka pirmas un otras
kartinas numuri kaudzité nosaka citu kartinu izvietojumu. Ta ka ir 2n(2n+1) pari no
diviem numuriem, tad ar1 kartinu izvietojumu kaudzité nav vairak. ®

Uzdevums 9-10

Dota kolonna no n daZadu krasu kiegeliem. Ar vienu operaciju drikst panemt daZus
kiegelus no kolonnas apak$as un, nemainot to kartibu, novietot virspusé un péc tam
visu So kolonnu apgriezt. Pieradiet, ka ar Sadu operaciju palidzibu iegiito daZado
kolonnu skaits neparsniedz 2n.

[ ]

Aplikosim uzdevuma doto algoritmu un paral€li veidosim citu tam atbilstoSu modeli.
Iedomasimies, ka kiegeli nav sakrauti kolonna, bet gan salikti pa apli. Noteiktibas
labad pienemsim, ka kolonnas augsgjais kiegelis vienmér pirms operaciju izpildes
atradisies apla augsa (pozicija “pulksten 12”), bet pargjie kiegeli izvietoti vienados
attalumos viens no otra pulkstena raditaja kustibas virziena tada pasa seciba, ka tie
novietoti sakotngja kolonna. Ka pie sada kiegelu izvietojuma biitu jainterpreté kaut
kada kiegelu skaita k parvietoSana no kolonnas apaks$as uz aug$u? To varam
interpretét ka kiegelu apla pagrieSanu par k pozicijam pulkstena raditaja virziena.
Otrai algoritma operacijai - izmainitas kolonnas apgrieSanai - atbilst sekojoSa
operacija ar apli: pagriezisim musu apli vél par vienu poziciju pa labi (par cik kolonna
pasa apaksa stavosais kiegelis miisu modeli atrodas vienu vienibu pa kreisi no
pozicijas “pulksten 127, tad, lai panaktu atbilstibu starp modeliem, pietiek pagriezt
apli par vél vienu vienibu) un apgriezisim apli ap vertikalo asi par 180°. Tagad
pulkstena raditaju kustibas virziena apskatot kiegelu izvietojumu, varam
parliecinaties, ka kiegeli izvietoti precizi tapat, ka tie stavétu pec sakotn&ja algoritma
abu operaciju veikSanas. Tatad esam paradijusi abpus€ji viennozimigo atbilstibu starp
Siem abiem modeliem.

Nav griiti ieveérot, ka kiegelu apli varam pagriezt par n vienibam un tadgjadi iegit n
atSkirigus kiegelu izvietojumus. Veicot otru operaciju, varam iegiit ne vairak ka n
atSkirigus spogulatt€lus. Tas nozimé, ka dazado kiegelu izvietojumu skaits nevar
parsniegt n+n=2n variantus. Par cik starp modeliem pastav viennozimiga atbilstiba,
tad arT ar sakotngjo algoritmu ieglistamo dazado kiegelu izvietojumu skaits
neparsniegs 2n. @
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Uzdevums 9-11

Regulara 2n- stiura virsotneés kaut kada seciba ierakstiti skaitli no 1 lidz 2n, katrs
vienu reizi. Ar vienu gajienu atlauts mainit vietam skaitlus, kuru starpiba ir 1. Péec
vairakiem tadiem gdjieniem izradijies, ka katrs skaitlis parbidijies par vienu virsotni
preteji pulkstena raditaja kustibas virzienam, salidzinot ar savu sakotnéejo poziciju.
Pieradiet, ka kada gajiend vietam tika mainiti skaitli, kas pirms 31 gdjiena atradas
pretejas 2n-stiira virsotneés.

[ J

Pienemsim pretgjo. Apziméesim 2n-stiira virsotnes pulkstena raditaja kustibas virziena
ar Ay, A, ..., An, By, Bo, ..., Bn. Apskatisim virsotnes A1 un Bi; pienemsim, ka tajas
sakotngji ierakstiti skaitli a un b, un a>b. Ta ka katra gajiena skaitlis mainas tikai
viena no virsotném Az un Biun $1 izmaina notiek par lielumu 1, tad virsotné A visu
laiku atrodas lielaks skaitlis neka virsotn€ Bi1. Ta ka procesa beigas virsotné A1 nonak
skaitlis no Az, bet virsotné B1 - skaitlis no Bo, tad sakotng&ji virsotné A2 bija lielaks
skaitlis neka virsotn€ B2.Lidzigi iegiistam, ka sakotng&ji virsotné Az bija lielaks skaitlis
neka Bz, As - lielaks skaitlis neka Ba, ..., An - lielaks skaitlis neka Bn, B1 - lielaks
skaitlis neka Ai. Ta ir pretruna, jo més aplikojam gadijumu, kad sakotn&ji A1 bija
lielaks skaitlis neka virsotné B1. Tatad sakotngjais pienémums ir nepareizs. &
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NOBEIGUMS.

Sis darbs uzskatams par informativu ieskatu dazada veida karto$anas uzdevumos un
orientéts uz jebkura vecuma lasitaju, kuram Skistu interesants Seit piedavatais
materials. Protams, galvenais adresats ir skoléni, pie tam Saja darba ietverti gan tadi
uzdevumi, kuri butu pa spekam jaunako klasu skoléniem, gan ari tadi, kas sagadatu
mazas problémas jau pieredzgjusakiem vecako klasu skoléniem. Tapat piedavatais
materials var noderét matematikas un informatikas skolotajiem stundu un pulcinu
nodarbibu sagatavosana.

Darba ietvertie atrisinajumi nebiit nav vienigie pareizie, tapec tas varétu radit interesi
paméginat atrisinat formulétas problémas patstavigi un cita veida, bet péc tam
salidzinat iegiitos rezultatus.



