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IEVADS

1. KAS IR MATEMATIKA UN KAPEC CILVEKI AR TO
NODARBOJAS

Pieradijums matematika var tikt uzlikots ka vienigais
lidzeklis dazadu matematiska satura apgalvojumu pareizibas
pamatosanai.

Tomér $ads pieradijuma jédziena paskaidrojums nedod
ick§€ju apmierinatibas izjitu — paliek neskaidrs, kas tad Tsti slépjas
aiz vardiem ,matematiska satura apgalvojums” (ka, pieméram,
atSkirt matematiska satura apgalvojumus no, teiksim, fizikaliem
apgalvojumiem: ka noteikt, vai apgalvojums ,zakis nevar ieskriet
meza dziJak ka lidz vidum” ir vai nav matematisks). Izradas, ka §1
neskaidriba ir butiska — tieSi matematikas uzdevumu specifika
nosaka pieradijuma lomu to risinajuma, ka arT metodes, kadas mes
drikstam lietot matematiska pieradijuma. Kadas tad ir iezimes, kas
matematiku atskir no citam zinatnes nozarém?

Matematika — zinatne par sakaribam

Var ievérot, ka skola matematikas uzdevums biezi ir
noformuléts ta, ka taja ir kaut kadi doti lielumi un kadi nezinami
lielumi, kuru vértibas jaatrod, izejot no dotajiem liclumiem.
Tustrésim $o ideju vispirms ar vienkarsu uzdevumu (atrisiniet to!).

»Zinams, ka no pils€tas A lidz pilsétai B pa dzelzcelu ir 120
km. Plkst. 9.00 no rita no pilsétas A uz pilsétu B izbrauca pasazieru
vilciens ar atrumu 60 km/h, bet tam preti no pils€tas B izbrauca
precu vilciens ar atrumu 40 km/h. Noteikt, kada attaluma no pilsétas
B sie vilcieni satiksies.”

Saja uzdevuma nav griiti izskirt, kas ir dotie, kas — nezinamie
lielumi. TieSam, mé&s tickam nostaditi tada situacija, kad kads jau ir
papiilgjies izmerit attalumu starp pils€tam A un B (120 km), bez tam
mums tiek pateikts ar1, kura virziena un cikos sak braukt katrs no
vilcieniem, ka arT tas, cik atri katrs no viniem brauc. Misu ka
matematiku uzdevums ir (tikai!?) atrast So vilcienu satik$anas vietu.
Matematika vispar nekad nav jaizdara dazadi mérjumi daba un



eksperimenti ar realiem priekSmetiem, matematiska uzdevuma
nostadne jau ietver sevi visus vajadzigos mérfjumus ka izdartus.

Ieverosim, ka $aja konkrtaja uzdevuma atrast meklgjamo
lielumu nebija griiti: tas ir tapec, ka mums labi zinamas sakaribas,
kas saista taja dotos lielumus ar meklgjamo. Uzdevuma atrisinaSanai
bija vajadzigas tikai §s vienkar$as sakaribas un nekas vairak.
Uzdevuma risinajums ir ari pilnigi neatkarigs no ta, tie$i kuras
pilsétas ir apzimétas ar burtiem A un B; rezultats, kas ir iegits, ir
viens un tas pats visiem gadijumiem. V&l vairak, lai atrisinatu $o
uzdevumu, mums nav nekadas nepiecieSamibas parliecinaties, ka
§adas pilsétas A un B tieSam kaut kur ir un ka kadurit vilcieni no
vienas pils€tas uz otru tieSam ar tadiem atrumiem ir braukusi viens
otram pretl. Nedz vilcieni, nedz ar pasas pils€tas miisu risinajumam
nav vajadzigi, to var vispar nebiit. Ta ir arkartigi butiska iezime
matematikas uzdevumos: matematika p&ta, kas notiktu, ja izpilditos
zinami nosacfjumi (piem., attalums starp pilsétam ir ..., vilciena
atrums ir ..., utt.), un dod savu slédzienu par to; taja pasa laika
jautajums to, vai $adi nosacijumi faktiski izpildas konkr&taja realaja
situacija, tick noskaidrots, lietojot dazadas nematematiskas metodes
(tas, protams, attiecas ne tikai uz gadijumu ar pils€tam un vilcieniem,
kas Seit nemts pieméra pec).

[lustrgjot matematiku ka zinatni par sakaribam, aplikosim vél
vienu piemeéru:

,Atrisinat vienadojumu X+17 =59 —2x.”

Saja uzdevuma dotais ir pats vienadojums, bet ka atbildi no
mums prasa uzradit visas tas X vertibas, kas apmierina $o
vienadojumu (Soreiz gan ta bas tikai viena, bet, ja vienadojums biitu
sarezgitaks, tad tadas var€tu but vairakas).

Lai atrisinatu $o vienadojumu, més atkal izmantojam
sakaribu (Soreiz tadu, kas sava starpa saista linearus vienadojumus
ar 1 nezinamo un to atrisindgjumus). Vienadojums ir dots, més
neinteres€jamies par to, no kurienes un kada veida tas pie mums
nonacis. Misu ka matematiku uzdevums sakas ar to bridi, kad
vienadojums jau ir miusu prieksa. Der ievérot, ka vienadojuma
risinaSanas metodes (ka arT matematiska uzdevuma risinasanas
metodes vispar) nav atkarigas no ta, no kurienes §is vienadojums
(uzdevums) radies — vienalga, vai tas apraksta kadu fizikalu procesu,
vai ari, piem€ram, pircgja — pardeveja attiecibas tirgi vai veikala;



tikpat labi vienadojumu kads varga uzrakstit, savas ieksgjas
zinatkares vai vél kadu citu apsvérumu vadits.

Tapat ka uzdevumi, arl sakaribas matematika var bt loti
dazads. Ir daudz tadu sakaribu, par kuru esamibu Jis paSreiz nevarat
pat iedomaties, ir arT loti daudz tadu uzdevumu, kuru risinasanai vél
neviens pasaulé nav atradis vajadzigo sakaribu. Bet tiesi tas liela
mera nosaka matematikas ka zinatnes par sakaribam skaistumu.

Kapec cilveki peta sakaribas

No sakaribam sastav visa miisu dzive. Var pat teikt, ka visa
pasaule ir viena arkartigi liela un daudzpusiga sakariba. Drosi vien
tadu sarezgitu sistému, kada ir pasaule mums visapkart un kada ta ir
katra no mums, més visa pilniba Iidz galam ta arT nekad neizzinasim,
tatu cilveka prata centieni izprast jaunas un jaunas vispargja
kopsakara puses ir viens no galvenajiem faktoriem ,kas cilvékam
lavis izveidoties par tadu apzinigu biitni, kads tas ir Sodien.

Mazliet ilustréjot So domu, paskatisimies, kas notiek, ja mums
apkart esosa daba apzinati launpratigi vai arl aiz nolaidibas vai
nezinasanas netiek uzliikota visa tas sakaribu bagatiba.

Kad Australiju atklaja eiropiesi, $aja kontinenta nebija truSu.
TruSus uz Australiju atveda 18. gadsimta beigas, un, ta ka tur nebija
plésonu, kas iznicina truSus, tad So grauzEju vairo$anas risinajas
neparasti atra tempa. Driz vien milzigi truSu bari parpladinaja visu
Australiju, nodaridami arkartigi lielus zaud&jumus lauksaimniecibai
un parveérzdamies par 1stu nelaimi. (Situacijas apraksts pemts no
J.Perelmana gramatas ,,Dziva matematika”.)

Ir arkartigi viegli izjaukt lidzsvaru daba, bet tagad, kad tas jau
izdarits pietiekosi dzili, ir daudz gritak ,,aizlapit” radusas sekas, un
ar daudz ko v&l pagaidam nezinamu mums naksies sastapties
turpmak.

Matematisko sakaribu abstraktums un visparigums

Ka jau iepriek§ redz€jam, matematiskas sakaribas attiecas
nevis uz kadu konkrétu situaciju realaja dzive, bet gan uz kadu
cilveku izteles raditu situaciju, kurai tieSa analoga realaja pasaulé
varblit nemaz nav. Sakaribas matematika atSkiras no sakaribam
realaja dzivé veél arT tapec, ka matematika tas saista dazadus speciala



veida izdomatus objektus — skaitlus, geometriskas figtras,
vienadojumus, funkcijas utml., kurus apkartgja realitate tiesi uzradit
nevar (ja neticat, tad padomajiet, piem., kura vieta Jisu istaba
atrodas skaitlis 17 (pats skaitlis, bet nevis ta pieraksts ar cipariem
desmitnieku skaitiSanas sisteéma; tas nu nekadi nav viens un tas pats,
tapat ka atSkiras darzenis gurkis no varda ,,gurkis”).

Ko cilveki iegiist no $adu abstraktu sakaribu pétiSanas un
kapéc tas vispar ir atzitas par uzmanibas vertam? Aplikosim dazus
vienkar$us piemérus.

Mgs visi labi zinam, ka 7—3=4. Ta ir kaut kada sakariba
starp cilveéku izdomatiem teliem, kurus tie sauc par skaitliem. Tomer
ir pamats uzskatit, ka tieSi S§1 abstrakta (t.i. ar konkr&tiem
prickSmetiem nesaistita) sakariba izsaka to realas apkartgjas
pasaules 1pasibu, ka tas objektu daudzums, kas japievieno pie 3 kaut
kada veida objektiem, lai iegltu 7 tadus paSu objektus, ir 4,
neatkarigi no ta, vai par Siem objektiem més pemam abolus,
automasinas, zimulus, sp&lu laciSus vai ari vél pavisam ko citu.
Tadgjadi jau §1 pavisam vienkar$a sakariba mums par pasauli
pastasta fantastiski daudz! Mes varam iet vél talak un aplikot,
pieméram, naturalu skaitlu saskaitiSanas komutativitates Tpasibu:
katriem diviem naturaliem skaitliem a un b pastav vienadiba
a+b=b+a”. Starp daudz ko citu ta izsaka biitibu apgalvojumam
Ja es panemtu 58557 abolus un p&c tam vel 42693 abolus, tad man
beigas butu tikpat daudz abolu, kda gadijuma, ja es sakuma bitu
panémis 42693 abolus, bet péc tam 58557 abolus”. M&s neSaubamies
par $T konkr&ta apgalvojuma patiesumu, kaut arT neviens no mums to
nav parbaudijis (jeb varbit kadam ir vEléSanas paméginat?).
Nesaubamies tapec, ka zinam iepriek§ minéto matematikas likumu
(un ticam &im likumam), ka naturalo skaitlu saskaitiSana ir
komutativa. NeSaubamies, neskatoties uz to, ka aboli nebiuit nav tas
pats, kas skaitli!

Padomajiet arT par to, kada milziga cilvéces uzkrata pieredze
slepjas aiz argji loti vienkarSa un paSsaprotama matematiska
apgalvojuma, kas izsaka reizinaSanas distributivo Ipasibu: ,,Katriem
trim naturaliem skaitliem a, b un ¢ ir spékda vienadiba
(a+b)-c=a-c+b-c”! Vai Jums nav nacies to biezi lictot sava

darbiba?



Saprotams, ka skaitlis nav vienigais jédziens matematika, ka
arl saprotams, ka matematiskas sakaribas atspogulojas ne tikai
situacijas, kuras ir janodarbojas ar atsevisku priekSmetu skaitiSanu.
Cilveks ir izgudrojis tadus objektus ka punkts (arT taisne, plakne u.c.
geometrijas jédzieni), koordinatu sistéma, funkcija un vél daudzus
citus. Petot Sos sava prata izveidotos objektus (piem. punkts tacu
reali apkartgja pasaulé nekur nepastav, kur nu vél funkcija!), izradas,
ka cilveks spgj arkartigi daudz ko nozimigu uzzinat par realo pasauli
sev apkart. Lidzigi ka naturalie skaitli atspogulo dazadu skaitamu
priek§metu ipaSibas, punkti Eiklida geometrijas aksiomu sistéma
pietiekosi labi atspogulo dazado ,.gandriz punktu” Tpasibas realaja
dzive. Pieméram, rungjot par planétu kustibu ap sauli, ir arkartigi
izdevigi uzskatit, ka gan plangtas, gan Saule ir punkti, t.i. realas
situacijas vieta pétit situaciju, kad viens abstrakts objekts — punkts
rinko ap citu abstraktu objektu — arT punktu. Rezultati, kas iegiiti no
petijuma abstraktaja sisteéma, ka izradas, biezi vien ir pietiekosi
atbilstosi tiem rezultatiem, kas tiek eksperimentali noveroti realaja
sisttma (bet, ka jau ieprieks vienojamies, matematika kompetencé
ietilpst tikai darbs ar abstrakto sistému).

Varam teikt, ka matematika p&ta skaitlu, punktu un citu
objektu ipasibas atrauti no ta satura, kam Sie objekti atbilst reala
dzive. Ta, pieméram, izsakot dazadus apgalvojumus par skaitliem,
més ne vienmér iedomajamies asoci€t ar tiem atbilstosas abolu
kaudzites. Tas buitu pat loti nelogiski, jo skaitlu ipasibas, partulkotas
»abolu terminos”, ne vienmér iznak pilditas ar zinamu saturigu
informaciju. Matematika ka zinatne ir loti interesanta un ar1 absolaiti
nepiecieSama, jo sakaribas starp matematikas jédzieniem atspogulo
sakaribas starp objektiem reala dzive, turklat matematika ir vienigais
lidz Sim zinamais Iidzeklis, ka pétit visparigas sakaribas, t.i. tadas
sakaribas, kas attiecas reize uz loti daudzam situacijam.

2. KAS IR PIERADIJUMS UN KAPEC TAS VAJADZIGS

Ikdiena mé&s no apkartgjas pasaules uztveram dazadu
informaciju un uz tas bazes pienemam dazadus lémumus. Ka gan
mums gribetos, lai uz visiem Siem jautagjumiem, kurus més sev
uzstadam, mes iegiitu pareizas atbildes! Nepareizai atbildei, ar kuru
mes saskanojam savu talako ricibu, var biit vairak vai mazak smagas
sekas, reiz€m tas var izradities pat visai postosas.



Ka mes censamies parliecinaties par savas atbildes pareizibu?
Mg@s meklgjam Sai atbildei pamatojumu - izdaram dazadus
noverojumus un spriedumus, kas vartu liecinat par vai pret tas
pareizibu. Sads pamatojums, kuram més uzticamies, tad arT kalpo par
garantijam atbildes pareizibai. Ja meés rikosimies saskapa ar
pamatotu atbildi, més nekladisimies (ja vien pamatojums pats
nebiis kludains).

Lidzigi ka ikdienas dziveé, arT matematika nepiecieSams
izdarTtos spriedumus un apgalvojumus pamatot. Matematika noteikta
apgalvojuma pareizibas pamatojumu sauc par pieradijumu.

Visparigak sakot — pieradijums ir pamatojums, ka Jiisu
izvéleta atbilde ir pareiza.

No vienas puses, més $aja vieta varétu brosiiru pabeigt, jo
més tagad zinam, kas ir pieradijums un kam tas ir domats. Tomér
sads sledziens ir maldinoSs, jo més v&l neko nezinam par to, kadus
Iidzeklus un metodes drikst un kadas nedrikst lietot
matematiskas dabas apgalvojumu pareizibas pamatosana. Tiesi
§T jautajuma detaliz@tai analizei pamata veltita ST brosura.

3. KAS IR PIERADIJUMS MATEMATIKA UN KO SAUC PAR
PIERADIJUMU CITAS ZINATNES

Saprast $o atskiribu ir loti biitiski. Ta izriet no matematisko
sakaribu visparigas dabas.

Ikdiena més savus pienemamos l€mumus pamatojam ar
dazadam metodém. Biezi $is pamatojums balstas pat vairak uz
konkréta momenta emocijam neka uz noteiktu faktu un iesp&ju
analizi.

Matematika, tapat ka jebkura cita zinatn€, no personiskajam
emocijam vien nekada apgalvojuma vai sprieduma pareizibu pamatot
nevar — zinatnes mérkis ir izstradat noteiktu jédzienu un faktu
sistemu, kas biitu péc iesp&jas universala, t.i. deriga iesp&jami
plasakam situaciju lokam. Ko gan tad var dot tadi spriedumi, kas
man Sodien Skiet patiesi, bet rit vai pec ned€las, mainoties
garastavoklim, vairs n€? Ko patiesibas izzinaSanas aina dod
spriedumi, kas vienam cilvékam $kiet patiesi, bet kurus otrs uzskata
par pilniba aplamiem?

Tomer pieradijumi matematika atSkiras arT no pieradijjumiem
citas zinatn&s (piem., fizika vai sabiedriskas zinatnes).



Matematika ir zinams precizs kriterijs tam, kadi spriedumi ir
un kadi nav pielauyjami dazadu apgalvojumu pamatoSana -
matematisks pieradijums ir logiski stingru secinajumu virkne, kas
ved no dotajiem apgalvojumiem uz pieradamo, neatkarigi no ta, kads
ir So apgalvojumu saturs un ietekme uz miisu dzivi.

Kadi spriedumi ir un kadi nav logiski stingri — to Katrs
intuittva nozime saprot. Misu brosiiras uzdevums ir palidz&t precizet
So priekSstatu, lai velak varétu logiski precizi veidot uzdevumu
risingjumus. Bet jau ar $o intuitivo prieksstatu pietiek, lai saprastu,
ka tikai slikts matematikis, parbaudijis pirmos 99 naturalos skaitlus,
un ieverojis, ka visi tie mazaki par 100, var secinat, ka visi naturalie
skaitli mazaki par 100.

Medz gan jokot: fizikis tic, ka 60 dalas ar visiem naturalajiem
skaitliem, ja parbaudijis, ka tas dalas ar 1, 2, 3, 4, 5, 6, ka arT daziem,
ka vin$ saka ,nejausi nemtiem” skaitliem 10, 20, 30. Savukart
inzenieris sp&jigs eksperimentali konstatet, ka visi nepara skaitli ir
pirmskaitli: novienosimies 1 uzskatit par pirmskaitli, tad nak 3, 5, 7 —
neapSaubami pirmskaitli. Peéc tam nak 9 — skumj$ gadijums, 9 drosi
vien nav pirmskaitlis. Bet 11 un 13 , protams ir pirmskaitli.
Atgriezisimies pie 9 — es secinu, ka tai jabiit eksperimenta kludai.

Matematisks pieradijums, protams, var ietvert sevi dazadu
gadijumu parlasi. Jaievero tikai viens nosacijums —gadijumu parlasei
jabut pilnigai. Jaapliko visi iesp&€jamie gadfjumi (atSkiriba no
»pieradijuma” tikko aplikotaja piemera). Viegli redzet, ka principa
nav iesp&jams parbaudit citu aiz cita bezgaligu daudzumu dazadu
gadijumu, $adas situacijas actmredzot jamekle citadas sprieSanas
metodes.

Pretstata pieradijumam matematika ka logiski stingrai
secinagjumu virknei fizika par pieradijjumu sauc kadas izvirzitas
hipotézes eksperimentalu apstiprinasanu; pie tam janem vera, ka
hipotéze, kas apstiprinajusies dazos eksperimentos, var
neapstiprinaties citos eksperimentos cita, ieprieks neredz&ta situacija.
ST iemesla dé] pieradijums fizika nav uzskatams par logiski stingru
un neapgazamu.

Vel brivak vards ,,pieradijums” tiek lietots t.s. sabiedriskajas
zinatnés (vesture, filozofija u.tml.). Par kada izteikuma pieradijumu
Seit nereti tiek saukts ST izteikuma autora subjektivais viedoklis,
kapéc vinam S$is izteikums Skiet patiess. Apgalvojumi, kas skaitas
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patiesi vienas politiskas sistémas apstaklos, var tikt nosaukti par
pilnigi aplamiem un antizinatniskiem, valdot citai politiskai sist€mai.

Paméginasim saprast, kadél rodas $adas atskiribas. Ka jau
noskaidrojam, matematika p&ta sev specifiskus objektus (skaitlis,
punkts, kopa u.tml.), kuru Ipasibas ta pati nodefin€ (ar aksiomam vai
ka citadi). Jaunu sakaribu starp jédzieniem ieguves avots matematika
ir logisks spriedums (ka gan lai citadi dro$i uzzina, kadas sakaribas
pastav starp abstraktiem objektiem). Fizika, savukart, p&ta apkartejo
pasauli, taja jaunas zinasanas tick iegiitas ar dazadu novérojumu un
eksperimentu palidzibu. PaSas fizikalas zinaSanas satur sevi
apgalvojumus par to, kadas ipasibas piemit un kadas nepiemit mums
apkartéjai reali eksistéjoSai matérijai. Tadel ari ir pilnigi normala
paradiba, ka dazadu fizikala satura apgalvojumu patiesums ir
nosacits ar misu patreiz novérojumu rezultata sasniegto zinasanu
limeni par apkartg§jo dabu, kameér matematika apgalvojums, kas
vienreiz pieradits, vairs nevar laika gaita kIt nepatiess.

Salidzinot matematiku ar sabiedriskajam zinatném, redzam,
ka sabiedriskajas zinatnés pienemts plasi operét ar jédzieniem, kam
nav dota stingra definicija. AtSkiriba no matematikas, sabiedriskajas
zinatn€s katrs cilvéks var vienu vai otru jédzienu izprast kaut kada
zinama méra personiski. Tadel ir pilnigi skaidrs, ka sabiedriskajas
zinatné€s nav iespéjams izdarit no matematiska viedokla logiski
stingrus spriedumus. Bez tam janem véra, ka apgalvojumi, kas tiek
izteikti sabiedriskajas zinatnés, ka likums, neapgalvo neko, kam bitu
jaizpildas pilnigi visas situacijas, bet drizak nosaka vadlinijas, ka
vienam vai otram procesam vajadz&tu notikt lielakaja dala gadijumu.
Matematikim, savukart, jaspg argumentét, ka vina izteiktais
apgalvojums ir pareizs pilnigi visos gadijumos; pretéja gadijuma $is
apgalvojums nav uzskatams par pieraditu.

Pariesim tagad pie §Is broSiiras pamattémas — nostiprinasim
un preciz€sim intuitivo priekSstatu par logiski stingriem
spriedumiem.
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§1. PIERADIJUMS — LOGISKU SECINAJUMU
VIRKNE

Apliakosim vispirms sekojosu uzdevumu:

1. piemérs.

Dots, ka a, b un ¢ — reali skaitli, kam spéka a+b+c=0.
Pieradit, ka ab+ac+bc<0.

Redzam, ka uzdevuma formul&ums sastav no 2 dalam. Viena
dala satur apgalvojumu, kas ir dots jeb zinams, tas ir, faktus, uz ko
més varam balstities savos talakajos spriedumos; otra dala satur
apgalvojumu, kas jaiegiist pieradijuma rezultata. Miisu uzdevums ir
izveidot tadu secinajumu virkni, kura katrs apgalvojums balstitos uz
kadu jau ieprieks iegiitu apgalvojumu un kas galarezultata dotu
pieradamo apgalvojumu. To var izdarit, piem&ram, $adi:
Risinajums.

Taka a+b+c=0,tad (@a+b+c)*> =0, t.i.

a? +b? +c? +2ab+2ac+2bc =0

jeb, kas ir tas pats, a® +b®+c®+2(ab+ac+bc)=0,
2 pn2 A2
jeb ab+ac+bc :—$ ™
Ta ka katra redla skaitla kvadrats ir nenegativs, t.i. a’>0,
b2 >0, c?>0 , tad a’+b?+c? >0, bet tas nozimg, ka

2, 12, A2
a“+b“+c
————— <0, kas, nemot wvera (*), dod mums

ab+ac+bc <0; tas arT bija japierada.
Komentars.
Ievérosim, ka §1 uzdevuma risinadjuma bez dotas vienadibas

a+b+c=0 tika izmantotas ari ,visparzinamas” patiesibas,
pieméram, ,katra reala skaitla kvadrats ir nenegativs”,

»(@+b+c)®2=a%+b?+c?+2ab+2ac+2bc” utml, ar kuram jis

esat iepazistinati skolas kursa; tas, protams, ir atlauts, jo tas vai nu
pasas ir rezultati, par kuru pareizibu neviens matematikis neSaubas,
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vai arl jau Jums skola ir pieraditas, balstoties uz kadiem
neapSaubamiem rezultatiem.

Lai ilustrétu pieradijumu ka logisku secindgjumu virkni,
aplikosim vel vienu, gritaku uzdevumu (ja Jums arT neizdodas visa
pilniba izsekot ta risinajumam, drosi lasiet talak!)

2. piemers.

Kada meza dzivo triju dazadu veidu rikisi: votivapas,
sillisallas un pukkas. Dazi no viniem sava starpa draudzéjas. Ir
zinams, ka izpildas tadi Cetri nosacijumi (sauksim tos par
aksiomam).

Al. Ja kads votivapa v un kads pukka p draudzéjas ar vienu
un to pasu sillisallu, tad v un p draudzéjas sava starpa.

A2. Ja vieni un tie pasi divi dazadi votivapas draudzéjas ar
Sillisallu s un pukku p, tad s un p draudzéjas sava starpa.

A3. Ja divi sillisallas s1 un s; draudzéjas sava starpa, tad var
atrast votivapu, kas draudzéjas gan ar S, gan ar sp.

A4. Katram votivapam v un katram Sillisallam s var atrast
tadu pukku, kas draudzéjas gan ar v, gan ar s.

Pieradit sadu teorému:

Ja tris dazadi sillisallas visi pa pariem sava starpa
draudzejas un ja nav votivapas, kas draudzéjas ar tiem visiem trim,
tad ir tads pukka, kas draudzéjas ar visiem trim Sillisallam.

Katru reizi, kad spriedumos izmantota kada no aksiomam, tas
janorada.

Komentars.

Saja uzdevuma dotais noformuléts etru aksiomu veida, bet
pieradamais izteikts ka teoréma. Secinajumu virkne, ar kuru no
aksiomam tiek ieglits teorémas apgalvojums, vargtu biit, piemeram,
sada.

Risinajums.

Apzimésim dotos tris §illisallas ar s1, S» un S3. P&c aksiomas
A3 var atrast tadu votivapu (apzimesim to ar vi2), kas draudz&jas gan
ar si, gan ar Sy, ka ari tadu votivapu (apzimésim to ar viz), kas
draudzgjas gan ar s1, gan ar Ss, un votivapu Vs, kas draudzgjas gan ar
S2, gan ar s3. Ta ka teorémas formulgjuma dots, ka nav tada
votivapas, kas draudz&tos reiz€ vienlaicigi ar s1, Sp Un Ss, tad Vi, Vi3
un vo3 ir dazadi votivapas.
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Ja rukiSus att€losim ar punktiem plakn€ un to, ka divi rukisi
sava starpa draudzgjas, att€lojam, novelkot Iiniju starp atbilstosajiem
punktiem, tad ieglistam sekojoSus Zim&jumus.

S
@ ! péc dota
S3 S2
S1 S1 Sy
S W S
Sy Vi2 S3 Viz S3 Vo3

1.zim.

Viss kopa, nemot vera, ka vip# Vis, Vio# V23, Viz# V23,
izskatas sekojosi (2. zim.):

Péc aksiomas A4 var atrast tadu pukku p, kas draudzgjas
vienlaicigi ar s un ar Vo3 (3.zim.).

Péc aksiomas A:, ta ka gan vi2, gan p draudzgjas ar s; , tad
V12 un p draudzgjas sava starpa. Tapat péc aksiomas A1 sava starpa
draudzgjas vizun p, jo gan vis, gan p draudzgjas ar s; (4.zim.).

sl 31
S ZAVAY

4.71m. 5.zim.

Péc aksiomas A2 silliSalla s, un pukka p draudzgjas sava
starpa, jo divi dazadi votivapas vi» un Va3 draudzgjas gan ar p, gan ar
S2.
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Analogiski peéc aksiomas A2 sava starpa draudzgjas p un s3, jO
ar tiem abiem draudzgjas votivapas viz un Vs (5.zim.).

Lidz ar to m&s esam pieradijusi, ka misu izveletais pukka p
draudzgjas ar visiem trijiem dotajiem $illiSallam sy, S un ss.

Lidz ar to uzdevums ir atrisinats, jo tas , ka m&s uzradam
kadu pukku, kas draudzgjas ar visiem trim dotajiem SilliSallam,
nozimé, ka $ads pukka ir atrodams.

Komentars.

Apskatot Sos piemérus, varam ieveérot, ka pieradamais
apgalvojums neseko tieSi no dotajiem, bet tas ieglts caur dazadu
paligspriedumu un apgalvojumu ke&diti. 1. pieméra §1 spriedumu
kédite bija diezgan isa, bet pieméra par rukiSiem tika veikts loti
daudz elementaru logisku secinajumu. Izsekojot katrai no S$im
spriedumu k&ditém, bez seviski liclas piepiiles var konstatét, ka tajas
katrs nakamais apgalvojums logiski izriet no iepriek§ iegitajiem
(pieraditajiem) apgalvojumiem un uzdevuma dotajam sakaribam,
tade] katrs no Siem spriedumiem uzskatams par logiski pilnigu un
pieradijuma varda cienigu. No otras puses, nav griti saprast, ka
krietni griitaks uzdevums ir paSam izveidot So viens aiz otra sekojoso
spriedumu k&diti. ST situacija matematika ir tipiska: neskatoties uz
to, ka saméra viegli parbaudit, vai dota sprieduma virkne ir
uzlikojama par dota apgalvojuma pieradijumu, uzdevums pasam
atrast kadas problémas risingjumu (kada noteikta apgalvojuma
pieradijumu) var bat loti , loti grats. Ir milzigi daudz tadu
matematisku problému, kuru risindjums nav zinams nevienam
pasaulé. Meklgjot pieradijumus dazadiem pieradijumiem, biezi nakas
izdartt dazads papildkonstrukcijas , izdalit objektus ar speciala veida
Ipasibam, ievérot dazadus nemainigus lielumus utt., u.tml. Toméer,
neskatoties uz to, ka pieradijuma meklé$ana biezi vien ir loti griits
process, ieSana pa vieglakas pretestibas celu, pieradijuma vieta
méginot ,,iesmérét” kaut kadus spriedumus ,,varbiit uz to pusi”, ir
absoliiti nepielaujama. Matematikas ka zinatnes skaistums liela
méra ir meklgjams tiesi griitu uzdevumu un problému atrisinasana.
Taja pasa laika neviens ,varbiit uz to pusi” spriedums nevar
ieklauties matematikas zinasanu sist€éma, jo neatbilst pasai galvenajai
prasibai, kas jaievéro, veidojot So sisttmu - logiskajam
péctecigumam (logiskajai stingribai).
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§2. ATSEVISKI UN VISPARIGI APGALVOJUMI

Pirms kerties pie pieradijuma mekleéSanas vai veidoSanas
katra konkréta uzdevuma (sastopoties ar konkretu problému), ir
jasaprot tas apgalvojums, kuru més censamies pieradit vai pamatot.
Nevar izveidot logiski stingru pieradijumu, precizi neapzinoties, tiesi
ko mes gribam pieradit.

Ievérosim, ka apgalvojums var atteikties gan uz kadu vienu
objektu (pieméram, skaitli 5, pils€tu Riga vai kadu konkrétu
cilveku), gan arT kaut kada zipa ,lidzigu” objektu kopumu
(piem@ram, visiem naturaliem skaitliem, visam Latvijas pilsétam,
visiem Zemeslodes iedzivotajiem u.tml.). Atkariba no objektu skaita,
uz kuriem attiecas apgalvojums, apgalvojumus pienemts saukt vai nu
par atseviskiem, vai par visparigiem.

APGALVOJUMI
ATSEVISKI VISPARIGI
Atseviski apgalvojumi kaut ko Visparigi apgalvojumi kaut
apgalvo par vienu objektu ko apgalvo par kadu objektu
(skaitli, prickSmetu, figiiru) kopumu (skaitliem,

priek§metiem, figliram)

Atsevisku apgalvojumu pieméri ir ,,14 dalas ar 2”, ,,Andris macas 9.

klase”, ,kvadrata ABCD (skat. 6.zZim.) diagonales ir
perpendikularas”.

B C

A D

6.zIm.

Visparigu apgalvojumu piemeéri:

»Katrs naturals skaitlis, kas beidzas ar 4, dalas ar 2 7 (Sis
apgalvojums attiecas uz visiem naturalajiem skaitliem, Kkas
decimalaja pieraksta beidzas ar 4, un izsaka ipasSibu, ka katrs skaitlis
no aprakstita kopuma dalas ar 2).
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»~Pirmskait]u ir bezgaligi daudz”

(Sis apgalvojums attiecas uz visu naturalo skaitlu kopu un
apgalvo, ka starp tas elementiem var atrast bezgaligi daudzus tadus,
kam ir tikai 2 dalitaji — pats Sis skaitlis un skaitlis 1).

o . L _ a-h
,»Irijstira laukums ir aprékinams pec formulas > & kur a-

trijstira malas garums, bet h,- augstuma, kas vilkts pret $o malu,

garums ”’

(Sis apgalvojums attiecas uz visu trijstiiru kopu un apgalvo,
ka katram trijstirim ta laukumu var aprékinat, sareizinot ta malas
garumu ar augstumu, kas vilkts pret $o malu, garumu, un iegiito
rezultatu izdalot ar 2).

,,Andris, Janis un Aivars macas 9. klase”

(Sis apgalvojums attiecas uz Andri, Jani un Aivaru un
apgalvo, ka katrs no viniem macas 9. klasg).

,,Andris, Janis vai Aivars macas 9. klase”

(Sis apgalvojums arT attiecas uz Andri, Jani un Aivaru; tas
apgalvo, ka vismaz viens no Siem zéniem macas 9. klasg).

Ieverosim, ka visparigie apgalvojumi ir sadalami 2 batiski
atSkirigas grupas. Dala no Siem apgalvojumiem izsaka 1pasibu, kas
piemit katram dota kopuma elementam (pieméram, ,,katrs naturals
skaitlis, kas beidzas ar 4, dalas ar 27, ,katra trijstira laukums ir

. _ a-h N . o
aprékinams péc formulas Ta ”,Andris, Janis un Aivars macas 9.

klasg”, ,katra kvadrata diagonales ir perpendikularas ”, utt., utml.).
Citi visparigie apalvojumi, savukart, apgalvo, ka dotaja kopuma
eksisté objekts ( vai objektu grupa) ar apgalvojuma noradito Tpasibu
(piem@ram, ,,eksisté tads naturals divciparu skaitlis, kas dalas ar 2 ”,
»eksisté bezgaligi daudz pirmskaitlu”, ,,Andris, Janis vai Aivars
macas 9. klas€”, ,eksiste tads taisnstiiris, kam diagonales ir
perpendikularas”, utt.).

Saprast atSkiribu starp viena vai otra veida visparigajiem
apgalvojumiem ir arkartigi butiski, tadél noformul€sim to likuma
veida.
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VISPARIGI APGALVOJUMI

»katram”- tipa apgalvojumi »eksiste”- tipa apgalvojumi
(apgalvojumi, kas izsaka, ka (apgalvojumi, kas izsaka, ka
kada Tpasiba piemit katram dotaja  kopuma  eksiste
dota kopuma elementam) elements, kas apmierina

noteiktu Tpasibu)
Lk, vel dazi pieméri:

»Katram”- tipa apgalvojumi:

(a) katram realam X izpildas nevienadiba: (X —1)2 >0

(b) katrs naturals skaitlis ir vai nu para, vai nepara

(c) katra kimiska elementa kodols sastav no protoniem un
neitroniem

(d) starp katriem 3 skaitliem, kas mazaki par 6, var atrast vismaz
vienu nepara skaitli

(e) katra situacija, kas var rasties, spélgjot Sahu, uz galdina nav
vairak par 18 damam.

,»EKsisté”- tipa apgalvojumi
(a) eksiste tads X, ka (x—1)* =16
(b) eksisté tads naturals skaitlis, kam ciparu summa ir 1988
(c) eksisté tadi naturali skaitli @, b, ¢, d, ka a+b=c+d
(d) eksisté tads taisnlenka trijstiris, kam katras malas garums ir
izsakams ar veselu skaitu centimetru
(e) uz zemeslodes ir tads kalns, kura augstums parsniedz 8000 m virs
juras ITmena
(f) spélgjot Sahu, var nonakt 1idz situacijai, kura uz galdina ir vairak
neka 15 damas.
Paméginasim labak saprast, kur slépjas atSkiriba starp

katram”- tipa un ,eksiste”- tipa apgalvojumiem. Aplikosim
apgalvojumu ,, x2+2=11".

Viegli saprast, ka apgalvojuma patiesums ir atkarigs no ta,
kada ir X vértiba — ir tada X vertiba, kurai $1 vienadiba ir patiess
apgalvojums (piem., ja x=3), ka ar ir tadas x vértibas, kuram §1
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vienadiba izsaka acimredzami aplamu apgalvojumu (piem., ja
X=2).

Tatad $aja situacija mas varam apgalvot, ka eksiste tads X, ka
x> +2=11 (jo, pieméram, 3?+2=11), bet taja pasa laika més
nevaram apgalvot, ka katram x izpildas vienadiba x*+2=11 ( jo,
pieméram, 22 +2 #11). Citiem vardiem sakot, apgalvojums ,,eksisté
x, ka x?+2=11" ir patiess, bet apgalvojums ,katram X izpildas
x? +2=11" ir aplams.

Aplakosim apgalvojums ,,Andris, Janis un Aivars macas 9.
klasé€” un ,,Andris, Janis vai Aivars macas 9. klasé ”. Ja visi tris zéni
macas 9. klas€, tad abi Sie apgalvojumi ir patiesi. Ja neviens no
viniem 9. klas€ nemacas, tad abi ir aplami. Padomasim, kas notiek
tad, ja Andris un Janis macas 9. klas€, bet Aivars 10. klas€¢ (Sada
situacija taCu ir pilnigi iesp&jama). Apgalvojums ,,Andris, JaniS un
Aivars macas 9.klas€” tagad ir nepatiess, jo tas apgalvo, ka katrs no
Siem zeéniem macas 9. klase, bet Aivars taCu nemacas 9.klase!
Savukart otrs apgalvojums ,,Andris, Janis vai Aivars macas 9. klasg”,
protams, ir patiess, jo no Siem z€niem, pieméram, Janis macas 9.
klase.

So atSkiribu starp vardu ,.katram” un ,,eksiste” nozimi (tapat
starp vardu ,,un” un ,,vai” nozimi) ir jaapzinas ik bridi, kad Sie vardi
ir lietoti. Loti butiski ir sp&t atSkirt, kadi spriedumi nepieciesami,
pieradot , katram”- tipa apgalvojumu, un ar kadiem pietiek ,,eksiste”-
tipa apgalvojumu pieradisanai.

Nemot vera vardinu ,katrs” un ,.eksiste” biezo lietojumu
matematikas spriedumos, tiem ir izdomati &rti saisinajumi: vardins
katrs” tiek aizstats ar simbolu V (otradi apgriezts ,,A” burts, no
vacu varda ,,Alle” — visi), vardin$ ,,eksiste” — ar simbolu 3 (otradi
apgriezts ,,E” burts, no vacu varda ,,Existieren” — eksistét). Sos
apzim&jumus pirmoreiz ieviesis vacu matematikis G.Kantors. reizém
Sos simbolus &rtibas labad lietosim arT més.

Tagad méginasim noskaidrot raksturigakas iezimes, kas
piemit ,katram” — tipa (tatad: V — tipa) apgalvojumu pieradijumiem.
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3. piemeérs.
Pieradit, ka katram realam x (saisinati rakstot VX eR)

izpildas nevienddiba X% +1> |X| .
Komentars.

Izteiktais apgalvojums attiecas uz visu realo skaitlu kopu un
apgalvo, ka katram tas elementam X ir spéka nevienadiba
X2 +1> |x| . Pieradtt So apgalvojumu nozimé izveidot spriedumu, kas
parliecinatu, ka §1 nevienadiba ir speka pilnigi visam realam X
vertibam (nevis kaut kadai vienai vai dazam, nevis tikai pozitivam
vai tikai negativam, nevis tikai tam, kas péc modula mazakas par
1989, bet pilnigi visam). Ta ka dazado x vértibu ir bezgaligi daudz,
tad ir absurdi uzdevuma formuléto apgalvojumu méginat pieradit,
parbaudot pa vienai visas iesp&jamas x vértibas — nav jégas sakt
darbu, jau iepriek$ skaidri apzinoties, ka m&s nekad nesp&sim to
pabeigt.

Risinajums.

Aplakosim vispirms gadijumu, kad x>0. Tad |X|:X, un
mums japierada, ka X2 +1> X , jeb, kas ir tas pats, X2 —x+1>0.

Ieverosim, ka vxeR izpildas

2 2
—x1=[ @ —x+ 1) 32wt L35 x-L) so.
4) 4 2 4 2

Lidz ar to esam parliecinajusies, ka ¥x>0 (katram X, kas
nav mazaks par 0) X2 +l>|X|. Atlikusaja gadijuma, kad x<0,
ieverosim, ka x%+1= (—X)2 +1 un |X| =-X. Tacu, taka —x>0 un
més jau esam pieradijusi, ka Vy >0 izpildas y*+1>|y| (ir tacu

pilnigi vienalga, vai sakot ,katram pozitivam skaitlim ta kvadrata un
skaitla 1 summa ir lielaka par $1 skaitla moduli”, m&s patvaliga
pozitiva skaitla apzimeSanai lietojam simbolu X vai simbolu y), tad

art (-x*)+1>|x, kas ir ekvivalenti ar (-x)* +1>-x (jo —x>0),
jeb, kas ir tas pats, ar x*+1> |X| L1dz ar to més esam apskatijusi
visas iespéjamas x veértibas, (t.i. gan visas nenegativas, gan ari visas
negativas) un katrai no tam pieradijusi, ka x2 +l>|X|. Lidz ar to

mes esam pieradijusi uzdevuma formul&to visparigo apgalvojumu.
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4. piemers.
1 1

1 1
Pieradit, ka katram trijstirim —+—+-—==,kur h,, hy,
h, h, h r

h, — attiecigi pret trijstiira malam a, b, c novilkto augstumu garumi,
r — trijsturt ievilktas rinka linijas radiusa garums.
Komentars.

Saja uzdevuma runa ir par pilnigi visiem trijstiriem (nevis
tikai Saurlenka vai platlenka trijstiiriem, nevis tikai trijstiriem, kas
uzzim&jami burtnicas lapa vai uz tafeles, bet par pilnigi visiem
trijstiriem). Tade] ar1 pacentisimies izveidot visparigu spriedumu,
kas derigs uzreiz visiem trijstiiriem, bet nevis kaut kadai to dalai vai
vienam konkr&tam trijstirim. Ztim&jums, kuru izveidosim, bus tikai
ilustrativa loma, tas atvieglos sekoSanu pieradijuma gaitai
(zZim&jumam nevar bt vairak ka ilustrativa loma, jo ZIm&uma mes
varam attelot tikai vienu konkretu trijstiiri; lai arT cik Zim&jumus mes
burtnica sazim&tu, més nekad neblisim uzzim&jusi pilnigi visus
trijstiirus).

Risinajums.

Apzimésim trijstirT ievilktas rinka Iinijas centru ar O (trijstiira
virsotném pierakstiti burti A, B, C; ar a, ka parasti, apziméta mala,
kas pret&ja virsotnei A, utt.).

Tad trijstara ABC laukums

[ABC]=[AOB]+[BOC]+[COA]=

:£+Q+Lb= r-(@+b+c) *)

2 2 2 2

(Nav nekadu Saubu par to, ka trijstirT ievilktas rinka linijas

centrs atrodas trijstira iekSpusg).
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No otras puses, [ABC]|= a~2ha = b'zhb = C'th , tatad
_ 2[ABC] b 2[ABC] oo 2[ABC]
- ha L hb o hc ,
a+b+c= 2[ABC]+ 2[ABC]+ Z[ABC] = 2[ABC(£+£+£J.
a hb c a hb hc
_ 1 1 1
Nemot véra (*¥), 2[ABC]=r-(a+b+c)=r- 2[ABC(—+—+—J .
ha b hc
Tatad ta ka [ABC];t 0, r=0, ieglstam 1 i-f-i-i-i , kas arT
r h, h h

bija japierada.

Pieradit, ka katram naturalam n (Vn e N) skaitlis n(n+1) ir
para skaitlis.
Komentars.

Uzdevuma izteiktais visparigais apgalvojums attiecas uz visu
naturalo skaitlu kopu. Var uzskatit, ka tas sastav no bezgaligi
daudziem sekojosa veida apgalvojumiem:

,» 12 ir para skaitlis”

,»2:3 ir para skaitlis”

34 ir para skaitlis”

45 ir para skaitlis”

,»,1988-1989 ir para skaitlis”
,»1989-1990 ir para skaitlis”

»999999-1000000 ir para skaitlis”
,»1000000-1000001 ir para skaitlis”
,»1000001-1000002 ir para skaitlis”

Uzdevuma formuléta visparigd apgalvojuma pieradijums ir
javeido ta, lai pamatotu pilnigi visus atseviskos apgalvojumus, no
kuriem sastav visparigais apgalvojums. Mes redzam, ka arl $aja
gadfjuma pamatojamo atsevisko apgalvojumu ir bezgaligi daudz,
tatad arT Soreiz mums nav nekadu ceribu pabeigt vajadzigo vispariga
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apgalvojuma pieradijumu, pieradot (jeb parbaudot) visus taja
ietilpstoSos atseviskos apgalvojumus péc kartas. MEs principa
nevaram pat tikai uzrakstit vien visus Sos atseviskos apgalvojumus
(lai to izdaritu, mums bitu vajadzigs bezgaligs laiks, kur§ diemzgl
nav riciba nevienam no mums), kur nu vél katru atseviski pieradit!

Lidzigi ka ieprieks€jos piemeros, izeju no situacijas izdodas
atrast, lietojot visparigus spriedumus, ar kuriem var pamatot visus
visparigaja apgalvojuma ietilpstosos atseviskos apgalvojumus reize.
Risinajums.

Katrs naturals skaitlis ir vai nu para skaitlis, vai nepara
skaitlis. Ja n — para skaitlis, tad n(n+1) ari ir para skaitlis, jo tas
izsakams ka divu naturalu skaitlu, no kuriem viens ir para skaitlis,
reizinajums. Ja, savukart, n ir nepara skaitlis, tad para skaitlis ir
(n+1), un atkal n(n+1)ari ir para skaitlis, jo izsakams ka divu
naturalu skaitlu, no kuriem viens ir para skaitlis, reizinajums.

6. piemers.

Pieradit, ka nevienam naturalam n skaitlis n?, dalot ar 3,
Nevar dot atlikuma 2.
Risinajums.

Ir 3 dazadas iesp&jas: a) skaitlis n dalas ar 3, b) skaitlis n,
dalot ar 3, dod atlikuma 1, ¢) skaitlis n, dalot ar 3, dod atlikuma 2.
Apliakosim katru no tam atseviski.

a) Ja n dalas ar 3, tad n? ari dalas ar 3, tatad, dalot ar 3, n?
nedod atlikumu 2.

b) Ja n, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad eksisté tads vesels
nenegativs skaitlis K, ka n=3k+1. Tad
n? = (3k +1)% = 9k + 6k +1=3(3k? + 2k) +1 dod atlikumu 1, dalot
ar 3.

¢) Ja, savukart, skaitlis n, dalot ar 3, dod atlikuma 2, t.i.,
eksisté tads vesels nenegativs skaitlis k, ka n=3k+2, tad
n? = (3k +2)? =9k? +12k + 4 =3(3k? + 4k +1) +1 arT dod atlikumu
1, dalot ar 3.

Lidz ar to, izanaliz€jot visus iesp&jamos gadijumus, esam
pieradijusi, ka neviena naturala skaitla kvadrats, dalot ar 3, nevar dot
atlikuma 2.
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Ka jau redzg&jam 3. un 5. pieméros, pieradot ,.katram” — tipa
apgalvojumus, nav obligati jasameklé kaut kada viena sprieSanas
metode, kas deriga reiz€ visiem atseviskajiem apgalvojumiem, kuri
ietilpst visparigaja apgalvojuma. Var atseviskos apgalvojumus kaut
ka sadalit pa grupam, katra no tam lietojot savu, tiesi §Is grupas
Tpasibam piemerotu sprieSanas metodi.

Situacija, kad atseviSsko apgalvojumu, kas sastada visparigo
apgalvojumu, skaits ir galigs un pie tam neliels, ir iesp&ams
visparigo apgalvojumu pieradit, parbaudot péc kartas visus taja
ietilpstoSos atseviskos apgalvojumus.

7. piemers.
Pieradit, ka starp katriem 3 dazZadiem naturaliem skaitliem,

kas mazaki par 6, var atrast vismaz vienu nepara skaitli.
Atrisinajums.

Iespgjamas 3 skaitlu, kas mazaki par 6, kombinacijas ir
sekojosas: 123 124 125 134 135 145 234 235 245 345, katra no tam
var atrast vismaz pa vienam nepara skaitlim:

123-1 124-1 125-1 134-1 135-1 145-1 234-3 235-3 245-5 345-3.

Tatad pieradamais visparigais apgalvojums ir patiess. Skaidrs,
ka Saja pieméra var€ja spriest ari citadi, pieméram, ievérojot, ka
para skaitlu, kas mazaki par 6, ir tikai divi (t.i. ,,2” un ,,4”), tatad,
panemot 3 skaitlus, kas mazaki par 6, vismaz viens no tiem nebiis ne
2, ne 4, tatad — biis nepara skaitlis. Tomér formulétaja uzdevuma
veikta variantu parlase bija pilniga, tadél ari pirmais atrisindjums
uzskatams par precizu un logiski stingru izteikta apgalvojuma
pieradijumu.

Rezumgjot ieprieks teikto par ,katram” — tipa apgalvojumu
pieradisanu:

1° Svarigi ir, lai pieradot ,katram” tipa apgalvojumu, biitu
pieraditi pilnigi visi atseviskie apgalvojumi, no kuriem tas sastav
(bet tiesi tada tacu ir varda ,katram” jéga); nav svarigi, vai tie
pieraditi visi reiz€, vai katrs atseviski, vai kaut ka sadalot pa grupam.

Seit batu vieta vélreiz pieminét ilustraciju: no ta, ka pirmie 99
naturalie skaitli ir mazaki par 100, vél neseko, ka pilnigi visi
naturalie skaitli ir mazaki par 100. Analogiskas kludas var tikt
izdaritas visdazadako apgalvojumu ,pamatosana”, ja spriedumu
atlaujas izdarTt nepilnigas gadijumu parlases rezultata.
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Aplikosim, pieméram, apgalvojumu ,,Nevienam naturalam n
skaitlis 3n+4 nedalas ar 17”.

Ko verts ir spriedums, kura, parbaudot n vértibas no 1 Iidz 9,
uz iegiito rezultatu bazes tiek izdarits secinajums par apgalvojuma
patiesumu jebkurai n vértibai? Patiesiba, ieliekot n vieta kadu citu
naturalu skaitli, pieméram, 10 vai 27, izteiktais apgalvojums ir
acimredzama aplamiba, jo gan 34, gan 85 dalas ar 17.

Sekojosa apgalvojuma ,Katram naturalam n izpildas

nevienadiba 1+ % + % +...+ % <10000000000” ,,pamato$ana”,

parbaudot p&c kartas visas naturalas n veértibas, Jis savas dzives laika
nevarat nonakt Iidz tadai n vértibai, kurai $is apgalvojums izraditos
nepatiess, kaut gan patiesiba tas ir nepatiess: var pieradit, ka

1 1 1
1+E+§+...+W>10000000000.
Sie pieméri vélreiz liecina par to, ka ,katram” — tipa

apgalvojumu pieradiSana nedrikst aprobezoties ar nepilnigu
gadijumu parlasi.

Sada apgalvojuma pieradijumam ir jagaranté: nevar atrasties
tads specialgadijums, kura tas neizpildas (ta ir varda ,,katram” jéga —
attiecinat apgalvojumu uz pilnigi visiem iesp&jamajiem gadijumiem,
bez neviena iznémumal!). Ja visparigais ,,katram” — tipa apgalvojums
sastav no bezgaliga daudzuma atsevisku apgalvojumu (bezgaliga
daudzuma specialgadijumu), tad to principa nevar pieradit,
parbaudot péc kartas visus atseviskos apgalvojumus (izanalizgjot p&c
kartas visus iespgjamos gadijumus), Seit ir vajadzigas citas metodes.

Tagad — daZi uzdevumi patstavigai risinasanai.

1. uzdevums.

Pieradit, ka naturala skaitla kvadrats, dalot ar 4, var dot tikai
atlikumus 0 vai 1 (t.i., nevar dot atlikumus 2 vai 3), bet, dalot ar 5 —
tikai atlikumus 0, 1 vai 4.

2. uzdevums.
Pieradit, ka katram naturalam n skaitlis w ir

vesels.
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3. uzdevums.

Pieradit, ka katram naturalam n skaitlis n® —5n% +4n dalas
ar 120.
4. uzdevums.

2x% +9
>

VX2 +4
5. uzdevums.

Pieradit, ka katra trijstirt medianas, kas vilkta pret malu a,
garums ir mazaks par malu b un c garumu pussummu, t.i.,

Pieradit, ka katram redalam x izpildas 4.

1
M, <§(b+c).

6. uzdevums.

Punkts D atrodas trijstira ABC iekSpusé. Pieradit, ka
d, d, d
-2 4, 7b ¢ 1 kurar d,, dy, d. apziméti punkta D attalumi
ha hb hc

lidz trijstira malam a, b, c, bet hy, hy, h, - trijstira ABC augstumi
pret malam a, b un c.

Tagad pievérsisim uzmanibu ,,eksiste” — tipa apgalvojumu
pieradiSanai.

8. piemers.
Skaitli nosauksim par pilnigu, ja tas ir viendds ar visu ta

dalitaju, kas mazaki par So skaitli, summu. Pieradit, ka eksiste
pilnigs skaitlis.
Risinajums.

Viegli redzét, ka 6 ir pilnigs skaitlis, jo ta dalitaji, kas mazaki
par 6, ir 1, 2 un 3 un neviens cits; taja pasa laika 6=1+2+3.
Komentars.

Tas, ka m&s esam uzradijusi vienu pilnigu skaitli, mums,
protams, lauj apgalvot, ka pilnigs skaitlis eksisté. No otras puses,
mums nav nekada pamata apgalvot, ka katrs naturals skaitlis ir
pilnigs, tas pat acimredzami nav tiesa, jo, pieméram, skaitlim 5
vienigais dalitajs, kas mazaks par 5ir 1, un 5#1.

Vispar apgalvojuma veidu ,.eksisteé tads objekts (skaitlis,
figlira u.tml.), kas apmierina Tpasibu A” pieradiSanai pietiek atrast
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vienu atbilstosu objektu, kas apmierina ipasibu A (pieméra $ads
objekts bija skaitlis 6, Tpasibas A loma tika nemta ipasSiba ,but
pilnigam skaitlim”). Netiek prasits pilnigi nekads papildus petijums
par to, kadi ir un vai v@l vispar ir citi objekti, kas arT apmierina
1pasibu A. Protams, uzradot kadu noteiktu objektu un apgalvojot, ka
tas apmierina 1pasibu A, vel ir japierada, ka tas tiesam So 1pasibu
apmierina (pieméra mes pieradijam, ka 6 ir pilnigs skaitlis, tas gan
Soreiz nebija Tpasi gruti).

7. uzdevums.
Pieradit, ka eksisté tads pilnigs naturals skaitlis, kas ir lielaks
par 6.

9. piemers.

Pieradit, ka eksisté tads naturals skaitlis n, ka n—1 dalas ar
2, Nn—=2 dalas ar 3, n=3 dalas ar 5, n—4 dalas ar 7 un n—5
dalas ar 11.

Risinajums.

Parbaudisim, ka skaitlis 1523 apmierina uzdevuma formul&to
prasibu. Tiesam, ka viegli redz&t, 1522 dalas ar 2, 1521 dalas ar 3 un
1520 dalas ar 5. taja pasa laika 1519=7-217 un 1518=11.138,
tatad skaitli 1523 mes varam nemt uzdevuma mekleta n vieta.
Komentars.

Sis piemérs, lai ar nedaudz samakslots, uzskatami parada, ka
»eksiste” — tipa apgalvojuma piemérs var nesaturét nekadu
informaciju par to, ka tas tika iegilits. No kurienes radas skaitlis
1523? Kapéc némam tie$i to un nevienu citu? VElak gan més
redzam, ka §T masu izvéle bija veiksmiga, bet, pirms més esam
parbaudijusi, vai 1522 dalas ar 2, 1521 dalas ar 3 utt., més tacu
nezinam, ka jaizvélas skaitlis 1523 (vargja, protams, n vieta nemt arl
skaitlus 3833 vai 6143, ka ari daudzus jo daudzus citus, bet no ta,
actmredzot, vieglak nekliist). Tomér, neskatoties uz $adu
,heizskaidrojamibu”, dotais pieradijums formul&tajam
apgalvojumam ir pilnigi pietickams. Formuléta uzdevuma
risinaSanas procesa, neapSaubami, $adu skaitli 1523 ,,no zila gaisa”
pagrabt neizdodas. M&s te uzskatami redzam, ka ta domu gaita, kas
tiek noieta uzdevuma risina$anas procesa, un ta logisko spriedumu
kédite, kas rakstama uzdevuma atrisindjuma, biezi vien var bt
pavisam dazadas lietas.
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Lai neatstatu neizprastu S§1 uzdevuma risinasanas ideju,
padomasim, ka vargja iegit skaitli 1523.

Skaitlis n, dalot ar 2, dos atlikumu 1, un, dalot ar 3, dos
atlikumu 2, ja n, dalot ar 6, dos atlikumu 5. Ja $ads n, dalot ar 30, dos
atlikumu 23, tad turklat, dalot ar 5, n dos atlikumu 3. Talak, ja, dalot
ar 210, sads skaitlis n dos atlikumu 53, tad turklat, dalot ar 7, n dos
atlikuma 4. Lai n, dalot ar 210, dotu atlikuma 53 un, dalot ar 11, dotu
atlikuma 5, pietiek, lai n, dalot ar 2310, dotu atlikuma 1523
(parbaudam atlikumus, dalot ar 11, skaitliem
53; 263; 473;...; 53+ 210k , Iidz konstatgjam, ka 1523, dalot ar 11,

dod atlikuma 5).

8. uzdevums.
Pieradit, ka eksisté tads naturals skaitlis n, ka n—1 dalas ar
3, N—2 dalas ar 5, n—3 dalas ar 11 un n—4 dalas ar 13.

,»Eksiste” — tipa apgalvojumi var atteikties ne tikai uz naturalo
skaitlu kopu. Apliikosim, piem&ram, sekojosu uzdevumu:

10. pieméers.
Pieradit, ka plakné var uzzimeét tadu slégtu lauztu liniju, kas

katru savu posmu krusto tiesi 2 reizes.
Risinajums.

8.zim.

11. piemers.
Pieradit, ka skaitli 1992 var izteikt ar 10 vieniniekiem, lietojot

péc nepiecieSamibas iekavas un aritmétisko darbibu zimes.
Risinajums.
1992 = 1+ 1M - (111+1): (1+1).
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Lai gan ,eksiste” — tipa apgalvojumu pieradisanai pietiek
uzradit specialgadijumu, kura tas izpildas, nekur nav teikts, ka $7 ir
vieniga iesp&ja pieradit $adus apgalvojumus. Pieradijumus, kuros
kaut kada objekta eksistence tiek pamatota, uzradot $o objektu (vai
nu uzradot tieSi, vai aprakstot konstrukciju, ka to iegit), sauc par
konstruktiviem. Citu pieradiSanas iesp&ju apliikosim nakosaja
paragrafa, runajot par pieradijumiem no pretgja.

No ieprieks teikta varetu $kist, ka pieradit ,,cksiste” — tipa
apgalvojumus ir butiski vieglak, neka pieradit ,katram” — tipa
apgalvojumus. Patiesiba izradas, ka ta biezi vien ir tikai illizija.
Konkréta apgalvojuma pieradisanas gritibas pakapi nosaka nevis tas,
cik griiti ir uzrakstit pieradijumu, bet tas, cik griiti ir izdomat
pieradijumu. Vienu ilustraciju Sai atSkiribai més jau redzgjam
»pieméra ar 1523”; izradas, ka loti biezi ir sastopami uzdevumi, kas
prasa vél daudz sarezgitaku spriedumus, lai nonaktu pie iesp&jas
uzrakstit pieradijumu, kamer pats pieradijums paliek praktiski tikpat
vienkarss, ka mingtaja pieméera.

Bez tam viena dala uzdevuma prasita ,.eksiste” — tipa
apgalvojuma pieradiSana peéc tam, kad pareiza atbilde uzmingta,
reducgjas uz ,katram” — tipa apgalvojuma pieradiSanu. Aplakosim
sekojosu piemgru.

12. piemers.

Pieradit, ka eksiste 5 dazadi pirmskaitli a, b, ¢, d un e ar
ipasibu: lai ka art izvélétos zimes skaitla prieksa izteiksmé
FaF*bFcFdTFe, iegiitais skaitlis nedalds ar 9.

Komentars.

Ja més uzradisim 5 pirmskaitlus, ko nemt a, b, ¢, d un e
lomas, tad mums vél atliks pieradit , katram” — tipa apgalvojumu: lai
ka arT izvéletos zimes apliikotaja izteiksmé (t.i. prieks katra zimju
izvietojuma pirms skaitliem), iegutais skaitlis nedalas ar 9.
Necentisimies maksligi nodalit Sos 2 etapus vienu no otra, bet
izveidosim dabigu pieradijumu, kur§ sevi ietver abiem etapiem
atbilstoSos spriedumus.

Risinajums.

Aplakosim vispirms izteiksmi F2F2F2F2F 2. Ieverosim:
lai arT ka més izveletos taja zimes skaitlu prieksa, mes varam iegiit
tikai izteiksmes vértibas —10, —6, -2, 2, 6, 10 un nevienu citu,
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atkariba no ta, cik divnieku priek$a més izv€lamies ,,+” zZimi un cik
divnieku prieksa ,,—” zimi.

Talak ievérosim: ja ki, Ky, K3, k, un ks ir veseli skaitli
(pozitivi, negativi vai 0), tad ar1 izteiksmé
FOK +2) F (9K, +2) F (K3 +2) F (9K, +2) F (ks + 2) mes
nevaram zimes izvéleties skaitlu priek$a ta, lai iegltais rezultats
dalitos ar 9. Tiesam, §is izteiksmes vértiba katra konkréta zimju
izveles gadijuma precizi par skaitla 9 daudzkartni atSkiras no
atbilstosas izteiksmes F2F2F2F2F2 vertibas (no tas vértibas,
kas iegiita, zZimes salickot tapat ka aplikojamaja izteiksmé). Ta ka
izteiksmes F2F 2F 2F 2F 2 vértiba nevar dalities ar 9 (jo ta var bat
tikai —10, -6, -2, 2, 6 vai 10, bet neviens no Siem skaitliem ar 9
nedalas), tad ar1 aplikojama izteiksmg
FOK +2) F (9K, +2) F (K3 +2) F (9K, +2) F (ks + 2) zimes
skaitlu prieksa nevar izveleties ta, lai iegiitais rezultats dalitos ar 9.

Tadgjadi, ja mums izdosies atrast 5 dazadus pirmskaitlus,
katrs no kuriem ir izsakams forma 9t+2 (teZ), tad uzdevumu
blsim atrisinajusi. To izdarit nav griiti: npemsim kaut vai a=2,
b=11, ¢ =29, d =47, e =83. Ieprieks izdaritie spriedumi pamato
to, ka izteiksmé F2F11F29F47F83 zimes skaitlu prieksa nevar
izveleties ta, lai iegltais rezultats dalitos ar 9.

9. uzdevums.

Pieradit, ka izteiksmeé 4-12+18:6+3 var salikt iekavas ta,
lai rezultats biitu 50.
10. uzdevums.

Pieradit, ka eksisté tadi naturali skaitli a un b, ka a® —b? ir

naturala skaitla kubs, bet ad—b® ir naturala skaitla kvadrats.
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11. uzdevums.
Pieradit, ka ciparnicu 9.zim. var sadalit 4 dalas ta, lai katra
dala ierakstito skaitlu summa biitu 20.

9.zim.

Piezime par atseviSkiem apgalvojumiem.

Saja paragrafi més pétijam galvenokart visparigu
apgalvojumu pasibas un pieradisanas metodes. Tas ir likumsakarigi,
jo matematika galvenokart nakas pieradit visparigus apgalvojumus.
Ta, pieméram, uzdevuma ,,Dots, ka taisnlenka trijstiira katetes ir 3
cm un 4 cm garas. Pieradtt, ka ta hipoteniizas garums ir 5 cm” arf ir
japierada visparigs apgalvojums, jo tas attiecas nevis tikai uz kadu
vienu konkr€tu trijstiiri, bet uz visiem taisnlenka trijstiriem, kam
katetes ir 3 cm un 4 cm garas, neatkarigi no ta, kur Sis trijstiiris ir
novietots — burtnica vai uz tafeles, Amerika vai Latvija u.tml. Tomer
japiekrit, ka Sis apgalvojums ir mazak visparigs neka Pitagora
teoréma, kas apgalvo, ka taisnlenka trijstiira hipoteniizas garuma
kvadrats ir vienads ar $i trijstira kateSu garumu kvadratu summu,
neatkarigi no ta, vai trijstiira kateSu garumi ir 3 cm un 4 cm, vai ari
jebkadi citi. Ja m&s novienojamie visu vienado trijstiiru kopu uzskatit
par vienu objektu (un $aja situacija to darit ir zinams pamats), tad
miisu sakuma formul€tais apgalvojums kltst atsevisks, jo tas tagad
attiecas tikai uz viena veida trijstiiru kopu, kamer Pitagora teoréma,
protams, paliek visparigs apgalvojums arT $aja interpretacija.

Tadas situacijas, kuras ir svarigi, lai tiktu pieradits kads
atsevisks apgalvojums, var rasties, pieméram, ja ir doti 2 konkré&ti
geometriski objekti un ir janoskaidro, kuram no tiem ir lielaks
tilpums. Ar1 naturalo skaitlu teorija Iidzas atseviskiem
apgalvojumiem, kurus uzskatam par acimredzamiem, piemeram, ,,80
ir para skaitlis”, ,,58557 +42693 = 42693+ 58557, ir tadi, kurus
nepiecieSams pieradit, pieméram, ,skaitla 60 dalitdju summa
(ieskaitot arT pasu skaitli 60), ir 1567, ,skaitlis 97 ir pirmskaitlis”,
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,14+3+5+7+...499=502", utt., u.tml. Atsevisku apgalvojumu
pieradiSsana par matematiskiem objektiem, protams, ietilpst
matematikas kompetencé, tomer jaatzime, ka matematikas ka
zinatnes attistiba nav mérojama ar to, cik daudz dazadu atsevisku
apgalvojumu taja izdevies pieradit. Matematika tiek veidota jedzienu
sisttma un pétitas So jédzienu ipasibas. Tas parasti tiek izteiktas ar
visparigiem apgalvojumiem. Matematikai tipiska ir situacija, kad
atseviskais apgalvojums tiek pieradits, saskatot taja kada pieradita
vispariga  apgalvojuma  (jeb  vispargjas  likumsakaribas)
specialgadijumu. Ta, pieméram, apgalvojums
1+3+5+...+99 =507 ir vispariga apgalvojuma
1+3+5+...4(2n—1) =n? specialgadijums, kas, savukart izsaka

specialgadijumu no labi zinamas aritmé&tiskas progresijas summas
2a, +(n—-1d o .
formulas S, =%-n, kur a, — aritmétiskas progresijas

pirmais loceklis, d — tas diference, n — progresijas loceklu skaits.
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§3. PAR PIERADIJUMIEM ,,NO PRETEJA”

Viena no metodeém, ka pieveikt pretinieku strida, ir uzdot tam
jautajumus, lai, atbildot uz tiem, vin$ biitu spiests nonakt pie
pretrunas vai acimredzami aplama apgalvojuma, tadgjadi piespiezot
vinu atteikties no savas uzskatu sist€mas.

Matematika pieradijumi no pretgja jeb netiesie pieradijumi,
izmantojot lidzigu sprieSanas sheému, balstas uz t.s. ,,izslégta tresa
likumu”:

Katram apgalvojumam A ir speka vai nu pats
apgalvojums A, vai ar1 ta noliegums ,,Nav tiesa, ka A”.

Ja, pieméram, apgalvojums A izsaka, ka no Rigas lidz
Jelgavai ir 127 kilometri, tad ,,izsleégta tresa likums” $aja situacija
nozimé, ka vai nu no Rigas lidz Jelgavai ir 127 kilometri, vai arT nav
tiesa, ka no Rigas Iidz Jelgavai ir 127 kilometri (skaitla 127 vieta
vargja but jebkurs cits skaitlis, piem., 1989; ,,izslégta tresa likums” ir
speka neatkarigi no ta, cik talu patiesiba ir Riga no Jelgavas).

Savukart, ja apgalvojums A izsaka, ka ,.eksist€ tads naturals
skaitlis, kas vienads ar pieckarSotu savu ciparu summu”, tad
»izslégta tresa likums” $aja situacija nozimé, ka patiess ir vai nu
apgalvojums ,eksisté tads naturals skaitlis, kas vienads ar
pieckar$otu savu ciparu summu”, vai ari ,,nav tada naturala skaitla,
kas vienads ar pieckarSotu savu ciparu summu”.

Interesants ,jizslégta tresa likuma” lietojuma piemérs
iegiistams, ja apgalvojuma A loma pem ,.eksisteé bezgaligi daudz
dvinu pirmskaitlu paru” (par dvinpu pirmskaitliem sauc 2 tadus
pirmskaitlus, kuru starpiba ir 2; dvigu pirmskaitlu paru piemeri ir 3
un 5; 5un 7; 11 un 13; 17 un 19; 29 un 31; utt.). ,Izslegta tresa
likums” apgalvo, ka ir sp€ka viens no apgalvojumiem ,Eksisté
bezgaligi daudz dvinu pirmskaitlu paru” un ,Nav tiesa, ka eksiste
bezgaligi daudz dvinu pirmskaitlu paru”, kaut ari pasreiz pasaulé
neviens nezina, kurs isti.

Hlzslégta tresa likums” nav matematiski pieradama teoréma,
tas ir noformuléts cilvéces uzkratas pieredzes rezultata un ir
pieskaitams pie t.s. logikas aksiomam. (Salidziniet ar geometrijas
aksiomam — tas ar1 tick formulétas, vadoties no cilvéku uzkratas
pieredzes un netiek kaut ka ,,pieraditas”).
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Komentars.

Vardu savienojums ,,izslégta tresa” jauztver ka vienota vardu
kopa lidzigi ka vards ,balta” teikuma ,balta lapa”. Vardu kopa
»izslégta tre§a” paskaidro, par kadu likumu ir runa. Nevajag
iedomaties, ka ir kaut kads ,.tresais likums”, kas ir izslegts; izslegta
ir tresa iespéja blakus iespéjam A un ,,nav tiesa, ka A”.

Apzimesim apgalvojumu ,,nav tiesa, ka A” saisinati ar ,,neA”
un izsekosim tagad pieradijuma no pret€ja visparigo shemu.

Ja mums ir japierada apgalvojums A, tad varam spriest
sekojosi: pec izslegta tresa likuma ir speka vai nu A, vai arT neA. Ja
mums izdotos pieradit, ka nevar but ta, ka spéka ir neA, tad no
Sejienes var€tu secinat, ka spéka ir apgalvojums A, t.i. pieradamais
apgalvojums. Ka lai nonak pie secinajuma, ka nevar bat ta, ka
apgalvojums neA ir spéka? Var piepemt, ka tas ir spéka, un
konstatgt, ka §1 piep€muma rezultata mes nonakam pie kaut kadas
pretrunas. Pretruna rodas, ja m&s pienémuma rezultata konstat€jam
kadu acimredzamu aplamibu, piem., 13=27, vai arT (a+3)% <0, vai
ar1 ,trijstira ABC malu garumi a, b un ¢ apmierina nevienadibu
a>b+c” u.tml. Pretruna rodas arf tad, ja izdodas konstatét, ka kads
apgalvojums ir speka reiz€ ar ta negaciju, piem., ,.Cetrstira ABCD
visas malas ir vienada garuma” un ,Cetrstirt ABCD ir atrodamas
divas dazada garuma malas”, vai ar1 vienlaikus ,, X >2” un ,, X< 2%,
u.tml. Pie pretrunas mes nonakam ar1 tad, ja piep€émuma rezultata
izdaritie secinajumi ir pretruna ar uzdevuma nosacijumos doto.
Aplikosim dazus piemerus.

13. piemers.
Pieradit: ja plakne taisne | krusto taisni a un taisne b

paraléla taisnei a, tad taisne | krusto ari taisni b.
Risinajums.
Pienemsim pretgjo, t.i. to, ka
taisne | nekrusto taisni b.
Tad taisne | ir paralcla
taisnei b (jo 2 taisnes, kas atrodas
viena plakng, var bt tikai
krustiskas vai paral€las).
Apzimésim taispu | un a
krustpunktu ar M, tad caur punktu
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M iet divas taisnei b paralélas taisnes | un a, tatad taisne | un a sakrit.
Bet tas ir pretruna ar doto, kura teikts, ka taisne | Krusto taisni a.
Tatad, pienemot to, ka taisne | nekrusto taisni b, més esam nonakusi
pie pretrunas ar doto, ka I krusto a; tatad pienémums, ka | nekrusto b,
nevar but patiess. Tatad, pec izslégta tre$a likuma, taisne | krusto
taisni b, kas ari bija japierada.

Komentars.

Ievérosim, ka pretéjo apgalvojumu apgalvojumam ,taisne |
krusto taisni b” més uzreiz rakstijam ,taisne | nekrusto taisni b” ta
vieta, lai rakstitu ,nav tiesa, ka taisne | krusto taisni b”, jo mes
saprotam, ka taisne | var tikai vai nu krustot taisni b, vai arT nekrustot
to (tre$as iesp€jas nav). Tomeér sarezgitakos gadijumos, veidojot
pieradijumus no pretgja, allaz vajag uzmantties, lai pareizi uzrakstitu
apgalvojuma negaciju. Pievérsiet tam uzmanibu, studgjot talakos
piemerus.

14. piemers.

Pieradit, ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz.
Risinajums.

Piepemsim pret§jo, t.i., apgalvojumu ,Nav tiesa, ka
pirmskaitlu ir bezgaligi daudz”. Tas nozZimg, ka vai nu pirmskaitlu
vispar nav, vai ari, ka tie ir, bet galiga skaita [komentars: gadijumu,
kas pirmskaitlu vispar nav, $aja sprieduma atmest uzreiz nedrikst&ja,
jo tas, ka pirmskaitlu ir galigs skaits, nav pretjais apgalvojums
apgalvojumam ,,pirmskaitlu ir bezgaligi daudz”. Par §i, tapat ka par
otra varianta iesp&jamibu més tulit parliecinasimies, un tadgjadi
biisim izdarTjusi tiesi to, kas pieradijuma no pretgja vajadzigs].

Ta ka skaitlis 2 ir pirmskaitlis, tad gadijums, ka pirmskaitlu
vispar nav, nav iespgjams. Gadijuma, ja pirmskaitli eksistetu, bet to
bitu galigs skaits, apzim&sim to skaitu ar n, bet visus pirmskaitlus ar

Pi. P2y .-y Py Aplikosim skaitli N =p;p,p;... p, +1. Skaidrs,

ka N nedalas ne ar vienu no pirmskaitliem p;, p,, ..., p,, tatad
vai nu N pats ir pirmskaitlis vai arT N dalas ar kadu pirmskaitli, kas
atSkirigs no visiem pP;, Py, ..., P,. Abos gadijjumos skaidrs, ka
eksisté pirmskaitlis (tas ir vai nu N, vai kads cits skaitlis), kas
atskirigs no p;, Py, ..., P,; tadgjadi més esam ieguvusi pretrunu
arto, ka p,, py, ..., P, irvisi pirmskaitli. Tadgjadi arT gadijuma,
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ja pirmskaitlu ir galigs skaits, més nonakam pie pretrunas, kas
norada, ka arT Sis gadijums nav iesp&jams. Tatad atliek vienigi
iesp€ja, ka pirmskait]u ir bezgaligi daudz, kas ar1 bija japierada.

12. uzdevums. (grits)

Pieradit, ka ir bezgaligi daudz pirmskaitlu, kaS izsakami
forma 3t+2, kur t e N. (Tadi ir, pieméram, 5; 11, 17; ...)
13. uzdevums.

Pieradit, ka skaitlis 0,1234567891011121314..., kas
ieguistams, aiz komata uzrakstot péc kartas visus naturalos skaitlus,
ir iracionals. (Noradijums: pieradit, ka izveidojusies decimaldala
nav periodiska.)

15. piemérs. (Dirihl€ princips)

Ja n+1 objekti tiek kaut ka novietoti n kastes , tad vismaz
viend kasté biis vairak neka viens objekts.
Pieradijums.

Pienemsim pretgjo, t.i., ka eksisté tads n+1 objektu
izvietojums pa n kastém, ka katra kasté ir ne vairak ka viens objekts.
Ta ka ir pavisam n kastes, tad, lickot katra kasté ne vairak ka 1
objektu, var tajas kopa izvietot ne vairak ka n objektus. Iegita
pretruna n+1<n, kas liecina, ka sakotngjais pienémums aplams.

1. vingrinajums.

Pieradit, ka 50 abolus nevar sadalit 7 cilvekiem td, lai katrs
dabitu ne vairak ka 7 abolus. Vai, patvaligi sadalot 50 abolus 7
cilvékiem, noteikti gadisies ta, ka vismaz viens cilveks dabiis precizi
8 abolus?

Tipiska kliida $ada vieda apgalvojumu pieradiSana ir tada, ka
skoléns censas 50 abolus sadalit 7 dalas, iedalot 7 abolus pirmajam
cilvékam, 7 — otrajam, utt., ..., 7 dbolus — sestajam cilvékam. Sads
sadali$anas méginajums beidzas ar neveiksmi — pedgjam, septitajam
cilvekam $aja gadijuma jadod visi atlikuSie 8 aboli, bet 8>7. Diemzel
no neveiksmes $aja viena specialgadijuma nereti tiek izdarits
neargumentets secinajums, ka vismaz vienam cilvékam biis jaiedod
vairak neka 7 aboli, dalot tos jebkura iespéjama veida.
Apgalvojums, kas attiecas uz visiem iespgjamiem abolu sadaliSanas
veidiem, tiek ,,pamatots”, aplikojot tikai vienu konkrétu abolu
sadaliSanas veidu! Pareizi So uzdevumu var atrisinat, spriezot lidzigi

36



ka Dirihlg principa pieradijuma (te paradas pieradijumu no pretgja
,,Speks”™), sk. vingrinajumu atbildes.

14. uzdevums.

No plakné dota punkta O dazados virzienos novilkti 19 stari.
Pieradit, ka eksisté 2 tadi no Siem stariem, lenkis starp kuriem ir
mazaks par 19°.

15. uzdevums.

Pieradit, ka katram trijstirim vismaz viens no lenkiem nav

mazaks par 60°.

16. piemers.

Ap Cetrstura malam ka ap diametriem konstruéti rinki.
Pieradit, ka katrs Cetrstiira iekséjs punkts pieder vismaz vienam no
Siem rinkiem.

Risinajums.

Piepemsim pretgjo, t.i., ka eksiste tads Cetrstiris ABCD un
taja eksisté tads punkts O, kas nepieder nevienam no rinkiem, kas
konstruéti uz AB, BC, CD un DA ka uz diametriem. Novelkam starus
OA, OB, OC un OD un apskatam lenkus Z/AOB, £BOC, ZCOD,
/DOA.

Ja Setrstiiris ABCD ir izliekts, tad
ZAOB + /BOC + ZCOD + «DOA = 360°; savukart, ja ABCD nav
izliekts (t.i. ir ieliekts), tad
/AOB + ~BOC + ~ZCOD + ~/DOA > 360°.

B B
A c

D

10.zTm. 11.zim.

Abos gadijumos varam apgalvot, ka vismaz viens no lenkiem
ZAOB, «/BOC, «ZCOD, «DOAnav Saurs (ja lenki ZAOB,
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/BOC, ZCOD un «ZDOA visi butu Sauri, tad to summa butu
mazaka  par 360°; tas ir  pretruna ar ieglito
/AOB + /BOC + ZCOD + /DOA > 360°). Ja ne-Saurais lenkis ir
ZAOB, tad punkts O atrodas rinka ar diametru AB iekS$pusg; ja tas ir
/BOC , tad — rinka ar diametru BC iek$pusg, ja Z/COD - tad rinka
ar diametru CD iek3pusg, ja Z/DOA, tad - rinka ar diametru AD
iekSpuse.

Noformulésim tagad dazus vispargjus likumus, ka pareizi
formét dazada tipa apgalvojumu negaciju.

A neA
Katram x izpildas B. Eksiste (var atrast) tadu X, kam
neizpildas B (Nav tiesa, ka
katram x izpildas B).

Eksiste tads x, kam izpildas C. Katram x izpildas ne C (nav
tiesa, ka eksist€ X, kam izpildas
C; nevienam X neizpildas C).

Piemeéri:.
Katram naturalam n izpildas | Eksisté tads naturals n, kam nav
2" >n? speka 2" >n? (eksisté tads

naturals n, kam 2" <n?)

Katram kvadratam diagonales ir | Eksiste tads kvadrats, kam
perpendikularas diagonales nav perpendikularas

Eksisté tads X, ka x=4 Katram x ,,nav spéka, ka x=4"
(katram x izpildas x #4)

Katram naturalam n eksisté tads | Eksisté tads naturals n, ka
naturals m, ka n=m+1 katram naturalam m n=m+1
(eksisté tads naturals n, kas
nevienam naturalam m nav
vienads ar m+1)
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2. vingrinajums.
Formulet apgalvojumu negacijas:
() katram x no dotas kopas M izpildas x> <4,

(b) eksisté naturals skaitlis n, kam 2" > n?,

(c) visi sesstira ABCDEF lenki ir Sauri,

(d) eksisté tads pirmskaitlis p, kurs ir para skaitlis,

(e) katram pirmskaitlim p skaitlis 2P ari ir pirmskaitlis,

() 33 ir vislielakais naturalais skaitlis,

(9) katriem diviem naturaliem skaitliem m un n pastav vienadiba
m+n=n+m,

(h) katriem diviem naturdliem m un n eksiste tads naturals z, ka
Z=m-n,

(i) Juris, Janis un Péteris ir skoléni.

Salidziniet savas atbildes ar brosiiras beigas dotajam!

Nosledzot paragrafu par pieradijumiem no pretgja, apliikosim
vel vienu piemeru.

17. piemers.
Pieradit, ka plakni nevar izkrasot 3 krasas ta, lai nekadi 2

punkti, kas atrodas viens no otra attaluma 1, nebiitu nokrasoti viena
krasa.
Risinajums.

Pienemsim pretjo, t.i., ka eksisté tads plaknes krasojums 3
krasas, ka nekadi 2 punkti, kas atrodas viens no otra attaluma 1, nav
nokrasoti viena krasa.

Figiiru plakn€ nosauksim par pareizu rombu, ja ta ieglistama
no 2 regulariem trijstiriem ar malas garumu 1, salipinot tiem kopa
vienu malu (skat. 12.z1m.).

12.zim.
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Aplakosim 2 pareizus rombus, kam sakrit viena no Saura
lenka virsotném (apzimesim $o sakritoSo virsotni ar A, bet atlikusas
rombu Sauro lepku virsotnes ar B un C). Ievérosim, ka

3 1 .
|AB|=|AC|= 2§=\/§ >1>E, tatad abus pareizos rombus var
novietot ta, ka |BC| =1 (tapat ka katra no pareizo rombu malam,
skat. 13.zim. (c).)

B ~ B & C
) C C
A A
(@) (b) (©
13.zim.

Pierakstisim izveidotaja konstrukcija burtus arT pargjam
pareizo rombu virsotném, ka paradits 14.zZim. Paanalizésim ,kada
veida var tikt nokrasotas virsotnes A, B, C, D, E, F, G $aja (viena,
jebkura no $adam) konstrukcija. Uzskatamibas labad nosauksim
krasas, kuras nokrasota plakne, par sarkanu, zilu un dzeltenu, pie tam
ta, lai ta krasa, kura nokrasota virsotne A, biitu sarkana (3adi krasu
nosaukumi nekadi neierobezo sprieduma visparigumu). Ta ka plakng
nekadi 2 punkti, kas atrodas attaluma 1 viens no otra, nav nokrasoti
viena krasa, tad punkti A, E un D ir nokrasoti katrs cita krasa, tatad
viens no tiem (A) ir sarkans, viens — dzeltens un viens — zils; citiem
vardiem sakot, viens no punktiem E un D ir nokrasots dzeltena krasa,
bet otrs — zila.

B

14.zim.
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Apliakosim tagad punktus B, E un D. Arf tie ir nokrasoti katrs
sava krasa, jo atrodas vienadmalu trijstira ar malas garumu 1
virsotn@s, tatad punkts B nevar biit nokrasots nedz dzeltena, nedz zila
krasa (jo viens no punktiem E un D ir dzeltens, bet otrs — zils). Tatad
punkts B ir nokrasots sarkana krasa (tapat ka punkts A). Atcerésimies
to.

Analogiski ka iepriek$ secinam, ka viens no punktiem F un G
ir dzeltena, bet otrs — zila krasa, jo tie kopa ar punktu A, kas ir
sarkana krasa, atrodas vienadmalu trijstira ar malas garumu 1
virsotnés. Ta ka vienadmalu trijstira ar malas garumu 1 virsotngs
atrodas ari punkti F, G un C, tad tie visi ir dazadas krasas, bet, ta ka
viens no punktiem F un G ir dzeltens, bet otrs — zils, tad punkts C ir
nokrasots sarkana krasa.

Atcerésimies tagad, ka konstrukcija pareizie rombi tika

novietoti ta, lai |BC| =1, ka arf to, ka punkts B ir nokrasots sarkana

krasa. Esam atradus$i 2 punktus B un C, kas abi nokrasoti viena
(sarkana) krasa un atrodas attaluma 1 viens no otra. Tas ir pretruna ar
pienémumu, ka nekadi 2 punkti, kas atrodas viens no otra attaluma 1,
nav nokrasoti viena krasa. L1dz ar to uzdevuma prasttais pieradits.
Komentars.

Saja uzdevuma pienemtais pretgjais apgalvojums deva iesp&ju
uzbiivét veselu konstrukceiju celtni, un pretruna tika iegiita, izp&tot $is
celtnes Tpasibas. ST ir diezgan tipiska situdcija daudzu apgalvojumu
pieradiSana.

16. uzdevums.

Pieradit, ka uz rinka linijas nevar novietot skaitjus 1, 2, 3, ...,
13 ta, lai starpiba starp katriem diviem blakus esosiem skaitliem
butu 3, 4, vai 5.
17. uzdevums.

Plakne sadalita kvadratos ka ratinu lapa. Katra kvadrata
ierakstits naturals skaitlis, pie tam katrs skaitlis ir astonpu tam blakus
esoSo skaitlu vidéjais aritmetiskais. Pieradit, ka visi skait]i vienadi.
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§4. KO NOZIME ATRISINAT UZDEVUMU?

Ir daudz tadu uzdevumu, kuros atklati prasits pieradit kaut
kada apgalvojuma patiesumu, izejot no zindmiem dotiem
nosacijjumiem. Tomér lielakaja uzdevumu dala pieradamais
apgalvojums Vel ir jaatrod; uzdevums var biit noformuléts jautajuma
forma, pieméram, ,,Vai tiesa, ka eksist€ tadi naturali skaitli X, y, z un
tads naturals skaitlis >3, ka x" +y"=z"?".

Uzdevuma var tikt prasits atrisinat kaut kadu vienadojumu vai
nevienadibu, pieméram, ,Atrast vienadojuma (X—-1)(Xx+5)=0
atrisinajumu kopu”.

Var ar1 gadities, ka jaatrod kads objekts, kas apmierina
noteiktas Tpasibas, piem&ram, ,,Atrast vismazako tadu n vertibu (n —
naturals), kurai skaitlis 3n+4 dalas ar 17”.

Katra $ada situacija uzdevuma risinajumam Iidz ar pareizas
atbildes formulgjumu (piem. {l; —5} otraja pieméra) ir jasatur ari
pamatojums (jeb pieradijums!) tam, ka Jusu izveleta atbilde tie§am ir
pareiza (piem., pieradijums tam, ka 10 ir mazaka iesp&jama naturala
n vertiba, kurai skaitlis 3n+4 dalas ar 17).

Aplikosim $aja  un nakamajos paragrafos dazas
likumsakaribas, kas jaievéro, risinot $ada un Iidziga veida
uzdevumus.

Atzimesim vel tikai, ka jebkada veida reala pétnieciska
darbiba, ka likums, nakas sastapties tieSi ar uzdevumiem, kuros
pareiza atbilde prieksa nav pateikta. Pétijuma rezultatam, protams,
zinatniska vértiba bis tikai tad, ja atrasta atbilde ir nopamatota (skat.
levadu).

Apliakosim tagad virkni piemgru.

18. piemérs.
Vai iespéjams 20 véerdinus samaksat ar 9 monétam, ja atlauts

lietot tikai 1 verdina, 3 vérdinu un 5 verdinu monétas?
Komentars.

P&c izslegta tresa likuma, vai nu ir iespgjams $adi samaksat
20 verdinus, vai arT tas nav iespgjams. Kad ir atrasta (uzmingta)
pareiza atbilde, tas pieradijums veicams ar tadu pasu logisko
stingribu, ka aplikojam ieprieks€jos piemeros.
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Risinajums.

Pieradisim, ka 20 verdinus ar deviniem 1 vérdina, 3 vérdinu
un 5 verdinu mongtam samaksat nevar. Pienemsim pretgjo, t.i., ka
me varam 20 verdinus samaksat, lietojot k; vienveérdinus, ks

trisverdinus un kg piecverdinus (K;, K3, ks >0 — veseli skaitli), t.i.,
ka eksisté tadi veseli nenegativi k;, ks un ks, ka

ki +kg+ks =9 (mongtu skaits)
Ky +3k; +5ks =20  (mon&tu kop&ja vertiba)
Atnemot no sistemas otra vienadojuma pirmo, ieglistam

kas ir pretruna ar to, ka k3 un kg ir veseli skaitli. Lidz ar to

piepémums, ka uzdevuma min€to maksasanu var izdarit, ir
nepareizs.
Komentars.

Apgalvojums ,,25 verdinus nevar samaksat ar devipam
vienveérdina, trisvérdinu un piecvérdinu monétam” ir ,.katram” — tipa
visparigs apgalvojums, jo tas apgalvo: lai ari ka izvélétos devinas
vienvérdina, trisvérdinu un piecvérdinu monétas, to kopé&ja vértiba
nevar but 20 veérdini. Tadg] ari pieradijums javeido ta, lai aptvertu
visas iesp&jamas maksasanas strat€gijas, bet nevis tikai kadu vienu
konkrétu, kura pirmaja bridt ar kaut ko izcelas.

Nodemonstrétais uzdevuma risinajums, protams, neblit nav
vienigais iespg€jamais. Vargja, pieméram, ieverot, ka 1, 3 un 5 ir
nepara skaitli, 9 nepara skaitlu summa arT ir nepara skaitlis un tatad
nevar bt 20. Nav svarigi, kada pieradijuma metode ir lietota, svarigi
ir, lai ar to tiktu aptverti visi iespéjamie maksasanas varianti.

19. piemers.
Vai eksiste tada noslégta lauzta

linija, kas katru savu posmu krusto
precizi 1 reizi?
Risinajums.

Ja, eksiste. (skat. 15.zim.)

15.zZim.
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20. piemers.
a) Vai var katra tabulas rindina

ierakstit

skaitlus no 1 lidz 5 ta, lai pa kolonnam ierakstito skaitlu starpibas
bitu dazadas (2 dazadu skaitju starpibu atrod, no lielaka skaitla
atpemot mazako)?

b) Vai var sadi katra tabulas 2x10 rindind ierakstit skaitjus
no 1 lidz 10?
Risinajums.

a) To var izdarit, piemeram, $adi:

112131415

412]5]3]1

starpitbas: 3 0 2 1 4
16.zim.

b) pieradisim, ka to izdarit nevar. Pienemsim pretgjo, t.i., ka
mums ir izdevies ierakstit tabula 2x10 katra rindina skaitlus no 1
lidz 10 ta, ka pa kolonnam ierakstito skaitlu starpibas ir dazadas.
Apzimésim 1. rindinas skaitlus ar X;, X,, X3, ..., Xq, 2. rindipas

skaitlus ar y;, Y,, Y3, ..., Yo, to starpibas pa kolonnam ar d;, d,,
ds, ..., dig (skat. 17.zZim.).

X | Xo | X3 | Xg | X5 | Xg | X7 | Xg | X9 | Xqp

Yi | Yo | Ya | Ya | Y5 | Ye | Y7 | Ysa | Yo | Yio

starpibas:  d; d, d3 d, ds dg d; dg dg dy

17.z1m.

Lielaka iespgjama d; vertiba ir 9, mazaka iesp&jama d,
vertiba ir 0 (atcer€simies, ka m&s 2 dazadu skaitlu starpibu atrodam,
atpemot no lielaka skaitla mazako, ka arT to, ka 1<x; <10,
1<y; <10). Ta ka péc pienémuma visi d; ir dazadi, tad tie pienem
visas veselas vertibas no 0 1idz 9 (ir 10 Sadas vértibas un 10 dazadi
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d;, pie kam neviens no d; nekadu citu vértibu pienemt nevar).
Tatad d1+d2+d3+...+d10:O+1+2+...+9:9'—210:45.

Atcer€simies to.
Lidz ar pa kolonnam ierakstito skaitlu starpibam aplikosim

ar1 to summas Sl' Sz Y ey 510, Sl = Xl + yl’ 52 = X2 + yz,
S3=Xg+ VY3, -y Sip = X0 + V1o (skat. 18.zIm.)

X | Xo | X3 | Xg | X5 | Xg | X7 | Xg | X9 | Xqp

Yi | Yo | Ya | Ya | Y5 | Ye | Y7 | Ya | Yo | Yio

starpibas: d;, d, d; d, d; dg d; dg dg dy
summas: S S, S3 S4 S5 Sg S Sg  Sg Sy
18.zim.

Ievérosim, ka katra kolonna starpiba d; atSkiras no summas

S; par para skaitli: ja X; > y;, tad d; =% —y;,

Si=X +Vi,
s;—d; =2y;,
ja x <y, tad d; =y; — X,
Si =X + Vi,
Si_di :le

Tﬁtad aI'T summa (Sl - dl) + (52 - dz) +...+ (Slo - dlo) = M il’
para skaitlis, jo izsakama ka 10 para skaitlu summa.
Parveidojot S0  vienadibu un pemot v&ra, ka

d1+d2 +d3 +...+d10=45,16gl_lstami
(81+S;+S3+...+89)—(d; +dy +...+djp) =M
S +Sy;+S3+...+89=M +45,
pie tam M ir para skaitlis.
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No otras puses
S +Sy+S3+...+S0 =04+ Y1)+ (Xo+ Yo) +..+ (X0 + Yi0) =

=(Xq+Xo o+ Xo)+ (VM + Yo+ 4+ Y0) =

=@+2+...+10)+ (1 +2+...+10)=2-55=110,
jogan X;, Xy, Xg, ..., Xjp,ganart Y;, Yo, Yz, ..., Ypo ir kaut kada
kartiba uzrakstiti skaitli no 1 Iidz 10.

Lidz ar to esam ieguvusi 110=M +45, kas ir pretruna ar
ieprieks konstatgto, ka M ir para skaitlis. Tadgjadi esam pieradijusi,
ka tabulu 2x10 uzdevuma prasibam atbilstosi aizpildit nevar.
Komentars.

Uzdevuma formulgjums (a) un (b) punktos bija visai lidzigs.
Neskatoties uz to, tajos bija nepiecieSsamas principa dazadas metodes
izteiktas atbildes pamatosana. Ja (a) gadijuma mums nacas pieradit
,eksiste” — tipa apgalvojumu, ko més izdarijam, uzradot vienu
iesp&jamu tabulas aizpildijumu, tad (b) gadijuma vajadzgja pieradit,
ka, lai ka arT més aizpilditu tabulu, rakstot katra tas rindina skait]us
no 1 Iidz 10, més nevaram panakt, lai pa kolonam nemto skaitlu
starpibas visas biitu dazadas. Tas arT tika izdarits. Pieradijums, kas
tika veikts, aptvéra pilnigi visus iesp&jamos skaitlu izvietojumus
tabula.

Tipiska kloida, risinot $adus uzdevumus, ir ta, ka risinatajs
censas salikt skaitlus tabula, vinam to relativi 1sa laika neizdodas
izdarit, un tadel (absoliiti nepamatoti) vin$ pasludina, ka skaitlus
tabula $adi sarakstit vispar nav iesp&jams.

Tiesam, var tacu gadities, ka pieméru atrast nav viegli, bet tas
neatbrivo uzdevuma risinatdgju no nepiecieSamibas to tomér
samekl&t!

Varam ievérot, ka $aja gadijuma izSkiroSais faktors, no ka
izdevas dabiit pretrunu, bija paritate; ta palidz ari daudzos citos
neiesp&jamibas pieradijumos.

Tagad atkal dazi uzdevumi patstavigai risinasanai.

18. uzdevumes.

Vai tris latus var samaksat 20 monétas pa 50, 20 un 5
santimiem?
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19. uzdevums.

Vai eksisté tada noslegta lauzta linija, kas katru savu posmu
krusto tiesi 3 reizes?
20. uzdevums.

Dots Saha galdins 5x5 ritipas. Viena no tam stav Saha
zirdzin$. Vai var izdarit ar Saha zirdzinu 24 gdajienus ta, lai zirdzins
pa vienai reizei apmekletu visas paréjas ritinas? Aplikojiet 2
gadijumus:

a) zirdzip$ sakuma atrodas ritina A,

b) zirdzin$ sakuma atrodas ritina B (skat. 19.zim.).

19.zim.

Jautajums, kas izvirzits uzdevuma formuljuma, var saturét
ne tikai divas atbildes alternativas ,ja” un ,,n&”. Biezi vien ir
janosaka kada lieluma skaitliska vertiba; var bht arT ta, ka prasit
atrast kadu skaitli vai citadas dabas objektu, kam piemit uzdevuma
uzradita ipasiba. Ari visos Sajos gadijumos uzdevuma risindgjuma
sastavdala ir atbildes pareizibas pieradijums. Biezi vien (bet ne
vienmer!) §adu pieradijumu sevi satur pati risinaSanas gaita vai
konstrukcija; atbildes pareizibas pieradijumam nav obligati jabut
atseviski izdalttam risinajuma etapam. Ka visiem matematiskiem
spriedumiem, galvenais ari $ada veida uzdevumu risinajumos ir
logiska stingriba un pamatotiba.

21. piemers.
Kadiem naturdaliem n skaitlis 2" + 65 ir pilns kvadrats?
Komentars.

Viegli redzét, ka gadijuma, ja n=4, tad 2" +65=81 ir pilns
kvadrats. Tacu §1 vél nav atbilde uz uzdevuma formul&to jautajumu.

Saja uzdevuma ir 1) jaatrod visas n vértibas, kam 2" +65 ir pilns
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kvadrats, 2) japierada, ka citu iesp&jamu n vertibu bez jau atrastajam
nav (8aja uzdevuma netiek prasits, vai eksiste tads n, bet tiek prasita
izsmelosa atbilde — kadi n ir ar §adu 1pasibu?).

Risinajums.

Ievérosim vispirms, ka katram naturalam k 2% = (24)% =16%
beidzas ar ciparu 6 (ja sareizina 2 vai vairakus skaitlus, kam p&dg&jais
cipars ir 6, tad arT reizinajumam p&dgjais cipars ir 6).

Savukart, ja n=4k+1, keN vai k=0, tad skaitla
2" =2%+1 = 2. 2% pedgjais cipars ir 2, jo tas ir izsakams ka 2
skaitlu reizinajums, no kuriem viens beidzas ar ciparu 2, bet otrs — ar
ciparu 6 (vai 1, ja k=0). Ja n=4k+1 (keN), tad 2" +65
beidzas ar ciparu 7 un tadgjadi nevar bit naturala skaitla kvadrats.
(Pieradiet to! Skat pieméru par atlikumiem, naturala skaitla kvadratu
dalot ar 3, paragrafa par visparigiem un atseviskiem
apgalvojumiem.)

Jan=4k+3, keN vai k=0, tad lidziga veida secinam, ka
2" beidzas ar ciparu 8 un 2" +65 — ar ciparu 3, tatad ari nevar biit
naturala skait]a kvadrats.

Ta ka katrs nepara skaitlis ir izsakams vai nu forma
n=4k+1 (keN vai k=0), vai ari n=4k+3 (keN vai k=0),
tad secinam: ja n ir nepara skaitlis, tad 2" +65 nav naturala skaitla
kvadrats.

Aplikosim tagad gadijumu, kad n — para skaitlis. Tad eksiste
tads keN, ka n=2k. Ja n>10, tad k>5 un

(2% +1)2=2% 4 2.2 41> 2% 165, tadejadi, ja n>10, tad
(2¥)%? =22 <22 1 65< (2 +1)? (atceramies, ka n = 2k ). Tadgjadi
22 4 65 atrodas starp divu blakus esosu naturalu skaitlu kvadratiem

un tatad pats nevar biit pilns kvadrats. Lai pabeigtu uzdevuma
risinajumu, japarbauda n veértibas n=2, n=4, n=6, n=8 un

n=10. No tam der tikai n=4 un n=10 (16+65=81=9%;
210+ 65=1024+65=1089 = 33%), tade| atbilde $aja uzdevuma ir

,, 2" +65 ir naturala skaitla kvadrats tad un tikai tad , ja n=4 vai
n=10".
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Komentars.

Saja risinajuma tika veikta izsmeloSa gadijumu analize.
Vispirms tika pieradits: lai 2" +65 biitu pilns kvadrats, tad n nevar
but nepara skaitlis. Tad tika pieradits, ka n nevar but para skaitlis,
kas lielaks par 10. P&c tam atlikusas n vértibas tika vienkarsi

parbauditas. M&s redzam, ka sakotngji izvirzita hipotéze, ka 2" + 65
ir pilns kvadrats tikai tad, ja n=4, izsmelosas analizes rezultata
izradijas nepareiza. Sis piemérs ir pamacoss arT no ta viedokla, ka
analize taja tika veikta, sadalot visas iespgjamas n vertibas vairakas
(trijas) grupas, péc tam lietojot katra no tam savu, speciali tai
piemeérotu sprieSanas metodi.

22. piemeérs.
Kastité ir 7 sarkani un 5 zili zimuli. Kads mazakais zimulu

skaits japanem, lai starp tiem noteikti biitu ne mazak ka 2 sarkani un
ne mazak ka 3 zili zimuli?
Risinajums.

Pieradisim, ka $is skaits ir 10 zimuli. Lai to izdaritu, mums ir
japierada 2 lietas:

(a) ja més panemsim no kastites 10 zimulus, tad starp tiem
noteikti blis ne mazak ka 2 sarkani un ne mazak ka 3 zili zimuli,

(b) ja m&s no kastites panemsim mazak neka 10 zZimulus, tad
var gadities ta, ka starp panemtajiem zimuliem ir vai nu mazak neka
2 sarkani, vai arT mazak neka 3 zili zimuli.

Apgalvojuma (a) pareiziba izriet no ta, ka, pagemot 10
zimulus, kastit€ paliek 2 zimuli, tatad kastit€ paliek ne vairak ka 2
sarkani un ne vairak ka 2 zili zimuli. Tatad pagemti ir vismaz 5
sarkani un 3 zili zimuli.

Apgalvojuma (b) pareiziba izriet no ta, ka, panemot 9 (vai
mazak) zimulus, var gadities: kastité paliek 3 vai vairak zili zimuli,
tatad panemti ne vairak ka 2 zili zimuli.

Komentars.

St uzdevuma risindjuma sadalijums (a) un (b) punktos ilustré
varda ,,vismazakais” jégu. Uzradot kadu skaitli, par kuru mes
apgalvojam, ka tas ir vismazakais, mums ir japierada, ka $is skaitlis
ir pietiekoss ,lai apmierinatu uzdevuma prasibas, bet visi skaitli, kas
ir mazaki par to, ir ,,par mazu”, lai tas apmierinatu.

49



21. uzdevums.

Tumsa noliktava ir 10 pari melnu un 10 pari brinu zabaku.
Atrast vismazako zabaku skaitu, kas japanem no noliktavas, lai starp
tiem atrastos vismaz vienas krdasas paris (uzskatit, ka tumsa nevar
atskirt ne tikai zabaku krasu, bet art labo zabaku no kreisa).
22. uzdevums.

Pieradit, ka 10 ir vismazaka naturalda n vertiba, kurai skaitlis
3n+4 dalas ar 17.

23. piemérs. (Ramseja uzdevums)

Kads ir vismazakais cilvéku skaits, lai starp tiem garantéti
biitu vai nu 3 cilveki, kas visi sava starpa pazistami, vai art 3 cilveki,
no kuriem neviens nepazist otru?

Risinajums.

Apzimésim $o skaitu ar R(3,3) . Saskana ar ta definiciju tam
ir sekojosas ipasibas:

(a) starp R(3,3) cilvekiem noteikti var atrast vai nu 3
savstarp€ji pazistamus, vai ari 3 cilvékus, kas nepazist viens otru.

(b) katram cilvéku skaitam n, kas mazaks par R(3,3), var

gadities: starp n cilvékiem nav ne triju sava starpa pazistamu, ne arl
triju, kas nepazist viens otru.

Actmredzami, ka Saja gadjjuma (b) punkts ekvivalenti
aizstajams ar sekojosu:

(b’) var gadities ta, ka starp R(3,3) —1 cilvékiem nav ne triju
sava starpa pazistamu, ne ari triju, kas nepazist viens otru.

Pieradisim, ka R(3,3)=6. Norunasim uzskatamibas labad

att€lot cilvékus ka punktus plakn€, 2 savstarpgji pazistamiem
cilvékiem atbilsto§os punktus savienosim ar taisnu liniju, bet
savstarp€ji nepazistamiem — ar vilpotu.

Vispirms pieradisim, ka R(3,3)-1>5, t.i., to, ka starp 5
cilvékiem var nebit nedz triju sava starpa pazistamu, nedz arf triju,
kas nepazist viens otru. Cilvéki var biit pazistami, piem&ram, ta, ka
attelots 20. zim&juma. Viegli redz&t, ka starp katriem 3 cilvékiem no
Siem pieciem ir gan divi pazistami, gan ar1 2 nepazistami (par to var
parliecinaties, kaut vai parbaudot visus iesp&jamos veidus, kados no
cilvekiem A, B, C, D un E var izvéleties 3 cilvékus).
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C

A D
E D
20.zim. 21.zim.

Tagad pariesim pie (a) punkta pieradijuma, t.i.,
pieradisim, ka starp 6 cilvekiem noteikti varés atrast vai nu 3
savstarp€ji pazistamus, vai ari 3 savstarp&ji nepazistamus.

Apliikojam vienu no Siem 6 cilvékiem; nosauksim to par A.
No atliku$ajiem pieciem cilvékiem ir vai nu tris tadi, ar kuriem A ir
pazistams, vai arT trTs tadi, ne ar vienu no kuriem A nav pazistams;
apzimésim $os cilvékus ar B, C un D. Aplikosim vispirms gadijumu,
kad A ir pazistams ar B, C un D (skat. 21.zim.). Ja kadi divi no
cilvékiem B, C un D ir pazistami sava starpa, tad kopa ar A tie veido
tris cilvékus, kas visi pazist viens otru.

Ja turprett starp B, C un D nav divu savstarp&ji pazistamu
cilvéku, tad B, C un D ir tris cilveki, kas nepazist viens otru (skat.
22.71m.).

B
Cc

A A D

22.z1m.

Gadijuma, ja eksisté tadi 3 cilvéki B, C un D, no kuriem A
nav pazistams ne ar vienu, spriezam lidzigi: ja starp B, C un D ir
divi, kas nepazist viens otru, tad kopa ar A tie veido tris cilvékus, kas
nepazist viens otru; ja savukart B, C un D visi ir sava starpa
pazistami, tad tie ir tris sava starpa pazistami cilveki.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka visos iesp€jamos gadijumos
starp 6 cilvekiem noteikti var atrast vai nu 3 savstarpgji pazistamus,
vai arl 3 savstarp&ji nepazistamus, tatad R(3,3)>6. Nemot véra

iepriek§ pieradito (b’) punkta rezultatu R(3,3)—1>5, secinam, ka
R(3,3) = 6. Lidz ar to uzdevuma risinajums pabeigts.
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Noformulésim tagad visparigo Ramseja uzdevumu.
Apzimésim ar R(m,k) to vismazako cilvéku skaitu, par kuru var
garant@t, ka starp tiem ir vai nu m viens ar otru pa pariem pazistami,
vai ari K tadi, no kuriem neviens nepazist otru (t.i., starp jebkuriem
R(m,k) cilvekiem obligati atradisies vai nu m Savstarpgji pazistami,
vai ari Kk savstarpgji nepazistami, bet var gadities, ka starp
R(m,k) —1 cilvékiem nevar atrast ne viena, ne otra veida sabiedribu.
Patstavigai risinasanai atstasim dazus griitus, bet interesantus
uzdevumus, kas saistiti ar Ramseja skaitliem R(m,k) .

23. uzdevums

Pieradit, ka R(4,3)>9. (Pieradit, ka starp 9 cilvekiem
noteikti var atrast vai nu 4, kas visi pazist viens otru, vai ari 3, starp
kuriem nav divu pazistamu.)

24. uzdevums

Pieradit, ka R(4,3)—1>8. (Pieradit, ka var gadities: starp 8
cilvékiem nav nedz 4 tadu, kas visi ir savstarpéji pazistami, nedz art
3 tadu, kas visi ir savstarpéji nepazistami. )

Noradijums: jakonstrug piemers.

Varam Seit bez pieradijuma atzimét ari, ka R(5,3)=14,
R(4,4) =18 ( to pieradit vél nav parak griti). Tomér vispargja
probléma: atrast R(m,k) péc dotiem m un k ir izradijusies arkartigi
gruta. Paslaik pasaule vel neviens nezina tas apmierinoSu
atrisindgjumu.
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§5. NEVIENADIBU UN VIENADOJUMU
RISINASANA

A1 atgriezoties mazliet tuvak skolas programma parastiem
uzdevumiem, jéga tam, ko nozimé atrisinat uzdevumu, nemainas.
Aplikosim pieméru.

24. piemérs.

Atrisinat nevienadibu (x—2)? <1.
Komentars.

Risinot $o nevienadibu, m&s pieradisim, ka tas atrisinajumu
kopa ir [1;3]; ti, més pieradisim, ka nevienadibu (x—2)? <1
apmierina tas un tikai tas X vértibas, kas atrodas intervala [L;3].
Citiem vardiem sakot, mes pieradisim, ka

@) ja xe[L3], tad (x-2)% <1,

(b) ja xe[;3], tad nav tiesa, ka (x-2)><1 (jeb,

ekvivalenti, ja (x—2)? <1, tad x €[L;3]).

Risinajums.

(x-2°<1 < [x-2<1 o -l<x-2<1 <
o 1<x<3 & xeL3)].
Komentars.

Zimite ,,<> ” lietota vardkopas ,,tad un tikai tad” (,tam un
tikai tam X vertibam”) apziméSanai. Lai parliecinatos, ka uzrakstitais
tieSam kalpo par atrisinajumu dotajai nevienadibai, tai skaita satur
pieradijumu tam, ka [l; 3] ir nevienadibas (x—2)% <1 atrisinajumu
kopa, atsifrésim Soreiz to ar1 vardiski:

. (x—2)%? <1 speka tam un tikai tam X vértibam, kam speka
|X - 2| <1, kas, savukart, ir spéka tad un tikai tad, ja —1<x—-2<1,
kas ekvivalents nevienadibai 1< X <3, kas nozimé to pasu, ko
xelt3].”
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Sis teikums, neap$aubami, kalpo par pamatojumu tam, ka
nevienadibas (x—2)2 <1 atrisinajumu kopa ir [l; 3]. Savukart, ja
mes vienkarSi stabind bez nekada komentara butu uzrakstijusi
formulas: (x—2)% <1

x—2/<1

-1<x-2<1

1<x<3

Xe [l; 3]
nekada veida nesaistot tas sava starpa, tad misu riciba nebutu vél
nekada pamatojuma par to, kapsc nevienadibas (x—2)%<1
atrisinajumiem der tikai tie X, kas pieder intervalam [1; 3] , jo milsu
uzrakstitais, vispar nebiidams spriedums (bet tikai kaut kadu
matematisku simbolu virknite), nevar biit par pamatojumu nekadam
apgalvojumam. Tiesa, $§adu risinajuma nepilnibu var viegli novérst,
uzrakstot pirms ta teikumu ,,izdarisim ekvivalentus parveidojumus”,
kas nozimés to pasu, ko ekvivalences zimites ,,< > aiz Katra
parveidojuma. Bitiba nav taja veida, kada m&s noformgjam
ekvivalentos parveidojumus, svarigi ir saprast pasu ekvivalento
parveidojumu nozimi. Svarigi ir spét atskirt ekvivalentus
parveidojumus no neekvivalentiem, kadus ari biezi nakas lietot
dazadu uzdevumu risinasana. Pieraksta parlieciga vienkarSoSana
(pazaudgjot atSkirtbu starp ekvivalentiem un neekvivalentiem
parveidojumiem) vispirmam kartam rada neizpratni, kapéc dazos
gadijumos ir nepiecieSama atrasta atrisinagjuma parbaude, bet dazos
bez tas var iztikt. Mazliet grutakos uzdevumos ta biezi noved pie
logiskam kltdam.

25. piemers.
Atrisinat vienadojumu X+4 =2/X-1+1.
Risinajums.
VX+4=2Jx-1+1 & Jx+4-2Jx-1=1 =
= (\/x+4 —2\/x—l)2 =1

o Wxraf 221 Jxra+x1f =1 =
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& X+H4+4(x-D) —-4JIx-1-Vx+4=1 &
& 4Yx-1-4x+4=5x-1 =

= 16(x-1)(x+4)=(x-1)? <
< 9x? —58Xx+65=0 < XE{%;S}.

Ieverosim, ka Sajos parveidojumos 2 vietds mes izteikumu
ekvivalences zimes ,,<> ” vieta lietojam logiskas secina$anas zimi
=" Tiesam no ta, ka

(N/x+ f-2.20x—1Vx+4+{@/x-1f =1, vél neizriet, ka
VX+4 -2Jx-1=1 (ja apzZimgjam izteiksmi +vX+4 —2vX-1 ar

A, tad misu izdarttais spriedums nozimé A=1 = A? =1;

apgalvojums A2 =1 = A=1 ir nepamatots, jo A? vértiba var bat
1 ari tad, ja A veértiba ir —1.)
Tadgjadi ar $o spriedumu més esam pieradijusi tikai sekojoso:

ja X apmierina vienadojumu +X+4 =24/x-1+1, tad xe {1: }

bet ar to vl nepietiek, lai uzdevums biitu atrisinats. Ir jaatrod tada x
vertibu kopa, lai ta ne tikai satur€tu visus vienadojuma atrisinajumus,
bet arf, lai ta nesaturétu nevienu lieku (t.i. tadu, kas nav vienadojuma
atrisinajums) X vertibu.

Saja nolaka pérbaudisim abas atrastas X vértibas, vai tas kalpo

par VlenadOJuma =24 X—1+1 atrisinajumiem vai ng.
/13 / /E_lz\ﬁz_, T 924 _
9 9 3 3 3
pareiza vienadiba, tatad 3 ir aplikojama vienadojuma atrisinajums.

vb+4=3; v5-1=2; 3#2-2+1, tatad 5 nav aplikojama
vienadojuma atrisinajums. Lidz ar to esam secindjusi, ka vienigais

vienadojuma +/X+4 =2+/X—1+1 atrisinajums ir x = %
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25. uzdevums.
Atrisinat vienadojumu \X+4 =2/x-1-1.

Apliikosim v&l vienu vienkarSu piemeru.

26. piemers.
Atrisinat vienadojumu X3 +1=x%—1.
Nepareizs risinajums.
XC+l=x’-1 < X+DOC—x+D)=(x+DY(x-1) <

oxP-x+l=x-1 < X2—2X+2=O; savukart §im un tatad ar1

sakotngjam vienadojumam nav atrisinajuma, jo
X2 —2x+2=(x* —2x+1) +1=(x-1)2+1>0.
Komentars.

Ievietojot sakotngja vienadojuma x vieta -1, ieglisim pareizu
vienadibu (0=0), tatad Xx=-1 ir vienadojuma Xx°+1=x°-1
atrisinagjums. Tatad, izdarot savus parveidojumus, més $o x vértibu
esam kaut kur pazaudgjusi. Tad misu parveidojumi kaut kur nav
bijusi ekvivalenti. Jiis jau droSi vien iev@rojat, ka ,nelikumigais”
parveidojums bija

(X+D(X* —x+1) = (x+1)(x-1) < x*—x+1=x-1.

Tiesam, vienadiba (X+1)(x* —x+1) = (x+1)(x-1) var
pastavét ne tikai tad, ja x? —x+1=x—1, bet arT tad, ja x+1=0.
Taisniba, ka no ta, ka X2 —X+1= x—1, seko, ka
(x+1)(x? —x+1) = (x+1)(x—1) (no ta, ka a=b, seko, ka ac =bc),
bet ne otradi, tie§i gadijuma x+1=0 dél. Ta ka
(X+DOC =x+1) = (x+D)(x=1) # (X*—x+1)=(x-1), tad arT
nav speka ekvivalence  (X+1)(x* —x+1) =(x+)(x-1) <
o (P —x+1)=(x-1).

Vispargja likumiba, kas Saja gadijuma tika neieverota, ir:
izdarot ekvivalentus parveidojumus, nedrikst vienadibas vai

nevienadibas abas puses dalit ar mainigo saturosu izteiksmi, ieprieks
speciali neatrunajot gadijumu, kad S§is izteiksmes vertiba ir 0.
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Atcerieties, ka nevienadibai vai vienadojumam ekvivalenti
parveidojumi ir tikai tadi, kas precizi saglaba atrisinagjumu kopu (t.i.,
parveidojumu rezultata iegiitajai nevienadibai vai vienadojumam
atrisinajumu kopa ietilpst tas un tikai tas vertibas, kas ietilpst
atrisinajumu  kopa sakotngjai nevienadibai vai vienadojumam).
Uzdevumu risinasana, protams, drikst izmantot arT neekvivalentus
parveidojumus (skat. iepriek§€jo piemeru), nedrikst tikai tos uzdot
par ekvivalentiem, tadgjadi pielaujot logisku kltidu risinajuma.
Pareizs vienadojuma XX +1=x%-1 risinajums.
CHl=x*-1 & X+D(xX2=-x+D)=x+D(x-1) <
o X+ -x+D)-(x+D(x-)=0 <
& X+ —x+1-x+1)=0 <
& (X+D)(x*-2x+2)=0 <
& x+1=0vai x*-2x+2=0

Vienadojumam x> —2x+2=0 nav atrisinajuma, bet
vienadojumam X+1=0 vienigais atrisinajums ir X =-1. Tatad ar1
sakotngja vienadojuma atrisinajumu kopa ir {— 1}.

Komentars.

Atcergsimies to, ka $ada ekvivalento parveidojumu virknite

satur arl pieradijumu tam, ka vienadojuma atrisindgjumu kopa ir

1.

Atrisinat vienadojumu vai nevienadibu nozimé atrast tadu

skaitlu kopu, ka vienlaicigi

1) katrs skaitlis, kas ietilpst $aja kopa, apmierina
vienadojumu vai nevienadibu,

2) neviens cits skaitlis (t.i. neviens skaitlis, kas $aja kopa
neietilpst)  doto  vienadojumu vai  nevienadibu
neapmierina,

citiem vardiem sakot,
katrs skaitlis, kas apmierina doto nevienadibu vai vienadojumu,
ietilpst uzraditaja skaitlu kopa.

Ka jau vairakkart minéts, uzdevuma risinajuma izdaritajiem

spriedumiem ir japarliecina gan par vienu, gan par otru, t.i.,
uzdevuma atrisindjumam ir jasatur pieradfjums tam, ka atrasta
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skaitlu kopa tiesam ir dota vienadojuma vai nevienadibas
atrisinajumu kopa.

26. uzdevumes.

Atrisinat nevienadibu X3 <X .
27. uzdevumes.
Atrisinat nevienadibu 1< |2X +1| <4.

28. uzdevums.
Atrisinat vienadojumu x> —8=x2+Xx-6.

Skola lielakoties maca vienadojumus un nevienadibas risinat
ar dazadu ekvivalentu vai secino$u parveidojumu palidzibu, arT més
§1 paragrafa sakuma dala aplikojam tie$i $adus piemérus. Tacu
acimredzot neviens nevar aizliegt nevienadibu un vienadojumu
risinasana lietot citadas sprieSanas metodes, ja vien ar to palidzibu
izdodas nonakt Iidz nevienadibas vai vienadojuma atrisinajumu
kopai, un, protams, pieradit, ka atrasta skaitlu kopa tiesam ir dotas
nevienadibas vai vienadojuma atrisinajumu kopa. Noilustrésim $o
iespgju dazos pieméros.

27. piemérs.
a+b?=2
a?+b=2

Uzdevums tatad ir 1) atrast visus tadus pozitivus a un b, kas
apmierina So vienadojumu sisteému, un 2) pieradit, ka citu iespgjamo
atrisinajumu variantu bez atrastajiem nav.

Atrisinajums.

Ievérosim, ka skaitlu paris a=1, b=1 ir §is vienadojumu
sist€mas atrisinajums. Pieradisim, ka $ai sist€mai nevar biit nedz tads
atrisindjums, kam a >1, nedz ari tads, kam a <1.

Atpemsim no  pirmas vienadibas otro; iegiistam
a—a’+b’—b=0 jeb a?—a=b?—b, jeb a(@a—1) =b(b-1).

Ja a>1, tad b=2-a®<1, tatad $aja gadijuma a—-1>0,
bet b—-1<0. Ta ka jamekle tikai tadi atrisinajumi, kam a>0,

Atrisindt pozitivos skaitlos vienadojumu sistému
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b>0, tad a(a—-1)>0, b(b-1) <0, bet tas ir pretruna ar iegito
vienadibu a(a—1)=b(b-1).

Ja, savukart, a<1, tad b=2-a%®>1 (ta ka a>0, tad no
a<1 seko, ka a%?<1), %aja gadijuma a—1<0, b—1>0, tatad
atkal iegita pretruna ar vienadibu a(a—1) =b(b-1).

Atliek vienigi gadijums, kad a=1, bet Sim gadijumam
atbilstos$i der tikai atrisinagjums a=1, b=1.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka dotajai vienadojumu sist€mai
nekada cita atrisindgjuma bez a=1, b =1 nav; tatad §Is vienadojumu

sist€mas atrisindgjumu kopa sastdv no viena vieniga atrisinajuma
a=1, b=1.

28. piemérs.

Atrisinat viendadojumu X - (5“ x*-1 + 7mj =-2.
Atrisinajums.
Noteiksim §1 vienadojuma kreisas puses definicijas apgabalu.

(5\/ Xzfl + 7@)

Lai izteiksme X- biitu defingta, nepiecieSami un

2
- S Xx“=1>0 . _ .
pietickami, lai vienlaicigi izpilditos { 0 (jo kvadratsakne ir
X 2
definéta tikai nenegativiem skaitliem). Sis nevienadibu sistémas
atrisindjumu  kopa {3 U[L + o) ir arm  izteiksmes

2 /
x-(5 47 X”j definicijas apgabals; tas nozimg, ka misu
vienadojuma  atrisinajumu  kopa  biis  apakSkopa  kopai
{~B UL +x).

Viegli redz&t, ka, ievietojot vienadojuma X vieta —1, més
ieglistam pareizu identitati. Pieradisim, ka X=-1 ir vienigais
apliikojama vienadojuma atrisinajums.

Ieverosim, ka, lai X bitu vienadojuma

x-(5“2—1+7mj 2

=— atrisinajums, nepieciesams, lai
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2 /
X(S x1y7 X+1)<0, bet tas, savukart, iespéjams tikai tad, ja
2 /
x<0 (5V* 147V vienmer bus pozitivs). Talu vieniga
pielaujama (definicijas apgabala ietilpstosa) negativa X vértiba ir -1,
tatad vienadojumam nevar biit citu atrisinajumu ka x=-1. Lidz
ar to uzdevuma risinajums pabeigts.

29. piemers.

Atrisinat vienadojumu 2% +3* +2.5*2 -3=2000.
Atrisinajums.

Nav griiti ieverot, ka X=6 ir §1 vienadojuma atrisinajums
(294+3%4+2.58°-3=1024+729+250—-3=2000 ir  pareiza
vienadiba). Pieradisim, ka citu atrisinajumu §im vienadojumam nav.
Aplikojam funkciju f(x) =2""*+3% +2.52 -3 pieradisim, ka
ta ir monotoni augosa, t.i., katriem X, un Xx, no ta, ka X; > X,,
seko, ka f(x;) > f(x,). Panemsim divus patvaligus X; un x, ta, ka
X, > X, . Aplikojam starpibu f(x)— f(X,):

Fq)— f(x) = (2474 +3% 42,593 _3) (2% 1 3% 4 2.5% % _3)=
— (2x1+4 _ 2x2+4)+ (le _3x2 )+ 2. (5x1—3 _5x2—3):
=220 1)+ 3% (307 1)+ 2.5 3(F4 e —1)> 0,

jo X > X, jeb X, —X, >0, tatad 2472 >1, 372 >1, 5472 51,

No funkcijas monotonitates izriet:
ja x>6,tad f(x)> f(6)=2000;
ja x<6,tad f(x)< f(6)=2000.

Tatad vienadojumam f(x) =2000 vienigais atrisinagjums ir
X=6.

Nereti nakas sastapties ar uzdevumiem, kuros prasits atrisinat
kadu vienadojumu veselos skaitlos. Sadas situacijas uzdevuma
risinajums, ka likums, bez dazadiem ekvivalentiem vai secinoSiem
parveidojumiem satur ar1 citada veida spriedumus. Ar vienu $adu
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pieméru més jau netiesSi $aja brosira sastapamies (atrisinat naturalos
skait]os vienadojumu 2" +65=m?).
30. piemers.
L - . L 1 1 1
Atrisinat naturdlos skait]os vienadojumu —+— = X
X

Risinajums.

Ta ka x>0, y>0 (vienadojumu prasits atrisinat naturalos

skait]os), tad ar1 1 >0, 1 > 0. Tatad no vienadojuma seko 1 < % ,
X y X

£<% jeb ekvivalenti x>7, y>7. Atradisim vispirms tos
y

atrisinajumus, kuros x<vy.
Ja x<vy, tad 121, tatad lzi (pretgja gadijuma, ja
Xy x 14

1 1 1 1 11 1 1 1
—<—, tad = —+—<—+-—==, kas ir pretruna ar doto
X 14’ x y X x 14 14 7°

. . 1.1 . I
vienadojumu). — > i ekvivalents tam, ka x<14. Ta ka ieprieks
X

esam konstat&jusi, ka jabat x > 7, tad tagad, parbaudot X vértibas no
8 lidz 14, biisim sameklgjusi visus atrisinajumus, kam X <y.

x 78

Ja x=8,tad y= = = =56.
Y51 1757787
7 X
Ja x=9, tad y—i=ﬂzg nav vesels skaitlis.
Xx=7 9-7 2
Ja x=10,tad y= 701(; :7—?? nav vesels skaitlis.

. 84 . 91
Ja x=11, tad :—; ax=12, y=—; ;ja x=13, y=—
y 7 J y 5 J y 6
arT nav veseli skaitli.
Ja x=14, tad y:ﬂzm.
14-7
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Nemot vera to, ka mainigie X un y ieiet vienadojuma
simetriski, gadfjuma Yy <X vienigais vienadojuma atrisinajums
naturalos skaitlos ir y=8, x=56.

Atbilde.
N 1 1 1 _ . . C
Vienadojumam —+ — == naturalos skaitlos ir 3 atrisinajumi
Xy
(X, ¥): (8;56), (14;14) un (56;8).

Paragrafa nosléguma vél dazi uzdevumi patstavigai
risinasanai.

29. uzdevums.
Atrisinat vienadojumu (x> +y? +2%) = 2(x+y+2)+3=0.

30. uzdevums.
Atrisinat vienadojumu (x+2)* +x* =82
31. uzdevums.
1

Atrisinat vienadojumu 1 + 1 =—
X 14

a) naturalos skaitfos,
b) veselos skaitlos (ti, x un y var piepemt ari veselas
negativas vertibas).
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§6. UZMANIBU — SLIDENS!

,,» — Tad tu varétu pateikt, ko doma, — Marta Zakis turpindja.

— Ta es ari daru, — Alise steidzigi iesaucas. — Vismaz ... vismaz
domdju to, ko runaju, tas, zinat, ir viens un tas pats.
— Nav vis viens un tas pats, — ierundjas Cepurnicks. — tada
gadijuma tu varetu tikpat labi teikt, ka ,,es redzu to, ko édu” un
,,es edu to, ko redzu” ir viens un tas pats!
— Tad jau varetu tikpat labi teikt, ka ,,es vélos to, ko sanemu” un
,,es sanemu to, ko vélos” art ir viens un tas pats! — Marta Zakis
piemetindja.”

L.Kerols ,, Alises piedzivojumi brinumzemeé”.

Diemzel Iidzigi, ka Alisei nav griiti sajaukt vardu kartibu
teikuma vai uzdevuma formul&juma, samainit vietam doto ar
pieradamo (,,ja es kaut ko sanemu, tad es to vélos” un ,,ja es kaut ko
vélos, tad es to sanemu” tie$am nav viens un tas pats). Lai izvairitos
no $adam klidam, ir vajadziga kartiga domaSanas disciplina. Ir
jasaprot un, katru uzdevumu risinot, jaapzinas principiala atskiriba
uzdevuma starp doto un pieradamo. Aplikosim vienkarsu pieméru.

31. piemérs.
Dots, ka

a+b-c a-b+c_ -a+b+c
b a

nua=b=c, vaiari a+b+c=0.

Nepareizs risinajums.

. Pieradit, ka vai

a+b-c a-b+c -a+b+c

Ja a=b=c, tad 5 , JO visas
§1s dalas ir vienadas ar 1.
Ja, savukart, a+b+c=0, tad
a+b-c = a+b+c-2c =—£:—2. Tapat a_—tH_C:—Z, ka ari
c c c b
—-a+b+c : :
—_—=-2, tatad art Saja gadijuma
a
a+b-c a-b+c -a+b+c
c b a
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Komentars.

Risinagjuma autors ir centies paradit, ka vienadiba
a+b-c a-b+c -a+b+c

c b

tad, ja a+b+c=0, nepievérsot uzmanibu gadijumam, kad nav
speka ne a=b=c, ne ari a+b+c=0. Vinp§ nav némis vera
iespgju, ka kads no skaitliem a, b un ¢ varétu bat ari 0, kas nozimg,
ka kada no izteiksmeém ar S —¢ , a _E e , a +ab e var nebt
definéta (daliSana ar nulli nav atlauta). Tacu pat ne S
specidlgadijuma neievéroSana slépjas biitiskaka klida S$aja

pastav tad, ja a=b=c, ka arl

risinajuma!
Uzdevuma tika dots, ka vienadiba
a+b-c _2 _E re_"ar b+c ir speka, tadel absurds ir jebkurs
C

méginajums to pieradit. Uzdevuma dotais izsaka to, ka pareizibu jau
ir izdevies noskaidrot, kamér pieradamais — to, ko m&s gribam
izsecinat no dota.

Pieradit, ka a=b=c vai a+b+c=0, nozimé pieradit: ja
a+b-c a-b+c -a+b+c

c b

iespgjam a=b=c vai a+b+c=0. Tas nozimé: jane a=b=c,
ne ari a+b+c=0 nav speka, tad nevar bt ta, ka
a+b-c a-b+c -a+b+c

, tad obligati Tstenosies viena no

. Uzdevuma nekas nav prasits par

c b a
to, vai a+b—C:a—E+C:—a+b+C blis speka tad, ja
c a

a+b+c=0, vai arf tad, ja a=b=c (k@ redzams, tad

a+b-c a-b+c -a+b+c
c b

gadijumos, ja kads no skaitliem a, b vai ¢ izradas vienads ar 0).

Prasits ir pamatot tikai to, ka visi gadijumi, kuros realiz&jas

a+b-c a-b+c -a+b+c
c b

un a=b=c.

pat ne obligati ir spéka Sajos

, tiek ietverti iesp&jas a+b+c=0
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Lai vél uzskatamak nodemonstrétu So starpibu, aplikosim
apgalvojumu ,Ja Iist lictus, tad pie debesim ir makoni”. Sis
apgalvojums nekadi neizslédz iesp&ju, ka pie debesim ir makoni, bet
lietus tomer nelist. Tapat arl apgalvojums »a

a+b-c a-b+c -a+b+c
c b

nekadi neizslédz iesp&ju, ka vai nu a=b=c, vai a+b+c=0 ir

a+b-c a-b+c_ -a+b+c

,tad a=b=c vai a+b+c=0"

speka, bet tomér nav speka.
C b a
Censoties pieradit uzdevuma prasita apgalvojuma vieta apgalvojumu
Ja a=b=c vai a+b+c=0, tad
a+b-c _a-b+c -a+b+c . y
= b = ”, mes izdaram tadu pasu kladu, ka
Cc a

aizstajot apgalvojumu ,Ja list lietus, tad pie debesim ir makoni” ar
apgalvojumu ,,Ja pie debestm ir makoni, tad Iist lietus”, kas, lidzigi
ka Alisei, nudien nav viens un tas pats.
Pabeidzot §1 pieméra analizi, paradisim ta pareizu risinagjumu.
Risinajums.
a+b-c a-b+c -a+b+c

c b a
a+b—c+2:a—b+c+2=—a+b+c+2 -
c b a
a+b+c a+b+c a+b+c
c b a
" . 1 1 1.
No Sejienes redzam: ja a+b+c=0, tad <"1 3 jeb

a+b-c a-b+c -a+b+c
b a
vai a=b=c, kas ari bija japierada.

a=b=c; tatad = a+b+c=0

32. piemers.
Dots izliekts Cetrstiris ABCD, ar O apzimejam ta diagonalu

krustpunktu. Dots, ka izpildas sakariba
AB? + BC? +CD? + DA? = 2(AO? + BO? + CO? + DO?)..
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Pieradit:  vai nu Cetrstira ABCD  diagonales ir
perpendikularas vai art vismaz viena no tam krustpunkta dalas uz
pusem.

Risinajums.
Uzskatamibas labad izveidosim zim&umu. Apzim&sim
ZAOB ar « .

Bridinajums.

Nav griiti saprast, ka, ja Cetrstirim diagonales ir
perpendikularas (t.i., & =90°), tad péc Pitagora teorémas seko, ka
AB? + BC? +CD? + DA? = 2(A0? + BO? + CO? + DO?) .

Tapat ar1, ja Cetrstiris ABCD ir paralelograms, t.i. Cetrstiris,
kam AO =CO un BO = DO, no skolas kursa zinamiem rezultatiem
(piem., kosinusu teorémas) var iegtit sakaribu
AB? + BC? +CD? + DA? = 2(A0? + BO? + CO? + DO?) .

Tomér S$ada veida spriedumi neattiecas uz uzdevuma
risinajumu, jo tajos tieck méginats pieradit sakaribu, kas uzdevuma ir
dota, t.i., sakaribu, izejot no kuras jaiegiist, ka Cetrstiri ABCD
diagonales ir vai nu savstarp&ji perpendikularas, vai ari vismaz viena
no tam krustpunkta dalas uz pusém. Sads spriesanas veids ir pilnigi
aplams, ka jau tas tika nodemonstréts iepriek§éja piemeéra.
Risinajuma turpinajums.

Ta ka ZAOB=¢, tad ZCOD=«a; «BOC=180°-«;
/DOA =180°—« . Péc kosinusu teorémas, pielictotas péc kartas
AAOB , ABOC, ACOD, ADOA, iegiistam sekojosas 4 sakaribas:

AB? = AO? + BO? —2- AO-BO - cos &
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BC? =BO”+CO”-2-B0O-CO-c0s(180° — @) =
=BO”+CO?+2-BO-CO-cos &
CD? =CO* + DO* -2-CO-DO-cos
DA? = DO? + AO? —2-DO - AO - c0s(180° — ) =
=DO? + AO® +2-DO- AO - cos &
Saskaitot §Ts vienadibas, ieglistam
AB? + BC? + CD? + DA% = 2(A0% + BO? + CO? + DO?) +
+2(-A0-BO-cosa+BO-CO-cosax —
—CO-DO-cosa+ DO - AO - cos )
Ta ka bija dots, ka
AB? + BC? +CD? + DA? = 2(A0? + BO? + CO? + DO?) no
Sejienes ieglistam
—AO-BO-cosa+BO-CO-cosa -
—CO-DO-cosa+ DO - AO-cosa =0,
jeb, sadalot reizinatajos:
cosa - (CO-AO)-(BO-DO)=0
Ta ka reizinajums var pienemt vertibu tikai taja gadijuma, ja
vismaz viens no reizinatajiem ir 0, tad spéka vismaz viena no
vienadibam
cosa =0 (jeb o =90°)
AO=CO
BO=DO;
tatad Cetrstirim ABCD vai nu diagonales ir perpendikularas (t.i.

veido lenki 90°), vai arT viena no tam krustpunkta dalas uz pusém,
kas ar bija japierada.

32. uzdevumes.

15 . .
Dots, ka vienadojumam x2—7x+a3:0 viena sakne ir

vienada ar otras saknes kvadratu. Pieradit, ka a e{-2,5;15}.

Allaz, risinot uzdevumu, ir jaapskata pilnigi visi iesp&jamie
gadijumi vai varianti, neaprobezojoties tikai ar tiem, kas pirmaja
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bridi skiet visvairak pelnijusi analizi: intuicija var maldinat, tadgjadi
var viegli ,,palaist garam” arT kaut kada nozime ]oti svarigas iespgjas,
sakuma tas vai nu neieverojot, vai arl kvalificgjot tas ka
maznozimigas.

33. piemérs.
Dots, ka vienadsanu taisnlepka trijstiris AB,C, ievilkts

vienadsanu taisnlepka trijstirt ABC ta, ka AAB,C, Vvirsotnes
atrodas pa vienai uz katras no AABC malam (ne virsotnes). Atrast
S

minimalo iespéjamo attiecibu ?1, kur S; — AAB,C, laukums, S —
AABC laukums.
Nepareizs risinajums.

Padomasim, kada veida trijstiri AB,C, vispar var ievilkt
trijstiri ABC atbilsto$i uzdevuma noteikumiem (abi tie tacu ir
vienadsanu taisnlepka trijsttri). Pirma nak prata sekojoSa variantu

grupa:

B:
B, As By Ay Au

A C, C ATC, C A C, C

24.7im.
Sie varianti raksturojas ar to, ka trijstira AB,C, taisna lenka
virsotne A, atrodas trijstaira ABC hipotenizas viduspunkta.

Ievérosim, ka trijstuira AB,C, taisna lepka

virsotne A, nevar atrasties uz AABC 5 3
hipotentizas cita vieta, jo no ta, ka ! A
AB, = AC,, seko, ka ABAB'=AC/AC' un B’ '
tapec arl attiecigie perpendikuli no A, Iidz L R
taisném AB un AC ir vienadi: AB'=AC'. ACcr Tt
Tatad A, atrodas vienada attaluma no 25.71Im.
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taisnem AB un AC, tatad A, atrodas AABC hipoteniizas

viduspunkta. Ta ka mes citus variantus nesp&jam atrast, tad,
acimredzot, laukumu attiecibas minimumu iegiisim taja gadijuma,

.« (AB)? .
kad AB, L AB (jo Sl——2 un, novelkot AB,; jebkura cita
veida, mes ta garumu tikai palielinasim, taja pasa laika atstajot
nemainitu AABC laukumu S). Tadgjadi més iegtstam, ka attiecibas

S o 1 . . -
?1 mazaka iesp&jama vertiba ir 7 kas sasniedzama taja un tikai

taja gadijuma, kad A, B; un C, ir attiecigo trijstira AABC malu
viduspunkti.
Komentars.

Dotais risingjums argji loti atgadina logiski stingru

. . 1. . . . S

pieradijumu tam, ka 1 ir mazaka iespgjama attiecibas ?1 vertiba:
tika pieradits, ka AAB,C, taisna lepka virsotne uz trijstira AABC
hipotentizas var atrasties tikai tas viduspunkta, ka art tas, ka mazaka

iesp€jama attiecibas ?1 vertiba tadiem trijstiriem AAB,C;, kam

taisna lenpka virsotne ir trijstira AABC hipoteniizas viduspunkta, ir

. .S _ _ _ _
. Un tomér laukumu attiecibai ?1 var bt mazakas vértibas neka

. Lieta tada, ka més ieprieks$€ja risinajuma neapliikojam visus

N N

iespgjamos gadijumus, kadus pielauj uzdevuma formul&ums: nekur
tacu nebija teikts, ka AAB,C, jaievelk trijstir1 ABC ta, ka taisna
lenka virsotne atrodas uz AABC hipoteniizas. Tatad janem vera art
ta iesp€ja, kad $1 virsotne atrodas uz vienas no AABC kateteém. Ka
redzésim, $aja uzdevuma tieSi tas izradas izSkiroSais. Tadgjadi,
veicot nepilnigu gadijumu parlasi, iepricks$€ja risindjuma més esam
nonakusi pie skaitliski nepareizas atbildes.
Risinajuma papildinajums Iidz pareizam risinajumam.

Mgs esam konstat&jusi: ja AAB,C, taisna lepka virsotne A
atrodas uz AABC hipoteniizas BC, tad mazaka iesp&ama trijstiru
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. S .1 . .
laukumu attieciba ?1 ir h Aplikosim tagad gadijumu, kad
virsotne A, atrodas uz vienas no trijstira AABC katetem AC vai AB;
simetrijas d&| varam uzskatit, ka ta ir katete AC (skat. 26.zim.).
B

By
Ci
Bl Cl Bl

ATA/H T A H C AA1|-II C

C1

26.zim.

Apzimejam attalumu AA; ar a, AABC Katetes garumu ar k.
Novelkam no punkta C; (skat. 26.zim.) perpendikulu C;H pret
kateti AC. Tad no AAB;A un AHAC, vienadibas (ka taisnlenka
trijstari péc hipotentizas un Saura lenka) C;H =a. Taka AC/HC ir
vienadsanu taisnlenka trijsturis (jo péc 3 lenkiem lidzigs ABAC ), tad
art HC =a, tatad AH =k—-2a. Atkal peéc AAB;A un AHAC;
vienadibas AB, = AH =k —-2a;taka AB=Kk,tad BB, =2a.

Tad

[AB,C,]=[ABC]-[BB,C,]-[AB A ]-[CC,A ] =
_E_(BBl~AH L PAAB, Alc-ClHJ:

2 2 2 2
_E_(Za-(k—a)+a-(k—2a)+a-(k—a))_
2 2 2 2 -

=1(k2—4ak+5az)=l 5a? - dak + 2k |+ 1k? |-
2 2 5 5

_1 5( 2—£ak+ik2j+1k2 =
2 5 25 5

2
_1 5(a—gkj L e
2 5°) "5° |25
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Tatad, ja AAB,C, taisna lepka virsotne A, atrodas uz
trijstira AABC katetes, tad
E.EKZ
S _[ABC] 2'5° _1

S [ABC] 1,2 5’
2
No otras puses, ja m&s virsotni A; uz malas AC izvélamies ta,

lai AAlzéAC (ti. a=§k, a—§k=0), tad [AB,C,] tiesam ir

%[ABC] . Lidz ar to m&s esam pieradijusi, ka

1) ja AABC, taisna lepka virsotne atrodas uz AABC

1.1
5

2) ja AABC, taisna lepka virsotne atrodas uz AABC

. S
hipotentizas, tad ?l >

katetes, tad i > 1 :
S 5

3) varuzradit tadu AAB,C;, kam % =% .

. . S
Lidz ar to ir pieradits, ka laukumu attiecibas ?1 mazaka

| _ . . . -
iesp&jama vertiba ir T (Par varda ,,vismazakais” nozimi skat. ari 22.

un 23. pieméru (piemérs par divu krasu zimuliem kastit€ un Ramseja
uzdevums).)

33.uzdevums.

Viena trijstira divas malas un augstums pret treso malu ir
attiecigi vienddi ar otra trijstira 2 malam un augstumu pret treso
malu. Vai Sie trijstiiri noteikti ir vienadi?

34. uzdevums.

Noteikt funkcijas y = /(1— x?)(4 — X?) definicijas apgabalu.
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35.uzdevums.
Atrast izteiksmes |x —:Ij + |x —3| + |x —5| + |x - 7| + |x —1]]

mazako iespéjamo veértibu.

36.uzdevums.

Automasinu, kas parvietojas pa Soseju, sesu minusu laika
novéroja vairaki policijas posteni. Nevienu bridi automasina
nepalika bez uzraudzibas un katrs postenis automasinu novéroja tiesi
vienu miniti. Vai ir iespejams, ka minéto 6 miniisu laika automasina
nobrauca vairak neka 6km?

37. uzdevums.

Vai var rinda uzrakstit 25 skaitlus ta, lai katru 7 pec kartas
uzrakstito skaitlu summa biitu pozitiva, bet visu 25 uzrakstito skaitJu
summa — negativa?
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VINGRINAJUMU ATBILDES

1. vingrinajums.

Piepemsim pretgjo, t.i., ka 50 abolus var sadalit 7 cilvékiem
ta, lai katrs no tiem batu dabdjis ne vairak ka 7 @bolus. Tad visi
cilveki kopa bus dabiijusi ne vairak ka 7-7 =49 abolus, tatad esam
ieguvusi pretrunu 50<49, kas liecina, ka misu sakotn&jais
pienémums nevar biit speka.

50 abolus 7 cilvékiem var sadalit ta, lai neviens no tiem
nebiitu dabijis precizi 8 abolus. Pieméram, 1. cilvékam iedosim 14
abolus, bet visiem 6 atlikusajiem — pa 6 aboliem katram.

2. vingrinajums.

(a) eksiste tads x no dotas kopas M, kam izpildas nevienadiba

x? >4 (nav tiesa, ka katram x no dotas kopas M izpildas x*>4);

- o1 . 1 = . — g 2” S n2
(b) katram naturalam skaitlim n izpildas nevienadiba

(nav tiesa, ka eksisté naturals skaitlis n, kam 2" > n?);

(¢) vismaz viens no sesstira ABCDEF lenkiem nav $aurs;

(d) visi pirmskaitli ir nepara skaitli (katrs pirmskaitlis ir
nepara skaitlis );

(e) eksiste tads pirmskaitlis p, ka 2P nav pirmskaitlis;

(f) nav tiesa, ka 53 ir vislielakais naturalais skaitlis (53 nav
vislielakais naturalais skaitlis; vai nu 53 nav naturals skaitlis, vai ar1
eksiste tads naturals skaitlis, kas lielaks par 53)

(g) eksiste tadi divi naturali skaitli munn, ka m+n=n+m;

(h)eksiste tadi divi naturali skaitli m un n, ka katram
naturdlam skaitlim z pastav nevienadiba z = m-n (eksiste tadi divi
naturali skait]i m un n, ka nav tada naturala skaitla z, ka z=m-n);

(i) vai nu Juris, vai Janis, vai P&teris nav skoléns.
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SERIJA ,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. AndZans, B. Johannessons,
L. Ramana, F. Bjernsdottira,
A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas
neatkaribas atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas
simpatijas pret skaitliski mazo, bet dveselg lielo islandie$u tautu.

Kops ta laika miisu tautu solidaritate izpaudusies daudz€jada
zind. Viena no tas izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un
Islandes Matematiskas izglitibas projekts), kas apvieno abu valstu
specialistu  pieredzi un palipus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju
par svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas
TALNAKONNUN  generalmenedzeris Benedikts Johannessons.
Nenovertgjams ir ari vina finansialais ieguldijums.
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