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IEVADS

Nevienadibu pieradiSana ir viena no skolas matematikas kursa integréjosam
sastavdalam. Nevienadibu pieradiS$anas uzdevumi sastopami gan algebra, gan geometrija, gan
trigonometrija, gan skaitlu teorija, gan matematiskaja analiz€. Tos nepiecieSams risinat ka
izlaiduma eksamenos un iestajparbaudijumos, ta ari dazadas matematikas olimpiadés un
konkursos.

Galveno vietu starp nevienadibam iepem t. s. algebriskas nevienadibas. Metodes,
kuras lieto So nevienadibu pieradijumos, caurvij arl nevienadibu pieradiSanas pan€mienus
citas nozarés. Algebriskas nevienadibas tiek lietotas arT vienadojumu un to sist€mu analizg,
ekstrému uzdevumu risinaSana, dazadu matematiskas analizes faktu pieradiSana (piem.,
skaitlis €) u. c. Tapéc iepaziSanas ar nevienadibu pieradiSanas metodém ir lietderiga no faktu
materiala apguves viedokla.

Nevienadibu pieradiSana tiek izmantotas daudzas visparigas metodes: matematiska
indukcija, vidgjas veértibas metode, ekstremala elementa metode, figlru pétiSana, dazadas
interpretacijas. lepaziSanas ar tam ieverojami paaugstina skoléna visparigo matematisko
kultiru. Sai sakard ar nevienadibu pieradianas metodeém ieteicams iepazities péc iespgjas
plasi.

LatvieSu valoda nevienadibu pieradiSanai veltitas literatiiras saraksts ir parak Tss.
Svesvalodas publicéts ievérojami vairak darbu. ST literatiira Sobrid Latvija nav plasi pieejama.
Lidz ar to atbilstosa macibu lidzekla sagatavoSana ir aktuals uzdevums.

Saja gramata ir apkopotas pamatmetodes, ko lieto algebrisko nevienadibu pieradisana
vidusskolas kursa apjoma. Tas ilustrétas ar raksturigiem piemeriem. Gramata ievietots arT liels
skaits uzdevumu patstavigam darbam. Dala uzdevumu, kurus var risinat ar dazadam
metodeém, ievietoti vairakas atbilstosas nodalas.

Jaatzime, ka gramata sniedz tikai nevienadibas pieradiSanas metoZzu minimumu. To
iesp€jams paplasinat loti daudzos virzienos, un §ads darbs nakotné ir arT ieceréts.

Autori

APZIMEJUMI

Dazos uzdevumos tiek lietoti speciali apzim&jumi, kuri var biit 11dz Sim nepazistami.
e x!l-jaxir naturals skaitlis, tad x!! apzZim€ visu to naturalo skaitlu reizinajumu, kuri
neparsniedz X un kuriem ir tada pati paritate ka skaitlim X, pieméram:
711 =1.3.57=105
6!l =2.4.6 =48
n
. Z a, - visu skaitlu a; summa, sakot ar aj, un beidzot ar a.
i1

5
Piemérs: Y a; =a, +a, +8, +a, +4a;.
i1
Ja ir jasaskaita visi skaitli a;, tad biezi vien lieto vienkarSotu apzZim&jumu Z a,

n
. Hai - $ads apzim&jums norada, ka attiecigie skaitli a;, ir jareizina.
i=1

n
Piemérs: [ [a, =2a,-a,-a,-a,
i=1
Ja ir jasareizina visi skaitli aj, tad lieto vienkarSotu apzim&jumu Hai



1. EKVIVALENTO PARVEIDOJUMU LIETOSANA

Biezi nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus parveidojumus. Tadg€jadi iegtst
nevienadibu, kuras pareiziba ir acim redzama vai viegli noskaidrojama ar elementaru
spriedumu palidzibu.

1.1 PILNO KVADRATU IZDALISANA

Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu izdaliSana.

1.piemérs Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem realiem skaitliem X uny ir speka nevienadiba
X+22y+3y+2x+6y+320.
Risinajums. Izpildot nevienadibas kreisas puses parveidojumus, tiek izdaliti pilnie kvadrati:
X+2oy+37 + 2+ 0v+ 3=+ 20y + V) + 290+ 2x 4+ 6y + 3 =
=X+ P+ 2+ )+ 27 +Av+ A= x4 P+ 2x+ )+ 1]+ 4y + 2 =
=[x+ )+ IF+207+ 2+ D= [x+ W+ 1P+ 2(v + DA
2 P
Pieradama nevienadiba ir ekvivalenta ar nevienadibu (x+y+1¥+2y+1)y= 0.
St nevienadiba ir acimredzama.
2.piemérs Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b un ¢ ir spéka nevienadiba
abcla+b+c)<a*+ b+ ¢,
Risinajums. Veicam ekvivalentos parveidojumus:
2atbe + 2abc + 2abc € 2at + 2B + 24,
2a0%be + 2abc + 2abct € 2at + 28% + 2¢% + atht — @b + Bt — B + d” - Jla?,

Visus nevienadibas loceklus parnesam uz labo pusi:

O0£{a®+ 5 + o' - - - CaV + (@' + b+ A+ @B+ B + e - 2a%be — 2abie — 2abc?),

0<((@? - b)Y + (b7 - 2P + (¢ —a)) + ((@® - beY + (b — ca) + (¢ - ab)?).
Iegtita nevienadiba ir acim redzami pareiza.
+Q+ ) )
. _ AT Y Yo, jaa 20,420,420,

3.piemérs Pieradit, ka 3 !
a, =X‘3.¢:Iz =_V]. a, =27.

Larp+ 2
Nevienadibu var parrakstit sadi: 3
SC+yY+2-3xyz20.

Risinajums. Apzimé&jam
2 XL,
Ir pietiekami, ja pieradam, ka

Pac Bezil teoremas < *¥ +2 =332 dalas ar X + y + z. Izdalot iegiistam
ey +z3—3xyz=(x+y+z)(r2+f+z’—xyf}'z—u)=

=—;-(x+ y+2)(258 + 24 + 27 - 2xy- 21— 229 =
=%(x+ y+ z)[(x2 -2+ F )+ (f - 202+ zz)+(z2 - 2y+ )3)]:

1 2 2 2
= —(x+y+ 2} (x-y) +(y- 2 +(z—- x
(et y+ 2 (x- 3 + (u- 2 + (2= 0.
Tacu iegiita izteiksme acim redzami ir lielaka vai vienada ar nulli.



Uzdevurmi

Pieradit nevienadibas (1. - 20.).

o B~ N

10.

11.
12.
13.

14. b

15.

16.
17.

18.
19.

20.
21.

22.

@+ ﬁ+c2+-22a+b+c.

X+2

N

a(a-b) =2 b(a - b).
GL+P,Sp+op’laa+ps

24+ 12283 + 2%
<13+b3 a+b\®
2 ,jaa>0unb>0.

w/a+~/5<"—- ‘, ,jaa>0unb>0.
atb_ /az+br2
2 2

a+b £+b2

7+ b2 B n jaaun b ir pozitivi skait]i.

\/1+aSl+%,ja o>-—-1.

(@ -b¥)(a* - bH) L (@ - b*).
(@ + bA)(a* + bY) 2 (@® + b*)~

a, b
“—+—azz,ja ab>0.

b
+—=<-2 jaab<O0.
a

a
b
( )(H-—) 29, jaxuny ir pozitivi skaitli, kuriem x + y = 1.

(@ - b?)* 2 4ab(a - b)*.

a?+b*+c*2ab + be + ac.
X*+y+2221jaxy+yz+m=1.

XXy XKy o X oo X g0 + XygeeX) SXZH X4 X g0 %

Pieradit, ka jebkuriem X1, X, ..., Xy, kas ietilpst intervala [0;1], ir speka sakariba
O+ x4+, + 122402+ x2 + . +x2).
ai, az,..., ay 1r tadi skaitli, ka a;+ a+...+ a, = 0. Pieradit, ka ir speka sakariba
S=aa,+aa,+..+a_a <0,



kur summa S ietilpst visi iesp&jamie reizinajumi a;a;, 7.

Pieradit nevienadibas (23. - 30.).
23 X +x—dx* +x*+ 12 0.
24. +b*+1=2 ab+a+b.

o5 X+ Y+ 20+ 122x(xy* —x+ 2+ 1).

(a”+ b3+c3)(—£+%+—1)2(a+ b+c)’,jaa>0,b>0,c>0.

26. a b C

27. @(1 + %) + b¥(1 + ) + (1 + a®) = 6abc.

(a+ b)xy< axc+ by
28. ay+bx  at+b  jaa>0, b>0unay+bx>0 ,x =V.

29. % <ab+bct+ca<l,jaa’+b*+c*=1luna,b, c ir reali skaitli.

30. (@b + bc + ca)* 2 3abc(a + b + ¢).

1.2. NEVIENADIBAS VIENAS PUSES VAI ABU PUSU SADALISANA
REIZINATAJOS

1.2.1. Dazreiz nevienadibu izdodas pieradit, veicot visu nevienadibas loceklu parnesanu uz
vienu pusi un iegiito izteiksmi sadalot reizinatajos. Turklat Siem reizinatajiem jabut tadiem, lai
par tiem skaidri varétu pateikt, vai tie ir pozitivi vai negativi.

1
x+—1—> 1+—1,jax> lvai0<x< —.
4.piemérs Zinams, ka n > 1. Pieradit, ka ™ n n
Risinajums. Apskatisim abu nevienadibas puSu starpibu:

x+ -rlgc S1- 2= (x- 1)+%l(-1);— 1) = ;lc(x— 1)()6— -1) :

n n

1
Jan>1lunx>1,tadx—1>0un X—71>0,

—l-(x— 1)(x—- 711) > 0.

bet tas nozime, ka X

1
Ja x<—1 unn>1,tadx—1<0un X—— <0, tatad —l(x— 1)(x——1)>0,

n n X n
Tas ar1 bija japierada.

S.piemérs Pieradit, ka naturaliem skaitliem m un n attieciba uz, kuriem ir speéka m-n>1, un
pozitivam skaitlim r atbilst nevienadiba 1 +7"~'2r"+r=""L
Risinajums. Veiksim $adus parveidojumus:
L4t pem=1 >0
A=-ry-rm=11-r=20
(1=r)(1=r=m120
Ja 0<r<1, tad reizinataji (1 - r") un (I - "™ ir pozitivi,



jar>1, tad reizinataji (1 - r™) un (I - "™ ir negativi, bet tas nozimé, ka nevienadiba
(=1 -1 20

ir speka. Ja r =1, ir speka vienadiba.

6.piemérs Vairaku pozitivu skaitlu summa ir vienada ar to kvadratu summu. Kas lielaks -
kubu summa vai ceturto pakapju summa?

o yld-d)
Risinajums. Nosakam izteiksmes i=1 Zimi un apskatam starpibu
n n n
Y(q'-d)-Y (- a) kur Y (o -q)=0,
i=1 =1 =1

(o -@)-3(d-a)=Y(d - &~ F+a)= Y a(d(a-)-(a-1)=

= gq(ai 2 G 1)=§nlai(ai +1)q -1’

Acim redzami, ka §1 summa ir pozitiva. Tatad ceturto pakapju summa ir lielaka par kubu
summu.

1.2.2. Ja pieradama izteiksme ir simetriska, tad var izdarit pieneémumu par mainigo lielumu
secibu. Tas, noskaidrojot reizinataju zimes, biezi vien ir Joti butiski.
7.piemérs Pieradit, ka pozitiviem a, b un ¢ ir speka
@+ b* + 3 + 3abc > ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢).
Risinajums. Pieradama nevienadiba ir simetriska attieciba pret @, b un ¢. Varam pienemt, ka
azb>c>0.Tad
a’ + b + A + 3abc - a?b — ab? - b*c - bet - a*c — act 2 0,

(@ + a*b — a’c) + (- 2a®b — 2ab* + 2abc) + (b*a + b - b*c) + (cab - cta - c*b + *) = 0,
aa+b—-c)-2abla+b-c)+b¥a+b-c)+clab—ca-cb+c?) =20,
(a+b-c)a*-2ab+ b3 +clab-c)-cb-c)) 20,

(a+b-c)a-b)P+cb-c)a—-c)=0.
Pamatojoties uz pienémumu a > b > ¢ > 0, var parliecinaties, ka visi reizinataji $ai
nevienadiba ir nenegativi, bet tas nozimé, ka nevienadiba ir pareiza.

Uzdevuimi
Pieradit nevienadibas (31. - 37.).

31. k(n-k+1)>n, jal<k<n.
32. ab+ |l <ath,jaa>Il,b<l.

33.2¢>x+ 1 jax>lun2<x+1 jax<l.

B+ P< gf§/§+x?3§
x

Y, jaxuny ir pozitivi skaitli.

[

Y X |, jax>y>0.

34.



&__
+

IV'_‘
g

38. Pieradit, ka patvaliga trijstiira malu garumi atbilst nevienadibai
a(b-c)®+b(c-a)’+c(@a-b)*+4abc>a’+b*+c?
39. Divu pozitivu skaitlu reizinajums ir 1, bet So skaitlu summa ir lielaka par apgriezto lielumu
summu. Pieradit, ka tiesi viens no Siem skaitliem ir lielaks par L.
40. Pozitivi skaitli X, Y, z atbilst nevienadibai
X2+y2—22 +y2+22—x2 +22+x2—y2
2Xy 2yz 2Xz
Pieradit, ka skaitli x, y un z ir kada trijstira malu garumi.
41. Pieradit, ka a’(c - b) + b?(a-c) +c*(b-a)< O, jaa>b>c.
42. Pieradit, ka a’b +b%c+ c’a>a’c + c’b + b’a, jaa>b>cvaic>a>bvaib>c>a,un
a’b + b’c + c’a < a’c + ¢ + b%a, ja a<b<c vai c<a<b vai b<c<a.
43. Skaitli A, B un C ir lielaki par 0 un mazaki par 1, K ir vislielakais no tiem. Pieradit, ka
I -(1-A)(1- B)(1 -C)>K.
44, Pieradit, ka visiem pozitiviem «, ja 0 < o0 < p, ir spéka nevienadiba

sina+—;sin2a+—;-sin3a>0.

45, Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b, ¢ ir speka
a’(b +c-a)+ b%(a + ¢ - b) +c(a+b - ) < 3abc.

1.3. CITI EKVIVALENTIE PARVEIDOJUMI

1.3.1. Var gadities, ka ekvivalento parveidojumu rezultata tiek iegiita nevienadiba, kas
automatiski izriet no uzdevuma nosacijumiem vai ar1 no nevienadibu pamatipaSibam.

8.piemérs Pieradit, ka V& - +V2ab-F 2 a,jaa>b>0.
Risinajums. Nevienadibu parrakstam Sadi: m 2 a—m .
Varam to kapinat kvadrata, jo 4~ m >0 un +2ab- 1 2 0.
legiistam 2ab- B 2 26 - B — 2 @ - B vaj V& -~ I 2 a- b.

Kapinam kvadrita, jo V& -b >0 una-5>0.
legiistam a@-b*2(a-by vaia+b=a-b.

Tas ir acim redzami pareizi.
9.piemérs Pieradit, ka (@ =)@’ +b9) > (@ -b) @+ V) jaa>b>0unp>q.
Risinajums. Pieradama nevienadiba ir ekvivalenta ar nevienadibam
@+ aPb? — a'P — bPH9 > a1 + a®bP — aPbd - bPY,
arb? — a'b? > a'b’ — a’b’,
arb? > a'bP.

(56
= >1=1.
Izdalot abas nevienadibas puses ar b**™, jegiistam \P b



N ) ] ) N lunp>gq.
St nevienadiba ir spéka, jo
10.piemérs  Pieradit, ka
3 2n-1

1
ﬁ+~/5+~/§+~/5+"'+‘/(n—1)2+1+\/r?+1<

n—-1<

n

Ievérojam, ka

(2 1)(J18+ 1- (- 1P+ 1)

22k_1 = 5 =\/k2+1—-\/(k—1)2+1.
J(k—l) +1+4Ie+1 K+1-(k-1)"-1
Izmantojot So vienadibu pieradamas nevienadibas vid€jai izteiksmei, ieglistam
2n-1
n-1<

1 3 ~
AR A e

=V2-V1+B6-2 + .t +1-y(n- 1 +1=rP+1-1.
Acim redzami, ka 1= l<Vyré+l-1<n.

1.3.2. Reizém nevienadibu izdodas pieradit, lietojot ekvivalentus parveidojumus nevienadibai,
kas izriet no uzdevuma nosacijumiem. So parveidojumu rezultata ieglist pieradamo
nevienadibu.
11.piemérs Pieradit, ka aritm&tiska dala p&c skaititaja un saucgja palielinaSanas par vienu
un to pasu pozitivo skaitli palielinas, ja dala ir Tsta, un samazinas, ja dala ir neista.
a+ k> a
Risindjums. Japierada, ka btk b
a . _ ey
Ja B ir Tsta aritmé&tiska dala, kura >0, b > 0 un b > a, tad nevienadibu b > a

reizinot ar k (k > 0) un pieskaitot pie tas ab, iegﬁstarllcl ab+bk>ab+ak vai
a-+ a

b(a + k) > a(b + k). Dalot ar b(b + k), iegiistam b+k~ b’

a . e ey R . .
Ja b ir neista aritmétiska dala, pieradijumu veic analogi.

1.3.3. Dazreiz mainiga vertibu apgabalu ir &rti sadalit intervalos.

12.piemérs  Pieradit nevienadibu X2 —** +x*—x+1>0.
Risinajums. Skirosim tris gadijumus:
jax <0, tad katrs nevienadibas loceklis ir nenegativs un tapéc

X2 +x-x+121>0;
ja0<x<|, tad

M-+ -x+1=(1-0)+ (1 =2 +x2>0;
jax> |, tad
-+ -x+1=0F+ D¢ -0 +1>0.

Lidz ar to nevienadiba ir pieradita.



Uzdevumi
Pieradit nevienadibas (46. - 48.).
46. n! >2"! naturalam n.

A7.1- 1M +2.21 +..+n-n! <(n+1)!.
48. Ya-b>Ya-4b jaa>bh>0 unn>|.
L+ 8-
val

49. Kas liclaks — **+Y X=Y  jaxuny ir pozitivi skaiti?

50. Pozitivi a, b, c. A, B, C atbilst nosacijumam a+A=b+B=c+C=Kk. Pieradit, ka
aB+bC+cA< K.
Pieradit nevienadibas (51. - 61.).
a arc_c . ac
51. b b+d d b d unb, dir pozitivi skaitli.
1+ a+ b> 1+ a+ b+ ab
52. 2  2+a+b

,jaaz20,b20.

53 (@-b)2(a-b)" jaab20un (a*-b* < (a-b)*, jaab<0.

2 2
(a=b a+b_ b (=B i ,5ps0.
54. 8a 2 8b

55 2%P+2MC 420 0¥ ) jag, b, c>0.

S 9ja_S'—‘
5. b d b d
a+bsc+d,jags£.
57. b d b d
a+b

a<——<b,jaa<b.
58. 2

(ac+bd)<l,jag®+b=lunc+d*=1.
59. J

PO Il T
60. x x-1 x-2  visam iesp&jamam X vértibam.

o1 U= +yf(x-37 +f(x-57 24,

2. NEVIENADIBAS PASTIPRINASANAS METODE

BieZi vien visparigaku apgalvojumu ir vieglak pieradit neka konkrétu. Ta var biita arl
nevienadibu pieradiSana. Metodes biitiba ir §ada: lai pieraditu, ka A < B, atrod tadu lielumu C,
kas ir lielaks par A - A < C, un pierada, ka C < B. Ja tas izdodas, tad nevienadiba ir pieradita.

2.1. CITU NEVIENADIBU IZMANTOSANA NEVIENADIBAS
PASTIPRINASANAS METODE

Lieluma C atrasanai var but dazadas pieejas. Viena no tam ir citu nevienadibu izmanto$ana.

10



2.1.1. Reizém ir pietiekami, ja izmanto kadu acim redzami pareizu vai arT no dotajiem faktiem
izrietoSu nevienadibu.

1.piemers Pieradit, ka attieciba uz jebkuru *> V2 un y> V2 i speka nevienadiba
X=Xy +xy -xyP+y >+ A
Risinajums. Ievérojam, ka
2= Py Rf -+ f XY

x+y
Lry AX+Y)
> :
Taka ¥>V2 un y>v2 cecinam, ka X+ Y X+ y

?(x3+~‘f)=2()3_)y+y2)zf+y2,

Taéu Xty

c2A%+Y)

Saja gadijuma x+y
2.piemérs Pozitivi skaitli a, b, ¢ apmierina nevienadibas a>b>c un a+b+c<1.
Pieradit, ka @ +3b*+5c<1.

un tas nozimé, ka nevienadiba ir pieradita.

Risindjums. Izmantojam doto nevienadibu @ +&+c< 1.

Kapinot nevienadibas abas puses kvadrata, ieglistam
122(a+b+c)P=a*+b*+c*+2ab + 2ac + 2bc,
bet, nemot véra, kaa > b > c,
a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc2at+ b1+ ¢t + 207 + 2ct + 22 = a® + 3b* + 52
Tas ar1 bija japierada.

2.1.2. Biezi tiek lietotas arT klasiskas nevienadibas.
3.piemeérs Pieradit, ka attieciba uz visam pozitivajam X vertibam ir speka nevienadiba
2% 1 9% > 0.9,
Risinajums. Izmantojot nevienadibas kreisajai pusei sakaribu starp vid€jo aritmé&tisko un
vidgjo geometrisko, ieglistam nevienadibu

1
9% 4 o7 5 9. g2l 7).

Tacu

1
9.9 ¥ 5 o ofx.

kur iepriek§ minéta sakariba tiek izmantota skaitla 2 pakapei. No pede€jam divam
nevienadibam izriet pieradama.

4.piemérs Pieradit, ka
A+ B)+ P+ > 2/afab+2/cd),

jaab>0uncd>0.
Risinajums. P&c sakaribas starp vidgjo aritmétisko un vid&o geometrisko ir spéka
nevienadiba

R+ ++ P2 PPAE = aabed .

Saskaitot $o nevienadibu ar acim redzamu nevienadibu a@*+b*22ab, ieglistam

2¢2 + 207 + ¢ + @ > 2ab+ 4V abed

un talak

11



2(c3+b2)+c2+cF22\/;b(x/a_b+2s/_éa),

Uzdevurmi

1. Doti pozitivi skaitli a, b, c un d, kuriem a>b>c>d un a+b+c+d<1. Pieradit, ka

@ +3b*+5¢2+ 742 < 1.
2. Doti pozitivi skaitli a, b, c un d, kuriem a<b<c<d un a+b+c+d>1. Pieradit, ka

a+302+5c2+7d* =2 1.
3. Reali skaitli A, B un C ietilpst intervala [0; 1]. Pieradit, ka

4 + B + ¢ <2.

1+BC 1+AC 1+AB
4. Pieradit, ka n pozitiviem skaitliem (tadiem, kuru reizinajums ir vienads ar 1) kvadratu
summa ir lielaka vai vienada ar n.
5. Skaitli a, b, c un d ir tadi, ka to reizinajums ir vienads ar 1. Pieradit, ka
A+ +E+d+ab+ac+ad+ bec+bd+cd>10.
6. Zinams, kaa>0, b>0, c>0. Pieradit, ka
&+ B +c®> dbc+ Bac+c*Jab.

7. Pieradit, ka attieciba uz naturaliem m un n ir speka nevienadiba

mImn™ < m;n

8. Pieradit, ka jebkuriem realiem pozitiviem a un b ir spéka nevienadiba a*+ b* > ab.
9. Pieradit, ka a*+ b* + c* 2 abc(a + b + ¢).

2 2

10. Pieradit, ka \/x'f+x§ +‘/ylz+ % 2\[(x1+ u) +(e+u) .
11. Skait]i @ @ bi» by €, U0 €, yierina nevienadibas 49, > 0> 4,6, 2 b yp 4,6, 2 bl
Pieradit, ka (@, +a,)(c, +c) 2 (b, + b))
12. Pieradit, ka Sauram lepkim « ir speka nevienadiba

(1+ 1 )(1+ ! )> 5.

sino 00SsQ,

13. Pieradit, ka attieciba uz skaitliem a un b, kas ir atSkirigi no 0, ir spéka nevienadiba

(@ + b)'® < 2'%(g'%® + p'),
14. Pieradit, ka attieciba uz pozitiviem %y % - % kas nav mazaki par 1, ir spéka nevienadiba

\/cf+(1— @)’ +\/a§+(1— @) +"'+1/C€k+(l- a)’ 2 k2.

n r
O<a<— O<fB<=.
15. Doti tadi lenki crun S, ka 2 un 2 Pieradit, ka
1 1

+ =9.

cos’a  sn’o-sin® B-cos’ B
16. arun g ir dazadi Sauri lenki, bet k - naturals skaitlis. Pieradit, ka
|oorskvz-oosﬁ—coskﬂoosoc|S -1,
l cosa — cosf l

2.2. IZTEIKSMES NOVERTESANA UN AIZVIETOSANA

Piemeros ir paradits, ka nevienadibas pastiprinaSanas metode kada izteiksme tiek novertéta un
aizvietota ar citu izteiksmi, kura par ieprieksgjo ir vai nu lielaka, vai arT mazaka. Parasti tiek
novertéts katrs summas vai reizinajuma loceklis vai ar1 loceklu grupas.
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5.piemérs Pieradit, ka attieciba uz visiem veseliem n > | ir speka nevienadiba

1+ 1 +..+ 1 +—1—>1.

n n+l -1

Risinajums. Ja aizvietojam izteiksmes visus loceklus, iznpemot pirmo, ar vismazako no
1

tiem — 17 (tiek aizvietoti n’-n saskaitamie), ieglistam

i1 .01 1 1 r-n_1 n-1_,

nn+1mr12—nznnznn

Tas ar1 bija japierada.
6.piemers Pieradit, ka attieciba uz jebkuru naturalu skaitli n, kas ir lielaks par 2, ir speka
nevienadiba (1-2+3-..-n)*>n".
Risinajums. Apskatisim reizinajumus
1-n,2-(n-1),3.-(n=-2),...,n-1)-2,n-1.
Katrs no reizinadjumiem, sakot ar otro un beidzot ar prieksped€jo, ir lielaki par pirmo un
pedgjo reizinajumu. Jan - k> |, tad
k+Dn-k=kin-k)+(n-k)>k-1+(n-k)=n.
No Sejienes izriet, ka visu izrakstito reizinajumu reizinajums Ja n > 2, ir lielaks par n". Tas ari
bija japierada.
7.piemérs Pieradit nevienadibu
1 1 3 2n—1 1

2n “n’

Risinajums. Ta ka visi nevienadibas locekll ir p021t1V1, tad nevienadiba ir ekvivalenta ar
1_rPF  (2n- 1)
WEE (2n) 2n'
Pieradam katru nevienadibu atseviski:
P# (n-) P F-158-1 (2n-1°-1
8 g “(2_)_‘ 278 e T (2
1 (3-1(3+1) (5-1)5+ 1) (Zn—- 2)(2n)
= e . < . (2n)

_ 1 2446 (2n-2)2n) 1
224466" on-2n 4an’
P 3 (2n- 1) g  (2n- )
b) g @ <z -1 £°1 7 anf-1
r 3 (2n-1)* 1 e

1335 7 (2n-1)(2n+1) 2n+1 2n

Nevienadiba ir pieradita.
8.piemérs Pieradit nevienadibu
1 1 1 1
7 + = +..+ ons 1)2 < 2
janeN.
Risinajums. Ieveérojam, ka
1 1 < 1 1 1 .
(2k+1)° AR +4k+1l 4K +4k 4k 4k+4

levietojot Saja nevienadiba k =1,2,..., n, ieglistam
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+—=+...+ < - + - +oot+—= =
3% 5 @n+1D)? 4.1 4.2 4.2 4.3 4n  4(n+1)
1 1 1
=—— <-—.
4 4n+4 4

Tas ar1 bija japierada.

Uzdevurmi

17. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru pozitivu veselu skaitli n ir spéka nevienadiba
1, 11
n+l n+2 2n 2
18. Pieradit, ka attieciba uz veselu skaitli n > 1 ir spéka nevienadiba
n(n+1)
1'22.38%.....n"<n 2
19. Pieradit, ka attieciba uz pozitiviem a un b ir speka nevienadiba
at+b a b
< + .
l+a+b 1l+a 1+b
20. Pieradit, ka attieciba uz pozitiviem a, b un c ir spéka nevienadiba
1 1 1 3
+ > .
atb a+c b+c a+b+c
21. Reali skaitli X un y atbilst nosactjumiem 0<X<1, 0<y<1. Pieradt, ka
X y
—+—=-<1
I+y 1+x

Pieradit nevienadibas (22. - 26.).

1+—1+-—1-+...+—1<3.

2. 1 2 A
135....(2n=1) 1
<

23 2:4-.-2n Jn

o4, 246 " 2n-2

(1+—1) <3
25. n
26 .v 123 ...-nZ ‘\/—r_l.

27. Dots, ka X1 , Xa,..., X, ir dazadi naturali skaitli, kas lielaki par 1. Pieradit, ka

1 1 1 3
—F et =<

X g X4
28. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru veselu n > 1 ir speka nevienadiba
1 1 1 1 1 _3
=< + + ot —< =,
2 n+tl n+2 n+3 2n 4

l+—1+—1+...+—1

29. Pieradit, ka summa 2 3 n pietiekami lieliem n ir lielaka par jebkuru ieprieks
dotu skaitli N.
30. Pieradit, ka attieciba uz visiem a, b, ¢ € [0,1] ir speka

a ,_ b € +(1-af1- B(-0)<1.
b+c+1 a+c+1 a+b+1
31. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru skaitli n

1+l+l+—}-+...+i<2.

4 9 16 e

14



32. Dilstosa pozitivu skaitlu virkne X, ir tada, ka attieciba uz jebkuru naturalu skaitli n

X
x+24+29, <
2 3 n
Pieradit, ka attieciba uz jebkuru naturalu n
x1+—)—62-+ﬁ+ P}
n
33. Pieradit, ka attieciba uz skaitliem a; un bj, kuriem a;<a< ...<a, un b;<b,< ...< b, (n
>?2), ir speka nevienadiba
(@, +a,+..+a)b +b,+..+b)<nlab +ab,+..+ah).

2.3. SASKAITAMO VAI REIZINAMO SKAITA MAINISANA

Reizém velamo efektu var sasniegt, summa vai reizinajuma pievienojot vai atmetot kadu
locekli.

9.piemérs Dots, ka o + f +y = wun ¢, S, v> 0. Pieradit, ka
an%.snB . an? <l
2 2 2 8
Risinajums. Veicam $adus parveidojumus:
Lo B oy 1( o
sin—-sin— - sin- =—| cos——
2 2 2 2

1
8 2 "8
Parveidojumu beigu dala bitiski ir izmantots tas, ka izteiksmes vertiba, atmetot nenegativu
mazinataju, palielinas.
10.piemeérs  Doti at3kirigu naturalu skaitlu kvadrati P s Py’s -+ P, Pieradit, ka
1 1 1)1
- 1-—< || 1-—= |>=.
[l
Risinajums. Ja vislielakais no naturaliem skaitliem ir m, tad
1 1 1 ( 1 )( 1 ) ( 1 )
- |- || 1-= 2| l-= | 1-—= |..| 1-— |,
w2 e

jo §1s nevienadibas labaja pusé ir pievienoti reizinataji, kas ir mazaki par 1. Izskaitlosim §is
nevienadibas labas puses veértibu:
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(132 4)(8 5)...(m-)(m+ 1) _
=Z§4fmu@1b%dm+n mel_1 11

>—
22.3. 2m 2 2m 2

Lidz ar to nevienadiba ir pieradita.

Uzdevuimi
34. Vai eksiste tads X, ka vienlaikus ir speka nevienadibas

0 <sinx< 0,1 un sin3x>:—13?

35. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem ai, ay,..., @, ir speka

1, 2 n 1, 1)

+...+
aq a+aq a+.+a, \q a,

36. Pieradit, ka

1-x }——yzl,jax,yZOunx+y=O,5.
1+ +y 3
37. Pieradit, ka
1-x 1-y 1-z

1
2=, jax,y,220 =0,5.
l+x 1+y 1+ 2z 3J %Y,z20uRxry+e

38. Pieradit, ka
I-x 1-x 1-x5 1-x 1
1+ 1+x 1+x l+x, 3 :
39. Doti 100 tadi skaitli xi, Xp,..., X100, kuru summa ir vienada ar | un kuriem
k ka+l - xkl < '5% .
40. Pieradit, ka no Siem 100 skaitliem var izv€l&ties 50 skaitlus ta, lai to summa atskirtos no
0,5 ne vairak ka par 0,01.

,Jaxl,xz,xs,x420unxl+x2+x3+x4=0,5.

3. MATEMATISKAS INDUKCIJAS METODES IZMANTOSANA

Dazas nevienadibas var tikt pieraditas ar matematiskas indukcijas metodes palidzibu.

3.1. INDUKCIJAS METODE NEVIENADIBAS PIERADISANAI

Aplukosim raksturigakos piemérus, kuros indukcijas metode tiek izmantota pieradamajai
nevienadibai vai arT nevienadibai, kas ir ekvivalenta pieradamajai.

1.piemérs Pieradit, ka attieciba uz veselu n > 2 un [x| <1 ir speka nevienadiba
A-xy+Q+x)y<2n
Risinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi. Ja n = 2, tad nevienadiba ir acim
redzami pareiza. Ja pienem, ka nevienadiba ir spéka attieciba uz kadu n, tad
(I-xy"+{+x)m<
S =2+ 1+ =x) + (1 +x) <27 2=2m1,
Tas nozimé, ka nevienadiba ir speka visiem n.

16



a,a

2.piemérs Pozitivu skaitlu virkne v 72 ™ atbilst nevienadibai nen.

a’*<a ~-a
n n

n+1?

1
. . . G <—.
Pieradit, ka attieciba uz katru ne N ir speka n

N ¢, _ : _
Risinajums. Ja n=l, tad & S@,-¢,<a vata, <1, yyrka

1 1V 1 1
<a - = —— —_— | €<=
&<q-& (ai 2) 153

ti, q<<,jan=2.
n
Pienemsim, ka nevienadiba ir speka attieciba uz kadu n > 2. Pieradisim, ka nevienadiba ir
. .. ) .. 1
speka attieciba uz n + 1. Ta ka funkcijai f(x) =x-x*ir augosa intervala [0; 0,5] un a, <—, tad
n

%15f(an)<f(’;l)_n 7 n+l r12(n+1)<n+'1'

Tas ar1 bija japierada.

3.piemérs Pieradit, ka "In+1<¥n, jan ir naturals skaitlis, kas lielaks par 2.

Risinajums. Abas nevienadibas puses kapinam pakapé n(n + I) un iegtistam evienadibu
n+ 1)y <n*,

kas ir ekvivalenta ar pieradamo nevienadibu. Savukart So nevienadibu aizstasim ar

(n+1)"
=2 <n
n

n
) (1+—1) <n,
val n

Otro nevienadibu nav griti pieradit ar matematiskas indukcijas metodi. Ja n = 3, tad
nevienadiba ir actm redzama, jo
3
(1+ —1) =§il< 3.
3) 27

n
(1+ 1) <n
Pienemsim, ka attieciba uz kaut kadu skaitli n ir speka n
Tad
n+l n
(1+—1 ) =(1+-————1 ) (1+—1 )<
n+1 n+1 n+1

1\" 1 1 n
<|l+—=||1+———|<n 1+—|=N+——<n+1.
n n+1 n+1 n+1

Tatad ir speka nevienadiba
n
(1+ —1) <n,
n

bet tas nozime, ka ir speka arf tai ekvivalenta nevienadiba

n+1<¥n

attieciba uz jebkuru naturalu n > 2.
Nakamaja piemera ir izmantota pavisam cita indukcijas shéma neka iepriek$€jos piemeros.

4.piemers Funkcija f(x) atbilst sakaribai
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J(X+ y) > S+ MY
2 2 ’ (1)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja x=y. Pieradit, ka

j(’ﬁ+xz+---+ xn)zﬂxl)+ﬂx2)+...+ﬂxn)

n

2

n )
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja *1 = %2 = - =%,
Risinajums. Jan =1, tad (2) ir acim redzama; ja n = 2, tad (2) izriet no (l).

A. Piepemsim, ka (2) ir pareiza, ja n =K, tas ir, piepemsim, ka
j(tl +h ot tk) > J)+ flt)+..+ ft)
t t gC)
un vienadiba pastav tad un tikai tad, ja i = %= - = by
Pieradisim (2), ja n = 2k. TieSam

v

j(x1+xz+...+xk+xk+1+...+xz,c)= Ik k
2k

2(1(&+.;+4)+1(4+1+;+m))2

5 _1(f()q)+f(xz)+--.+f()qc) +f()qerl)+---+f(x2k))=

2 k k

S+ f(00)+ -+ f(%6)+ f(Xer) + -t (%)

2k )
Parveidojumos ir izmantota (2) pareiziba: n = 2 un n = k. Turklat abu nevienadibas zimju >
vieta vienadiba pastav tad un tikai tad, ja

xl +...+ xk — .xk+1 +..+ )CZk

e e unx =..=x,x, =.=X,
t. i., tad un tikai tad, ja X1, = ... = Xox. No punktiem A un B izriet, ka (2) ir pareiza, ja n=l, 2, 4,

8, 16, 32, ..., 2 ... . Tomér bez skaitla 2 pakapém ir arT daudzas citas n veértibas. Tam (2)
pareizibu pierada ar "indukciju uz leju".

C. Pienemsim, ka (2) ir pareiza, ja n =K, t. i., ka ir pareiza (3). Pieradisim, ka (2) ir pareiza ari

tad, jan=k-1,t.1i., ka
J(xl+...+)q(_l)2j(x,)+...+j()q(_1)

k-1 k-1 " (4)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja X; =... = Xx.1. P&€c pien@émuma nevienadiba (3)
patieS$am ir pareiza visam By by - by yertibam, tatad ar tad, ja
_htatty

L=Xp ool (=X, tk_

k-1
Ievietojot §1s vertibas nevienadiba (3), iegiistam
X+t
%+ ok Xy + 2T K f()q)+...+f(xk_l)+_f(_l__ﬁc:1)
k=1 > k-1
k k ;

vai
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F(Xe)* M)

X+t X Joa)+--t k-1
=) :
kas ir ekvivalenta ar (4), turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja
X Xy = X+t X
k-1

To ari vajadzgja pieradit. Punkti A, B, C pierada (2).

Uzdevumi
33. Pieradit, ka attieciba uz veselu skaitli n > 4 ir speka nevienadiba 2" > n’.
34. Pieradit Bernulli nevienadibu (1 +@)"21+an,jaa>-1.

35. Pieradit ka sin (x, +..+x)<sinx +..+sinx, j5 O<x, +..+x <m un
T .
O<x<—,i=1,2,...n
% 2
1 1 1
. + +ot
36. Pieradit, ka n+1 n+2 3n+1
37. Pieradit, ka katram veselam n > 6 ir speka nevienadiba

HERn)

gunb (k=1,2,..,n).

>1

38. Pieradit, ka jebkuriem p021t1V1em skalthem %

Zak+hc A+B’kurA Z“k B-Z’%

ir speka nevienadiba

39. Pieradit, ka
l—xl_l—xz‘. 1- xn>
1+ 1+x, I+x, 3
jax, Xy X, 20U x +x,+...+x =0,5.

40. Zinams, ka bv O» - b, iy pozitivu skaitlu 4y 3» -+ 4, permutacija. Pieradit, ka
4,%, +5> n
h b, b,

41. Pieradit, ka
(1-x)(1-x) . (1-x)205.

jax +x <0,5.

r *2 = Xy ir nenegativi skaitli, kuriem % + %, + -

3.2. INDUKCIJAS METODES APVIENOSANA AR NEVIENADIBAS
PASTIPRINASANAS METODI

Ne jau vienmér, darbojoties pec iepriekS€jos pieméros paraditajam shémam, izdodas pieradit
prasito nevienadibu. Rodas nepiecieSamiba mainit pieradijuma izmantoto metodi. Loti biezi
vélamo efektu var sasniegt, apvienojot matematiskas indukcijas un nevienadibas
pastiprinasanas metodes. Apskatisim piemérus, kur §is metodes ir apvienotas.

FX et X =
5.piemérs Dots, ka e n

1
= x>0, . _
2> My e Xy 0 Pieradit, ka

I-x)1-x)..(1-x)20,.
Risinajums. Pieradisim ar matematisko indukciju visparigaku nevienadibu:
Ja O<x,x,...x <1,
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tag A=-xpA-x)..(1-x)2 L—(x, +x,+...+x).
Jan=l tad | - X; > | - X, ir patiesa nevienadiba. Piepemsim, ka
I=x)d=x)..(1-x)21-(x +x,+ ... +x), (1)
un pieradisim
(1-x)1-x)..(1-x)1-x

W) 21— X+ XX
Tiesam no (1) izriet, ka

k+1)'

(T=x)1-x)..(1-x)(q-x,)2
2(1=-0,+x,+..+x)(1-x, )=
=1-(+x,+. +x+Xx,

)+x

(X X)) >

+1

>I-(x, + .. +x+x,).
Tas ar1 bija japierada.
6.piemérs Pieradit, ka attieciba uz katru naturalu skaitli n ir speka

\/2\/3,/4\/271——1)_ﬁ <3.

Risinajums. Mes pieradisim vairak, neka prasits, proti, to, ka attieciba uz jebkuru skaitli m>2 ir speka

nevienadiba
\/"\/("” 1)‘/('"'" 2) W <m+l.

Jam =n, ir skaidrs, ka Jn<n+1.
Jam < n, pienemsim, ka

\/(m+ Dy(m+ 2)m < m+2.

Reizinot ar m un velkot kvadratsakni, iegiistam

\/rr\/(m+ l)m <JH(T-F2)< m+1.

Tas ar1 bija japierada.
Tatad

2/3/../n <3.

1 + 1 ot 1 <—1
1.2.3 2-34 nn+l)(n+2) 4
Risinajums. So nevienadibu nevar pieradit ar tadu pasu metodi, kada lietota citu lidzigu
pieméru risinasana, jo nevienadibas kreisa puse ir monotoni augosa, bet laba puse ir
konstanta. Nevienadibas pieradijuma izmantosim vienadibu
1 1 1 1 1
—_—t—t ...+ ==-
1.2.3 234 nn+)(n+2) 4 2An+I)(n+2)°
kuru viegli var pieradit ar matematisko indukciju. Acim redzami, ka
it 1
4 2An+l)(n+2) 4

7.piemérs Pieradit, ka

Uzdevuimi
10. Pieradit, ka katram veselam pozitivam n ir spéka nevienadiba

1 n
25(1+—-) <3.
n

11. Pieradit, ka
sin (x, + X, + ... +x) <sinx, +sinx, + .. +sinx,
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Ja X Xy - X ir lenki, kas ietilpst intervala [O; 7], un n ir patvaligs naturals skaitlis,

kuram n > |.
12. Pieradit, ka

4. MATEMATISKAS ANALIZES METOZU IZMANTOSANA

4.1. FUNKCIJU ATVASINAJUMI NEVIENADIBU PIERADISANA

Matematiskas analizes metodes nevienadibu pieradiSana biezi balstas uz funkciju
atvasinajumiem un ar tiem saistitam Ipasibam.

4.1.1. Vairakos gadijumos ir pilnigi pietickami tikai noskaidrot kadas funkcijas augSanas un
dilSanas intervalus, lai pieradama nevienadiba klutu acim redzama. Parasti Sai noluka tiek
izmantots funkcijas pirmas kartas atvasinajums.

E <=2 T
. . »Ja O<a< fB<—.
l.pieméers Pieradit,ka & B 2
oo 82
Risinajums. Apskatisim funkciju o . Tas atvasinajums
fla)= x—dr? x
s x- 2
T
. . . . 0< a < )’ . . . - . - .
ir lielaks par nulli, ja 2 jo $aja intervala x > sin x. Tatad funkcija f ir augosa Saja
intervala, un [idz ar to pieradama nevienadiba
L
a B

kltst acim redzami pareiza.
2.piemérs Dots, ka 0<x <x,<1. pieradit, ka

-x>21- % -2|1- x .

Risinajums. Ieverojam, ka dota nevienadiba ir ekvivalenta ar nevienadibu
x1+2"1—)C1>JC2+2"1—)62. (1)

Aplikojam funkciju S(9=x+21-x apgabala ]0; 1[. Ja pieradisim, ka f(X) Saja apgabala ir

monotoni dilstosa, tad nevienadiba f&)>F() bis ekvivalenta ar (1). Tatad japierada, ka f '(x)

< 0. Tiesam
=152 (=Y o

Nakamais piemers tiks plasi izmantots 5. nodala.
3.piemérs Ja funkcijai z = f(t) kada intervala eksisté otras kartas atvasinajums un $aja
intervala f " (t) < O, tad visiem x un v, kas ietilpst $aja intervala,

j(x+ y) > S+ Y
2 2 ’ (1)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, jax = .
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Ja x =y, tad (I) pastav vienadiba.
Pienemsim, ka x <y. Atzim&sim Dekarta koordinatu plakné Otz punktus A (x;0), B (y; 0),

5250, 4, (6 f @), B, G O, €, (2 3 f (T ). (sk. 2im )

A/—_-TJ\*BI

A 0 C B t

Ja apliikojama intervala f "(t) < 0, tad $aja intervala f '(t) ir monotoni dilstosa funkcija. Bet f
‘(t) ir funkcijas z=f(t) grafika pieskares virziena koeficients punkta (t; f (t)). Tatad $is
pieskares veidotais lenkis ar Ot ass pozitivo virzienu samazinas, t augot, t. i., pieskare griezas
pulkstena raditaju kustibas virziena. Geometriski ir acim redzams, ka tad funkcijas z =f(t)
grafiks val€ja intervala JAB[ atrodas virs hordas [A1B1].

Apzimé&sim G=MABINCC) T34 grafiks atrodas virs hordas, tad
Icc>Icc.
Ta ka AA;B;B ir trapece, tad |CC,| — tas viduslinija, tatad
_|aAl+|BB| _ f(9+f(Y
]CC2| - 2 - 2 ’

- XY
locl=254).

bet

Tapéc no ICCI>ICC). jzriet .
Pieradijuma izmantots tas, ka f (t) > 0 (ja f(x) < O, tad |AA;| = -f(X) utt.). Lidziga veida var
pieradit (1) pargjos gadijumos.

4.1.2. Nevienadibu pieradiSana izmanto ari to, ka funkcijas, kuram eksisté atvasinajums visa
definicijas apgabala, savu maksimumu vai minimumu var sasniegt tikai punktos, kuros to
atvasinajums ir 0, vai arT definicijas apgabala robeZpunktos.
4.piemers Pieradit, ka € 2 X+ 1.
Risinajums. Aplikosim funkciju f® =€ =¥~ 1. Tag atvasinajums ir f* ®) =e*~ 1. Ja x<0,
tad f '(X)<0; ja x=0, tad f '(x)=0, ja x>0, tad f '(x)>0. Tatad punkta x=0 funkcijai f(X) ir
minimums, tapéc katram X ir speka

FfX)2f0)=0,e~x—120vaies2x+1.
Tas ar1 bija japierada.

Uzdevuri

4
. O<a<f<—, . ]
1. Pieradit, ka attieciba uz lepkiem « un g, kuriem 2 ir speka nevienadibas
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a) a—-sina<fB-sinfg,

b) a-tga<fB-tgp.

. . . O<a<f< r s . .
2. Pieradit, ka lenkiem o un g, kuriem 2 ir speka nevienadiba & B

3. Zinams, ka 0< a < | un 0<x<mn. Pieradit, ka
QRa-Dsinx+ (1 -a)sin (1 -a)x=0.
m-n

sno sinf

m-n m
<Iln—<

. ,jal<n<m.
4. Pieradit,ka ™m n
5. Pieradit, ka visiem veseliem kK > 1 un realiem X ir spéka nevienadiba
k
s XX, et (= 1)J£+ 50,
2 3 N (2k)!

6. Skaitli *r» *» =» %, jetilpst intervala [a; b], kur 0 < a < b. Pieradit nevienadibu

2
(q+%+..+ xn)(—1+—1+ ...+—1Js(i+—l3)—' r?
X X X,) 4ab

4.2. INTEGRALI NEVIENADIBU PIERADISANA

Paradisim arT dazus integralu izmantoSanas piemeérus.

5.piemérs Pieradit, ka fiksétiem %v % -~ % un mainigajam X summa
cos 32x + a,,cos 31x + ... + a,C08 2x + a,COS X

pienem ka pozitivas, ta arT negativas vertibas.

27

j Sf(X)dx=0.
Risinajums. Apzimésim doto funkciju ar f(x). Tad o Tatad, ja funkcija pienem
pozitivas vértibas, tad ta pienem ari negativas vertibas (no f nepartrauktibas). Atliek paradit,
ka nav f(x) = 0.

11 1
. H=+=+. +=>Inn+ ).
6.piemérs Pieradit, ka 2 3 n

1

Risinajums. Aplikosim funkciju X apgabala no x =1 lidz x=n+1(sk. zZim.).
Acim redzami

’ ’ 1 ’ ]- ’ 1
|AAl=1 |44 =5 |AsAs =3 JAnAn|=?l
Konstrugjam taisnstiiri, ka paradits zim&uma. Viegli saskatit, ka konstruéto taisnstiiru
11 1
laukumiir 23" n°
Tacu taisnstiru laukumu summa ir lielaka par laukumu, kas atrodas zem x grafika
TH-ldx
robezas no x =1 1idz x = n + 1, bet §is laukums ir 7 X

Tatad

Ll1,1 1. ™ | g q
+§+§+...+—> -—--ln)L =In(n+1).

n 5 x
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1421
_Al’ ,
1
AI AZ A3 An An+l »
0 1 2 3 n n+l x

Uzdevumi

Pieradit nevienédibas (7 -10)
1 1

—++++—< +1
7.23 n n+l lr(n)

—< x+D< x,jax>0.
8 Tl In(x+ D)< x, ]

| (et oot

1

10. %~ x1<(?é a)""‘(xx a) ,ja0<a <x <x

Jebkuram veselam n.

2 ja n ir vesels pozitivs skaitlis.

5. NODALA. NEVIENADIBAS, KURU PIERADIJUMOS IZMANTO
CITAS NEVIENADIBAS. VIENKARSAKIE GADIJUMI.

ST paragrafa metodes nav biitiski nodalams no citos paragrafos mingtajam un parasti
tiek lietotas kopa ar citam metodém. (Sk. 2.nod. 4 pieméru vai 3. nod. 2. pieméru.) Tomér
visos Sajos gadijjumos nevienadibas pieradiSanas pamatideja slépjas citur, un citas
nevienadibas izmantosana ir tikai paliglidzeklis. Saja paragrafa més aplikosim piemérus,
kuros citas - piemérotas nevienadibas izmantoSana ir risinajuma bitiskaka dala.

Pieversisimies diviem tipiskakajiem gadijumiem.

5.1. VAIRAKU NEVIENADIBU SASKAITISANA VAI REIZINASANA

ST metode balstas uz vairaku nevienadibu saskaitiSanu vai reizinaSanu péc Sadiem
likumiem:

jaa<b un c<d, tad a+c<b+d;
ja 0<a<b un 0<c<d, tad O<ac<bd.
Atskirties var vienigi So saskaitamo vai reizinamo nevienadibu izvéle.
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5.1.1. Visbiezak par saskaitamajam vai reizinamajam nevienadibam izv€las no dotajiem
faktiem izrietoSas vai ari citas acim redzamas nevienadibas.

1.piemérs. Pieradit nevienadibu
a’+b?+c?<2(ab+ac+bc),
jaa, b, ¢ ir patvaliga trijstira malu garumi.

Risinajums. Ta ka a>|b-c|, b>|a-c|, c>|a-b|, tad no dota izriet, ka
a“>(b-c)*=b?-2bc+c?,
b%>(a-c)?=a’-2ac+c?,
c®>(a-b)*=a*-2ab+b’,

Saskaitot $1s nevienadibas, iegtistam pieradamo nevienadibu.

2.piemérs. Pieradit, ka attieciba uZZA\JilBsu;rgl+ éA 2]<3:+ AC>2(/)A ing geka

Risinajums. Ir pietickami, ja saskaita Cetras acim redzamas nevienﬁdibas:
(22-1)(25-1)(2°-1)>0,
(2°-1)(2%-1)(2°+1)>0,
(22-1)(2B+1)(2°-1)>0,
(2°+1)(25-1)(2°-1)>0.

3.piemérs. Doti pozitivi skaitli a, b, ¢ un d. Pieradit, ka starp nevienadibam
a+b<c+d, @
(atb)(ctd)<ab+cd, (2)
(a+b)cd<ab(c+d) 3)
kaut viena ir nepareiza.
Risinajums. Sareizinot nevienadibas (1) un (2), ieglistam
(a+d)*<ab+cd, bet (a+b)?>4ab.
Tatad
ab+cd>4ab, tas ir, cd>3ab.
Sareizinot (2) un (3), ieglistam
ab(ab+cd)>(a+b)%cd >4abcd,
no kurienes
ab+cd>4cd, tas ir ab>3cd.
Vienlaikus jabiit ab>3cd un cd>3ab. Ta ir pretruna.
4.piemérs. Polinoms P(x)=ax*+bx>+cx’+dx+e atbilst §adai sakaribai: ja |x|<1, tad |P(x)|<1.
Pieradit, ka |a| <8.

1 1
Risinajums. No dota izriet, ka ar [P(1)|<1, |P(-1)|<1, [Pl —= || <1, [P-| —= | <1, |P(0)|< 1.
i IP(D)|<1, [P(-1)| Hﬁj‘ ‘ (\/E) IP(0)|
Tatad
la+b+c+d+e|<1, Q)
|a b+c- d+e|<l 2
c d
+— +—+e <1l (3
4 2\/_ J2 )
a b c d
+———+¢/ <1, 4
4 22 2 2 ®
le|<1. (5)

Saskaitot (1) ar (2), ieglistam
|a+b+c+d+e+a-b+c-d+e|<|at+b+c+d+e|+|a-b+c-d+e| <2 vai
la+c+e|<1. (6)
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Lidzigi no (3) un (4) iegiistam

|%+c+2e <2. @)
No (6) un (7) izriet, ka
%+c+2e—a—c—e < %+c+2e +la+c+e <3,
‘E—es&
2
|a—2¢|<6. (8)

No (5) un (8) iegtistam
la—2e+2¢| <|a—2¢| +[2¢] <8.

St nevienadiba ir ekvivalenta ar pieradamo nevienadibu.

5.1.2. Ja pieradamas nevienadibas viena vai abas puses sastdv no saskaitamajiem vai
reizinamajiem, kuru skaits ir n, tad vispirms pierada kadu citu nevienadibu ar parametru i. P&c
tam, $o nevienadibu summgjot n reizes pa dazadiem i, iegiist pieradamo nevienadibu.
S.piemérs. Pieradit nevienadibu

1 1++/n? +1 2+Nn%+2 n++n®+n

1- < + +.o+——<1.

N+l (n+DvVn’+3 (n+2)Vn?+4 2nvn? +n+2

Ar algebriskiem parveidojumiem viegli pieradit, ka attieciba uz 1 <i<n ir spéka nevienadiba
1 i+ n? +i 1
N+l (n+iyWn?+i+2 N

Summgjot priek§ i1 =1, 2, ..., n, iegiistam pieradamo nevienadibu.

6.piemers. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru naturélu n ir speka nevienadiba
1
I+ ——+..+——=>+/n.

V2 \/__
Jn

Risinajums. Acim redzami, jan>k, tad +/n > vk vai W >1.

No Sejienes, saskaitot iepriek§€jo nevienadibu prieks k=1, 2, ..., n, ieglistam

Vo Vn \/_n
NN RN

Izdalot iegtto ar Jn , leglistam pieradamo nevienadibu.

Uzdevuimi.
1. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem a, b un c¢ nevar vienlaikus biit speka
nevienadibas

1 1 1
a(1-b)>=, b(1-c)>= unc(l-a)>=.
( )4 ( )4 ( )4

2. Cetru pozitivu skaitlu a, b, ¢ un d summa ir vienada ar 1. Pieradit, ka
Vda+1++/4b+1++/4c+1++/4d +1<86.
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10.

11.

12.

13.

Doti 25 skaitli. Jebkuru ¢etru skaitlu summa ir pozitiva. Pieradit, ka visu skaitlu summa
arl ir pozitiva.

Doti 1993 skaitli. Jebkuru cetru skaitlu summa ir pozitiva. Vai visu skaitlu summa ir
pozitiva?

G+t F 8 irodas starp vismazako un vislielako no dalam
b, +b, +...+Db,
al . a‘2 .
b, "b, "
Kundze nodeva bagazas glabatava $adas mantas: divanu, ¢emodanu, portfeli, grozu,
gleznu, karbu un nelielu suni. Divans svéra tikpat ka ¢emodans un portfelis kopa un tikpat
ka glezna, grozs un karba kopa. Grozs, glezna un karba svéra vienadi, un katrs no Siem
priekSmetiem bija smagaks par suni. Kad izkrava mantas, kundze pazinoja, ka suns ir cits.
Parbaudot izradijas, ka suns ir smagaks par divanu, ja pie ta pieliek portfeli vai cemodanu.
Pieradit, ka kundzes pretenzijas bija pamatotas.
Attieciba uz visam x vértibam no intervala [0;1] ir speka nevienadiba |ax*+bx+c|<1.
Pieradit, ka |a|+|b|+|c| < 17.
Vai eksisté tadi reali skaitli a un b, lai katram x€[0;2n] funkcija f(x)=ax+b apmierinatu
nevienadibu

Pieradit, ka dala

z— (>0, k=1, 2, ... n).

n

(f(x))z-cosx-f(x)<% sin® ?
Reali skaitli X;,X,,..., X, ietilpst intervala [-1;1], turklat So skaitlu kubu summa ir nulle.
Pieradit, ka X, + X, +...+ X, neparsniedz g .
Pieradit, ka attieciba uz katru naturalu n ir speka nevienadiba
[sinl| + [sin2| + ... + [sin(3n-1)| + [sin3n| > 8€n

Pieradit, ka attieciba uz jebkuru pozitivu a un jebkuru veselu n>1 ir speka nevienadiba
l+a+a’+...+a" N+l
a+a’+...+a"" n-1
un vienadiba pastav tad un tikai tad, ja a=1.
Skaitliaa,,a,,...,a,ietilpst intervala [-1;1]. Pieradit nevienadibu

n

1
izzl:l+ a.a =

i it i=

n

1
1+ a2 (g =)
1 i

T .. )
Dots, ka 0<x< E . Pieradit, ka visiem naturaliem n

sinx + tg?x + sinx +...+tg*"x < 1,4.

5.2. JENSENA NEVIENADIBAS IZMANTOSANA
No 3.nodalas 4.pieméra un 4.nodalas 3.pieméra izriet nakamas teorémas.

Ja kada intervala funkcijai f(t) eksisté otras kartas atvasinajums un f "(t)<0, tad
Saja intervala

¢ x1+...+xnj> f(x)+...+ f(x,)
n N n ’
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turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja X, =X, =... =X, .

Analogi tiek iegtita otra teoréma.
Ja kada intervala funkcijai f(t) eksisteé otras kartas atvasinajums un f "(t)>0, tad
Saja intervala

¢ X, .+ X, < f(x1)+...+f(xn)’
n n
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja X, =X, =... =X

.
Sis teorémas sauc par Jensena nevienadibam.

Loti daudzas nevienadibas, kuras ar citiem lidzekliem ir griiti vai pat neiesp&jami pieradit,
gandriz automatiski izriet no 1. un 2. teorémas.

7. piemérs. Pieradit, ka n pozitivu skaitlu vidgjais aritmé&tiskais nav mazaks par to vid&jo
geometrisko:

Xy Xg tot X P
> 0/X X, X500 X,

n
Risinajums. Aplikojam funkciju f(x) = Inx. Acimredzami

f'(x):%,f"(x):-x—lz<0.

Tapec, izmantojot 1.teorému, ieglistam
X+t X, X +.o04Inx,  In(x -...-X
In = n>——-1L » n):In,”/xl-...-xn
n n n
X, +...+ X,

vai arT ————— 24X, -...- X
n

n -

8.piemérs. a, B, v ir lenki intervala (O;gj. Turklat a +  + v = «. Pieradtt, ka

tga+tgp+tgy > 34/3.
Risinajums. Aplikojam funkciju f(x) = tg x. Acimredzami
(== un f(x)= 29X

cos? X cos? x

Tapéc, izmantojot 2. teorému, iegiistam
tga+tgp+1tgy >tg 0c+[3+yj
3 B 3

>0, ja 0<x< g

vai ar1 tgoc+th+tgy23tgg=3\/§.

9.piemérs. Dots, ka o + B +y =7 un a, B, y>0. Pieradit, ka
.o B ooy 1

SN —-SIN —-SIN — < —

2 2 2 8

Risinajums. Nevienadiba nav tada forma, lai var€tu uzreiz izmantot kadu no teor€émam.
Parveidosim nevienadibu, lai ta saturétu summu:

B Y

.o ] ) 1
Insin =+Insin=+Ihsin-<Ih=.
2 2 2 8

Aplikosim funkciju f(x)=In sinx. Actimredzami
)= X ynfr(x) = -

——<0.
sin X sin “ X

Pec 1.teoremas
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N R
+
+

N =

p Y

) 1 .o ] ;
In sin > = Insin =+ Insin =+ In sin —)
3 2 2 2

w N ™=

vai ar1 | In sin g+Insin E+Insinz s3|nsinLB+y=3lnsinE=In1.
2 2 2 6 6 8

Tas ar1 bija japierada.

Uzdevumi.
14. Pieradit, ka sino. + Sin § + sin y< — jaa+pB+y=muna,f,y>0.

15. Dots, kaoc+ B +y+d=muna, B, v, d > 0. Pieradit, ka
sino + sin B + sin y+ sin $>2+/2.

16. Zinams, ka pozitivu skaitlu X, y, z summa ir 3. Pieradit, ka
2429427 > 6.

o 1
17. X, + X, + X3 + X, =1. Pieradit, ka X7 + X7 + X2 + X2 >~ .
4
D 3 . . e .
18. Pieradit, ka cos® o+ cos® p +cos® y > 7 jaa, B, v ir patvaliga trijstiira lenki.

19, Pieradtt, ka tg® & +1g2 L +1g2 L >1, ja 0<a< ™, 0<p<™, 0<y<™ un o+ B +y=1.
2 2 2 2 2 2
20. Dots, kao+ P +y+d=muna, B, v, 5>0. Pieradit, ka

sina - sin B3 - siny- sin &< %

6. KLASISKO NEVIENADIBU LIETOJUMI NEVIENADIBU
PIERADISANA.

6.1. PAMATJEDZIENI

Saja nodala ir apliikotas nevienadibas, kuras var pieradit, izmantojot dazadas sakaribas starp
pozitivu skaitlu vid€jiem lielumiem. Defin€sim Sos lielumus.

Par n pozitivu skait]u vid€jo aritmétisko sauc skaitli A:
A_ Tttty
n
Par n pozitivu skaitlu vidéjo geometrisko sauc skaitli G:
G=ya -a,-a,...-4a,.

Par n pozitivu skaitlu m-tas pakapes vid€jo sauc skaitli Sy
1
m

a" +a) +al +...+a" |
n

S =

m

Ja m=1, tad iegtistam vidgjo aritmé&tisko A, bet, ja m=2, tad ieglistam vid&jo kvadratisko Q.
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Q=

1
al+a,+al+...+a’ 2 \/af+a22+a§+...+a§
n n

Par n skaitlu vid&jo harmonisko sauc skaitli H:

-1
H - a, +a, +a, +..+a, | _ n
n 1 1 1 1
B e e
a, a, a, a,

1.piemérs. Pieradit, ka n pozitivu skaitlu vid€jais aritmé&tiskais atrodas starp lielako un
mazako no Siem skaitliem.

Risinajums. Apzimé&sim ar min (a) mazako no dotajiem skaitliem a, a,,...,a,.Ja ievietojam
So min (a) skaitlu a;,a,,...,a, vieta, tad A skaititajs nepalielinas. Tatad

mn@ +rmn@ +..+mn€@_ n-mn@ . . _-
A> € € el/= (i/= min @ .
n n -
Analogiski, lickot katra skaitla vieta lielako no tiem (apzimé&sim $o lielako skaitli ar max (a)),

iegiistam:

~

A< ~=max €@ .

n
Tatad esam ieguvusi prasito: min (a) <A <max (a).
Viegli varam parliecinaties, ka vienadiba ir speka tikai gadijuma, kad visi skaitli a,;,a,,...,a,
ir vienadi.

Patstavigai atrisinaSanai ir paredzeti dazi uzdevumi, kas palidz atrast robezas citiem vid&jiem
lielumiem. Katra uzdevuma prastto iesp&jams pieradit vairakos veidos.

Uzdevuimi.
1. Pieradit, ka n pozitivu skaitlu vidgjais geometriskais atrodas starp liclako un mazako no
Siem skaitliem.
2. Pieradit, ka tad, ja m naturals, n pozitivu skaitlu m-tas pakapes vid&jais atrodas starp
lielako un mazako no Siem skaitliem.
3. Pieradtt, ka n pozitivu skaitlu vid€jais harmoniskais atrodas starp lielako un mazako no
Siem skaitliem.

6.2. VIENKARSAKAS SAKARIBAS STARP VIDEJO ARITMETISKO UN
VIDEJO GEOMETRISKO.

Par vienu no pamatvienibam var uzskatit nevienadibu, kas nosaka, ka jebkura skaitla kvadrats
ir nenegativs:
a’>0.
Ja skaitli a izsaka ka divu skaitlu starpibu, tad iegiistam:
(Xl-Xg) >0,
X12-2X1Xp+X02 >0,
X12'|'X22 >2X1X2,
X, + X?
un —2 > X1Xo.

Turklat vienadiba ir spéka tad un tikai tad, ja x1=Xj.
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> >
Ja xlz\/y1 un XZ:\/y—Z,tad (/71/;(/72/2 A

un %z,/yly2 , kury; >0, y,>0.

Esam ieguvus$i vienkarS$ako sakaribu starp vid€jo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko, t.i.,
pieradijusi, ka divu nenegativu skaitlu vid€jais aritmétiskais nav mazaks par to vidgjo
geometrisko un vienadiba ir spéka tad un tikai tad, ja abi skaitli ir vienadi.

Uzdevuini.

1. Pieradit, ka jebkuru triju nenegativu skaitlu vid€jais aritmé&tiskais nav mazaks par to
vidgjo geometrisko.

2. Pieradit, ka jebkuru cetru nenegativu skaitlu vid€jais aritmétiskais nav mazaks par to
vidgjo geometrisko.

3. Pieradit, ka jebkuru astonu nenegativu skaitlu vidgjais aritmétiskais nav mazaks par to
vidgjo geometrisko.

4. Pieradit, ka jebkuru 2™ nenegativu skaitlu vidgjais aritmétiskais nav mazaks par to vidgjo
geometrisko.

Visos uzdevumos vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja visi skaitli ir vienadi.

6.3. TEOREMA PAR VIDEJO ARITMETISKO UN VIDEJO
GEOMETRISKO

Viena no visplasak izmantotajam teorémam, kas attiecas uz vid€jiem lielumiem, ir teoréma

par vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko.
Jebkuru n nenegativu skaitlu vid€jais aritméetiskais nav mazaks
par to vidgjo geometrisko:

a +a,+a,+...+a

n
Vienadiba ir speka vienigi gadijuma, ka a, =a, =...=a

" >nfa,-a,-a,-...-4, .
.

Sakuma apskatisim nevienadibas pieradijumu. Jautajumu par to, kad pastdv vienadiba,
atliksim uz velaku laiku.

1.pieradijums (Kos1 pieradijums).

Sakuma pieradisim So teorému ar tieSo matematisko indukciju (indukciju augSup) visiem n
=2X P&c tam ar apgriezto indukciju (indukciju lejup) pieradisim: ja teoréma ir speka attieciba
uz visiem n = 2 tad ta ir speka ar attieciba uz jebkuru veselu pozitivu n.

lepriekseja nodala més pieradijam, ka teoréma ir speka, jan =2 = 2%, t.i., k=1.

2. uzdevuma pieradijam, ka teoréma ir spaka, ja n=4=27 t.i., k=2.

3. uzdevuma pieradijam, ka teoréma ir speka, ja n=8=23 t.i., k=3.

4. uzdevuma pieradijam, ka teoréma ir speka, ja n=2", t.i., k=m.

Esam pieradijusi, ka teoréma ir speka attieciba uz visiem skaitliem, kam ir divnieka pakape.
Atliek pieradit, ka ar1 attieciba uz pargjiem naturalajiem n §1 teoréma ir speéka. Tagad
pieradisim: ja nevienadiba ir speka skaitlim n, tad ta ir speka ari skaitlim n-1. Tatad it
japierada: ja attieciba uz visiem nenegativiem skaitliem a,,a,,...,a, ir speka nevienadiba
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a +a,+a;+...+a

n
tad attieciba uz visiem nenegativiem skaitliem a ,a,,...,a, ir spéka nevienadiba

" >n/a -a,-a,-... 4, 1)

a +a,+a;+...+a
n-1
Izvelesimies a, ta, lai pastavetu sakariba

n-1 _
>nda -a,-a,-...-a,, -

a+a,+a;+...+a, a +a,+a;+...+a,, @
n n-1 '
No §is vienadibas izteiksim ay:
n@ +a,+a,+...+a
a +a,+a;+...+a, = ¢ +a, 31 -l ()
n_
n€ +a,+a;+..+a,, ~€0-1& +a,+a,+...+a,,
" n-1 ’
_€-n+1& +a,+a,+...+a,,
" n-1 ’
o ta,ta gt
) n-1
Nevienadibu (1) varam parrakstit Sadi:
a +a,+a,+...+a a +a,+a,+...+a
1 2 3 n-1 Zri/al'az 'a3""'an—1 1 2 3 n-1 ] (4)
n-1 n-1

Kapinot abas puses n-taja pakape, iegistam:

(al+a2+a3+.. a +a,+a; +...+a,, )
n-1 n-1

Ja visi ai=0, tad sakotng&ja nevienadiba ir pareiza automatiski. Pretgja gadijuma visu a; vidgjais

aritmétiskais ir pozitivs.

n
+a,,
J >a,-a, 8 ...-8,

a+a,+a;+...+a
n-1

n-

Izdalot abas nevienadibas (5) puses ar L iegiistam:

n-1
No §1s nevienadibas savukart izriet:
a+a,+a,+...+a
n-1
Tatad esam pieradijusi, ka no (1) izriet (2).
Lidz ar to teoréma ir pieradita.

n-1
a +a,+a;+...+a,,
( >a, -8, a; ... 8, ,.

n-1 —
>nda -a,-a,-...-a,,.

Apskatisim jautajumu: vai teoréma ir spéka ari gadijuma, kad n nav divnieka pakape,
pieméram, ja n=29?

Pirmaja dala esam pieradijusi, ka teoréma ir speka attieciba uz jebkuru skaitli, kur§ izteikts
forma 2™, ari attieciba uz péc patikas lieliem skaitliem. Tapéc varam izvéléties dotajam
skaitlim n tadu skaitli 2™, lai 2™>n, konkrétaja gadfjuma 2°=32>29. Attieciba uz skaitli 32
teoréma ir speka, bet ar lejupejoso indukciju mes pieradijam, ka ar1 attieciba uz skaitli 31 §t
teoréma ir spéka. Ta, pakapeniski parejot no katra skaitla uz ieprieks€jo skaitli, nonakam pie
prasita n, Sai gadijuma pie n=29.

2.pieradijums. Gadijumu, kad n nav divnieka pakape, varam apskatit ar1 citadi.
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Apzimésim ar q skaitli, kas butu japieskaita pie skaitla n, lai iegiitu divnieka pakapi, un
a +a,+a;+...+a,

apzimésim b =

n
Ta ka n+q=2", tad saskana ar 1.nodalas 4.uzdevuma pieradito nevienadibu
n q
a+a,+a;+...+a,+b+b+...+b

>"Ya -a,-a,-...-a, -b.

n

n+q
Taka a, +a, +...+a, =nbun b+b+...+b=gb, tad iepriekS€jo nevienadibu varam parrakstit
sadi:

nb+qb

Ja,-a,-a;-...-a,-b? jebb>"Ja -a,-a,-...-a
n+q n J \/al 2 3

b9,

n

n+q q
b"™ >a -a,-a;-...-a, -b".

a +a,+a;+...+4a,
n

Taka b=

n

tad (al+a2+a3+...+an

n
j >a,-a,-a;-...-a
n

a +a,+a, +...+a
un 22— = ">n/a -a,-a,-...-a
n
3.pieradijums. Pieradisim So teorému tikai ar tieSo matematisko indukciju.
Esam jau pieradijusi teorému gadijumam, kad n=2.
Pienemsim, ka nevienadiba ir pareiza attieciba uz jebkuriem n nenegativiem skaitliem.
Pieradisim, ka nevienadiba ir pareiza arT jebkuriem n+1 nenegativiem skaitliem.

Varam samainit skaitlu a,a,,...,a,,a,,, indeksus ta, lai a,+; buitu vislielakais no Siem

n -

skaitliem (vai ar viens no lielakajiem). Drikstam to darit, jo Sis parveidojums nemaina vidgja

aritmétiska un vidgja geometriska veértibu. Tatad a,,, >a,, a,, = 4a,, ..., a,,, =a, un
a +a,+a,+...+a
ChR . 1)
n
Ieviesisim jaunus apzimg&jumus:
a+a,+a;+...+a
A= - )
n
A= a+a,+a,+...+a,,
” n+1 ’
. _ nNA, +a
No (1) izsakam A, = M, ©))
n+1
Ievadnodala esam pieradijusi, ka n pozitivu skaitlu Vidéj ais aritmétiskais atrodas starp lielako
un mazako no Siem skaitliem, un tapec a,,, > A, jeb a,, An + o, kur o>0.
Aﬂ_n&+&+a A+
" n+1 n +1

Kapinot abas (3) puses (n+1)-ja pakape, iegtistam

n+1 2
(A‘n+1 jﬂ (An + _J = An o + Cl+1 ‘A‘n b O(’ Cri—l j_l(ij +

n+1 n+1
Ta ka visi saskaitamie ir nenegativi, tad

n+l
o
+| — .
(n+1j
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2 n+1
c2, j'l(—a J + +(—a J >0.
n+1 n+1
n+1
Savukart Crf+l=T=n+1.
Tapec
+ + o + o
Q. "¢ " +C e —=-¢ " +(n+)Q, T —-=
n+1 n+1

™+l ™ ™ ~ ™
= (A‘n — + ¢‘n /OL: (An - An +OL/= (A‘n /an+l'
Ta ka pec induktiva pien€muma
.
@ >a-a,-3-..4a,
M+l ™
tad (A‘nu/ 2 (A‘n/anu Za1 "8y -8z ...y,
Tapec A, >"la, -a,-8,-...-a,-a,,.
Esam pieradijusi, ka attieciba uz jebkuru naturalu skaitli
a+a,+a,+...+a
1 2 3 n > Q/al
n

‘@, -35-... A

n "

4.pieradijums. Sakotngji pieradisim lemmu.

[ M=100l0EY Ja n pozitivu skait]u reizindjums ir 1, tad to summa nav mazaka par n:
a,-a,-...a,=1 = a, +a,+..+a, =n.
Pieradijums. Lemmu pieradisim ar matematisko indukciju: n=2.
Péc dota aj-a,=1. Tatad
1 -12
a, +a, =a1+——2+2=L+222.
a‘l
Tas ar1 bija japierada.
Pienemsim, ka lemma ir pareiza attieciba uz visiem n=k>n.
Pieradisim, ka lemma ir speka gadijuma, kad n=k+1, t.i., ja visi skaitli a ir pozitivi un
a; -8, @y -y, =1
Tad a, +a, +...+a,,, =2 k+1.
Acimredzami, ka tad, ja ir speka vienadiba a, -a, -...-a, -a,,,;=1, ir iesp&jami 2 gadijumi:
1) wvisi reizinataji ir vienadi, tatad katrs no tiem ir vienads ar 1, un to summa ir k+1;
2) reizinataji ir atskirigi, tatad starp tiem ir gan par 1 lielaki, gan par 1 mazaki skaitli.
Pienemsim, ka a;<1, bet ax+1>1.
88, By By = €8y 28,y
Apzimésim a, -a,,; = X.
Tatad x-a,-...-a, =1.
Ta ka kreisaja puse ir k reizinataji, kuru reizinajums ir 1, tad induktiva pien€muma varam
rakstit: x+a,+...+a>K.
Bet
-
a,+a,+..+a, +a,, = €+a,+..+a, +a, —x+a =
>k+a,,, —x+a =(k+D+a,,—x+a -1=
-~
=(k+D)+a,, —28,,+8 -1=(k+)+ €, -1L-a, _
Ta ka péc musu pienémuma a;<1, bet ax+1>1, tad €, , —1:(— a :> 0. Tapéc
a,+a,+..+a, +a,,, >k+)+€.,-1¥-a >k+1.
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Lemma ir pieradita.

Izmantojot tikko pieradito lemmu, varam viegli pieradit ar1 teorému par vidgjo aritm&tisko un

vidgjo geometrisko.
Atcerésimies, ka G =Q/a, -a, -...-a,, .

Izdalisim abas puses ar G un ieglisim

. ..., a a
no kurienes izriet =% - =%..... -2 =1
G G G
Tatad ir n pozitivi skaitli, kuru reizinajums ir 1.
Saskana ar lemmu
4 2
G G
a,+a, +..+a, =n-G,
a, +a,+..+a,

an
+..+—2>n,
G

> G,
n
a, +a,+..+a
— " >nfa;-a,c..-a,.

Tas ar1 bija japierada
S.pieradijums. Sakuma pieradisim lemmu.

[ HE00000EY Ja n pozitivu mainigo summa ir konstanta, tad to reizinajums sasniedz vislielako
vertibu gadijuma, kad reizinataji ir vienadi.

Pieradijums.
Dots: X, + X, +...+ X, =nC.
Izvelesimies Y, +Y, +...+Y, =nc,kur y, =y, =...=y, =C

(tatad P=y, -y, -...-y,=c") un z, +Z, +..+ 2z, = nc, tadu starp skaitliem z,,2,,...,Z, ir arl
atSkirigi skaitli.

Pieradisim, ka P1=2, -z, -...- 2, <P=y, -y, -...-y, .

Ta ka vismaz dazi P; reizinataji ir atSkirigi, tad starp tiem var atrast tadu reizinataju,
kas ir lielaks par c, un tadu, kas ir mazaks par c.

Pienemsim, ka z;=c+o. un z,=c-f, kur <0 un >0.

Sada gadijuma P1= (c+a)-(C-B)-Z5-...-zn=[c*+C(0—P)-0-B]-Z5-... Zn.

Aizstasim c+o ar cun c-f ar c-p+a (abi jaunie skaitli ir pozitivi):
(c+a)+(c-p)=c+a+c—p =2c- B + o,
c+t(Cc-B+a)=c+c-PB+a=2c-p+aq,

(c+a)-(c-B) = ¢* + ac - ¢ -ap = c*+c(a—p)-ap,
c(c- B + o)= c*+c(a—P).
Taka o un B ir pozitivi, tad app>0 un c(c- B + a)>(c+a)-(c-P).
Tatad So skaitlu summa nemainas, bet reizinajums palielinas:
P,=c-(c- B + t)-Zg-....Zn=[c**+C(0—P)]-Z5-... Zn.
Ka redzams, P,>P;.
Megs ieguvam $o nevienadibu, vienu no reizinatajiem parveidojot par c.
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Ja, lidzigi rikojoties, par ¢ parveidotu nakamo reizinataju, tad summa atkal nemainitos,
bet reizinajums - palielinatos: P3>P,>P;.

Turpinot tada pasa veida talak, mes iegiitu arvien lielaku reizinajumu. Process apstatos
tad, kad vairs neko nevarétu parveidot, t.i., visi reizinataji biitu vienadi. Saja‘l bridi arT butu
iegiits lielakais iesp&jamais reizinajums P=c".

Lemma pieradita.

Talak pieradisim teorému par vid€jo aritmétisko un vid€jo geometrisko.
Izvélesimies tadu pozitivu c, lai a, +a, +...+a, =nc.
P&c lemmas nosacijumiem a, -a, -...-a, <C",
n
a+a,+a;+...+a
(1 23 ") >a,-a, a;... Q.
n

No §1s nevienadibas izriet, ka

a, +a, +..+a
== “>n/a,-a, .. 4, .

n

Tas ar1 bija japierada.

6.pieradijums.
leviesisim apzimé&jumus:

_a +a,+a;+...+a,

A, . :
A LA ta, tag ... ta,
" n+1 ’

G, =%4a,-a,-...-a,

G = "yay -, .8y,
Parveidojumu cela iegiistam, ka

(n+1)-Ans1=a, +a, +...+a, +a,,; =NApt+an.1
un (Gne1)"'=a, -a, -...-a,., =(Gn)"an+1.
Apskatisim starpibu:
R=(n+1)[An+1-Gn+1]-N(An-Gp) =
=(n+1)An+1-NA+NG,-(N+1) G =

=21 +NGr-(n+1) " G, "a,., .

Apzimésim a""'=x""! un G,=y""*

R=x"'+ny™ —(n+1)y"x =
=ny"(y—x)—x(y" -x") =

=(y—X) Iy” —xQ" Yy YR X =
— (y_x) nn _Xyn—l :+ Qn _Xzyn—z :+...+ cn _ Xn =

™~ ~

= (y—x) In—1 ¢ - X:+ yn—2 (/2 %2 :+ yn—3 (/3 _x® Tt (In X" =
VI PRSP ISP A

-~

R Y A A S L N S

=(y =07 Py GGy R xy X e @y
Ta ka (y-x)*>0 un

Tagad
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briey xSy @2 —xy+x :+ + @y XXM :_2 0,

tad R>0.

Tatad (n+1)[An+1-Gn+1]-N(An-Gp) >0, no kurienes

N(Ar-Gn) < (N+1)[An+1-Gn+1].

Ta ka $1 nevienadiba ir pieradita attieciba un jebkuru naturalu n un zinams, ka
Ar-G,>0, tad nevienadiba A, > G, ir spéka attieciba uz jebkuru naturalu n.

Nobeiguma pieradisim, ka teoréma mingtaja nevienadiba vienadiba ir spéka tad un
tikai tad, ja a, =a, =...=a,.

Pietickamais nosacijums.

Jaa, =a,=..=4a,,
a+a,+a;+...+a, n-a
tad A= n=—1L=a
n n
™
un G=1/a,-a,-..-a, =€, =a,
Tatad A=G.

NepiecieSamais nosacijums.
Piepemsim, ka vismaz divi skaitli, piem&ram a; Un a,, nav savstarpgji vienadi:
a+a, a +4a,

+ +a,+...+a 2
ata,tag+...+a, 2 2 8 "ot a4 .a
n n 2 ’ "
a, +a,

Taka > ,/a,a, , tad varam pastiprinat nevienadibu, ieglistot stingru nevienadibu

a +a,+a;+...+a >
L2 r: n :>’{/(/a1a2/-a3-...-an

. a,+a,+..+a
jeb 2 “>n/a,-a, .. 4, .
n

Tatad, pienemot, ka vismaz divi no skaitliem nav savstarpgji vienadi, esam ieguvusi
stingru nevienadibu starp A un G. Lidz ar to ir pieradits nepiecieSamais nosactjums.

Uzdevuimi.
1. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b, ¢ ir speka nevienadiba
(a+b)(b+c)(c+a) >8abc.
2. Divu pozitivu skaitlu reizinajums ir lielaks neka to summa. Pieradit, ka §1 summa ir lielaka
par 4.

3. Pieradit: ja a, b, c ir nenegativi skaitli, tad a+b+c > g?{/ @+b)(b+c)c+a).

4. Dots:a>0,b>0,c>0.
Pieradit, ka (a+b+c) (a®+b?+c?) > 9abc.
5. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru pozitivu a,,a,,...,a, ir speka nevienadiba

10
a, +2a, +3a, +4a, ]

2 3 4
al-az-a3~a4s( 10

6. Dots:a>0,b>0,c>0.
Pieradit, ka a>+b3+c® +15abc>2(a+b+c) (a’+b?+c?).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.

24,

Dots: a,b,c>0una+b+c=1.
Pieradit, ka a® +b® +c? +2+/3abc <1.
Dots: a>0.

a®+Db®

Pieradit, ka >3ab? - 4.

Pieradit: ja skaitli a, b, ¢ ir pozitivi, racionali un katrs no tiem ir mazaks neka abu pargjo
summa, tad speka ir nevienadiba

a b c
[1+Ej (1+EJ (1+a__b) <1.
a b c

Dots, ka a,,a,,...,a, ir nenegativi skaitli, S= a, +a, +...+a, unvismaz dazi no
skaitliem a,,a,,...,a, nav vienadi.
D S S S n’
Pieradit, ka + +...+ > .
S-a, S-a, S-a, n-1

Dots: ab>0 un cd >0. ]

Picradit, ka 2€ +b” ¢ +d? > 2/ab {/ab + 2/cd .

Pieradit, ka attieciba uz naturaliem m un n ir speka nevienadiba

GO+l @+2 O+3....-@+en-1_<@+n>"".

Dots, kaa>0, b>0, c>0.

Pieradit, ka a+b+c>+/ab ++/bc ++ac .

Dots, kaa>0, b>0,c>0,d>0.

Pieradit, ka /€@ +b €+d +./€+c 6+d +./€@+d H+c _>6%abcd
Dots, kaa>0, b>0.

Pieradit, ka (/5 + \/Bj >2\2€@+ bﬁ.

Dots, kaa>0, b>0, c>0.

Pieradit, ka a® +b® +¢® > a?+/bc +b?yac +c?Vab..
Pieradit nevienadibu a* + b+ ¢® >abc(a + b + c).
Dots: b>-1, b=0.

2
Pieradit, ka %bt"” >Jb+1.

Pieradit nevienadibu \/Xf +X5 + \/yf +yi > \/((1 +y, o+ €Y,
Dots: a>0, b>0, c>0.
2

Pieradit, ka +/x2 +a+\/¢—xf +b 2\/02 + (/5+\/5/ .
Dots: x>0, y>0, z>0.
Pieradit, ka Xy+ Yz +2x > \/3xyz€&+ Yy +Z .
Dots: a>0, b>0, c>0.

2 2 2 2152 2.2 2.2 -~
va“+b” +c ‘b+bc+ac+\/a b +b°c” +a‘c 23(+\/§ .

abc -

Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem nenegativiem skaitliem a un b ir spe€ka nevienadiba

%Q+bf+%ﬁ+b}a\/5+b\/5.

Dots, ka a,,a,,...,a, ir pozitivi skaitli a, -a, -...-a,=1.

Pieradit, ka
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

Pieradit, ka. (1+ay)- (1+ay)-...- (1+a,)>2".
Dots: a;,a,,...,a, ir nenegativi skaitli.

o n-1 ~
Pieradit, ka /a,a, +./@,a;, +...+4/aa,,, +...+,/a,,a sTﬁlJraz +...+a, .

Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem X,,X,,...,X

1 1 1
€ +X,+. X, | —+—+..+—|>n°,
Xl X2 Xn

n

Pieradit: ja skaitli a,,a,,...,a, veido aritm&tisko progresiju, tad

a, +a
%zx/al-az RN

Pieradit: ja a, b, ¢ ir pozitivi skaitli, tad
a b c 3
+ + >—.
b+c c+a a+b 2

Doti pozitivi skaitli a,,4a,,...,a,. Apzim&sim ar A visu skaitlu aj summu un ar Ai=A -
ai(i=1, 2, ..., n).
. a a a n
Pieradit, ka —+ + —2+...+—1>——.
A, n-1

Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem a, b ir speka nevienadiba

a’b” >a’b®.

Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem a, b ir speka nevienadiba
b a

Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem a, b, c ir speka nevienadiba
a’b°c® > ch%

Dots: x, p, q, r ir pozitivi racionali skait]i.

Pieradit, ka px"" +gx" P +rx" 1> p+q+r.

Dots: @>0, b>0, 0<p<1. Pieradit, ka €@+b " -a*P <a+ pb.

Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem naturaliem skaitliem a, b, c ir speka nevienadiba
a’+b” +c? _at+b+c

a+b+c 3
Dots: a, b, ¢ ir naturali skaitli.

a+b+c)a*b” _ (b+c)*(c+a)°(a+b)°

a b c

> aa+b+c . aa+b+c . aa+b+c

3 2a+b+c
Dots: x>0, n ir vesels nenegativs skaitlis.

X" 1

2 2n < )
1+ X+ X +...+X 2n+1

Pieradit, ka a®h®c® 2(

Pieradit, ka

o D . o D n+1)"
Pieradit, ka attieciba uz naturaliem n ir spéka nevienadiba n! < [Tj .

Pieradit, ka attieciba uz naturalu n ir speka nevienadiba 2" -nl<n".
Pieradit, ka attieciba uz naturalu n ir spéka nevienadiba (n+1)" > (2n)!!.

Pieradit, ka attieciba uz naturalu n ir spéka nevienadiba n" > (2n—-1)!!.
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42.

43.

44,

45.
46.

47.

48.

49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

{ml}nq“
il

Pieradit, ka attieciba uz naturaliem n ir speka nevienadiba €! > <

4

Pieradit, ka attieciba uz jebkuru veselu nenegativu skaitli n ir spéka nevienadiba
n-1

1+n22 <2".
Pieradit, ka attieciba uz naturalu skaitli n ir speéka nevienadiba 3n€n + 1:2 > 48/ én !l
Pieradit, ka attieciba uz naturalu n ir spéka nevienadiba

\
n(/n+1—1}1+%+%+...+1.
n

n(1+1f}n

Pieradit, ka attieciba uz naturaliem n ir speka nevienadiba !> < {

Dots, ka a, b, n > 0 un n ir naturals skaitlis. Pieradit, ka

nab™<a"+ (n - 1)b".
Kaut kadi reali nenegativi skaitli a, b, x, y atbilst nevienadibai a°+b’<1un X5+y5 <1
Pieradit, ka a®x® +b?y® <1.

Pieradit, ka n">1-3.5.7-...-(2n-1).

Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem a,,a,,...,a, ir spéka nevienadiba
a a a
L+ 24+ +"22>n
a2 a3 a'1

Pienemsim, ka skaitli b,,b,,...,b, ir kaut kads pozitivu skaitlu a,,a,,...,a, pargrup&ums.

. a a a
Pieradit, ka —-+—2+...+—2>n.
1 2 bn
Pieradit nevienadibu
n(n+1) n(n+1)
2 2
n+i <1t.22.30. <) 2NtL
2 3

Pieradit nevienadibu
n(n+1)
1 1 1 2 2
..... < =
223 n" |n+1
Pieradit, ka attieciba uz jebkuru veselu n ir speka nevienadiba

V244808 @on<n+1,

Pieradit: ja a, B, v, ..., 0 ir racionali pozitivi skaitli, x, y, z, ..., w - tikpat daudz pozitivu
. . v .- X w. .. 1= .
skaitlu un vismaz dazi no skaitliem —, %, —, ..., — Ir atskirigi, tad speka nevienadiba
o Y

x+y+z+-.-+wj““*“"'+5 >(5)“. x]ﬁ. z)y. (ﬂj
o+pP+y+...+0 o B y) T\8)

Reali skaitli X, X,,X;, X,, X5, X4 ietilpst intervala [0;1].

. <~ 1
Pieradit, ka €, - X, }(2 — X3 3(3 =% }(4 — X }(5 — X }(6 —X = 16
Reali skaitli a, b, ¢ ietilpst intervala [0;1].

Pieradit ka — & +— 2+ C L 4_a)a-b)a-c)<1

b+c+l c+a+l a+b+1
Piepemsim, ka a, b, c, d ir pozitivi skaitli, kuru reizinajums ir 1. Pieradit, ka
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

a’+b*+c*+d?+ab+ac+ad +bc+bd +cd =10,
Skaitli a,,a,,b,,b,,c;,c, apmierina nevienadibas
2 2
alaZ > 0’ alcl = 6l/'a'ZCZ = 62 "
D 2
Pieradit, ka (a1+8.2)(Cl+Cz) > (bithy)".
Dots, ka a,,a,,...,a, ir pozitivi skaitliuns = a, +a, +...+a, .

2 3 n
o ~ ~ S S
Pieradit, ka (+a1:(+a2,.(+an;1+S+E+§+...+—I.
13l n!
a, +a,+..+a
Dots, ka a; >0, a,>0, ..., a,>0un S = +——2 . " turklat n>1.
n_

Pieradit, ka a,-a,-...-a, 2(n-1)"(S—-a,)(S—a,)..(S—a,).
Dots, ka a, b ir atskirigi pozitivi skaitli.

n
Pieradit, ka a" +a" 'b+a"?b* +...+ab" " +b" > (n+1)(ab)?.
Pieradtt, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a,,a,,...,a, ir speka nevienadiba

a a a a a n
1 42 44—02 4l 4 n S
a,+a; a,+a, a,,+a, a,+a a-+a, 4
Dots, kaa, X;,X,,...,X, ir pozitivi reali skaitli un n>2.
Xo—X3 axn—x1 n 2

axl—xz a
+ e > -

Xp+ X, Xy +Xg X, +% 2€ +X, +..+X,

Pieradit, ka attieciba uz jebkuru naturalu n un jebkuram x> 1 ir speka nevienadiba

nt 0
Xx"=1>nlx2 —x2 |.

Dots, ka m, n ir pozitivi racionali skaitli un x>0.

Pieradit, ka

. n
Pieradit, ka mx" + —>m+n.
X

Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem a,,a,,a,, b;,b,,b; ir speka nevienadiba
3\/el +b1: e2 +b2:¢3 +b3:23\/a1 "8y - 83 +3§/b1 ‘b, -b;.
Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem realiem pozitiviem a un b ir speka nevienadiba a® + b®>
ab.
Pieradit, ja 2kn<a<(2k+1)m un 2mn<f<(2m+1)w (M, n - veseli skaitli), tad
sin o +sin B S 2
sino-sinfp . a+p’

Sin
Pieradit, ka attieciba uz visiem - 1<X<1 un 0<p<lI ir speka nevienadiba
% t+ XP+€-x7 :sl+@x2.

Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem a>1, b>1, c>1 ir spéka nevienadiba
2(Iogb a, log. b . Iogac)> 9

a+b c+b a+c ) a+b+c
Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b, ¢, d ir spéka nevienadiba
3\/abc+abd +acd +bcd <\/ab+ac+ad +bc +bd +cd
4 B 6 '
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73. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a,,a,,...,a,, kuru summa ir 1

1%

(n>2), ir speka nevienadiba

na, n
> > .
T 2—a, 2n-1

74. Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem a,,a,,...,a, Un a,+1=a; ir speka nevienadiba

O

ERC i1 &

75. Dots, ka a, b, ¢, d ir pozitivi skaitli un c-d=1.
Pieradit, ka intervala [x,y] atrodas vismaz viens vesela skaitla kvadrats, ja x=a-b un
y=(atc)(b+d).

76. Salidzinat peéc lieluma naturalus skaitlus m un n, ja zinams, ka (n!)™>(m!)".

77. Dots, ka a,,a,,...,a, ir aritmé&tiskas progresijas locekli, b;,b,,...,b, - geometriskas
progresijas locekli, turklat a;=b, a,=by, un aj= b;, kuri =2,3, ..., n-1.
Visi skaitli ir pozitivi.
Pieradit, ka ai>b;, jaie{2, 3, ..., n-1}.

78. Pieradit: ja m pozitivu skaitlu reizinajums ir konstants skaitlis, to summa ir vismazaka
gadijuma, kad visi Sie skaitli ir vienadi.

79. Atrast funkcijas y=(1-x)°(1+x)(1+2x)? vislielako vértibu, ja -0,5<x<1.

80. Dots, ka m, n ir racionali pozitivi skaitli, x, y - pozitivi skaitli.

m+n
. X+
Pieradit, ka x"y" S(—yJ m™n".

m+n
Atrast mazako x+y vértibu, ja x"y"= C.
6
81. Atrast funkcijas F(X, Y, 2) = % vismazako vértibu, ja x>0, y>0, z>0.
Xy?z

6.4. DIVU KOSTI TEOREMU IZMANTOSANA GEOMETRIJA

Teorému par to, ka jebkuru divu nenegativu skaitlu vid€jais aritmétiskais nav mazaks par to
vidéjo geometrisko, ir iesp&jams pieradit arf ar geometrijas metodém.

1.pieradijums. Uz taisna lenka CAD malam atlieckam nogrieznus AD= \/a_l un AC=,/a, un
novelkam lenka CAD bisektrisi AB. Péc tam caur punktu D paral€li taisnei AC novelkam

taisni DFE (Fe AB un E€CB, kur mala CB ir perpendikulara pret AC). Figiira ADFBC sastav
no diviem vienadsanu taisnlepka trijstiriem ADF un ACB. Aprékinasim So trijstiiru

laukumus: S, =%a1 un S, agc =%a2.

Taisnstira ADEC laukums ir vienads ar ,/a,a, .




Zimejuma viegli pamanit, ka figiiras ADFBC laukums nav mazaks par taisnstira ADEC
a, +a
laukumu. Tapec % >./aa, .

2.pieradijums. Uz nogriezna AB=a;+a, konstrugjam rinka liniju ar centru O un diametru AB
(2.zim.).

2. 72im.

Pienemsim, ka AC=a; un CB=a,.
No punkta C novelkam perpendikulu, kas krusto pusrinka Itniju punkta D.
No geometrijas kursa ir zinams, ka

DC =+AC-CB =./aa, . (1)
a, +a,

Ta ka AB=a;+ay, tad radiuss OD =

. .. a, +a
P&c taisnlenka trijstiira OCD redzams, ka DC <OD = +—%

)

. . a +a ce e .

No vienadibam (1) un (2) varam secinat, ka 172 > .,/a,a, . Tas ari bija japierada.
Zimg&juma varam redzet, ka vienadiba ir speka taja un tikai taja gadijuma, ja DC=0D, t.i., ja
punkti O un C sakrit, t.i., ja a;=ay.

Saja nodala ir ievietoti vairaki geometrijas uzdevumi, kurus var atrisinat, izmantojot Kosi
teorému jeb teorému par vid€jo aritmétisko un vidgjo geometrisko.

Uzdevumi.

1. Pieradit: ja A, B, C ir trijstiira lenki, tad sin g-sin %-sin % < %
2. Pieradit: ja A, B, C ir trijstiira lenki, tad
€in A+sin B+sin C 2 > 27sin A-sin B-sin C.

3. Pieradit, ka jebkurd trijstrT ir spéka nevienadiba p?>27r%, ja p ir pusperimetrs, r -
tevilktas rinka Iinijas radiuss.

4. Pieradit, ka jebkura trijstirT ir speka nevienadiba R+r >+/2S, ja R ir apvilktas rinka
Iinijas radiuss, r - ievilktas rinka linijas radiuss, S - trijstiira laukums.

5. Pieradit, ka jebkura trijstiirT ir speka nevienadiba S >2vVRr®, ja R ir apvilktas rinka
linijas radiuss, r - ievilktas rinka Inijas radiuss, S - trijstiira laukums.

6. Pieradit: ja a, b, c ir trijstiira malas un p - pusperimetrs, tad speka ir nevienadiba

1 1 1 9
p + + >=
a+b b+c c+a) 4
7. Pieradit, ka no visiem taisnstiriem ar diagonali c¢ lielakais perimetrs un laukums ir
kvadratiem.
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6.5. SAKARIBA %+ b,
a

e . o_.a b . . o
Biezi nevienadibu pieradiSanai tiek izmantota nevienadiba B+_ >2,ja aun b ir pozitivi
a

skaitli.
So nevienadibu varam viegli pieradit.
2 2 2 2 2 2
e a“+b a“+b ..a“+b
Parveidojot iegistam: >2, >ab jeb 5 >+/a’h® .

P&c teorémas par divu skait]u vid€jo aritmétisko, balstoties uz pieradito nevienadibu.

Uzdevumi.
R, ) e 1 11
1. Pieradit, ja a, b, c ir pozitivi skaitliuna+b +c=1, tad — +B +=2>09.
a C
2. Pieradit: 1 + 1 + l > L ,jaa, b, cir pozitivi skaitli.

a b ¢ a+b+c
3. Dots, ka a, b, ¢ ir pozitivi skaitli.

Pieradit, ka 1 + ﬂ + @ > i
a b ¢ a+b+c
4. Dots, ka a, b, ¢, d ir pozitivi skaitli.
Pieradit, ka 1+1+ﬂ+E ZL .
a b c d a+b+c+d
5. Dots, ka a, b, ¢ ir jebkuri pozitivi skait]i.
Pieradit, ka a + b + ¢ > § .
b+c a+c a+b 2
6. Dots, ka a>b>c ir pozitivi skaitli.
a a
+—4+—2>9.
b-c ¢ a-b

7. Dots, kaa>0,b>0, c>0.
Pieradit, ka (a + b +c) (a® +b* +¢*) > 9abc.
8. Dots, ka x>0 un n ir vesels nenegativs skaitlis.

Pieradit, ka

) C X" 1
Pieradit nevienadibu > o < )
I+ X+ X" +...+X 2n+1
2
) ) X°+2
9. Pieradit nevienadibu > 2.
x?+1

2 2 2
(n“+4)°+26—n S

6vn* +7n2+6

11. Pieradit nevienadibu tgx + ctgx > 2 visiem xe (o; g) .

10. Pieradit nevienadibu 2.

12. Pieradit, ka sin A sin g-sin % < %, ja A, B, C ir trijstura lepki.
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6.6. SAKARIBA STARP VIDEJO ARITMETISKO UN VIDEJO
HARMONISKO
Pieradisim, ka n pozitivu skaitlu vid€jo aritmé&tisko un vid€jo harmonisko saista sakariba
A+, +..+3, n
n -1 1 1

jeb

Pieradijums.

2.nodala esam jau pieradijusi, ka n pozitivu skaitlu vid€jais aritmétiskais ir lielaks vai vienads

ar to vid€jo geometrisko: A>G.
Tagad pieradisim, ka G>H.
Izmantojot KosT teorému, iegiistam

1 1 1
—t—+.+—
a, a, a o 1
n a,-a,-.-a,
Tatad a,-a, -...-a,
n .
na,-a,..a, T 1 1 jeb G>H.
—+— .+
al a‘2 a‘n

Taka A>Gun G>H, tad A>H.

Uzdevumi
Visos uzdevumos burti apzimé pozitivus skaitlus.
ab N ac bc <a+b+c

+ <
a+b a+c c+b 2
o a a,a a _.a a a a;
2. Pieradit, ka 8, , & o, &% | &4d SZ L.
a+a, a,+a, a,,+a, a,+aq 2
3. Pieradit, ka
a.a a.a a.a a.a a.a a .a n-1
172 18 4oy 28 42 gyl < Zai.
a+a, a +a, a,+a, a,+a, a, +a, a,, +a, 4

1. Pieradit, ka

. a +a a, +a a, +a a, +a
4, Pieradit,ka =—= + 24 43 14 T2 >4
a,+a, a,+a, a,+a, a,-+a,

5. Pieradit, ka E+1+1 ZL.
a c a+b+c
no1 4n?

6. Pieradit, ka ) —— > — :
i1 X Yi « + 2
i yi/

6.7. BUNJAKOVSKA-KOSI NEVIENADIBA

Otra visbiezak izmantota klasiska nevienadiba ir Bunjakovska-Kosi nevienadiba:

Xp1 Xp0eoor Xy Vi Yaue.., Y, 1r patvaligi skaitli, tad ir speka nevienadiba

-
2 2 2 2 2 2 2
€ +x2 v+ X :(/1 HYE et Y 2 €Y XY, et XY
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1.pieradijums.
Izmantosim matematisko indukciju.

Jan=1, iegistam x’x? > €y, .

Jan=2,tad €2 +x2 :(/f +y? :2 &y, + %Y,
XPYE XY, XY X Ys 2 XYL 2K Y%, Y, + X X,
((1ij + &, ylf > 2X,Y,X, Y5,

2
((1YZ XY, _ 2 0.
Pienemsim, ka nevienadiba ir speka visiem n<Kk.

2 2 2,2 2 2 2
€+ X2 X 3/1 FYE et Ve 2 €Y XYy et X Yy 1)
Pieradisim, ka ta ir pareiza ar, ja n=k+1, t.i.,
CxChtxt, G2yl vyl > + XY, + o F X )
1 2 k+1 1 y2 yk+l g 1y1 2y2 k+1yk+1 "

leviesisim apzim&jums: X; + X5 +...+ X} =A,
2 2 2_
Yy +Y, +..+ Y, =B,
XY, +XY, +..+ XY, =C.
Tagad nevienadibu (1) varam parrakstit sadi: AB> C?, bet nevienadibu (2) - sadi:
2 2 X -

«—'_ Xk+1 } + yk+1 /Z c + Xk+1 yk+l "

Atverot iekavas, ieglistam
2 2 2 2 2 2
AB + Ay + BXiy + X1 Yios = C + 20X Vi + X1 Vi

Ta ki AB >C? tad tikai japierada, ka AyZ,, + BxZ, > 2CX,,Y,.,. 3)

Taka €1 VA —[x VB >0,

tad AyZ, +Bx?, >2V AB‘Xk+1 Yl 4)
Bet VAB = C, tapec 2v/AB|X.a|Yicua| = 2C|X, || Vict| = 2C%, 1 Vi (5)

No (4) un (5) varam secinat, ka Ay?, + BX?, > 2CX, .Y, ...
Esam pieradijusi nevienadibu (3), 1idz ar to arT Bunjakovska - Kos$1 nevienadibu.
2.pieradijums.
Vienadiba €x, +Y, > =a’x? +2ax,y, +y; ir speka visiem k=1, 2, ..., n.
Saskaitot §is vienadibas, ieglistam
€ +y, o+ €@,+Y, o +..+ €, +Y, > =Aa’+2aB+C, 1)

kur A=x7 + X2 +...+ X7,

B=Xy, + XY, +.. + X, Y,
C=y} +y> +..+ Yy =B.

. _ _ : - : _ - B
Kreisa puse ka kvadratu summa ir nenegativa ar jebkuru a vertibu, art ar a = A

(Ja A=0, tad X, = X, =...=X,= 0 un nevienadiba ir acimredzama.)
Ievietojot So a vertibu vienadiba (1), ieglistam
2 _ p2
A% B c-ACB
A A A

Ir acimredzami, ka A>0, tapec AC-B2.
Ievietojot A, B, C vieta sakotngjas izteiksmes, iegiistam Bunjakovska - Kos$1 nevienadibu.
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3.pieradijums.
Skaitliem a un b speka nevienadiba (a-b)*> 0.
Kapinot kvadrata, iegiistam a’+b®> 2ab,

ab< Ea2+£b2.
2 2

Ieviesisim $adus apzZim&umus:

A= .a’+al+..+a?,

B = \b?+b? +..+bZ,

_
A
2 2 2
PR _, a’+al+..+a
Tatad & +a; +..+a’ = 2A2 L =1,

— b .
b=—"(=1,2,..n).
=3 (i )

b?+b/ +..+b’ = le n =1,
Varam uzrakstit n nevienadibas:
-1, 1-
ab, saaf +§b12'
P 1 =2 1 —2
a,b, <=a?+=b?,
22 2 2 2 2
ab, < l—nZ +£5n2.
2 2
Saskaitot §1s nevienadibas, ieglistam
b, +ab, +. 430 <41
1~1 22 n~n — 2 2 d
albl a2b2 anbn <1
AB  AB AB ~

ab +ab, +...+a,b, <AB,
~
€b +ab, +..+ab ><€ +a’ +...+a§}f +b7 +..+Db]
Nevienadiba parversas par vienadibu vienigi gadijuma, ja

a,-b=a,-b,=..=a,-b =0

b b 3 b
A B A B A B’
t.i., skaitlu sistémas (a,,a,,...,a,) un (b,,b,,...,b, ) ir proporcionalas.

4.pieradijums.
Sakuma pieradisim Lagranza vienadibu:

= 2 2 2 4,2 2 2
€Y+ XY ot XY = X X Yy -
2 2 2 2
- ‘(1y2 + XY~ ‘(1y3 + XY, e ((lyn + XY — «zys + XY, _—
2 2 2
€Y XY, D &Y XYy = €Y T X Yo
Pieradijums.
Atverot iekavas, kreisaja pus€ rodas $adi saskaitamie:
a) xZy’ kurl<i<n,

47



b) 2xiyiXkYk, kur 1<i<n, 1<k<n, i=Kk.
Savukart labaja pusg, atverot ickavas reizinajuma
~
((12 + X2 4.+ X 3/12 +YS L+ y? ,rodas saskaitamie

c) x’y’ kurl<i<n,

d) xZyZ kur1<k<n,i=k.

Labaja pusg, atverot ickavas, loceklos, kas tiek atnemti, rodas saskaitamie

e) - xy? kuri<i<n,

) 2XyiXkYk, Kur 1<i<n, 1<k<n,izk.

Labaja pus€ d) un e) tipa saskaitamie saisinas. leverojot, ka a) un c) tipa saskaitamie, ka ar1 b)
un f) tipa saskaitamie pa pariem ir vienadi, ieglistam, ka kreisas puses veértiba ir vienada ar
labas puses vértibu.

e L > . . -
Esam pieradijusi Lagranza vienadibu. Ja atmetam €, Y, +X,Y; _ veida saskaitamos, iegistam
Bunjakovska - Kos1 nevienadibu:

2 2 2 g2 2 27X =
4t Q2 Y24y 2 €Y+ XY, + ot XY

Uzdevumi.
1. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem x, y, z ir speka nevienadiba

((+y+zﬁl+l+lj29
X Yy z
2. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem X;, X,,..., X

1 1 1
€ +X, +o X, | —+—+.+—|>n%
Xl X2 Xn

, 1r speka nevienadiba

3. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem p;, P,,..., Py, Xi Xp,..., X, UN

n? n
realam r ir speka nevienadiba

2r\

r r r2 2r 2r
€. + P, X5+t PoX; =€ P, ot Py O+ PXE A PXE
4. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem X, X,,X; ir speka nevienadiba

1x +£x +=X 2<—x2+1x2+£x2
2t 377 6% T2t 37 Y

5. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem Y, V¥,,...,Y,, X;,X,,...,X, ir

n
speka nevienadiba

VXaY1 1 XoYs Fet XY SAX Xy et X Y Y, Y,
6. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b, ¢ ir speka nevienadiba
a b c 3
+ + >—.
b+c c+a a+b 2
7. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a, b, ¢, d ir speka nevienadiba

a b C d 2
>,

+ + +
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c 3
8. Dots, ka a, b, ¢, d>0 un ab+bc+cd+da = 1.

a’ b? c? d?
+ + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
9. Dots, ka a, b, c ir pozitivi reali skaitli u abc = 1.

Pieradit, ka > %
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

1 1 1 1
a*@+c b3¢1+c C Q+b
Dots,kaa+p +y=.

Pieradit, ka

Pieradit, ka tg® +th B g° Z >1.

Dots, ka a;, b,, I,di ir p021t1V1 skaitli (i=1, 2, ..., n).
€, b cd +a,b,c,d, +..+a, b, c d *<

! +a; +...+a,f:6f +b; +...+b;‘}f +C; +...+c,‘f]11“ +d; +...+d::
Dots, ka a;, b;, ¢;, d, ir pozitivi skaitli (1= 1, 2, ..., n).

Pieradit, ka
4fa, b, c,d, +4/a, b,c,d, +..+4a, b, c, d, <

<4faf+al+..+a’ -4fbf b+ +b? 4t +ct et 4fdf +dl L +dl

Pieradit, ka

Dots, ka X, +X, +...+ X, =1, X;,X,,..., X, ir pozitivi reali skaitli.
X X X A/ X, 4 X
Pieradit, ka 2 44— >NV 2 L.
\/1 X, \/1—x2 1-x, n-1

Dots, ka X; +X, +...+X, = 1.

Pieradit, ka eksiste tadi veseli skaitli ej, no kuriem visi nav nulles un kuri pé&c modula ir
mazaki par k, un ka attieciba uz jebkuru k>1 ir speka nevienadiba

(k-Dvn
X, +€,X, +. € Xy | ST
k" -1
Dots, ka neN un a, b ir reali skaitli.
Xo+ X, +oot X, =aUN X2+ X +..+X.=bh.
Kadas veértibas var biit mainigajam Xo?
€ X +a,X, +...+a,X

Atrast funkcijas y = ;—— lielako vertibu, ja a;,a,,...,a, ir dotie
X2 X2+ X

skaitli (konstantes).
Atrast funkcijas y = x,X, + Y, Y, + 2,2, lielako un mazako vértibu, ja x; + Yy +z7 <4 un
X2 +y+25 <0.

6.8. KOSI TEOREMAS VISPARINAJUMI UN DAZAS KLASISKAS
NEVIENADIBAS.

l.visparinajums. Attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a;,a,,...,a, un jebkuriem

veseliem skaitliem p,, p,,..., p, ir speéka nevienadiba

pl+p2+...+pn
aP-af...a" = p,a, + p,a, +...+ p,a,
" P, +P, +..+P,

Vienadiba ir speka vienigi gadijjuma a, =a, =...=a,,.
Pieradijums.

n-n=n* n*

ar-a)-..-a’=aaa ...a-a,4a,...a,-...-4,3,a, ...a
%r—J

p, reizes p, reizes p, reizes

Labaja pus€ kopgjais reizinataju skaits irm = p, +p, +...+p, .
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Izmantojot attieciba uz Siem m reizinatajiem teorému par vid€jo kvadratisko un vidgjo
geometrisko, ieglistam
a,8,a,...a,-a,a,a,...4,...-3,a,a, ...4, <

p, reizes p, reizes p, reizes

P1 P2 Pn
LA At B A, 8y b8, TR, 8, ot R,
m

Pr P+t Py
=( P&, + P,a, +..+ Pp,a, ]
P, +P,+.tD,

Tas ar1 bija japierada.
Nosacijums, kas parvér§ nevienadibu vienadiba, ir analogisks nosacijumam teoréma par
vidgjo kvadratisko un vidgjo geometrisko vienadibu.

2.visparinajums.
Attiectba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem a;,a,,...,4, un jebkuriem racionaliem
pozitiviem skaitliem P , P , Ps e Pn ir speka nevienadiba
ql q2 q3 qn
P P2 Ps,  Pn
4 0 q On
o b, N &al+&a2+&a3+...+&an T
S A P a,
PP P, P
ql q2 q3 qn

Pieradijums.
Lai pieraditu teorému, vienadosim doto racionalo skaitlu saucgjus. Pienemsim, ka kopsaucgjs

irq.

S S S . . e Cg.
&:—l,&:—z,...,&:—“,kur $,,S,,...,S, ir veseli pozitivi skait]i.
ql q qz qn

L P2 Pn 2 S2. Sn 3
q
a -af-...a"=a -a) -...at =€-ap-....a’ g

1. visparinadjuma esam ieguvusi, ka

n

s,a, +5,a s.a, )
+ ot
afl-a?-...-asn<(ll 272 n=n J

S, +S, +...+S,

Kapinot abas nevienadibas puses ( J-jﬁ pakapg, ieglistam

o |

S +Sy+.+S,
2% 2% . .ah < S,a, +S,a, +...+S,a, q
" S, +S, +..+S,

Sn

%2,
a q q

S S S
La, +%a,+..+"a,
q q q

s, S s
T2+

qa q q
Lietojot iepriek§€jos apzim&jumus, ieglisim mekleto nevienadibu.
Piezime.
No sakotng&jas nevienadibas ir iesp&jams iegiit arT nevienadibu

50



L4+ 41,

af-azr?-...~a;"s(rla1+r2a2+"'+r”a” j |
o0+,

kur r,r,,...,r, ir jebkuri pozitivi skaitli.

3.visparinajums. Apzimésim ar P, (a) vidgjo aritmétisko visiem $o skaitlu reizinajumiem pa

k. Ka redzams, A(a) = P1(a), G(a) =y/P,(a) .
Pieradit, ka
a) P’(a)=P.,(a)P ,(a),

b) P,(a)>P,(a) =3/P,(a) >...> 1P, (a).

Vienadibas speka tikai gadijuma, ja a, =a, =...=a,,.
Pieradijums.
a) Pieradisim $o nevienadibu ar matematisko indukciju p&c parametra n.

Ja visi g; ir vienadi, tad vienadiba ir acimredzama.

Piepemsim, ka starp skaitliem a; vismaz dazi ir atSkirigi. Tagad varam parrakstit doto
nevienadibu ka stingru nevienadibu, lietojot zZimes > vieta zimi >.

Pievienosim dotajam izteiksmém vél vienu: Pp(a) = 1.

Jan =2, ti., ir divi skaitli, tad dota nevienadiba ir speka. Saja gadijuma eksisté tikai tris

Pi(a): Po(a) = 1, P,(a) = - *z'az L P(@) =3 -a,.

2
al+a2) a3
1 2"

Viegli parbaudit, ka (P1(a))>> Po(a) P2(a) = P2(a) jeb (

Ta ir patiesiba.
Pienemsim, ka apgalvojums ir speka patvaligiem n - 1 skaitliem a,,a,,...,a, ;, un pieradisim,

ka tas ir speka patvaligiem n skaitliem a,,a,,...,a

n-

Apzimésim ar s, (&) visu a,,a,,...,a, skaitlu reizinajumu pa k skaitliem summu, bet ar

n

s (a) - visu n-1 skaitlu a,,a,,...,a,, reizinagjumu pa k skaitliem summu. Ja no sk(a) iznestu

visus reizinatajus, kas satur ay, tad ieglitu vienadibu s, (a) =s, () +a,S,,(a).
Apzimgjot ar Ek izteiksmi Py, kas sastadita n - 1 skaitliem a,,a,,...,a,,, iegistam
sc(@) s.(a Sa(a s (a Sia(@) n—-k= K=—
p 5@ 5@ L 5@ 8@ 5@ _nkp kg
Cn Cn Cn Ck L Ck—l E n n
n n-1
n—k K

Apskatisim starpibu
P& = Pet Pt =

n—k— k—T1 [n-k-1-— K+l—||n-k+1=— k-1—
=|—P +a,-P,| -|———P,, +a P, |- P,+a —P_,|=
[ n k n k—1i| |: n k+1 n n k :| |: n k-1 n n k-2 :|

- L R kDK DRI o, IK-KR R - (A
X K-1BLR, - €1 k1B R +ar R kDK DR P g
=n—12 A+a B+a’C ]

A, B un C apzimé&jam izteiksmes, kas atrodas kvadratiskajas iekavas.)

P&c induktiva pienémuma ir spéka nevienadibas
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P? > Pyt Prars Prs > Pros Py

Sareizinot §1s divas nevienadibas, ieglistam
Py Pia > Piia P
Tapéc izteiksmé P} — P,y Py iegﬁstam
A-0-k?p2- -2 -1R P =P’ SRy ST
B=2k(n-k)PP_, - €-1%—k- 1R+1Pk ) (<+1j(1 k + }TP_=
- 2P P, +&-1%-k-1hR,-P.P, >2P P,
C =k*P2, — (k-1)(k +1)P, Pk  =k’P2, - (K> -)P.P_, =
= Pk2_1+(k2—1)E PP, =P,

= 2 2 (; —
Tatad p, — Py Pras = P — 28, pk PstasPe, = § -2, P L 20.

Tas ar1 bija japierada.
To, kad ir speka vienadiba, atstajam katram izp@&tit patstavigi.

b) Ta ka esam pienémusi, ka Po(a) = 1, tad (P1(a))*> Po(a) P2(a) = P2(a) jeb P1(a)> 4/ P,(a).
(ArT Soreiz rakstisim zimi >, jo Vlenadlba ir speka tikai gadt %umz‘l, kad wvisi a; ir vienadi.)
Sareizinot nevienadibas (Pl(a)) > Py@) un [(P2@)*>[ Pi(a)Ps(d)]>, iegistam

[(P2(2))*>[(P5(a))*.
Tiei tapat, sareizinot nevienadibas (P1(a))>> P»(a) un [(P2(a))’]*>[ P1(a)Ps(a)], [(Ps())*]*>[

P2(8)Pa(a)]’, ieglistam [(P3(a))*>[(Pa(a))".
Tatad 3/P,(a) > 4/P,(a) .
Analogiski varam pieradit prasito nevienadibu

P,(a) >,/P,(a) >3/P,(a) >...> /P, (a).

4.visparinajums.
Ja a >0,a,>0,...,a,>0, p,20,p, 20,...,p, 20un p, +p, +...+p, = 1, tad ir speka

nevienadiba a -a}? -...-a™™ < p,a + p,a, +...+ p,a,
Pieradijums.
Pieradisim So nevienadibu, izmantojot matematisko indukciju.
n=2. af -a;” < pay + P,a, 1)
Ja p1=0 vai p,=0, tad nevienadiba ir pareiza.
Pienemsim, ka p1>0 un p,>0.
Lai pieraditu (1), ir pietiekami pieradit, ka
Py
& &
—| <p—+@0-p,). 2
(azj plaz d-p) )
Apliikosim funkciju f(x)= p,x—x™ +1-p,, X € Q;+0 .
Aprékinasim funkcijas pirmo un otro atvasinajumu:
)= p, = px™ 7,
f'(x) = P: @- pl)x 2> 0.
Punkts x = 1 ir funkcijas lokala minimuma punkts, un funkcijas vertiba $aja punkta ir f(1)=0.
Ta ka funkcija f(x) ir nepartraukta intervala (0;+ ) un eksisté tikai viens lokala minimuma
punkts, tad $aja punkta tiek sasniegta vismazaka funkcijas vertiba, t.i.,:
px—x" +1-p, >0. 3)
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Vienadiba ir speka tikai gadijuma, kad x = 1.

Ievietojot izteiksmé (3) X = —, ieglistam nevienadibu (2) un talak nevienadibu (1).
a’2

Vienadiba ir speka tikai tad, ja — =1, t.i., ja a;=a,.
aZ

R : _ L a, +a,
(Ja p1=p2= > ieglistam jau pazistamo nevienadibu /a,a, < ———~

Esam pieradijusi: ja n = 2, tad nevienadiba ir pareiza.
Piepemsim, ka nevienadiba ir speka, jan =Kk, t.i.,
PP p

at-a,? -..-a < p@ +p,a, ..+ pa. (4)
Pieradisim, ka nevienadiba ir pareiza ari tad, jan=k + 1:

PP P . o P

a;t-ay" et agy < P+ Pody o+ Pt Py
D D, P1+P2

P P2, APk APka Pi+P2 | A PitP2 .aPs . . P, Pk
T A N N a, A" et @y By

Esam ieguvusi reizinajumu, kura ir k locekli, un saskana ar induktivo pien€mumu
P+ P2
Py P,

PitP2 A PitP2 .aPs . Pk, qPkua
& a, A3 ey S

Py )
PP PP
<@ +p, Laf +al"™ |+ paag o+ Py + Py, <

P P
< ()1 + pzﬁ - a + 2 ay |+ Ps8z +..+ P8y + P8y =
P+ P, P, + P,
=P+t P F Py
Tatad nevienadiba ir speka attieciba uz jebkuriem naturaliem n.
No nevienadibas (4) varam iegiit

1 1 1 1 Py 1 P2 1 Pn
Pl AP, — At p,—=| = | | = =],
al aZ a‘n a‘l aZ an

. 1
ti., <a-aj-..-a’.
P P P
a'l a2 a'n
Esam ieguvusi
1
< alp1 'azp2 '---'ar?" S P+ P, et Pia,. ®)
P P Pa
a‘l aZ an
Tas ir visparinagjums nevienadibai starp vid&jo harmonisko, vidgjo geometrisko un vid&jo
aritmétisko. Ja p, =p, =...=p,, tad ieglistam Kos1 nevienadibu
a, +a, +..+a
nla,-a,-.-a, <—+—32 n
n
5.visparinajums. Ja a;>0, ¢;>0, ZCi #0(@(=12,..,n)

tad
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c,+C, +...+C c,a, +C,a, +...+C.a
c,+C,+..+C, —+—2 o AL 22 nn, (6)

C71+Ciz+.“+cin C1+CZ+"'+CH
al a2 a'n

Pieradijums.

. .. . . . C .
Nevienadibu (6) viegli var iegiit no nevienadibas (5), ja p, = ! ,1=1,2,...n
C,+C, +..+C,
Ja ¢i>0, tad vienadiba izteiksme (6) ir iesp&jama vienigi gadijuma, kad a, =a, =...=a,,.

6.Cebiseva nevienadiba.
Ja a,a,,...,a, un b,bh,,....b
ka

. ir divas nedilstoSas (vai neaugoSas) skaitlu virknes, pieradit,

a,+a, +..+a, b, +b,+..+b, - a,b, +a,b, +...+a,b,
n n n

Pieradijums.
Cebiseva nevienadibu varam parrakstit $adi:
n€,b, +a,b, +..+a b, >€ +a,+..+a, O, +b,+..+b .
Apskatisim starpibu
n€b, +a,b, +..+a b € +a,+..+a, O, +b,+.+b =

= hl_aZ}l_b2:+ e‘l_a3}1_b3:+"'+en—l_an}n—l_bnizo'

Izteiksme ir lielaka par 0, jo &;,a,,...,a, un b;,b,,...,b, ir divas nedilstosas skaitlu virknes.

~

Vienadiba ir speka vienigi gadijuma, ja a, =a, =...=a, vai b, =b,=..=b,.
7. Bernulli nevienadiba. Ja h>-1, tad attieciba uz jebkuru naturalu n ir spéka nevienadiba
(1+h)">1+nh.
Pieradijums.
Pieradisim izmantojot matematisko indukciju.
Jan=1, tad (1+h)'>1+1h.

Jan =2, tad (1+h)*>1+2h+h’>1+2h.

Pienemsim, ka nevienadiba ir speka, ja n = k:

(1+h)*>1+kh. (1)
Pieradisim, ka nevienadiba ir pareiza arT tad, ja n = k+1, t.i.,
(1+h)*"1> 1+(k+1)h.
Sareizinot abas nevienadibas (1) puses ar nenegativu skaitli 1+h, iegiistam
(1+h)***> (1+h)(1+kh)

jeb (1+h)*" > 1+(k+1)h+kh?.
Tapéc (1+h)<** > 1+(k+1)h.
Vienadiba ir speka tikai gadijuma, jan=1 vai h=0.
8. Heldera nevienadiba. Pienemsim, ka p, q ir racionali skaitli, p>1, l +i =1.
q
Tad attieciba uz jebkuriem pozitiviem skaitliem X;,X,,...,X,, V¥, Y,,...,Y, I speka

n

nevienadiba

< <
X+ X, Fet Xy XYy 4+ XY+t XY, < &P+ X0+ %P p QG +yd oyl g,
Pieradijums.
Vispirms pieradisim lemmu.
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. i 1 1 . . o o
Ja p un q ir pozitivi racionali skaitli un —+— =1, tad jebkuriem pozitiviem skaitiem
P Q

. : 1 1
X un y ir speéka nevienadiba xy < —x" +=y*.
q
Pieradijums.
Ta ka p un q ir pozitivi racionali skaitli, tad ir iesp&jams atrast tadu veselu pozitivu skaitli k,

lai skaitlis m = k 2 biitu vesels.

Apzimésim ar z un u $adus skaitlus:
m+k m+k

z=x kK unu=ynm . (1)
Pamatojoties uz nevienadibu starp vidgjo aritmétisko un vidg€jo geometrisko, ieglistam

1
veml ZZZ...Z -UUU...U < Z+Z+Z+..+Z-U+U+U+...+U
— —— k
k m m-+ k m

jeb “zk.um < ! &«z+mu. (2)
K+m
.11 _ p
Taka —+— =1, tad ptq=pq. Dots arT, ka m =k —.
P q q
Tatad k+m=k+kP -k PHa_Ked_ . 3)
q q q
No (2) un (3) varam uzrakstit
k m
z' .u* si(<2+mu\. (4)
kp -

Savukart no (1) un (3) iegiistam
kp kp
z=xXunu=ynm, (5)
Ievietojot z un u vertibas no (5) nevienadiba (4), ieglistam

1 ke
xy < —| kxP +mymj
kp

kp

p m
jeb xysx—+my :
Y

kp

Nemot véra, ka m =Kk P , ieglistam

xyslxp +lyq.
q

Tagad pieradisim Heldera nevienadibu.

<
Pienemsim, ka &’ +x)+..+x? p =X un Syl +y? Y, un izdalisim abas
5 1 2 n _s 1 2 n

/q =
nevienadibas puses ar XY.
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. X . .
Ja mé&s veél apzimesim Yk =z, un % =t,, kur k=1, 2, ..., n, tad pieradama nevienadiba

reducgjas par zitit Zotot..+t Zpta <1, kur z'+z)+..+zP =1 un t!+t) +..+t] =1
Pamatojoties uz lemmu, varam uzrakstit n nevienadibas:

1 1
zt, <=z + =t}

Saskaitot $1s nevienadibas, ieglistam

1 1 1 1
Zt 42t 4.4z t, <= €P +2? +...+z,§’:+—(lq +1) +. 4t :=—-l+—-1=
p q P q

=£+1=L

P q
Tadgjadi Heldera nevienadiba ir pieradita.
Piezime.
Jaievero, ka Bunjakovska - KosT nevienadiba ir Heldera nevienadibas specialgadijums, ja p =
g=2.
9. Pieradit, ka ir spéka nevienadiba Q>A>G>H, ja
Q - vidgjais kvadratiskais
A - vidgjais aritmétiskais
G - vidgjais geometriskais
H - vidgjais harmoniskais
(n pozitiviem skaitliem a,,a,,...,a,.)
Pieradijums.
Sakaribu A >G >H esam jau pieradijusi ieprieks, tatad tikai japierada, ka Q> A, t.i..

\/af +af +..+a’ S ta, .. +a,
n - n '

1.pieradijums.

Jaa, +a, +..+a, =3, (1)

a, :H-i-mn.
~
a +a,+..+a =a+€, +m, +..+m, .
No (1) varam secinat, ka m; + m, + ... + m, =
No (2) iegtstam, ka
2
a am
af =—+2—+m/,
n n
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2
a, =—+2 +m,,
2 nz n 2
a®> _am
al=—+2—"+m;,
n n
Saskaitot §1s nevienadibas, ieglistam
2
a a ~ ™~
al+al +..tal="—+2-€, +m, + .. +m +@+m+. . +m’.
n n
n 2 -

o a
Taka >.m, =0, tad af +aj +..+a; =—+ €7 +m] +_.+m}
¢ n -
i=1
2

a
un a’ +a’ +..+a’>—.
n

Tadgjadi nevienadibu esam pieradijusi.
2.pieradijums.

Ja a, =a,=..=a,, tad ir speka vienadiba.
Piepemsim, ka vismaz dazi a; atSkiras sava starpa.

Apzimésim M =\/a12 +al+..+a’.

a a,
al:%iazzﬁi””“”:WF
1
Bl:BZ :__.:Bn =ﬁ

Acimredzami, ka
ol +o) +..+al =1,
By +B5+.. 4By =1
G, B, +€,—B,  +.+€, B, >>0.
Apzim@sim X =o,f3; +o,B, +...+ o, B,.
Tagad €, —B, >+ €, —B, > +...+ €&, —P, > =2-2x>0, tatad x<1.
Tapec |o,B; +a,B, +...+ o, B, <1,
~ 1
€ +a, +..+a,_——<1
1 2 M\/ﬁ
a +a, + ..+ ansM\/ﬁ,

a +a, +..+a |i
Jn Jn'

\/af +al+..+a’ &t + . ta,

"< JaZ+al+..+al

n n
3.pieradijums.
2 2 2 A2 2 2
a +a,+..+a; =a; +a, +..+a; (1)
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Saskaitot (1) un (2), iegiistam
~ 2
n€ +al+..+a’ > € +al+..+a’ ),

a’+a’+..+a’>

2
€ +al+..+al . 1
n Jn
\/af+a§+...+a§ >af+a22+...+an2
n N n '

Tas ar1 bija japierada.
Esam pieradijusi, ka Q>A>G>H.

Uzdevuimi
1. Dots, ka o, B,y ir pozitivi skaitli,
o+PB+y=>Lar a,a,,...,a,, b,b,,...,b,, c,,C,,...,C
Pieradit, ka
a’blct +aghblct +...+a*b’c* <

n=n=n

. 1r pozitivi skaitli.

ixed
<€ +a, +..+a 0 +b,+.+b "€ +c,+..+cC, "

2. Pieradit, ka
(1+ 1)(1+ 1j[1+ 1) > 64,
X y Z

jax,y, z ir pozitivi skaitli un x+y+z=1.
3. pun q ir pozitivi racionali skaitli un 1 + 1 =1.
P g

Pieradit, ka jebkuriem pozitiviem skaitliem x un y ir speéka nevienadiba

xyslxp +lyq.

q
:m = 2 a2 2 ~
4. Pieradit, ka (11 ‘A, c.c@y ) < ———— @ + 23, + ... +Na, .
n(n+1)
Kad spéka vienadiba?
5. Dots, ka x;, X,, X, ir pozitivi skait]i. Pieradit, ka

X X X 3

L2 43 >

X, X3 X +X; X +X, 2

Kad nevienadiba parvérsas par vienadibu?
6. Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem X, X,, X5, X, ir speka nevienadiba
X X X X
L2 43 4 4 >
X, +X3  Xg+X, X, X X +X,
Kad nevienadiba parversas par vienadibu?
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7. Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem X;,X,,X;,X,,Xs 1ir speka
L X X X X X 5
nevienadiba —*+—+ "2 4+ 2 4 4 4T85 >*
X, + X3 Xg+X, X +X Xo+X X +X, 2
Kad nevienadiba parvérsas par vienadibu?
8. Pieradit, ka attieciba uz patvaligiem pozitiviem skaitliem X;,X,,X;,X,,Xs, X 1ir speka

nevienadiba — 24— X X X X 3
Xo + X3 Xg4+X, X, +Xs X +Xg Xg+X X +X
Kad nevienadiba parversas par vienadibu?
9. Izmantojot CebiSeva nevienadibu, pieradit, ka attieciba uz visiem naturaliem skaitliem n ir
speka nevienadiba

O-12pg+€G-1%+1 1

- <€@-1pg+1,

Jap>1,q>1(vaip<l, g<l).
10. Pieradit, ka attieciba uz jebkuru naturalu skaitli n ir speka nevienadiba

n+1 n
(1+—1 J >(1+1J .
n+1 n
< < <
11. Pieradit, ka € +vy o + € +yP » > k +X, "+ € +y, " P kurp>1.
12. Pieradit, ka

< 3 <
2 2 2 2 2 2 2 2 2
€ +a’ +...+an/2+6l +b; +..+b; 2 +ot C+1: +oHl 2>
<
—2 2 -y
> h+b1+...+ll/+¢2+b2+...+I2/+...+€n+bn+...+In/_?—.

7. INTERPRETACIJU METODES NEVIENADIBU PIERADISANA

Vairakas iepriek$¢jas nodalas tika izmantota geometriska interpretacija, lai pieraditu dazadas
nevienadibas (4. nodalas 6. piemérs u.c.). Saja nodala lidzigas metodes aplikosim nedaudz
pilnigak.

7.1. DEKARTA KOORDINATU SISTEMAS IZMANTOSANA.

Viena pieradijumu grupa izmanto faktu, ka isakais attalums starp 2 punktiem ir taisnes
nogrieznis, kas tos savieno.

1.piemérs. Pieradit nevienadibu

JE&-12 +y? +/€+12 +y2 22,

Pieradijums. Aplikojam Dekarta koordinatu sisttma Oxy tris punktus A(1;0), B(-1;0) un
M(x;y). No nevienadibas starp trijstira ABM malu garumiem izriet, ka

|AM|+|BM|>|AB|.

Bet
|AM | =/ &-17 +y?,
IBM|=+/ €+17 +y?
un |AB|=2.
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Uzdevumi.
1. Pieradtt, ka \ &—17 +&—-3" +/ -5 >4,

2. Doti pozitivi skaitli a;,a,,...,a,, , kuri mazaki par 1. Pieradit nevienadibu

\/a12+(—a2:2 +\/<';122 + -2, " +..+ i + -3, > 2k2.

7.2. VEKTORU IZMANTOSANA NEVIENADIBU PIERADISANA

Loti plasi tiek izmantota nevienadibu interpretacija ar vektoru palidzibu.

2.piemérs. Doti 8 reali skaitli: a, b, ¢, d, e, f, g, h. Pieradit, ka kaut viens no seSiem skait]iem
actbd, aetdf, ag+bh, ce+df, cg+dh, eg+fh ir nenegativs.

Pieradijums. Apskatisim Getrus vektorus: v, = @b v, = €,d ,v, = € f ,v, = ¢,h .
Noraditie seSi skaitli ir vienadi ar So vektoru paru skalarajiem reizinajumiem

—_— — - — — —

T : e -
> tad viens no reizinatajiem ir nenegativs.

Uzdevumi.
3. Pieradtt, ka pozitiviem a, b, c ir speka nevienadiba
4 4 4
a+h+c< w
abc

4. Dots, ka o+ p +y = 2x Pieradit, ka
3
0050c+cos[3+005y2—§.

5. Pieradit, ka

JaZ +b7 +.JaZ +bf +..+,/a? +b? >

2\/61 +a, +..+a +€ +b, + .. +D

2
6. Pieradit, ka \/x2+a+\/(:—xf+bz\/cz+(/5+\/5/,
jaa=0unb>0.

]
n_-"*

7.3. TRIGONOMETRISKO FUNKCIJU IZMANTOSANA

Pieradijumu var pamatot ar trigonometrisko funkciju definicijam un sakaribam geometriskajas
figliras.

3.piemeérs. Pieradit, ka ir speka nevienadiba tgo-tgp>1, ja 0<a, B<g un oc+B>g .

Pieradijums. Apskatam Saurlenku trijstiiri ABC.
P&c konstrukcijas
MD DB _ MD MD 1

—=——, tatad — - ——=1.
AD MD AD DB
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Ta ka CD>MD, tad €D D >1.
AD DB
Nemot veéra, ka tgA = cb un tgB = @,
AD DB
iegiistam tgA-tgB>1.
C

/]
),

N

AN
4.piemérs. Pieradit, ka attieciba uz katru Sauru lenki o ir speka nevienadiba
[1+ _1 j(1+ 1 )>5.
SIn o cosa
Pieradijums.

Konstrugsim taisnlenka trijstiiri ABC, kura augstums CD = 1.
Izmantojot lenka o trigonometriskas funkcijas, izsakam trijstira ABC katetes un hipotentizu:

BC :L; CAz_i; BAz_;.
cos o sin o sin o - cos o

Uzdevuma apgalvojumu iegiistam no nevienadibas a + b + ¢>4.
Savukart §1 nevienadiba izriet no ta, ka a+b>c un c>2, jo augstums taisnlepka trijstlirT nac
lielaks par tadas rinka Iinijas radiusu, kura uzkonstruéta uz hipoteniizas ka diametra.

C

Uzdevumi.

. a, + a
7. Pieradit, ka 17221/611'%'

8. Doti 5 dazadi reali skaitli. Pieradit, ka no tiem var izvél&ties divus un apzimet ar x un y ta,

ka ir speka nevienadiba 0 < =Y 1.
1+xy

9. Pieradit nevienadibu a—c > +b€—a’ +c€@-b > +4abc>a’+b®+c? jaa buncir
pozitivi skaitli, no kuriem katru divu skaitlu summa ir lielaka par treso skaitli.

7.4. LAUKUMU NOVERTESANA UN SALIDZINASANA

Aplikosim piemerus, kuros tiek izmantotas laukumu noveértéSanas un salidzinasanas idejas.

I C . a + a
S.piemérs. Pieradit nevienadibu % >.\/a,-a,.
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Pieradijums.

D F/E

A C
Uz taisna lepka CAD malam atliksim nogrieznus AC = \/a_z un AC = \/a un novilksim

ZCAD bisektrisi. Caur punktu D novilksim taisni DFE paraléli AC. Figira ADBFC sastav no
diviem vienadsanu trijstiriem ADF un ACB. To laukumi

1 1 .
SAADF:Ea1 un SAABC:EaZ. Bet S,pec =vaa,. Zim&uma redzams, ka

_ a + a,
S uaor + Saace = S apec tatad ——z4a e,

6.piemérs. Dots, ka a>c, B>c>0. Pieradit, ka \/ c€ - C:+ \/ ch- C:S Jab. (1)
Pieradijums.
B
1
A D C

Konstrugjam trijstari, kur AB=\/5, BD = \/E, BC=+Db.

No Sejienes |AD|=/|AB|" ~|BD| =+a—c,

ICD|=+b-c.
Tapec S pgc :%|AB|-|BD| =%(/a—c +\/b—c;/E.
Savukart S g :%|AB|-|BC|-sin ZABC s%|AB|-|BC| =%\/£

\
Tatad % a—-c +\/b—cﬁs%@,

bet §1 nevienadiba ir ekvivalenta ar (1).

Uzdevuimi
o ) sin X . T
10. Pieradit, ka sinx<x<tgx un COSXx < —— <1, ja 0<x< E .
X

C sino  Sin no
11. Pieradit, ka —— >
o no

12. Pieradit, ka a-Sina<p - sinf, ja oo un B ir Sauri lenki un a<p.
13. Pieradit, ka tga - a<tg B - B, ja oc un  ir Sauri lenki un a<p.

. T . o
, Ja 0<noa< r un n ir naturals skaitlis.
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14, Pieradtt, ka 9% < % ja o un B ir Sauri lenki un o<

(0

sina.  sin B

15. Pieradit, ka > T , Jaooun B ir Sauri lenki un a<p.

7.5. VARBUTIBU TEORIJAS ELEMENTI NEVIENADIBU PIERADISANA

Viena no interpretaciju metodém ir varbiitibu teorijas izmantoSana.

7.piemérs. Dots, ka p, q un r ir pozitivi skaitli un p+q+r = 1.

Pieradit nevienadibu {— p® j +€-¢° j + (- rsj > 2.

Pieradijums. Apskatam tabulas 5x5 krasosanu trijas krasas: katru riitinu neatkarigi no citam
nokrasojam baltu (ar varbutibu p), melnu (ar varbitibu a) vai sarkanu (ar varbitibu r).
Ieverosim:

p° - varbiitiba, ka viena fikséta rindina ir pilnigi balta,

(1-p°) - varbiitiba, ka viena fikséta rindina nav pilnigi balta,

(1-p°) ° - varbitiba, ka neviena no 5 rindinam nav pilnigi balta,

(o) [1-(1-p®) °] - varbitiba, ka viena no 5 rindinam ir pilnigi balta,

(B) [1-(1-9°) ] - varbiitiba, ka viena no 5 kolonnam ir pilnigi melna,

(v) [1-(1-r) °] - varbiitiba, ka viena no ritipu kopam, kas tabula aizpilditas ar vienadiem
cipariem, ir pilnigi sarkana.

Ta ka (a),(B) un (y) ir nesavietojami notikumi, tad to varbiitibu summa ir mazaka par 1 (jo var

ar1 nerasties neviens no tiem). No Sejienes izriet pieradama nevienadiba.
1 2 3 4 5

NW|h~ O

w|h|lof~
INGIS 1IN
gl [N|w
PN W

Uzdevumi.

16. Pieradit, ka {— p" j + (—q”iTq >1, ja zinams, ka p+q=1 un p>0, ¢>0, m, n €N, m, n>2.

Talakie uzdevumi nemti no S.Vilcinas diplomdarba.
Pieradit nevienadibas (17. - 20.)

17. (- pfj+(— p§j+(— p32j22,jazinﬁms,ka p,+p,+ P;=1un p,p,,p; >0.

18. (- p§j2pf+p§,jazinﬁms,ka P, +pP, + P;=1un p,p,, p;>0.

19. €= p® >+ €= pS > <1+2p% + p2,ja zinams, ka p, +p, + Ps =1 un p,, p,, ps >0,

20. pb+2< (- p§j+(— p;‘j+(— pjj,ja zinams, ka p,+p,+ P+ P, =1 un
P1s P2y Py Py >0,
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8. NEVIENADIBA IETILPSTOSO FUNKCIJU IPASIBU
IZMANTOSANA NEVIENADIBU PIERADISANA

Daudzas nevienadibas var tikt pieraditas, izmantojot nevienadiba ietilpstoSo funkciju 1pasibas.

8.1. SINUSA UN KOSINUSA FUNKCIJU IEROBEZOTIBAS IZMANTOSANA

Nevienadibu pieradisana reizém tiek izmantota sinusa un kosinusa funkciju vértibu apgabala
ierobezotiba.
1.piemérs. Pieradit, ka attieciba uz jebkuram x,y un z vertibam ir spéka nevienadiba
Sin X-cosy-sinz+cosx-siny-cosz <1.
Pieradijums. Acimredzami, ka

sin X- cos y- sin'z + cos X - Sin'y - oS Zz<max(#sin X - cos y + cos X - sin'y),
kur ztmes tiek izraudzitas patvaligi. Savukart

max(&sin X - cos y + €0os X - sin'y) = max |sin (xty)|<1.
2.piemérs. Pieradit nevienadibu
|cos x + sin x|< /2.

Pieradijums. Veiksim $adus parveidojumus:

2

1 1 .
—=C0S X + —=SIn X

V2 Vv2

Nemot veéra sinusa funkcijas ierobezotibu, ieglistam

ﬁsin[x+%j

| cos x +sinX | =2

. i
sin| X+~ |.
( 4)‘

<2,

Uzdevuini.
1. Pieradit, ka attieciba uz jebkuram realam x, y, z veértibam ir speka nevienadiba
sin X-siny-sinz+cosX-cosy-cosz<1.
2. Pieradit, ka visiem realiem x>0, y>0 un visiem realiem o ir speka nevienadiba
Xsinza . ycosza <X+y
3. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem x un y ir speka nevienadiba
_(sin?x+sin’y
snf ————————
2
4. Pieradit, ka ab++/(1-a?)(1—b®) <1 kur-l<a<1,-1<b<1,
5. Pieradit, ka katram Sauram lenkim a ir speka nevienadiba

(1+_i)(1+ ! J>5.
sin o coso

8.2. PAKAPES FUNKCIJAS IPASIBU IZMANTOSANA

Pieradijumu var pamatot ar1 uz pakapes funkcijas ipasibam.
3.piemérs. Zinams, ka a + b = ¢ (a>0, b>0). Pieradit, ka

a) a*+b%>c% kur o <1;

b) a® +bP>cP kur p>1.

JZSin €in x-siny .
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N . . a b _ . a,b a
Pieradijums. Apskatisim skaitlus — un —. P&c uzdevuma nosacijuma —+—=1 un —>0,
C C cC C C

—> 0. Ja divu skaitlu summa ir vienada ar vienu, tad katrs no Siem skaitliem ir mazaks par
C

vienu. Tatad 0 < 2<1un0<2<1.
C C

Nemot véra monotono dilSanu pakapes funkcijai, kuras baze ir mazaka par 1, ieglistam

B2 () -5 -
- >— |- >— | — >— | - >—,
c c \C c \C c \C c
kur o<1 un B>1. No p&dgjas nevienadibu virknes izriet, ka
(EJ +(Ej >E+E =l<a” +b* >c”.
C C c C
Analogi iegiistam a” + b? > cP.

Uzdevumi
6. Pieradit, ka pozitiviem a, b, c un d ir speka a®*® +b°*® >a’b’ +a‘b°.
7. Vairaku skaitlu summa ir 1. Vai So skaitlu kvadratu summa var biit mazaka par 0,1?

8.3. KVADRATTRINOMA TPASIBU IZMANTOSANA.

8.3.1. Loti bieZi tiek izmantotas kvadrattrinoma Ipa$ibas, no tam seviski plasi §ada ipasiba: ja
kvadrattrinoma vertiba visiem X ir nenegativa, tad ta diskriminantam jabtt mazakam vai
vienadam ar nulli.

4.piemeérs. Pieradit Bunjakovska nevienadibu

= 2 2, 22 @2 , 12, k2
€b, +ab, +ah, * <€ +al+a’ € +b2+b? .
Pieradijums. Apskatisim nevienadibu
2 2 -2
€ +bx’ +€,+b,x "’ +@,+bx " >0,
kura ir spéka visiem x. Kvadrattrinoma diskriminantam jabiit mazakam par 0 vai vienadam ar
0. No ta izriet Bunjakovska nevienadiba:
x2 €2 +b2 +b? +2€b, +a,b, +ab, X+ €2 +aZ+a2 >0
1 2 3 1M M2 3M3 2 2 3 _~

D =4€b, +a,b, +a,b, > —4€2 +a? +a’ §? +b2 +b? <0,

8.3.2. Var izmantot arT divu atskirigu saknu pastavésanu, ja kvadrattrinoma diskriminants ir
lielaks par 0.

5. piemers. Pieradit, ka b2>4ac, ja a’+ab+ac<0.

Pieradijums. Apskatisim trinomu f (x) = cx?+bx +a. Tad f(O) =aunf(l) =a+ b +c, un péc
nosacijuma tie ir dazadu zimju skaitli. Tatad funkcijas f grafiks krusto Ox asi divos atSkirigos
punktos. Tas nozimég, ka trinomam f ir divas atskirigas saknes. No ta izriet, ka diskriminants ir
lielaks par 0, tatad b®> 4ac.

Uzdevuimi.
8. Pieradit, ka b?+(b*+c?-a%)x +c>>0, ja a, b un ¢ ir patvaliga trijstiira malas.
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9. Par pozitiviem skaitliem a,,b;,c,,a,,b,,c,ir zinams, ka b’ < a,c, un b} <a,c,.
g ~ 2
Pieradit, ka €, +a, +5 & +¢c, +2 >€ + b, + 3 °.
10. Visiem realiem skaitliem x ir speka nevienadibas
ax® +2bx+c >0,

pXZ + 20X+ >0,
kur a, b, ¢, p, q, r ir reali skaitli. Pieradit, ka visiem realiem x apx® + 2bgx +cr > 0.

11. Doti vienadojumi ax? +bx +c=0un-ax’> + bx + ¢ = 0, un Xy, X, ir kaut kadas %o
vienadojumu saknes. Pieradit, ka atradisies tada sakne x3 no vienadojuma

a , . .
—X* +bx+c =0,ka vai nu X; <X3<Xp, vai arT X1 >X3> Xo.

12. Pieradit, ka reali skaitli a, b un c ir pozitivi, ja tie atbilst nevienadibam
a+b+c>0,ab+bc+ca>0,abc>0.

9. PIERADIJUMI NO PRETEJA

ST metode tiek lietota §ada forma: lai pieraditu, ka ir speka nevienadiba A<B, pienem, ka ir
speka nevienadiba A >B, un ar dazadu spriedumu palidzibu atrod pretrunu starp pienémumu
un uzdevuma dotajiem faktiem vai arT no nevienadibas A > B secina, ka cita nevienadiba ir
actimredzami aplama.

1.piemérs. Pieradit, ka AC - B*<0,

jaa,b,c, A, B, Cirreali skaitli, kas atbilst attiecibai aC - 2bB + cA =0 un ac - b? > 0.

Pieradijums. Pieradisim, ka vienadiba aC + cA = 2bB 1)
un nevienadibas ac>b? un AC>B? (2
nevar realizéties vienlaikus.
Patie$am no nevienadibam (2) izriet, ka acAC>b’B%
Lidz ar to izteiksmi (1) var parveidot forma 4acAC>(aC+cA)2
vai arT forma 0>(aC-CA)?,
taCu §1 nevienadiba nav iesp€jama.

2.piemérs. Reali skaitli a, b un c ir tadi, ka abc = —%’. Pieradit, ka kaut viena skaitla

) 1
a, b, ¢ absoliita vertiba neparsniedz — .

V3
Pieradijums.
Skaidrs, ka skaitli a, b, ¢ nevar biit ar vienadu zimi. M&s uzskatisim, ka a, b > 0, bet treso

skaitli apzim&sim ar -d<0. Pienemsim, ka a, b, d > —

\/§ 1)
un iegiisim (a\/§ -1) (b\/§ - 1)>0.
Tatad 3ab>(a+b)+/3 - 1

vaiabc=—abd<—a—b<—aer 1 _a+b 9:_—6+b+c<

+ < +
V3 3 3/3 3 3 3
Tas ir pretruna ar nosacijumu.
3.piemers. Pieradit, ka attieciba uz jebkuriem pozitiviem X, y, z ir speéka nevienadiba

2x+3ly+4z 235/x_yz.

Pieradijums.
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Pienemsim, ka 31 nevienadiba nav speka. Tad ir speka nevienadiba /X +3/y + 4z < 3IXyz.

Kapinot 30 nevienadibu kvadrata, iegiistam X+3/y+3/z < l\ﬁ/x_yz .
no kurienes izriet, ka X < W @
un 3y +4z <¥xyz.
Savukart, kapinot tresaja pakap€ pedejo nevienadibu, ieglistam
y+4z < €yz>.
Tas nozimé, ka y < W 2

un 4/z <29 &yz .
So nevienadibu varam parrakstit $adi:
z <4/ €yz>. (3)
Nevienadibas (1), (2) un (3) parrakstisim ta, lai to kreisaja pus€ biitu x, y, z seSpadsmita
pakape, un visas tris sareizinasim:
x'® < xyz,

Y < &yz_,

Z16 < ((yz‘l‘Z
Reizinot ieglisim x'°y**z'® < &yz 7,
tacu tas ir aplami.
4.piemérs. Pieradit, ka uz nekadiem x, y, z nevar vienlaikus attiekties trTs nevienadibas:

M <[y-2
[yl <lz=x,
2l <[x=y]

Pieradijums.
Pienemsim, ka visas tris nevienadibas ir speka vienlaikus. Pa locekliem katru nevienadibu
kapinasim kvadrata, parnesisim visus nevienadibas loceklus uz kreiso pusi un sadalisim
reizinatajos iegitas kvadratu starpibas:

«-y+z &+y-z <0,

¢-z2+x §+2-x <0,

¢-x+y &€+x-y <0.
Ja sareizina visas tr1s nevienadibas, rodas pretruna:

&-y+rz&+y-z2§+z2-x <0

Uzdevuimi.

1. Dots, ka a;=a;=0, a,>0, a3>0, as>0, as>0, ag>0. Pieradit, ka var atrast tadu i, 2<i<®6, lai a;.
1+ai+1Sai\/§ .

2. Pieradit, ka mazakais no skaitliem (a-b)?, (b-c)?, (c-a)? ir mazaks vai vienads ar skaitli
0,5(a%+b*+c?).

3. Doti nenegativi reali skaitli A, B un C. Pieradit nevienadibu
max(A2-B, B%-C, C%-A)>max(A%-A, B>-B, C>-C).
4. Doti nenegativi reali skaitli A, B, C un D. Pieradit nevienadibu
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max(A%-B, B>-C, C%-D, D*A)>max(A%-A, B%-B, C>-C, D*-D).

5. Pieradit, ka attieciba uz pozitiviem skaitliem a, b un c, kuriem abc = 1, ir speka
a+b+c>3.

6. Pieradit, ka nevienadiba cos x° + c0s y* + cosxy < 3 ir speka attieciba uz visiem realiem
skaitliem x un y.

7. Pieradit, ka nevienadiba 1 < t?ﬁ < 3 neatbilst nevienai o vertibai.
go
8. Zinams, ka f(x) ir visur defin€ta funkcija, kas nav konstanta; dots, ka katram a un b |f(a)-
f(b)|<la-b|*.

Pieradit, ka o < 1.
9. Pieradit, ka nevienadibu sist€mai nav atrisinajuma.
X >]y-z+t|
Y| > [x—z+

2| >[x—y+

[t >[x—y+7

10. DAZI SKAITLISKO NEVIENADIBU PARBAUDISANAS
PANEMIENI.

Reiz€m var rasties nepiecieSamiba noskaidrot, kur§ no diviem vai vairakiem skaitliem ir
vislielakais, kur§ vismazakais. Talak piemé&ros apskatiti dazi izplatitakie skaitlisko
nevienadibu parbaudiSanas pag€mieni.

10.1. SKAITLU STARPIBA

10.1.1. Ja ir janoskaidro, kur$ no diviem racionaliem skaitliem LT
n q
ir lielaks, tad erti izskaitlot So skaitlu starpibu:
m_Pp_mg—np
n g nq
e m_p
Ja starpiba ir lielaka par 0, tad —>—,
n q
ja mazaka par 0, tad m.P .
n q

10.1.2. Ja skaitli m, n, p un q ir loti lieli, tad ieprieks aprakstita metode var biit neracionala. Ja,
1234567 1234568

un ,
1234569 1234570
értak ir vispirms no abiem skaitliem atpemt skaitli 1 un attieciba uz iegiitajiem skaitliem
2

- un -——
1234569 1234570

piemé&ram, jasalidzina skaitli

izmantot punkta 9.1.1. aprakstito metodi.

2 —2-1234570 + 2-1234569

=+ =
1234569 1234570 1234569 -1234570
mazaks par 0. Tatad

legiistam — , bet §is skaitlis acimredzami ir
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1234567 < 1234568
1234569 1234570

Uzdevuimi.
Kurs no dotajiem skaitliem ir lielaks (1.-4.)?
19941994 19941995 |

1. vai
19941996 19941997
) 19791979 vai 19791980
" 19791980 19791981’
3 39258 vai 39260
39259 39261’
A 9876543 5432 vai 9876544 5433

9876544 5433 9876545 5434

10.2. TADU SKAITLU SALIDZINASANA, KURI SATUR SAKNES ZIMI

Salidzinot skaitlus a un b, kuri satur saknes zimi, biezi izmanto $adu metodi: pienem, ka viens
skaitlis ir lielaks par otru (pieméram, a>b), un veido tadu ekvivalentu parveidojumu virkni,
kuru rezultata iegiist vai nu pareizu skaitlisku nevienadibu (tad pien€mums ir pareizs), vai ari
nepareizu skaitlisku nevienadibu ($inT gadijuma pienémums nav pareizs un tatad a<b).

10.2.1. Mg&s biezi izmantojam vairakkartigu kapinaSanu. Pieméram, salidzinasim skaitlus
V14 -3 un 2.

Pienemsim, ka \/ﬁ - \/§ <2.

Nevienadibas abas puses ir pozitivas, tatad varam kapinat kvadrata.

legtistam 14 - 2 V42 +3<4 vai 13<2/42 .

Ja atkartoti kapinam kvadrata 169<168,

iegiitas skaitliskas nevienadibas nepareiziba ir acimredzama, tatad \/E - \/§ >2.

10.2.2. Reizem, lai saisinatu risinajumu, ir &rti lietot formulu

2 2
aJ_r\/B:\/aH/; —bi\/a—\/; -b

par kuras pareizibu var parliecinaties, kapinot abas vienadibas puses kvadrata.
Piemé&ram, salidzinasim skaitlus

\/4+\/7—\/4—\/7—\/§ un 0.

Attieciba uz pirma skait]a pirmajiem diviem saskaitamajiem izmantojot formulu, iegtistam

VAT —Ja-7 -2 =

=[J4+M+J4_mJN4+m+J4_m]ﬁ
2 2 2 2
O
_poiri=2

_ﬁf Vv2
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No ta varam secinat, ka abi dotie skaitli ir vienadi.

Uzdevuimi
Kurs skaitlis ir lielaks (5. - 14.)?
J3++/4 vai J2+45.
V8 +/11 vai 5 ++/14 .
V19 -+/7 vai 2.4/3.
V10 -+/7 vai /2.
. N7 +4/10 vai /3+419 .

10. 2+%/3 ++/2-3/3 vai 2¥/2.
11. V1973 ++/1975 vai 21974 .

10 +1 . 10" +1
S T Ty
13. Y2443 —y2-3 =242 vai 0.
14. \/2+\/_ \/2 ﬁ—ivalo

© o N o O

10.3. EKVIVALENTIE PARVEIDOJUMI SKAITLISKO NEVIENADIBU
PIERADISANA
Art skaitlisku nevienadibu pieradiSana izmanto ekvivalentos parveidojumus.

10.3.1. Diezgan biezi ekvivalento parveidojumu cela ieglist acimredzami pareizu skaitlisku
nevienadibu.

Pieméram, ja ir japierada skaitliska nevienadiba 3/49 > 23/21 -3/9,
tad ekvivalento parveidojumu cela iegtistam

3/49 —23/21+3/9 >0,
]
(7-33 >0

P&dgja nevienadiba ir acimredzama.

10.3.2. Dazreiz ekvivalento parveidojumu cela iegtta skaitliska nevienadiba ir viegli
pieradama ar kadu citu metodi.

. . N 5
Pieméram, pieradot nevienadibu log,n+logsn< E ,

veicam $adus parveidojumus:
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5
log, n+ — < =,
JaT 2log,m 2
3Iogzn<_
2 2
3log, <5,

log, n° < log, 2°,

n® <2,
Parveidojumu rezultata iegiita nevienadiba 7°<2° izriet no nevienadibu virknes
n°<3,15%-3,15<10-3,2=32=2".

Uzdevumi.
Pieradit nevienadibas (15. - 20.)

15. 23/25 + 23/15 +3/49 > 23/35 —%/9.
16. 3/9 +3/49 — 23/35 > 23/15 — 23/25.
17. 3/4 —3/10 +3/25 > 3/6 —3/9 + 3/15.

18. S = ! + ! + ! <4.
log,m7 log;mn log. =«
19. ! + ! >4,

log,n log. =
20. logs1576<l0g35192.
Kurs$ skaitlis ir lielaks (21. - 24.)?
21. 15'°% yaj10'0%?3,
22. 999510 y/3j10'0%s8,
23. 12'°%1% yaj10'°%*,
24.1.2-3- ... -99 vai 50%.

10.4. NEVIENADIBAS PASTIPRINASANAS METODE SKAITLISKO
NEVIENADIBU PIERADISANA.

Lai salidzinatu skaitlus a un b, atrod tadu c, attieciba uz kuru ir spéka vai nu a<c un c<b (tad
a<b), vai arT a>c un c>b (tad a>b).

10.4.1. Reizém, izmantojot kadu no funkciju pamatipasibam, tiek bitiski atvieglots ¢
atraSanas uzdevums.

2 3
o . N
1.piemeérs. Salidzinat 2% 90" yn 3% %1,
—_— 08 o 2 2 3 3
. o e o 2 2 reizes " 98 reizes " 98 reizes
Risinajums. Taka 2* <3°, tad ‘2 P <€ <€ .

2.piemeérs.
Salidzinat logp 30,4 un logo 40,3.

Risinajums. No logaritmiskas funkcijas Tpasibam izriet, ka 109y 30,4 <1< logo 40,3.
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10.4.2.Dazreiz nevienadibu pieradi$ana izmanto tuvinatos aprékinus.

. . e . . 1
Pienemsim, ka japierada sin39°>—.

J3

Tuvaka tabulas atrodama vértiba ir sin30°= % , 5in30°<sin39°.

Tacu, nemot par c skaitli 1 , m&s neko nepieradisim, jo 1 <——.
2 2 3
Viena no metodem, ar kuram var uzlabot $o noveértgjumu, ir $ada: ar puslenka formulu
palidzibu izskaitlo sin15°, c0s15°, sin7°30' un cos7°30'". Talak
sin37°30'=sin30°%-cos7°30'+sin7°30"-cos30°.
Ievérojot nevienadibu sin37°30'< sin39°
un par ¢ nemot skaitli sin37°30', pieradam, ka
sin37°30"> = :

J3

tatad arT nevienadibu.

Uzdevumi.
Salidzinat skaitlus (25.-34.).
25. 0,999991%9°1.1 00001%9%%% yn 1.
26. 48%° un 344",
27. 31" un 17%,
28. 6% un 9%
29. log,3 un logs2.

1 1
30. log, =unlog, —.
EERE
31. log;3 un logs9.
32. 1091011, log1210, l0g1012 un logi110.
33. sin100 un cos1000.
34. 10g,3 un logs5s.

35. Pieradit nevienadibu sinl<logs J7 , Neizmantojot kalkulatoru, tabulas utt.

UZDEVUMU ATRISINAJUMI UN NORADIJUMI

1. EKVIVALENTO PARVEIDOJUMU LIETOSANA.

1.1. Pilno kvadratu izdalisana.

1. Veicam sadus ekvivalentus parveidojumus:

[az—a+lj+(b2—b+1)+(c2—C+EJ20,
4 4 4

1Y 1) 1Y
(a——} +(a——) +(a——) >0.

2 2 2

S1 nevienadiba ir acimredzama.
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. Veicam $adus parveidojumus:

2 ~
€151,
Vx?+1
X% +1+ ! —-2>0,
x? +1

Iegiita nevienadiba ir acimredzama.
. Atverot iekavas, ieglistam
a’-ab>ba-b?,
a’-2ab+b*>0,
(a-b)*=0.
ST nevienadiba ir acimredzami pareiza.

. Pieradama nevienadiba ir ekvivalenta ar $adam nevienadibam:

(a>-b%)-(a’b+ab?) >0,
a’(a-b)-b’(a-h) >0,
(a-b)gaz-bz) >0,
(a-b)“(a+b)>0.
ST nevienadiba ir pareiza, jo a+b>0.
. Parnesot visus nevienadibas loceklus uz kreiso ;)usi, iegiistam
2x*+1-2x%-x*>0,
1-x2-2x3(1-x) = 0,
(1-x)(1+x-2x%) >0,
(1-x)(1-x3+x-x%) =0,
(1-x)%((1+x)*+x%) > 0.
Nevienadiba ir acimredzama.

. Aizstasim $o nevienadibu ar tai ekvivalentu nevienadibu

a®+bd aerj3
- >0.
2 2

Atverot iekavas un sagrupgjot nevienadibas kreisas puses saskaitamos, ieglistam
nevienadibu

g (a+b)(a-b)*=0.

Ta ka a>0 un b>0, tad $1 nevienadiba ir acimredzama.

. Parrakstisim nevienadibu $adi:

\/§+\/BSM.

T 1)

Taka \/5+ b>0,\/%>0

un \/§+\/F: (/5+\/B}—\/%+b:

tad (1) var uzrakstit sadi:
Jab <a—+/ab +b,
a+b—2yab >0,

(a-b’ >0

Nevienadiba ir acimredzama.
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8. Veiksim $adus ekvivalentus parveidojumus:

(a+bj2 - a’ +b?

2 2
a2+b2+2ab<a2+b2
4 2
2ab<a’® +b?,
0<a’-2ab+b?,
0<€@-b’>

Iegiita nevienadiba ir acimredzami pareiza.

2
o, Retram ko 3% o - & 1e 2 _(arla,

10. Pieradama nevienadiba ir ekvivalenta ar (a+b)(a 3+b°%) > (a%+b?)?,
no kurienes a’b+ab® > 2a’h?
un a’+b”>2ab.
Nevienadiba ir acimredzami pareiza.
11. Kapinot kvadrata, iegistam
2
l+a < (1 + g) ,
2

2
1+oc£1+oc+a7,

% >o.

4

Nevienadiba ir acimredzama.

12. Pieradamo nevienadibu varam 2panrakstlt sadi:
(a-b)*(a+b)?(a®+b?) < (a-b)*(a’+ab+h?)?.
Jaa=b, tad ir speka vienadiba.
Jaa=#Db,tad
(a-b)>>0,
(a+b22(a2+b2) <(a*+ab+b%)?,
(a®+b?)*+2ab(a*+b?) < (a®+h?)*+a’b’+2ab(a®+b?),
a’h”>0.

Iegiita nevienadiba ir pareiza.

13. Pie abam nevienadibas pusém pieskaitot a®+h°, legiistam
a®+b®+a’b’(a®+b?) > a®+bt+2a%n®,
a’b?(a®+b?) > 2a°b°.
Ja ab=0, tad a’+h?>ab.

Nevienadiba ir acimredzama.

Ja ab = 0, tad speka ir vienadiba.
14. Pieradamo nevienadibu reizinot ar ab, iegiistam acimredzamu nevienadibu:

a’+b®>ab.

15. Analogi ka 14.uzdevuma.
16. Dota nevienadiba ir ekvivalenta ar

(1+ 1J[1+ i) >9, jo 0<x<l1. Talak
X 1-x
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(x+1j(2—xj

— | — 129,

X 1-x
(x+1)(2-x) =2 9x(1-x),
2+ X—X2>9x-9x?,

8x? —8x+2>0,
Ax* —4x+1>0,
€x-1°>0.

S1nevienadiba ir acimredzami pareiza.
17. Parrakstam nevienadibu $ada veida:
(a+b)?(a-b)*>4ab(a-b)>.
Ja a=D>, tad ir speka vienadiba.
Ja a=b, tad, nevienadibu dalot ar (a-b)2>0, ieglistam
(a+b)“>4ab,
a*+2ab+h*-4ab>0,
(a-b)>>0.
Nevienadiba ir acimredzama.
18. Nevienadibu reizinot ar 2 un grupgjot loceklus, iegiistam acimredzamu nevienadibu:
(a-b)*+(a-c)*+(b-c)*=0.
19. Analogi ka 18.uzdevuma.
20. Analogi ka 18.uzdevuma iegiistam nevienadibu:
0< (Xl-X2)2+(X2-X3)2+. ..+(X1988-X1)2.
21. Apzimésim S = X, + X, +...+ X, . Nevienadibu varam parrakstit sadi:
(S+1)?>48S.
S1nevienadiba ir ekvivalenta ar
(S-1)*>0.
Nevienadiba ir acimredzama.
22. Pieradama nevienadiba ir ekvivalenta ar S <0, 25<0,
a?+a’+.+a’+25— €’ +al+..+a’ <0,
€ +a, +.. +a —€+a +...+an2:§0.
Takaa, + a, + .. + a, =0, tad acimredzami, ka — €2 +a> +...+a’ :s 0.
23. Grupgjot loceklus, iegiistam
OC+2x+1)+(x-2x*+x%) > 0,
(x*-1)%+x?(x*-1)?>0.
Iegiita nevienadiba ir pareiza.
24. Analogi ka 18.uzdevuma.
25. Nevienadibas loceklus grupgjot, iegiistam ekvivalentu nevienadibu:
(X*-Y?)?+(z-X)*+(x-1)*>0.
Ta ir acimredzama.
26. Abas nevienadibas puses reizinam ar abc, atveram iekavas un, grup&jot loceklus, iegiistam
a(b-c?)’+b(c’-a%)*+c(a’-b?)*>0.
Tas ir acimredzami.
27. Atveram iekavas un, grup&jot loceklus ieglistam
(a-bc)?+(b-ca)®+(c-ab)?=0.
Tas ir acimredzami.
28. Reizinot nevienadibu ar (a+b)(ay+bx)>0, ieglistam
(a+b)*xy<(ax+by)(ay+bx),
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xy(a*+b?)+2abxy<xy(a®+h?)+ab(x*+y?),
2abxy<ab(x*+y?).
Dalot nevienadibu ar ab>0, iegtistam 2xy<X2+y2.
Tas ir actimredzami.
29. Pieradisim nevienadibas
-(a*+b%*+c?) <2(ab+bc+ac) < 2(a’+b*+c?)
ir spéka attieciba uz jebkuriem realiem a, b, c. Apskatisim 2(ab+bc+ac) starpibu ar abam
nevienadibas pusém:
2(ab+bc+ac)+ (a®+b*+c?) = (a+ b +¢c)’>0
un 2(a*+b?+c?%)- 2(ab+bc+ac) = (a-b)? + (b-c)* + (c-a)*>0.
No divam p&déjam nevienadibam izriet pieradama nevienadiba.
30. Analogi ka 27. uzdevuma iegiistam
a’(b-c)*+b?(a-c)*+c?(a-b)*>0.

1.2. Nevienadibas vienas puses vai abu pusu sadaliSana reizindtdjos.

31. Atverot iekavas, ieglistam
kn-Kk+k>n,
k(n-K)-(n-Kk)=0,
(k-1)(n-k)=0.
Ta ka péc nosacjumak>1unn>k,tadk-1>0unn-k >0.
32. Analogi ka 31.uzdevuma iegiistam
(a-1)(b - 1)<0,
bet péc uzdevuma nosacijumiem a > 1,a - 1> 0 un b<0, b - 1<0.
33. Apskatisim abu nevienadibas pusu starpibu:
23 -(x+1)=203-x)+(x-1)=
= (x- D)(2x(x + 1) +1) = (x - 1)(x* + (x + 1)°)
Jax>1, tad (x - 1)(x® + (X + 1))>0 un 2x>>x + 1.
Jax<i, tad (x - 1)(x* + (x + 1)%)<0 un 2x3<x + 1.

34. Izdalisim nevienadibu ar x° un apzimésim a = 3\/z Tad nevienadibu var parrakstit sadi: 1
X

+ a9 < a—l + alO.
ST nevienadiba ir ekvivalenta ar (a'® - 1)(a - 1)>0 (a>0).
35. Apskatisim starpibu:

X .y
LR -

_ \/?+\/F—x\/§—y\/;:
Jxy
=y oy x-Jy

\/X_y ~
_ ((_y\/}%_ﬁ/w.

Tas nozimg, ka
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36. Apskatisim starpibu:

a a
i 1 1
-1 I N 1 I N
—a" € —1/—a—kﬁ -1 =
ﬁi _1}2k7l _1

Jaa>1,tad a' —=1>0un a®" -1>0.
Jaa<l,tad a' -1<Oun a*'-1<0.
Tas nozime, ka

37. Veiksim $adus parveidojumus:
sin"™?x  cos"?

cos" X " sin" x

sin 2" X +c0s*"™? x —sin " x - cos"*? x —cos" x - sin "2 x > 0,

>sin 2 X 4+ €os X,

ta N+2 n+2 A N ny >
€in "% x + cos x}m x—cos" x >0.
Ja sinx>cosx, tad abi reizinataji ir nenegativi.
Ja sinx<cosx, tad abi reizinataji nav pozitivi.
38. Nevienadibas kreisas puses treso un ceturto summas locekli var parveidot sadi:
c(a - b)> + 4abc = c(a + b)%
No katras nevienadibas puses saskaitama atnemot attiecigo labas puses saskaitamo,

ieglistam
ab—cf -a’ +b k—af —b2_+ck1+bf —c? =
=a(b-c-a)b-c+a)+b(c—a-b)(c—a+b)+c(a+b-c)(a+b+c)=

~

=(a+b-c)@b-ac-a’—bc+ab-b’>+ac+hbc+c” =
=(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c).

Visi tris reizinataji ir pozitivi, jo a, b un c ir trijstiira malu garumi.

39. Izvelesimies skaitlus X, Yy,—, kuri atbilst uzdevuma nosacijumiem. Ja
Xy

1 1 1
X+Y+-—>=+=+Xy,
Xy Xy

tad ieglistam € —1 & — 1?%—1} > 0.

No Sejienes redzams, ka pozitivam jabut tieSi vienam no reizinatajiem.
40. Ka zinams, pozitivi skaitli X, y, z var bt trijstira malu garumi tikai tada gadijuma, ja
katrs no tiem ir mazaks par divu pargjo summu:
X<y+Z, y<X+Z, Z<X+y.

Pieradamo nevienadibu var uzrakstit §adi:

2(x%+y*-z )+x(y2+z X )+%/(z +x2 yz) -2xyz>0,

XPYH+X2ZHY*X+HYPz+ 22 Xx+27y-X3-yR-23-2xy 2>0.

No citas puses
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41.

42.

43.

44,

45.

(Y+Z-X)(z+X-y) (X +y-2)=
= X2y Xz Yy XYz 22y -xC-yR-2-2xy z.
Sada veida pieradamo nevienadibu var aizstat ar
(y+z-X)(z+x-y)(x+y-2)>0.
Tatad vai nu visi tris reizinataji ir pozitivi, vai arT divi no tiem ir negativi un viens -
pozitivs.
Pirmaja gadijuma ir spéka nevienadibas (1), un tas ar1 bija japierada.
Otraja gadijuma, ja reizinataji y+z-X un z+x-y ir negativi. Tos saskaitot ieglistam 2z<0.
Tas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem, un tatad 2.gadijums nav iesp&jams.
Viegli parliecinaties, ka
a’(c-b)+b?(a-c)+c?(b-a)=(c-b)(a-c)(a-b).

P&c nosacijuma a>b>c iegiistam

c-b<0, a-c>0, a-b>0,
bet tas nozimé, ka (c-b)(a-c)(a-b)<0.
Veicot dazus elementarus pérveidogumus, iegiistam

a’b+b?c+ca-a’c-c?b-b%a=(b-a)(c-b)(a-c).

Ja a>b>c, tad b-a<0, c-b<0 un a-c>0

un (b-a)(c-b)(a-c)>0,
Ja a<b<c, tad b-a>0, c-b>0 un a-c<0

un (b-a)(c-b)(a-c)<0.
Tas ar1 bija japierada.
Faktiski ir japierada trTs nevienadibas:

1-(1-A)(1-B)(1-C)>A,

1-(1-A)(1-B)(1-C)>B,

1-(1-A)(1-B)(1-C)>C.
Pieradisim pirmo nevienadibu, jo pargjas no tas var iegiit apzim&jot. Pie nevienadibas
abam pusém pieskaitot pozitivu skaitli 1-(1-A)(1-B)(1-C), ieglistam

1-A>(1-A)(1-B)(1-C).

Abas nevienadibas puses reizinot ar pozitivu skaitli , leglistam

1>(1-B)(1-C).
Pedgja nevienadiba ir patiesa, jo tas labaja pus€ atrodas divu par vieninieku mazaku
skait]u reizinajums. No §1s nevienadibas izriet pieradama nevienadiba.
Izmantosim to, ka sin2a=2sina.-coso
un sin3a=3sina.-cos’a-sin’a.

Parveidosim nevienadibas kreiso pusi:

. 1. 1. . . . , sinda
sina +Esm2a + = sin3a=sino. + Sino-CcoSo+Sino-CoS o— 3 =

:_s|r;a (3+3c0sa+3 cos’a-sin’a) = smTa (2+3c0s0:+4 o5’ 0t)=

= S'nTa [(1+ cosor)*+(1+cosa)+3cos’l].
Te visi locekli ir pozitivi, jo 0<a<180° un funkcijas sinc, 1+coso., cos’. §inT intervala ir
pozitivas.
Var uzskatit, ka a>b>c>0. Apskatisim starpibu
3abc+b2(b-a-c)+a2(a-b-c)+czgc-a-b)=
=a’(a-b)+b?(b-a)+c(2ab-a>-b?)+c(c*-bc+ab-ac) =
=(a-b)*(a+b-c)+c(b-c)(a-c).
ST starpiba nenegativa, jo a+b>c, b>c, a>c un ¢>0.
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1.3. Citi ekvivalentie parveidojumi.
46. Uzrakstot izvérsta veida 2-3-...-(n-1)-n>2-2-...-2

n—1 reizinaeiz n-1 reizinaei4
viegli ieraudzit, ka nevienadibas kreisa puse ir lielaka pa locekliem.
47. Veiksim nevienadibas kreisas puses parveidojumus:
(2-1)-11+(3-1)-2!+...+[(n+1)-1]-n! =
= 21-11431-21+. . +(n+1)!1-n! =
=(n+1)! - 1.
Acimredzami, ka

(n+1)! - 1<(n+1)!
48. Ta ka a>b, tad a - b > 0. Apzim&sim a - b = ¢>0, no kurienes
a=b+c
un ¥b+c <¥b +¥c.
Abas nevienadibas puses ir pozitivas, un tas varam kapinat n-taja pakape

b+c<b+c+M, kurM > 0.
Tas ir acimredzami.

49. Apskatisim starpibu

2 2

x?—y? x*+y*  2xy
X—Yy X+yY X4y
Nemot vera, ka x, y > 0, 2xy > 0.
+y
2 2 2 2
Tatad X~y >X +Y

X—Yy X+y
50. Nevienadibu k?>aB + bC + cA reizinot ar k, iegiistam k>>Kk(aB + bC + cA).
Talak (a+A)(b+B)(c+C)> k(aB + bC + cA),
abc+ABC + k(aB + bC + cA)> k(aB + bC + cA),

abc+ABC >0.
Tas ir acimredzami.

51. Apskatisim starpibas:
a+c_a_kbc-ad 0, jo bc>ad un b>0, d>0.
b+d b b(b+d)

¢ _a+c _ bc—ad >0, jo bc>ad un b>0, d>0.
d b+d d(b+d)

52. Ja spéka ir pieradama nevienadiba, tad speka ir ar1

2 2+a+b
<

l+a+b l+a+b+ab
Veicot ekvivalentus parveidojumus, iegtistam

2 (+a r€+b"
< = <,
l+a+b (+a:(+b/
2 1 1
< + ,
l1+a+b 1+b 1+a
1 1 1 1
+ < + .
l+a+b 1+a+b 1+b 1+a

Tas ir acimredzami.
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53.

54.

55.

56.

57.

Nevienadibu varam parrakstit sadi:
(a-b)*(a+b)?> (a-b)*(a-b)>.
Jaa=Db, tad ir spéka vienadiba.
Ja a#b tad, dalot nevienadibu ar (a-b)*>0, iegiistam
(at+b)’ = (a-b)’,
4ab>0.
Tas ir actimredzami.
Tas ir analogi nevienadibai (a-b)*(a+b)?< (a-b)*(a-b)>.
Dalot ar (a-b)*>0, ieglistam
(a+b)’< (a-b)?,
4ab<0.
Tas ir acimredzami.
Parrakstit nevienadibu $adi:
Q—b}\—b\ a+b—2ab ﬁ—b}\—b\
> :

(/_ \/_ ‘/5+ ‘/—+\/— ‘/_ \/_ ‘/a-i-\/_

4

<. (1)

Taka (/5 + b >0,
tad izdalot ar to nevienadibu (1), ieglistam

—M? <1<—W.

4a 4b
Ta ka visi locekli ir pozitivi, tad varam vilkt kvadratsakni. legtistam
Vatvb _ _Jat+ib
/a2

ol

Ta ka a>b>0, tad E<1 —>1un 1+\/E<2 un 1+\/§>2.
a b a b

Tas ar1 bija japierada.
Apzimgjam 2°= (1+01), 2°= (1+p), 2°= (1+y), kur o, B, v>0.
Nevienadibu varam parrakstit sadi:
(L+a)(1+P)+(2+B)(1+y) + (1+o)(L+y) < 2(1+o)(1+B)(1+y)
vai 0<af + By + yo + 2a.By.
Tas ir acimredzami.
Veiksim $adus parveidojumus:

a+bk c+dk
< .
b d

Tas ar1 bija japierada.
Izdarisim $adus ekvivalentus parveidojumus:
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58.

59.

60.

61.

Tadgjadi esam ieguvusi prastto.
Takaa<b, tad

Analogi pieradisim otru nevienadibu:

A

+
N | T

AN
N NN o

N

o +
o+ NloT o e

QD

A
=3

Dotas nevienadibas sareizinasim:
a’c’+a’d*+b%c’+b%d* = 1,
(ac - bd)? + (bc + ad)® = 1.
Ta ka (be + ad)*>0, tad (ac - bd)*<1.
Tas ir |ac+bd|<1.

Ja x<0, tad
y=m+H+M:—l—l—1=—3.
X x-1 x-2
Ja 0<x<1, tad y=m+ﬂ+u=l—1—l=—l.

X x-1 x-2
Jal<x<2,tady=1+1-1=1.
Jax>2,tady=1+1+1=3.

Varam rakstit $adi:
y=[x-1]+[x-3|+|x-5] >0.
Sadalisim skaitlu asi intervalos
(-o0;1]; [1:3]; [3;5]; [5;+ )
un apskatisim nevienadibas kreiso pusi katra no Siem intervaliem.
Jaxe(-»;1], tad
y=(1-x)+(3-x)+(5-x) =-3x + 9
un vismazaka vertiba y=6 (x=1);
jaxe[1;3], tad
y=(X-1)+(3-x)+(5-X) = -x + 7
un vismazaka vertiba y=4 (x=3);
jaxe[3;5], tad
y=(X-1)+(x-3)+(5-x) =x + 1
un vismazaka vertiba y=4 (x=3);
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jaxe[5;+ ), tad
y=( x-1)+(x-3)+(x-5) =3x -9
un vismazaka vertiba y=6 (x=5).

2. NEVIENADIBAS PASTIPRINASANAS METODE

2.1. Citu nevienadibu izmantoSana nevienddibas pastiprinasanas metodeé.

1. Analogi ka 2.nodalas 2.pieméra.
2. lzmantosim to, ka 1 <a+b+c+d. Tad
1=1%<(a+b+c+d)? =
=a’ +b® +c® +d?+2ab+2ac+2bc+2ad +2bd +2cd <
<a’+b*+c®+d?*+2b* +2c* +2c* +2d* +2d* +2d? =
=a’+3b” +5c” +7d”.
Tas ar1 bija japierada.
3. Pienemsim, ka 0<A<B<C<!. Taka0<(1-A)(1-B), tad
A+B<1+AB<1+2AB.
Tatad A+ B+ C<A+ B +1<2+ 2AB =2(1+AB).
Tapec
A B C
+ + <
1+BC 1+AC 1+AB
A B C
< + + =
1+ AB 1+AB 1+AB
A+B+C
=————<2.
1+ AB
4. Tzmantosim nevienadibu x° +y* > 2xy.
Ja n ir parskaitlis, tad

2 2 42 2 2 2
€+al r€+al +.+€,+a]
~

>2€a,+..+a,,a, >

—
n
>2-—1/a,..a, =n;

2

>
i

Ja n ir neparskaitlis, tad
2 2 A2 2 2 R
61 +a, + 63 +a, ..+ ﬂn +1>
~
>26€a,+..+a, >

>2. ”glnmz N+l
5. No nevienadibas x° + y* > 2xy izriet, ka
€2 +b? :+ €2 +d? :2 2€b +cd > 2y/4abed > 4,
ab+cd > 2,
bc+ad > 2,

ac+bd > 2.
6. Izmantosim 3 nevienadibas.
a’-ab+b®>ab reizinot ar a+b, ieglistam
a®+b*>ab(a+b); (1)
b®-bc+c?>bce reizinot ar bc, iegiistam
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b3+c*>be(b+c); (2)
c?-ca+a’ > ca reizinot ar c+a, ieglistam
c*+a’>ca(c+a) (3)
Saskaitot (1), (2) un (3), ieglistam
2(@°+b*+ c*)>a’h + a’c+ba+b’c+ca+c?b,
b+c ,,a+c ,a+b
+b +Cc°——.

al+bd®+ c*>a?

2 2
Taka

b+ foe.

2
a+cC
—— 2>4/ac,

2
a;bzﬁ,

tad a® +b® + ¢ >a’+/bc +b2/ac +c?Vab.

7. Izmantojot sakaribu starp vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko, ieglistam

M+..+M+N+..+N 2””W,
m-+n

kur saskaitamais m ir n reizes un n ir m reizes. Tas ir
2mn
——>"Ym"n". Q)
m+n
Acimredzami, ka (m+n)?>4mn vai
m+n_ 2mn
>

2  m+n

(2)

m+n
> ™0 minm

No (1) un (2) izriet, ka

8. Ja viens no skaitliem a un b nav mazaks par 2, tad nevienadiba ir acimredzama, jo
maksimalais no Siem skaitlu kvadratiem nav mazaks par to reizinajumu. Ja abi skaitli ir
mazaki par 2, tad, izmantojot acimredzamu nevienadibu

X>X, x>0
ieglistam a®+h°>a+b>2+/ab >ab.
Tas ari bija japierada.
9. Izmantosim nevienadibas

4 4
a“+b
— —— >a%.p?

Tas saskaitot, ieglistam
a*+b* +c* >a’b® +b%c® +a’c?, (1)
bet no otras puses
2

2 2.2
w >+a’b’b’c? =b?fac| > ab’c,
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2l 2 2.2
a‘b +b°c
————>+a’h*a’c® =a’[oc| > ba’c,

2
b%c® +a’c?
— >b*c*a’c? =c?|ba| > ac’h.
Saskaitot $Ts tr1s nevienadibas, iegiistam
a’b?+b?c?+a’c? > ab’c+a’bc+abc®=abc(a + b + c). (2)

No (1) un (2) izriet pieradama nevienadiba.
10. Izmantosim sakaribu starp vidgjo aritmé&tisko un vid€jo geometrisko:

2.,2 2.,2 2.,2.,2.,,2
Xl y2 +X2yl 22 Xl yZXZyl Z
> 2|%,Y,X, 5| = 2%, Y, X, Y,

2 2 &2 2

‘(1 +X23’2+y1 P

2.2 2.2 L2.,2 2,2
X(Yr XY, + XY + Yo%, 2

un

\%

2.,2 2\,2
XYy + YoXs 2% Y%, Y, =

2
= ‘(1)/1 XY, -
No §1s nevienadibas velkot kvadratsakni, iegiistam

€& 32 G2 +y2 2 XY, +%Y,] = XY, +%,Y,

vai

2 2 2 2 ~

2 € +x2 Q7 +y? 226y, +%,Y, 5
2 2 2 2 2 2 2 2
X, +X, +Y, +Y; +2\/((l +x2:(/2 +y, 2

2 2 2 2
2 X Xy Y, +Y F2X Y, 2+ X,Y,,

2
2 2 2 2 2 —2
(xi o6 +yieyl 2 €y 2+ €+,
Iegiita nevienadiba ir ekvivalenta ar pieradamo.
11. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka aj, ap, Cy, C ir ar vienadu zimi.

.
¢1+a2}1+C2/:
=a,C, +a,C, +a,Cc, +a,c, >
>b? +b? +a,c, +a,C,,
kur aic; un a,c; nevar but negativi. Tapéc izmantosim nevienadibu starp vidgjo
aritmétisko un vid&jo geometrisko:
a,C, +a,C; > 2,/a,C,a,¢; > 2Jby|-|b,|,
™ 2 2
€ +a, € +c, >b’+b] +2|b1|'|b2| =

2 ~
=€,/ +[b,| > & +b, .
Tas ari bija japierada.
12. Pieradisim stipraku nevienadibu

(1+ L J(l+ L )23+2x/§.

sin o cos o

AtzZim&sim, ka
1 2
- =1+— >3
Sin o - cosa sin 2o

1+

un
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1 1
+——=
coso  sin o

1 . ~
=————€ina+cosa_>
sin o - cosa

S 2+/sIn o - cos a _

"~ sino-cosa

_o g ¥Sn2e 55

sin 2a

(l+ _1 j(1+ 1 J:
sin o cos o

=1+ 1 + 1 + 1 23+2\/§.

cosa Sina  Sino-cosa
Vienadiba ir speka, ja a=45°.
13. Noteiktibai pienemsim, ka |a| > |b|. Tad
|a+b(1 <2[al.
(a_'_b)looS 2100a1 0S 2100(a100+b100).
14. Izmantosim klasisko nevienadibu (ta ir pieradit ar vektoru palidzibu):

Sty Y2 b X2 y2 > €+ Xy o+ X S G Y, by, S
gadijuma
Jair (o, v al v oa, ot  €oa, 0 >
2k 2 2k 2 2k 2
= (ZaiJ +[2k—Zai] =2 (Z—kj +k? > kv2
i=1 i=1

i=1

Tatad

15. Veiksim $adus parveidojumus:

1 1 ~
cos®o  sin?ousin *pcos? B
1 4 1 4
cos’a sin‘asin’2B  cos’a  sin‘a
=1+tg’o + 4(L+ctg’a) =
=5+1tg°a +4ctg’o =
2
—5+2 9%, 2 |i5i0.0-0
2 tg a
16. Apzimesim X:OLT_B, y = OL;B . Tad dalas skaititajs ir
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cosko: -COSP — COSP - COS 0t =
—~ €os(lct + )+ cos(kos ) ~ cos(kp + ) - cos(kp ~ ) -
:%(;os(kow B) — cos(kB + oc) -+ cos(kot — B) — cos(kB — ) =
1 oein (<+1j(x+[3;in (—1}—[3:_
«- 1}x+s L €-1% B

2

=—sin(k +1)y-3|n(k —1x—sin(k —1)y sin( k +1)x.
=B oat+B

Saucgjs parveidojas par coSa — COS = 2Sin Tsm > - —2sin xsin y.

—.2sin

Tadgjadi apskatama izteiksme
1 |sin(l_<+1)y|_|sin(g—1)x|+|sin(!<—1)y|_|sin({<+1)x| .
2 sin x || sin y | | sin y || sin x |

<€k +Dk-D+(k+1(k-1) =k*-1.
(Izmantojam nevienadibu [sin nt|<n|sin t| naturalamn >l unt # 0, - g <t<g; to pierada ar

matematisko indukciju.)

2.2. Izteiksmes novertésana un aizvietosana

. . o 1
17. Katru nevienadibas kreisas puses locekli aizvieto ar o
n

18. Nevienadibas labaja pusé ir tikpat daudz reizinataju ka kreisaja. Visi reizinataji labaja
pusé ir vienadi ar n, bet kreisaja puse ir reizinataji, kas mazaki par n.

a+b a b a b
19. = + < + .
l+a+b 1+a+b l1l+a+b 1+a 1+b
1 1 1 1 1 1 3
20. + + = .
a+b a+c c+b a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
21. Jax>y, tad X, ¥y X Y Xy, 1+Xx =1.
1+x 1+x 14y 1+y 1+y 1+y
22.
1
1+1+—+—+ 1+(1+—+—+ + 1)—
2 2-3 2:-3-4 n 2"
1‘% 1 1
—1+—2 —14901-=|=3-—~-_<3
1 2n 2n—1
1-=
2

23. Apzim&jam A un veicam $adus parveidojumus:
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A_135-..@n-1) 145 2n-1_

2.4.6-...-2n 256  2n

246 an
357  2n+l
— 1 —
~1-3:5-...-(2n-D(2n+1)
2:4-6-...-2n
1 1 1
= < <—.
A(2n+1) A2n An
No Sejienes
A<i, A? 1, A<i
An n n
24. Apzimésim
357 2n-1_
2 46  2n+2
un
FET el
22 42 6° 7 en+2>
no kurienes
3?-15-17-1 e-12-1 ., 3 5 en-1°
. . ot < < . ot .
2 4? 6° en+2° 2?2 -1 4* -1 en+2°-1
Izmantojot formulu a®- 1 = (a- 1)(a + 1),
_ 2 2 472
iegﬁstam224-426-628-...-en 22\2n<A2<3—-5 en—1 ~
22 4% 6 en+2° 1.3 3.5 @en+3@n-1_
t.i.,
@<A<2n—1<2n
vai

Jn <A</2n,

no kurienes izriet pieradama nevienadiba.
25. P&c Nitona binoma formulas iegiistam

X, :(l+£] =
n
A.on-) 1 n-Hn-2) 1~ n(-L)(n-2)..(n-n+1) 1 _
n 2! n2 3 n® nl n"

e ST 2l )

Ja atmetam loceklus iekavas, tad mes palielinam vienadibas kreiso pusi ta, ka jebkura no
iekavam klust mazaka par 1. legistam

=1+n

1 1 1
X, <2+5+§+"+ﬁ'
Nemot véra, ka 2" <n!,
2<21;22<31: ... 2" <,

legiistam
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1.1 1_1 1 1
—2— =, =>—,
2 2022 2"
Nemot véra pédgjas nevienadibas,
1 1 1 1 1
X <24+ -+ +— <24+ -+ S+ o+t
21 3 n! 2 2° 2 2"

Nevienadibas labaja pusé visi locekli, sakot ar otro, ir bezgaligi dilstoSas geometriskas
progresijas n - 1 loceklu summa, kas ir vienada ar 1. Tatad x,<3.
26. legiistam

- = < < ~
0 1.2.3..".n:n\/(,-2-3-...-n/ :n\/(-n/- !-(1—1/_-...- l'(‘_k+1/_‘---'("1/_
1.2-3-...-n 1.2-3-...-n
Betk(n-k+1)=kn-k(k-1)=kn-n-k(k-1)=(k-1)(n-Kk)+n
un jebkuram k, 1 <k<n ir spéka k(n - k + 1) >n. Izmantojot $o nevienadibu katra
reizinajuma locekla aizvietosanai, iegiistam

Y1-2-3-..-n >0 L n .
1.2-3-..-n %1.2.3....n

>
(/1-2-3-...-n/2n,
2/1.2.3-...-n >/n.
Jan>2,tad V¥1-2-2-3-....n > /n.
27. M@s varam pienemt, ka X, < X, < X; <...< X, . Skaidrs, ka X;>1. Tapéc x1>2, X»>3, ...,
Xp=N+1 un

No Sejienes

—T <
6+1°
3 1 3

1

1 <l
— < =
X

X3 x> 2°
1 1 1

<S4ttt = :
4 2.3 34 n€-1_ 4 n+l 4

+— -+t +—+..
3
1

28. 1) Katrs no summas locekliem, iznemot pedgjo, ir liclaks par on bet, ta ka pavisam ir n
n

locekli, tad to summa ir lielaka par n ZL = % .
n

2) Ja 0<k<n, tad pieradisim, ka

1 1 2
<-—.

—+
n+k 2n-k 3

PatieSam
1 1 2n-k+n+k 3n 3

+ = ~ ~=
n+k 2n-k €@+k €n—k_ 2n® +k€@ -k _ 2n
jo k(n-k)>0, ja 0<k<n. No Sejienes
el
| —+=||-=<
2n n n

1 1 1 1 1((1 1 1 1
+ +..+ +—==||=+=—|+|—+ +
n+l n+2 2n—-1 2n 2{(n 2n] (n+1 2n—1]

sl(n+1)i—1:3n+3_4:Sn_lsg.
2 2n n 4n 4n 4
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1 1

29. Pieradisim, ka summu 1+%+§ +.+t— +l var izveidot lielaku par jebkuru skaitli N.

n-1 n

Uzskatisim, ka N ir vesels skaitlis (skaidrs, ka to vienmer var€s palielinat 11dz veselam) un

pemsim n = 22", Tad
11 1 1
I+=+=+. +—+==
2 3 n-1 n

1. (1 1 1 1 l 1
=1+ —+ = + = .t
2 (3 4) (5 6 7 8}

N 1 1 1
NP PR T i

>1+1+1+ +1>N+1
2 2 2

Visas iekavas visus saskaitamos aizvietojam ar vismazako saskaitamo, t.i., p&€dgjo.

30.Jaa=b=c =0, tad nevienadiba ir speka. NemsimS=a+b+c¢>0.
Tad
a b C
+ +
b+c+l1 a+c+1 a+b+1

_a__al-a) b bd-b) c__c@-¢) +(-a)(l-b)1- C)(a b,
s s(b+c+l) s s(a+c+l) s s(a+b+1) S

+(1-a)l-b)1-c)=

c

S

jz

:(§+9+3j—a(1‘a)( : —(l—b)(l—c)j—b(l_b)( : —(1—a)(1—c)j—
b+c+1 s

S S S S a+c+1
R Calt) ( L a)(l—b)j <1
S a+b+1
ka a +— b + °_ =1,
S s S
tad
a(l_a)[ L _a-pa-olso,
S b+c+1
ba_m( L —(1-a)(l-c)|>0,
S a+c+1
C(l_c)( L _a-aa-bl>o.
S a+b+1
Lai pieraditu pirmo no trim p&d€jam nevienadibam, ir pietiekami ieveérot, ka
. 5~
aa—a)zo, 1 —a—bX1—®==b+C’__°+C+lpC2
S b+c+1 b+c+1
2 =2
26+c/—3mh:b—c/+bc2
b+c+1 b+c+1

Analogi pierada divas p&dgjas nevienadibas.
31. Jebkuru veselu skaitli n var uzrakstit ka 2k+1, kur 1<2¥,
Uzrakstisim summu citadi:

N E R I S T U 1 1 1
R M Ve ) M P T A TP AR Ty

Tad ir acimredzams, ka summa ir mazaka par
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2% 2% 24 T
1
k+1
= 21 +2—ik<2
1-=
2

. . xm . .
32. Apskatisim skaitlu — virknes nogrieznisus:

m
K2<m<(k+1)*-1, (k=1, 2, ...).
2 2 _
Katrs k-tais nogrieznis sastav no (k+1)*-k’=2k+1 skaitliem no ):(Lz lidz %.
+1° -

o : : : - : : . Xxk?
Aizvietojot katru locekli xm K-taja nogriezni ar vislielako pirmo nogriezna skaitli e
m
iegiistam, ka §1 nogriezna skaitlu summa nav lielaka par
@k +1xk® _ 3kxk® _ 3xk®
k® - k? k
Talak katram naturalam N ieglistam

X
LS B P N Ei BV :
2 n 1 2 2 q
kur q ir mazakais skaitlis, kam g®>n.
33. Reizindjums (&, + &, + ... + &, )(b, +b, +...+b, ) sastav no n’ saskaitamajiem,

kurus var iedalit 2 grupas:

n
a) n saskaitamie ajb;j, 1=1, 2, ..., n (S0 summu apzim&sim ar Zai b, );
i=1

b) n(n-1) saskaitamie ajby, kuri=1,2,...,n, k=12, ..., n,i#k (apzZimésim ar Z:aibk ).
il
Otras summas saskaitamos var sadalit pa pariem a;jby + akb;. Attieciba uz katru $adu
pari ir spéka nevienadiba
aibi+akbi = (aibi+axhi) - (ai-ak)(bi - bk)<aibi + axb,

tapeéc summa Zn:ai b, ir mazaka par n(n-1) reizinajumiem ajb;, kuri=1,2, ..., nuni
pienem katru \;glrﬁbu tieSi n - 1 reizi.
Tadgjadi Zn:aibk <(nh-D(ab, +...+a,b,)
un -
(8, +a, +..+a, )b, +b,+...+b, ):Zn:aibk +Zn:aibk <
<n(ab, +...+a,b,). - -
Tas ar1 bija japierada.

2.3. Saskaitamo vai reizinamo skaita mainisana
34. Acimredzami, ka
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Sin3x=sin(2Xx+x)=siN2X-C0SX+C0S2X-SinX=
=2sinx-cos?x+sinx(1-2sin’x)=
=2sin(1-sin?x)+sinx(1-2sin®x)=

=3sinx-4sin’x<3sinx< 3 .
10

Tatad sin3x<% un nevar but sinx>% .

Iesp&jams arT geometrisks pieradijums, izmantojot vienibas rinka Iiniju.
35. Var uzrakstit, ka a; <a,;<...<a,. Nevienadiba izriet no novert§jumiem

2 1
< —
a+a, a
un
2k -1 2k -1 2k -1 2
< < < )
a+..+tay,, a +..+a., k-a,, a
kad
2<k<M
2
2k 2k 2
< <=,

& +.otdy, A, t..td, 3

36. Veicam $adus parveidojumus
11
1-x 1-y _1—x—y+xy>1—(<+y:_ 2 1

1+X 1+y 14X+y+xy 1+€+y

3

2
37. Analogi ka 36.uzdevuma.
38. Analogi ka 36.uzdevuma.

) ) o 1 . _ 1
39. No sakuma nemsim skaitlus X;, X,,..., Xs,. Ja to summa atskiras no Evalrak par m, tad

noteiktibas labad pienemsim, ka ta ir mazaka par % Tatad X, +...4+ X,y 1r lielaks par %

Saksim palielinat summu, miisu izraudzitos skaitlus aizvietojot ar citiem. Vispirms Xsg
aizvietosim ar Xs;, péc tam Xs; ar Xsp, Xs9 ar Xso utt. Ta ka, $adi rikojoties, m&s nonaksim
pie skaitliem Xg, +...+ Xy, , tad kaut kada bridi izraudzito 50 skaitlu summa klus lielaka

1 . e 1 _ _ 1
par > Acimredzams, ka $in1 momenta summa atSkirsies no > mazak neka par 100"

3. MATEMATISKAS INDUKCIJAS METODES IZMANTOSANA

3.1. Indukcijas metode nevienadibas pieradisanai
1. Taka2°>5’ tad attieciba uz n = 5 nevienadiba ir speka.
Pienemsim, ka nevienadiba 2">k? ir speka attieciba uz veselu k>4. Tad
2" 1=k 25k 2=k 2+ >k +2k+1 = (k+1)2.
Sada veida nevienadiba 2">n? ir speka attieciba uz n = k+1. Pé&c matematiskas indukcijas
ta ir speka attieciba uz jebkuru veselu skaitli n>4. Tatad, ja k>4,
k?>2k+1 vai k(k-2)>1.

Tas ir speka attieciba uz k>3.
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2. Jan=l1, tad acimredzami, ka (1+a)*>1+ak.

Sare1z1n0t abas puses ar pozitivu 1+a, ieglistam

(1+a)k+1 > 1+ak+a+a’
Atmetot p&dgjo saskaitamo labaja nevienadibas pus€, més to samazinam, bet tapec
(1+a)<" > 1+a(k+1).

Tas nozimé, ka nevienadiba ir speka attieciba uz n=k+1.
3. Jan=1, tad sinx; <sinx;.

Pienemsim, ka pareiza nevienadiba

sin€, + X, + ... + X, <sinX, + SiNX, + .. + sinXx,.
tad
SiN €, + X, + .ot X, + Xy = SIN(X, + X, + oo X, JCOSX, ,; +COS(X, + Xy + ..o X, )SINX, ,; <

< €inx, + sin X, + .. + SiN X, GOSX,,, +COS(X, + X, +...+ X, ) SinX, , < J
<sinx, + sin X, + ... + sin X, +Sin X,

0 visi sinusi ir pozittvi un 0<cosxy+1<1, COS(X, + X, + ... + X, )<1.

Ieveérosim, ka nosacfjums 0<X, + X, + ... + X, <m nekur nav izmantots, tatad

nevienadiba ir speka arT bez ta.

4. Jan=1, tad l+1+l—E
2 3 4

12
Pienemsim, ka nevienadiba pareiza, ja n =Kk, t.i.,
1 1 1

—t——+ ..+ >1, @
k+1 k+2 3k+1

un pieradisim, ka ta ir pareiza, jan = k+1, t.i.,
1\ + 1\ + ... ! 1 @)
«+1+1 €+1+2 3(<+1 3(<+1 Y1
Ieverosim, ka (1) un (2) labas puses ir vienadas, bet (2) kreiso pusi var iegiit no (1) kreisas
puses, pie ta pieskaitot

1 + ! + un no tas atnemot L
3k+2 3k+3 3k+4 k+1

Tatad, ja pieraditu, ka
1 1 1 1

+ + - >0, (3)
3k+2 3k+3 3k+4 k+1
tad, saskaitot (1) un (3), iegiitu (2). Nevienadiba (3) vienadojot saucgjus, ieglistam
2

€k + 2 €k + 3 €k +4:>

Tas ari bija japierada.
5. Janevienadiba ir speka attieciba uz kadu n, lai pieraditu tas patiesumu attieciba uz n+1, ir
pietieckami parbaudit $adu nevienadibu patiesumu:

ni 1jn+l njn ni 1jn+l n)n
=1 =2n+1> =1
2 2 3 3
P&c saisinasanas ar n+1 ieglstam

l(1+ ij >1> 1(1+1} .
2 n 3 n

2£(1+£j <3.
n
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8.

Lai pabeigtu pieradijumu, ir pietickami piebilst, ka attieciba uz n = 6 apgalvojums ir

patiess, jo
6 6
(ﬁj =3° =729, 6!=720, [9) =25 =64.
2 3

Jan=2, tad

albl a2 b2 e1 + bl }2 + b2 —
+ <
a,+b a,+b, a +b +a,+b,
ir ekvivalenta ar nevienadibu
-
albl + a'2b2 < e'l + bl }'2 + b2 —~
a+b, a,+b, a +b +a,+h,
~ ~ ~
ilbl e‘2 + b2 /+ a2b2 e1 + bl /_el + bl + a'2 + b2 )S
~
< e1-l_aZ}l-i_bZ}l-"_tH}Z +b2)
Ta péc saisinaSanas ir acimredzama:

@b, —a,b > >0.

Indukcijas pareja ir $ada
f ab, < A'B' N a, b, < AB ,
iza,+b, A+B' a,,+b,, A+B

n+1

kur
”Zﬂ‘ a, b, < A'B' N a0, < AB ’
aa, +b, A+B' a,,+b,, A+B

n n n+1 n+1
A=Y a,,B'=>b,A=>a,B=>h.
k=1 k=1 k=1 k=1
Tas ari bija japierada.
Ja n=1, tad jarikojas ka parasti.
Veiksim indukcijas pareju.
1-% 1-X, 1-X =X, + XX, >1—((1+x2:
T+% 1+%X, 14X +X +XX, 1+6€ +X,
1-%x 1-x, 1-x, >1—(<1+x2:1—x3 1-x,

~

1+x, 1+x%,  1+x, 1+6€ +X,  1+x,  1+x,
Tatad attieciba uz n - 1 skaitliem x1+X», X3, X4, ..., Xy ir izmantots indukcijas pieneémums.
Jan =1, tad nevienadiba ir speka.
Pienemsim, ka nevienadiba ir speka attieciba uz n =k.
Pieradisim, ka nevienadiba ir speka arT attieciba uz jebkuriem k+1 skaitliem. Ja kadam 1 a;
un b; sakrit, tad pargjie b skaita k ir a permutacija, bet tad ir speka, jo pie abam

Taka

tad

1
>—.
3

L . oo, 8
nevienadibas pusém ir pieskaitits b—' =1.
i
. a e . . L
Javisi — =1 un a = max a vai ja tadi ir vairaki, tad pienemsim, ka b;=a;. Parvietojot b;
i
un bj, salidzinasim jauno summu ar ieprieksgjo (bi<a;, bj<aj=a; péc pienémuma).

Tapéc
a a a a; 1 1 1 1
S-S=T4y 1 S _J_(@-a)—-—|=( -a)———|>0.

[ J
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10.

Ta ka jaunas summas S skaititaja un saucgja i-ie a un b ir vienadi, tad p€c iepriekseja
pienémuma S'>k+1.

Tatad S>S'>k+1.

Tas ar1 bija japierada.

Ja n=1, tad nevienadiba ir spéka, jo gadijuma, ja x; < %, tad 1-x1> %

Pienemsim, ka nevienadiba ir speka, ja n=k, t.i., ja skaitli X;,X,,...,X, ir nenegativi un
1
X; + Xy + o+ X SE . Tad

~ ~ 1
X L%, 5.€-%, =

Pieradisim, ka uzdevuma apgalvojums ir speka ar1 attieciba uz n = k + 1, ja
X1y Xy 4.5 X s Xiyp I NEnegativi skaitli un atbilst nevienadibai

1
X, + X, + oo + X+ xkﬂsz.
Uzrakstisim So nevienadibu $adi:
1
X, + Xy 4 o + X <=,
2
kurx, = X, + X,,,- Tarezultatax, >0.
P&c indukcijas pienémuma
~ N
G =% 5 0-% =
~ ~ 1
=€-x }_ Xp €= X = X 2 E

Ta ka xiXk+1=>0, tad
1- X = X <1- X = X T X Xq = - X, }_ X1

-
2
un tapec

-

~ ~ ~
e X :(_ X ,-(— Xy :(_ X 2= - X ,-(— X = Xiyq 2

Tatad nevienadiba ir speka attieciba uz jebkuru naturalu n.

N |-

3.2. Indukcijas metode apvienojumd ar nevienadibas pastiprinasanas metodi
Pieradisim, ka attieciba uz katru veselu pozitivu k<n ir speka nevienadiba

k
k 1 k k2
I+ —<|1+—| <l+—+—.
n n n n
Ja k = 1, tad acimredzami, ka tas ta ir. Pienemsim, ka attieciba uz kadu k nevienadiba ir

patiesa, un pieradisim, ka ta ir speka attieciba uz k+1:

2

2(1+5j(1+1J=1+M+L2>1+E.
n n n n n

Ievérosim, ka te neesam izmantojusi to, ka k<n.
Tatad $1 nevienadiba ir speka attieciba uz jebkuru pozitivu veselu k.
Jak<n, ieglistam
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k k? 1 k+1 k®+2k+1 k+1 k2
< 1+—+— | 1+—|=1+ + 5 t—t+—==
n n n n n n n

> ~ 2
+k+1+(<+1/_n(<+1/ k -

=1
n n2 n®
-2
<1+k+1+ ((+21/,
n n

jo n(k+1)>k? tad, kad n>k.
Iegiitajas nevienadibas ievietojot k = n, ieglistam
n
2:1+Es(1+1j B TLINLIY
n n n n
. Pieradisim, ka var biit daudz spécigaks rezultats: ja 0°<x;<180°% i=1, 2, ..., n (n>2), tad
sin €, + X, + ... + xn:]<sin X, + SiNX, + ... + sinX,. (1)
Jan =2, nevienadiba (1) ir speka, jo
sin &, + x, ]<[sin x,|-[cosx,| +|cosx,|-[sin x,| < sinx, + sin x,.
Pienemsim, ka nevienadiba (1) ir speka attieciba uz kadu k>2, 0°<x;<180°% i = 1, 2, ...,
k+1. Tad
Sin €, + X, + ... + X, J<sinX + SiNX, + .. + SinX,.
Tatad
Sin €&, + X, + .. + Xy |=

=[sin €, + X, + ... + X, COSX,,, +COS€, + X, + ... + X SN Xy, <
<[sin €, + X, + .. + X [|cOS Xy, +]COS € + X, + .o + X []siN Xy, <
<[sin €, + X, + ... + X [+[siN X,y <

<sinx, + sin X, + ... + SiN X,,,.
Tadgjadi nevienadiba (1) ir speka attieciba uz jebkuru n>2. Bet tas nozimé, ka ir speka ar1
uzdevuma apgalvojums.

. Ar matematiskas indukcijas metodi bez griittbam var pieradit nevienadibu
135 2n-1 - 1

246 2n  J3n+1 @)
kas ir spécigaka neka sakotn&ja nevienadiba.
Jan=1,tad
1.1
2 J4'
jan=2 tad
13 < i( atieSam);
2 4- 77 ’
jan=Kk, tad
135 2k -1 1 ..
———= < (S0 pienemam).
2 46 2k 3k +1

Pieradisim, ka
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35 2k-1 2k+l 1
46" 2k 2k+2 MH'

x . T D . _ . .2k
So var iegiit no iepriek$g€jas nevienadibas, reizinot tas kreiso pusi ar

3k +1 : C o 2k +1 3k +1
. Ja izdotos pieradit, ka < ,
3k+4 2k +2 3k+4

tad viss butu kartiba. Patie$am
4k? + 4k +1 - 3k +1
4k® +8k+4 3k+4
4k? + 4k +1 3k+1
A7 18k+4 3k+4
—k <0
A€ +12@k+4 "

+1 .
5 un labo pusi ar

i)

Tas ar1 bija japierada.
Tatad nevienadiba (1) ir speka attieciba uz visiem n. No tas izriet arT pieradama
nevienadiba.

. MATEMATISKAS ANALIZES METOZU IZMANTOSANA

4.1. Funkciju atvasinajumi nevienadibu pieradisana
. a) Apskatisim funkciju f(a)=c-Sino. Tas atvasinajums ir f'(o)=1-cosa>0,

o L. e T
tatad funkcija f ir augosSa intervala 0<a< ri

1

5 <0.
CoS“ o

b) Funkcijas f(a)=a-tga atvasinajums ir f'(o) =1-

Tas nozimé, ka funkcija f ir dilstoSa, ja 0<oc<g .

cos ou(o —tgor) <0

Funkciju f(x —_— atvasmot redzam, ka f'(a) = 5
o

a
JO a<tga, ja O<a< g , [idz ar to funkcija f(at) ir dilsto$a un >N & %
o

Funkcijas snx standartizp&te rada, ka intervala (0;r) funkcija ir dilstosa. Tatad
X

sin€{—a x _ sin x

— > 0O<a<lO0<x<m.
(-ax X
No Sejienes izriet, ka
- ~
sin ?—a/le_azl—Za
sin X l1-a

un
€a-135in x+ (—a3in(-ax>0.
Tas ir pieradits, ja ac[0;1), xe(0;m).
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P&dgja nevienadiba acim redzami ir spéka, jaa =1, xe[0;n] un ja ac[0;1], kad x=0 un x =
.
1) a=0,
Vienadiba ir spéka, ja {2) x =0,
3y a=Lx=m.
4. Sinevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai
mon o men
e <—<e ",
n

Nevienadiba €>1+x (ta ir acim redzama katram x>0.) ievietojot X = ,legiisim

m-n

Atliek pieradit, ka m >em .
n
Apskatisim funkciju f(x)=xe'™, xe[0;1]. Ta ka f '(x)=(1-x) e"*>0 un f(1)=1, tad f(x)<1.
Kad ievietosim x = n nevienadiba f(x)<I, iegisim v€lamo rezultatu.
m

5. Apzimé&sim polinomu ar Py(x). Pieradisim pastiprinatu nevienadibu
PZK(X)>O.
Ja x ir negativs vai vienads ar 0, tad neviens Pa(x) loceklis nav negativs, bet brivais
loceklis ir vienads ar 1. Tatad, ja Xx<0, Pa(x)>1.

Ja x>2k, polinoma Py(x) visus loceklus var sagrupét ta, lai visi saskaitamie biitu negativi:
3 2k-1

k X
P, (X) =1+§(X_2)+Z(X_4)+'"+ 2!

Intervala [0;2k] polinoms Pok(x) ir nepartraukta funkcija un ta piepem savu vismazako
vertibu. Ja Py(x) pienem savu mazako veértibu kada no galapunktiem, tad §1 vértiba ir
lielaka par O péc iepriekS pieradita. Tatad Po(x) pienem pozitivas vertibas arl visiem
pargjiem x € [0;2k].

Ja Py(x) pienem mazako vértibu intervala [0;2k] iek$&ja punkta x,, tad jebkuram x no X
apkartnes ir speka Pak(X)> P2k(Xo). Tatad punkta xo polinoma Pak(x) atvasinajums ir 0:

(x—2K) >1.

X2 X2k-1 X2k
' _ 2o 0 _ "0 _
P, (X)) =—1+X%, + T +...+ 2k 1)1 = 200! P, (X,) =0.

2k

. X
Taka PZk(XO) :(2—;)()!>0,

tad polinoms P,k(xX) ir pozitivs uz visas ass.
Tas ari bija japierada.

G€+b°’

6. Izmantojot nevienadibu ab < T’patvaﬁgam c>(0, iegilistam:
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2

1( % c X, c X, ¢C
S|l = +—+ <= +—+ L+ T+ —.
c X c X, cC X

Ieveérosim, ka funkcijas f(t) = % + t vislielaka veértiba intervala [a; b] ir vai nu viena, vai
c

ar1 otra intervala galapunkta. Izv€l€simies c ta, lai §1s vertibas sakrist: f(a)=f(b), t.i.,
nemsim c=+/ab . Tad nevienadibai a<t<b biis

a b
f(t)g\EJrJ;.
(35
nl .= +.[—

[ b Va) n’€@+b’
4 -~ dab

Tapéc P <

4.2. Integrali nevienadibu pieradisand
7. Risina lidzigi ka 4.nodalas 4.pieméra aprakstito uzdevumu.

. : . 1 :
8. Apskata taisnsttrus, kuri atrodas zem funkcijas y=— grafika.
X

A
1 A” 14""
A’ - A’
OAO 1 2 n A”
Apskatam laukumus S . | N unS .. =n.
AgP0AnAn n+1 AyA0AnAn
Actmredzami, ka n < i <n,
n+1 Jx+1
njﬂz In&+17 = In(n+1),
X+1

0
n
——<In(n+1) <n.
n+1

9. Likliniju trijsturi ierobeZo abscisu ass, liklinija y = In x un taisne x = n. Janovérte $a
trijstura laukums, apskatot taja ievilkto un apvilkto trape¢u summu.
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10. Apskatisim funkciju y=x".Ta ka tas atvasindjums, picaugot x, dilst, funkcijas y

pieaugums, kas ir atbilsto$s dotajam intervalam uz x ass, dilst, intervalam parvietojoties
pa labi. Intervals (X1, Xp) tiek iegits, parbidot intervalu (x1-ot, Xo-ct) pa labi par o. Tatad
y"kZ_;T y"kl,j:

X2
= [yt =
X1
X2—q
= jy'(t+oc)dt <

X1 —a

X2—a

< j y'(t)dt =

X1—o
=y€& o y&-a_
Tas ar1 bija japierada.

5. NEVIENADIBAS, KURU PIERADIJUMOS IZMANTO CITAS
NEVIENADIBAS. VIENKARSAKIE GADIJUMI.

e

5.1. Vairaku nevienadibu saskaitiSana vai reizinasana
Acimredzami, ka a<l, b<l un c<I. Pieradisim, ka attieciba uz katru x ir speka

nevienadibas x(1-X) < % .

2
Tas ir acimredzami, jo (X - %j <0.

No Sejienes var izteikt, ka
1
a(1-b)b(1-c)c(1-a)< —.
(1-b)b(1-c)c(1-a) 5
Sareizinot uzdevuma nosacijumos dotas nevienadibas, ieglistam
a(l-b)b(l-c)c(l-a)>é.

Lidz ar to ir iegiitas pretrunigas nevienadibas.
Katram pozitivam x ir spéka acimredzama nevienadiba:

VAX+1 <VAX® +4x+1 =2x +1.

Izmantojot So nevienadibu katram saskaitamajam labaja pusg, iegiistam
Vda+1++/4b+1+Ac+1++/4d +1 < (2a+1) +(2b+1) +(2c+1) +(2d +1) = 6.
Starp dotajiem skaitliem jabiit vismaz vienam pozitivam skaitlim. Nemsim jebkurus etrus
no Siem skaitliem. Ja visi blitu nepozitivi, tad ar1 to summa biitu nepozitiva, bet tas ir
pretruna ar nosactjumu. (Patiesiba $ada veida tiek pieradits daudz spécigaks apgalvojumus
- pozitivu skaitlu ir vismaz 22. Misu gadijuma biis nepiecieSama tikai viena $ada skait]a
eksistence.) Izv€lamies So pozitivo skaitli. AtlikuSos 24 sadalisim seSos Cetriniekos. Visu
25 skaitlu summa ir pozitiva, jo viens skaitlis ir pozitivs pec izv€les un atlikusie cetrinieki

ir pozitivi péc uzdevuma nosacijuma.
Analogi ka 3.uzdevuma.
Vismazako apzim&sim ar m, vislielako ar M. Varam uzrakstit
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m<<m,
b,

m<?2 <M,
b,

m<2n <M
b

n

Ta ka b1>0, b,>0, ..., b,>0, tad
mb, <a, <Mb,,
mb, <a, < Mb,,
mb, <a, <Mb,.

Saskaitot un iznesot M pirms iekavam, ieglistam

mo, +b, +..+b, <a, +a, + .. +a, <M €, +b, +..+b, .
Todalotar b, +b, +...+ b, , ieglistam mekl&to.
6. Apzimésim priek§metu masas ar burtiem D (divans), C (¢emodans), P (portfelis), G

(grozs, glezna, karba), bet suniSa masu ar burtu M.
No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

D=C+P (1),
D=3G (2),
G>M (3),
M+P>D (4),
M+C>D (5).

Saskaitot nevienadibas (4) un (5) un izmantojot vienadibu (1), ieglistam, ka 2M>D. No
otras puses, ievietojot nevienadiba (3) vienadibu (2), iegistam D >3M. Tacu S§is
nevienadibas ir pretrunigas, jo tiek iegiits, ka 2M>3M, t.i., M<0.

. . 1 .
7. levietojot nevienadiba vértibas x =0, E , 1, leglistam

lc|<1,
la+2b+4c| <4,
la+b+c|<1.
Jaapzimésimd=a+b+c,e=a+2b +4c, tad
a=2c+2d-eunb=-3c-d+e.
Izmantojot labi pazistamo nevienadibu summas modulim, iegiistam §adas nevienadibas:
la|<2|c| + 2|d]| + |e| < 8,
[b]<3c| + [d| + [e] < 8,
lc|<1.
Saskaitot visas tris nevienadibas, ieglistam
la]+|b|+|c|<17.
Tas ar1 bija japierada.
8. legustam

(ﬂ@fﬁmxﬂm+%cm&-%<a
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10.

11.

12.

2
(f(x)—lcost —1<0,
2 4

(f(X)_1+czosxj(f(x)+1—czosx)<01

t.i.,
_1-cosx <f(X) < 1+cosx_
2 2

Ievietojot nevienadiba x = 0, x = p un x = 2p, iegiistam

O<b<1, @

-1<an+b<0, 2

0<2an+b<1. 3
Saskaitot (1) un (3), ieglistam

0<2an+2b<2,
O<am+b<1.

Tas ir pretruna ar (2) nevienadibu. Sadi reali a un b neeksiste.
Iev@rosim, ka attieciba uz jebkuru x>-1 ir speka nevienadiba

A3 -x+1=(x+1)(@2x-1)* >0.
Tapéc

€ -3x, +1 =3 'x, +n>0.
k k _ k
= =

No Sejienes izriet mums vajadziga nevienadiba.
Ir pietiekami pieradit nevienadibu

| sinx |+ sin(x +1) | +]sin(x +2) |>§

visiem x.

Vispirms pieradisim, ka visiem k<n ir slzékﬁ nevienadiba
1-a-a"™ +a" >0.

PatieSam

1-af-a" +a" = (1-a¥)(1-a"*)>0.
1-a“un 1-a™* ir ar vienadam zimem. (Turklat vienadiba tiek iegiita tikai tad, ja a=1.)
No Sejienes izriet, ka
1+a">a +a"*.
Saskaitisim attiecigi nevienadibas kreiso un labo pusi visiem k =1, 2, ..., n-1 un ieglisim
(n-D@+a") >
>€+a’+at+..+a" 2 +amt :+ ¢lra"?+. +at+al+ a::

_ 2 3 n-2 N1
_26+a +a’+..+a T+a

N
Pieskaitisim pie abam nevienadibas pusem (n—-1)€+a® +a°+..+a" 2 +a"* ;

2 3 n-2 n-1 n Y
(h-Df+a+a’+a°+..+a"*+a" ' +a P

-~
>(n-1+2)€+a’+a’+..+a"? +a"" =
~
=(n+)€+a’+a’+..+a"*+a"" .
No Sejienes
l+a+a’+...+a" N+l

a+a’+..+a"" n-1
Turklat skaidrs, ka vienadiba tiek sasniegta tikai tad, jaa = 1.
Katram k un y no intervala [-1;1] ir speka
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2 1 1
>
1+xy 1+x° 1+y
To var pieradit, vienadojot dalam sauc@jus. Jasaskaita visas nevienadibas n, kuras ir
uzrakstitas §ada veida:

1 1 1
> + .
l1+aa, 1+a’ 1+a’,
13. Ja 0<x<g, tad
n_+3

sin X< tg x< tg s 3

sin x +tg> + sin® + ... + tg*"x,

BB, B2 ) s s
3 (s) "ls) 4B L V32
3 3

<1,4.

5.2. Jensena neviendadibas izmantosana
14. Teverosim, ka funkcijas f = sin x otrais atvasinajums ir f " = -sinx. Tapéc f "<0, ja 0<x<n.
Talak p&c teorémas

sin%wzécinowsin B+siny
bet 2FBHY _ T
3 3

Tapéc

33

. . . . T
sinoc+sin B +sin y < 3sin EZT'

Tas ar1 bija japierada.
15. f=sin x, f " = -sinx, un, 0<x<m, tad f "<0.
Tapéc
sin % > % €inou+sin B +sin y+sin &

T gzzﬁ.

sinoc+sin B +sin y +sin & < 4sin ia

16. Apskatam funkciju f (x) = 2* un tas atvasinajumus
f'(x) = 2In2, f "(x)=2"In*2+2*.
Redzam, ka f"(x)>0, un tapéc

X y z X+y+z
% 52 3

X+Yy+2
2 +2Y 427 >3.2 3 =3.2=6.
17. f(x) = X%, f'(x) = 2x, £"(x) = 2 >0, tatad
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2 2 2 2 2
X1+X2+X3+X4> X, + X, + X3+ X,
4 - 4 ’
4 1
2 2 2 2 e
X, 4+ X5 + X5 + X, ZB((I+X2+X3+X4/—Z

18. f(x) = cos?x, '(x) = -2cosx-sinx, f"(x) =2 > 0, in tapéc
cos® o+ COS? B + Cos? y N cosz(a +B +yj
3 _ )

2
cos® o +cos? p + cos? y > 3c0s’ ~ = 3. EJ _3
2 2 4

19. f(z): f(x) =tg>x, f’(x):ZLr;X, f”(x):ﬂé 0, ja 0<x< ™.
2 C0S”° X C0S”° X 2
Aizvietojot ar

a
X, =— = o =2X,,

p

XZ:E:B=ZXZ,

x3:%3y=2x3,

~ T
o+B+y=26€ +X, +X; =, x1+x2+x3=§,

péc 2.teorémas ieglstam
tg*x, +tg;x2 +1g9%X, >tg2(xl + x32 + X, ]

2
tg?x, +1g*x, +tg*X, >3tgzgz3-(iJ =1.

NE

20. Parveidosim nevienadibu ta, lai varétu izmantot 1. vai 2. teorému:
. i . . 1
Insinoc+InsinB+Insiny+Insind <In 2

Tad
1

_—__<0.
SIn*~ X

f(x) = In sinx, f "(x) = -

Tapéc
a+pB+y+0

Insin > 44sin o + Insin B + Insin y + Insin &

Insin o + Insin B + Insin y + Insin & <

< 4lInsin w = 4Insin T_ 4In =In %

NI

6. KLASISKO NEVIENADIBU LIETOJUMI NEVIENADIBU PIERADISANA.
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6.1. Pamatjédzieni
1. 1l.pieradijums.

G=ya,-a, a-..-a

n

Aizvietosim katru no skaitliem a;,a,,...,a, sakuma ar mazako no Siem skaitliem

(min(a)), p&c tam - ar lielako (max(a)).
legiisim

G> Q/min( a)-min( a)-...-min( a) =&/[min( a)]" = min( a),
G <{/[max(a)]" = max(a),

min( a) <G < max(a).
2.pieradijums.
Esam pieradijusi, ka min( a) <G < max(a).

lga, + lga, + ... + lga
Tatad Igm.nasg 1 - 9% g "<lg,., a

n nmax
Ta ka logaritmiska funkcija ir augosa, tad
19 i @ = lg min( a)
un g . & =Ilgmax(a).

Iy 61 ‘ap-.d, ~< Iy max(a),

lg min( a) <

n
lgmin(a) <lgya,-a,-...-a, <lgmax(a).

Ta ka, palielinoties skaitla logaritmam, ari skaitlis palielinas, tad no ieprieksgjas

nevienadibas izriet:
min( a) <{/a,-a, -...-a, <max(a).
Tas ari bija japierada.
2. l.pieradijums.
Analogisks ieprieks€ja uzdevuma 1. pieradijumam.
a +a, +a; +...+a; =n(min( a))",
a +a, +a; +...+a, <n(max(a))",

a +a, +a; +...+a,

(min( @)™ < : — < (max(a))",

a"+a) +al +...+a" 5< (a)
n

min( a) < (

2. pieradijums.

m

a/ +a; +a; +...+a, < max €"

n
Ta ka, palielinoties a, palielinas arTa", tad

mex € > fex €7
un min €" = fin €.

. & a'+a’+ar+...+a"
fin(a) " <22 = "< fax €.
_ 0 N

Zinam, ka min(a™) <

Jo lielaks b, jo lielaka arf b .
Tapéc
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1

. a'+al +al +...+a" | ~
mln(a)s[ CRE | <max@.
n
3. 1.pieradijums.
- n . . :

Ja izteiksmes H = T 1 1 1 labaja pusé skaitlu a,a,,...,a, vieta

s e e U A

a1 a2 a3 an
ievietosim min (a), tad ieglisim

H> T = min( a).
' min( a)
o - n
Analogiski varam iegiit, ka H < — = max( a),
' max(a)
un tapéc min(a) <H<max(a).
2.pieradijums.
1 1 1 1
L —+a—+a—+...+a— 1
Ta ka min (a) <A <max(a), tad min (—j e B B "< max(—j
a n a

Skaitli aj un — ir apgriezti proporcionali (palielinoties skaitlim a;, skaitlis — samazinas),
a. a.

I (1) 1 (1) 1
un tapéc min| — | = un max| — |=—; .
a) max(a) a) min(a)

1 1 1 1
1 a e a a1
Tad 12 n : un
max( a) n min( a)
: n
<
min( a) < T 1 1 1 < max(a)
B T
al a2 a3 an

6.2. Vienkarsakas sakaribas starp vidéjo aritmetisko un vidéjo geometrisko.
Ertibas labad apzimgjot a1:X3, a2:y3, a3:z3, pieradamo nevienadibu varam parrakstit sadi:

x*+y?+7°

> xyz jeb x® +y® +7° > 3xyz

Zinam, ka
(X+y+2)° =x>+y°> +2° +3xy(X+ Y+ 2) +3x2(X + Y + 2) + 3zy(X + Y + 2) — 3xyz. Tat
ad
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=Xy 428 -3xyz=(x+y+2)° -3(x+y+2)&y+xz+yz =

=(x+y+2)€ +y2+22—xy—xz—yz:=

=%(X+ y+2)€x? +2y? +22° —2xy—2xz—2yz:=

=%(x+y+z)k—yf+(/—zf+((—ZE:ZO.

3+y3+23

. . _ _ X
Esam pieradijusi, ka x* +y® +z° > 3xyz, tatad ari > XYz,

e g e e, . . a +a, + a
Nevienadiba ievietojot atpakal a,,a,,a,, ieglistam — 23 - >3/aa,a,.

Vienadiba ir speka tikai gadijuma, kad a, =a, =a,.

. Zinams, ka % A

. a, +a a, +a . . .
Apzimésim Y, =% un vy, =%, kur a;,a,,a,,a,ir jebkuri nenegativi
skaitli.

8 +3, 3 +a, a a
Tatad = & * % |2t A )

2 2 2
a, +a,+a, + a, a, + a, 1)

2 .

a, + a,

Taka —2* >,aa, un =—*> Ja.a,, 2

2 2

a + a,+a; + a,
tad 2 s > [Jaa, Jaa, =4/aa,a,a, (3)
a +a, a,+a
Nevienadiba (1) parvérSas vienadiba vienigi tad, ja — 2 -3 1 bet

2 2
nevienadiba (2) tad, ja a;=a, un az = a4. Tapeéc nevienadiba (3) klist par vienadibu vienigi
gadijuma, kad a, =a, =a, =4a,.

a +a,+a; + a,
. Zinam, ka >4/a,a,a,3, .

4
Apzimésim a _btb a _B * b, a _bs + b a _b * b
' 2 7 2 2 2
Pielietojot ieviestos apzim&jumus, iegiistam
b, +b, +b,+Db, +b +Dbg +b, +by
b + b b +b, \bs+Dbs Y b, +Dby
2 2 2 )

Tm ok 2 +2 b2 > ./b,b, , %z,mgb , %z,/bsb ,
b, J;bg > Job,,
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. b1+b2Jb3+b4 bs +bs \(by+bg )
tad 2 2 2 2 )7

2 A{/\/ble \/b3b4 \/b5b6 \/b7b8 = %/blb2b3b4b5b6b7b8 .
Tapat ka iepriekseja uzdevuma, vienadiba ir speka vienigi tad, ja
b,=b,=b,=b, =b, =b, =b, =b,.

2 2 2
4. Viegli pieradit, ka xy=| 22| —[ 2= yj <| XY 1)
2 2 2
2
Tatad, ja x = a; Un y = ap, iegiistam a,a, < (%j :

2
a, + 4,
2

Sareizinot abas pedgjas nevienadibas, iegilistam

2 2
a, +a a, +a
ala2a3a4s(32 4}(1 5 ZJ.

2
a, + a a + a . . .
#] =x? un (1—2J = y?, un izmantosim nevienadibu (1),

2
4
X+y
2 J

Analogiski iegiistam, ka a,a, S(

Piepemsim, ka (

kapinot to kvadrata, t.i., x’y? < (

Iegtistam nevienadibu

2 2 4
a,. +a + a +a, +a, +a
a1a2a3a4s(3 5 4J(a1 zazj s(l 2 2 & 4)..

Turpinot §ada veida talak m reizes, ieglistam

Zm

a +a, +a +.+a,
8,8, 0@ < o . (@)

Tas ar1 bija japierada.
2
Nevienadibai (1) zime ir speka, ja (%) 0, ti, ja x = y. Vairakkart izmantojot §0

noverojumu, ieglstam, ka nevienadiba (2) parvérSas par vienadibu tad un tikai tad, ja
a,=8,=...=8_, .

6.3. Teoréma par vidéjo aritmétisko un videjo geometrisko

1. Zinam, ka

a;bzm,

bjz bc,
2

a+c . Jac.

2
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Sareizinot §is tris nevienadibas, ieglistam

@+b)b+0)C+a) . 20267 _ ape
: > .

Vienadiba tiek iegiita vienigi gadijuma, kad a=b =c.
2. Piepemsim, ka x un y ir dotie skaitli.
Zinam, ka (a+b)?>0, un tapac a’+b®>2ab.

Jaa=+/x unb= \/y,tadiegﬁstamx+y 22\/X_y.
Takapecdotaxy>x +y,tadx +y>2,X+Vy.

Izdalot abas nevienadibas puses ar /X + Y , ieglistam /X +Y >2.
Tatad x+y>4.

3. e+b+c}%¢+b} O+c >+ (:+a::2§§/(a+b)(b+c)(c+a).

4. P&c teorémas par vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko ieglistam:
€ +b+c >3%abc,
€2 +b? +c? :2 3%/a?b?c?,
Sareizinot §1s izteiksmes, ieglistam
(a+b+c)(@*+b*+c?) >9%ah’c® =9abc.
5. Izmantojot teorému par vidgjo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko, ieglistam:
a,+a,+a, +a, +..+a, ) _
10 j -

a,-a’-a;-a; =a,a,a,a,a,2,a,a,a,a, s[

10
6. Parveidosim doto nevienadibu:
a®+b*+c® +15abc < 2(a+b+c) (a®+b?+c?),
a®+b*+c® +15abc <2(a’b + a’c + b%a + b%c + c%a + ¢?b) + 2(3a3 +b®+cd),
2(a’b + a’c + b%a + b%c + c%a + ¢?b) + 2(a° + b® + ¢3)-(a®+b*+c®) > 15ahc,
2(a’b + a’c + b%a + b%c + ca + ¢b) + a*+b’*+c* > 15abc.
Kreisaja pusé ir 15 saskaitamie, un pec teorémas par vid€jo aritmé&tisko un vid€jo
geometrisko ieglistam:
2(a’b + a’c + b%a + b’ + c?a + ¢?b) + a®+bP+c3>
>15Na’b’c*a’ba’ba’ca’cb’ab”ab’cb®cc’ac’ac’bc’b
jeb 2(ab + a’c + b%a + b?c + c%a + c’b) + a*+b3+c*>
>158a**h™c’® =15abc.
No Sejienes arT izriet vajadzigais.
7. Takal=a+b+c,tad dota nevienadiba ir ekvivalenta Sadai nevienadibai:
a’ +b? +¢? +2+/3abc <€ +b+c 2,

a’ +b% +c? +2+3abc <a?+b?+c? +2ab+ 2bc + 2ac,
v/3abc < ab+bc +ac,

J3€+b+c abc <ab+bc +ac.
Kapinot abas puses kvadrata, iegiistam:
€b ’ + €c > + €c * +2a’bc + 2ab’c +2abc® > 3€@ +b +c abc,

€b > + Gc > + €c > +2a’bc + 2ab’c + 2abc?® > 3a’bc + 3ab’c + 3abc?.

~ (al +2a, +3a, +4a, Jlo
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Tatad atliek pieradit, ka
€b >+ ¢c > + €c ® >a’bc +ab’c+abc?,
Pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmétisko un vid€jo geometrisko, ieglistam:

2 2
% > azbc’

2 2
M > abZC,

2 2
C  + @QC
w > abc2 .
Saskaitot p&dgjas tris nevienadibas, iegiistam mekl&to nevienadibu.
Pieradamo nevienadibu varam parrakstit $adi:
a’+b® >6ab* -8,

a®+b® +8>6ab?,

>
a®+b®+8>33 Qabz/,
a’+b®+8>3%/8a’n°.
Pedgja nevienadiba ir speka, pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmétisko un vidgjo
geometrisko.
Vienadiba ir speka vienigi gadijuma, jaa®=hb°=8, ti.,jaa=2b=++2.
Ja a, b, c ir veseli pozitivi skaitli, tad pieradamas nevienadibas kreisa puse ir pozitivu
reizinataju reizinajums.
So reizinataju vidgjais aritmétiskais ir
€+b-c+6+c-ar€+a-b __
a+b+c
Tad nevienadibas kreisa puse nav lielaka par 1***°, t.i., par 1.
Ja kads no skaitliem a, b, ¢ nav vesels, tad, ta ka Sie skait]i ir racionali, varam atrast
kopsaucgju:

1.

a:B,bzﬂ,C:L,t.i.,p:am,q:bm,r:cm.
m m m

Ievietojot a, b, c vieta to izteiksmes, risinajums ir lidzigs iepriekS€jam.
. No sakaribas starp vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko iegtistam:

6—a1/+ G_aznj' - e_a”/>”\/6—3.1:6_a2 : S G_a“:
n-1)S < S B
0D J6aseas. 6a>
Lidzigi iegiistam
1 + 1 +...+ !
€-a_ €-a, e_‘5‘n:>n\/ ! @)
n € a1:6 azz' 6-a,._

Sareizinot izteiksmes (1) un (2), ieglistam

Sn_1 1 + 1 +..+ 1 >1
n? (€-2,_ €-a,  €-a,.

jeb

109



s .S . s \>n2
6-a _ €6-a, =~ €-a _ n-1

—~

11. Saskaitot divas acimredzamas nevienadibas
a2 +b?+c? +d? > 4Ya’b?c?d? = 4+abcd un a? +b? > 2ab, ieglistam
2a% +2b? +c?+d? > 2ab + 4v/abed
26> +b2:+c2 +d? 22\/%(/a_b+2x/c_d:
Vienadiba ir speka vienigi gadijuma, jaa=b=c=d.
12. P&c teorémas par vid&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko
Y+l .€@+2 €@+3 ... -+ €@n-1_<
Q1 @2 €@+3 .+ €en-17
2n-1

_ G+1+ (n+gn_1//-€n—1::m+n.
2€n-1_

Kapinot abas puses (2n-1)-aja pakap€ ieglistam prasito.
13. Izmantojot teorému par vidgjo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko, ieglistam:

a+b22\/$,
b+C22\/R,

a+c > 2+/ac.
Saskaitot ieglistam 2@ +b+c > 2(/% ++/bc + \/5)

14. Izmantojot teorému par vid€jo aritmétisko un vidgjo geometrisko, ieglistam:

a;bzm

JEe+b §+d/=2\/e+b/- Crd abcd,

2 2
J€+cC §+d} 23/abcd ,
J€+d O+c >24abed.
Saskaitot iegiistam

J€+b €+d +.,/€@+c O+d +,/€@+d H+c >64/abcd
15. Zinam, kax+y22\/x—y.
Apzimésimx =a+buny=2+/ab . Tad

a+b+2/ab >2,/2€+b>/ab.
un
(a+b > >2/2€+b3ab.

16. Zinam, ka a’+b?>2ab. Tatad
a’ - ab + b® >ab.

Lidzigi b® - bc + ¢? >bc
un a? - ac + ¢ >ac.
Reizinot katras nevienadibas abas puses attiecigi ar (a+b), (b+c), (a+c), ieglistam:

110



a®+b®>ab(a+h),
b® +c¢® >bc(b +¢), (1)
a’+c®>ac(a+c).
Saskaitot $1s nevienadibas, iegstam:
2€° +b° +¢° > ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c),
2€° +b° +c3:2 a’b+a’c+b2a+b’c+cla+c?h,
2€° +0° +¢® >a’(b+c)+b2(c+a)+c(a+h),

sz;a+c2a;b. @)

b+c
+

a®+b®+c®>a’

b+c a+c
>

Taka 7 = bc, > > /ac, a%b > \/ab, tad, parveidojot nevienadibu (2), ieglistam

vajadzigo nevienadibu:
a® +b* +c® =a?/bc +b?/ac +c/ab.
Vienadiba ir speka vienigi tad, jaa=b =c.
17. Viegli pieradit, ka

4 4
a“+b > a?b?,
2
4 4
a®+c
> a’c?,
2
b* +c’
>b%c?
2
Saskaitot §1s nevienadibas, ieglistam:
a*+b* +c* >a’v® +a’c?® +b%c’. (1)
Savukart
2152 2.2
a‘b®+b°c
#2 a’b?-b’c® =b*|ac|> ab’c
2|2 2.2
a‘h®+a‘c
— >+a’b?-a’c® =a’|bc|>a’bc, 2)
2.2 2.2
a‘c”+b°c
#zvazcz -b?c? =c? |ab > abc?.

Saskaitot nevienadibas sistema (2), ieglistam:
a’b® +a’c’® +b*c? > ab®c +a’bc + abc?
jeb
a’h? +a’c? +b*c? >abc€ +b+c . (3)
No nevienadibam (1) un (3) iegiistam mekl€to nevienadibu:
a‘+b*+c*>abc@+b+c.
Vienadiba ir speka, jaa=b =c.

18. P&c teorémas par vid&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko

X +y>2./xy.

Apziméjot X = 4%, y=Db+ 1, ieglistam:
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4b% +b+1>2,/4b% @ +1
4b* +b+1>4|b|vb+1,

2
47 +b+1 i
4l

19. Zinot, ka X7y5 +X2y2 > 2, yZx2y;? , iegiistam:
XCYs +XEYE 22X Y, %, |2 2% Y, %, Vs
XPY1 XYz + X0 Y5 + X1 Z XY+ X5 Y; + 2% Yo X Vi
Cx2 Yy 2y, Y,
V€ +x2 G +y2 20y + %Y, 2%y, +%,Y,,
2J€ +x2 §F+y: 226y, +x,y,

2 2 2 2 2 2 4,2 2 U 2 2 2 2
X2+ X2+ Yyl +2 €2 +x2 Q2+ yE 2 xEHxE YR YR 2Ky, +2X,Y,,

>
2 2 2 2 2 2
Vxl +X2 44y +Y, >2&+y, S+ €ty

DG xt Y 4yl 2 € ry, S+ €y, 2
Viegli pamanit, ka vienadiba tiek ieglita gadijuma, kad x1Y, = XaY1.
20. Ieprieksgja uzdevuma pieradijam, ka

DX+ Y yE =€y, S €y, @
Pienemot, ka x1=X, X, = \/5, Yi=C-X,Y2= Jb , nevienadibu (1) varam parrakstit Sadi:

\/xz+a+\/(:—xf+b2\/(<+c—xf+(/5+\/5j
jeb \/x2+a+w/(:—xf+b2\/cz+(/5+\/5j.

Vienadiba ir speka vienigi tad, ja x v/b =(c - x)+/a.
21. Ta ka pieradamas nevienadibas abas puses ir pozitivas, tad to varam parrakstit:
(Xy+yz+2zx)% = 3xyz(x+y+2),

XYY XA > xyz(X + Y + 2). (1)
Zinam, ka

2,2 2,2

%Z Ix*y?z? :‘xzyz‘:xzyz,
2,2 2,2

yz -;X y > /X2y422 :‘Xyzz‘zxyzz’
2,2 2,2

%zwlxzyzz“ :‘xyzz‘:xyzz.

Saskaitot p&dgjas tris nevienadibas, ieglistam nevienadibu (1). Vienadiba tiek iegiita
vienigitad, jax =y =z.
22. Zinam, ka a® +b? +c? > 3¥/a’b?c?.
Izvelkot no nevienadibas abam pusém kvadratsakni, iegtistam:
Ja? +b? +c? > +/33/ahc. (1)
Zinam arf, ka ab+bc+ca>3Va’h’c®. (2)
Savukart a’b” +b’c® +c%a® > 3/a*b’c’.
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23.

24.

25.

26.

jeb va?b? +b2c? +c2a? >+/3¥a’b?c?. (3)
No (1), (2), (3) iegiistam:

R
va® +b% +c? ‘b+bc+ca+\/a2b2 +b%c? +c’a’ .

abc
-
3 3 212 A2 3 212 A2
zﬁ“abc"@“a:bz +J8a’be = 3€++3 =30+43)

Vienadiba tiek iegiita vienigi gadijuma, kad a=b =c.
Doto nevienadibu varam parveidot:

aTer(a+b+%)2\/E(/5+\/5:

Zinam, ka a;—b > \/ab.

Atliek pieradit, ka a+b+ % > b ++/a.

a+122 3'12\/5 un b+322 b-E:\/B.
4 4 4 4
Saskaitot iegiistam:
a+b+1+1=a+b+12\/5+\/5.
4 4 2
Viegli pieradit, ka

1+23.k > \/a—,

1+a, >2,a,.
Sareizinot §1s nevienadibas, iegiistam:
<

(1+a,)-(1+a,)-...-(1+a,) =24, -2\a, -...-2\/a, =2" (/a1 Ay aca, =2
Apskatisim reizinajumus a;ay, 8183, ..., d18n, 8283, 8284, ..., An-18n.
- N . n€@-1_
Sadu reizinajumu skaits ir C> = (]T/.
Ir speka nevienadibas:

a, +a, a, +a, a,,+a
a,a, < , {J&a; < Ja,a, <———=o,

2 2
Saskaitot §is nevienadibas un nemot vera, ka aj labaja pusé atkartojas n - 1 reizi, ieglistam:

n-1 ~
Jaa, +4a,a, +...+Jaa, +...+a,,a, sTeﬁaz +...+a, .

Pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko, iegiistam:
a, +a, +..+a >ma -a, - .. -a,
1 1 1 1 1
—+—+—4..+—2=M .
a a, & a, a4 - 8 a,

Lidz ar to
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1 1 1 1
€ +a,+.+a [—+—F+—+.+—|2
a, a, a, a,
1
>nyfa, - a, - .. - a, Ny =n?.
a - a, .. -a,

Vienadiba ir spéka gadijuma, kad a, =a, =...=a,.
27. Nemot vera to, ka skaitli a,,a,,...,a, veido aritmétisko progresiju, ka ar1 sakaribu starp
vidgjo aritmétisko un vid€jo geometrisko, ieglistam:

a,+a, a +a,+.. +a
12 N1 2 " >nfa; A, ... a,.

n

No otras puses, jal<k<n, tad
axan-k+1=(a1+(k - 1)d)(an - (k - 1)d) =
= aga, + d*(k - 1)(n - k) > aan.
Tatad (a132...8n)° = (a1an) ...(ana1) = (a1an)°

jeb n/a, -a,-..-a, >./aa,.

28. Viegli pamantt, ka
a+b+ _Q+b+c£1+1+1)—3.

b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Savukart

G+b+c > ﬁ+b G+cy€+ra x> %/é+b}+c}+a 1)

un
1 1 1

b+c c+a a+b

Q+b}+C:€ a\()+c\(;+a F€@+bH+c r@+b&+a >

3/ €+b2@+c>€C+a . 2
¢+b}+c}+a J - @)
Sareizinasim abas nevienadibas (1) un (2).
Sareizinot kreisas puses, iegiisim:
1 1 1 a+b+c a+b+c a+b+c
€+b+c + + + =
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
a b+c b c+a C a+b
b+c b+c c+a c+a a+b a+b

__a +1+ b +1+ ¢ +1=
b+c c+a a+b
a b c

= + + +3.
b+c c+a a+b

Sareizinot labas puses, iegtistam:

3, ~ 3 2 To+c Cra’o2
2\/e+b:()+c:(:+a/ Q+b}+c:¢+a:\/e+b’6+c’c+a’ =

Tatad

a b C
+

9
+ +3>—
b+c c+a a+b 2
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jeb
a b C 9 3
+ + >=_3==1,
b+c c+a a+b 2 2
29. Apzimésim kreisas puses izteiksmi ar S. Ta ka

a_A-A_A A_A
A A A A A

tad

s= A1y Ay y A aAAT A ARA,
AA,..A

Pamatojoties uz Kosi nevienadibu, iegiistam:

AA A +AALA + L AA LA ZNY(AA. A

2/(A1A2...An)”‘1_n: Ao
AA,..A, VAAA

Velreiz izmantojot Kos1 nevienadibu, ieglistam:

Tatad

n
S2>

1 ~ n-1
nW’AlAZ"'An Sﬁﬂl + A2 + ... + An/:TA.
Tapéc
nA n? n
Szn_l -n= 1—n=—1
A n-— n-—
n
apb
30. Apzimésim X =abba:
ab

lgX=a-lga+b-lgh-b-lga-a-Igh = (a - b)(lga-lgb).
Ta ka funkcija 1gX ir augosa, tad (a - b)(lga-lgb) >0.
Tatad 1gX >0, un tapec X >1.
Tapéc arT a’b® > a’b?.
31. No nevienadibas starp vid€jo aritmétisko un vidgjo geometrisko ieglistam:

a—+b2 ab.
2

b a
Pieradisim, ka +ab >a?a®ba* :
11 b a
asz Z aa+bba+b

1 1\2EPS o h e \2eD
a2b2 2 aa+bba+b ,

aa+bba+b > a2bb2a.
Izdalot 3o izteiksmi ar a’b®, m@s iegiisim iepriek$gja uzdevuma pieradito.
32. 30.uzdevuma esam ieguvusi:
a’b® > a"h?,
b°c® >b°c”,
c‘a® >c%a’.
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Sareizinot §is nevienadibas un iegito rezultatu savukart sareizinot ar a®b°c®, jegisim

nevienadibu a**b*c* >a****°h****°c***° kas ir ekvivalenta meklétajai.
33. Jap, q, r ir naturali skaitli, tad pierédamas nevienadibas kreisaja pusg atrodas p+q-+r
saskaitamie, no kuriem p ir vienadi ar x*" q ir vienadi ar x"® un r ir vienadi ar x"9. So

pxT +gx"P +rx P
P+qg+r

skaitlu vidgjais aritmétiskais ir , bet vidgjais geometriskais -

PrafyPer 2 g a€pZ y €0 _ P09 Taka pozitivu skaitlu vid€jais aritmétiskais nav
d pXT +gxP +rx P
p+g+r

>1jeb

mazaks par to vidéjo geometrisko, ta

pX +gx" P+ > p+qg+r.
Ja kads no skaitliem p, q, r nav vesels, tad iesp&jams atrast tadu skaitli k, lai kp, kq, kr
butu veseli skaitli:

kpx®™" +kagx" P +krx"™ > kp + kg +kr.
Izdalot abas puses ar k, iegiistam nevienadibu
X HOx"P + x> p+qgr.
34. Pieradamo nevienadibu varam parrakstit $adi:
b)" b . ) b
1+=| <1+p-—jeb 1+h)° <1+ ph (h==,0<p<]).
a a a
1. Piepemsim, ka p ir racionals skaitlis. Tatad varam to parrakstit Sadi:
p= m , kur m un n ir naturali skaitli.
n
Saja gadijuma

A+h)P =@+h)" =g/@+h™ 1" =

- n\/(1+ h-(@+h) .- (T+h) L1 1<

3

m@+h)+n-m _
n

m-n

1+ =14 ph,
n
ti.,
(+h® <1+ ph.

2. Piepemsim, ka p ir iracionals skaitlis.
Apskatisim tadu racionalu skaitlu r;,r,,... virkni, kuras robeza ir p, ja 0<r,<1 un k=1,

2, ..., n, ... . Tikko esam pieradijusi, ka €+ hjk <1+rh, un tapec
(+h? =1lim €+h™ <lim €+r,h =1+ ph.

m—p m—p
Atliek pieradit, ka ir speka stingra nevienadiba €+ h 2’ <1+ ph.
Izvelesimies tadu racionalu skaitli r, lai p<r<l. Tad ir spéka nevienadiba

C+h <1+P h,j00<—p <1
r r
Tapéc

r
35. Parveidojot dotas nevienadibas un izmantojot Kos1 nev1enad‘bu, iegiistam:

(+h’ = [(+h ]s(l+£hj <1+rph 1+ ph,ti., €+h® <1+ ph.
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a’+b*+c* b? ¢ _a-a+b-b+c-c

> + + =
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
a b c
_a+a+...+a+b+b+...+b+c+c+...+c>a+b+c/—aabbcc_
a+b+c B
a b c
= gatb+c , ga+brc | gatb+c (D
un
3  a 1 b 1+ C 1
a+b+c a+b+c a a+b+c b a+b+c ¢
a b [4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e T T A T T a b c
_a a a b b b ¢ ¢ Cuamd L) (L)L) _
a+b+c a)\b)\c
B 1
- a b c
aa+b+c . aa+b+c . aa+b+c
Tatad
a b c
gath+c . gathtc | gatbic > a+—b+C . (2)
B 3

No nevienadibam (1) un (2) ieglistam prasito.

) . ) e 1 . . .
36. Izveloties a skaitlus, no kuriem katrs ir vienads ar —, b skaitlus, no kuriem katrs ir
a

o 1 : : o 1.
vienads ar b’ c skaitlus no kuriem katrs ir vienads ar —, ieglistam
c

(1 1 1j (1 1 1) (1 1 1) atbre
R T S B Bl b o [ S e S
a a a b b b cC C C

HIBIG!

( 3 )a+b+c l
- P
a+b+c a®b°c®

a+b+c)*™
T) . o

Talak, izveloties a skaitlus, kas ir vienadi ar b+c, b skaitlus, kas ir vienadi ar a+c, ¢
skaitlus, kas ir vienadi ar a+b, ieglistam:

~ - ~ —ja+b+c
{‘”C/a*“a/b*“bﬂ > (b+¢)*(c+a)’ (a+b)°

t.i.,

jeb a®b°ct > (

a+b+c
jeb
a+b+c
a+b+c
jeb
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[ab+ ac+bcT”’*°  b+0)°c+a)’ (@+b)’
a+b+c B arbrc '

)

Viegli var pieradit, ka a® +b* +c¢* > ab + ac +bc . Tatad

€+b+c’>3€@b+ac+bc

un
ab+ac+bc£a+b+c_ 3)
a+b+c 3
No (3) un (2) izriet, ka
(a+b+c}a+b+c _ (b+c)*(c+a)°(a+b)°
3 - 2a+b+c )
Savukart no (1) un (4) iegiistam pieradamo nevienadibu.
Vienadiba ir speka vienigi tad, jaa=b =c.
37. 1.pieradijums.
X" 1
< :
1+ X+ X2 +...+x"  2n+1
2 2n
1+ X+ X :...+x 22n+, (1)
X 1
T+ X+ X2+ +xX"
=X,
2n+1
Zinam, ka
2 2n
1+ X+ X" +...+X 22”R1/1~x~x2 o

2n+1

(2n+1)2n

2n+
— 2n+. 1X1+2+3+...+2n — X 2 — Xn.
2.pieradijums.

Nevienadibu (1) varam parrakstit $adi:

[ oo Jromie{or o
— X | X |t Al X | o+
X X X X

St nevienadiba ir pareiza, jo

(4)

j22n+1.

—k+Xk > 2.
X
38.
nl<(n_+1Jn
<l )
Un! <n_+1
Yl =123 S1+2+...+n ZE.(n+1)n _ n+1'
n n 2 2
39.
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€-11=6-1LJ/€-11=
=1-2-3-..-€-1,1.2-3-...-€-1 =
=1-€-1:2-€-2_.../€-2.2-/€@-1:1<
<1+(n—1).2+(n—2)'l l.(n—2)+2‘(n—1)+1=

2 2 ' 2 2
_hn o n_n"
2 2 72 ot
n-1
n-1
Tatad (n—1)!< gn_l .

Sareizinam abas puses ar n un ieglistam:

n

ni< —jeb 2" -nl<n".
2n
40. Japierada, ka (2n)'=2-4-6-...-2n<(n+1)":
”’—2-4.6-...~2ns2+4+6+"'+2n=€+2n/n=n 1
n n

Kapinot n-taja pakapg, ieglistam prasito.
41. Japierada, ka 1-3-5-...-(2n-1) <n":

1_3.5.“._(2n_1)<(1+3+5+...+(2n—1)j o

n
42.

Parrakstam pieradamo nevienadibu:

Ja < G+1€n+1
s

112.22.3%. .n? S(Hl—:w/.

6
Pamatojoties uz teorému par n pozitivu skaitlu vidéjo geometrisko un vidgjo aritmétisko,
leglistam:
V2223 <12 +224+3%+...+n°
n
Zinam, ka
n@+1@n+1"
P +2°+3 +..+n? =iﬁ
6
un tapec

Q/lz 22.32. .n2 < 1 . n(1+1:€n+1/= (1+1:Qn+1/.

n 6 6
2
3.9/ @ SMTH/’

2
13,283 nd s”(‘Tﬂ/.

Pamatojoties uz teorému par n pozitivu skaitlu vidéjo geometrisko un vid&jo aritmétisko,
ieglistam:

3 3 3 3
Q/13~23-33~._.-n3 sl +2°+3°+...+n .
n
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2 2
. n“qQ+1
Zinam, ka 1 +2° +3* +...+n® :L,

4
un tapec
1 n*@+17
V422430 . 400 :—-L.
n 4
. a +a, + ..+ a
44. Zinam, ka — 2 ">nfa, - @, .- Q-
n
Apzimésim a;=2""%, a,=2"2, ..., ap1=2, a,=1:
1 ~
Yort 222 <= @ a2" Ry 4240,
n

2"t 2" .2 ir geometriskas progresijas locekli, un tapéc

n@-1_ 1 ) <
22 <=€¢"-1,
n

n

o1
22 <%¢M4:
€1
Sareizinasim abas nevienadibas puses arn: n-2 2 <2" -1,
n-1
Tapec 1+n2 2 <2".
45. P&c teorémas ieglstam:

3 3 3 3
P+2°+3°+..+ €n 23{‘/13-23-33-...-3nj,
3n
°+2°+3+..+€n°  €n’€n+1’
3n 4 '
Tapéc
2 2
i.w>,n/1.2.3.__.3n
3n 4
jeb
3n@n+1> >41/@nT.
) _ o . 23 n+l1 . _
46. Izmantojot teor@mu attieciba uz skaitliem I : E .y —, leglstam:
n
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S|

<
n n+1—1/sl+1+...+1.

47. Izmantosim teorému par vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko attieciba uz skaitliem

2 bbb
b"*’'a’a’ a
n

a"+(n-1b >,
abn—l
a"+(n-1b" >nab"".
4 <
48. a’x® = €°a°x°x°x" 5 < % Cra®+x°+x°+x° :: % €a° +3%° .

Analogiski

b2y3 :%QbS +3y5:
Tapéc

a’x® +b%y? S%QGS +b5:+3(<5 + y5::

a®x® +b%y® < %(2+3) =1.
49. No teorémas par vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko izriet:
- n> 1+3+5+7+..+(2n-1)

A
>§357-..-2n-1) 5.
n n -

Tapéc n" >1-3-5-7-...-(2n -1).

50.
a, a a
Ly =24+
a2 a3 al Zn\/al aZ an :1
n a, a, a,
a, a
L +24+...+—"2>n

a, 83 &
51.
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52. Reizinajums 1' -2 -3°-...-n" sastav no viena reizinataja 1, diviem reizinatajiem 2, ...

. . n(n+1

reizinatajiem n. Tatad $aja reizinajuma ir 1+2+3+4+...+Nn= %

Aprekinasim $o reizinataju vidgjo aritmétisko:
1-142-2+3-3+..+n-n 12 +2*+3%+..+n* _

n(n+1) n(n+1)
2 2
_n(n+D(2n+1)-2 2n+1
~ en(n+) = 3

reizinataji.

Ta ka pozitivu skaitlu vidgjais aritm&tiskais ir lielaks par to vidgjo geometrisko (ja Sie

skaitli nav vienadi), tad
n(n+1)

2 122 30 <A
3
un
n(n+1)
fu2433m,n"g{2”+1 i
3
Esam pieradijusi nevienadibas labo pusi visiem n>2.
Nevienadibas kreisa puse ir speka, ja
n(n+1)
1 2 2
< . 1
1r.22.3%. ... [n+1} @)
Aprekinasim nevienadibas kreisas puses reizinataju videjo aritmétisko:
1-1+2-1+3-E+...+n-1
2 7 3 n__n 2
n(n +1) nn+1) n+1
2 2
Tatad
val 1 1 1 2
2 == e — < ——.
1223 n" n+l
n(n+1) n(n+1)
2—\/1-22-33-...-n”<[-—2—— i
n+1

Lidz ar to esam pieradijusi nevienadibu (1) un ari vajadzigo nevienadibu (n>2).
Vienadiba ir spéka tikai tad, ja n=1.
53. Rikojamies tapat ka ieprieks€ja uzdevuma.
1 1 1 1
TR R R - IRUIP TN S 0 S S
kur o ir patvaligs skaitlis (lai kadu to ari izvéletos, 1* =1).
Izmantosim teorému par vid€jo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko:
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55.

56.

4 1
A+ —+ I-—+a
a+2--+2° i2+...+2”-i S ’
2 2" _|_o+n
B 1 1 1 - 1
a+_+ S+t a+l-—-
2 2 2 2

Ja o= Zin, tad nevienadibas laba puse parveidojas par ZL” +n.

Ta ka skaitli o, B, v, ..., 0 ir racionali, tad varam tos parveidot par dalskaitliem ar kopigu
. . . r S . . e
saucgju. Pienemsim, ka o = B, B= ﬂ, y=—,..,0=—, kurp,q, 1, ..., s ir veseli skaitli.
m m m m

X rz su
X, & 2, 4

. o B oy 8 \/(x)p (y)q (er (ujs
Zinam, ka > progreas| L D 2L =
p+g+r+..+5S o B Y 3

Taka p=ma,q=mp,r=my,..,s=mj, tad ieprieks€jo nevienadibu varam parrakstit

sadi:
max mpx  myx moX
+ + +ot— mo mp my m3
o B Y \8 >m0+ﬁ+v+...+8§(£) . X . E (Ej )
m€+B+y+..+3 o B Y d
jeb
o p Y 3
X+ y+ Z+..+U > Py +d (ij . X . E [E]
oa+PB+y+...+9 o B Y o
un
oA+P+y+..+3 o B b 8
X+Y+Z+..+W (XY (Y (2] (W
(0‘+B+Y+---+5j (aj (B] (Yj (SJ'
Ieviesisim $adus apzim&jumus:

Y1=X1-X2, Y2=X2-X3,..., Y6=X6-X1.
Ja starp reizinatajiem y; ir nepara skaits negativu skaitlu vai kada nulle, tad nevienadiba ir
acimredzama.
Pienemsim, ka ta nav.
Taka y, +y, +..+Ys =0, tad negativo skaitlu skaits ir vai nu 2, vai ar1 4.
Var uzskatit, ka ir 2 negativi skaitli (pret&ja gadijuma jamaina visu iekavu zimes).
Pienemsim, ka y;<0 (citi gadijumi ir analogiski).

Ja y,<0, tad
Y+ Ya+Ys+Ys ) (1) 1
Y1Y2Y3YaYsYe < Y3YaYsYe S( 8 4 1 5 j S(_j <.

Ja y3<0, tad

y2+y4+y5+yej4 <(})4 1
4

Analogiski ir apskatami gadijumi, kad ys<O vai y<O0.

Beidzot apskatisim gadijumu, kad y<O:

Vot Yo Y Ys+Ys ) (1) (1) 1
y1Y2Y3Y4y5ye§<’2y3:(/5y6}( 2 3)( > 6) g(_) (_J - =

YiYaY3YaYsYe = Y2YaYsYs S(

2 2 2
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57. Pienemsim, ka a, b, ce(0;1):

a b C
S=1- + + .
b+c+1 c+a+1 a+b+1

Taka l= a + b + ¢ , tad
a+b+c a+b+c a+b+c

o T e e et

a+b+c b+c+1 a+b+c c+a+l a+b+c a+b+1

_ a€-a_ bq{-b_ c€-c_ ~
_Q+b+c}+c+1:+Q+b+c:(;+a+1:+61+b+c}1+b+1:_

_(-aq-b«-c_ a b c

~ a+b+c '((—b:(—C}+c+1:+(—a:(—c:t+a+1:+(—a:(—b}t+b+1}

Attieciba uz saucgjiem iekavas izmantosim teorému par vidgjo aritmétisko un vidgjo
geometrisko:

3
Lidzigi rikojoties, ieglistam, ka ar1 pargjie divi saucgji nav lielaki par 1.
Tapéc
g d-a)A-b)d-c)

a+b+c
Tas ar1 bija japierada.
Gadijums, kad a, b vai c ir 0 vai 1, ir viegli pieradams.
58. X2+y2 >2xy, tapéc

~ ~ 3
(—b:(—c:()+c+1:s((_b/+ (—c/+()+c+13 =1

€+b+c =(1-a)l-b)l-c)

(a%+b%)+(c*+d?) > 2(ab+cd) > 4/abcd >4,
ab+cd>2, bc+ad>2, ac+bd>2.

59. No uzdevuma nosacijumiem var secinat, ka skaitliem a,,a,,C,,C, nevar biit atskirigas
Zimes.
€ +a, € +c, =a.c +aC, +a,c, +a,c, >b? +bZ +a,c, +a,c,.
Divi pédgjie saskaitamie nevar biit negativi, un tapec iesp&jams izmantot teorému par
vidgjo aritmétisko un vid€jo geometrisko:
a,C, +a,C, =2,/a,c,a,c, =2 |-|b,|.
Ievietojot iegiito iepriek$€ja nevienadiba, ieglistam:
~ K2 2 _ 2 ~
€ +a, & +c, >b7 +b7 +2o,|-|b,| = €, +|b,| > = €, +b, °.
60.

n n
< ~(n+a +a, +..+a S
(+al/(+a2:.(+an;( S ”j :[1+—J =
n n

_ 1+n(i)+M(ij2 N +(5)”
n 2 n “An

(pédgjo vienadibu iegiistam p&c Nitona binoma formulas un koeficientu pie s
aprekinam péc formulas
n! 1

mi(n—-m)! n™°
Ir acimredzams, ka (Nn—m)!n™ > n! un tapéc
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n! 1 n! 1
<

mi(n-m)! n™  nim m!
Esam ieguvusi prasito.
Nevienadiba parversas par vienadibu tikai gadijuma, kad n = 1.
61. Ta ka nenegativu skaitlu vid&jais aritmé&tiskais nav mazaks par to vidéjo geometrisko, tad

(S-a,)(S- a;)...(s —a) Y(S-a,)(S-a,)..(S-a,)
n_

jeb

al1 > nf\l/(s -a,)(S—a,)..(S—a,).

Rikojoties analogiski, iegiistam:

a21 >nd(S —a,)(S -a,)..(S-a,),

%12WMS—%XS—%)KS‘%%

a, _ e . -
n_]_Z \]/(S a,)(S—-a;)...(S—-a,,).

Sareizinot §1s n nevienadibas, iegiistam:

= :_13 25 (5-a,)(5 - a,)(S - a,)

jeb
a,-a,...a,=2(n-1)"(S-a)(S—a,)..(S—a,).
62. Pamatojoties uz teorému par pozitivu skaitlu vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko,
leglistam:

n
a"+a"'b+a"%% +...+ab™t +b" > (n+1)"(ab)**" > (n+1)(ab)2.
63. Apzim@sim ar a; = max a;.
1<i<n
Izvelesimies
a;, - lielako no saskaitamajiem tas dalas saucgja, kuras skaititajs ir &, ,

a;, - lielako no saskaitamajiem tas dalas sauc€ja, kuras skaititajs ir a,,,

a; - lielako no saskaitamajiem tas dalas sauc€ja, kuras skaititajs ir a;

Beigas més ieglistam vienadibu a;, . = a; .
r+l n

Ja skaitlus 1, 2, ..., n novieto apli, tad ix+1 UN ix atrodas blakus. Ja vienu vietu izlaiz, tas

_ n
nozimé, ka r> E .

a a a a a

1 42 4 4—n2 4ol 4 T S
a,+a, a,+a, a_,+a, a +a a +a,
>—ail +—aiz ot % _1 i+al+...+al :lS.

2ai2 261i3 2&1il 2 a, a; 2

Pé&c teorémas par vidgjo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko iegiistam:
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64.

65.

66.

S a  a q, .
B B ST S =1 t.1.,S>r.

r\a, a, a,

Tapéc dota summa ir lielaka par 2 :

Pé&c teorémas par vid€jo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko iegiistam:

=N

X1 —X X2 =X Xp—X X1 —X2+X2—=X3+..+Xn—X
a_l 2 a_Z 3 a.n 1 a_l 2+X2-X3 n—X1
+ ot n

e ~ ~
X, +X, X, + Xg X, + X «+x, & +x, ;.

jeb

-
& X

axl—XZ aX27X3 axr'I*X]. 1
+ ot >N —~ —~
X, +X, X, +Xg X, + X% «+X, €& +X, .

Velreiz izmantojot teorému, iegistam:

=
- ‘kn'+ Xl,/

~ ~ ~ ~ ~
€% € +X ot € FX Y€ X, €+ X
levietojot ieprieks$€ja nevienadiba, ieglistam prasito.

Parrakstisim doto nevienadibu:
n-1
X" -1>n€§-1x 2.
Jan=1 vaix =1, tad ir speka vienadiba.
Ja x>1, tad, izdalot abas nevienadibas puses ar x - 1, ieglistam:

x"-1_
>nx 2

jeb

oo & EX

Pamatojoties uz sakaribu starp vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko, ieglistam:

. n@-1_
2Lxl=\Vx ?

n-1 n-2
X'+ X +'"+X+12R/x”’l-x”
n
Tas ar1 bija japierada.

nt

=X 2.

Piepemsim, ka m un n ir veseli skaitli, bet a,,a,,...,a, - nenegativi skaitli.

Zinam, ka

a +a +..+a
m+n

m-+n
>moa - a, - .. - a

. . 1
Pienemsim, ka a, =a, =...=a,, = X', @,,;, =Q,, =.. = Qp,, = ——.
X

n 1
mX" +— > € +n mag x™ —,
Xm —~ an

. n
jeb mx" + —>m+n..
X

P&c tam pienemsim, ka m un n ir dalskaitli - m =

o) |13

pozitivi skaitli.
Tatad japierada, ka
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67.

68.

69.

\U|'_‘

_Q|'o
>
w =
+
w|=
v
o |o
+
w|=

jeb
qr
X% +qr N S+qr
p qr—5 = ps+qr.
x %
1
Ja x® apzimésim ar y, tad péd€jas nevienadibas vieta varam rakstit

1
psy® +ar— = ps+ar.
y
Esam ieguvusi ieprieks pieradito nevienadibu (jo ps un qr ir veseli skaitli). Tatad ari

gadijuma, kad m un n ir dalskaitli, dota nevienadiba ir pareiza.
Ir pietickami pieradit, ka

~ ~ ~ 3
¢ +b €, +b, €@, +b, > (/al’az'as +3\/b1'b2'b3/-
€1+b1:612+b2:€3+b3::al-a2-a3+b1-b2-b3+

€ -a,-b,+a -a,-b,+a,-a,-b +€-b,-b,+a, b -b,+a,-b b, . @
No otras puses
(a3, a,+3b, b, -b3j=a1-a2 -a,+b, -b, -b, + @
+3a’-a2-aZ b -b, b, +3%/a, -a, a,-b?-b? b2,
No teorémas par vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko izriet:
a,-a,-b,+a,-a,-b,+a,-a,-b >3a’-aZ-a’-b, b, b,, @)

a,-b, b, +a,-b b, +a, b -b, >3%/a, -a,-a,-b?-b?-b?,

Salidzinot izteiksmes (1), (2), (3), ieglistam prasito.

Ja vismaz viens no skaitliem nav mazaks par 2, tad nevienadiba ir acimredzama, jo lielaka
skaitla kvadrats nav mazaks par abu skaitlu reizinajumu.

Aplikosim gadijumu, kad abi skaitli ir mazaki par 2.

Izmantojot nevienadibu x*>x, ja x>0, ieglistam:

a®+h°>a+b>2+/ab >ab.

sino> 0 un sinf > 0. Izmantojot teorému par vid€jo geometrisko un vidgjo aritmétisko,
ieglistam:

sin o +sin B > 2,/sin o - sin B.
jeb

sin o +sin B S 2ysina-sin B 2 _
sino-sinB  sina-sin B [sin o -sin B

2 2
_\/cos(oc—B)—cos(ochB) 2\/1—cos(oc+[3) -
2 2
_ _ 2 S 2
sinOHrB _sina;rB.
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70.

71.

72.

Apskatisim funkciju f(x)= €+x 7"+ €—x " —2(1— p)x, kur 0<x<1.
Izmantojot nevienadibu starp vidgjo aritméetisko un vidgjo geometrisko, ieglistam:
t=-p krxT P+ (-xT2-2>

>(1- p)[z\/(+ X P Pg-xT7 - 2} >0.

Ta ka funkcijas f(x) atvasinajums ir nenegativs un f(0) = 0, tad
f(x)>0, ja0<x<L1.

Apskatisim funkciju
g(x) =% k+ XD+ €=x" _—1—#%, kur 0<x<1.

9'(x) :g k+ X2+ =x"" =201 p)x:: —g f(x) <0.

Ta ka funkcijas atvasinajums nav pozitivs un g(0) = 0, tad g(x)<0, ja 0<x<1, t.i,
nevienadiba ir pieradita gadijuma, kad 0 <x<1.

Gadijumu -1<x<0 iegiist, ja sakotn&ja nevienadiba x nomaina ar -X.

Izmantojot teorému par vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko un nemot véra, ka skaitli
logpa, logch, logac ir pozitivi un to reizinajums ir vienads ar vienu, iegiistam:

Iogba+logcb+logacZsi/logbailogcbilogac _

a+b c+b a+c a+b c+b a+c
9 _l. 9
2 a+b+c’

3
= > =
Y@ +bH+c @+c. €+brO+c i @+c
Uzskatisim, ka skaitli a, b, ¢, d (ar precizitati lidz novietojumam) sakrit ar skaitliem
X1 <X <X3<Xq.
Apréekinasim funkcijas P(x)=(x-X1)(X-X2)(X-X3)(X-X4) atvasinajumu.
No vienas puses, péc Vjeta teorémas iegtistam:

P'(x):(x4—(ixijx3+( inijxz—( ZXixjxij+(xlx2x3x4)] =

1<i<j<4 I<i< j<k<4
3 5 2
=4x3 = 3) % X7+ 2 DX, [X=| DIxXX, |
i=1 I<i<j<4 I<i< j<k<4

No otras puses, péc Rolla teorémas ieglistam, ka atvasinajums P'(x) = 0 kaut kada punkta
ye (Xi;Xi+1), Ja Xi<Xi«1, Kur i € [1; 2; 3].
Ja vienadojumam ir n saknes, tad atvasinagjumam ir n - 1 sakne.
Tatad tre$as pakapes atvasinajumam ir 3 saknes - Y1, Yo, Y3. Tas atbilst nevienadibai
X1 <Y1 <X <Y2<X3<Y3<X4. Tapec
P'(X)=4(X-y1)(X-Yy2)(X-Ys) =

=4 - Ay, +Y, +Y5 X+ AY1Y2+Y2Ystyiya)X - dyiyays.

No teorémas par vid€jiem lielumiem zinam, ka

V€uy,y, = < 2o Yede DA

3
Savukart, salidzinot P'(x) izteiksmes, iegtistam:

1 -
Y1YoYs = Z € X Xg + X XX, + X Xg Xy + X, XX, D

Yi¥o +YoYs +YiYs
3

1 ~
=5 € X, + X X5+ X, X, + Xy X5 4+ Xy X,y + XgX, -
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73.

74.

75.

76.

Atgriezoties pie sakotngjiem apzim&jumiem, ieglistam prasito.

Vienadiba  ir  spéka  tikai  gadijuma, ja Yi¥o = Y2Ys = Y1Yss
yl :y2 :y3|Xl:X2 :X3 :X4,a:b:C:d,

Apzimésim bi=2-3;>0 (i=1, 2, ..., n).

Taka Zb =2n -1, tad, izmantojot teorému par vidgjiem lielumiem, ieglistam:
i=1

" a na na +b "o
—t = —L+1|-n= L—1-n=2 ——n2
iy .2( ] 27 24,
n 2n? 2n? n
>2 -n> -n= -n=
q/bl b, b, b, + ... + b, 2n—1 2n-1

Tas ar1 bija japierada.
. a, . .
Apzimésim —— = b, un piegemsim, ka b, , =

i+1
n+1

t.i.,

Sai gadijuma l—[bi =1. Izmantojot teorému par vid€jo aritm&tisko un vidéjo geometrisko,

i-1
iegiistam:

—l i=1 j=#i i=1 j#i

Tapéc ibi” > i(bij
i=1 i=1 i

Mums, japierada, ka starp skaitliem +/ab un ./(a-+c)(b+d) var atrast vismaz vienu

veselu skaitli. Tapec pieradisim, ka ,/(a + c)(b + d) > +/ab +1.

Kapinot abas puses kvadrata, iegiistam lidzvertigu nevienadibu:
ab+bc+ad +cd > ab+2+/ab +1.
Ta ka cd=1, iegiistam:
bc+ad > 2+/ab,
bc +ad > 2+/abed,

bc+ad m

S1nevienadiba ir speka péc teorémas par Vldejo aritmétisko un vidéjo geometrisko.
Esam pieradijusi prasito.

Vispirms pieradisim, ka, palielinoties skaitlim, k, palielinas ar skaitlulgn (n=1, 2, ...

vidgjais aritmétiskais:
lgl+1g 2+...+Ig((+1:> lgl+lg2+..+lgk

K+1 k
Nevienadibas (1) varam parrakstit $adi:
lg & +11> Ig k!
k+1 k

b¢+10i> bri,
k-1 > b

Kapinot abas nevienadibas puses pakape k(k+1), iegiistam:

1)
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77.

78.

79.

h&«17> pF K,

« " €«+1"> Tk,
«+1° >kl (2)
Zinam, ka

k+1>1

k+1>2
(3)

k+1>k

Sareizinot visas nevienadibas sist€éma (3), ieglistam nevienadibu (2).
Tatad ar1 nevienadiba (1) ir pareiza.

¢23.n">¢23..m",
m@l+lg2+..+lgn >n@l+lg2+..+lgm;
Igl+b2+“A4gn>Igl+@2+"Adgm. (@)
n m
Kreisaja pusé ir n skaitlu vid&jais aritmétiskais, bet labaja pusé - m skaitlu vidgjais
aritmétiskais.

lgl+lg2+..+lgk
k

Esam pieradijusi, ka vidgjais aritmétiskais palielinas, ja palielinas k.
Tapéc no nevienadibas (4) varam secinat, ka n>m.

Pienemsim, ka a un b ir progresiju pirmais un pe&dgjais loceklis un starp tiem atrodas
katras progresijas n locekli.

Aritmetiskas progresijas k-to locekli varam aprekinat péc formulas

«-10-a_ €©-k+2a+€-1D

a, =a+ = :

n+1 n+1
bet geometriskas progresijas k-to locekli - péc formulas
k-1
n+l
bk — a(EJ — n+[an—k+2 . bk_l.
a

Redzams, ka ak ir n+1 skaitlu vidgjais aritm&tiskais, no kuriem n - k + 2 skaitli ir vienadi
ar a, bet k - 1 skaitlis ir vienads ar b. Savukart by ir So pasu skaitlu vid&jais geometriskais.
Pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko, ax>Dby. Tas ari bija
japierada.

Piepemsim, ka @, - @, - ... - &, =b™, kur b™ ir konstants lielums un b>0. Pamatojoties
uz Kos1 nevienadibu, ieglistam:

o <& T A o+ A,
m
BTt +ay
m H
a +a, + ..+ a,=bm

m

Vienadiba ir speka tikai gadijuma, ja a, =a, =...=a,,.
Tatad vismazaka vertiba, t.i., bm, tiek iegiita gadijuma, ja a8, =a, =...=a,,,.

Funkcija sastav no astoniem reizinatajiem. Pieci no tiem ir (1-x), viens - (1+x) un divi -
(1+2x).

Izmantojot teorému par vidéjo geometrisko un vidgjo aritmétisko, iegtistam:
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80.

81.

5(- x+(+8x +2(+2x/>\/( < (+x:(+2x

S—9X+1+X+2+4X _§_1
8 8

Tatad

8/ - x>+ x L+2x° <1,

C-x2€+x L+2x 2 <1.
Nevienadibas laba puse nav atkariga no x, tapec vislielaka vertiba tiek iegiita gadijuma,
kad visi reizinataji ir vienadi, t.i., 1-x = 1+x = 1+2x jeb x = 0.
Funkcijas vislielaka vertiba ir y = 1, kur x = 0.

Ja m un n ir pozitivi skaitli, tad, izmantojot Kos1 nevienadibu, varam rakstit:
m n
X X
—+—+...+—+X+X+...+X O\ n
m m m n n n2m+n_.l7
m+n m n

XY S s (ij (l}
m+n m n) '
) =) )
m-+n “{m n)

m n X+y e mg.n
x"y"<|—21| m"n
m+n

Apskatisim gadijumu, kad m vai n ir dalskaitlis.
Vienadosim abu dalu saucgjus. Ja pienemam, ka kopsaucgjs ir p, tad pm un pn ir veseli

I
) =l )

m,,n X+y - mg.n
x"y" < m™n".
m+n

Tatad nevienadiba ir pieradita arT gadijuma, kad m vai n ir dalskaitlis.
1

Jaxmy”=C,tad(X+yj m™n" >C un x+y2(n+n§ ¢ jmm.

Tapec

un

m+n m™n"
_ . . . - C
Tatad vismazaka x+y veértiba ir €n+n m+n —.
m™n
T ¢
Ta tiek 1eguta,Ja—:X.
m n

Pamatojoties uz Kos1 nevienadibu, iegiistam:
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(Vienadiba ir speka gadijuma, ja X = % = % )
X+y+7_, xy?z®
6 108
b 6
Cryvz .8 _yp
Xy*“z 108
Tatad vismazaka funkcijas F vértiba ir 432.
6.4. Divu Kost teorému izmantoSana geometrija
1. Zinam, ka
2Jab <a+b,
2be <b+c,
2Jac <a+c.
Sareizinot §1s nevienadibas, ieglistam:
8abc < (a+b)(b+c)(a+c). @
Ja R ir apvilktas rinka Iinijas radiuss, tad
a = 2RsinA,
b = 2RsinB,
¢ = 2RsinC.
Ievietojot nevienadiba (1), ieglistam:
8sinA-sinB-sinC < (sinA+sinB)(sinB+sinC)(sinA+sinC)
jeb

. A . B B . C C
64smE-cosE-sm—-cos—-sm—-cos—

A+B
-C

<

<8sin

2
A-B . C+B B-C . A+C A-C
0s -Sin -COS -Sin :
2 2 2 2

Ta ka sin A; B = cosg,

C+B A

sin =Cc0S—,

A+C B
=C0S—

un $ie lielumi ir pozitivi, tad saisinot ieglistam:

sin

. A . B .C A—-B B-C A-C
8sin— -sin— -sin— - <cos .COS .COS .
2 2 2 2
Ta ka cos A;B <1, cos B-C <1, cos A-C <1, tad

—<—.
2 8
2. Pamatojoties uz teorému par vidéjo geometrisko un vidéjo aritmétisko, iegistam:
sin A+sin B +sin C >3¥/sin A-sin B-sin C.

. . B . C . . A . B .C 1
83|n5-smz-smz-sljeb sin — -sin — -sin =
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4.

5.

Kapinot abas puses kvadrata, ieglistam:

€in A+ sin B+sin C 2 > 93/ €in A-sin B-sin C 2.
TakasinA<1, sinB<1unsinC<1 (vienadiba ir iesp&jama tikai viena gadijuma), tad
€in A-sin B-sin C > > €in A-sin B-sin C .
Tatad

€in A+sin B+sinC ’ zgi/tin A-sinB-sinC> >

93/€in A-sin B-sin C ° =9sin A-sin B-sin C.
Ta ka 9>2m, tad
€in A-+sin B+sin C > > 2nsin A-sin B-sin C.
Pamatojoties uz Kost nevienadibu, iegiistam:

(p—a)+(p;b)+(p_c) Ze{/(p—a)(p—b)(p_c)’

3p—e+b+c;3\/(p—a)(p—b)(p—0).

3 P
P&c Herona formulas S = \/ p(p—a)(p-b)(p-c) = pr, un tapec

3p—2p>3}82 ; p’r’

—_— 23— = _ = pr ,
3 p P

LT

3
P’
—2>pre,
27 P
p’>27r2,
R= % , ja ¢ ir trijstiira hipotentiza,
S . .
I =—,jap 1r trystira pusperimets.
p
2 ™ 2
Ror=C.S_c. ab _ac+bc+c +Eab:c(a+b/+(a+13/:
2 p 2 a+b+c 2€+b+c 2€+b+c

_€@+b ®&+b+c_ a+b
2€@+b+c 2

Pamatojoties uz Kosi teorému, a ; b >+ab =+/2S, tatad R+r>+/2S .

Vienadiba ir speka gadijuma, ja trijstiiris ir vienadsanu, t.i., a =b.
Japierada, ka S > 2+/Rr? .

TﬁkﬁR:a—munr: 25 , tad
4S a+b+c
3
S92 abc. 8S -
45 €@+b+c’

2
S92 abc-ZSﬁ’
€+b+c’
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€ +b+c >8ab,
a+b+c>23abc,

a+:+c > %%/abc.

Pamatojoties uz KosT nevienadibu, ar g "€ 3fabc > %3\/ abc.

. Pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko, iegtistam:

(a+b)+(a+c)+(b+c)>33/(a+b)a+c)(b+c),

jeb

a+b+czg§/(a+b)(a+c)(b+c). (1)
Aplikosim otru sakaribu:
1 1 1
+ + =
a+b b+c a+c
B 1
(@a+b)(a+c)(b+c)
3
>
(@a+b)(a+c)(b+c)

Sareizinot sakaribas (1) un (2), ieglistam:

Ja+c)b+c)+(@+b)a+c)+(@a+b)b+c) >

3(a+b)’(@a+c)’(b+c)’. @)

Q+b+c£ L + ! + 1 jz
a+b b+c a+c

33 3 3 2 2 Z_g
25\/(a+b)(a+c)(b+c) (a+b)(a+c)(b+c)\/(a+b) (a+c)*(b+c) =5

Izdalot abas nevienadibas puses ar 2, ieglistam

Q+b+c{ 1 N 1 N 1 JZ%

2 a+b b+c a+c

jeb

11 1 J 9
p + + >,
a+b b+c c+a) 4
2 2
. Viegli pieradit, ka 242 < [3FD7
2 2
2 2
Tapéc P=2(a+b)=4-a;bs41/a ;b = 2¢v2,

kur c ir diagonales garums.

Tatad P <2cv/2 un P, =2cy/2.
Pamatojoties uz teorému par vidgjo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko, iegtistam:
2 2
S_ap<[?F bj _p
L2 16
2 €ev2” o

P _  _

IA

™ 16 16 2
Tatad Smax UN Pmax varam iegiit, ja a = b, t.i., ja taisnstiris ir kvadrats.
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6.5. Sakariba a + 9 >2
b a

1. Dots:a+b+c=1
Izdalot abas vienadibas puses péc kartas ar a, b, ¢, ieglistam:

1 b ¢
—=1+—+—,
a a a
l=E+1+E,
b b b
1:E+E+1.
C Cc ¢
Tapéc
1 11 a b b ¢ c a
S+ =3+ —+— [+ = [+ =+ | (*)
a b c b a c b a ¢
Bet —+b>2pec ieprieks pieradita. Analogiski 9+C>2 ¢ E22.
b a c b a ¢
Tatad no (*) ieglistam:
1+1+1>3+2+2+21eb1+1+1>9
a b c a b c

2. ¢+b+cﬁl+1+%:3+(E+EJ+(9+EJ+(E+EJ22+2+2+3:9.
a b c b a c b a ¢

(a+b+c§£+ﬂ+§]:

a b c

:1+9+£ @+4 4c 16a 16b 16—
a a b b c c

(4a b) (16b 4c) (16a cj
=21+ +|—+— [+ —+—|=
b a C b c a

—21+2(za £j+8(2—b+ij+4(ﬁ+ijz
b 2a c 2b c 4da
>21+2-2+8-2+4-2=149,

(1+E+E+Ejﬁ+b+c+d}
a b c d

—22+(a b]+2(@+£)+4(@+1J+2(2—b+£)+4(4—b+1J+8(£+1J2
b a c 2a d 4a c 2b d 4b d 2c

>22+2+2-2+4-2+2-2+4-2+8-2=064.
5. leviesisim §adus apzZimé&jumus:
X = a+b; y = b+c; z=a+c.
Tatad
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b+c a+c a+b 2

Y S A S 21€+2+2—3::
2\y X z x 7 Yy 2
6. Ieviesisim $adus apzim&jumus:

X =a-b; y=b-c; z=c.

a_ b L. _1(x+z—y+x+y—z+y+z—x]:
y z X

N w

Tatad
a a 8 _X+y+z X+y+z X+y+z _
b-c ¢ a-b y z X

=1+X+§+E+X+E+l+l+lz2+2+2+3=9.
y X zZ X 7'y

7. lapierada, ka (a+b+c)(a® +b* +c?) > 9abc.
jeb
2 2 2
@+b+c)a“+b“+c )29.
abc

Parveidosim nevienadibas kreiso pusi:
(@+b+c)@®+b*+c?) a’+ab®+ac®+ba’+b®+bc’+ca’+ch®+c®

abc abc

a> b ¢ b2 ¢ a b «c?
=t —F—F+ -+ -+ 2

bc ¢ C ac a a ab

2 2 2

a~ b
>2—+—+—+2+242=

bc ac a

a*+b®+ct
=— — " 16.

abc
Izmantojot teorému par vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko, ieglistam:

3 3 3
a’+b°+c =3 3
—23 a3b3c3

abc
jeb
3 3 3
u > abC’
abc
3 3 3
at+b +c o
abc
Tatad
3 3 3
a+b’+c’ o ai6lg
abc
un
2 2 2
@+b+c)(@a* +b“+c?) >9
abc
8. Japierada, ka
X" 1

< .
I+ X+ X2 +..+x" " 2n+1
Varam to parrakstit $adi:

136



14+ X+ X2 4.+ x2" S 2n+1

X" 1
1+ X+X2+..+x" 1 x x"tox" xM x2toxen
- =ttt e+
X X" X X X X X X
1 1 1 N
=—+——+o o+l x XX X" =
X" X X

1 0 1 n1 1 ) 1
=| X || X e X | x| +12
X X X X

>2424+2+...+2+1=2n+1.

n

9. VX 1+—t 2 §=x11b=1.
VX2 +1 -
Talakais pieradijums ir acimredzams.
10.

(N*+4)?+26-n*> n*+8n*+16+26-n°
G+’ +6:+36 ~(n*+1)(n*+6)+36 _
 6Jn*+7n%+6  6Jn+7n%+6
_ (0 +1)(n* +6) . 36 _
6y(n% +1)(n* +6)  6y(n? +1)(n* +6)
_ J(? +1)(n? +6) . 6 N
6 J(? +1)(n? +6)

2.

11. Ka zinams, ctgx = i
tgx

Sakotn€jo nevienadibu varam parrakstit §adi:

tgx + L > 2.
tgx

s s . e e . o .
Takaxe (0; E) , bet visiem x $ai intervala tangenss ir pozitivs, varam izmantot

nevienadibu a + E > 2.
b a

12. Péc kosinusu teorémas

2 2 a2
cosA:M—a
2bc
2
jeb cosA=£(9+Ej—a—.
2{c b)) 2bc

2

Taka E+322,tad cosAsl—a—.
c b 2bc

legtistam:
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a

2 Jac’

Analogiski sin — <

N | T

Sareizinot p&dgjas tris nevienadibas, iegiistam:

. A . B .C abc 1
smzsm—sm—s——————.

8va’b?c? 8

6.6. Sakariba starp videéjo aritmétisko un videjo harmonisko
1. Taka H <A, tad

2 a+b
— < ,
1 2
- + —
a b
2 _ 2 _2ab _a+b
1.1 a+b a+b™ 2
a b ab
un
ab _a+b
— < -,
a+b 4
Analogiski
ac _a+c
—_—<—_—
a+c 4
bc b+c
- S -
b+c 4
Saskaitot p&dgjas tris nevienadibas, ieglistam:
ab ac bc a+b a+c b+c
+ + < + + =
a+b a+c b+c 4 4 4
_a+b+a+c+b+c 2a+2b+2c
4 4

_a+b+c
,
Tatad esam ieguvusi vajadzigo.
2. Rikojamies analogiski, tikai Soreiz saskaitam nevis tris, bet gan n nevienadibas.
3. Rikojamies ka 1.uzdevuma.
Saskaitot iegiistam
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PIPIT D IP P

Iljl+la' +a i=1 j=i+l
Katrs a; tiek izmantots n - 1 reizi, un tapec
. n-1
>yt <ila,
i=l j= |+1a +a 4

a,+a, a,+a, a,+a, a,+a
1Tds Ay deTd ATy
a,+a, a,+a, a,+a, a,+a
_ €, +a, & +a,+a, +a, +61 +a, & +a,+a,+a,
e'lﬁ_a'Z}’3—i_a'4/ e'2_+_a3}44_a1/

Pirmaja uzdevuma pieradijam, ka

ab a+b
<

a+b 4
Tatad
2
&b 1 4
4 ab  €+b’
1
€ +a +a,+a,+a >
1 3}1 4/& +a2}3+a4/

_4€ ta, & ta,tata, . 4@ +a;
€ +a,+a,+a, . a, +a,+a,+a,

Lidzigi

¢ +a, & +a,+a,+a, -
ﬁ +a3}4+al/

L 46, +a, & +a,+a,+a, 46, +a,
€ +a,+a, +a, a1+a2+a3+a4
Saskaitot abas nevienadibas, ieglistam:
< +a3}11+a +a, +a4/+ ¢, +a, & +a,+a,+a, ‘o
Q"'3-2}3"'8-4/ e-2"“"‘3}4"’&1/
J4 € +a,+a,+a
a, +a,+a,+a,
Ta ka nevienadibas kreisa puse ir vienada ar pieradamas nevienadibas kreiso pusi, tad dota
nevienadiba ir pieradita.

4/ 4

1 1 a+b 4
4= > ,
a b ab a+b
1,1 _asc, 4
a ¢ ac a+c
1. 1 _b+c, 4
b ¢ bc b+c
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1 1 1 2 2 2
2l —+—+—-122 + + ,
a b c a+b a+c b+c

1 1 1 2 2 2
S R + +
a

b ¢ a+b a+c b+c’
2 N 2 N 2
atb a+c b+c. 3 _ 3 __ 3
3 -1 1 N 1 a+b+a+c+b+c a+b+c’
2 2 2 2
a+b a+c b+c
1 1 1 2 2 2 9
4> + + > )
a b ¢ a+b a+c b+c a+b+c
Xi;yi > J%V:,
€+,
! Il > ¥ V..
4 Iyl
Taka A>H,tad
1 1 1
+ o +—
XY XY, Xo¥n o n _
n 1 N 1 - 1
1 1 1
XY, XY, y
B n S n
le1+x2y2+"'+xnyn - ‘(1+y1j+‘(2+y2j+ +‘(n+ynj
4 4 4
n 4n?
un > —
i1 XY Z‘(I +y|j

6.7. Bunjakovska - Kost nevienadiba.
. Lai pieraditu So nevienadibu, izmantosim Bunjakovska - Kos1 nevienadibu:

1 1 1
al=x,af=y ai=z,b} = b= bi=.
Ieguistam:
1 1 E _ €2 2 2 @2 2 2 Y
C+ry+z[=+-+=|=€ +a’+a’ ;+by +by >
X y z
2
zelb1+a2b2+a3b3\2—[ +\/— =32 =9,
VRS i

. Rikojamies ka iepriekseja uzdevuma:
a; =%, b _ 1 k=1, 2, ..., n).
X

k
legtistam:
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2
[r i +...+¢ZLJ i
NN Vo

Vienadibu iegiistam, ja X, =X, =...=X,,.
Izmantosim Bunjakovska Ko$1 nevienadibu, kur
= /P, b, —\/p_kxk k=1, 2, ..., n).

()X1+p2x2+ +pn n/=

_(/—\/_X +\/p_2\/p_2X2+ -t pn pn n/

SO 4P+t Py X+ PXE At PXE

. Ja alz\/%, a2=\/g, asz\/%, blz\/gxl, bzz\/%xz, bS:\/%xg, tad, izmantojot

Bunjakovska - Kosi nevienadibu, ieglistam:

(1 11 jg (1 1 1)(1 , 1., 1 )
XA K AKX | S| ST | XX+ X
270737 6 2 3 6)\2" 37 6

. Dota nevienadiba ir cita forma uzrakstita Bunjakovska - Kos1 nevienadiba.
Ja izvélamies a’ =X, un b’ =y, un no abam Bunjakovska - KosT nevienadibas pusém
izvelkam kvadratsakni, tad ieglistam uzdevuma minéto nevienadibu.

a b c a+b+c a+b+c a+bh+c
+ + = -1+ -1+
b+c c+a a+b b+c a+c a+b

=Q+b+cﬁ 1 + 1 + 1 j_3=

b+c c+a a+b

—1=

:£h+b:+()+c:+ﬁ+c:t ! + 1 + L j—S.
2 b+c c+a a+b
Ja Bunjakovska - Kos1 nevienadiba

1 1 1

—_— =—— tad
a+b Y2 = b+c’ ' Ys c+a

h+b:+()+c:+61+cji ! + 1 + ! jz

b+c c+a a+b

\/a+b \/b+c+\/a+c2_32_9
\/a+b \/b+c Jatrc| 7

x! =a+b, x)=b+c, X, =c+a,uny, =

Tapéec

Eh+b:+()+c:+€1+c t .1 )—329—3=§.
2 b+c c+a a+b 2 2
Tatad
a b c
+ +
b+c c+a a+b

>3
2
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n
i
i=1 i=1

7. Ja Bunjakovska - Kosi nevienadiba [Z a’

n 2
bizz[zaibiJ ] aiZZﬁ un bizzxiyi’

tad iegiistam:

Ja tagad npemam
(X5 X5, X5, X,)=(a, b, c, d)
un €,,Y,,Ys, Y, =(b+2c+3d,c+2d +3a,d +2a+3b,a+2b+3c),
tad, izmantojot ieprieks pieradito nevienadibu, ieglistam:
a N b N c N d
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c
€¢+b+c+d’ )
4(ab+ac+ad +bc+hbd +cd)

No nevienadibas €@—-b>+@-c>+€-d’>+6-c’>+6-d +€-d>>0 viegli

>

iegiit ab+ac+ad +bc+bd +cd £§Q+b+c+df. (2)

Ievietojot (2) izteiksmé (1), iegiistam mekl&to.
8. Apzimésim
A = b+c+d,
B=a+c+d,
C=a+b+d,
D=at+b+c.
Sie skaitli ir pozitivi.
P&c Bunjakovska - Kos1 nevienadibas
a’+b?+c’+d?>ab+bc+cd +da=1.
Izmantosim nosacijumus, ka A, B, C, D ir pozitivi un a?+b?+c’+d*>1.
Pienemsim, ka a>b>c>d>0. Tad a®>>b®*>c*>d*>0 un 1 > 1 > 1 > 1 > 0.
A B C D
Izmantojot Cebieva nevienadibu un Bunjakovska - KosT nevienadibu, ieglistam:
3 3 3 3
a_+b_+c_+_2163 +b®+¢? +d3El+£+l+ij2
A B C D 14 A B C D

2%62+b2+c2+d2}+b+c+dﬁi+l+l+ij=

B C D
:i(12+b2+c2+d2:@\+B+C+D l+£+£+i)2l.
16 A B C D) 3
0. x:l,y:112:l_
o a b c
Saja gadijuma xyz = 1.
Ieguistam
2 2 2
1 1 1 X N y N z _s

+ + =
a*@+c_ b*€@+c_ c*€@+b_ y+z z+x X+y
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10.

11.

12.

13.

Izmantojot Bunjakovska - Kos1 nevienadibu, iegiistam:
Ky r€+xr&ry S>€+y+z’

. X z
jeb S > Xry+z
Ka varam secinat no teorémas par vidgjo aritmé&tisko un vid€jo geometrisko,
X+Yy+12 3 3 3
S>——X— Xyz -—=—
3 2 2 2

Vienadiba ir speka vienigi tad, jax=y=z=1jeba=b=c=
Taka o+ B+ y=mn, tad

B

o B
tg—=-tg = L
g2 g2

Y otq tq
tg--tg-+tg--tg—=1 (1
+1g7 1954195197 (1)

Pieradisim to:

o B
ta—-tg =
gZ gZ

=g >t gB+tgl(tgg+tg%)=

B

VoY i
+tgtg L +tgLt-tg— =
95,9571957%95

2

2
—tg%tggﬁg(n azﬁj(tg +th]
B
2

o oa+p(, o B
-1 tg——|tg—+tg= |=
92 g5 +clg 5 (92+92j
o, B 1 o B
tg—-tg-+——|tg—+tg— | 2
95 912+t OHB(92+92) )
9—
2
p

. o a+p o, P
Varam izmantot formulu tg—=+tg= =tg——| 1-tg—-tg— |.
g > 92 g > ( g > QZJ

Ievietojot (2), iegiistam (1).

B

Apzimgjot tg% =X, 1g 5= y,tg% =zun izmantojot Bunjakovska - Kosi nevienadibu,

ieglistam:
1=xy+yz+zx <xX*+y* + 7% (3)
Tiesam, jaa; =X, a2 =Y, a3 =2, by =y, by = z, b3 = x, tad iegilistam
2 2 272
Gy +x <@y’ +2° &y’ =@y a2t
Izvelkot kvadratsakni no abam nevienadibas pusém, iegiistam nevienadibu (3).
Divreiz jaizmanto Bunjakovska - Ko$T nevienadiba - sakuma X, =ab,, y, =c.d., péc
tam x, =a’, y, =b/ un x, =¢’, y, =d/:
€, b cd +a,b,c,d, +..+a,b,c d <
< €2b? +a’b? +..+a’h’ (Zd +cid? +..+c7 d2
<€'+al+..+a’ :61 +b; +...+bf}l +Cy +...+C| }Il +d; +...+d,f:
levietojam x; =a,, y, =b,,z, =c.,t; =d, (k = 1, 2, .., n) un kapinam abas

nevienadibas puses ceturtaja pakape.
Tadgjadi ieglistam nevienadibu, kas ir analogiska ieprieks€ja uzdevuma nevienadibai.
Izmantojot Bunjakovska - Kosi nevienadibu, ieglistam:
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14.

15.

nooq n2

M > i%,
n 32\i%, < J:zl 4 =D,

Tapéc

n’ g , n
EW— n(‘|—1/= ﬁ

Velreiz izmantojot Bunjakovska - Kosi nevienadibu, iegtistam:

IR S

Rezul ‘/
ezultata Z\/l—— 1;@

Taka x, + X, + ... . =1, tad izmantojot Bunjakovska - Ko$1 nevienadibu, ieglistam:

|xl|~1+|x2|~1+...+|xn|~1s X2 4+ %% AT+l +1=+n.

Ta ka eie{0, 1, 2, ..., k -1}, tad visas e X, +e,X, +...+€, X, veida summas pieder pie

slégta intervala ar garumu (k-1) Jn . So intervalu var parklat ar k" - 1 slégtiem intervaliem,

kuru garums «- )/—

ir —w
¢-1
Ta ka ex, +€,X, +...+€,X, veida summu skaits ir k", tad vismaz divas no §Im summam
pieder pie viena apakSintervala, tatad starpiba starp tam nevar parsniegt apakSintervala
garumu.
Tapéc eksiste eje{0, +1, +2, ..., +(k -1)}, kam
~13/n
&%, +€,X, +...+ € X, | < ((—)/:

¢ -1

Izmantosim Bunjakovska - Ko$T nevienadibu:

(o] <Zeg

5

TakaZx —a—X, uan =a-x’,tad @-x, > <n€- X2

i=1

Jayi=1(i=1,2,..,n),tad

G +1%2 —2ax, +a’ —nb<0.
Aprekinasim kvadratrinoma diskriminantu:

D:4n(1+1]éb— a’ J

n+1
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a .
Jab< , tad tadas xg vertibas neeksiste.
n

+1
2 a
Jab= tad Xog =——
n+ n+l
B P
a+,|—
Jab>-2— <xp<— A
n+1 n+1 n+1
. Izdalot Bunjakovska - KosT nevienadibas abas puses ar X + X5 +...+ X?, iegiistam:

\

2
€X, + A%, + .. + X, 6 tal+..+al &2 +xXC ot X
X2+ X2+ X2 X2+ X2+ X2

Tatad y<a’+aZ +..+a’.
Zinam, ka Bunjakovska - KoST nevienadiba parvérSas par vienadibu, ja x; = a&. Tapéc
lielaka y vertiba ir y =a’ +a; +...+a’.
. Pamatojoties uz Bunjakovska - KosT nevienadibu, ieglistam:
=& VY, +2,2, < yR 2 K yi ezl

P&c uzdevuma nosacijumiem y2 <4.9 = 36.

Tatad - 6<y<6.
Ta ka Bunjakovska - K0sT nevienadiba ir iesp&jama ar1 vienadiba, tad

Ymin = =6, Ymax = 6

6.8. Kosi teorémas visparinajumi un dazas klasiskas nevienadibas
Apzimésim a, + a, + ... + a, =4,
b, +b, +..+b, =D,
C,+Cy+..4+C, =C
un izdalisim doto nevienadibu ar a*bPc”.
Iegtisim dotajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu:

olbIoRRSIbIGE

Pamatojoties uz 1.visparinajumu, iegiistam:
o+P+y

ak bk Ck

o R
LY (LY P "o e | A b, b
a b c) o+p+y a b c

Pakapeniski saskaitot $is nevienadibas visiem k =1, 2, ..., n, iegiistam:
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BINEECIDER

a b C
3aﬂ+ﬁﬁ+y&+...+a—”+ﬁ—”+y—”=
a b C a b

C
_(Xe ~ B() b b ~ 'Yc ~
—g 1 + a2 + ... +a +B l+ 2+...+ n /+E 1+C2 +...+Cn =

n

:oc~a+[3~b+y~c=1l
a b c

. ) . ) 1 1 1
2. leprieksgja uzdevuma ievietosim oc:B:y:% , a1=b1=c1=1, a,=—, bzzg , Co=— .
X

1
a;3-bs-

\co v
\%

4 4
Tatad €, +a, 3@, +b, 3€, +c,

jeb
3 [1+ 1j(l+ ij(1+ EJ >1+ L .
X y z 3/xyz

No teorémas par vidéjo geometrisko un vid€jo aritmétisko ieglistam:
X+y+z 1
3 Xyz > L — —
3 3

jeb
1

Uz

Tatad 3\/(1+ 1j(1+ i](1+ lj >1+3=4.
X y z

Kapinot abas puses treSaja pakapg, ieglistam vajadzigo nevienadibu.

> 3.

3. Taka %+%:1,tadp+q=pq,

p+qunq:p;q_

p:

Tapéc pieradamo nevienadibu varam uzrakstit sadi:
P+q P+q
q p
Xy < u
pP+q
p+a P+a
levietosim x, =x ? un y, =y P .Izmantojot 2.visparinajumu, iegilistam:
a..p

q D Yeupea
9 p N X+ o p+g Pq
Xy = X0y < P (; ppq _ i x 4 4 E y P =
qa p+q p+q

P+q p+q

= 1 xP + 1 ye.
p q
4. Nevienadibu var viegli pieradit, izmantojot 4. visparinajumu.
5. Izmantosim 5.visparinajumu.
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€1=X1>0, Co=X>>0, c3=X3>0,

1 1 1
a=——>0a=——>0 a=——>0.
X, + Xg X, + X, X, + X,
legilistam:
2
X, X, X, €« +x,+X%; 0

+ + 2 = = ~—
X, + X X +X, X +X, X €& +Xs X, €& +X + X € +X,

2 2 2
XA EX 2%, X, 42X X5 4+ 2X, X,
2% X, + 2% X5 + 2%, Xy

2X7 + 2X2 + 2X2 + 4X X, + AX X + 4X, X,

4X X, +4X Xy +4X, X,
Xp = 2%, X, + X5 +Xp — 2%, Xg + X5 + X5 — 2%, X5 + X5 +6X, X, +6X, X5 +6X,X;
AX, X, + 44X Xy +4X, X,

2 2 2
X € X+ € Xy +BX X, +6X, X, +6X, X,
4X, X, +4X, X5 + 44X, X,

- 6X, X, +6X,X; +6X,X, _ 6 _ §
4% X, +4X X; +4X,X, 4 2

Vienadibu iegiistam gadijuma, ja X, = X, = X, .
6. P&c tam kad ir izmantots 5,visparinajums, izmanto $adu nevienadibu:
2
«+X,+X+%, 0=
= € — X o+ € — X, 2% X, + AKX + 2X, X, + 2%, Xg + AXy X, + 2X5X,
7. Izmanto 5. visparinajumu un p&c tam vienadibu:
5 2 5 s 5 5
2
4[zxij 33 €%, 24103 3k,
i=1 i=1 j=il i=L j=i+l
8. . Izmanto 5. visparinajumu un vienadibu:
2€, + X, F Xy F X, + X + X o=
2 2 2
=€ =X Xy =X, € X X =X &~ Xy X — X Lt
+B€X, + X X5 + Xy Xg + Xy X, + XgX, + XgXg & X, Xg + X, Xg + XgXg + Xg X, + XX, + XXy -
9. Pieradamo nevienadibu varam uzrakstit Sadi:
(h-Dp+1 (n-Dg+1 _(n-I)pg+1

n n n
n-1 n-1 n-1

f—/%
p PP+t p+1 g+q+..+q+1_pq+pg+..+pg+1
n n - n '
Ja Cebiseva nevienadiba ievieto a, =a, =...=a,,,a, =1,
b,=b,=..=b,; =q,b, =1,
tad iegiist nevienadibu (1) un rezultata ar1 pieradamo nevienadibu.
10. Nevienadiba ir pareiza, ja

1 n+1
1+ —
( n+1j G+2"".n"
n >1’ 71+1/ m
(1 1] G+1° - CQ+1°

1)

je

n
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n+2 | n€+2_ o1
n+l | @+1°

n+2.F_ 1 } 1 o

n+1 G+ 13
Pamatojoties uz Bernulli nevienadibu (1+h)"> 1+nh, iegiistam:

n+1 1
(l+—J >1- =
n+1 G+1°

n+2 1 " n+2 1
11— 5| = 11— 5
n+1 G+1° n+1 G+1°

jeb
n+2.1_ 1 n>n+2.n2+n+1
n+1 (]+1E T n+1 (1+1E
un

>1.

n+2 [, 1 ”>n +3n%+3n+2
n+1 6+1° n®+3n”+3n+1

Esam pieradijusi nevienadibu (1), tatad ar1 sakotngjo nevienadibu.
11. Ir speka $adas nevienadibas:

é )
‘(p+yp, l< +X2/ _+k'+y2j’1q pj

>x € +X, Y €y, o

jg aq il
Gyl l SR AR

>X‘(+X +y2‘/l+y2/ '
Saskaitot §1s nevienadibas, 1egustarn.

< < 49 _Eﬁ
{(ﬁp"‘ylp/p"“(zp"‘yzp/p}i(1+xzjl_+ k’1+Y2jl 52

IV

1)

\aa

- )
2 ‘( + X + ‘/1 + y2 "
Taka 1 + 1 1, tad (p-1)g=p un 1_p-t . 3)
P q q P
Izmantojot izteiksmi (3), varam nevienadibu (2) uzrakstit $adi:
< <
{((f‘*‘ylp/p+((zp+y2p/p}‘<1+xzj+"1+)/2/? @)

s P
2‘(1+X2/+(/1+y2/'

1
Izdalot abas nevienadibas (4) puses ar ‘(1 + X, j +€,+Y, j ﬂ? , leglistam:
1

< < +
((1p+y1p/p "‘((2p+y2p,p 2 k1+xzj+(/1+>’zj_"
12. Apzim&sim nevienadibas labo pusi ar K.
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=@ b+ €, ], D+ € D ] =
= |11€1+b1+...+ll/ +a, €, +b, +..+1, r..+a €@ +b, +..+I :

+ h € +b, +..+1, b, € +b, +..+1, F..+b € +b, +.. ] o+

+ L€+, o+l L€ b, ], ] € b,
Izmantojot Heldera nevienadibu katrai izteiksmei kvadratiekavas (ar nosacijumu, ka
p=q=2), ieglistam:

2 2 2 2& 2 2 2é 2 2 2é

K2 <K€ +a; +..+a, 2 +K €2 +b’ +...+bn/2+...+(1 +y + 12,

No §1s nevienadibas varam iegtt sakotn€jo nevienadibu.
Ta ka pieradijums balstas uz Heldera nevienadibu, tad vienadiba ir iesp€jama vienigi tad,

jaa bl =a,:b, 0, ==a, b, i
7. INTERPRETACIJU METODES NEVIENADIBU PIERADISANA

7.1. Dekarta koordindtu sistémas izmantosana.
1. Japierada, ka p((,l} p((,3:+ p((,5:2 4,
kur ar p@, b: apziméts attalums uz skaitlu ass no punkta a [idz punktam b. Ta¢u summa
((,l} p((,5: nekad nav mazaka par 4. (Ja x atrodas starp 1 un 5, tad summa ir tiesi
vienada ar 4, ja arpus intervala (1,5), tad lielaka. Tatad vienmér
P&L > p€3 rp&5 > p&l - p&S5 >4,

2. Lauztas linijas posmu garumi ir
AR, =\al +€-g, 2,
AA =2+ €y,
AA, = JaZ+C-a, ..

A
| I N
k A,
A
A, 4
al. A/
Al 1 k
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Nevienadibas kreisa puse ir vienada ar lauztas Imijas A1A2...AxAx+1 garumu. Tas
savukart ir mazaks par nogriezni A;Agk+1, kas ir vienads ar tada kvadrata diagonali, kuram

ir mala k. Diagonales garums ir k J2.

7.2. Vektoru izmantoSana nevienadibu pieradisand
. Apskatam vektorus X=(a2, b% c®) un Y=(bc,ca,ab). Pieradima nevienadiba ir ekvivalenta
ar nevienadibu

a’bc+b’cat+c’ab <a*+b*+c’,

Vektoru forma ta uzrakstama sadi:

XY <X,
Turklat 2XY < X?+Y?, jo (1)

(X-Y)%=X2-2XY +Y? > 0.
Tatad
Y?=b’c*+c’a’+a’h*=a’h’+b’c’+c%a’=XZ,
kur Z=(b?c%a%) un 2Y*=X?+Z>.
Bet Z°=b*+c*+a*=X?, tapec
Y2<X?, (2)

No (1) un (2) ieglstam:

XY <X,
. Atlieckam no viena punkta tris vektorus @, b un ¢, starp kuriem ir lepki a, b un g.
Aplukosim vektoru &+ b+¢. Skaidrs, ka

(a+b +¢)*=0.
b

Qt
ol

Talak
a’+ b2+ c?+2db+24cC +2b 20,
1+1+1+21.1.cosy+21.1.cosp +2-1-1-cos o >0,
COS y + COSP + cos o > - g
. Aplikosim vektorus T, = €,,b, ,...F, = €,,b, . Ta ka lauztas linijas garums nav mazaks
par taisnes nogriezZna garumu, kas savieno tas galapunktus, tad
E|+.+ [ =]f +..+ T

r/v\
n+h+..+F,

)

\rn‘
-

—

'3

7| = [a? + b7,

Atliek ievérot, ka
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|Fl+...+Fn|=\/61l +a,+..+a .+ +b, +..+b .

6. Izmantosim nevienadibu
2 2 2 2 —2 2
\/Xl + X5 +\/y1 +Y; 2\/((14‘3/1/4"(24‘3/2/-

Apzimesim x1 = X, Xp = \/E,ylzc-x, Y2 = Jb.
Ievietojot ieglistam pieradamo nevienadibu.

7.3. Trigonometrisko furkciju izmantosana
7. Jauznogriezna AB = a; + a, ka uz diametra uzkonstru€jam pusrinki ar centru O, tad AC =
a; un CB = a,. No geometrijas ir zinams, ka

DC = VAC-CB =,/a,a,.

D
-
A C 0 B
. a + a
Takad= AB =a; + a,, tad radiuss OD :172.
a + a,

P&c trijstiira OCD redzams, ka DC < OD =

a, +a
Bet =——2->./a,a,.
2

Zim&juma redzams, ka vienadiba pastav, ja a; = aj.

8. Atliksim visus dotos skaitlus uz vertikalas skaitlu taisnes. Sakot no augsas, pie katra
atzimeta punkta pierakstisim pa vienam burtam A, B, C, D, E. Nullpunktu apzim&sim ar
O. Novilksim rinki, kura radiuss ir viena vieniba, ta, lai tas pieskartos skaitlu asij punkta
O no kreisas puses. Novilkta rinka centru apzimésim ar R. Savienosim punktu R ar
pargjiem atzimétajiem punktiem. Dotie skaitli ir lenku ZORA, ZORB, ZORC, ZORD,
Z0ORE tangensi.
Punkti X un Y jaizvélas punktos A, B, C, D vai E. Tatad jaizvélas divi no tikko
izveidotajiem lenkiem ta, lai

X<tgZORX un Y<tgZORY un

0< X~y <1
1+xy
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Ievérosim, ka
X-y tgZORX —tgZORY
1+xy 1+tgZORXtgZORY
Japierada, ka X un Y var novietot divos punktos no punktiem A, B, C, D, E ta, ka
O<tg£LYRX<1.
Aprékinasim summu

=tg @ ORX — ZORY =tg/YRX.

/BRA + ZCRB + ZDRC + ZERD = ERA,
bet 0</ERA<~.
Ta ka visu lepku lielumi ir pozitivi skait]i un $o lenku summa ir mazaka par 7, tad vismaz

. e . . _ . T e . _
vienam no Siem Cetriem lenkiem lielums neparsniedz e Apzimésim So lenki ar YRX. Ta

ka 0<4YRX<% , tad O<tg/YRX<L.

. Dotajiem nosacijumiem atbilst patvaliga trijstiira malu garumi. Nevienadibas kreisas un
labas puses starpibu var uzrakstit $adi:
a(b?+c?-a%) + b(c’+a%b?) + c(a®+b%-c?) - 2abc.
Jamalu a, b, c pretlenkus apzimé ar a, b, g un izmanto kosinusu teorému, tad
2abc(cosa+cosp+cosy - 1).
Nemot véra, ka a+p+y =, parveidosim izteiksmi no iekavam:
coso+cosp+cosy - 1 =

AP os X =B pgin2Y =

2 2

=2C0S
=2C0S r_r cos B Zsm
2 2 2 2
=25in1 cos B—sin(E—OL—JrBj =
2 2

=2sin L cosOL_B—cosOHB :4sinzsinEsing
2 2 2 2 2

r\>|m N

o Y.
legiita izteiksme ir pozitiva, jo 23537 ir Sauri lenki un to sinusi - pozitivi.
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7.4. Laukumu novértesana un salidzinasana.
10. P&c zim&juma redzams, ka

Samoc < Sseraoc < Sanoss

2 R*x  Rtgx
—sin x < <—,
2 2 2
sin X < X < tgx. (1)

B

Pieradisim otru nevienadibu. Dalot to ar sinx>0, ieglisim:
X tgx
1< —_ < L
SIn X SN X

vai

X 1
1< —< )
SINn X COS X

) sin x
t.1., cosXx < —— <1.
X

11. 0 = 25 g 0am 1 SIN 00 =28 o0 »
NoL = 25 ons» SIN N =28 s,

Acimredzami, ka
Sin na — SAOAS < SAOAM + SAOMN +...t+ SAORS

no. Seerwons  Ssekwoam T Ssekomn T+ T Sceraonrs
_ NS \oam _ S yoam _ Sin o
nSsekt.OAM Ssekt.OAM a

Tas ar1 bija japierada.
12. Ja novelkam vienibas rigka Iiniju ar centru punkta O, loks AE ir vienads ar o un loks AF
vienads ar 3. Ja EM un FP ir perpendikulari no punktiem E un F pret radiusu OA, tad
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1.
SoEa = Esm a,

1.
S = =sin {3,
AOFA 2 B

1

Ssekt.OEA = EO(”
1
Ssekt.OFA = EB

No Sejienes izriet, ka
o—Sino = ZSsegm.AME,

B —sin B = 28segm.AEF'
Tatad a-sina<p - sinf.

D O P M A

13. Analogi ka 12.uzdevuma
14. (Sk. 12.uzdevuma zimé&jumu.)

1 1 1
Saons = EtgalSAOAC = Eth'Ssek‘(.OAE = Eaﬂssekt.OAF =

Tatad tgo = M,@ _ S sonc

o S sekt.OAE B S sekt.OAF

.. S S
Nav griiti ieraudzit, ka —2%8 “ACBC

sekt.OAE Ssekt.OEF

S S
AOAB 2 A0AB

Patiesam
sekt.OAE S AOEM

S S
un _>Acec  Saosc

H
Ssekt.OEF SAOEN

bet SAOAB > :AOBC ]

AOEM AOEN

S S
AOBC o _OA0AB

sekt.OEF S sekt.OAE

No sejienes
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Tﬁtad SAOAB + SAOBC > SAOAB

sekt.OAE + Ssek’r.OEF Ssekt.OAE

.S S
{j. —DA0AC  SroAB

S sekt.OAF S sekt.OAE
Tas ar1 bija japierada.
15. Analogi ka 14.uzdevuma.

7.5. Varbutibu teorijas elementi nevienadibu pieradisana
16. Apskatisim trijstiiri, kas sastav no mxn riitipam. Apzimésim ta kolonnas ar k,,k,,...,k

m!?
bet rindinas - ar r,r,,...,r,.

Pienemsim, ka ar varbutibu p katra riitina ierakstits cipars 1, bet ar varbatibu q - cipars 0.
Tad varbiitiba, ka visas m riitinas katra rindina ir ierakstiti vieninieki, ir p™, bet varbiitiba,
ka $aja rindina vismaz viena riitina ierakstita nulle, ir 1 - p". Tap&c varbiitiba, ka ikviena
no n rindipdm I,,T,,...,r ierakstita vismaz viena nulle, ir (1-p™)". Apzim&sim 3adu
notikumu ar A.

Varbiitiba, ka ikviena no kolonnam ierakstits vismaz viens vieninieks, ir (1-q")™. Sadu
notikumu apzimésim ar B.

Ja nav ne A, ne B notikuma, tad eksisté rindina, kas sastav tikai no vieniniekiem, un
eksist€ kolonna, kuru veido tikai nulles. Tacu tas nav iespgjams! Vai nu A, vai ar1 B
notikumam noteikti ir jabiit. Bet tad $o varbiitibu summa (1-p™)"+(1-g")" ir vismaz 1. Tas
ar1 bija japierada.

17. Apskatisim 2x2 rutinpu laucinu. Pienemsim, ka ikviena rutina tiek iekrasota zila,
dzeltena vai oranza. Abiis notikums, kad viena fikséta rutina ir zila, B - kad $7 riitina ir
dzeltena, C - kad §i ritina ir oranza. Apzim&sim $o notikumu varbitibas attiecigi ar
P(A)=p1, P(B)=p2, P(C)=ps.
p1° biis varbiitiba, ka viena fikséta rinda abas ritinas ir iekrasotas zila krasa,
1- p12 - varbiitiba, ka $aja rinda kada riitina nav zila krasa,
(1 - p1?)? - varbiitiba, ka abas rindas kada riitina nav zila krasa,
1-(1-p1?)? - varbiitiba, ka eksisté rinda, kura abas riitinas ir iekrasotas zila krasa.
Lidzigi iegﬁstam arT lielumus:
1-(1-p2°)? - varbiitiba, ka eksisté kolonna, kura abas ritinas ir ickrasotas dzeltena krasa,
1-(1- p32 )2 - varbiitiba, ka eksisté diagonale, kura abas riitinas ir iekrasotas oranza krasa.
Visi §ie notikumi ir pa pariem nesavienojami, bet tas nozimé, ka varbiittbu summa ir
mazaka vai vienada ar 1, t.i..
1-(1-p )’ +1-(1-p° ) +1-(1-ps*)* <L.
Nedaudz parveidojot izteiksmi, ieglistam:
-(L-p®) - (1-p2” )= (L-pst)t <2
jeb (1-pu”)° +(L-p” )" +(1-ps")" <2
Tas ar1 bija japierada.

18. Apskatisim zimgjuma atteloto figiiru.
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19.

C
Piepemsim, ka ikviens no trijstiiriSiem ir balta, melna vai zila krasa. A biis notikums, kad

viens fiksé€ts trijstliritis ir balta krasa,

B - notikums, kad $is trijstiiritis ir zila krasa,

C - notikums, kad Sis trijsttiritis ir melna krasa.

Atiecigas varbiitibas Siem notikumiem apzimé&sim ar

P(A) = p1, P(B) = p2, P(C) = ps.

Apskatisim $adas varbiitibas:

plg - varbutiba, ka AABC ir balta krasa,

ng - varbitiba, ka ar zilu krasu ieziméeta figiira ir zila krasa,

pgg - varbitiba, ka rombins, ko veido divi trijsturisi, ir melna krasa,

1 - ps* - varbiitiba, ka fiks€taja rombina vismaz viens trijstiritis nav melns,

1 - (1 - ps)° - varbiitiba, ka vismaz viena no se§iem rombiniem abi trijstiirisi ir melni.
Apskatisim notikumus, kuru varbitibas ir plg, ng unl-(1- p32)6. Skaidrs, ka Sie notikumi
ir pa pglriem nesavizetgojami, t.i.:

pr+pz +1-(1-ps)°<l.

Nedaudz parveidojot So nevienadibu, iegilistam: (- p;j > p, + p;, tas arT bija japierada.

Nevienadibas pieradiSanai izmantosim zZimgjumu.
O O O

Piepemsim, ka katrs no punktiem ir zala, melna vai sarkana krasa.

A biis notikums, kad viens fiks€ts punkts ir zala krasa,

B - notikums, kad $is punkts ir melna krasa,

C - notikums, kad $is punkts ir sarkana krasa.

Attiecigas varbiitibas Siem notikumiem apzimé&sim ar P(A) = p1, P(B) = p2, P(C)=ps.

p1° biis varbiitiba, ka viena fikséta rinda sastav no zalas krasas punktiem,

1-p;° - varbiitiba, ka $aja rinda vismaz viens punkts nav zala krasa,

(1-p1°)° - varbiitiba, ka vismaz vien punkts katra rinda nav zala krasa,

1 - (1-p;°)° - varbiitiba, ka eksisté rinda no punktiem zala krasa.

Lidzigi iegiistam ar1 varbiitibu, ka eksisté kolonna no melnas krasas punktiem. Ta ir 1 -
(1-p2°)°.

Tredais bis notikums, kad abas garas diagoniles sastav no sarkaniem punktiem. Tad ps’
biis varbiitiba, ka vienu fiks€tu diagonali veido sarkanas krasas punkti. Ta ka notikumi,
kad viena un otra diagonale ir sarkana, ir savienojami, tad varbiitiba notikumam, kad abas
diagonales ir sarkanas, ir 2ps° - ps’.
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Savukart notikumi, kuru varbatiba ir 1 - (1-p:°)°, 1 - (1-p2°)° un 2ps° - ps’, pa pariem nav
savienojami, un tapec

(-ps°+(=p5 +2ps+pd <1

. > >
jeb €=p; J+€=p; _<1+2p] +pj.
Tas ar1 bija japierada.
20. Nevienadibas pieradiSanai izmantosim zim&jumu.

Piepemsim, ka ikviens punkts ir nokrasots balta, melna, zila vai violeta krasa.

A biis notikums, kad punkts ir balts,

B - notikums, kad punkts ir melns,

C - notikums, kad punkts ir zils,

D - notikums, kad punkts ir violets.

Attiecigas varbitibas Siem notikumiem apzimésim ar P(A)=p1, P(B)=p,, P(C) = p3 un
p(D) = pa.

Par vertikalem (vai horizontalém) sauksim tikai tas vertikales (vai horizontales), kuras ir
vairak neka divi punkti. Tad

p16 bis varbutiba notikumam, kad ar kvadratiniem atziméetie punkti ir balta krasa,

1- (1-p23)3 - varbiitiba notikumam, kad eksisté kada vertikale, ko veido melnas krasas
punkti,

1- (1-p34)2 - varbiitiba notikumam, kad eksisté diagonale virziena /, kura sastav no ziliem
punktiem,

1 - (1-ps")* - varbitiba notikumam, kad eksisté diagonale virziena \, kura sastav no
violetiem punktiem.

Péc zim&juma ir redzams, ka min&tie gadijumi ir pa pariem nesavienojami, un tapéc var
rakstit:

P +1-(1-p2Y) + 1~ (1-ps')* + 1- (1-psf)” <1

jeb p®+2< (- pfj + (- p;‘j + (- pjj, tas ari bija japierada.

8. NEVIENADIBA IETILPSTOSO FUNKCIJU IPASIBU IZMANTOSANA
NEVIENADIBU PIERADISANA

8.1. Sinusa un kosinusa funkciju ierobezotibas izmantosana
1. Dots: sin X- Siny- Sin z + C0OS X - COS Y - COS Z<max(£ Sin X- Sin y+ €0S X - COS Y),
kur iesp&jamas visas zimju kombinacijas. ST izteiksme
max (£ sin x- sin y+ cos X - c0S y) = max |cos(xxy)|<1.
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2. xSt < ppv(x y) < X+ Y.
3. Taka jebkuriem x un y ir spéka - 1 <sinx, siny<1, tad
sin®x+sin’y X

~ T <sin x-sin y <
2 2 2

. .y .. . y : | m.m
un dota nevienadiba izriet no funkcijas f(x) = sin x augSanas intervala {— 5 ; E:‘ .

4. Nemsim a = sina, b = sinf. Tad
ab++/(1—a?)(1—b?) =sin o-sin B+coso.-cosp = cos€—p_<1.

Trigonometriskas nevienadibas kreiso pusi var uzrakstit Sadi:

1+_1+1+_1, (1)
sino  cosa  Sin 2a

josino-sinP= %sin 20L.

Ja o ir Saurs lenkis, tad visi saucgji ir pozitivi. Ta ka sin un cos funkcijas ir mazakas par 1
vai vienadas ar 1, tad otrais un treSais saskaitamais nav mazaks par 1, bet pédgjais - nav
mazaks par 2. Tadgjadi summa ir lielaka par 5 vai vienada ar 5. Tacu izteiksme (1) nevar
biit vienada ar 5, jo otrais saskaitamais un treSais saskaitamais vienlaikus nevar bit
vienadi ar 1. Tatad summa ir lielaka par 5.

8.2. Pakapes funkcijas ipasibu izmantoSana
6. Varam uzrakstit $adas nevienadibas:

ac+d _acbd _adbc + bc+d >0
c 4 d d Y he d NG
a‘ € —b:(—b ‘i +b® >0;
ed _ bd C_pt >0
>0.
Jaa>b, tad a°>b° un a®>b", un tapec abi reizinataji nenegativi.
Ja a<b, tad a°<b® un a’<b?, un tapec abi reizinataji negativi.
7. Zinams,ka a, + a, + ... + a, =1. Varam izveleties $adus a;:

1
Y

Tad a’ =i2 un > a’=n
n n

.1
Bet n var nemt tadu, lai —<0,1.
n

Attiecigas varbiitibas Siem notikumiem apzimésim ar P(A)=pi, P(B)=p,, P(C)=ps un
P(D)=p4

Par vertikalem (vai horizontalem) sauksim tikai tas vertikales (vai horizontales), kuras ir
vairak neka divi punkti. Tad

p16 bis varbiitiba notikumam, kad ar kvadratiniem atzimétie punkti ir balta krasa,

1- (1 -p°)° - varbiitiba notikumam, kad eksisté kada vertikale, ko veido melnas krasas
punkti,

1 - (1 - ps*)? - varbiitiba notikumam, kad eksisté diagonile virziena /, kura sastav no ziliem
punktiem,

1 - (1 - ps*)? - varbiitiba notikumam, kad eksisté diagonale virziena \, kura sastav no
violetiem punktiem.
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10.

11.

12.

Péc zZim&juma ir redzams, ka min&tie gadijumi ir pa pariem nesavienojami, un tapéc var
rakstit:
pi’+1- (1-p2)*+1 - (1-pa')+1- (1-ps)’<1
jeb 2+ p1°<(1 - p°)*+(L - ps*)*+(L - pa*)’.
Tas ar1 bija japierada.

8.3. Kvadrattrinoma ipastbu izmantoSana.

Dota nevienadiba biis pareiza attieciba uz visiem x, ja dota trinoma diskriminants biis
mazaks par 0, t.i.:
(b*+c?-a%) %-4b’c’<0.
Parveidojot iegiistam -16p(p-a)(p-b)(p-c)<O0,
kur p ir pusperimetrs. ST nevienadiba ir acimredzama.
Apskatam trinomu ax°+2bx+c;. Péc uzdevuma nosacijumiem a;>0 un diskriminants
4(by%-a;¢y) ir nepozitivi. Tatad attieciba uz katru x ir speka nevienadiba

ax*+2bix+c1 >0.
Analogi iegiistam, ka aX2+2D0,X+C,>0 un 5X24+6x+2>0
attieciba uz jebkuru skaitli x. Saskaitot pedgjas tris nevienadibas, ieglistam:

€ +a, +5 xX°+2¢, +b, +3 x+€ +c¢c, +2 >0.
Tatad diskriminants 4h +b, +3 f -€@ +a, +5 :(;1 +C, + 2 : ir negativs, t.i.:
€ +a, +5 & +c,+2 > +h, +3°.
Ja visam x vértibam f(x) = ax® +2bx+c >0 un g(X) = px* +20x+r >0,
tada>0,c>0,p>0,r>0

un turklat vél ac-b?>0, pr - q220,

ti.,ac>b? pr=q>
Tacu tad jabiit speka ar1 nevienadibam ap >0, cr>0 un ac-pr> b%o?,

t.i., ap-cr - (bg)*=0.
Tas ir iesp&jams tikai tad, ja visam x vertibam
apx® + 2bgx +cr > 0.

, a . a 3a N
Trinoma EXZ +bx +c = 0vértibas punktos x; un X, ir (—Exfj un ?xzz, tatad tiem ir

pretéjas zimes. Tapec viena no sakném ir starp x; Un Xa.
Apzimésimp=a+b+c>0,q=ab+bc+ca>0,r=abc>0.

Polinoms P(x) = x® - px? + gx - r ir negativs, ja X <0. Tatad visas polinoma saknes p&c
apgrieztas Vjeta teorémas ir pozitivas.

9. PIERADIJUMI NO PRETEJA

1.

Piepemsim pretgjo, t.i., to, ka speka ir nevienadibas:

a+az<a /3, (1)
a+as<as+/3, 2)
agtas<as/3, (3)
a+ag<as+/3, (4)
as+a7<ag+/3. (5)

Ta ka a;=0, tad no (1) izriet, ka az>a- /3 .
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Tapéc no (2) izriet, ka a;+a,>3a;
un az>2a,.
Lidzigi iegiistam as>2as.
Tatad 2a,>2a,+2a¢
un az>a +as. (6)
No (2) un (4) iegiistam ay+2a4+as>(as+as)- +/3 >3ay
un ax+ag>ay. (7)
Nevienadibas (6) un (7) rada pretrunu.
. Actmredzami, ka a>b>c. Pienemsim, ka pieradama nevienadiba nav spéka, t.i.:
1 JaZ1pt+c? 1 aZib2+c2
-b>— +b° + -c>— +b°+c”.
ab\/za b cunbc\/ia b®+c
Saskaitot ieglisim a—C >~/2 -va? +b? +c2.
No $ejienes (a-b)*+ (b-c)?+ (c-a)’=3(a® +b? +c?),
ko iegtstam, iepriek$gjas tris nevienadibas kapinot kvadrata un visas tris saskaitot.
levérosim, ka (a-b)*+ (b-c)*+ (c-a)°=3(a” +b® +c*)-(a+ b +c)*.
Tadgjadi iegiisim 3(a? +b? +¢?)<3(a? +b? +¢?)-(a+ b +¢)%
Tacu tas nav iesp&jams.
. Apzimésim kreisas un labas nevienadibas puses maksimalos elementus ar M; un Mo.
Piepemsim, ka ir speka nevienadiba M;<M,.
Varam uzskatit, ka M2=A2 -A.
Tad A? - B < My, B>A, B?- C < M,, C>A.
Acimredzami, ka C2- ASA- A
Tatad ir radusies pretruna.
. Analogi ka 3.uzdevuma.
. Pienemsim, ka spéka ir nevienadiba a + b + ¢<3.
Reizinot o nevienadibu ar ab, ieglistam
a’b+ab?+abc<3ab
vai ab*+b(a%-3a)+1<0.

P&dgja nevienadiba nozimé, ka kvadratiska funkcija y = ax?+(a’-3a)x+1 punkta x=b
pienem negativu vertibu. Ta ka §1 funkcija ir pozitiva pec absoliitas vertibas pietiekami
lielam x, tad tai ir divas realas saknes. Tatad

D = (a’-3a)” - 4a>0.

No 3ejienes a° - 6a° +9a - 4 >0

vai (a-1)*(a-4)>0.
Tadgjadi a>4 un vél jo vairak

a+b+c>4
P&dgja nevienadiba ir pretruna ar pienemto.
. Pienemsim pretgjo, t.i., to, ka speka ir nevienadiba cos x? + C0S y2 + cosxy > 3.
Ta ka cosx?<1, cosy?<1 un -cosxy<1,
tad nepieciesams, lai biitu cosx’=1, cosy?=1 un cosxy=-1,
ti., x*=2kn, y*=2In, xy=n+2mm,

kur k, 1, m ir veseli skaitli
No $Im trim nevienadibam izriet, ka x?y*=2kn-2ln=(n+2mmn)*=(xy)?,

t.i., 4kl=(1+2m)>%
Tacu tas nav iesp€jams, jo vienadibas kreisaja puse ir parskaitlis, bet labaja - neparskaitlis.
Lidz ar to ir radusies pretruna:

cos X + cos y? + cosxy < 3.

Pienemsim, ka attieciba uz kadu o ir speka nevienadiba
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1 tgse o (1)
3  tga
Tad jebkuram veselam k lielums o atbilst nevienadibam

ok, )
3oc¢(2k+1)g ©)

Nevienadiba (2) uzdod tas o vértibas, kuram eksiste ti , bet nevienadiba (3) - o
go

vertibas, kuram eksisté tg3a.
tg3o  3-tg’a
tgo.  1-3tg2o’
ja o atbilst nosacijumiem (2) un (3).
No trigonometrijas ir zinams, ka attieciba }
tg30 = tgoc@;tgzjzoc{ (5)
1-3tg°a
ir speka attieciba uz visiem o, kuriem eksisté tga. un tg3o. (ta rezultata 1 - tg?00), t.i.,
tadiem o, kuri atbilst nevienadibai (3) un nevienadibai

oc¢(2k+1)g, (6)

(4)

Pieradisim, ka

kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
Ja turklat arT tgo=0, t.i., tadiem o, kuri atbilst nevienadibai

a=kp (7
(k-vesels skaitlis), tad no vienadibas (5) izriet vienadiba (4). Tadgjadi, ja o atbilst
nosacijumiem (2) un (3), tad ir speka (6) un (7) un tapec ar1 speka attieciba (4).
No nevienadibas (1) un attiecibas (4) izriet, ka

1 < 3-tg’a
3 1-3tg°«
Tad a atbilst divam nevienadibam:
3-tg°a S 1 (8)
1-3tg°a 3
3-1g Zzoc < )
1-3tg°a
No nevienadibas (8) iegilistam:
3-tg’a 1
1-3tg% 3
8 0.
3(-3tg°a
No sejienes 1—3tg®a > 0. (10)
No nevienadibas (9) iegiistam:
3-tg’a _3<0
1-3tg°a ’
Blg
1-3tg’a
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8.

9.

10.

NS

S1nevienadiba ir speka attieciba uz visiem neN. Jan— o, tad

Tatad vai nu tg2a=0, vai ari 1 - 3tg’u<0. (11)

Salidzinot nosacijumus (10) un (11), nav griiti konstatét, ka tgzoc=0. Tapéc ar1 tga=0 un

o=nm (n - vesels skaitlis). (12)

Attieciba (12) ir pretruna ar nevienadibu (2). Tatad pienémums, ka eksisté a vertibas,

attieciba uz kuram ir spéka nevienadiba (1), ir nepareizs. Lidz ar to uzdevuma
apgalvojums ir pieradits.
Pienemsim, ka a>1. Iev€rosim, ka

-1 Q]=

- f(}f(n;1j+f(n;1)—f ﬂﬁg)+m—f(%j+f(%j—fois
)
UERERER

(1)“ 1
<nl=| =—=.
n n

IA

+..+

n(xfl

Tapec f(1)=f(0). Lidzigi par katriem diviem a un b var pieradit, ka f(a)=f(b), t.i., ka f'ir
konstante. Tas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumu, tatad a<1.

Pienemsim, ka nevienadibu sist€mai ir atrisinajums. Tad visu ¢etru nevienadibu
reizinajums bils pareiza nevienadiba. Veiksim $adas darbibas:

(*) kapinasim katru nevienadibu kvadrata;

(*) visus loceklus no labas puses parnesisim uz kreiso pusi;

(*) ieglito kvadratu starpibas aizvietosim ar summas un starpibas reizinajumu;
(*) sareizinasim visas nevienadibu kreisajas pus€s iegiitas ickavas.

Visas $o nevienadibu kreisas puses nav vienadas ar nulli un ir ar vienadam zimém, tatad to

reizinajums ir pozitivs. No otras puses, iegiistam, ka
-((X-y+z-t) (X+y-z+t) (-X+y+2z-t) (X-y+z+t))">0.
Tacu tadgjadi ir radusies pretruna.

DAZI SKAITLISKO NEVIENADIBU PARBAUDISANAS PANEMIENI.

10.1. Skaitlu starpiba
Izmantojam 10.1.2. aprakstito metodi. Atbilde "<".
Izmantojam 10.1.2. aprakstito metodi. Atbilde "<".
Ievérojam, ka viens skaitlis ir mazaks par 1, otrs - lielaks par 1.
Pirma summa pa locekliem ir mazaka par otro summu.

10.2. Tadu skaitlu salidzinasana, kuri satur saknes zimi

Pienemsim, ka \/§ +4 >\2+45. Kapinasim kvadrata 3+2 V12 +4>2+2 10 +5,

212 >2/10 .

Tas acimredzami ir pareizi, tatad arT piep€mums ir pareizs.
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10.

Piepemsim, ka J8+411 > 5 +4/14.
Kapinasim kvadrata: 8+2 /88 +11>5+2+/70 +14.
Talak 2 +/88 +19>2/70 +19

vai 2/88 >2/70 .

Tas ir acimredzami pareizi.

Pienemsim, ka V19 -7 > 2.3.

Kapinot kvadrata, iegisim: 19-2 V136 +7>4-3
vai 14>2/136

7>+/136 .

Ja kapinam kvadrata p&dgjo nevienadibu, rodas pretruna:
49>136.
Tatad pien@mums ir nepareizs.
Piepemsim, ka V10 -7 >42.
Kapinasim kvadrata: 1-2 V70 +7>2.
Talak 15<2+/70 .
Velreiz kapinam kvadrata: 15-15<4-70,
225<280.
Tas actmredzami ir pareizi.

Pienemsim, ka J7+410 > \/§ +4/19 .
Kapinot kvadrata, iegisim: 7+2 V70 +10>3+2+/57 +19
vai 2/70 +17>2 /57 +22.

Talak 2 /70 >2+/57 +5.
Kapinot kvadrata, ieglisim: 4-70>4-57+10+/57 +25,
280>228+10+/57 +25,
27>10/57 .

Velreiz kapinot kvadrata, iegtistam: 27-27>100-57.
Tas ir pretrunigi, tatad piep€mums ir nepareizs.

Pienemsim, ka \/2+§/§ +\/2—3 3 >23%2.

Kapinot kvadrata, iegiisim: /4 —3/9 >23/4 -2.

Atkal kapinot kvadrata, iegiisim:4-¥/9 >43/16 -8%/4 +4
vai -/9>43/16 -8%/4 .

Talak 8%/4 -83/2 >%/9
vai 83/4 (3/2-1)>3/9.
Acimredzami, ka ¥/9 <3/16 =2¥/4 . (1)
Ja izdotos pieradit, ka 8%/4 (3/2 -1)> 2%/4 (2)
tad nevienadiba butu pieradita.
Patie$am, nevienadibu dalot ar 2%/4 , ieglistam:
4(3/2-1)>1

vai 3/2 -1>%,
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

32>=,

Kapinot 3 pakapg, iegiistam: 2>%.
Tas nozimé€, ka nevienadiba (2) ir pareiza.
No (1) un (2) izriet nevienadibas 8 ¥/4 (/2 -1)>%/9 pareiziba.
Salidzinasim abu skaitlu kvadratus:
1973+2 /1973 - 11975 +1975...4-1974
vai ari 2+/1973 - /1975 ...2.1974,

P&dgjo varam uzrakstit §adi: v1974° —1<1974.

Nevienadibas zimes versums ir acimredzams.

Aplikojam skaitlu dalijumus.

Izmantojot formulu (sk. 10.nod. punktu 10.2.2.), iegist - J2<0.
Izmantojot formulu kreisaja pusg, iegiistam:

V3,3 , V3,

V2 V2 T2

Tatad abi skaitli ir vienadi.

10.3. Ekvivalentie parveidojumi skaitlisko nevienadibu pieradiSanda

Ekvivalento parveidojumu rezultata iegiistam:

(5+33°+(5-%7" >0,

Tas ir acimredzami pareizi.
Ekvivalento parveidojumu rezultata iegiistam pareizu nevienadibu:

(/§+§/§j+(/§—3 73 >0.
Ekvivalento parveidojumu rezultata ieglistam:
‘/§—§/§j+ (/§—§/§j+ ‘/E—i/gj > 0.
S=log,2+log,8+log,5<log, 81,
log , 80 < log, 81.
ST nevienadiba izriet no log , 80 < log , 80 < log , 81.

Izmantosim to, ka /10 ~ 316 > .
Ieverojot logaritmiskas funkcijas pamatipasibas, ieglistam

log, 2+log, 5> log, n*

vai log, €-5 >log , n°.
Tad jabat 10>n°.
Tas ir patiesi, jo 10>3,52> n*
So nevienadibu var uzrakstit arm mazliet citadi.
Apzimésim log, n =a, log, t=Dh.

Tad 2%=~x, 5P=p
1 1
vai n? =2, n® =5. (1)

Nemot véra apzim&jumus, pieradama nevienadiba uzrakstama sadi:
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1l

a b
| | Ly,
Taéu jabiit speka ari nevienadibam ©'2 °/ > n® vai n2 - t° > 72,
Ievietojot p&dgja nevienadiba vertibas (1), iegiistam:
2:5>n°
vai 10>3,14°~ n*,
20. Pieradamo nevienadibu varam uzrakstit $adi:
log , €-64 <log , 632

vai log 29+ log 2 64 < log 267+ log 52 32.

_ 1

Taka Iog92 9= Iog62 6 =5
tad log 2 64< log 2 32,
1 1

< .
log,, 81 log,, 36
Tas nozimé, ka log ¢, 81 < log 5, 36.

log, 81 o log, 36
log,64  log,32

bet pec logaritmu 1pasibam

Parejot uz bazi 2 abas nevienadibas puses, ieglistam:

I09281> log, 36
e

S1nevienadiba ir ekvivalenta ar

Talak 5-log, 81> 6-log, 36.
Vai ari log, 81° > log , 36°.
P&c logaritmiskas funkcijas 1pasibam 81°>36°

5
vai (gj > 36.
36
9 5
Savukart (ZJ > 36.

5
Reizinot ar ﬂ, ieglistam 8l 8l = 9 > 16.
9 16 16 (4
ST nevienadiba ir patiesa, jo

6. 256 _324_481_ 41681 6481 81 81
16 16 16  16-16 16-16 16 16

21. Logaritmé&sim abus skaitlus:

g 15'°%1° _1g10'°%**,
Izmantojot logaritma pamatipasibas, iegiistam:
log,10-Ig15...log,15-Ig10.

vai log,15...log, 15.
Tatad abi skaitli ir vienadi.
22. Rikojamies analogi ka 21.uzdevuma:
lg 9'°95°. . 1g10"°%5®,

log,;10-1g9...log 5 6- 1910,
log,; 9 > log,; 6.
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23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.

Rikojamies analogi ka 21.uzdevuma:
Ig 12|09410 Iglol0g413,
log,10-Ig12....log, 13- 1910,
log,12 <log, 13.

Pirmo skaitli uzrakstisim citada forma:
1.2.3-...-99 =
= (50-49)-(50-48)-...-(50-1)-50-(50+1)-...-(50+48)-(50+49)=
=(50%-49°%)(50%-48%)....-(50%-1)-50<50%.

10.4. Nevienadibas pastiprindasanas metode skaitlisko nevienadibu pieradiSana.

P&c pakapes funkcijas tpasibam
0,99999"°%*.1,00001%%%%<
<0,99999-1,00001 =
= (1-10°)-(1+10°) =1 - 100 <1.
No nevienadibu virknes
48% < 49% = (7225 = 7% < 75! = (79)17 = 343'7<344"
izriet pieradama nevienadiba.
Atbilde: 17>31",
Izveidojam nevienadibu virkni:
1745161 = 25 5 955 = 31l 5 3711
Veidojam nevienadibu virkni:
655<(23)22.385<(32)?2.3%5<37.35 = g%
Actmredzami, ka log,3 >1> logs2.
No logaritmiskas funkcijas Tpasibam automatiski izriet:
log 1<1<Iog 1 jo E<l
>3 ;2773 2
Actmredzami, ka log73 <1< logs9.
Izmantojam logaritmiskas funkcijas 1pasibas:
|091210< I091110<1< |Og1011< |Ogl()12.
Vispirms janoverte lenki 100 un 1000. Ta ka
3,14<n<3,142,
tad 31-71<97,402<100<100,512<32-7.
Tatad 31-1<100<32-7,
no kurienes sin100<0. Q)
Analogi novertgjot lenki 1000, iegtistam:
318-1<999,156<1000<1000,4085<318,5 7.
Tatad 318-1<1000<318,5-7,
no kurienes izriet, ka cos1000>0.
No (1) un (2) izriet, ka sin100<co0s1000.
Novertesim

@

) . T 7
sinl<sin—=—<—.
3 2 8

Paradisim, ka ? <£ .

Vispirms kapinot kvadrata un péc tam reizinot ar 4, iegiistam:
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35.

4 64’
3< =3t
64 16

3 49
<

S1nevienadiba ir acimredzami pareiza.
. . 7
Pieradisim, ka 3 <logs; V7.

Reizinot nevienadibu ar 8 un izmantojot logaritmiskas funkcijas 1pasibas, iegiistam:

7<logs(~/7 )®
vai logs3'<logs7*.
Péc logaritmu 1pasSibam 37<74,
Dalot ar 3%, ieglistam:
7 4
2
3
vai 27 < w
9.9

- 243 245 5.49 5.9-49 45.49 49.49
Savukart 27 = < = = = < :
9 9 9 9-9 9.9 9.9
Tas ar1 bija japierada.
Novertesim skaitlus, kuri tiek izskait]oti, izmantojot logaritmu bazes pakapes
2'<3<2% 3'<5<3%.
Ta ka logx ir augosa, ja a>1, tad
logz(2')<logz3<logz(2%), logs(3')<logs5<logs(3?),

1<log,3<2, 1<logs5<2.
No peédgjam nevienadibam nevar izdarit nekadus secinajumus, jo abi logaritmi ir
ierobezoti starp vieniem un tiem pasiem skaitliem.
Pilnveidosim iepriek§€jo novertgjumu. Novertesim skaitlus 3 un 5 ar skaitlu 2 un 3
dalveida pakapeém. Nemsim skaitlus

1 1
+= 1+—=
22=2/2un32=3/3
un ar Siem skaitliem salidzinasim 3 un 5. Ar iepriek§ aprakstito metodi var paradit, ka

3>2./2 un 5<3./3.

3 3
Tada veida iegiistam 22 <3<2%, 3' <5<32,
no kurienes g<I0923<2, 1<I0935<g .
No divam pe&dg&jam nevienadibam izriet, ka

l0g»3 > logsb.
Atzimésim, ka nepiecieSamibas gadijuma ar1 o novert€jumu varétu pilnveidot talak.
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