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ANOTACUA

Diplomdarba “Uzvaras stratégijas prom nemsanas spélés” tris dalu ietvaros tiek apliikkota
teorija par matematiskajam sp€lém, apskatiti dazadi prom nemsanas uzdevumi, ka arT pétitas to
uzvaras stratégijas.

Pirmaja dala tiek dots ieskats matematisko sp€lu teorija, noskaidrots, kas ir spelu summa,
uzvaras stratégija, ka ari NIM spéles.

Otraja dala tiek apskatits prom nemsanas sp&lu pamatprocess, noskaidrots, kas ir kaudzisu
spéles, atnemsanas spéles, Mark-t spéles, ka arT apliikots autores ieviests jeédziens — daliSanas
spéles.

Darba tresaja dala tiek aplukots uzdevums, kurs bija ieklauts olimpiad€ Baltic Way 2011,
nedaudz izmainot ta sakuma nosacijumus, ka arf tiek piedavati vairaki prom nemsanas sp&lu uz-
devumi ar risinajumiem, kas var tikt izmantoti skolas — dazadojot matematikas macibu stundas,
ka arT pulcina nodarbibam.

Atslégvardi: matematiskas spé€les, prom nemsanas spéles, NIM, objektivas spéles, uzva-

ras stratégija, Mark-t spéles, Spreiga — Grandi vértiba



ABSTRACT

In the three parts of the diploma paper ,, Winning strategies in the take-away games” theory
of mathematical games is discussed as well as a number of take-away problems and their winning
strategies are inspected.

An insight into the theory of mathematical games, covering a sum of games, a winning
strategy and NIM games is provided in the first part.

The basics of the take-away games are discussed in the second part, introducing heap-
games, take-away games, Mark-¢ games as well as a new concept introduced by author —division
games.

In the third part a problem from the competition Baltic Way 2011 is analysed with slightly
altered starting conditions. Besides a number of take-away problems with solutions are provided
suitable for use at school either in lessons or extra-curriculum activities.

Keywords: mathematical games, take-away games, NIM, objective games, winning stra-

tegy, Mark-t games, Sprague — Grundy value
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APZIMEJUMU SARAKSTS

Pozicija — stavoklis pirms sp€létaja gajiena.

N-pozicija — pozicija, kura eksisté uzvaras stratégija spélétajam, kuram Sobrid ir gajiens.
P-pozicija — pozicija, kura eksisté uzvaras stratégija spélétajam, kuram Sobrid nav gajiens.
NIM vertiba — skaitlis, kas raksturo poziciju objektiva prom nemsanas spelé ar ekvivalentas
NIM kaudzites izméru.

NIM rinda — secigam spéles pozicijam atbilstosas NIM vértibas.

AtnemsSanas speles — spéles, kuras kaudzites izmérs tiek samazinats, izmantojot atnemsanas
operaciju.

Prom pemsanas spéles — spéles, kuras kaudzites izmérs tiek izmainits, izmantojot dazadas ope-
racijas.

Iespéjamie iznakumi — rezultati, kas rodas p&c gajiena veikSanas.

Dopija skaitli — skaitli, kam skaitiSanas sist€ma ¢ beigas ir nepara skaits nullu.

G — kada prom nemsanas spéle.
-+ — NIM vertibu summeéSanas operators.

g(n) — pozicijas n NIM vértiba (saukta ari par Spreiga — Grandi vértibuy).

*b... —perioda sakuma apzim&jums rinda.
S(s1, S92, 83, - - ., 5;) — atnemsanas spéle.
{s1, s2, S3, ..., 51} — mazinataju kopa atnemsanas spele.

D(dy,dy,ds, . .., d;)— daliSanas spéle.

|n| — operators, kur§ noapalo skaitli n uz leju lidz tuvakajam veselajam skaitlim.
Ry (n) — skaitla n pieraksts ¢ skaitiSanas sisteéma.

(k) — cipars skaitla R;(n) pieraksta.

N ={0,1,2,...} — veselo nenegativo skaitlu kopa.



IEVADS

Spéle ir strukturéta aktivitate, kurai raksturigi konkreti noteikumi un meérkis. Spéle var
biit gan izklaide, gan arT maciSanas lidzeklis.

Misdienu izglitibas mérki pedagogam liek izvéléties aktivu izzinas procesu veicinosas
metodes, kuras paral€li dazadu prasmju un iemanu attistiSanai var paaugstinat ar1 skolénu ma-
ciSanas motivaciju, jo skolotajs var iemacit tikai to skolénu, kur§ velas macities. Bérniem patik
spéles, tadel skoleniem lielaku interesi izraisa tiesi spelu uzdevumi. Ar spélu palidzibu skolo-
tajs stunda var ieviest izklaides un radoSuma elementus, kas noteikti attista izzinas interesi. Taja
pasa laika matematisko sp&lu uzdevumi ir loti saturiski un jégpilni. Skoléniem parasti griiti-
bas sagada tiesi risinadjuma veidoSana. Matematisko sp€lu uzdevumos ir nepiecieSams vispirms
skaidri formulét stratégiju un péc tam pieradit, ka ta ties$am noved pie uzvaras. Matematiskas
spéles ir Joti noderigas matematiskas valodas, ka arT skaidras sapratnes par uzdevumu risinajumu
izvedumiem attistiba. Matematikas macibu stundam var noderet vienkarsakas spéles. Grutakas
matematiskas spéles paredzetas sp&jigako skolénu gatavosanai olimpiadém, matematikas pulci-
niem un arpusstundu nodarbibam ar talantigakajiem audz€kniem.

Saja darba ir tiek apliikotas matematiskas spéles, kuras spele divi spélétaji, pamisus veicot
gajienus. Faktologiskais materials par matematiskajam spélém galvenokart aprakstits literattiras
avotos [1] un [2].

Diplomdarba apliikotas prom nemsanas spéles.

Diplomdarba meérkis ir izp&tit uzvaras stratégijas prom nemsanas spél€s un apzinat $adu spélu
vietu skolas matematikas kursa.

Darba uzdevumi:
1) iepazities ar literatiru par matematiskajam sp&lém;

2) izveidot aprakstu latvieSu valoda matematisko sp€lu teorijai, kas tiek izmantota prom nem-

Sanas sp€lu uzdevumu risinasana;

3) analizgt starptautiskaja matematikas olimpiad€ Baltic Way 2011 ieklauto Mark-¢ klases uz-

devumu, izmantojot zinatniskaja periodika public&tos petijumus;

4) apkopot prom nemsanas sp&lu uzdevumus, izveidot tiem risinajumus, piedavat iesp&jamo

pielietojumu skola.

Diplomdarbs “Uzvaras stratégijas prom nemsanas spélés” sastav no tris nodalam.



Pirmaja nodala tiek dots ieskats matematisko sp&lu teorija, noskaidrots, kas ir sp&lu sum-
ma, uzvaras stratégija, ka art NIM spéles. Tiek analizeti ari tadi jédzieni, ka mex likums, NIM
summa un Spreiga — Grandi vertiba.

Otraja nodala tiek apskatits prom nemsanas sp&lu pamatprocess, noskaidrots, kas ir kau-
dziSu spéles, atnemsSanas spéles, Mark-t spéles, ka art aplikots autores ieviests jeédziens — dali-
Sanas spéles.

Darba tresaja nodala tiek apliikots starptautiskas matematikas olimpiades Baltic Way 2011
uzdevums, nedaudz izmainot ta sakuma nosacijumus, ka arT tiek piedavati vairaki prom nem-
Sanas sp€lu uzdevumi ar risinajumiem, kas var tikt izmantoti skolas — dazadojot matematikas

macibu stundas un fakultativas nodarbibas.



l.

1.1.

IESKATS MATEMATISKO SPELU TEORIJA

Kas ir matematiska spéle?

Darba tiks apskatitas matematiskas spéles. Tas spé€lé divi speletaji, un gala rezultats ne-

kad nevar but neizskirts. Sajas sp€l€s ir vairakas pozicijas, ieskaitot sakuma un beigu poziciju.

Pozicija ir situacija pirms spélétaja gajiena.

Matematiskas spéles var iedalit divas grupas — objektivas spéles un partizanu spéles. Ob-

jektivas spéles ir tadas, kur abi speletaji veic vienada veida gajienus, turpretim partizanu spéles

— kur spelétajiem ir at3kirigi atlautie gajieni. Saja darba tiks apliikotas objektivas spéles.

Darba apskatitas matematiskas spéles atbilst Sadiem nosacijumiem [1, 3]:

1.

Ir divi spélétaji — [ un II.
Spele ir vairakas (bet ne bezgaligi daudz) pozicijas un viena noteikta sakuma pozicija.

Ir viennozimigi definéti noteikumi, kas nosaka gajienus, ar kuriem abi spélétaji var par-

vietoties no pozicijas uz tas iespéjamo iznakumu.
Speletaji visas spéles laika veic gajienus parmainus.

Spéle beidzas tad, kad vairs nevar izdarit gajienu. Normala spélé uzvar tas, kurs veic pe-
dgjo gajienu, un zaudg tas, kur§ vairs nevar izdarit gajienu. Apgrieztd spélé (misere play)
zaude tas, kurs veic p&dgjo gajienu, savukart uzvar tas, kur$ veic pirmspedgjo gajienu, jeb

péc pedeja gajiena vairs nevar izdarit gajienu.

Spéles nosléguma rezultats nevar biit neizskirts, jo noteikumi ir izveleti ta, lai spéle vien-
mer beigtos, respektivi, kads no spelétajiem nokliitu beigu pozicija, vairs nevarot izdarit

gajienu. Spéle beidzas p&c galiga gajienu skaita.

Spele notiek atklati, nav sléptu gajienu.

. Nav gadijuma rakstura gajienu, piem&ram, kaulinu meSana vai karsu jaukSana.

Pamatprobléma: kas uzvar — tas, kurs spéli sak (I sp€létajs), vai vina pretinieks (II sp€lé-
tajs)? Un kada ir uzvaras stratégija? [4]

Kadu gajienu var saukt par “labu”?

Gajienu sauksim par “labu”, ja ar ta palidzibu var uzvarét spéli, bet par “sliktu”, ja nevar.

Spéeles analize ir pietiekama, ja tiek atrasts vismaz viens labs gajiens vai ar1 tiek pieradits, ka

tadi neeksiste.



1.2. Uzvaras stratégija

Saprotams, ka spéle, kas apmierina iepriek§ minétos devinus nosacijumus, kadam no
abiem spélétajiem eksist€ noteikta uzvaras strat€gija, pienemot, ka spéli sak I spelétajs. Pie-
radisim to $adi [1]:

Vispirms pienemsim, ka I spélétajam pozicija GG viens no iesp&jamiem iznakumiem ir
G, no kura I speletajam ir uzvaras strat€gija, ja nakamo gajienu veic 11 spéletajs. Tadejadi I
spéletajam ir uzvaras stratégija pozicija G — vin$ veic gajienu uz G un turpina spélét saskana
ar stratégiju pozicijai G'.

Ja sada iesp&jama iznakuma I spElétajam nav, tad iesp&jams, ka visiem I sp€létaja iesp€ja-
miem iznakumiem II spélétajam ir uzvaras strat€gija, pienemot, ka vins sak gajienu jebkura no
tiem. Saja situacija II speletajam ir uzvaras stratégija visa spelé — vinam jagaida lidz I spelétajs
veiks savu gajienu uz kadu poziciju G un jaturpina spélét saskana ar savu uzvaras stratégiju no
pozicijas G'.

Ja nevienam spélétajam nav uzvaras strat€gijas no pozicijas G, pienemot, ka sak I spéle-
tajs, tad noteikti eksisté tada pozicija G, no kuras nevienam sp&létadjam nav uzvaras pozicija, ja
gajienu veic II spélétajs. Tas savukart nozZimé, ka eksisté pozicija G17, uz kuru var parvietoties
11 spélétajs, ta¢u no kuras atkal nevienam spélétajam nav uzvaras pozicijas. Sada veida varam
iegiit bezgaligu virkni G — G! — G — GHILL — | ar atlautiem gajieniem no pozicijas
G. Tas ir pretruna ar spéles nosacijumu 6.punktu (nodala 1.1.), kas nosaka, ka spéle vienmer

beidzas ar kada spélétaja uzvaru.

1.3. Spélu summa

Atjautigi speletaji var spélét jebkuru divu spelu, pieméram, G un H summu. Sauksim
speles G un H par apvienojuma G + H komponentem. G + H spéle sada veida — speletaji
parmainus veic gajienus, katra gajiena reize izveloties vienu no komponentém G vai H un veicot
gajienu, kas ir atlauts $aja spele. Pec tam gajiens pariet otram speletajam, kurs arT izv€las vienu
no komponenteém G vai H, un veic gajienu p&c tas noteikumiem. Nav nekadu ierobezojumu,
kuru no komponentém spélétajam vajadzetu izveleties, ka vien tas, vai vin§ $aja komponente
var izdarit gajienu. Sava komponentes izv€le nav jasaista ar pretinieka izvéli, ja vien $ada nav
speletaja izveleta stratégija [1]. Pieméram, var izveidot spélu summu no $aha un dambretes
(att. 1.1.), Saja gadijuma sp€létajs, kuram ir gajiens, izv€las vienu no abiem galdiniem un veic

gajienu ar kadu no atbilstosajiem kauliniem, péc tam gajienu veic pretinieks.
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Att. 1.1.: Spelu summas piemers

1.4. NIM spéles

Sis nodalas (1.4.) teorija balstita uz materialiem [1, 2, 4]. Spéli NIM spélé ar objektiem,
pieméram, s€rkociniem, konfekt€ém, Zetoniem u.c., kuri ir izvietoti divas vai vairak kaudzites.
Objektu skaits katra kaudzité var but atSkirigs. Katra gajiena spéletajs drikst panemt vienu vai
vairakus objektus no kadas kaudzites. Uzvar spéletajs, kur§ panem pedgjo objektu. Spelei NIM
ir galvena loma visu objektivo spelu teorija. R. P. Spreigs (Roland Percival Sprague) un P. M.
Grandi (Patrick Michael Grundy) neatkarigi viens no otra pieradija, ka NIM spéle viennozimigi

satur visu objektivo sp€lu saskaitiSanas teoriju.

1.4.1. NIM summa I

Lai noskaidrotu, kuram sp€létajam ir uzvaras stratégija NIM spélg, izveido NIM summu.
Defingsim skaitli x A ka tadu, kura zZime (pozitivs vai negativs) nav definéta, to varam izvel&ties
péc vajadzibas. Pienemsim, ka miisu spél€ ir divas kaudzites, kuras objektu skaits attiecigi ir A

un B. Lai noskaidrotu, kuram spélétajam ir uzvaras stratégija, konstrué¢jam summu
g=*A+*B. (1.1)

Ja summa ir precizi 0, tad uzvaras pozicija ir Il spelétajam, citos gadijjumos — I sp&létajam.
Piem&ram, spele, kur ir tris kaudzites, kuras attiecigi ir 3, 4 un 5 Zetoni, uzvar I sp&létajs, bet, ja
sakuma trijnieks ir 2, 5, 7, tad uzvar II sp€léetajs:

g = %3+ x4 + x5 ~ x7 + x5 = %2 #£ 0,

g = %2+ %D + *7 ~ %7 + %7 = *0.

Detalizétaka NIM summas aprékinaSana tiks apliikota nodala 1.4.5.
NIM spele, kura ir vairakas kaudzites, ir ekvivalenta vienas kaudzites spélei ar g (NIM
summa) elementiem (ja vienigaja kaudzit€ nav neviena elementa, tad I speletajs ir zaudgjis, jo

nevar izdarit pirmo gajienu).
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1.4.2. Pokera NIM spele

Pokera NIM spéli spélé tapat ka parasto NIM spéli, bet spelétajam papildus tiek dota ie-
spéja ne tikai nemt prom, bet arf likt klat iepriek$&jos gajienos pasa nonemtos objektus. Saja
spelé uzvaras stratégija ir tam pasam spélétajam, kuram parastaja NIM spélé (nosakama ar NIM
summas palidzibu), jo sp€létajam, kuram nav uzvaras stratégijas, pievienojot objektus kadai no
kaudzitém, méginot iegilit uzvaras stratégiju, pretinieks Sos objektus var panemt nost, atjaunojot
iepriek$gjo situaciju un saglabajot uzvaras stratégiju. Ta ka ieprieks nonemto objektu skaits ir
galigs, tad ar1 Sadu gajienu skaits ir ierobeZots, un tie var tikai paildzinat spéli, bet ne izmainit
tas iznakumu. Ja objektus nemam nost, tad tos saucam par parastiem gajieniem, bet, ja objektus

liekam klat, tad par — papildinasanas gajieniem.

1.4.3. Mex likums un viltus NIM kaudzites

Par viltus NIM spéli sauksim tadu, kura nav atlauts izveidot kaudzites ar kadu noteiktu
objektu skaitu, pie tam at]auta gan objektu nemsana nost, gan kaudzisu papildinasana.

Ka pieméru apliikosim 1. spéli, kura kadas kaudzites izmérs pec gajiena drikst biit 0, *1,
x4, %7, x8. Var uzskatit, ka §1 kaudzite ir ekvivalenta tadai, kura ir divi objekti, kura var veikt
parastos (atpemsanas) gajienus, kaudzites izmérus samazinot 1idz x0 vai *1 vai papildinasanas
gajienus (x4, x7, *8). Ka noskaidrots ieprieks, papildinaSanas gajieni nekadas biitiskas izmainas
uzvaras strat€gija nesniedz, tapéc, analiz&jot uzvaras stratégijas, var uzskatit, ka ta ir parasta
NIM kaudzite ar diviem elementiem. Vispariga gadijuma, ja no kadas pozicijas ir atlauti gajieni
uz pozicijam xA, x B, xC, ..., tad var teikt, ka §1 kaudzite ir ekvivalenta parastai NIM kaudzitei
« M, kur M — mazakais veselais skaitlis, kur§ nepieder skaitlu kopai {A, B, C, ... }.

Varam definét funkciju mex:
JaSCN=1{0,1,2,...}, tad mex(S) = min (N '\ 5) (1.2)

Tatad M = mex(A, B,C,...).

Funkcija mex atbilst logiskajam operatoram XOR (izslédzosais “vai”).

1.4.4. Spreiga-Grandi teorija objektivam spélem

Izmantojot ieprieks$€jo rezultatu, var pieradit, ka jebkuru objektivu spéli var uzskatit par

viltus NIM kaudziti. Aplikosim objektivu spéli G, kuru veido spelu A, B, C, ... summa:

G=A+B+C+...,
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kur A, B, C, ... —vienkarsakas objektivas spéles, par kuram jau ir zinams, ka tas ir ekvivalentas
NIM kaudzitem *A, «B, *C, ... Sada gadfjuma var uzskatit, ka G arT ir NIM kaudzite G =

mex(A, B,C, ...). Esam noformulgjusi viltus NIM kaudzi$u principu:

Princips 1 (Viltus NIM kaudzites) Katra objektiva spéle patiesibd ir tikai viltus NIM kaudzite
(t.i., NIM kaudzite ar dazam pozicijam pievienotiem atgriezeniskiem gajieniem). Mex likums
lauj noskaidrot spéles G kaudzites izméru ka mazako iespéjamo skaitli, kas neatbilst nevienam

no spéles G iespejamiem iznakumiem.

So principu nedaudz citadaka veida, neatkarigi viens no otra, atklaja R. P. Spreigs 1936.
gada un P. M. Grandi 1939.gada. Tas nozimé, ka, makot spelét NIM, m&s varam spélét jebku-
ru citu objektivu spéli, tikai ir nepiecieSama “vardnica” , kas iztulko dotas spéles pozicijas uz

atbilstoSo NIM kaudziSu izmériem.

1.4.5. NIM summa II

Ieprieks tika apliikota NIM summu skaitliem %A, * B, bet netika viennozimigi pateikts, ka

izveleties zZimi Saja summa. NIM summu var definét ar mex likuma palidzibu.

Tabula 1.1.: NIM summu piemeéri

xA | *xB | xA' + xB *x A+ xB’ xA+ *B
*0 | x1 | — *0 + *%0 = %0 | %0+ *1 = *1
x1 | %1 | %0+ %1 =x%1 | x1 +%0=x%1 | x1 + %1 = %0
x1 | %2 | %0+ %2 = %2 | %1 + %0 = 1 | x1 + %2 = %3
x1 4+ x1 = %0
x1 | %3 | 0+ %3 = %3 | *1 + 0 = *1 | x1 + %3 = %2
x1 4+ %1 = %0
*1 4+ %2 = %3
*¥1 | *4 | 0+ x4 =4 | %1 + %0 = x1 | %1 + *4 = x5
*1 + %1 = %0
x1 4+ %2 = %3
*1 + %3 = %2

x A + % B veido visas iesp&jamas pozicijas forma x A’ + x B vai x A + xB’, kur A’ ir jebkurs§

nenegativs vesels skaitlis, kas mazaks par A, un B’ ir jebkur$ nenegativs vesels skaitlis, kas

13



mazaks par B. Summu xA + xB iegst ka:
*A + xB = mex(xA' + «xB,xA + *xB'). (1.3)

Dazi vienkarsi pieméri ir apkopoti tabula 1.1.

NIM summam ir $adas pasibas:
1. JaA < 2Fun B < 2%, tad *A + xB < *2F;
2. #2F 45 A = % (Zk —|—A);
3. xA+ xA = *0;
4. NIM summa ir vienada vai mazaka par parasto summu, pie tam starpiba ir para skaitlis.

1. pielikuma atrodamas NIM summas aprékinasanas metodes, ka ar1 NIM saskaitiSanas tabula.

14



2. PROM NEMSANAS SPELES

Angliski $o spelu nosaukums ir “Take — away games”. Sp€les nosaukums atspogulo sp€les
pamatprocesu — ir kaut kadu objektu kaudzite vai vairakas kaudzites, no kuras(-am) var nemt
kadu noteiktu skaitu objektu. Pie tam prom pemsana var notikt vairakos veidos — atnemot,
dalot, atnemot un sadalot, parliekot no vienas kaudzites cita vai ar1 jebkura kombinacija no STm

darbibam.

2.1. KaudziSu spéeles

Aplikosim objektivu spéli, kuru spél€ ar vairakam kaudzitem, un kura katrs gajiens ietek-
mé tikai vienu kaudziti. Katra pozicija §ada spélé ir atsevisko kaudzisu poziciju summa. Sadu
uzdevumu var atrisinat, ja ir zinama kaudzites ar n elementiem pozicijas vertiba jebkuram n.
Objektiva spél€ katra sada veértiba ir ekvivalentas (viltus) NIM kaudzites izmérs * M. Vienkarsi-
bas labad $aja nodala zvaigznites (“«”’) vairak netiks rakstitas. Pieméram, aplikojot kaudzites ar
izm&riem 0, 1,2, 3, ..., ar NIM veértibam x A, *B, xC, xD, . . ., var teikt, ka tas veido NIM rindu
ABCD ... NIM vértibam ieviesisim pierakstu g(0) = A, ¢g(1) = B, g(2) = C, g(3) = D, .. ..
Izmantojot informaciju, ko satur NIM rinda, var analizét jebkuru poziciju kaudziSu spéle.

Aplikosim spéli, ko veido kaudzites ar izmériem i, j, k, ... Sadas spéles NIM vértiba ir
NIM summa g(i)+g(j)+g(k)+ . .., kur katru NIM vértibu g(n) iegiist ki mex vértibu no n

izméru kaudzites iesp&jamiem iznakumiem.

2.2. P-pozicijas un N-pozicijas
Pozicija — situacija pirms spélétaja gajiena.
1. Ja ir uzvarosa pozicija, tad eksiste gajiens, ar kuru no tas var iegiit zaudgjosu poziciju.
2. Ja ir zaud@juma pozicija, tad no tas ar jebkuru gajienu tiek iegiita uzvarosa pozicija.

Objektivam spélém var but divi iznakumi —uzvar vai nu I ,vai II spélétajs. Atbilstosi tiem,
visas pozicijas spéleé var klasificet ka:

P-pozicijas (uzvaras stratégija ir spélétajam, kurs veica iePrieks$€jo gajienu);

N-pozicijas (uzvaras stratégija ir spélétajam, kurs veiks Nakamo gajienu).

Pozicijas, kuram NIM summa ir 0, ir P-pozicijas, bet tas, kuram NIM summa nav 0 — N-
pozicijas. Citas vertibas objektiva spel€ nav iesp&jamas. Aprekinot NIM summu, janem veéra
katra elementa vertiba, nevis tikai tas, vai ta ir P vai N-pozicija. P un N-poziciju raksturigas

1pasibas:
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1. Normala spélg visas beigu pozicijas ir P-pozicijas.
2. No katras N-pozicijas ir vismaz viens gajiens 1idz P-pozicijai.

3. No katras P-pozicijas katrs gajiens noved pie N-pozicijas.

2.3. Atnemsanas spéles

NIM spéli varétu modificet ta, ka viena gajiena atlauts atnemt ne vairak ka cetrus Zetonus.

Tas nozimé€tu, ka n-tas pozicijas NIM vertiba ir

g(n) =mex(g(n —1),g9(n —2),9(n —3),9(n —4)),

tatad NIM rinda ir:
n= 01 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11

gm)y=0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1
Var redz&t, ka kaudzite ir P-pozicija tikai tad, ja zetonu skaits taja biis 5 daudzkartnis.

Vispariga gadijuma, ja kaudziti var samazinat par skaitli, kas nav lielaks par k, tad NIM

rinda ir :
n= 012 ... k-1 &k k+1 k+2 ... 2k+1 2k+2 2k+3
gn)= 0 1 2 ... k—1 k 0 1 k 0 1

Viena kaudzite veidos P-poziciju tad, ja objektu skaits taja biis k+1 daudzkartnis [1].
Ieprieksgjie rezultati ir labi zinami un viegli konstatgjami, tap&c interesantak biitu spelet
spéli, kuras atrisinajums nav tik acimredzams. Piemé&ram, 2. spéli, kura kaudzites izméru var

samazinat par 1,4 vai 5. Saja gadfjuma:

g(n) = mex[g(n —1),g9(n —4),9(n —5)]
un atbilsto$a NIM rinda ir:

n= 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

gm)y=*0 1 01 2 3 23 *1 0 1 2 3 2 3 *0 1
Redzams, ka spéles atrisinajums ir periodisks, ar zvaigzniti (*) ir atzim&ti periodu sakumi. Tatad

varam secinat, ka P-pozicijas ir skaitli, kas kongruenti ar 0 vai 2 péc modula 8.
Piem@ram, lai noskaidrotu, kuram sp&létajam ir uzvaras stratégija 2. spele, kuru spélé ar

100 zetoniem, analiz&jam P un N-pozicijas:
n= 0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 ...

Pozicija: *P N P N N N NN *P NP NN N N N *P N ...
Virkne PNPNNNNN (ar garumu 8) atkartojas visu laiku.

P-pozicijas ir tas, kas, dalot ar 8, atlikuma dod 0 vai 2. Ta ka 100:8 = 12, atlikuma 4 ,

tatad 100 ir NV-pozicija, kas nozimé, ka uzvaras stratégija pastav I spélétajam.
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Spéli varétu vel sarezgit, spel€jot nevis ar vienu, bet vairakam kaudzitém. Pieméram,
paméginasim atrast gajienus, kas atbilst uzvaras stratégijai spelé ar tris kaudziteém, kuru izméeri
ir 6,7 un 8 un atbilstosas NIM vértibas attiecigi 2, 3 un 0. Uzvaras stratégija biitu sava gajiena

parvietoties uz poziciju ar NIM summu 0. Ir trTs iesp&jamie varianti ar NIM vértibam:
* 3,3,0— pirmaja kaudzite jaiegiist NIM veértiba 3, kas atbilst 5 objektiem (6 — 1 = 5);
* 2,2,0 - otraja kaudzite jaiegiist NIM vertiba 2, kas atbilst 6 objektiem (7 — 1 = 6);

* 23,1 — treSaja kaudzite jaieglist NIM vertiba 1, kas atbilst 3 objektiem (8 — 5 = 3).

Vispariga gadijuma var izveidot atnemsanas kopu {si, s2, s3,..., S} un izveidot jeb definét
atbilsto$u atnemsanas spéli S(s, S2, S3, . . ., 5;). Varam teikt, ka §ada spéle spél&tajs no pozicijas
n, veicot gajienu, var parvietoties uz pozicijam n — Sy, — So, N — S3, ..., Sj.

Japiebilst, ka $adi definétas spéles g(n) vértibai vienmér bis speka ierobezojums
g(n) <. 2.1)
So Tpasibu nav griiti pieradit, atceroties, ka g(n) tiek izteikts ka

g(n) = mex[g(n — s1),9(n — s2),9(n — s3),...,9(n — 5],

saskana ar mex definiciju (1.2), tas vertiba nevar parsniegt argumentu skaitu.

No aplikojamas 2. speles S(1,4,5) NIM rindas ir redzams, ka vértibas g(n) nekad ne-
sakrit ar veértibam g(n — 3). Tas nozimé&, ka, pievienojot skaitli “3” atnemsanas kopai, NIM
vertibu rinda netiktu izmainita, jo, saskana ar mex definiciju (1.2), mex argumentam pievieno-
jot elementu, kas nav vienads ar attiecigo mex vértibu mex(S), mex(S) netiek izmainita. Tatad
spelem S(1,4,5) un S(1,3,4,5) ir vienadas NIM rindas.

Vispariga gadijuma, ja spéles S(sl, s2,s3, ..., s;) NIM rindai katram n ir speka neviena-

diba g(n) # g(n — ¢'), tad §1 spéle ir ekvivalenta sp&lei S(s1, so, S3, - . ., Sk, §'):
Vn e N: g(n) # g(n - Sl)? S/ g {517527537 s 7Sk}

g(n) = mea{g(n — 1), g(n — 52), g(n — s),....g(n — 51} =
— mea{g(n — s1),g(n — ), g(n — s3),..., g(n — 1), g(n — &)},

saskana ar mex definiciju (1.2).

Dazadu atpemsSanas spélu NIM rindas ir apkopotas 2. pielikuma.
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2.4. DaliSanas spéles

Mazliet citadaka NIM spéles modifikacija ir tada, kura sp&létajam sava gajiena ir atlauts
zetonu skaitu kaudzité samazinat, veicot daliSanu ar kadu veselu nenegativu skaitli un noapa-
lojot rezultatu uz leju. Aplukosim vienkarSu pieméru, kura atlauts veikt daliSanu ar skaitli “2”,

rezultatu noapalojot uz leju. Uzrakstisim NIM rindu:
n=0123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 ...

gm)=01001111000 0 0 0 0 0 1 1
Redzams, ka g(n) ir tikai 0 vai 1 un mainas pie visam n vertibam, kuras ir izsakamas ka n = 2"

(1,2,4,8,16,...), turklat pie nepara pakapem g (n = 22**!) mainas uz 0, bet pie para pakapem
g(n=2%)—uzl.

Sos secindjumu varam viegli visparinat uz spéli, kura dali$ana veicama ar patvaligu skaitli
d un vienigais at]autais gajiens no pozicijas n ir n/d|. Sadas speles NIM vértibas var pierakstit,
ka

07 d2k+1 <n< d2k
g(n) = . (22)
17 ko <n< d2k+1

Protams, ka $ada “sp€le” nav atkariga no spélétaju gajienu izvéles, jo ir tikai viens atlauts gajiens.
Paplasinot atlauto gajienu skaitu ta, ka gajiena var veikt daliSanu (un noapalosanu uz le-
ju) ar kadu no skaitliem kopa {d;, ds, ds, ... }, var definét speli D(d;,ds,ds,...). Aplikosim

vienkar$ako no $adam sp&lém D(2, 3) (3. spéle), uzrakstot tas NIM rindu:
n=0123456 ... 11 12 ... 17 18 ... 35 36 ... 71 72 ...

gm)y=0120001... 1. 2 ... 2 0 ... 0 1 ... 1 2
Vispariga forma spéles D(2, 3) NIM vértibas var uzrakstit:

(
O, 9k . gk+1 <n< ok+1 | gk+1

gn) =91, 2.3k <n <2kt gk

2’ ok+1 | 3k <n< ok . 3k+1
\

Vispariga gadijuma spéles D(d;,ds) atrisindjumam saglabajas veértibu maina pie
n = (di)* - (dy)', ar |k — 1] < 1, pasas g(n) vértibas gan mainas katrai spelei pec atSkirigiem li-
kumiem. Lai gan pie mazam n veértibam periodiskums var neizpildities, atbilstosas g(n) vértibas
periodiski mainas attieciba pret In(n).

Vértibas g(n) att€lojot grafiski (att. 2.1.), dalisanas sp€lu logaritmiskais periodiskums ir
labi redzams. Spéles, kur dy = (d;)***!, pec periodiskuma iestasanas, g(n) mainas tikai starp

vertibam 0 un 1, to labi ilustr€ attéls 2.1. (¢) un vairaki citi attéli 3. pielikuma.
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gmn)
gn)

10° 10* 10* 108 108

(@) D(2,3) (b) D(2,4) (©) D(2,8)

Att. 2.1.: DaliSanas spelu D(2,3), D(2,4), D(2,8) g(n) vertibas (uz horizontalas ass ir iz-

mantota logaritmiska skala).

NIM rindu struktiira spélém ar vairak ka 2 dalitajiem ir sarezgitaka un $aja darba netiek
apskatita. Vairaku daliSanas sp&lu NIM rindas ir apkopotas 3. pielikuma.

Japiebilst, ka autorei pieejamajos literatiiras avotos neparadas daliSanas spélu jédziens.

2.5. Mark un Mark-t spéles
2.5.1. Mark spele

Par objektivu Mark spéli tiek saukta matematiska spéle, ko spélé veselos nenegativos
skaitlos. Mark spéli sak ar skaitli n un atlautie gajieni ir n — 1 un |n/2]. Normala spélé zaude
tas spéletajs, kurs vairs nevar izdarit gajienu [S5]. Sispéle ir atpemsanas spéles S(1) un dalianas
speles D(2) summa:

Mark = S(1) + D(2). (2.3)

Ka paradija Fraenkel [5], tad $adas spéles P- un N-poziciju analizi ir erti veikt nevis iz-

mantojot ieprieks aplukoto NIM summu, bet gan konstrugjot skaitlu rindas:

A =Up>1 ap; a, = mex{a;, b;,0 <i<n}(n=>=0), (2.4)

B =Ups1 bp; by =2 a, (n>0). (2.5)

Abu rindu pirmie locekli ir $adi:

n=1234 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ...
a,=134 5 7 9 11 12 13 15 16 17 19 20 21 23 25 27 28 29 ... .
bp,=2 6 8 10 14 18 22 24 26 30 32 34 38 40 42 46 50 54 56 58 ...

=%

Abas rindas ir klasificgtas “TieSsaites veselo skaitlu rindu enciklopedija” ka A003159 (A) un
A036554 (B) [6].
Nav griti pieradit, ka abu rindu apvienojums veido visu veselo nenegativo skaitlu kopu

AU B = Zy, bet to $kélums veido tuk$u kopu AN B = (.
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Ta ka a,, ir izteikts ar mex funkciju no visiem ieprieksgjiem abu rindu elementiem, nav
neviena nenegativa skaitla, kur$ nebiitu ieklauts apvienojuma. Pienemsim, ka pastav a,, = b,,
kaut kadiem m,n € Z>,. Jan > m, tad a,, ir mex no kopas, kas satur elementu b,,, = a,, kas ir
pretruna ar mex definiciju (1.2);jan < m,tad b,, = 2-a,, > 2-a,, = 2- b,,, kas var izpildities
tikai pie m = 0, nonakot pretruna ar (2.5). [

Esam noskaidrojusi, ka rindas A un B satur visus veselos nenegativos skait]us, pie tam,
katrs skaitlis, iznemot “0” tajas paradas tiesi vienu reizi. Saskana ar [5], skaitli a,, veido Mark
speles N-pozicijas, bet skaitli b,, — P-pozicijas.

Pieradijuma pamata ir N- un P- poziciju 1pasibas: saskana ar (2.5), katrs gajiens no pozi-
cijas n € B noved pie pozicijas n’ € A. Rinda B satur tikai para skaitlus, atnemot “1”, vienmér
tiek ieglits nepara skaitlis, kas tatad pieder rindai A, bet, veicot daliSanu, tiek iegtta vertiba
a, = b, /2. Analogiskas Tpasibas esam defingjusi P- jeb zaud&juma pozicijai nodala 2.2. [J

Ja a,, ir nepara skaitlis, atrodoties pozicija a,, € A, tad |a,/2] = (a, — 1)/2, un vai nu
a, — 1 € B, vaiari (a, — 1)/2 € B, jo péc B definicijas (2.5), skaitli a,, — 1 un (a,, — 1)/2
vienlaikus nevar piederét pie A. Savukart, ja a,, ir para, tad a,,/2 € B, péc (2.5). Tatad no katras
pozicijas a,, pastav gajiens ar kuru var pariet uz poziciju b,,,, Sadu 1pasibu nodala 2.2. defingjam
N-pozicijam. [

Bez §tm 1pasibam Fraenkel [5] paradija, ka visas P-pozicijas jeb rindas B skaitli ir t.s.
dopija skaitli — tadi skaitli, kurus pierakstot binaraja skaitiSanas sistéma, tie noslédzas ar nepara

skaitu nullu:

Tabula 2.1.: Dopija skaitli binaraja skaitiSanas sistema

Decimalais pieraksts | Binarais pieraksts

2 10

6 110

8 1000
10 1010
14 1110
18 10010
22 10110

Mark spélé g(n) € {0, 1,2}, jo katrai pozicijai ir ne vairak ka trTs iesp&jamie iznakumi.
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Viens no galvenajiem Fraenkel [5] secinajumiem bija tads, ka Mark sp&lé

(
0, jan binaraja pieraksta beigas ir nepara skaits nullu

g(n) =191, jan binaraja pieraksta ir nepara skaits vieninieku un beigas ir para skaits nullu

2, jan binaraja pieraksta ir para skaits vieninieku un beigas ir para skaits nullu.
(2.6)
Sis rezultats lauj ne tikai analizét Mark spéli, bet arf tadas sp&lu summas, kuras Mark ir
kada no komponenteém.

Mark spéles piemers ir 19. spéle.

2.5.2. Mark-t spéle

Mark spéle var tikt visparinata, iegtistot Mark-¢ sp€lu grupu, kuru raksturo vesels skaitlis
t > 2. Spele Mark-t speletajs viena gajiena var parvietotiesnonuzn—1,n—2,n—3,...,n—
(t — 1) vai |n/t]. Respektivi, spele Mark ir Mark-t specialgadijums, kur ¢t = 2 [7].

Guo [7] piedavata visparigas Mark-t spéles analize ir [idziga Mark jeb Mark-2 [5] sp€les

analizei:
» spéles pozicijas tiek analizgtas, tas pierakstot ¢ skaitiSanas sistéma ka R;(n);
* P-pozicijas veido dopija skaitli;
* g(n) €{0,1,2,...,t};
* Vke€{0,1,2,...,t — 2}, g(n) = k, ja Ry(n) beidzas ar nepara skaitu cipariem (k);

* g(n) vertiba mainas parmainus starp ¢t — 1 un ¢ visiem tadiem R;(n), kas neatbilst iepriek-

$€ja punkta nosacijumiem;
« ir izveidots rekursivs algoritms NIM vértibas g(n) = f[g(n — 1)] aprékinasanai.

Sis rezultats lauj ne tikai analizét Mark-¢ spéli, bet arT tadas sp&lu summas, kuras Mark-¢
ir kada no komponentém.

Mark-t spéles piemers ir 4. spéle.
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3. PROM NEMSANAS SPELES UZDEVUMOS

Saja nodala tiks apliikoti dazadi prom nemsanas spélu uzdevumi. Nodala sakta ar paaugst-
inatas grutibas uzdevumu un §1uzdevuma visparinajumu. Talak ir aplikoti uzdevumi, kurus var

izmantot skola gan stundas, gan fakultativas nodarbibas.

3.1. Spele 20122012

Saja nodala analizésim uzdevumu, kuram analogs bija ieklauts olimpiade Baltic Way 2011.

4. spele. 20122012,
Ir dots skaitlis 2012%°12, Viena gajiena laika atlauts atpemt veselu skaitli no 1 lidz 2011
ieskaitot, vai dalit ar 2012 un rezultatu noapalot uz leju. Spélétajs, kurs iegiist nepozitivu

veselu skaitli, uzvar. Kuram spélétajam ir uzvaras stratégija [8]?

Aplikosim uzdevuma risinajumu no beigam. Varam viegli izdarit §adus secinajumus:

A ir skaidrs, ka sp€létajs, kura pozicija (skaitlis pirms spélétdja gajiena) pieder kopai {1, 2, . . .,

2011}, spelé uzvargs, $is ir N-pozicijas;

B speletajs, kura pozicija ir 2012, zaudgs, jo jebkurs atlautais gajiens noved pie iznakuma kopa

{1,2,...,2011}, kas ir uzvaras pozicijas pretinickam, tatad 2012 ir P-pozicija;

C {2013,2014,...,4023} ir N-pozicijas, jo, no tam atpemot atbilsto$u skaitli, var izveidot

zaud&tu poziciju pretinieckam (2012);

D 4024 savukart ir P-pozicija, jo tas iesp&jamie iznakumi {2, 2013, 2014, . . . 4023} ir N-pozici-

jas.

Redzams, ka pozicijas, kuras ir tuvas skaitlim 2012 un mazakas par 20122, var viegli analizét
P-un N-pozicijas, pie tam pozicijas ir izvietotas periodiski. Nav griiti izsekot, ka P-pozicijas
irn - 2012, kur n < 2012. Pie n = 2012 S§is periodiskums apstajas, skaitlis 2012 - 2012 nav P-,
bet gan N-pozicija, jo, So skaitli dalot ar 2012, iegtst 2012, kas ir P-pozicija (B punkts). Tiesi
tapat N-pozicijas ir visi skaitli kopa {2012%,2012% + 1,..., 20122 + 2011}, jo, visus tos dalot
ar 2012 un apalojot uz leju, iegiist P-poziciju 2012. Tatad varam izdarit secinajumu, ka P- un

N-poziciju izvietojums $aja sp€l€ ir aperiodisks.
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Lai talaka analize biitu labak parskatama, pariesim uz skaitlu pierakstu 2012 skaitiSanas
sistéma, nevis ikdiena ierastaja decimalaja skaitiSanas sistéma. So skaitlu sistému veido cipari

(0),(1),...,(2011). Pieméram, varam rakstit
00540 = 45 - 2012 = (45)(0),

90769 = 45 - 2012 + 229 = (45)(229).
Turpmakaja analizé apzimé (k) # (0), (I) # (0), (m) # (0), (n) # (0).

Tabula 3.1.: P-un N-poziciju apkopojums spéles “2012” beigu posmam. Skaitli pierakstrti

Nr. p. k. | Skaitlis(-]1) Pozicija Pareja uz
1. (k) N

2. (1)(0) P 1.

3. (k){I) N 2. vai 4.
4. (k)(0) P 1. vai 3.
5. (k)(0)(0) un (k)(0)(1) N 4.

6. (k)(1)(0) P 3. vai 5.
7. (k)(1)(I) N 6.

8. (k)(1){0) P 7. vai9.
9. (k){l)(m) N 6. vai 8.
10. (1)(0)(0)(0) P 5. vai9.
11. (1)(0)(0) (k) N 10.

12. (1)(0)(1)(0) P 5. vai 11.
13. (1)(0) (k) () N 12. vai 14.
14. (1)(0)(k)(0) P 5., 11. vai 13.
15. (k){(0)(0)(0) P 5.,9. vai 17.
16. (k)(l){m)(0) P 9. vai 17.
17. (k){I){(m)(n) N 17.

Jaunaja skaitiSanas sist€ma, aplukojot ieprieksgjas analizes rezultatus, P-pozicijas ir
{(1)(0), (2)(0), ..., (2011)(0)} = {(k)(0)}, savukart skaitli {(k)(1), (k)(2),..., (k)(2011)}
un {(k){0)(0), (k)(0)(1), ...

, (k)(0)(2011) } ir N-pozicijas, jo no tiem ar vienu gajienu var iz-
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veidot P-poziciju. Kopa ar pirmajiem decimalaja skaitiSanas sist€éma izdaritajiem spriedumiem
§1s pozicijas ierakstam 1. Iidz 5. rindina tabula 3.1..

Aplakosim skaitlus (k)(1)(0), Sie skaitli ir P-pozicijas, jo jebkur§ atlautais gajiens no
tiem izveido visparinataja tabulas 3.1. 3. vai 5. rindina atziméto N-poziciju. Savukart skaitli
(k)(1)(m) ir N-pozicija, jo no tiem ar vienu gajienu iesp&jams izveidot tikko aprakstitas P-
pozicijas. Sos secindjumus var visparinat, aizstajot (1) ar (1), tatad (k)(l)(0) ir P-pozicijas, bet
(k)(l){m) — N-pozicijas (6. — 9. rindipa tabula 3.1.).

Analizi turpinam ar Cetru ciparu skaitliem 2012 skaitiSanas sistéma, mazakais no tiem -
(1)(0)(0)(0) viennozimigi ir P-pozicija, jo jebkur$ atlautais gajiens no ta izveidos N-poziciju
((1)(0)(0) vai (k)(I)(m)) (H). Skaitli (1)(0)(0)(k) savukart veido P-pozicijas.

Visparinot tabula 3.1. apkopotos rezultatus, redzam, ka P-pozicijas ir tikai tie skaitli, kuri,
uzrakstiti 2012 skaitiSanas sist€ma, beidzas ar nepara skaitu nulléem. Spé€les sakuma poziciju
20122012 skaitisanas sistéma 2012 veido cipars (1) un 2012 nulles, Iidz ar to ta ir N-pozicija, un

uzvaras strat€gija ir pirmajam spélétajam.

3.2. Prom pemsSanas spélu uzdevumi un risinajumi

5. spéle. Vienkarsa prom nemsanas spéle.
Uz galda stav 21 Zetonu kaudzite, no kuras janem 1 lidz 3 Zetoni: vismaz 1, bet ne vairak ka

3. Uzvar speéletajs, kurs panem pédéjo Zetonu (uzvar tas, kurs pédejais var izdarit gajienu).

Sadas spéles analize tiek veikta no beigam uz sakumu. So metodi sauc par atgriezenisko
indukciju. Ja beigas pirms spélétaja gajiena ir atlikusi 1, 2 vai 3 Zetoni, tad ta ir uzvaras pozicija,
jo spéletajs var panemt tos un uzvaréet. Ja uz galda ir atlikusi 4 Zetoni, tad ta ir zaud&taja pozicija,
jo ta nodroSina otra spélétaja uzvaru — vienalga cik Zetonu spelétajs panems, uz galda vél paliks
1—3 zetoni. Jauz galda ir atlikusi 5, 6 vai 7 Zetoni — uzvaras pozicija, jo varam panemt tik zetonu,
lai nakamajam spélétajam paliktu 4. Ja uz galda ir atlikusi 8 Zetoni — zaud&juma pozicija. Ja ir
atlikusi 9, 10, 11 Zetoni — uzvaras pozicija. Redzam, ka musu mérkis ir péc miisu gajiena atstat
uz galda 4,8, 12,16 ... Zetonus. Sis spéles gadijuma, kur sakuma ir 21 Zetons, tad redzams, ka
uzvaras stratégija ir I spélétajam, panemot no galda 1 Zetonu un atstajot II spélétajam zaudéjuma
poziciju.

St spéle pieder klasei S(1,2,3) ar Zetonu skaitu n = 21, tas g(n) vértibas, péc kuram var

noteikt P un N-pozicijas jebkuram Zetonu skaitam n, ir atrodamas 2. pielikuma.
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6. spéle. Apgriezta vienkdarsa prom nemsanas spéle.
Uz galda stav 21 Zetonu kaudzite, no kuras janem 1 vai 2, vai 3 Zetoni. Zaudeé speléetajs, kurs

panem pédéjo zZetonu.

S spéle ir analoga normalai spélei ar 20 Zetoniem, jo spélétajs, kurs sava gajiena panem
20. zetonu, ir uzvaré€jis. Pec iepriek$€ja uzdevuma analizes, $ada spele P-pozicijas biitu skaitla
“4” dalamie. Arf skaitlis “20” ir skaitla “4” dalamais, tap&c uzvaras strat€gija ir II sp&létajam.
Savukart apgrieztaja sp€l€ ar 21 Zetonu P-pozicijas parbidas uz skaitliem, kas ir kongruenti ar
1 péc modula 4 (dalot ar 4, dod atlikuma 1). Skaitlis “21” atbilst §$im nosacijumam, lidz ar to ir
P-pozicija, un uzvaras stratégija ir Il spélétajam.

St spéle pieder klasei S(1,2,3) ar Zetonu skaitu n = 20, tas g(n) vértibas, péc kuram var

noteikt P un N-pozicijas jebkuram Zetonu skaitam n, ir atrodamas 2. pielikuma.

7. spéle. Spéle “31".

No karsu kavas izvélas dizi, 2,3,4,5 un 6 no visiem cetriem mastiem. Kartis ir uzliktas uz
galda atklata veidd un speélétaji parmainus apgriez pa vienai kartij, saskaitot apgriezto karsu
vertibu summu (diiZa vertiba ir 1). Zaudé spélétajs, kura gajiena rezultata summa parsniedz

31 [3].

St spéle ir lidziga prom nemsanas spélei ar 31 Zetonu un atpemsanas kopu S = {1,2, 3, 4,

5,6}. Uzrakstisim NIM rindu prom nemsanas spélei g(n) un spélei, kura veic saskaitisanu g(n’):

n= 01 2 3 4 5 6 7 8 ... 25 26 27 28 29 30 31
n'= 3130 29 28 27 26 25 24 23 ... 6 5 4 3 2 1 O
g= 0 1 2 3 4 5 6 0 1 ... 4 5 6 0 1 2 3

Saskana ar g vértibam, uzvaras stratégija ir I spélétajam, jo g(n’ = 0) = 3. Tomér janem véra, ka
apliukotaja spéle ir ierobezots gajienu skaits, tapec pirmaja gajiena, I sp€létajam parvietojoties
uz poziciju n’ = 3, vin$ uzvaras stratégiju atdod II sp&létajam. Tad I sp&létaja riciba paliek
vairs tikai tris “3”, ar kuriem atbildét uz Cetriem potencialajiem pretinieka gajieniem ar “4”,
tadel logisks I spelétaja pirmais gajiens bitu ar karti “2”, uz kuru II spélétajs var atbildét vai nu
izveloties karti “1” (tadgjadi meginot parvietoties pa pozicijam g(n') = 0 ) vai kadu citu karti.
Pirmaja gadijuma I sp€létajam butu visu laiku jaizvélas “6”, piedavajot Il spelétajam turpinat
izveleties “1”, kuri beigsies atrak ka “6”. Otraja gadijuma I spelétajam biitu japarvietojas uz

tuvako poziciju, kur g(n') = 0, §adu strat€giju saglabajot arT visos nakamajos gajienos.
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8. spéle. Iztuksot un dalit.

Dotas divas kastes. Sakuma viend no tam ir m Zetoni, otra n Zetoni. Sadu poziciju apzimé
ar (m,n), kur m > 0 unn > 0. Spéletaji parmainus veic gajienus. Viena gajiend vienu
no kastém iztukso, bet otras kastes saturu sadala pa abam divam kastém ta, lai katra biitu

vismaz 1 Zetons. Spéle beidzas pozicija (1,1). Uzvar spéletajs, kurs veic pedéjo gajienu [3].

Analizésim spéli, atrodot g vertibas spéles pozicijam, sakot no beigam.

g(1,1) =0, jo ta ir beigu pozicija;

9(1,2) = mex[g(1,1) = 0] = 1;

9(1,3) = mealg(1,2) = 1] = 0;

9(1,4) = mex[g(2,2) = 1,9(1,3) = 0] = 2;

Pozicijam (m < 7,n < 7) g vertibas ir apkopotas tabula:

Tabula 3.2.: Spéles “Iztuksot un dalit” NIM vértibas

n\m |12 |3 |4|5]|6
1 0| 1701|201
2 11121211
3 0202703
4 21212121313
5 010|301
6 111 (33|11

Redzams, ka P-poziciju (¢ = 0) izvietojums ir simetrisks, tas atrodas vietas, kur gan m, gan n
ir nepara skaitli, no §im pozicijam attiecigi pastav uzvaras stratégija II sp&létajam, bet no visam
pargjam — I speletajam. UzvaroSie gajieni no N-pozicijam ir tadi, kuros netiek iztukSota kastite
ar nepara skaitu zetonu (ja abas ir para, tad ir vienalga, kuru no abam iztukSot) un tie tiek pardaliti

ta, lai abas kastites biitu nepara skaits Zetonu un biitu izveidota P-pozicija.

9. spele. 71000 un 6.
Kaudzé atrodas 1000 sérkocini. Divi dalibnieki péc kartas izdara gdjienus. Katra gajiena

no kaudzes var panemt no 1 lidz 5 sérkociniem; ka ari ne vairak ka 10 reizes visas spéles

26



laika ir atlauts veikt ipaSo gdjienu — panemt 6 sérkocinus. Pieméram, 7 ipasSos gajienus var
biit veicis pirmais spélétajs un 3 — otrais, tad ipasie gajieni vairak nav atlauti. Uzvar tas

speletajs, kurs panem pédeéjo sérkocinu. Kuram spélétdajam ir uzvarosa stratégija [9]?

Spéli analizésim no beigam, apliikojot NIM rindas, atkariba no atlikusaja 1paSo gajienu
skaita (r).
Jar =0, tad
n=0123456789 10 11 12 ...

gn)=0123450123 4 5 0
Jar=1,tad

n=101234567891011 12 13 14 ...
gn)=01234560123 4 5 0 1
Jar =2, tad

n=01234567891011 1213 14 ... 19 20 ...
gn)=01234560123 4 5 6 0 ...5 0
Jar =3, tad

n=101234567.. 21 222324252 27 28 29 ...
gn)=01234560 001 2 3 45 0 1 2
Jar =10, tad

n=10123456.. 68697071 7273747576 ... 1000
gn)=0123456...5 6 0 1 2 3 450 ... 0

Pie lielam n vértibam (n > 7r) vértiba g(n) ir periodiska ar periodu 6 un attieciba pret virkni,
kurai 7’/ = r—1, ta ir nobidita par vienu poziciju uz labo pusi. Kadam no sp&l&tajiem, izmantojot
Ipaso gajienu, notiek parvietosanas uz virkni ' = r — 1.

Savukart mazam n vértibam(n < 7r) spéle reducgjas uz parasto atnemsanas spéli (2.3. no-
dala) ar atnemsanas kopu S = {1, 2, 3,4, 5,6}, kurai P-pozicijas ir tas, kuras var izteikt forma
n = Tk. Sai spélei sakuma r = 10,n = 1000, kam atbilst g(n) = 0, kas ir P-pozicija, tatad
uzvaras stratégija ir Il spelétajam, kuram savos gajienos japarvietojas uz pozicijam, kuras var

izteikt forma n = 7r + 6k, kur k ir jebkurs vesels skaitlis, jo tam g(n) = 0.

10. spéele. 25 un 36.
Uz tafeles uzrakstiti skaitli 25 un 36. Viena gajiena atlauts uzrakstit vél vienu naturalu
skaitli, kurs vel nav uzrakstits un ir kaut kadu divu uz tdfeles uzrakstitu skaitlu starpiba.

Zaudeé tas, kurs vairs nevar izdarit gajienu [10].
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ST ir spele — “joks”. Uzvarétajs taja nav atkarigs no ta, kadus gajienus veic spélétaji, jo
spele ir ierobezots kop€&jo gajienu skaits, kuri visi agrak vai velak tiek izmantoti. Sp€le biitiba ir
Eiklida algoritms, jo sp€les procesa tiek uzrakstits lielakais kopigais dalitajs sakuma skaitliem,
attiecigi tiek uzrakstiti ar visi $1 skaitla daudzkartni, kas neparsniedz lielako no sakotngjiem
skaitliem, respektivi, neparsniedz skaitli 36. Misu gadijjuma lielakais kopigais dalitajs ir 1,
tade] uz tafeles tiks uzrakstiti visi skaitli no 1 Iidz 36. Tada veida miisu sp€l€ biis 34 gajieni (jo
divi skaitli bija uzrakstiti jau sakuma). Tatad $aja speleé vienmér uzvarés II sp€létajs, jo ir para

skaits kopgjo gajienu.

11. spele. 60 un ta dalitaji.
Spéli sak ar skaitli 60, un viena gajiend atlauts no esosa skaitla atnemt jebkuru ta dalitaju,
kurs nav vienads ar esoso skaitli (ja vien esoSais skaitlis nav “1”). Zaude tas spélétdjs, kurs

iegust nulli [10].

Saja spelé uzvar tas, kur§ péc sava gajiena atstaj pretinickam skaitli 1.

Spéles uzvaras pozicija (skaitlis pirms spélétaja gajiena) ir para skaitlis. No para skait-
la vienmer ir iesp&jams iegiit nepara skaitli(piem., atnemot 1), tadgjadi piespiezot pretinieku
nakamaja gajiena atkal iegtit para skaitli.

Jebkuram nepara skaitlim visi dalitaji arT ir nepara skaitli, savukart no nepara skaitla, at-
nemot citu nepara skaitli, vienmer iegiist para skaitli. Tatad $aja sp€lé uzvarés tas, kur§ saks
pirmais un ar savu gajienu visu laiku konstru€s nepara skaitli.

Sastadot spéles NIM rindu, iegiist analogisku rezultatu. NIM rindu izveidosim, sakot ar
skaiti “1”, jo ir viennozimigi skaidrs, ka ta ir P-pozicija un g(1) = 0:

n=123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 ...
gm)=0102010301 0 2 0 1 0 4 0 1 0

12. spéle. No 1 [idz 1000.
Spéli sak ar skaitli 1. Viend gajiend atlauts esoso skaitli pareizinat ar jebkuru skaitli no 2

lidz 9. Uzvar spélétajs, kurs iegiist skaitli, kas lieldks par 1000 [10].

Saja uzdevuma uzvaras poziciju varam noteikt, ja apliikojam uzdevumu no beigam.
Sakam ar to, ka NV-pozicijas noteikti bus veselie skaitli intervala no 112 lidz 1000 (jo

1000 : 9 < 112), bet P-pozicijas ir tadas, no kuram sp€létajs gajiena ir spiests parvietoties
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uz N-poziciju, respektivi, {56,57,...,111} (112 : 2 = 56). Lidz ar to N-pozicijas ir ari
{7,8,...,55} (56 : 9 < 7), kas nozimé&, ka uzvarét var I spélétajs, pirmaja gajiena veicot reizi-

jeb N-poziciju pirms I sp€létaja otra gajiena.

13. spéle. No 2 lidz 1000.
Spéli sak ar skaitli 2. Viend gajiend atlauts pieskaitit jebkuru naturalu skaitli, kas mazaks

par esoso skaitli. Uzvar spélétdjs, kurs iegiist 1000 [10].

Uzvaras pozicija ir jebkurs skaitlis no {501,502, ...,999. Lai piespiestu pretinieku tadu
sava gajiena izveidot, vins janostada zaud€juma ( P-) pozicija, proti, 500, kuru savukart var iegiit
no skaitliem {251,252, ...,499}, kam atbilst P-pozicija 250. Redzam, ka P-pozicijas veido
geometrisko progresiju ar kvocientu % (ja nepiecieSams, apalo uz leju). legiistam P-pozicijas —
{3,7,15,31,62,125,250,500}. Redzams, ka I sp€létajs pirmaja gajiena (un ari katra nakamaja)

var izveidot P-poziciju Il spélétajam, tadgjadi I spElétajam ir uzvaras stratégija.

14. spele. S(2F).
Spéli sak ar skaitli 1000. Katra gdjiena atnem naturalu skaitli, kurs nav lielaks par esoso

skaitli un ir skaitla 2 pakape (1 = 2°). Uzvar spéletajs, kurs iegiist 0 [10].

ST ir atnemsanas spéle S(1,2,4,8,16, 32,64, 128, 256,512). 2. pielikuma, redzams, ka
spéles S(1,2) NIM rindu ir atlauts papildinat ar visiem skaitliem, kas nedalas ar tris. Tatad var
secinat, ka uzdevuma apliikotajai sp&lei ir tada pati NIM rinda, ka spélei S(1, 2):

n=0123456789 10 11 12 13 ...

gm)=01201201201 2 0 1
Redzam, ka P-pozicijas ir tadas, kuras n ir skaitla “3” dalamais (n = 3k), bet N-pozicijas — visas

pargjas. Ta ka 1000 nav skaitla “3” dalamais, tad ta ir N-pozicija, no kuras uzvaras stratégija ir
I speletajam, katra sava gajiena izveidojot kadu skaitla “3” dalamo, pieméram, pirmaja gajiena

999.
15. spele. 1234

Uz tafeles ir uzrakstits skaitlis 1234. Viend gdjiena no skaitla tiek atnemts kads pasu skaitli

veidojoss cipars, kurs nav nulle. Uzvar spélétajs, kurs sava gajiena iegiist nulli [10].
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Analizg&jam spéli no beigam. Uzvaras jeb N-pozicijas ir visi viencipara skait]i. Zaudéjuma
jeb P-pozicija ir skaitlis 10, jo, veicot atlautu gajienu, no ta var iegiit tikai N-poziciju (skaitli 9).
Naturalie skaitli {11, 12, ..., 19} ir N-pozicijas, jo no tiem ar vienu gajienu var iegiit P-poziciju
— skaitli 10.

So spriedumu varam visparinat, par P-pozicijam saucot visus skaitlus, kas beidzas ar 0,
bet par N-pozicijam — visus parg€jos (kas nebeidzas ar 0). Ir acimredzams, ka no katras izveletas
P-pozicijas jebkur$ atlautais gajiens noved pie N-pozicijas, savukart N-pozicija eksiste tads
gajiens, lai ieglitu P-poziciju. Tatad spéles sakuma pozicija ir [N-pozicija, un uzvaras stratégija

ir I speletajam.

16. spéle. Kaudzites ar parliksanu.

Uz galda stav divas konfeksu kaudzites — pirmaja 22 konfektes, otraja — 23. Gajienda drikst
vai nu apést divas konfektes no vienas kaudzites, vai ari parlikt vienu konfekti no pirmas
kaudzites otraja (bet ne no otras — pirmaja!). Zaude spelétajs, kurs vairs nevar veikt gajie-

nu [10].

Kopa spéle notiks tiesi 22 prom nemsanas gajieni jeb M (Iidz no 22 + 23 = 45 atliks
1 konfekte). ParlikSanas gajienu skaits jeb L var but {0, 1,...,22}. Kopgjais gajienu skaits
K = M + L. Ja K ir para skaitlis, tad uzvar II spélétajs, bet, ja K ir nepara — tad uzvar [
speletajs. Ta ka M noteikti ir para skaitlis, tad K paritati nosaka L jeb parlikSanas reizu skaits.
Nemot veéra to, ka pirmaja kaudzite sakotngji ir para skaits konfekSu, II speletajs uz katru I
spElétaja parlikSanas gajienu var atbildét ar parlikSanas gajienu, bet uz prom nemsanas gajienu
— ar prom nemsanas gajienu, nodro§inot, ka L ir para skaitlis. Tatad $aja spele uzvaras stratégija

ir II speletajam.

17. spele. Kapéc dalit ar 9.
Pirmais spélétajs uzraksta uz tafeles vienu no cipariem 6,7,8,9. Katra nakamaja gajiend

kads no Siem cipariem tiek pierakstits pie esosa skaitla. Spéle beidzas péc
a) 10. gajiena;
b) 12. gajiena.

Vai I spélétajs var pandkt, lai iegiitais skaitlis nedalitos ar 9 [10]?
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Ka ierasts, analiz€sim spéli no beigam, aplilkosim tas beigu pozicijas, kuras I sp€létajs
zaudg, t. 1., beigu pozicijas, kuras ir skaitla “9” dalamais un kuras saucam par P-pozicijam.
Ta ka svariga ir iegiita skaitla dalamiba ar “9”, tad analiz€sim un par pozicijam sauksim nevis
spelétaju uzrakstito skaitli, bet gan ta ciparu summu. Analizé nemsim veéra, ka 1.,3.,5.,...,9.
gajienu izdara I spelétajs, bet 2., 4., ..., 10. gajienu — II spe€letajs.

a) beigu pozicija var biit veselie skaitli robeZas no 6 - 10 = 60 lidz 9 - 10 = 90. Saja
intervala P-pozicijas ir 63,72, 81, 90. Lai spéles beigas iegtitu kadu no §im pozicijam, II spéle-
tajam pirms 10. gajiena jasanem pozicija kada no intervaliem [{54, 55, 56, 57}, {63, 64, 65, 66},
{72,73,74,76},{81,82,83,84}] — §Im pozicijam pieskaitot kadu no “atlautajiem” skaitliem,
var iegtt 63, 72,81 vai 90. Lai pirmais spélétajs, butu spiests 9. gajiena izveidot poziciju ka-
da no Siem intervaliem, vinam pirms §1 gajiena jasanem kada no pozicijam {48, 57,66, 75}.
Sim pozicijam pieskaitot jebkuru no “atlautajiem” skaitliem, tick iegiita vértiba kada no augst-
ak minétajiem intervaliem. Redzam, ka ming&tie intervali pirms 10. gajiena atbilst N-poziciju
definicijai, bet pozicijas pirms 9. gajiena — P pozicijam Tadgjadi turpinot P-poziciju analizi,

rezultatus varam att€lot $adas II sp&létaja uzvaras stratégijas rindas:

Gajiens: 10. 9. 8. 7. 2. 1.
3 ( ) ( 3\
54 39 —6
55 40 -5
63 < — 48 — 334 — —12;
56 41 —4
57 42 -3
\ / \ / \ /
( ) ( ) ( )
63 48 3
64 49 4
72 < — 57 — 42— — =3
64 50 5
66 51 6
\ / \ / \ /
( ) 4 3\ ( )
72 o7 12
73 58 13
81 +— 66 < — 0l +— 6;
74 59 14
75 60 15
\ Vs \ V \ Vs
( 3\ ) ( )
81 66 21
82 67 22
90 «+ — 75 ¢ — 60 -+ «— 15.
83 68 23
84 69 24
\ / \ / \
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Redzam, ka P-pozicijas spél€ ir izvietotas periodiski, ar periodu — 15, un 10 gajienu spéle II
speletajam bitu uzvaras strat€gija no sakuma pozicijam —12, —3, 6 vai 15. Spéle tiek sakta no
pozicijas 0, lidz ar to uzvaras stratégija ir I spelétajam, kurs 1. gajiena nedrikst izvéleties skaitli
“6”, kas spéeli novestu otraja no augstak uzrakstitajam II spélétaja uzvaras strat€gijas rinda.

b) Varam izmantot analogisku analizi ka @) punkta: analiz€§jam P-pozicijas péc 12. ga-
jiena, meklgjot skaitla “9” dalamos intervalano 6 - 12 = 72 1idz 9 - 12 = 108 un uzrakstam II

speletaja uzvaras strat€gijas rindas, lai spéle beigtos kada no $im pozicijam:

Gajiens: 12. 11. 10. 9. e 2. 1.
( 3 ( ) ( )
63 48 —12
64 49 —11
T2 — d7 + — 42— — —18;
64 50 —10
66 51 -9
\ J \ Vs Vs
( ) ( 3\ ( )
72 o7 -3
73 o8 -2
81 «+ — 66 — 0l — —9;
74 59 -1
75 60 0
\ \ J \ J
( ) ( )
81 66 6
82 67 7
90 «+ — 75+ — 60 - +— 0;
83 68 8
84 69 9
\ J \ Ve \ V
( 3\ ( )
90 75 15
91 76 16
99 — 84 — 69 ¢ «— 9
92 7 17
93 78 18
\ Vs \ Vs \ Vs
( ) ( ) ( )
99 84 24
100 85 25
108 < — 93 — T8 = « 18.
101 86 26
102 87 27
\ / \ Ve /

Sis spéles analize (tresa I spelétaja uzvaras stratégijas rinda) rada, ka no dotas sakuma pozicijas

“0”, pastav uzvaras stratégija Il spelétajam.
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18. spele. 1001 sérkocins.
Kaudzité ir 1001 serkocins. Vienda gajiena atlauts no tas panemt p" séerkocinus, kur p —

Jjebkurs pirmskaitlis, betn = 0,1,2,3,4,.... Uzvar spélétajs, kurs panem pédejo sérkocinu.

Saksim uzdevuma analizi no beigam. Skaitli 1,2, 3, 4(= 2%),5 ir N-pozicijas, bet skait-
lis “6” — P-pozicija, jo jebkurs atlautais gajiens novedis pie ieprieckSminétajam N-pozicijam.
Skaitli 7,8, ..., 11 ir N-pozicijas, jo no tam ar vienu gajienu ir iesp&jams izveidot P-poziciju
—skaitli “6”. Skaitlis “12” ir P-pozicija, jo no ta visi atlautie gajieni veido N-pozicijas. Varam
visparinat, ka P-pozicijas ir visi skaitla 6 daudzkartni, jo no tiem nav iesp€jams parvietoties uz
citu skaitla “6” dalamo. Visi pargjie skaitli ir /N-pozicijas, jo no tiem vienmer ar atlautu gajienu
var izveidot P-poziciju (skaitla “6” daudzkartni), agrak vai velak iegustot skaitli 1 - 6, kas, ka
ieprieks paradits, ir P-pozicija. Ta ka 1001 nedalas ar 6, lidz ar to ir arT /N-pozicija, tad uzvaras
straté€gija ir [ speletajam.

Veiksim §1 uzdevuma analizi, izmantojot NIM rindu:

n=0123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 ... 1001

gm)=01234501234 5 0 1 2 3 45 0 ... 5
Redzams, ka Spreiga — Grandi funkcijas vértiba g(n) ir periodiska ar periodu 6. Ta pienem

vertibu “0”, jan = k - 6, kur k£ — jebkur§ vesels nenegativs skaitlis. Var viegli atrast, ka
g(1001) = b5, tatad ta ir N-pozicija un uzvaras stratégija ir I spélétdgjam. ST spéle ir analo-
giska spelei S{1, 2, 3,4, 5}, kurai atnemsanas kopu ir atlauts papildinat ar visiem skaitliem, kas

nedalas ar sesi (2. pielikums), kadu, protams, starp pirmskaitliem un ta pakapém nav.

19. spele. Mark.
Speli sak no kdada vesela skaitla n, katra gajiena ir atlauts no ta atnemt 1 vai ari izdalit ar
2, rezultatu noapalojot uz leju. Uzvar spélétajs, kurs iegiist 0. Kuram spelétajam ir uzvaras

stratégija, ja
a) n=24;

b) n =516,
¢) n =221

a) Spelei ar n = 24 varam uzrakstit NIM rindu, izmantojot mex:
n=0123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

gln)=01021201020 1 2 1 0 2 1 2012 1020
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Redzam, ka ¢g(24) = 0, uzvaras stratégija ir II sp&l&tajam.
S spele pieder pie Mark-2 speleém (2.5. nodala), kuras P- un N-pozicijas var noskaidrot,
uzrakstot poziciju binaraja sistéma, ja skaitlim binaraja sist€éma beigas ir nepara skaits nullu

(dopija skaitli), tad ta ir P-pozicija, citadi — N-pozicija. Uzrakstot 24 binaraja sisteéma:
R5(24) = 11000,

ieglistam skaitli ar trim nullém beigas, kas ir P-pozicija, un uzvaras stratégija ir I sp€létajam.

b) Situacija, kad n = 516, izmantojam binaro pierakstu:
Ry(516) = 1000000100,

iegtistam skaitli ar divam nullém beigas, kam atbilst N-pozicija, un uzvaras stratégija ir I spé-
1etajam.

c) Situacija, kad n = 22%*1 izmantojam binaro pierakstu:

Ry (2271 =1000...0,
N— —
2k+1

ieglistam skaitli ar nepara skaitu nullu (2k + 1), kam atbilst P-pozicija, un uzvaras strat€gija ir

IT speletajam.

3.3. Prom npemsanas spélu pielietojums skola

Pirmkart, matematiskas speles var izmantot ka bérniem aizraujoSu metodi dazadu mate-
matisko darbibu apgitiSanai, pieméram, spél&jot 11. spéli (60 un ta dalitaji) vai kadu tas modifi-
kaciju ar citadaku sakuma poziciju, skoléni var iemacities atrast dazadu skaitlu dalitajus, bet 18.
spéle (1001 seérkocins) maca atpazit pirmskaitlus. Pielietojot spéles macibu stunda, tas nebiit nav
nepiecieSsams paklaut detalizétai uzvaras stratégiju analizei, tas gluzi vienkarsi ir netradicionali
aprekinu uzdevumi.

Autores piedavatais spélu pielietojums skola ir apkopots tabula 3.3.

Macibu procesu skola veido ne tikai macibu stundas, kuras ar dazadam metodém tiek ap-
giits macibu programmas saturs. Liela nozime, rosinot skolénu interesi par macibu priekSmetu,
irt. s. “svetku” stundam, pieméram, stundam semestra nosléguma, kad skoléni ir sanémusi
gala vert€jumu, un matematiskas spéles ir viens no veidiem, ka padarit §is stundas gan intere-
santas, gan ari izglitojosas. Sajas stundas var veltit laiku arT spélu stratégiju skaidrosanai, tomér

galvenais, lai spéles varétu izspélét 1idz galam relativi 1sa laika.
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Bitisks ir arT matematisko sp&lu pielietojums fakultativajas nodarbibas — matematikas pul-
cinos un sagatavojot sp&jigakos skolénus dalibai olimpiades. Sis nodarbibas ir piemérotas pa-
dzilinatai sp€lu analizei, te var izmantot spéles, kuras reala laika nav iesp&jams izspélét, ka art
sp€lu visparinajumus.

Zinatniski petnieciskajam darbam (ZPD) ar1 biitu piemeérots sp€lu visparinajumu apskats.
Sada darba skoléna uzdevums varétu biit patstavigi iegit visparigas spéles formulgjumu, ka sa-
kuma nosacijumu izmantojot kadu konkrétu spéli. Talakaja darba gaita biitu javeic visparinatas
spéles P- un N-poziciju, ka arT tam atbilstoSo NIM vertibu analize, aprakstot to periodiskas

1pasibas.
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NOBEIGUMS

Diplomdarba tika pétitas uzvaras strat€gijas prom nemsanas speles.

Darba uzdevumi ir izpilditi:
1. Ir izpétita literatiira par matematiskajam sp&lém.

2. Tika veikta matematisko sp€lu teorétiska apraksta izveidoSana latviesu valoda. Teorijas
apraksta ietilpst: NIM summas apliikos$ana, Spreiga — Grandi teorija par uzvaras strategi-
jam, P-un N-poziciju aprakstiSana, atnpemsanas sp&lu apliikoSana u.c. teorijas izklasts,

kas nepiecieSams prom nemsanas spélu uzdevumu risinasana.

3. Aprakstot Mark-t spéli, ka vienkarsaku sp&lu summu, autore ir ieviesusi jédzienu dalisa-
nas spéles, noteikusi tas NIM rindas periodiskumu daliSanas spélei ar diviem dalitajiem,

izveidojusi NIM rindas 15 vienkarsam daliSanas speleém.

4. Tika veikta Baltic Way 2011 olimpiades uzdevuma 2011%°!, aktualizgjot to uz 20122012,
detaliz&ta analize. Izpétiti zinatniskie raksti [5, 7] par uzvaras stratégijam Mark un Mark-¢

spélg€s, balstoties uz tiem, izveidota apaksnodala par §STm sp&lém.

5. Apkopoti prom nemsanas spelu uzdevumi, izveidoti detalizéti to risinajumi. Piedavats So
prom nemsanas spélu uzdevumu pielietojums skola macibu un “svétku” stundas, zinat-

niski pétnieciskajos darbos un fakultativajas nodarbibas.

Diplomdarbs sniedz matematikas skolotajiem un spg&jigakajiem skoléniem iesp&ju iepa-
zities ar prom nemsanas spélu uzvaras strat€gijam. Darba apliikotie sp&lu uzdevumi var tikt
izmantoti gan matematikas macibu stundas kada konkréta temata apguves laika, gan matemati-
kas pulcinos, gan gatavojoties matematikas olimpiadém. Dazas spéles visparinot var izmantot
arT ka analiz&jamas problémas skolénu zinatniski p&tnieciskajos darbos.

Diplomdarba attistibas virzieni varétu but:
* padzilinata daliSanas sp€lu analize,
» matematisko spelu aprobésana skola dazadas klasu grupas,
* prom nemsanas spélu klasta papildinasana,

* partizanu sp€lu analize.
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PIELIKUMI
1. pielikums. NIM summas iegiSana
NIM summu &rtakai aprékinaSanai var izmantot Tpasibas, ka:
1. #2F + %A = %(2F + A), ka arT #2F 4 #2™ = x(2F + 2™);
2. %A+ xA = x0.

Varam izmantot §1s divas pamatipa$ibas, lai atrastu NIM summu jebkurai ciparu kombinacijai,
uzrakstot katru no cipariem ka skaitla “2”” pakapju summu un nosvitrojot vienado pakapju parus.
Piem&ram:

543 = @A+ 1D)+2+1) =4411241 =442=4+2=6
11422433 = (8 + 2+ 1)4-(16 + 4 +2)+(32 + 1) = 8 + 16 + 4 + 32 = 60.

To var pierakstit ar1 sadi:
*) + %3 = *x6un * 11 4 %22 4+ x33 = *60.
Vienlidz labi var izmantot abus pieraksta veidus:
%9 + %25 + %49 = (%8 + *1) + (%16 + *8 + *1) + (%32 4+ *16 4 *1) = %32 + x1 = x33.

Var redzet, ka NIM summa ir mazaka vai vienada ar parasto summu un starpiba ir para skaitlis.

25 =32(2'=16|23=8[22=4 21 =2|2=1
22=4(21=2]20=1
11= 0 0 1 0 1 1
5= 1 0 1
22= 0 1 0 1 1 0
3= 0 1 1
33= 1 0 0 0 0 1
6= 1 1 0
60= 1 1 1 1 0 0
20=32121=16|22=8(22=4(2!=2]20=1
9= 0 0 1 0 0 1
10= 0 1 1 0 0 1
49= 1 1 0 0 0 1
33= 1 0 0 0 0 1
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Tabula P 1.: NIM saskaiti§anas tabula
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2. pielikums. Atnemsanas spélu NIM rindas

Tabula P2.: Atpem$anas sp€lu S(si, s2, s3, ..., s;) NIM rindas

AtnemsSanas kopa | (iespgjamie  papildus NIM rinda Atkartosanas periods
elementi)

11357911..) *01*01*01%*... 2
21(6101418..) *0011*0011*... 4
12((45781011..) *012*012%... 3
31(9152127..) *000111*000111%*... 6
231(7812131718..) *00112*00112%... 5
123({(5679101113..) *0123*0123*... 4
41(12202836...) *00001111*00001111%*... 8
14((6911141619..) *01012*01012*... 5
241(38910141516...) *001122*001122*... 6
341(101117182425..) *0001112*0001112*... 7
134((681011131517...) *0101232*%0101232%... 7
1234((678911121314..) *01234*01234*... 5
51(15253545..) *0000011111*0000011111%... 10
25((91216192326..) *0011021*0011021%... 7
35/(4111213192021..) *00011122*00011122%*... 8
235((491011121617 1819 ...)| *0011223*0011223*... 7
45((13142223313240..) *000011112*000011112*... 9
145/(379111213151719...) |*01012323*01012323*... 8
245/(391011121617 1819 ...)| ¥*0011223*0011223*... 7
12345((789101113141516...) |*012345%012345%*... 6
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AtpemsSanas kopa

(iesp&jamie  papildus

elementi)

NIM rinda

Atkartosanas periods

6
16

126

36

136
236

46

246
1246
56

156
256
2356
1456
12456
123456

27
37
47
147
247
347
1347
2347
57
257
357
2357
2457
67
167
267
1267

(18304254 ...
(8131520222729 ..))
(589121315161920...)
(4512131415212223 ..)
(810121517192124 ..)
(711121516202124 ..)
(514 151624252634 ..)
(3510111213 141819..)
(791012 14 15 17 18 20...)
(16 17 27 28 38 39 49 50 ...)
(3810121416171921 ...
(9131620242728 ..)
(4101112131418 19..))
(38101213 14151719 ...
(8911121415161819..)
(8910111213151617..)

(213549 63...)
(1116202529 34...)
(1317232733 37..)
(56151617 18 26 27 28...)
(912151720232528..)
(101316192528 31 ...)
(5613141516172324 ..)
(5911121315171920..)
(8913141518192024 ...
(617181929303141..)
(1115172024272933 ..)
(4613141516172324 ..)
(4611121314151620..)
(3611121314151620..)
(192032334546 58 ...)
(359111315171819..)
(1115192024283233..)
(49101214 15171820 ..)

*000000111111*0000001111%*...

*0101012*0101012*...
*0120123*0120123*...
*000111222*000111222%*...
*010101232*010101232*...
*001120312*001120312*..
*0000111122*0000111122*...
*00112233*00112233*...
*01201234*01201234*...

*00000111112*00000111112*...
*01010123232*01010123232%*...
*00110213021*00110213021*...

*00112233*00112233*...
*010123234*010123234*...
*0120123453*0120123453*...
*0123456*0123456*...

*00000001111111*00000001...

*001100112*001100112*...
*0001110221*0001110221*...

*00001111222*00001111222%*...

*01012012*01012012*...
00112203*102*102*102*...
*0001112223*0001112223*...
*01012323*01012323*...

*00112203142*00112203142*...
*000001111122*00000111111...
*0011021322031001122332*...

*0001112223*0001112223%*...
*001122334*001122334*...
*001122334*001122334*...

*0000001111112*000000111...
*010101232323*0101012323...
*0011001120312*001100112...

*01201234*01201234*...

14

10
11

10

11
12
22
10

13
12
13
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AtpemsSanas kopa

(iesp&jamie  papildus

elementi)

NIM rinda

Atkartosanas periods

367
1467
2467

13467
2567
12567
14567
1234567

(4513141516172324 ..)
(91214 1719202225 ...)

(3511121314151620..)
(5911131415161719..)
(1014 17 18 192226 29 ...)
(491012131516 1718 ...)
(3911131415161719...)
(910111213 141517 ..)

*0001112223*0001112223*...

*0101201232012*010120123...

*001122334*001122334*...
*0101232345*0101232345%*...

*001102132233*0011021322...
*01201234534*01201234534*...

*0101232345*0101232345%*...
*01234567*01234567*...

10
13

10
12
11
10
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3. pielikums. DaliSanas spelu NIM rindas

gm)

I T T T T T
10° 10% 104 10° 108

(@) D(2,5)

gm)

f J T J T J f T J T J
10° 102 10* 10° 10® 10° 102 10* 10° 10®

(©) D(2,7) (d) D(2,16)

gmn)

(e) D(2,32) () D(2,64)

Att. P1.: Dali$anas sp€lu D(2,d) g(n) vertibas.
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S0 8o
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S g
S0 8o
0
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n n
(e) D(3,27) () D(3,243)

Att. P2.: Dali$anas spélu D(3,d) g(n) vértibas.
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