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levads

Eiklida planimetrija pardzivojusi divus lielus uzplaukuma periodus: Senaja Griekija un
19.gadsimta. Otrais periods iezim&as ar jaunam pieejam, kas pamata tika izveidotas citas
matematikas nozarés un elementaraja geometrija atrada neskaitamus negaiditus un iespaidigus
pielietojumus. Ka galveno te jamin dazadu geometrisku parveidojumu izp&te un izmanto$ana.
Ievérojamus pétijumus planimetrija veica ne tikai pirma lieluma zinatnieki; daudzus izcilus
rezultatus ieguva gimnaziju, koled?u un liceju matematikas skolotdji. Sodien 99% 31 interesanta
materiala vairs neatrodas aktiva zinatniska aprite.

Prof. E.Lejnieka lekcijas apskatiti pasi galvenie "augstakas elementaras geometrijas" fakti
un ilustrétas dazas no visbitiskakajam metodém. Protams, §is darbs ne tuvu nav izsmeloss.

Izdevums sagatavots péc E.Fogela rokraksta fotokopijas, kuru miisu riciba laipni nodeva
E.Laudina.

Teksta p&c iespgjas saglabata E.Fogela valoda un vina lietota interpunkcija, kas ievérojami
atSkiras no misdienas pienemtas. Izmainas izdaritas tikai tur, kur pretgja gadijuma var€tu rasties
parpratumi. Izlabotas parrakstiSsanas kliidas un neprecizitates. Dazi pieradijumi aizstati ar
vienkarsakiem.

E.Fogela izklasts ir matematiski korekts, tomér loti konspektivs. Vairakos spriedumos
"actmredzami" fakti tiek nokluséti. Ipa§i ming&sim:

a) teorému par sekanti un tas argjo dalu,

b) inversijas singularo punktu - inversijas centru,

C) iesp&ju izmantot spriedumos '"bezgaligi talo punktu" - paralélu taiSnpu domajamo

krustpunktu.

Tekstu publicésanai uz datora sagatavoja [.Kreicberga, G. Vitols un L.Strazdina.

A.Andzans
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1. APOLONIJA PROBLEMA

1.8 Problemas vésture.

Grieku geometrs Pergas Apolonijs dzivojis ap - 200 g. No vina daudzajiem darbiem
uzglabajusas tikai 7 gramatas (eksist€jusas 8) par kona Sk&lumiem, kuras Apolonijs attista talak jau
Arhimedam un citiem agrakajiem autoriem pazistamu teoriju par otras pakapes likn€ém. Pazudusa
darba "Par pieskarSanos" Apolonijs atrisina problému, ka konstru@t aploci, kas pieskaras trim dotam
aplocém. Apolonija atrisinajumu 16.gs. méginaja restaurét Vjets (F.Vieta). Vin$ problému atrisina
vispirms vienkars$akajos gadijumos, kad vienai vai vairakam aplocém radiusi ir 0 vai o (t.i., aploce
a klust par punktu P vai taisni t) un visparigo gadijumu reduc@ uz Siem vienkarSakajiem. Nutons
méginaja atrisinat Apolonija problému ar analitiskas geometrijas metodém un vinam sekoja Eilers,
Fuss, Mertens (1874). 1812.g. Gotjé (L.Gaultier) un 1816.g. Zergons (J.D.Gergonne) atrada
problémas visparigo tieSo atrisinajumu ar elementaram metodeém.

Sekojosos 2. - 11. paragrafos apskatisim Apolonija problémas Kos$i atrisinajumu
(A.L.Cauchy, 1806) sada specialo gadijumu sakartojuma I(P,P,P); II(ttt); II(P,P,t); IV(P,t,t);
V(P,P,a); VI(P,t,a); VII(t,ta); VIlI(taa); IX(Paa); X(a,aa) (Vjeta sakartojums ir citadaks, un tas
atSkiras arT no Apolonija sakartojuma). 12. un 13.8 apskatisim ticamako Apolonija atrisinajuma
restauraciju un 14. - 19.8 atrisinasim Apolonija problému ar 19.gs. metodeém.

2.8 Problemas specialie gadijumi I, 11

Speciala gadijuma I ir javelk aploce x caur trim
dotiem punktiem A, B, C. Problémai ir tikai viens
atrisinajums. Ja A, B, C pieder vienai taisnei t, tad x ir t.
Pretgja gadijuma x centrs ir trijstira ABC malu
vidusperpendikulu krustpunkta.

Speciala gadijuma II ir javelk aploce x, kas pieskaras
trim dotam taisném. Visparigd gadijuma, kad Sis taisnes
krustojas 3 dazados punktos A, B, C, uzdevuma prasibas
izpilda 4 aploces, kuru centri pieder trijstira ABC ieksgjo
vai argjo lenku bisektris€m (1. zim.).

3.8 Problemas I11 specialais gadijums
Sint gadfjuma jakonstrug aploce, kas iet caur punktiem A, B un pieskaras taisnei t.

A Vispariga gadijuma taisnes AB un t krustojas punkta C
(2.zim.). Ja a ir patvaliga aploce caur punktiem A, B un tas punkta

a B D vilkta pieskare iet caur C, tad CD? = AC-BC, kadel, a mainoties,
X / c punkts D apraksta aploci b, kuras centrs ir C un radiuss ir nogrieznu

t AC, BC vidgjais geometriskais. Noteicot aploces b un taisnes t

>D‘g%/ krustpunktus X, X', problému reducé uz specialo gadijumu (A, B,

X), (A, B, X") un iegiist divus atrisinajumus.




Apskatisim vel otru atrisinajumu, kuru devis Lemuans
(E.Lemoine, 1879). Pienemot, ka x ir mekl&jama aploce, X ir x un t
pieskarSanas punkts, B' ir B simetriskais attieciba uz taisni t un
lenki o, @, y, ® noteikti ka 3.zimeéjumda, tad ievérojot, ka lenki
X Ly CXB un BAX ir vienlidzigi (jo katrs no tiem mérojams ar pusi loka

YK]L N BX), izteic a=¢ + y = ¢+ ZCXB = ¢ +£ZBAX=180° - o. Tadel X
pieder to punktu geometriskai vietai, no kuriem nogrieznis AB'
redzams lenki 180° - o . ST geometriska vieta ir zinama aploce, kas

3. zim. ar taisni t krustojas divos punktos X un X'.

4.8 Problemas IV specialais gadijums

SinT gadijuma jakonstru@ aploce x, kas iet caur dotu punktu
A un pieskaras taisném t, t'. Tas centrs atrodas uz lepka (t, t')
bisektrises I, un x iet arT caur punktu A', kas ir A simetriskais
attieciba uz 1. Ar to uzdevums reducéts uz specialo gadijumu +/
II(AA' 1) un tam ir divi atrisinajumi (4.zim. ).

5.8 Problemas V specialais gadijums

Sini gadijuma jakonstrué aploce x, kas iet caur punktiem A,
B un pieskaras aplocei a (5.zim.). Novelkot pieskar$anas punkta X
aplocu a, x kopigo pieskari, ar C apzimé&jam tas krustpunktu ar taisni
AB. Brivi izvéloties a punktu Ai, caur punktiem A, B, A: velk
aploci b un taisnes CA1 krustpunktus ar b, a apzimé ar By, B»; tad
CX%= AC-BC = Ai1C-B1C un arT CX? = A;C-B2C, kadg| punkti B,
B2 sakrit.

Tadel, ja brivi izvélas aploci b, kas iet caur punktiem A, B,
un noteic a, b krustpunktus Az, Bs, tad atrod AB, A1B1 krustpunktu
C, no kura velk pieskares aplocei a. Konstrugjot pieskarSanas
punktus X, X', uzdevumu reducé uz specialo gadijumu I(A,B,X),
(A,B,X"). Tatad vispariga gadijuma uzdevumam ir divi atrisinajumi.

6.8 Problemas VI specialais gadijums

SinT gadfjuma jakonstrué aploce x, kas iet caur punktu A un
pieskaras taisnei t un aplocei a (6%zim.). Aplotu a, x centrus
apzim&am ar O, X un pieskar§anas punktu ar Y. Sie punkti pieder
vienai taisnei. Ar U un Q apzim&am no O un X uz t vilkto
perpendikulu pamatus. OU krustpunkti ar air B un S.

Lenki SOX un OXQ ir vienlidzigi ka paral€lo taisnu SU, XQ
Skeérslenki. Tadel ari ZOYS(=£0SY)un ZQYX(= ZLYQX) ir
vienlidzigi un ZSYQ ir taisne. Ar A' apzim&jot SA, x krustpunktu, ir
SA-SA'=SQ-SY. (1)




Taisnlenka trijstiru SYB, SUQ Iidzibas dg] ir
SQ:SB = SU:SY, jeb SQ-SY = SB-SU,
kade] pec (1) SA-SA' = SB-SU. Pédgja sakariba pierada, ka
aploce b, kas iet caur punktiem A, U, B, iet arl caur punktu A'; §i
aploce, krustojoties ar taisni AS, noteic tadu punktu A'. Ar to
uzdevums reducéts uz specialo gadijumu III(A,A't), kas dod divus
atrisingjumus. Divus citus atrisinajumus dabii, izpildot Iidzigas
konstrukcijas ziméjuma 6°. Tagad ZSOX + ZOXQ = 2d un

ZQYX = ZYQX = %(Zd - /X) = %zsox = /SYO, kadal

ZQSY ir taisne utt.

7.8 Problemas VII specialais gadijums

Sini gadijuma jakonstrué aploce x, kas pieskaras taisném t,
t1 un aplocei a ar centru O un radiusu r (7.zim.). Ar 4.8 metodi
konstrugjam aploci y, kas iet caur punktu O un pieskaras
paligtaisném t', t'1; pe€dgjas vilktas paraléli t, t1 ta, ka to attalums lidz
O ir par r lielaks (vai mazaks) ka t, t; attalums. y radiusu samazinot
(resp. palielinot) par r, dabii x. Vispariga gadijjuma uzdevumam ir 4
atrisinajumi.

8.8 Problemas VIII specialais gadijums

Sini gadijuma jakonstrué aploce x, kas pieskaras <
taisnei t un aplocém az, a2, kuru centri ir Oz, O2 un radiusi ri,
r2 (8.zim.).

Pienemam, ka r1 > r2. Ar 6.8 metodi konstrugjam
aploci y, kas iet caur punktu O2 un pieskaras aplocei a (centrs
O, radiuss r1 - r2) un taisnei t'; pédgja vilkta paraléli t ta, ka
tas attalums Iidz O ir par r; lielaks neka t attalums, y radiusu
samazinot par rz, dabi x.

Vispariga gadijuma uzdevumam ir 8§ atrisinajumi, no
kuriem apskatita konstrukcija dod cetrus. AtlikuSos Cetrus
dabi, velkot aploci u, kas iet caur punktu O2 un pieskaras
aplocei b (centrs Og, radiuss r1+ r2) un taisnei t"; pedgja vilkta
paraléli t, ka tas attalums lidz O ir par r2 mazaks ka t
attalums, u radiusu palielinot par r2, dabii x (9.zim.).

Pirms  apskatam  nakosa  speciala  gadijuma
atrisinajumu, ieprieks iepazisimies ar jédzienu par divu aplocu
lidzibas jeb homot&tijas centru.

9. zim.



0.8 Aplocu lidzibas centrs

Definicija. Par divu nekoncentrisku aplocu ai, a» lidzibas centriem sauc centru linijas

punktus X, Y, kuru attalumi lidz aplocu centriem attiecas ka So aplocu radiusi:
01X:XO2=r1:r2, O1Y:YO2=r1:12 (2)

10. ziméjuma attélotda gadijuma X sauc par iekséjo un
Y - par aréjo lidzibas centru

Ja a1 un az pieskaras aréji (iekseji), tad pieskarsanas
punkts ir abu aplocu ieksejais (aréjais) lidzibas centrs.

Par lidzibas centru pirmais rakstijis Eilers, bet liekas,
ka to pazinu$i jau grieki. Ar lidzigiem trijsturiem (70.zim)
pierada, ka gadijuma, ja aploces a1, a, ir viena arpus otras, tad
So aplocu kopigas pieskares iet caur lidzibas centriem.

10. zim.

Tapat pierada ILteorému: Taisnes, kas savieno

7 Ay aplocu a1, az viena virziena vilktu paralélu radiusu galu

b2 Az y punktus, iet caur aplocu drejo lidzibas centru; pretéjos

. 5 a5 \ty 3, virzienos vilktu parflle.lu vr_qdnfsu_galu punktus savienojosa
! a taisne iet caur aplocu iekséjo lidzibas centru (11. zim.)

2 2.teorema. Ja caur aplocu ai, a; lidzibas centru

a, vilkta taisne t Sis aploces krusto Cetros punktos, tad caur

vienas aploces krustpunktiem ejosie radiusi paraléli
11. zim attiecigajiem otras aploces radiusiem: O1A1]|O2A2 un
T 01B1]|02B2 (11. zim.)

Pieradijums. Trjstiriem O1YA;, O2YA: ir kopigs lenkis virsotné Y un péc (2) to divas
malas ir proporcionalas. Tadel tie ir lidzigi trijsturi, to lenki virsotnés O1, O ir vienlidzigi, kadgl
01A1]|02A2 utt. Pastavot teorémas nosacijumiem, abu aplocu paral€lo radiusu galu punktus (A1, Az,
ka arT B1, B2) sauc par homologiem, bet neparalélo radiusu galu punktus (A1, B2, ka ar Az, B1) sauc
par antihomologiem punktiem.

Lemma. Antihomologo punktu attalumu lidz lidzibas centram reizindjums ir pastavigs
lielums.

Pieradijums. P&c aploces sekantes ipasibas /1. zimé&juma ir
YA2YB2=YQ2YP2, YA1-YB1 = YQ1-YPy,
no kurienes visam taisném t caur Iidzibas centru Y ir
YA1-YB1-YA2-YB2 = const (3)

Ar lidzigiem trijstiriem pierada proporcijas YA1YAz=
ri:r2, YB1:YB2= riirz, no kurienes YA1-YB2 = YA2'YB1, un,
ieverojot (3), seko YA1-YB: = const. (4)

Lidziga karta lemmu pierada iek§€jam Iidzibas centram X.
Ja t' ir cits stars caur lidzibas centru Y (72.zim.) un A't. B ir

12. zim. atbilstosie antihomologie punkti, tad péc (4) YA1-YB2=YA'1-YB'",
(5) un seko, ka aploce, kas iet caur trim no punktiem Az, B2, Ay,
B'2, iet arT caur ceturto. Tatad der

3.teorema. Divi antihomologu punktu pari pieder vienai un tai pasai aplocei vai vienai un
tai pasai taisnei.



13. zim.

4.teorema. Ja aploces a; un az abas pieskaras aplocei a
areji vai abas iekséji, tad pieskarsands punktus P, Q
savienojosa taisne iet caur ai, a2 aréjo lidzibas centru Y. Ja
viena no aplocém pieskaras iekseji, otra areji, tad PQ iet caur
a1, az ieksejo lidzibas centru X.

Pieradijums. Ja ai, a2 pieskaras aplocei a argji, tad
ieverojot, ka I3.zimejuma lenki pie virsotném P, Q, R ir
vienlidzigi, secina, ka O1P || OzR.

Tade] péc 1.teorémas taisne PQR iet caur ar&jo lidzibas
centru. L1dzigi pierada teorému pargjos gadijumos.

10.8 Problemas IX specialais gadijums

Sint gadijuma jakonstrug aploce x, kas iet caur punktu P un pieskaras aplocém az, a.
aq

144, zim, 14b. zim.

Ja a1, az pieskaras aplocei x ar€ji punktos M, N, tad péc iepriek$gjas teorémas taisne MN iet
caur ai, a» argjo lidzibas centru Y. Ar P' apzimgjot taisnes PY un aploces x krustpunktu, ir
YP-YP'=YM-YN. (6) Izvéloties patvaligi antihomologus punktus A1, B2 (piem&ram, punktus uz
centru linijas O102) péc (5) ir YM-YN=YA-YB: un, ievérojot (6), YP-YP'=YA1-YB,. Tadéel aploce
b, kas vilkta caur punktiem P, A1, B>, iet arT caur punktu P'. Noteicot §is aploces un taisnes PY
krustpunktus P', P", problému reducé uz V(P,P',a1), kas dod divus atrisinajumus (7/4a. zim.). Divus
citus atrisinajumus dabil, izpildot lidzigas konstrukcijas ziméejuma 14b.

11.8 Problemas X specialais gadijums

SinT gadfjuma jakonstrug aploce x, kas pieskaras trim dotajam aplocém a1, az, as ar centriem O,
02, Oz un radiusiem r1, Iz, r3 (15.zim.).

15. zim.

Pienemam, ka r3 < r2 < ri. Ar 108 metodi konstrugjam
aploci y, kas iet caur punktu Oz un pieskaras aplocém a'y
(centrs Oy, radiuss r1 - r3), a2 (centrs Oz, radiuss r2 - 13). y
radiusu samazinot par r3, dabi x. Vispariga gadijuma
uzdevumam ir 8 atrisinajumi (vienai aplocei x visas tris dotas
aploces pieskaras argji, otrai visas iek$gji, trim aploc€ém x
viena no dotajam aploceém pieskaras ieksgji, divas argji un vél
trim x divas no dotajam aplocém pieskaras ieksgji, tresa
argji), no kuriem aprakstita konstrukcija dod cetrus.
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- Atlikusos cetrus dabi, velkot aploci u, kas iet caur punktu O3
un pieskaras aplocém a2 un a"i (centrs Oi, radiuss r1 + r3).
Palielinot u radiusu par r3, dabi x (76.zim.). Liekas, ka pats
Apolonijs savu pieskarSanas problému ir atrisinajis citada cela.

Aleksandrijas Papus, kas dzivoja ap 350g., ir atstajis 8
gramatas (no tam pirma un dala otras ir pazudusas), kuras apskatiti
ta laika ieveérojamako matematisko darbu 1si kopsavilkumi un
lemmas, kas atvieglo So darbu studéSanu. P&c Siem materialiem
vélakos gadsimtos méginaja veco autoru zuduSos darbus restaurét.

Pirms apskatam varbiit€§jo Apolonija atrisinajumu, ieprieks
apskatisim divas Papus problémas.

12.8 Papus pirma probléema

Jaatrod dotas aploces a tads punkts X, ka caur to un dotiem punktiem A, B vilktu hordu galu
punktus Aj, B1 savienojosa taisne biitu paraléla AB.

Papus atrisinajums: Ja Y ir 17.zim. punkta A vilktas a pieskares
krustpunkts ar taisni AB, tad £1=/2 (jo tie abi m&rojami ar loka XA1
pusi). £2 = Z3 (jo ABJ|A1B1), kadel £3 = Z1 un Eetrstiira A1XBY divu
pretimgulo$o lenku A1, B summa ir 180°. Tadél ap Cetrstiiri var apvilkt
aploci un péc sekantes ipaSibas AX-AA1 = AB-AY. (7)

No punkta A velk a pieskari AA'; tad AA'2 = AX-AA1. No Sejienes
un (7) AAZ=AB-AY.

Ar $o formulu punktu Y var konstruét. Velkot no ta a pieskares, dabii
divus pieskarsanas punktus Ai. Savienojot tos ar A, dabi divus punktus
X. Tatad problémai ir divi atrisinajumi. 17. zim.

Lemma. Caur divu aplocu a, b pieskarsanas punktu P vilktu staru galapunktus savienojosas
hordas AA1, BB1 ir paralélas.

18. zim. 19. zim.

Vispirms pierada, ka /8.ziméjuma (kur O1, O2 ir aplocu centri) trijstiru PO1A1, PO2B: lenki
ir attiecigi vienlidzigi. No Sejienes seko, ka arT lenkis a (ka lenpka PO1A1 puse) vienlidzigs lenkim 3,
kadel hordas AA1, BB paral€las. Apolonija problémas specialo gadijumu V, kur javelk aploce x,
kas iet caur dotiem punktiem A, B un pieskaras dotai aplocei a, var reducét uz Papus pirmas
problémas atrisinaSanu (ko lieto arT Vjets): Ja X ir x un a pieskarSanas punkts (79.zim.), A1 un By ir
staru AX, BX krustpunkti ar aploci a, tad péc ieprieksgjas lemmas A1B1 || AB un punktu X dabii ar
Papus pirmas problémas konstrukciju.

Seit apskatitie jautajumi izteikti Papus 105. -108.lemmas.
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13.8 Papus otra probléema

Dotaja aplocg a jaievelk trijstiris MNP ta, lai ta malu pagarinajumi ietu katrs caur vienu no
dotiem punktiem A, B, C, kas pieder taisnei t (51 ir Papus 117.1emma).

Atrisinajums. Velkot 20.ziméjuma PD | t,
savienojot D ar N un pagarinot dabi taisnes t punktu X
un vienlidzigus lenkus £1 = £2 = /3. Tadg] cCetrstura
AMNX divu pretimguloso lenku (pie virsotném M un
X) summa ir 180°, ap Ccetrstuari AMNX var apvilkt
aploci un péc sekantes ipasibas CP-CN = CA-CX (8)

No punkta C velk a pieskari CC', tad

CC'2=CP-CN.

No $ejienes un (8) CC'2 = CA-CX.

Ar So formulu konstrué¢ punktu X un, lietojot
Papus pirmas problémas metodi, noteic punktu N, ko
savienojot ar B, C, atrod meklgjama trijstiira pargjas 20. zim.
virsotnes P, M.

Ir patéréts daudz piilu, lai noskaidrotu, ka Papus problémas izlietojamas Apolonija
problémas vispariga gadijuma atrisinaSanai. 1734.g. anglu geometrs R.Simpsons atrada, ka, ieprieks
atrisinot Apolonija problému I[X(a,a,P), ar Papus otras problémas palidzibu var arT atrisinat X(a,a,a).
Laika no 1750. lidz 1850.g., izdarot daudzus véesturiskus pétijumus, noskaidrojas, ka Apolonija
metode bis bijusi citadaka, jo Papus gramata ir citads problému sakartojums (pati Apolonija
probléma tur atrisinata tikai speciala gadijuma, kad dotas tr1s aploces savstarpgji pieskaras).

21. zim. 5

1890.g. italu autors Skorca (Skorza) deva loti ticamu Apolonija metodes rekonstrukciju, ko
te apskatisim. Piepemsim, ka x ir mekl&jama aploce, kas pieskaras dotajam aplocém ai, az, as
punktos X, Y, Z (21.zim.). NakoSaja paragrafa pieradisim, ka aplocu ai, &z, as visi triji argjie
lidzibas centri A, B, C pieder kopgjai taisnei t. Péc 9.8 4. teoremas pieskarSanas punktus X, Y, Z
savienojosas taisnes iet caur lidzibas centriem A, B, C un to pagarinagjumi dod aplocg ai ievilktu
trijstiri XUV. Ar D apzim&jam malas UV un taisnes t krustpunktu. P&c iepriek$€ja paragrafa
lemmas trijstiri BYC un BUD ir Iidzigi, kadé] BU:BY=BD:BC  (9)
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Ievérojot, ka Y un U ir homologi punkti, ar ri, r2 apziméjot ai, a» radiusus, péc 9.8 der
vienlidziba BU:BY = r1:r2. No $ejienes un (9) BD:BC =r1:r2

Ar $o formulu konstrué punktu D, p&c tam, atrisinot Papus otro problému, aplocé a; ievelk
trijstiiri UVX, pagarinot ta malas, atrod punktus Y, Z un velk aploci x caur punktiem X, Y, Z.
Ievérojot, ka arT aploCu ai, a2, as ik divi ieks€jie un viens argjais Iidzibas centrs pieder kopgjai
taisnei, ar $o metodi var konstruét Apolonija problémas X(a,a,a) visus 8 atrisinagjumus. Pirms
parejam pie 19.gs. autoru metodém Apolonija problémas atrisinaSana, ieprieks apskatisim Menelaja
teorému (Menelajs dzivoja Aleksandrija ap 100.g. un rakstija par sferiskiem trijsturiem).

14.8 Menelaja teoréma. Triju aplocu lidzibas asis

Menelaja teoréma. Ja taisne t ske] trijstira ABC malas
vai malu pagarinajumus punktos A', B', C', tad no dabiitiem 6
nogriezniem to triju reizinajums, kam nav kopigu galu punktu, ir
pastavigs. Ja ievéro ari nogrieznu virzienu, tad AC'BA'-CB'=-
C'B-A'C-B'A. (10)

Pieradijums. Ja hy, hz, hs ir perpendikulu garumi, kas
vilktino A, B, C uz t (22.zim.), tad no lidzigiem trijstiriem

AC"C'B = hi:hz, BAA'C = hz:hs, CB":B'A = hs:h;.

Sis proporcijas sareizinot, dabii (10). (Agrakos gadsimtos
(10) formulu sauca par Ptolomeja teoremu. Sals (M.Chasles)
1837.g. pieradija, ka ta pieder Menelajam.)

Apgriezta teorema. Ja no A', B', C' divi punkti pieder trijstira ABC malam un tresais - malas
pagarindjumam vai ari visi tris punkti pieder malu pagarinajumiem un der (10), tad punkti A', B',
C' pieder vienai un tai pasai taisnei.

Pieradijums. Ja punktus A', B' savienojosa taisne t krusto malu AB (vai tas pagarinajumu)
punkta C", tad p&c ieprieksgjas teorémas AC"-BA-CB' = - C"B-A'C-B'A. No Sejienes un (10)
AC":C"B = AC"C'B, kadel punkti C' un C" sakrit.

Sekas. Triju aplocu ai, az, as aréjie lidzibas centri A', B, C' pieder vienai un tai pasai taisnei.
Ari ik divi iekSéjie ar vienu aréjo lidzibas centru pieder kopéjai taisnei. STs taisnes sauc par aplocu
a1, az, as lidzibas asim.

Pieradijums. Ja A, B, C ir aplocu a1, a2, as centri un ry, rz, rs - radiusi, tad p&c (2) ir :

AB"B'C =-r1.r3, CA"A'B=-r3r;, BC:C'A=-rar1.

Lidz ar to der (10) un seko, ka argjie lidzibas centri A', B', C' pieder vienai taisnei. Pargjos

gadijumos pieradijums lidzigs.

22. zim.

15.8 Aplocu potenclinija

Ldefinicija. Par punkta P potenci attieciba uz aploci a ar
centru O un radiusu r sauc starpibu p=PO?-r?, (11) kas ir >0,
<0 vai =0 atkarigi no ta, vai punkts P atrodas arpus aploces,
iekspus tas, vai pieder aplocei.

Ja caur P vilktas patvaligas taisnes t krustpunkti ar a ir A, B
un PC ir a pieskare (kad P arpus a), tad péc (11) p=PC? (12) un
lidz ar to p=PA-PB (13)

P&dgja vienlidziba der ari gadijuma, kad P = Py atrodas
iekSpus a, jo tad péc hordu 1pasibas un (11) 23.ziméjuma ir

P1A-P1B = P1D-P:E = (P10 - 1)(P10 + 1) = P1:0% - r2 = p.

Steiners (J.Steiner) punkta P potenci defing ar (13).
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2.definicija. Par divu aplocu a1, a2 potencliniju sauc visu to punktu J

P geometrisko vietu, kam attieciba uz ay, az ir vienadas potences.
Potenclinija ir Steinera apzim&jums. Plikers (J.P1Ucker) to \
. . _ v o= C - . P
sauc par hordali. Gotjé definé aplocu a1, a> radikalo asi ka visu to
punktu P geometrisko vietu, no kuriem vilkto pieskaru pret ai, az

garumi ir vienlidzigi. Caur pieskarSanas punktiem vilkta aploce ar

centru P krusto a; un a; ortogonali (24.zim.). Péc (12) aplocu a1, a2 NX
radikala ass sakrit ar So aplocu potencliniju (ja aploces nekrustojas)
vai potenclinijas dalu, kas atrodas arpus aploceém. 24. zim.

L.teoréma. Aplocu ai, a; potenclinija ir centru linijai 0102

1 . P
perpendikulara taisne.
Pieradijums. Ja punkts P pieder ai, a; potenclinijai un rz, r2 ir 8
aplo¢u radiusi, tad p&c (11) PO1? - %= PO2? - 1, (14) 01 Ab 0y

Potenclinijai pieder arT P simetriskais punkts P attieciba uz OO0z
un ari taisnes PP1 jebkur§ punkts B, jo, ja A ir 0102 un PPy
krustpunkts (25.zim.), tad pec (14) O1AZ+AP2-112 = 02A? + AP? - 1,2 P,
un [1dz ar to O1A2- 112 = 0A%- 122,

Pieskaitot abam pusém AB?, dabii vienlidzibu
BO1?2 - 11?= BO,? - 1,2, kas pierada, ka B ir a1, a2 potenclinijas punkts.

Sekas. Ja aploces ai, a> krustojas, tad potenclinija ir taisne, kas satur to kopigo hordu (jo

attieciba uz abam aplocém krustpunktu potence ir ().

25. zim.

2.teoréma. Triju aplocu, nemtu ik pa divi, potenclinijas t1, t2, 3 iet caur kopigu punktu C, ko sauc
par aplocu a1, a2, a3 radikalo centru (pienemam, ka potenclinijas nav paralelas - A.A.).

Pieradijums. Ja a1, a2 potenclinija ir t1, bet a1, as potenclinija to un ty, t> krustojas punkta C, tad
punktam C ir viena un ta pati potence attieciba uz katru aploci a1, az, as. Tadel| arT a2, as potenclinija
iet caur C.

Sekas. 1) Ja ik divas no trim aplocem ai, az, a3 krustojas, tad to kopigas hordas iet caur
radikalo centru.

2) Ja triju aplocu a1, az, a3 radikalais centrs C atrodas arpus Stim aplocém, tad eksisté

aploce z, kas ortogonala visam trim aplocém (z iet caur pieskaru galu punktiem, kuras vilktas no C
pret ai, az, az).

16. 8 Pols un polare

Definicija. 1) Par punkta P polari attieciba uz aploci a (ar
centru O un radiusu r) sauc taisni p, kas perpendikulara PO un

T P krusto PO punkta P1 ar OP-OP1=r? (15) (26.zim.). (Ja punkts P
pieder aplocei a, tad P polare ir a pieskare punkta P.)
t T 2) Par taisnes t polu attiectha uz aploci a sauc no O uz t
h P vilktd perpendikula OT1 punktu T ar OT-OT1=r2,

Lteoréma. Ja punkts P atrodas arpus aploces a, tad no P
vilktas a pieskares PC pieskarsands punkts C pieder P polarei p.
Pieradijums. Ar P, apzimg&jot C projekciju uz OP un
leverojot, ka taisnlepka trijstuirt OCP katete OC ir vidgja
26. zim. geometriska starp hipotenizu OP un savu projekciju uz
hipoteniizu, seko vienlidziba r> = OP2-OP, no kurienes un (15)
OP2 = OP;.
Sekas. Ja aploce z ar centru P krusto aploci a ortogonali, tad a, z kopiga horda ir punkta P
polare attieciba uz aploci a.
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2.teorema. Ja punkts T pieder punkta P polarei p, tad T polare t

T P (attieciba uz vienu un to pasu aploci a) iet caur P.
1 « Pieradijums. Ja O ir aploces a centrs, r - radiuss, Ty ir OT punkts ar
P OT1-OT = r?, tad ievérojot (15) ir OT1-OT=0P1-OP. Tadél punkti T, T1, P1,

P pieder vienai un tai paSai aplocei x (27.zim.). Ta ka TP1P ir taisns lenkis,
tad tads ir ar1 lenkis TT1P (Sie lenki balstas uz x vienu un to paSu loku), un
péc 2.definicijas T1P ir punkta T polare.

27. zim.
17.8 Antihomologas hordas

Definicija. Ja A1, A2 ir aploces a punkti un By, B>

tiem antihomologie aploces b punkti (9.§), tad A1A2 un
B1B2 sauc par antihomologam hordam (28.zim.).

Teoréma. Aplocu a, b antihomologas hordas

krustojas uz so aplocu potenclinijas.
Pieradijums. Pec 9.8 3 teoremas punkti A1, Bi,

Ao, B2 pieder vienai un tai pasai aplocei x. Péc 15.8 AlA
ir x, a potenclinija, B1B; ir x, b potenclinija un visas tris
potenclinijas krustojas viena punkta.

18.8 Apolonija problémas Zergona atrisinajums

Pienemsim, ka dotas aploces ai, a2, a3 mekl&amai
aplocei x pieskaras ar€ji, aplocei y iek$€ji un pieskarSanas
punkti ir X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3 (29.zim.). Pec 9.8 Y1 iray, y
argjais lidzibas centrs un X ir a1, x iek$¢jais lidzibas centrs.
Pec 14.8 X, y ieks€jais lidzibas centrs C pieder taisnei X1Y1.
Lidziga karta C pieder arT taisnem X2Y2, X3Y3.

Pac 9.8 4.teoremas X1, X2, ka arT Y3, Y2 ir aplocu ay,
a2 antihomologu punktu pari, kadel XiY: un XoY2 ir
antihomologas hordas, kas péc ieprieksgja § krustojas uz a,
az potenclinijas.

Tatad punkts C pieder aploCu ai, a2 potenclinijai.
Lidziga karta punkts C pieder arT az, as un ai, az potenclinijam
£ un tatad sakrit ar aplocu ai, az, as radikalo centru (15.§ ); X1,

29 20m. Y1 un Xz, Y2 Ir X, y antihomologu punktu pari, kadel péc

ieprieksgja 8 hordu XiXz, YiYa krustpunkts pieder X, y
potenclinijai t.

Pec 9.8 X1X2 un Y1Y2 Krustojas a1, a2 aréja lidzibas centra, kas tatad pieder taisnei t. Pédgjai

pec analogijas pieder arT az, as, resp. ai, as ar¢jie lidzibas centri. Tatad x, y potenclinija t sakrit ar az,

a2, as I1dzibas asi, ko noteic argjie lidzibas centri (14.§ ).
Aplocu a1, y potenclinija t1 ir vinu kopiga pieskare punkta Y| un aplocu a1, x potenclinija uz
ir vinu kopiga pieskare punkta Xi.
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Pec 15.8 2.teorémas taisnes t, t1, Uy krustojas punkta P1 (kas ir X, y, a; radikalais centrs ).

Pec 16.8 taisne X1Y1 ir punkta P polare attieciba uz aploci az un taisnes t polam T (attieciba uz a)
japieder nogrieznim X1Y1

No Sejienes seko prieksraksts aplocu x, y konstruésanai:

1) jakonstrug punkts C ka a1, a», as radikalais centrs;

2) jakonstrug€ taisne t ka ai, a2, az ar¢jo lidzibas centru ass;

3) jakonstrug taisnes t poli T1, T2, T3 attieciba uz ai, az, as;

4) janoteic taiSnu T1C, T2C, T3C un aplocu az, a2, a3 krustpunkti X1, Y1, Xz, Y2, X3, Y3;

5) javelk aploce x caur punktiem X1, X2, X3 un aploce y caur punktiem Y1,Y2, Ys.

Lidziga karta izlietojot a1, a2, a3 pargjas tris lidzibas asis, konstrué Apolonija problémas
X(a,a,a) pargjos atrisinajumu parus. Problémas pargjos gadijumus I - IX dabi, specializgjot So
visparigo gadijumu (t.i., uzskatot punktus un taisnes ka aplocu specialus gadijumus).

19.8 Gotjé atrisinajums

Gotje metode izlieto to apstakli, ka punkti Y1, X1, C (29.zim.) pieder vienai taisnei, kadel
attieciba uz aploci a1 punktu X1 un Yy polares (kas ir a; pieskares punktos Xi, Y1) krustojas ar C
polari kopiga punkta Pi1, kas pieder a1, a2, as lidzibas asij t. C polares noteikSanai izdevigi lietot as,
a2, as ortogonalaploci z (15.§ ). P&dgjas un ai, ar, as kopigas hordas (kas péc 168 ir
ortogonalaploces centra C polares attieciba uz ai, az, as) Krusto taisni t punktos P1, P2, P3) no kuriem
vilkto a1, a2, a3 pieskaru pieskarSanas punkti ir X1, Y1; X2, Y2; X3, Ya.
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II. TRANSVERSALES

20.8 Ceva teorema

(G.Ceva) teoréma. Ja punktu P ar trjstira ABC virsotném
savienojosas taisnes krustojas ar trijstura malam vai to
pagarindjumiem punktos A', B', C' (30.zim.), tad no trijstira malu 6
nogriezniem to triju reizinajums, kam nav kopigu galu punktu, ir
pastavigs: AC'BA'CB'=C'B-A'C-B'A (16)

(Lidz pagajusa gadsimta vidum $o teorému, ko publicgjis Ceva

1678.g., sauca par Bernulli (Bernoulli) teorému. 14.8 apskatita
Menelaja teoréma ar Ceva teorému ir dualas. Tas dabii vienu no otras,
mainot punkta un taisnes lomas).

Pieradijumi. |. Péc Menelaja teorémas trijstirim ABB' un g B L
taisnei CC', ka ar1 trijstirim BB'C un taisnei AA' der vienlidzibas
AC'BP-BC = - C'B-PB-CA, AB-PB-AC = - CA'BP-B'A, kuras c!
sareizinot dabu (16).

Il. Velkot taisni KL || AC, dabu lidzigu trijstiru parus BKP, A B! c
B'CP un APB', LPB (31.zim.), kadé] CB"B'A = KB:BL. Trijstaru
KBC', ACC' lidzibas d&] AC:C'B=AC:KB, un no trijstiiriem BLA', 31. zim.
ACA'izteic BAA'C = BL:AC.

Sis proporcijas sareizinot un saisinot, dabii (16).

I11. Ja diviem trijstiriem ir kopigs pamats, tad to laukumi
attiecas tapat ka augstumi. Tadel, ar L(ABC) apzimgjot trijstira ABC
laukumu, 32.zimejuma ir L(CPB):L(APB) = hi:h, = CB":B'A,

L(APB):L(APC) = BA"A'C, L(APC):L(BPC) = AC":C'B.

Sis vienlidzibas sareizinot un saisinot, dabii (16).

Ja punkts P atrodas arpus trijstira ABC (33.zim.), tad A &
pieradijums lidzigs.

Apgriezta teorema. Ja punkti A', B', C' visi tris pieder
trijstura malam (ka 30.zim.) vai viens pieder malai un divi malu
pagarindjumiem (ka 33.zim.) un der (16), tad punktus A, A'; B,
B'; C, C'savienojosas taisnes krustojas kopiga punkta P.

Pieradijums. Pienem, ka taiSnu AA', BB' krustpunktu P un
trijstiira virsotni C savienojosa taisne CP krusto malu AB vai tas
pagarinajumu punkta C". Lietojot tieSo teorému, pierada, ka C"
sakrit ar C'. Turpmakajos paragrafos (21. - 24.) sekos Ceva un
Menelaja teorému izlietoSanas piemeéri.
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218 Pilnigais Cetrmalis un ¢etru punktu anharmoniska attieciba

Definicija. Pilnigais cetrmalis ir figira, ko veido
Cetras taisnes, ja tris no vinam neiet caur kopigu punktu.
Pilnajam cetrmalim ir 4 malas, 6 virsotnes (34. zim. A, B, K,
L, M, N), tris diagonales (AB, KL, MN).

Lteoréma. Ja C, D ir punkti, kuros pilniga cetrmala
diagonali AB krusto paréjas divas diagonales, tad punktu A,

B B, C, D anharmoniska attieciba
(A, B, C,D)=(AC:CB):(AD:DB)=-1(17)

(Sint gadiyjuma saka, ka punkti C, D punktus A, B
sadala harmoniski; ari saka, ka D ir punktu A, B, C ceturtais
harmoniskais punkts).

Pieradijums. Péc Ceva teorémas trijstiirt ABN ir AC-BL-NK = CB-LN-KA.
Ta ka taisne DL $kel trijsttri ABN, péc Menelaja teorémas (14.§) ir
NL-BD-AK= - LB-DA-KN.

Sareizinot ar ieprieks€jo vienlidzibu un saisinot, pierada (17).

2.teoréma. Ja A1, C1, B1, D1 un Az, Cy, B2, D2 ir punkti,
kuros patvaligas taisnes t1, t2 krusto caur kopigu punktu S ejosas
taisnes a, b, c, d, tad

(A1, C1, By, D1)=(A2, C2, B2, D2) (18)

Pieradijums. Ar C', B' apzim&am taisnes AzD:
krustpunktus ar c, b (35.zim.). P&c Menelaja teorémas trijstlirim
A2B>B' un taisném c, d der vienlidzibas

A>C"B'S-B.C; = - C'B"-SB,-CoA,
D1B'-SB2-D2A.= - A;D1-B'S-B2Dy,

kuras sareizinot pierada, ka (A2, Bz, C2, D2) = (A2, B', C', Dy).

Lidzigi pierada, ka (A1, By, C1, D1) = (A2, B, C', D1) un
secina (18).

3.teoréma Pilniga cetrmala diagondlu viduspunkti X, Y, Z
(36.zim.) pieder vienai taisnei. (Dazi autori XYZ sauc par Gausa
taisni. Steiners bez pietiekosa pamata to sauca Niitona varda.)

Pieradijums. Ar A', K', M' apzim&jam trijstira AKM
malu viduspunktus. M', A', Y ka nogrieznu AK, MK, LK
viduspunkti atrodas uz kopigas taisnes. Lidziga karta ar1 K', A',
Z pieder taisnei un tapat M', K', X. Tatad punkti X, Y, Z pieder
trijstira A'K'M' malu pagarinajumiem un tade] péc Menelaja
apgrieztas teorémas (14.§) vinu piederiba vienai taisnei
lidzvertiga ar nosacijumu

M'X-K'Z-A'Y=- XK"ZA"YM'. (19)
P&c Menelaja tieSas teorémas trijstirim AKM un taisnei NB der vienlidziba
AN-KB-ML = - NK-BM-LA.

Te liekot AN = 2-K'Z, KB = 2-M'X, ... un saisinot ar 8, dabti (19).

22.8 Simsona teorema

Teorema. Ja no trijstirim ABC apvilktas aploces a jebkura punkta P vilkti nogriezni, kas ar
trijstitra malam veido vienu un to pasu lenki (precizak: kas, pagriezti ap punktu P pozitiva virziend
par lenki a, top paraléli trijstira malam), tad so nogrieznu galu punkti A, B', C' pieder vienai
taisnei.
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(Sis teorémas specidlo gadijumu, kad o - taisns lenkis, Zergons
nosaucis Simsona varda. Isteniba to pieradijis jau agrak Volless
(Wallace, 1798.9.))

Pieradijums. Péc Menelaja apgrieztas teorémas (14.§) pietiek
pieradit, ka 37.zimejuma AC'-BA'-CB' = - C'B-A'C-B'A (20)

Trijstaru pari PAB', PBA"; PBC', PCB'; PCA', PAC' ir lidzigi, jo
tiem ir divi attiecigi vienlidzigi lenki.
Proporcijas A'B:B'A = BP:AP, B'C:.C'B = CP:BP, AC:CA' = PA:PC
sareizinot un saisinot, dabii (20).

238 Dezarga teorema(G.Desargues)

Teoreéma. Ja divu trijstiiru virsotnes savienojosas taisnes krustojas vienda punkta (jeb tie ir
perspektivi trijstiri), tad trijstiru atbilstoSo malu krustpunkti pieder vienai taisnei. Der art
apgrieztd teorema.

B Pieradijums. 38.ziméjuma péc Menelaja teorémas
trijstiriem AOB, COA, BOC un transversaléem A'B', C'A’,
B'C'ir
OB'BX-AA'=-B'B-XA-A'Q,
OA“AZ.CC'=-A'A-ZC-C'O,
OC'CY-BB'=-C'C-YB-B'O.

A No Sejienes AZ-CY-BX = - ZC-YB-XA un péc
7 ~

L S~ Menelaja apgrieztas teorémas punkti X, Y, Z pieder vienai
X/ NCT ™~ taisnei. Dezarga apgriezto teorému var pieradit piepemot
38, Zim. 7 Z  pretgjo; tad, lictojot tie§o teordmu, dabii pretrunu.

24.8 Paskala teorema (B.Pascal)

Teoréma. Aplocg ievilkta 6-stiira pret€jo malu krustpunkti pieder vienai taisnei t; to sauc
par dota 6 - stira Paskala taisni.
Pieradijums. Trijstirim ABC un transversalém
LZ, PY, QX (39.zZim.) p&c Menelaja teorémas ir
AM-CZ-BL=-MC-ZB-LA,
AN-CP-BY=- NC-PB-YA,
CQ-BK-AX =- QB-KA-XC.
P&c sekantes 1pasibas
LA-KA = AM-AN, NC-MC = CP-CQ, QB-PB = BK-BL.
Sis vienlidzibas sareizinot un saisinot, dabi
vienlidzibu BY-AX-CZ = - YA-XC-ZB, kas teorému
pierada.

39.zimejumu projicgjot pierada, ka Paskala
teoréma der jebkuram 6-stiirim, kas ievilkts otras
pakapes likné.

Turpmakos paragrafos (25. - 27.) apskatisim
Menelaja un Ceva teorému visparinjumus.
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25.8 Karno teorema

(L.N.M.Carnot) teoréma. Ja taisne t, krustojoties ar n- stira malam
(vai to pagarinajumiem), tas sadala 2n nogrieznos, tad to n nogrieznu
reizindjumi, kam nav kopigu gala punktu, ir absoliti (péc absoliitas
vertibas -A.A.) vienlidzigi. Ar n > 3 Karno apgrieztd teorema neder.

Pieradijums. No n - stiira virsotném uz taisni t novelk
perpendikulus, uzraksta lidzigo trjstiiru malu proporcijas, tas sareizina un
satsina (ka 14.8). Lietojot citu metodi, n - stari ar diagonalém (kas iet caur
kopigu virsotni) sadala trijstiiros un péd€jiem izlieto Menelaja teorému.
40.ziméjuma attelota gadijuma ir

AK-BL-CR=-KB-LC-RA, AR-CM-DQ = - RC-MD-QA,
DN-EP-AQ = - NE-PA-QD.
Sis vienlidzibas sareizinot un saisinot, dabi vienlidzibu
AK-BL-CM-DN-EP = - KB-LC-MD-NE-PA

26.8 Ponselé teorema

(J.V.Poncelet) teoréma. Ja taisnes, kas savieno jebkurd n -
stiri (n -neparu skaitlis) virsotnes ar patvaligi izvéletu punktu O,
sadala virsotnei pretimguloSo malu vai tas pagarinajumu divos
nogrieznos, tad to n nogrieznu reizinajums, kam nav kopigu
galapunktu, ir pastavigs.

Pieradijums. Pienemam, pieméram, n = 5; 41.Zim&uma
velkot diagonales CA, CE, dabijam trijstirus COA, COE ar
laukumu attiecibu L(COA):L(COE) = h1:h>=AC".C'E.

Lidziga karta L(BOE):L(BOD) = EB"B'D,

L(AOD):L(AOC) = DA:A'C, L(EOC):L(EOB) = CE"E'B,

I:(DOB):L(DOA) = BD"D'A. I

S1s vienlidzibas sareizinot un saisinot, dabu rezultatu

AC-EB"DA'CE'BD'= C'E-B'D-A'C-E'B-D'A. (21) c’

DaZos gadijumos Ponselé teorému var lietot ar1 tad, ja n ir paru
skaitlis. Pieméram, kad 42.zZim&uma punkti C un D sakrit un A'
atrodas uz CD pagarindjuma, tad DA' = - A'C un no (21) seko 8'\ 0 B
vienlidziba AC-EB'CE'BD'=C'E-B'D-E'B-D'A, kas der E’
42 zim&uma Cetrstirim. Ja n paru skaitlis, tad n - stirl virsotnei
pretimgulo$a mala nav noteikta neparprotami. Al £-Nep

42. zim.

27.8 Ferari teorema (1895.g.)
Teorema. Ja taisne ty, kas savieno n - stira AiAs....An virsotni Ar ar patvaligu punktu O,
sadala n - stiira malas AsAs+1 , An-s+1Ans+2 divos nogrieznos un taisne t2, kas savieno virsotni A; ar
O, sadala malas As+1As+2, Ans+2Ans+3 divos nogrieznos, utt., tad to nogrieznu reizinajums, kam nav

kopigu galu punktu, ir pastavigs katram pastavigam s (1 < s < n-1).

Pieradijums. Pienemam, piem&ram, n = 4. Tad s = 2 un 43.ziméjuma ir
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L(A20A1):L(A10A3) = A2K1: KiA3
L(A20A2):L(A20A1)= AsK2: KoAL
L(A10A3):L(A30A2) = A1Ks: KzA2
L(A10A2):L(A40A2)= A1K4: KuA2
L(A10A3):L(A10As) = AsL1: LiA4
L(A30A2):L(A20A1)= AsL,: LoA4
L(A30A4):L(A10A3) = AsLs: LsAx
L(A40A2):L(A30A)= AzL4: L4As.
Sis proporcijas sareizinot un saisinot, pierada
vienlidzibu
AoK1-AszL1-AsKo Azl A1Ksz-Aslz-A1Ks-AzLs =
= K1As-L1A4KoA1-LoAs- KAz L3A1- KsAo- LsA3

288 Zergona formula

Teoréma. Ja patvaligu punktu O ar trijstira ABC virsotném
- savienojoSie stari krusto pretimgulosas malas vai to pagarinajumus
punktos A', B, C', tad OA":AA'+ OB":BB' + OC":CC' = 1 (22) (So
teoremu Zergons publicéja uzdevuma veida sava Zurnala "Annales de
Mathematiques"” 1810.g9. Ap 1818. -19.g. paradijas Cetri atrisinajumi)

Pieradijums. Ja punkts O atrodas trijstiri (44.zim.), tad izteic
laukumu attiecibas L(OAB):L(CAB) = hi:h, = OC".CC'
L(OCA):L(BCA) = OB"BB/,
L(OBC):L(ABC) = OA"AA"
Tas saskaitot, dabii (22). Sis attiecibas der arf tad,
ja punkts O atrodas arpus trijstira ABC ka 45.ziméjuma.
Tad attieciba
OB"BB'=L(0OCA):L(BCA)
ir negativa un (22) dab, izteicot
L(OAB) = L(ABB') + L(B'OA),
L(OBC) = L(B'BC) + L(B'CO)
un ievérojot, ka L(OCA) + L(B'OA) + L(B'CO) = 0.

29 8 Steinera teoréma

Teoréma. Ja no patvaliga punkta O uz trijstira malam vilkti perpendikuli sadala malas (vai
to pagarindjumus) 6 nogrieznos ai, az, b, bz, €1, C2, tad to triju nogriezpu kvadratu summa, kam
nav kopigu galu punktu, ir pastaviga:
a1?+b1?+c1?=a+by*+c% (23)

Pieradijums. 46.zimejuma ir

BO? = a;? + A'0? CO? = a? + A'O?
no kurienes a:? - a,*> = BO? - CO?.

Lidziga karta bi? - bp? = CO? - AO?un ¢12 - ¢,2 = AO? - BO?,

Tris pedgjas formulas saskaitot, dabt (23).

Apgriezta teoréma. Ja punkti A, B, C' sadala trijstira ABC
malas 6 nogrieznos ta, ka triju nogrieznu, kam nav kopigu gala
punktu, kvadratu summa ir pastaviga, tad dalijuma punktos pret
trijstira malam celtie perpendikuli krustojas kopiga punkta O.

Pieradijuma no divu perpendikulu krustpunkta velk
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perpendikulu pret treSo malu un lieto (23).

Sekas. Katram trijstiurim aréji pievilkto triju aplocu un
trijstira malu pieskarsands punktos pret trijstira malam vilktie
perpendikuli iet caur kopigu punktu.

Pieradijums. No taisnlenku trijstiriem 47.zimejuma izteic
vienlidzibas a,®> = 01C? - 112, b2 = 0,C? - 122, utt., no kurienes seko
vienlidziba

az?+h?+co?-a12-i?-ci% =
= 01C%+ 02A%+ O3B%- CO2%- AO3z?- BOs2.

P&dgja izteiksme ir 0, jo trijstara 010203 malu punktos A, B,
C celtie perpendikuli (ka trijstira ABC bisektrises) krustojas viena
punkta.

30.8 Izogonali saistiti punkti

1.teorema. Ja aploce a, kas iet caur patvaliga punkta P ortogonalam projekcijam A', B', C'
uz trijstira ABC malam, tas krusto citos tris punktos A", B", C", tad pédéjos pret trijstira malam
celtie perpendikuli iet caur punktu P'. P un P' sauc par izogonali saistitiem punktiem attieciba uz
trijstiuri ABC. Izogonalitate ir involutiva transformdcija, t.i., ja P izogonalais punkts ir P, tad P'
izogonalais ir P.

Pieradijums. Ja O ir a centrs un 48.ziméjuma konstrué OP
punktu P' ta, ka P'O = OP, tad (ievérojot, ka hordas A'A"
perpendikulars diametrs dala hordu uz pusém) seko, ka punkta A"
pret BC celtais perpendikuls iet caur punktu P'. Lidziga karta caur
P' iet arT punktos B" un C" celtie perpendikuli.

2.teorema. Ja x, y, z ir punkta P attalumi lidz trijstiura
c ABC malam un x', y', z' ir izogonali saistita punkta P' attalumi,
tad xx' = yy' = zz' (24)
Pieradijums. 48.ziméjuma ir ZAC'B' = ZAB"C" (jo Sie
48. Zim. lenki balstas uz vienu un to pasu loku) un
/C'PB'=180° - Z/BAC = ZC"P'B".
Tade] trijstiri C'PB', B"P'C" ir lidzigi un der proporcija
PC":P'B" = PB":P'C", kas pierada (24) otro dalu.

Lidzigi pierada pirmo; X, Yy, z sauc par punkta P trilinearam koordinatam jeb trijstira
koordinatam. No (24) seko, ka x:1/x' = y:1/y' = z:1/Z', jeb punkta P koordinatas proporcionalas P'
koordinatu inversajiem lielumiem. ST iemesla d&] Matjé (P.Mathieu) 1865.g. P un P' sauca par
inversiem punktiem attieciba uz trijstiri ABC.

31.8 Izogonalas taisnes

Lteoréma. Izogondlos punktus P, P'ar trijstira virsotném savienojosas taisnes AP, AP' ir
simetriskas pret lenka A bisektrisi.

Pieradijums. Ta ka Cetrstiira AB'PC' (48.zim.) pretjo lenku summa ir 180°, tad Cetrstiirim
var apvilkt aploci un pieradit, ka lenki PAC' un PB'C' (kas balstas uz vienu un to pasu loku) ir
vienlidzigi. Lidziga karta art ZP'AB" = ZP'C"B" un ta ka péc ieprieksgjas teorémas pieradijuma
/P'C"B" = Z/PB'C’, seko Z/PAC' = Z/P'AB".

Lidzigi pierada, ka taisnes PB, P'B simetriskas pret lenka B bisektrisi un PC, P'C simetriskas
pret lenka C bisektrisi. Tadas taisnes sauc par izogonalam taisném. Lai konstru€tu punkta P
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izogonalo punktu attieciba uz trijstiri ABC, pietiek konstruét taisnes AP simetrisko taisni t1 pret
lenka A bisektrisi un taisnes PB simetrisko taisni to pret lepka B bisektrisi; t1 un to Krustosies
mekl&jama punkta P'.

No Sejienes seko, ka eksisté Cetri punkti, no kuriem katrs izogonals pats sev: tie ir trijstiira
ieks€jo un argjo lenku bisektriSu krustpunkti jeb trijstirT ievilktds un pievilkto aplocu centri
(47.zim.).

Definicija. Taisni, kas attiectba uz trijstira bisektrisi ir simetriska ar medianu, péc Dokana
(d'Ocagne) parauga sauc par trijstira simedianu.

P&c ieprieksgjas teorémas un 30.8 1.teoremas trijstira simedianas iet caur kopigu punktu K,
ko sauc par Lemuana punktu (E.Lemoine). PEdgjais ir izogonali saistits ar trijstira smaguma centru
(medianu krustpunktu). Par So punktu Lemuans referéja 1873.g. matematiku kongresa, uzradot
kadas desmit ta Tpasibas, un tade] to saka saukt par Lemuana punktu. So punktu jau daudz agrak

pazinis Lilj€¢ (Simon Lhuilier; sal. 42.§). Dazreiz to ari sauc par Grebe punktu vai simedianu

punktu. Terminus "Lemuana punkts", "Lemuana taisne" (45.§) u.c. ieveda be]gu matematiska
zurnala "Mathesis" redaktors Neubergs pagajusa gadsimta astondesmitajos gados.

2. teoréma. Ja P ir patvaligs punkts trijstiri ABC, P'-td izogonalais punkts, a - aploce, kas
iet caur P un P' projekciju punktiem uz trijstiira malam, tad elipse e, kuras fokusi ir P un P'un lield
ass ir a diametrs, pieskaras trijstira malam.

Pieradijums. Ja 49.zimejuma Q ir P simetriskais punkts
attiectba uz AC un X ir QP', AC krustpunkts tad

PX+PX=PX+XQ=PQ=20B'

(jo OB' ir trijstuira QPP' viduslinija) jeb, ar r apzim&jot a
radiusu, PX + P'X = 2r. Tatad punkts X pieder elipsei e. levérojot,
ka Z1 (= £2) = £3 un elipses pieskare veido vienadus lenkus ar
pieskarSanas punkta radiusvektoriem, seko, ka AC ir e pieskare
punkta X. Lidzigi pierada e pieskarSanos trijstira pargjam malam.
Elipse e ir ievilkta reizg trijstiirt ABC un aplocg a. 49. zim.

Sekas. 1) Stari, kas jebkuru punktu C arpus elipses savieno ar elipses fokusiem P, P', veido
vienddus lenkus ar elipses pieskarém caur punktu C.

2) Eksiste viena vieniga elipse ar dotu fokusu P un dotam pieskarém AB, BC, CA.

B

32.8 Izogonali saistito punktu sadalijjums

Trijstira ABC iekS€jo punktu P izogonalie punkti ar1 ir trijstira
1ek$gji punkti. Ja punkts P tuvojas trijstira virsotnei A, tad vipa
izogonalais punkts P' tuvojas kadam malas BC punktam (50.zim.), kuru
noteic virziens, kada P tuvojas A.

/ '\ Tade] visa taisne BC jauzskata par trijstiira virsotnei A izogonalo

B c punktu geometrisko vietu. Tatad trijstira virsotnes ir izogonalas
transformacijas singulari punkti. Ja P ir trijsturim apvilktas aploces a

50. zim. jebkurs punkts (51.zim.), tad ta izogonalais punkts P' pieder taisném CD,

E A AE, kas ir paralélas, jo XP: éJD, ﬁé = éJE un [1dz ar to

U Y
B APC ~ DBE-
P Tatad a punktu izogonalie punkti atrodas bezgaliba.
Teorema. Visu to punktu P, kuri atrodas starp trijstira
D c bisektrises AX un malas AC pagarinajumiem, izogondlie punkti P’
atrodas trijsturim apvilktaja aplocé a starp malu BC un bisektrisi AX
(52.zim.).

51. zim.
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Pieradijums. Ja E ir taisnes PB un aploces a krustpunkts un
EDJ|/AC, tad .PBA = ZDBC, kadé] punkts P' pieder taisnei BD. To
konstrué ka taisnes BD krustpunktu ar taisnei AP simetrisko taisni
attieciba uz bisektrisi AX. Ekstremala gadijuma, kad taisne BP sakrit ar
KBK|||AC un BL ir a pieskare, tad lenki LBC un KBA ir vienlidzigi, jo

o : . 1y L
pirmais no tiem mérojams ar > BK,C> bet otrais vienads ar

1 v
ZBAC ZE BK,C-

53.ziméjumda ar vienadiem skaitliem 1-6 apziméto apgabalu
punkti ir savstarp&ji izogonali; apgabalu 7-10 punktu izogonalie punkti
atrodas tajos pat apgabalos.

338 Projekciju trijstiiri

Definicija. Par punkta P projekciju trijstiri (Fusspunktdreieck, triangle podaire) attieciba
uz trijstiuri ABC sauc trijsturi A'B'C’, ko veido punkta P ortogondldas projekcijas uz ABC malam.

53. zim. 54. zim.
Teorema. Punkta P projekciju trijstiira (attieciba uz trijstiuri ABC) malas ir perpendikularas

stariem, kas savieno ABC virsotnes ar P izogonalo punktu P'.

Pieradijums. 54.ziméjuma ir £3 = /1 = /2 (sal. 31.8 1.teoremas pieradijumu) un, ta ka
/3+/4 =90°, arT seko £2+/4 = 90°, kadel taisnes AP', B'C' ir perpendikularas. Lidzigi pierada, ka
A'B'LCP' un C'A'LBP'. Izlietojot ieprieksgjo teorému, var dota trijstirt ABC ievilkt trijstiiri A'B'C'
ta, lai pedeja malas biitu perpendikularas stariem, kas savieno dotu punktu P' ar dota trijstiira
virsotném. Mekl@&tais trijstiiris ir punkta P' izogonala punkta P projekciju trijsturis.

34.8 Ortologi trijstiiri

Steinera_teoréma. Ja no trijstira ABC virsotném pret
trijstiira A'B'C' saderigam malam vilktie perpendikuli krustojas
viend punkta P, tad ari no trijstuira A'B'C' virsotném pret
atbilstosajam ABC malam vilktie perpendikuli A'X, B'Y, C'Z
krustojas viena punkta.

(Pastavot teorémas nosacijumiem, ABC un A'B'C' sauc
par ortologiem trijstiiriem.)

Pieradijums. 55. ziméjuma péc 29.8 der vienlidziba
(A'Y'2-Y'C?) + (C'X2-X'B?) + (B'Z?-Z'A?) = 0, ko,
lietojot Pitagora teorému, parveido par
(A'C%Z-CC?) + (C'A%- AB?) + (B'B?-BA?) =0, jeb
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(A'C2-BA?) + (C'A%-CC?) + (B'B2- AB')=0
P&dgjo ar Pitagora teorému parveido par vienlidzibu
(CX? - XB?) + (AZ?% - ZC?) + (BY? - YA?) = 0, kas péc 29.8 teoremu pierada. Tas specials
gadijums ir 33.8 teoréma.

35.8 Feierbaha aploce (K.W.Feuerbach)

Lteoréma Katra trijstiuri malu viduspunkti un augstumu pamatpunkti pieder aplocei a,
kuras centrs O ir trijsturim apvilktas aploces centru un ortocentru (augstumu krustpunktu)
savienojosa nogriezna viduspunkts.

a ar1 sauc par dota trijstira Feierbaha aploci. (Musdienu literatiira o aploci sauc par Eilera
rinka Iiniju. - A.A.)

Pieradijums. 56. zimejuma trijstirim ABC apvilktas aploces
centra P projekciju trijstiira mala B'C' ir trijstura ABC viduslinija un
tai perpendikulara taisne AA" ir trijstira ABC augstums; uz ta péc

33.8 teoremas atrodas P izogonalais punkts P'. Lidziga karta P' pieder
ar1 trijstira ABC pargjiem augstumiem un tatad sakrit ar trijstira

ortocentru. Talakais seko no 30.8.

2. _teoréma. Feierbaha aploce a dala uz pusém trijstira
augstumu nogrieznus starp trijstira virsotném un ortocentru. (Tadeé]
a sauc ari par 9 punktu aploci).

Pieradijums. Ar X, Y, Z apzim&am teoréma min&to
augstumu nogrieznu viduspunktus. Pec 1.teorémas trijstirim BP'C

(kam malu viduspunkti ir A", X, Y un augstumu pamatpunkti A", B", 56. zim.
C") punkti X un Y pieder aplocei a. Lidziga karta pierada, ka ari Z
pieder a.

Izradas, ka Feierbaha aploce pieskaras trijstiirt ievilktai aplocei un art visam trim aplocém,
kas trijstiirim pievilktas argji ( ka 47.zim.). So teorému, kam ir ap 40 pieradijumu, apskatisim 748,

36. 8 1zotomi saistitie punkti

Definicija. Nogriezna AB ik divus punktus X, Y, kas vienadi attalinati no nogriezna galiem,
sauc par nogriezna AB izotomiem punktiem.

Teorema. Ja A', B', C' ir punkti, kuros ar trijstira ABC malam
krustojas stari, kas savieno plaknes patvaligu punktu P ar trijstira
virsotném, tad tiem izotomos trijstira malu punktus A", B", C" un
trijstira virsotnes savienojoSie stari iet caur kopigu punktu P’
(57.zim.).

P un P' sauc par izotomiem punktiem attieciba uz trijstiiri
ABC; izotomija acimredzot ir involutiva transformacija. Trijstiira
smaguma centrs ir pats ar sevi izotoms. Caur trijstiira virsotném
pamatiem paraléli vilktas taisnes krustojoties noteic 3 citus punktus,
kas pasi ar sevi izotomi.

57. zim.

Pieradijums. Péc Ceva teorémas (20.§ ) der vienlidziba
AC'-BA'-CB'= C'B-A'C-B'A, no kurienes (ta ka AC'=C"B, A'C = BA", CB'=B"A,
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BA' = A"C, C'B = AC", BA = CB") ari C"B-A"C-B"A = AC"-BA"-CB" un péc Ceva
apgrieztas teorémas AA", BB", CC" iet caur kopigu punktu P'.
Lemma. Katram trijstiurim ievilktas un aréji pievilktas aploces pieskarsandas punkti X, Y ir §i
trijstiura malu izotomi punkti.
C

Pieradijums. Apzimgjot trijstira virsotnem A, B, C
pretimgulo$o malu garumus ar a, b, ¢, liekot a+b+c=2p un ievérojot, ka
no kopiga punkta vilkto aploces pieskaru garumi ir vienlidzigi, pierada,
ka 58.zimejuma ir

AX=AU=p-a,YB=BE=CE-a=CD-a=
=b+AD-a=b+AY-a=b+c-BY-a,
no kurienes2-YB=b+c-a=2(p-a)=2-AXun YB = AX.

58. zim. Sekas. Jebkuram trijstirim ABC ievilktas aploces pieskarsands
punktus A', B', C' ar trijstira virsotném savienojosas taisnes iet
caur kopigu punktu G, areji pievilkto aplocu pieskarsanas
punktus A", B", C" ar trijstira virsotném savienojosas taisnes
iet caur kopigu punktu N (59.zim.) G sauc par trijstuira ABC
Zergona punktu un N par Nagela punktu.

Pieradijums . TaisSnu AA', BB', CC' krustosanos kopiga

punktd G pierada ar apgriezto Ceva teorému (20.§ ), ieverojot,
ka B'A = AC', C'B = BA', A'C = CB'. P&c ieprieksgjas lemmas
punkti A", B", C" ir izotomi (attieciba uz trijstiira malam) ar
punktiem A', B', C'. Tadel, ieverojot iepriek$gjo teorému, ari
taisnes AA", BB", CC" krustojas kopiga punkta N.

37.8 Izogonali saistitas un reciprokas taisnes

Lemma. Ja A" un A" ir trijstira ABC malas BC tadi punkti, kam
ZBAA'=ZCAA" (60.zim.), tad (BA'BA"):(CA'-CA") = AB2:AC? (25)

Pieradijums . Ar trijstiiru laukumu attiecibu

L(BAA"):L(AA'C) = BA":CA' pierada proporciju
(AB-AA'sina):(AA-ACsin(A - o)) = BACA' jeb BA"CA' =
=ABsina:ACsin(A - o). B yr U c

Lidziga karta BA":CA" = ABsin(A - a):ACsina. Sareizinot ar
iepriek$&jo un saisinot, dabii (25). 60. zim.

Lteoréma. Ja taisne [ krustojas ar trijstira ABC malam vai to pagarindjumiem punktos A',
B, C', un A", B", C" ir to pasu malu punkti, kam taisnes AA', AA" ir simetriskas pret lenka A
bisektrisi utt., tad punkti A", B", C" pieder taisnei I'. (Matjé | un I' sauca par izogonali saistitam
taisném).

Pieradijums . P&éc (25) der vienlidzibas (BA"BA"):(CA-CA") = ABZAC?,

(CB-CB"):(AB"AB") = CB%AB?, (AC-AC"):(BC-BC") = AC%BC?,
no kurienes BA'-CB-AC'-BA"-CB"-AC" = CA-AB"BC'-CA"-AB"-BC"
un, ievérojot (10), BA"-CB"-AC" =- CA"AB"-BC".

Tadel pec Menelaja apgrieztas teorémas (14.§) punkti A", B", C" pieder taisnei.

2.teorema. Ja taisne t krustojas ar trijstira ABC malam vai to pagarinajumiem punktos A',
B', C'un to izotomi saistitie punkti attieciba uz trijstiira malam ir A", B", C", tad ari pédéjie punkti
pieder taisnei t'. LongSamps (G.de Longchamp) t un t' sauc par reciprokam taisném.

Pieradijums . Vienlidziba (10) liek AC' = C"B, BA' = A"C, CB' = B"A un lieto Menelaja
apgriezto teorému.
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38.8 Trijstura simedianas

Definicija. Taisni BiC1 sauc par trijstira ABC pamatam BC antiparalélu taisni tad, ja
trijstira malu punkti B, C, B1, C1 pieder vienai aplocei.
Teorema. Starp trijstuira malam ieslegto pamatam antiparalélo nogrieznu viduspunktu

geometriska vieta ir trijstira simediana (31 8 ).
(Ievérojam, ka starp trijstira malam ieslégto pamatam paral€lo nogrieznu viduspunktu
geometriska vieta ir trijstira mediana).

Pieradijums . Pienemam, ka 6/.ziméjuma B1Cy ir BC
/B, un x ir lenka A bisektrise.
Atspogulojot pret x, mala AC ies pa malu AB, punkts C1 nonaks
punkta Cz un B1 - punkta By, pie kam £C, = ZC; = /B. Tatad
trijstira pamatam antiparalélas taisnes B1Ci atspogulojums pret
bisektrisi ir pamatam paraléla taisne B2C,. Lidz ar to BiCi
viduspunkta P pret x simetriskais punkts ir BoC, viduspunkts Q,
kas pieder BC medianai. B2C» parvietojoties sev paraléli, punkts
Q apraksta BC medianu un pret bisektrisi x simetriskais punkts P
(jeb antiparal€les viduspunkts) apraksta simedianu.

antiparaléle, tatad £Ci

64. zim.

39.8. Lemuana punkts

Lemma. Trijstira smaguma centru ar trijstira virsotnem
savienojosas taisnes trijstiri sadala vienadu laukumu trijstiiros.

Pieradijums. lIevérojot, ka trijstira smaguma centrs G
sadala katru medianu attieciba 2:1 (skaitot no virsotnes),
62.ziméjuma ir L(GBC):L(ABC) = 1:3.

L.teorema Medianas katra punkta P (speciald gadijuma art
trijstura smaguma centra) attalumi lidz trijstira malam ir pretéji
proporcionali Sim malam.

Pieradijums. Ar u, v apzimgjot punkta P attalumus un ar d,
d' apzim€jot smaguma centra G attalumus [idz trijstira malam AB,
AC, péc ieprieksgjas lemmas 63.ziméjuma ir U:v = d:d' = b:c (26)

2.teorema. Trijstira ABC Lemuana punkta K (31 8 ) attalumi

X, Y, Z lidz trijstiiva malam ir tiesi proporcionali Sim malam.

Pieradijums . Ar z, y apzimgjot punkta K attalumus un ar d,
d' punkta G attalumus Iidz trijstira malam AB, AC (64.zim.), péc
(24) ir zd = yd' jeb z:y = d".d. No Sejienes un (26) z:y = c:b jeb y:b
=Z.C.

Sekas. Ja trijstira ABC Lemuana punkta K attalumus lidz
trijstiira malam a, b, ¢ apzimé attiecigi ar x, y, z, tad x:a = y:b =
z:c (27)

Lietojot atvasinato proporciju un trijstira ABC laukumu

apzimgjot ar L, dabu vienlidzibas
ax:a® = by:b? = cz:c?= (ax + by + cz):(a®+ b? + ¢2) = = 2L:(a® + b? + ¢?) (sal. 64.zim.),
no kurienes x = a-2L:(a% + b? + ¢?), y = b-2L:(a® + b? + ¢?), z = ¢-2L:(a2 + b? + ¢?).
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40.8 Lemuana punkta konstrukcijas

Trijstira ABC Lemuana punktu K var konstruét ka divu
simedianu krustpunktu. K citas konstruéSanas metodes, ko devis
E.W.Grebe 1847.g., pamata ir iepriekS€ja teoréma.

Lemma. Ja divu trijstiiru malas ir pa pariem paralélas, tad
saderigas virsotnes savienojosas taisnes krustojas viend punkta.

Pieradijums. Ja AB || A1By, taisSnu AAjz, BB: krustpunktu
apzimé ar O un OC krustpunktu ar B1C; apzimé ar C (65.zim.), tad

ieverojot, ka Bi1Cy || BC, pierada, ka trijstiiris A1B1C, Ilidzigs
trijstirim ABC un Iidz ar to trijstirim A1B1Ci, kadg] virsotném Ci,
C> jasakrit.

Grebe konstrukcija. Uz trijstira ABC malam konstrug
kvadratus un, to malas pagarinot, dabii Iidzigu trijstiiri A'B'C'
(66.zim), kura malas paralélas ABC malam. Tade] virsotnes A, A';
B, B'; C, C' savienojos$as taisnes krustojas punkta P, kura projekcijas
uz BC, AB, AC apzZimgam ar L, M, N. No lidzigiem taisnlenku
trijstiriem AMP, A'RA; ANP, A'QA izteic

MP:RA = AP:A'A = NP:QA jeb MP:c = NP:b.

Lidziga karta pierada, ka NP:b = LP:a un, salidzinot ar (27),
secina, ka P ir trijstira ABC Lemuana punkts.

418 Trijstira aréjas medianas un simedianas

Trijstura ABC iek§€ja mediana savieno trijstiira virsotni A ar
pamata BC punktu D, kas vienadi attalinats no pamata galu punktiem
B, C. Savienojot trijstiira virsotni ar pamata pagarinajuma punktu E,
kas vienadi attalinats no B, C, dabii caur virsotni vilktu pamatam
paralélu taisni. To sauc par trijstiira aréjo medianu. Argjai medianai
u simetrisko taisni ¢ attieciba uz trijstiira virsotnes lenka bisektrisi 1

67. zim. sauc. par trijstlira aréjo simedianu.

levérojot, ka lenkis starp pieskari un hordu, ka ari ievilktais lenkis ir mérojami ar pusi no
atbilstosa loka, seko, ka trijstiira aréja simediana ir trijstirim apvilktas aploces pieskare (67.zim.).
No Sejienes seko

1.teorema. Pieskares, kas vilktas trijstira ABC virsotnés trijsturim aprakstitai aplocei, ir 5§t
trijstira aréjas simedianas.

2.teoréma. Katra simediana sadala trijstira pamatu nogrieznos p, q, kas proporcionali tiem
pieguloso sanu malu kvadratiem.

Pieradijums . 1) Ja o ir trijstira ABC ieksgja simediana,
kas krusto trijstira pamatu BC punktd L, kura attalumi lidz
malam AB, AC ir d un d', bet Lemuana punkta K attalumi lidz
§Sim malam ir z, y, tad no taisnlenku trijstiriem 68.zZIm&uma,
lietojot (27), izteic

p:q = BL:LC = (d:sinB):(d":sinC) = (zsinC):(ysinB) =
(csinC):(bsinB) = ¢?:b? (28)
(jo csinB = bsinC).
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2) Ja o ir trijstlra argja simediana, tad, ieverojot, ka 67.Zimgjuma
AF? = FB-FC un trijstiiri AFB, CFA ir lidzigi, izteic
FB:FC = FB?:(FB-FC) = FBZAF? = AB2:AC? = c2b? (29)
1.sekas. Trijstira ieksejo un arejo simedianu krustpunkti L, F (68.zim.) ar trijstira pamatu
BC ta gala punktus sadala harmoniski (21 8 ).
Pieradijums . Péc (28) un (29) ir (BL:LC) : (BF:FC)=-1
2.sekas. Ar p', q' un p", ¢" apzimejot nogrieznus, kuros trijstira ABC ieksejas simedianas
sadala malas CA, AB, péc (28) der formulas p:q = c¢%:b? p":q'= a:c? p":q" = b%a? no kurienes
pp'p" = qq'q". Talak lietojot Ceva teorému (20.§ ), dabujam jaunu pieradijumu 31 8 rezultatam, ka
trijstira visas iekséjas simedianas iet caur kopigu punktu K.
3.teorema. Trijstura divas aréjas medianas AD, CD un viena iekseja
mediana BE krustojas kopiga punkta D.
Pieradijums . 69.zim&juma paralelograma ABCD diagonale BD iet
caur otras diagonales AC viduspunktu E, tatad sakrit ar iek§€jo medianu BE.
4.teorema. Trijstira divas aréejas un tresa iekséja simediana
= krustojas kopiga punkta.
Pieradijums. Teoréma min&tas simedianas ir AD, BE, CD (69.zim.)

izogonalas taisnes. P&c ieprieks€jas teorémas un 30., 31.8 s iet caur
punkta D izogonali saistito punktu.

Ar 1. un 4. teorému pamato trijstira ABC Lemuana punkta K
sekojoso konstrukcijas metodi. Trijstirim apvelk aploci un, velkot tas
pieskares virsotnés A, B un C, dabu tangencialo trijstiri A'B'C' (70.zim.).
Caur ta virsotném jaiet dota trijstira ieksg¢jam simedianam, kas tatad ir
taisnes AA', BB', CC'. To krustpunkts K ir dota trijstira ABC Lemuana
punkts un reizé tangenciala trijstira A'B'C' Zergona punkts ( 36.8 ).

42.8 Lemuana punkta ekstremala 1pasiba

L.teorema. Trijstira ABC punkts, kura attalumu kvadratu summa lidz trijstira malam ir
minimala, ir $i trijstiira Lemuana punkts.

(So rezultatu publicgjis uzdevuma veida Liljg 1809.g.).

Pieradijums. Ar X, y, z apzimé patvaliga punkta P attalumus l1dz trijstira ABC malam BC,
AC, ABun ar a, b, ¢ So malu garumus. Lieto identitati

(x2 +y2 +22)(a2 + b2 + c2) = (ax + by + cz)? +
2 a2 2
R T R

(ko parbauda, atverot abas pusés iekavas) un ievéro, ka ax + by + cz ir trijstira ABC
divkarSots laukums, tatad neatkarigs no x, y, z. Tadél (30) kreisajai pusei un lidz ar to summai
x?+y?+z? minimala vértiba ir tada punkta P, kur

bec]_ cal_ ab]_
lyzl"o’ |le"0’ |xy =0,
jeb der (27). Tadg] P ir trijstira ABC Lemuana punkts.
Lemma. Trijstira ABC Lemuana punkts K ir §i punkta

projekciju trijstiira A'B'C’ (33.§) smaguma centrs.

Pieradijums. 71. zim&juma KQ ir C'K pagarinajums un A'Q ||
KB'. Trijstiri ABC un QKA' Iidzigi (jo to malas savstarpgji
perpendikularas), kadeél A'Q:AC = QK:AB = KA"'BC. Péc (27)
KA":BC=KB"AC un péc ieprieksgja seko A'Q:AC = KB"AC, tatad g
A'Q=KB"

Tadel KA'QB' ir paralelograms un ta diagonales dalas uz
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pusém. No ta seko, ka C'K ir trijstira A'B'C' mediana. P&c analogijas arT1 A'K un B'K ir §T trijsttra
medianas, tatad K ir ta smaguma centrs.

2.teorema. Trijstira ABC punkts, kura attalumu kvadratu summa lidz trijstira virsotném ir
minimala, ir $1 trijstiira smaguma centrs.

Pieradijums. Ar x, y, z apzim&jam trijstira ABC smaguma
centra G attalumu Iidz trijstira virsotném un konstru€jam trijstiiri
A'B'C', kam G ir Lemuana punkts. Jebkura cita punkta P attalumus lidz
A'B'C' malam apzim@jot ar xi, Y1, Z1, pec ieprieksgjas teorémas
72.zimé&juma ir X12 + y12 + 212 > x2 + y? + 2% jeb

PAZ- AA;2+ PB2- BB;?+ PC2- CC1%> x? + y? + 72

PAZ + PB2 + PC? > x? + y? + 72, kas teorému pierada.

438 Lemuana pirma aploce un pirmais sesstiiris

Lemma. Ja starp trijstira ABC sanu malam ieslegta nogriezna
PO viduspunkts M pieder pamata medianai, tad PQ paralels pamatam.

Pieradijums . Pienemot pret&jo, 73.zimejuma caur punktu M
velk P1Q1||BC. Tad trijstari PMP1, QMQ: ir kongruenti un
C 2d = ZAQiIM + £ZMQ1Q = ZC + «£P1 = ZC + £B, kas
neiespgjams.

73. zim.

Lteoréma. Visu to punktu P geometriska vieta, caur kuriem trijstira ABC sanu malam
paraléli vilktas taisnes krusto sanu malas un pamatu Cetros vienai aplocei piederigos punktos, ir
trijstira pamata simediana.

Pieradijums. Ja 74.ziméjuma A1C1 || AC un A2B2 || AB un
A1, A2, C1, B> pieder vienai aplocei, tad taisne A1A> antiparaléla
BC (jo£B = LA:B2C1= ZC1A1A2 = ZA1ALA).

Ta ka AAi1PA: ir paralelograms, tad diagonales AiA:
viduspunkts M pieder diagonalei AP, kadel M un lidz ar to P ir

pamata simedianas punkts (38.§ ).

Apgriezta karta, ja punkts P pieder pamata simedianai,
caur P velk AiCi || AC, A2B: || AB un velk pamatam antiparalélu
taisni XY, tad P ir XY viduspunkts un AP ir trijstira AXY

74. zim. mediana. Péc ieprieks$€jas lemmas paralelograma AAPA:
diagonale A1A: ir paraléla XY un Iidz ar to antiparaléla BC. Ja aploce, kas vilkta caur punktiem Az,
Az, C1 neietu caur Bo, tad lenkis A2B2>C; biitu mérojams ar to loku pussummu vai pusstarpibu, kas
ieslégti starp ta malam vai to pagarinajumiem, un atskirtos no lenpka A2A1C;.

Sekas. Caur trijstira ABC Lemuana punktu K trijstira malam
paraléli vilktas taisnes krusto trijstira malas 6 punktos A1, A2, B1, Ba,
C1, Cy, kas pieder vienai un tai pasai aplocei A1 (75.zim.).

To sauc par Lemuana pirmo aploci. A1A2B1B>C:C> sauc par
Lemuana pirmo seSstiri. Ta ik divas pretimgulosas malas ir
antiparal€las. Savienojot trijstira ABC Lemuana punktu K ar pirma
seSstlira visam virsotném, dabii 6 trijstiirus, kas lidzigi ABC. Ievérojot,
ka trapecei CiA:BiB: lepki pie pamata vienlidzigi, secina, ka
C1B2=A:B1. Lidziga karta pierada, ka trijstira ABC pirma Lemuana
seSstiira tris malas A1Cz, A2B1, B2C1, kas ieslégtas starp ABC malam, ir vienlidzigas.

2.teorema. Trijstira ABC Lemudana pirmd aploce atske] no trijstira malam nogrieZpus
A1Az, B1B2, C1Co, kas attiecas ka so malu kubi.

75. zim.
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Pieradijums. Ar x, y apzimgéjot trijstira ABC Lemuana punkta K attalumus lidz malam BC,

CA un ar ha, hp, pret §im malam vilktos trijstira augstumus, 75.ziméjuma ir A1A2:BC = X:h,,

B1B2:AC = y:hy. Ta ka aha= bhp, no $ejienes un (27) izteic A1A2:B1B; = (xhy-BC):(hay-AC) = a*:b? .

Tas teorému pierada.

3.teorema. Trijstuira ABC pirmas Lemuana aploces A1

~ centrs Oz ir trijstirim apvilktas aploces x centru O un Lemuana
punktu K savienojosa nogriezna viduspunkts.

Pieradijums. 76.ziméjuma punkta A vilkta x pieskare t

ar AC veido Z(t,AC)= /B, kadé] t, ka ari taisne C1By ir

antiparal€las BC, tadg€] paralélas sava starpa (38.§) un Iidz ar t
ari Ci1B. perpendikulars OA. Ar M apzimgjot paralelograma
AC:KB; diagonalu krustpunktu un ar N nogriezna OK
viduspunktu, taisne MN ir trijstira AOK viduslinija, tatad
paraléla OA un lidz ar to perpendikulara CiB,. Tatad CiB:
vidusperpendikuls (uz kura atrodas A1 centrs) iet caur punktu N.
Lidziga karta ari B1A2 vidusperpendikuls iet caur punktu N,
kadel N ir A1 centrs.

44.8 Lemuana otra aploce un otrais sesstiris

1.teorema. Caur trijstira ABC Lemudna punktu K (un tikai caur to) trijstira malam vilktas
antiparaléles krusto malas 6 punktos A1, A2, B1, B2, C1, Co, kas pieder vienai aplocei Az, tas centrs
ir K. Az sauc par trijstira ABC otro Lemudana aploci un A1A2B1B2C1Cz par otro Lemuana sesstiiri.

Pieradijums. 1) Ja 77.ziméjuma caur punktu P vilktas
antiparal€les krusto trijstiira malas 6 punktos, kas pieder vienai
aplocei, tad sekojosSie lenki ir vienlidzigi ka lenki pie antiparalélam
taisném vai ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku:

A= LAr= ZA1BoCy, ZA = LA = LAXC1By,
/PCyCy =£C= £PC.Co.

Tadel B.C:P un C1PC; ir vienadsanu trijstiiri un seko malu
vienlidzibas PB, = PCy = PC; utt.

Tatad punkta P trijstira ABC malu antiparal€les dalas uz
pusém, kade] P ir ABC Lemuana punkts.

2) Apgriezta karta, ja 78.ziméuma K ir trijstira ABC
Lemuana punkts un A1B2, A2Cy, B1C> caur K vilkto trijstiira malu
antiparal€les, tad Z/C = ZC; = £C;, kade] C1KC; ir vienadsanu
trijstliris, un aploce ar centru punkta K un radiusu Ci1K iet caur
punktiem C, C; utt., kas teorému pierada.

Sekas 1) Lemuana otra sesstira pretéjas malas ir
paralélas un vienlidzigas.

2) Caur trijstira ABC Lemuana punktu K trijstira malam
vilktas antiparaléles ir vienada garuma.

Lemma. Ja trijstiurt ABC ievilkta taisnstira P1P2P3P4 divas

péc kartas ejosas virsotnes P1, P2 pieder trijstira pamatam, tad " —\

taisnstiira centrs (t.i., diagonalu krustpunkts) O pieder taisnei, ko /{O

veido no pamata medianas MA punktiem uz pamatu vilkto B L /L L\c

perpendikulu viduspunkti Py oM £,
Pieradijums_79.ziméjuma acimredzams. 79, Zim.
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2.teorema. Trijstira ABC Lemuana punkts K ir Sini trijstiri ievilkto taisnstiuru (kuru divas
péc kartas ejosas virsotnes pieder kdadai no trijstira malam) centru geometrisko vietu krustpunkts.

Pieradijums. Ta ka 77.zimejuma trijstira ABC Lemuana otra seSstlira pretgjas malas A1Ao,
B2C; ir paral€las un vienlidzigas, tad Cetrstiiris A1A2B2C1 ir paralelograms. P€dgjais ir taisnstiiris, jo
ta diagonales vienlidzigas. Tade] to krustpunkts K pieder iepriek§€ja lemma mingétai taisnei, utt.

3.teorema. Trijstira ABC otra Lemuana aploce A2 atSke] no trijstira malam nogrieznus, kas
proporcionali pretimguloso lenku kosinusiem.

Pieradijums . Ar p2 apzimgjot A2 radiusu 77.zim&juma, ir C1C2 = 2p»cosC, utt.

4.teorema. Trijstira ABC Lemuana pirma sesstura malas, kas antiparalélas trijstira
malam, ir vienlidzigas Lemudana otrds aploces radiusam ps.

Pieradijums. 80.ziméjuma K ir trijstira ABC Lemuana
punkts, O ir apvilktas aploces centrs, BoK || AB, C1K || AC un taisne

PKQ antiparaléla BC. Tad péc 43.8 taisne CiB2 antiparaléla BC,
tatad (38.§ ) paraléla PQ, cetrsttiris C1KQBg ir paralelograms un
p2 = KQ = C1Ba.

S.teorema. Ja trijstira ABC Lemuana pirmds un otrdas
aploces radiusi ir p1, p2 un trijstirim apvilktas aploces radiuss R,
tad (21)?=p2°+R?(31)

Pieradijums. 80.ziméjuma B;MO; ir taisnlenka trijstuiris
(43.8), kade] 01B,? = 0;M? + MB,2. Ta ka MB2 = 0,5C1B; = 0,5-p2,
O:M =0,5-0A = 0,5R, O1B>= p1, no Sejienes (31) seko.

45. 8 Lemuana taisne

Lemma. Ja trijstira ABC virsotni A ar patvaligi izveletu iekséju punktu P savienojosa taisne
AP krusto pamatu BC punkta A1, tad B, C, A1 ceturtais harmoniskais punkts Az (21.§) ar lidziga
kartd definétiem trijstira paréjam malam atbilstosajiem punktiem B2, C2 pieder vienai un tai pasai
taisnei p (ko sauc par punkta P trilinearo polari vai harmonisko polari attiectba uz trijstiri ABC).
Pieradijums. 8/.zimejuma taisnes BC un Bi1Ci péc 218
krustojas punkta Ay, taisnes AC, A1C: punkta B> un AB, Ai1B:
punkta Co. Péc Dezarga teorémas (23.§) punkti Az, B2, C, pieder
vienai taisnei.
1.lemma. Ja stari a, b, ¢, d ar kopigu virsotni O krustojas ar
patvaligu taisni t punktos A, B, C, D, pie kam c_Ld un c ir lenka
(a,b) bisektrise, tad A, B, C, D ir harmoniski punkti.
Pieradijums. Péc (18) var piepemt tlc. Tad t||d, D ir
bezgaligi talais punkts, AC = CB un péc (17) (A, B, C, D) = - 1.

5 2.lemma. Pols D un polare d (attieciba uz aploci 1) dala
2 harmoniski katru hordu, kas iet caur D.
Pieradijums. Pienemsim, ka D atrodas arpus A un horda iet caur

A centru O. Tad ar r apzimg&jot A radiusu, péc 16.8 82.ziméjuma ir
NN 20C-OD = 2r2 un Iidz ar to (OC + r)(OD - r) = (OD + r)(r - OC) jeb
AC-BD = AD-CB un péc (17) punkti C, D sadala punktus A, B

A cNJjs P .
‘ ° 8 harmoniski.
z Tagad pienemsim, ka A1B: ir patvaliga horda, kas iet caur D, un

tas krustpunkts ar D polari d( LAB) irC:. Ta ka A, B, C, D ir
harmoniski  punkti un AA1LlA1B, péc iepricksgjas lemmas
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nepieciesami, ka Z/B>A1B = ZBA1B1, no kurienes seko wB1B=UBB> un /B:1CB = /B>CB. Ta ka
AiCB1, BiCB:; ir blakuslepki un BC ir pédéja lepka bisektrise, tad C1C (LCB) ir pirma lenka
bisektrise un pec ieprieksgjas lemmas (A1, B1, Ci, D) = -1 Lidzigi pierada lemmu gadijuma, kad D
atrodas iekSpus A.

Definicija. Trijstira ABC Lemuana punkta K trilinearo polari (attieciba uz ABC) sauc par st
trijstiira Lemuana taisni.

Teorema. Trijstiura ABC Lemudana taisne ir Lemuana punkta K polare attieciba uz trijstirim

apvilkto aploci 4 (16.§)

Pieradijums. 83.ziméjuma AA: ir trijstira ABC simediana un
pec 418 2 pieskare punkta A iet caur B, C, A1 ceturto harmonisko

punktu Az. Péc 16.8 un ieprieks€jas lemmas punkta A polare attieciba
uz A ir taisne AAq, kas iet caur Lemuana punktu K. Tadé] K polare iet
caur Az. Péc analogijas K polare iet ari caur B2 un Co.

No pieradijuma seko, ka trijstuira ABC ieks€jas simedianas AA1
pols attieciba uz trijstirim apvilkto aploci A ir trijstira argjas
simedianas un pamata krustpunkts Ao.

46.8 Pirma Lemuina seSstiira Paskala taisne

L.teorema Trijstira ABC pirma Lemudna sesSstira (43.§ ) Paskala taisne (24.§ ) ir trijstarim
apvilktas aploces A un pirmas Lemuana aploces A1 radikald ass (1 5.8 )

Pieradijums. Ja 84.ziméjuma
A1A:B1B2C1C> ir trijstira ABC pirmais
Lemuana seSstiiris, tad taisnes BoC1 un BC
ir antiparal€las (38.§) un punkti B, C, B,
C:1 pieder vienai aplocei x. Aplocu A, X
radikala ass ir BC un A1, x radikala ass ir
B.Ci. Tas krustojas punkta P un caur to
péc 15.8 jaiet ar1 A, A1 radikalai asij t. Péc
analogijas tai jaiet ari caur AC, AiC:
krustpunktu Q un AB, A2B: krustpunktu
R, t.i., jasakrit ar seSstira A1A2B1B2C:C>
Paskala taisni. 84. zim.

Lemma Aplocé ievilkta cetrstira divu pretéjo malu AB, CD
krustpunkta P polare iet caur diagonalu krustpunktu Q. B m

Pieradijums. Ar R apzim&am d{etrstira malu AD, BC
krustpunktu un ar E, F - punktus, kuros QR krusto malas AB, CD
(85.zim.). P&c 218 ir (A,B,E,P)=-1un (C,D, F,P)=-1.

Péc ieprieksgja 8 2.1emmas punkta P polare iet caur E, F,
tatad sakrit ar taisni QR.

2.teoréma. Trijstira ABC pirma Lemuana sesstiura Paskala
taisne PQ ir Lemuana punkta K polare attieciba uz trijstira pirmo
Lemuana aploci 1.

Pieradijums. &84.ziméuma aplocé M ievilkta Cetrstiira 85. zim.

A1A2B,C; diagonales A1B2, A2C: krustojas punkta K (sal. 43.§), kadel pec ieprieksgjas lemmas

punkta P polare iet caur K. Péc 16.8 2.teoremas punkta K polare iet caur punktu P. P&c analogijas ta
iet arT caur punktu Q un tatad sakrit ar taisni PQ.
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478 Takera aploces un Takera taisne (R.Tucker)

Pec 43.8 jebkuras divas taisnes A1Ba, A2Ci, kas vilktas caur
trijstira ABC pamata simedianas jebkuru punktu A' paraléli sanu
malam, krusto trijstira malas Cetros punktos Ai, Az, B2, Ci, kas
pieder vienai aplocei x (86.zim.).

P&edgja krusto trijstiira sanu malas vél divos punktos B, Co.
Nogrieznis C1B> antiparaléls BC (43.§) un A1C; antiparaléls AC

(no UB2C1A1 - UA2B1 = UB2C1CoA ] - UB2C1 = UC1CoAL
seko ZC=£BCoA1).

P&c analogijas arT B1A; antiparaléls AB. Nogriezni B2Ci,

86. zim. C2A1, A2B1 ir vienlidzigi (jo A1B2C1Cz un C1A2B1B: ir vienadsanu
trapeces). No ta seko, ka arT B1C: || BC. Paralelograma BA1B'C: diagonale BB' arT ir trijstira ABC
simediana (jo ta dala uz pusém nogriezni A1Cp, kas antiparaléls AC), un simediana ir art CC'. P&c

31.8 trijstiru ABC un A'B'C' virsotnes savienojosas taisnes AA', BB', CC' krustojas kopiga punkta
K (kas ir trijstira ABC Lemuana punkts ) un trijstiru malas ir paral€las.

Tadel saka, ka ABC, A'B'C' ir homot&tiski trijstiiri ar homotgtijas centru K.

Sie spriedumi pierada:

Lteoremu. Punkti A1, A2, B1, Bz, Ci, Co, kuros trijstira ABC malas krusto homoteétiska
trijstiura A'B'C' (ar homoteétijas centru trijstira ABC Lemuana punktda K) malu pagarindjumi, pieder
vienai un tai pasai aplocei x.

Punktam A' aprakstot simedianu AM, x apraksta aplocu saimi, ko sauc par trijstira ABC
Takera aplocém. Sai saimei pieder trijstirim ABC apvilkta aploce un abas Lemuana aploces (tas
dabt speciala gadijuma, kad A' sakrit ar A vai K vai kad K ir AA' viduspunkts).

2.teorema. Trijstira ABC Takera aplocu centru geometriska vieta ir taisne t, kas savieno
trijsturim apvilktas aploces centru O ar trijstiva Lemuana punktu K. t sauc par trijstira ABC
Takera taisni.

Pieradijums. 87.ziméjuma O ir trijstirim ABC apvilktas
aploces A centrs, | ir A pieskare punkta A; x, K, B2, C1, Co, Az
nozime ka ieprieksgja zim&uma, P un Q ir B2C: resp., C.A:
viduspunkti (kadél PQ|AB), X ir B2C: vidusperpendikula
krustpunkts ar KO. Ta ka pieskare | perpendikulara AO un
antiparaléla BC (43.§ ), ta paral€la B.Cy, seko PX || AO un

KX:KO = KP:KA = PQ:AB

Pienpemot, ka A1C, vidusperpendikuls krusto KO punkta Y,
lidziga karta pierada proporciju KY:KO = KQ:KB = PQ:AB.
Salidzinot ar ieprieksg€jo, secina, ka KX = KY jeb punkti X un Y
sakrit. Tas pierada teorému.

leverojot, ka divu aplocu radikala ass ir perpendikulara centru
Iinijai, dabii $adas
Sekas: Trijstira ABC Takera taisne ir perpendikulara trijstirim apvilktas aploces un pirmas

Lemuana aploces radikalajai asij. t.i., pirma Lemuana sesstira Paskala taisnei (46.§ ).

86.zimejuma trijstiru A1B1C1 un A2B2C> malas veido ar ABC malam vienu un to pasu lenki o,
meérojamu ar loka B2Cy pusi.

Trijstari A1B1C1 un A2B2C; ir kongruenti (jo A:C1 = B2C> ka vienadsanu trapeces diagonales,
utt.) un abi l1idzigi trijstirim ABC (£B = ZC1A1Bay, jo trijstirt A1BC1 ¢+Z£C1A1B: ir argjais lenkis,
bet ¢ un B ir tam nepiegulosie ieksgjie lenki, utt.).

No Sejienes seko
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3.teorema. Ja A1B1C. ir dota trijsturt ABC ievilkts lidzigs trijstiris, kura malas ar ABC malam
veido patvaligu lenki ¢, tad ta virsotnes A1, B1, C1 pieder trijstira ABC vienai un tai pasai Takera
aplocei X; @ mainot no 0 °lidz 180 ¢, dabi trijstira ABC visas Takera aploces.

48.8 Teilora aploce

(Taylor) lemma. Trijstira ABC augstuma AH jebkura
punkta M projekcijas uz sanu malam savienojosais nogrieznis DE
antiparaléls pamatam; ta garums DE=AM-a:2r (32), kur r ir
trijstiurim apvilktas aploces A radiuss un a - trijstira mala BC.

Pieradijums. 88.ziméjuma O ir trijstira ABC augstumu
krustpunkts un AP ir A diametrs. Ta ka punkti L, N pieder aplocei,

kuras diametrs BC, tad LN antiparaléls BC (38.§). Trijstiiriem
ADE, ALN ir kopigs lenkis un to ieslédzosas malas
proporcionalas: AE:AN = AD:AL (= AM:AO). Tadel tie ir lidzigi
trijsturi, no ka seko ED || LN un lidz ar to ED antiparaléls BC.

Ieverojot, ka PQ || BC, seko, ka loki BQ, PC ir vienlidzigi.
Lidz ar to ar1 ZBAQ = ZPAC, AAEM ~ AACP, AADM ~ AABP
un ar1 Cetrstuiri AEMD, ACPB ir lidzigi un seko proporcija
DE:AM = BC:AP, kas (32) pierada.

Teorema. Sesi punkti, kurus dabii, trijstiva ABC augstumu
pamatus H, L, N projicejot uz sanu malam, atrodas uz vienas
aploces x'; pédéja pieder Takera aplocu saimei, x' sauc par
trijstira ABC Teilora aploci.

Pieradijums. Punktu H, L, N projekcijas uz trijstira ABC
malam apzimé&jam ar Ba, C1; A1, C2; Az, B1 un trijstiira augstumus
ar ha, hy, he. Ievérojot, ka katra trijstirT aha= bhy = che, ar (32) pierada, ka trijstiira malu antiparaléles
B2C1, A1Cz un AzB1 ir vienlidzigas. Tade] Takera aploce x', kas iet caur punktiem Bz, Ci, arT ies
caur punktiem Az, Cz, Az, B1 (sal. 86.zim.)

49.8 Brokara punkti

(H.Brocard) 1.teorema. Ja punktu P ar trijstira ABC virsotnem savienojoSie stari ar trijstira
malam veido vienu un to pasu lenki o, tad der Krelles formula (A.Crelle, 1816)

ctgw = ctgA + ctgB + ctgC (33)

Pieradijums. 89.zimejuma no trijstiriem ABC, PBC, PCA
izteic proporcijas b:a=sinB:sinA, a:PC = sinC:sinw, PC:b = sin(A -
):sinA, kuras sareizinot dabu vienlidzibu

sinA-sine = sinB-sinC-sin(A - o), no kurienes
(taka ZA=180°-/B-~C)
sin(B + C):(sinB-sinC) = sin(A - m):(sinA-sinw) un, liekot
89. zim. sin(B + C) = sinB-cosC + cosB-sinC,
Sin(A - ®) = sinA-cosm - CoSA-sinw, dabt (33).
2.teorema. Katra trijsturi ABC eksiste divi punkti X un Y, kurus ar trijstira virsotnem
savienojosie stari veido ar trijstira malam vienu un to pasu lenki o < 90 ° (tikai katram punktam
cita virziena).
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Punktus X un Y sauc par trijstira ABC Brokara punktiem un o - par Brokara lepki. Par pirmo
(otro) Brokara punktu sauc to, no kura apejot Brokara lenkus, trijstiira virsotnes tiek aprakstitas
pozitiva (negativa) virziena (sal. 91., 92.zim).

92 . zim.

91. zim.
Pieradijums. 90.ziméjuma K ir trijstira ABC Lemuana punkts,

A1 - pirma Lemuana aploce un A1B2B1C,C1A, - pirmais seSstiris.
Tade] B2KCy||BC, A:KBi||AB un loki AiA2, BiB2, CiC: ir
vienlidzigi (43.§). No Sejienes seko, ka trijstiri A1B1C1, A2B2Cs ir
kongruenti, abi Iidzigi trijstirim ABC un to malas (katram cita
virziena) veido ar ABC saderigajam malam vienu un to pasu lenki a,

kas merojams ar UC1C; pusi (sal. arT 47.8 ). Uzskatot K par trijstira &
A2B2C; punktu, noteicam A1B1C; atbilstoso punktu X, konstrugjot
ZXA1B1 = ZKA2B2 un £XB1A1 = ZKB2A:.
Taka /B + /X = /B2+ £ZX = ZA:B.C1+ ZC1B2Co+ £ X = )
=/A1B1X + ZByA:B1 + £X = LA1B1X + ZB1AIX + £X = 2d, 90. zim.

tad ap Cetrstiiri BA1XB1 var apvilkt aploci x. Tadel lenki A1BX un A1B:1X (kas balstas uz x vienu
un to pasu loku) ir vienlidzigi. Lidz ar to ZXBB1 = £XB1C; un seko, ka Z/BXB1 = ZC1B1C = o.
Lidziga karta pierada, ka art ZAXA1 un ZCXC;y vienlidzigi ar o.

Tadel, pagriezot trijstiri A1B1C1 negativa virziena ap punktu X par lenki o, taisne XB; ies XB
virziena, §1 trijstira malas klis paralélas trijstira ABC saderigajam malam un saderigas virsotnes
savienojosas taisnes ies caur punktu X, kas biis abu trijstiru homotgtijas centrs (47.§ ). Uzskatot K
par trijstiira A1B1C1 punktu, lidziga karta konstrué tam atbilstoso A2B2C, punktu Y, kas ir ABC un
A2B2C2 homotgtijas centrs (pec pagrieSanas par legki a pozitiva virziena),

ZXBC = £ZXB1C1 = ZB1- ZA1B1X = /B> - ZA:B.C1 = ZC1B2Co = a.
Lidziga karta ari lenki XCA, XAB, YCB, YAC, YBA visi ir a, kas teorému pierada.
Sekas. Ta ka trijstira ABC abi Brokara punkti X, Y ir ari izogonali saistiti punkti, tad tos

projicéjot uz trijstira malam, dabii 6 punktus, kas pieder vienai aplocei (3 0.8 ).

50.8 Brokara punktu konstrukcijas

Trijstura ABC Brokara punktu noteikSanai varétu konstruét starus
AA', BB', CC', kas ar trijstira malam veido vienu un to pasu lenki «;
ta dabu trijstirt ABC ieslegtu trijstiri A'B'C' (93.zim.). P&dgjais
pamazinas ar o palielinaSanos un robezgadijuma dod vienu no Brokara
punktiem.

Precizu Brokara punktu konstruéSanas metodi pamato ar sekojoSo

lemmu. Aploce x, kas iet caur trijstira ABC pamata BC galu
punktiem un Brokara punktu X, pieskaras vienai no sanu malam.
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Pieradijums. Ja 94.zimejuma X ir pirmais Brokara punkts un
caur punktiem B, X, C vilkta aploce x sanu malai AC nepieskaras, bet
krustojas ar AC punktos C, C; vai C, Co, tad lepkis XCA ir m&rojams
ar pusi loka XC; vai pusi loka XC; un at$kiras no lenka XBC (kas
meérojams ar pusi loka XC).

Tatad Brokara pirmo punktu X var konstruét ka divu aplocu x, y
X krustpunktu, ja x iet caur virsotni B un punkta C pieskaras malai AC

94.zim. un y iet caur virsotni C un punkta A pieskaras malai AB. Otra Brokara
punkta konstrugsanai velk aploces u, v, no kuram pirma iet caur virsotni C un punkta B pieskaras
malai AB, bet otra iet caur virsotni A un punkta C pieskaras malai BC. Punktu X var konstruét ari
ka aploces x krustpunktu ar taisni AD, ja D ir punkts, kura x krustojas ar trijstira malai AB paralélu
taisni caur punktu C (9/.zim.) un Y var konstruét ka aploces u krustpunktu ar taisni AD', ja D' ir
punkts, kura u krustojas ar malai AC paral€lu taisni caur punktu B (92.zim.).

Pieradijuma jaieveéro, ka 91.zimejuma

wBD - UB1X = UB:C - UB1X = UXC, kadel £XAB = ZXBC = ZXCA.

Lidzigi pierada vajadzigo lenku vienlidzibu 92.ziméjuma.

Lai apskatitu veél citu konstrukcijas metodi, pienemam, ka
95.ziméjuma Q) ir trijstiira ABC Brokara punkts, hy, hz ir taisnes CQ
attalumi lidz A, B un C: ir tas krustpunkts ar AB. Tad trijstiriem
BQC, BQA ir

a:BQ = sin(n - C):sin(C - w), BQ:c = sinw:sin(x - B),
no kurienes sinA:sinC = a:c = (sinC - sinw):sinB-sin(C - o)
un [1dz ar to sinm:sin(C - o ) = (sinA-sinB):sin®C. Ja C2A4||AC,
no Sejienes
95. zim. (un ta ka asinB = bsinA) izteic CA1:A1B = AC2:C2B = hy:hy =
= (b-sinw ):asin(C - ) = (b-sinA-sinB):asinC = (sinB:sinC)? = b2:c?.

Pac 41.8 punkts A: pieder pamata BC simedianai. No Sejienes seko, ka caur trijstira ABC
simedianu galu punktiem A1, B1, C1 (jeb punktiem, kurus dod trijstiira virsotnes ar Lemuana punktu
K savienojosas taisnes) velkot trijstiira malam paral€las taisnes viena un tani pat rotacijas virziena,
dabt trijstira malu punktus Cz, Az, Bz, kurus ar pret&jam virsotném savienojosas taisnes krustojas
viena no Brokara punktiem. Velkot paral€las taisnes pret§ja rotacijas virziena, tada pat karta
konstrug otru Brokara punktu.

Ja trijstiira patvaligu punktu K savieno ar virsotném un ar uz
preté§jam malam dabitajiem punktiem A1, Bi, Ci izdara tikko
apskatito konstrukciju (96.zim.), ari tad punktus Cp, Az, By ar
pretgjam virsotném savienojos$as taisnes krustojas viena un tani
pat punkta X (o péc Ceva teorémas
(AB1:B1C)(CA1:A1B)(BC1:C1A) = 1 un S$§is attiecibas var
apmainit ar BA2:A2C, AC,:C;B, CB2:B2A). Mainot rotacijas
virzienu, tada pat karta dabu vél otru punktu Y. Ta konstruétos
punktus ap 1870.g. dazi autori sauca par brokariskiem punktiem.

51.8 Brokara lenkis

L.teorema. Brokara lenkim @ der novértejums 0 < o < 30°
Vienadmalu trijstirim ir &= 30°
Pieradijums. Ja A + B + C=180°, tad tgA + tgB + tgC =
= ((sinA-cosB + sinBcosA)-cosC + sinC-cosA-cosB):(cosA-cosB-cosC) =
= (sin(A + B)-cosC + sinC-cosA-cosB):(cosA-cosB-cosC) =
= ((sinC( - cos(A + B) + cosA-cosB)):(cosA-cosB-cosC) =
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= (sinA-sinB-sinC):(cosA-cosB-cosC) jeb tgA + tgB + tgC = tgA-tgB-tgC.
Te liekot tgA = 1/ctgA, tgB = 1/ctgB, tgC = 1/ctgC un atmetot kopigos sauc€jus, dabi
formulu ctgA-ctgB + ctgB-ctgC + ctgC-ctgA = 1 (34)
No $ejienes un (33) ir 0 < (ctgA - ctgB)? + (ctgB - ctgC)? + (ctgC - ctgA)? =

= 2(ctg®A + ctg®B + ctg’C) - 2 =

=2((ctgA + ctgB + ctgC)? - 2(ctgA-ctgB + ctgA-ctgC + ctgB-ctgC)) - 2 =

=2(ctg’m - 2) - 2, kade] ctg?ow > 3un 0 < o < 30°.

JaA=B=C =60 tad pec (33) ir ctgo = 3-ctg60° = /3 un = 30°.
2.teoréma. Trijstirim ar malam a, b, c un laukumu L ir ctgow = (a?+b?+ ¢2):4L (35)

Pieradijums. Ja, Brokara punktu Q projicgjot uz trijstiira
malam, dabi nogrieznus ai, b, ¢ (97.zim.), tad péc Steinera
teoremas (29.8) ir ar?+b1%+c12=(a-a1)?+(b-b1)?+(c-c1)?, no kurienes

aa; + bbi+ cc1 = 0,5 (a2 + b? + ¢?) (36)

Ar X, y, z apzimgjot punkta Q attalumus I1dz trijstira malam,
izteic L = 0,5(ax+by+cz) = 0,5(aaitgw+bbitgw+ccitgm) =

= 0,5(aa; + bb1 + cci)tgo.

No Sejienes un (36) teoréma seko.

97. zim.
Lai konstruétu trijstira ABC Brokara lepki o , caur virsotni A E
A velk pamatam BC paral€lu taisni AE, kur punktu E noteic, atliekot
ZACE = 4B (98.zim.). h
Savienojot B ar E, dabii lenki o, kam, ar h apzimgjot trijstiira
augstumu, ir h-ctgoo = BF =BD + DC + CF = B8 “D = ;_l
= h-ctgB + h-ctgC + h-ctgA jeb ctga = ctgA + ctgB + ctgC. 98. zim.

Salidzinot ar (33), secina, ka o = o .

99. zim.

52.8 Trijstiru lidzibas centrs

Definicija. Divus n - stirus sauc par homotétiskiem tad, ja
vinu atbilstosas malas paralélas un saderigas virsotnes savienojosas
taisnes iet caur kopigu punktu S (99.zim.); pédéjo sauc par
homotétijas centru (sal. 4 7.8 ).

Homotetiskas figiiras ir perspektivu figtru (23.§) specials
gadijums.

No definicijas seko, ka homotétiski n -stiri ir arT lidzigi, t.i.,
saderigie lepki ir vienlidzigi un malas proporcionalas. Apgrieztais

spriedums neder. Tomér ik divam lidzigam plaksnes figiiram (piem&ram, viena un ta pasa apgabala
divam dazada me&roga geografiskajam kartém) var atrast punktu X, ap kuru vienu figliru par
piemérotu lenki pagriezot, divas figtras kliist homotgtiskas (ar centru X - A.A.); tadu X sauc par
abu figiiru lidzibas centru. Pietiek pieradit ta eksistenci gadijuma, kad figtiras ir trijstiiri.

100. zim.

Lteoréma. Ik diviem lidzigiem trijstiriem ABC, A'B'C' eksisté

lidzibas centrs X, ko noteic krustojoties divas aploces u, v, katra no
kuram iet caur vienu pari saderigu virsotnu un to savienojoso malu
krustpunktu.

Pieradijums. /00.ziméjuma ir ABCX ~ AB'C'X, jo

/XBC = ZXB'C' (ka ievilktie lenki, kas balstas uz u loku PX)
un ZBCX = ZB'C'X (ka lenki, kas balstas uz v loku XP),
kade] ZBXC = ZB'XC' un lidz ar to Z/BXB'=/CXC..

Taka ZACX = ZBCX - ZBCA = ZB'C'X - ZB'C'A'= ZA'C'X un
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AC:A'C'=BC:B'C' = CX:C'X, tad AXAC ~AXA'C', ZAXC = LA'XC'" un seko
ZAXA'=ZAXC + LCXA' = ZAXC' + LZCXA' = LZCXC'= ¢.

Lietojot Iidzigos trijstirus ABX, A'B'X, pierada, ka arl
ZBXB'= ¢. Tadel, trijstiri B'XC' pagriezot ap punktu X negativa
virziena par lepki ¢, mala XB' ies pa XB, XC' pa XC, trijsturu BXC,
B'XC' lidzibas deél malas BC, B'C' biis paral€las, XA' ies pa XA un
trijstiri ABC, A'B'C' biis homotgtiski (701.zim.) Speciala gadijuma,
kad B' atrodas uz malas BC, tad punkti B', P sakrit un aploce u malai
B'C' punkta B' pieskaras. Citadi pieradijums ka ieprieks.

Ja B' sakrit ar C (102.zim.), tad aploce u iet caur B, C un punkta
C pieskaras malai B'C’, bet v iet caur B', C' un punkta C pieskaras
malai BC. Pieradijums ka ieprieks.

2.teorema. Ja A'B'C' ir trijstirt ABC ierakstits lidzigs trijstiris,
kura virsotne A' pieder malai AB, tad trijstiru lidzibas centrs X abos
trijstiros ir pirmais Brokara punkts.

Pieradijums. Ar u apzim&jam aploci, kas iet
caur punktiem B, B' un pieskaras malai B'C', betar v -
aploci, kas iet caur C, C', B' (103.zim.).

Ta ka ZB = /B, tad aplocei u jaiet ar1 caur
punktu A'.

Ievérojam, ka Z/XBC = £ZXB'C', jo katrs no
tiem merojams ar u loka B'X pusi, un
/XCB=/XC'B' ka ievilktie lenki, kas balstas uz v
loku XB'.

Tade] ABCX ~ AB'C'X un ZBXC = £ZB'XC..

Lidz ar to ZBXB'= ZCXC' = ¢. (37)

Bez tam £XCA = ZBCA - ZBCX =
103. zim. = /B'C'A'- ZB'C'X = ZXC'A' un art
/XCA = ZXB'C' = o (ka lenki, kas balstas uz

loku XC).

Ta ka ar1 AC:A'C' = BC:B'C' = XC:XC', tad AACX ~ AA'C'X un seko ZA'XC' = ZAXC,
kadg] art ZA'XA = ZC'XC = ¢. Tas kopa ar (37) pierada, ka X ir trijstiru ABC, A'B'C' lidzibas
centrs.

levérojam, ka ® = ZXBB' = ZXA'B' (ka lenki, kas balstas uz loku XB') un ari
/A CX=/XCC' = ®, jo AXC'A' ~ AXCA. Ap Ccetrstiri AA'XC' var apvilkt aploci, jo
/XC'A=/XB'C (katrs no tiem mérojams ar v loka XC'C pusi) un ZAA'X = ZXB'B (mérojami ar u
loka XA'B pusi), tatad Cetrstiira pret&jo lenku summa ir 2d. Tagad © = ZA'C'X = LZA'AX (jo balstas
uz vienu un to pasu loku) un teoréma seko.

Trijstiru ABC un A'B'C' saderigas malas veido vienu un to pasu lenki ¢. Tam mainoties,
dabiijam bezgaligi daudzus ierakstitos trijstirus A'B'C', kam visiem ar ABC ir kopigs Iidzibas
centrs X.

Ja trijstiir1 ABC lidzigais trijsturis A'B'C' ir ievilkts ta, ka virsotne A' atrodas uz malas AC,
tad trijstiru lidzibas centrs Y abos trijstiiros ir otrais Brokara punkts. Pienemot virsotni A' uz malas
BC, nekadu vienkarsu rezultatu nedabt.
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53.8 Brokara pirmais trijstiiris un aploce

Ja uz dota trijstira ABC malam konstru€ vienadsanu trijstirus A'BC, ..., kuriem lenkis pie
pamata ir ABC Brokara lepkis o, tad virsotnu A', B', C' veidoto trijstiiri A'B'C' sauc par pirmo
Brokara trijstiri. Ja Q un Q' ir dota trijstira Brokara punkti, tad A' var konstruét ka BQ, CQ'
krustpunktu; B' ir CQ, AQ' krustpunkts, bet C' ir AQ, BQ' krustpunkts.

Péc definicijas A' pieder malas BC vidusperpendikulam, B' - malas AC
vidusperpendikulam, C' - malas AB vidusperpendikulam.

No taisnlenka trijstira A'MB (kur M ir BC viduspunkts) un (35) izteic

A'M = BM-tgo = a/2-4L:(a® + b? + ¢?) = 2a-L:(a® + b? + ¢?).

Pac 39.8 tads pat ir arT Lemuana punkta K attalums lidz malai BC. Tadg] punkts A' ir punkta
K projekcija uz BC vidusperpendikula un Iidzigs spriedums der punktiem B', C'.

Tas pierdada 1.teorému. Pirma Brokara trijstira virsotnes ir dota trijstira Lemuana punkta
K projekcijas uz malu vidusperpendikuliem.

Pirmajam Brokara trijsttirim apvilkto aploci sauc par trijstira ABC Brokara aploci.

2.teorema. Trijstiris ABC ir apgriezti lidzigs savam pirmajam Brokara trijsturim. Trijstira
ABC Brokara aploces [ centrs ir trijstira apvilktas aploces centru O un Lemuana punktu K

savienojosa nogriezna viduspunkts (tatad péc 438 Brokara aploce koncentriska pirmajai Lemuana
aplocei A7), un giet caur punktiem O, K, £, £2. (Brokars savu aploci sauca par 7 punktu aploci).

Pieradijums. Ta ka KA'O ir taisns lenkis, tad punkts A’
pieder aplocei ar diametru OK. Lidziga karta $ai aplocei pieder ar
punkti B' un C', kadg] ta ir Brokara aploce. Uz trijstira malam
paralélam taisném, kas vilktas caur punktu K, atrodas pirma
Brokara trijstira virsotnes un pirmas Lemuana aploces A1
krustpunkti P, P', Q, Q', R, R ar dota trijstira malam. Tadél
104.zimejuma BPKR' ir paralelograms un ZB=/A'KC'=/£B'
(pedgjie lenki balstas uz B [lvienu un to pasSu loku). Lidzigi
pierada, ka ZC = £ZC', ZA=ZA'. Trijstiiri ABC un A'B'C' jasauc
par apgriezti lidzigiem, jo to atbilsto$as virsotnes sakartotas
pret€jos rotacijas virzienos.

105.ziméjuma A'QC' ir trijstira AQB argjais lenkis.

Tadel ZA'QC'= ZABQ + /BAQ=/B-0+n=/B=/B.

Tade] Q pieder to punktu geometriskai vietai, no kuriem
nogrieznis A'C' redzams lenki B, t.i., Brokara aplocei . Lidzigi
pierada, ka Sai aplocei pieder ar1 punkts Q'.

Nogriezni OK sauc par Brokara diametru. QQ' sauc par
Brokara taisni. 103. zim.

3.teoréma. Brokara taisne ir perpendikulara
Brokara diametram (jeb punkti €, 2 ir simetriski pret

OK).

Pieradijums. 106.ziméjuma vz Brokara aploces |
loku OK balstas ZKA'Q=0; uz loku Q'K balstas lenkis w I W I\ C
KA'Q' = o. Tade] Sie loki vienlidzigi un teoréma seko. o)

106. zim.
4.teoréma. Trijstiris ABC ar ta pirmo Brokara trijstiri ir trijkart perspektivi trijstiri:
saderigas virsotnes A, A'; B, B'; C, C' savienojosas taisnes iet caur kopigu punktu X, virsotnes A,
C'; B, A'; C, B' savienojosas taisnes iet caur punktu Q, bet virsotnes A, B'; B, C'; C, A' savienojosas
taisnes iet caur punktu Q'.
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Pieradijums. Ta ka /04.zimejuma 3 un A1 ir koncentriskas aploces, tad
AP =KQ', KQ=CR', KP'=B'R.

Sos nogrieznus projicgjot no trijstira ABC virsotném uz pretimgulo$am malam, dabi $o
malu izotomi saistitus punktus A1, A2; By, Bz; C1, C2 (36.§ ). Tos ar trijstiira virsotném savienojosas
tris taisnes iet caur kopigu punktu K. Tadg] arT pargjas tris iet caur punktu X, kas ar K izotomi
saistits attieciba uz trijsturi ABC. Teor€mas otru dalu pierada ar trijstira A'B'C' konstruésanas
prieksrakstu (106.zim.).

54.8 Brokara pirma trijstira laukums

Lemma. Ja diviem trijstiriem ir vai nu viens un tas pats

gﬁ lenkis a vai viend ir lenkis aun otra 180°- a, tad trijstiru laukumi
¢, attiecas ka so lenki ieslédzoso malu reizinajumi.
Ay Pieradijums. Ja 107.zim&uma trijstiru laukumi ir Ly, Lo,
a, tad L1 = 0,5-a1bssina, Lo = 0,5-a2b2sino un Li:Lo = (a1b1):(azb2).

107. zim. .
“m Teorema. Ja L(ABC) apzimé trijstira ABC laukumu, @ Ir

trijstira ABC Brokara lenkis un A'B'C' - pirmais Brokara trijstiiris,
tad A =L(A'B'C):L(ABC) = %(I - 3tg’» ) (38)

Pieradijums. Ja /08.zimejuma O ir trijstira ABC (ar malam
a, b, c) apvilktas aploces o centrs un A'OM - malas BC
vidusperpendikuls, tad, apskatot a lokus, uz kuriem balstas A un
BOM, pierada, ka Sie lepki vienlidzigi; tadé] OM=0,5a-ctgA. Ta ka
C A'M=0,5atgo, tad OA'= A'M - OM = 0,5-a(tgw-ctgA). (39)
Lidzigi pierada, ka OB' = - 0,5b(tgw -ctgB),
OC'=-0,5¢c(tgw - ctgC). (4¢0)

Trijstiiriem A'C'O un ABC ir viens un tas pats lenkis: ZB = ZB' = ZC'OA" (ka lenki, kas
balstas uz B vienu un to pasu loku). Ari trijstiros A'B'O un ABC ir paris vienlidzigu lenku:
/ZC=/C'= ZA'OB!, bet trijsturos C'OB' un ABC ir lenki C'OB' un A'=A, kuru summa 180°. Tadg]
péc ieprieksgjas lemmas L(C'OA"):L(ABC) = (OC'-OA"):ac, L(A'OB"):L(ABC) = (OA"-0OB"):ab,

L(C'OB"):L(ABC) = (OC'-OB"):bc.
No $ejienes un (39), (40), (33), (34) izteic
A =L(A'B'C):L(ABC) = (L(C'OA") + L(A'OB’) - L(C'OB")):L(ABC) =
=-0,25(tgw - ctgA)(tgw - ctgC) - 0,25(tgw - ctgA)(tgwm - ctgB) - 0,25(tgw - ctgB)(tgw - ctgC) =
=-0,25 [3tg’m - 2tgo (CtgA + ctgB + ctgC) + ctgA-ctgB + ctgA-ctgC + ctgBcetgCl =
=-0,25(3tg’m - 2 + 1) = 0,25(1 - 3tg?wm ), kas teorému pierada.

No $ejienes seko, ka tg?m < 1/3 jeb ®<30° (sal. 51.8 ). Ievérojot, ka Iidzigu trijstiru laukumi
attiecas ka saderigo malu kvadrati, ka apvilkto aploc¢u radiusu kvadrati utt., izteic Brokara pirma
trijstiira malas a' = avi, b =byJr,c=cVr (41) un Brokara aploces radiusu r' = rva Garir
trijstirim ABC apvilktas aploces radiuss). No (38) un (41) seko, ka vienadmalu trijstirT pirmais
Brokara trijsturis reduc€jas uz punktu.

108. zim.
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55.8 Telkampfa teoréma (1825.g.)

Teorema. Ja Uz dota trijstira ABC malam to vienddas pusés (iekspusé vai arpusé) ir
konstrueti trijstiuri A'BC, B'AC, C'AB, kam viena un tani pat virsotné saejosie lenki vienlidzigi, tad
atbilstosas virsotnes A, A'; B, B'; C, C' savienojosas taisnes krustojas viena punkta X.

Pieradijums. Ja [09.ziméjuma M, N, P ir taiSpu AA', BB', CC'
krustpunkti ar trijstira ABC malam un hi, hy ir punktu B, C attalumi
lidz taisnei AA', tad L(ABA'):L(ACA") = hi:h, = BM:MC un lidziga
karta L(BCB'"):L(BAB') = CN:NA, L(CAC"):L(CBC') = AP:PB,

no kurienes k = (BM:MC)-(CN:NA)-(AP:PB) =
= (L(ABA"):L(ACA")-(L(BCB"):L(BAB")-(L(CAC"):L(CBC)) =
=(L(ABA"):L(CBC")-(L(BCB'):L(ACA")-(L(CAC):L(BAB") (42)
Labaja pusé vienas un tas paSas attiecibas trijstiiros ir pa

vienam vienadam lenkim, kadel p&c iepriekseja 8 lemmas to laukumi 109. zim.
attiecas ka So lenki ieslédzoSo malu reizinajumi, no kurienes
k = (AB:CB)-(BA":BC")-(BC:AC)-(CB"CA")-(CA:BA)-(AC:AB") =
= (BA"CA")-(CB"AB)-(AC"BC'") = 1 p&c sinusu teorémas.

Tapéc no (42) BM-CN-AP = MC-NA-PB un vajadzigo rezultatu pierada Ceva apgriezta
teoréma (20.§ ).

Sekas. Ja uz trijstura ABC malam to vienadas pusés ir konstruéti vienadsanu trijstiri ar
vienu un to pasu lenki pie pamata, tad to virsotnes ar pretejam dota trijstira virsotném
savienojos$as taisnes iet caur vienu un to pasu punktu X.

No Sejienes un trijstira ABC pirma Brokara trijstira A'B'C' konstrukcijas (105.zim.) seko

53.8 rezultats, ka ABC un A'B'C' ir perspektivi trijstiri.

56.8 Brokara otrais trijstaris

1.lemma. Ja aplocei u trijstira ABC sanu mala AB ir horda un sanu mala AC pieskare, bet
aplocei v otradi (t.i. AC - horda un AB -pieskare), tad uz §im sanu malam konstruétu tiesi lidzigu
trijsturu (vai citu figiru) lidzibas centrs ir u, v krustpunkts X un taisne AX ir trijstira ABC
simediana.

Pieradijums. //0.ziméjuma ZABX = ZXAC (abi mérojami
ar u loka AX pusi) un ZBAX = ZXCA ( mérojami ar v loka AX
pusi).

Tadel ZAXB = ZAXC = ¢. Trijsturi AXC pagriezot

o~ Pozitiva virziena par lenki @, mala AC bis paraléla malai AB un uz
Stm malam konstruéti lidzigi trijsturi klds homotétiski. Ta ka
lidzigo trijstiru AXB, AXC augstumi hi, hz ir proporcionali
saderigajam malam: hi:ho= c:b, tad péc 39.8 AX ir trijstira ABC

110. zim.
simediana.
o 4‘ 2.lemma. lepriekseja lemma minetais punkts X dala caur
D vinu ejoso trijstiurim ABC apvilktas aploces ahordu AA1 uz pusem.

DS, Pieradijums. Ievérojot ieprieksejo pieradijumu,
" 111.ziméjuma ir ZABX = ZA1AC = ZA:DC (ka lenki, kas balstas
" 2\ vz vienu un to pasu loku AiC) un ZBAX = ZACD = ZAAD
B C (balstas uz o loku AD). Tadél aploces o loki AD un BA:1 ir
A vienlidzigi. Lidz ar to ar1
111. zim. VAB = UAD + UDB = UDB + UBA; = UDA: un seko
hordu vienlidziba AB = DA1. Tadgl trijstiiri ABX un A1DX ir kongruenti un seko AX=XA.
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3. Iemma Ieprzekse]as lemmds minétais punkts X pieder trijstira ABC Brokara aplocei p.
Pieradijums. Ja //2.ziméjuma K ir trijstira ABC Lemuana
punkts un O -apvilktas aploces o centrs, tad, ievérojot ieprieksgjas

lemmas, OX LAA; jeb OXK ir taisns lenkis. Ta ka OK pec 53.8 ir
aploces B diametrs, tad punkts X pieder 3.

Trijstira ABC simedianas krustojas ar Brokara aploci Lemuana
punkta K un tris citos punktos A", B", C" (A" pieder virsotnes A
simedianai utt.), kuri veido otro Brokara trijstiri. Tas ir Brokara aplocé
ievilkts dotajam trijstirim ABC perspektivs trijstiiris ar perspektivas
centru Lemuana punktd K. Otra Brokara trijstura virsotne A" ir

112. zim. ieprieksgjo lemmu punkts X, kas ir uz dota trijstira ABC malam AB,
AC konstruétu lidzigu figiru lidzibas centrs. Analoga paSiba ir trijstiira paréjam virsotném B", C".
Tas pierada

teoremu: Trijstira ABC otra Brokara trijstira virsotnes A", B", C" ir tadu lidzigu figiiru

lidzibas centri, kas konstruétas uz atbilstosa virsotné saejosam dota trijstira malam.
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IIL. IEVILKTIE UN APVILKTIE DAUDZSTURI

57.8 Eilera formula

Lemma. Jebkura trijstira bisektrise | krusto trijsturim apvilkto aploci o punkta X, kas
vienadi attalinats no trijstiri ievilktas aploces i centra | un trijstiura tas malas galu punktiem, kuru |
krusto.

Pieradijums. //3.ziméjuma ZBAX = ZCAX, kade] ari
UBX=UCX un Iidz ar to BX = CX. Ta ka BI un BI' ir blakus lenku
bisektrises, tad tas perpendikularas. Tade€l aploce u ar diametru II' iet
caur punktu B. Lidziga karta u iet arT caur punktu C. Lenkis BIX ka
trijstira AIB ar€jais lenkis ir

0,5(ZA + £B), ari ZIBX = ZIBC + ZCBX =0,5(£B + ZA).

Tade] IXB ir vienadsanu trijstiris jeb IX = BX. Aploce ar centru
un radiusu XB iet caur punktiem B, I, C, tatad sakrit ar u un iet ar1 caur
punktu I'. Tas pierada, ka X ir II' viduspunkts.

A

L.teorema. Ja R ir trijstiurim ABC apvilktas aploces radiuss, r -
ievilktas aploces radiuss un d - aplocu centru attalums, tad d*=R%-2Rr
43) 113. zim.

(So formulu ar gariem algebriskiem aprékiniem pieradija Eilers
1765.g. un to sauc Eilera varda. Kads toreiz pazistams anglu autors
Cepls (Chapple) 1746.g. pieradija apgriezto slédzienu zemak sekojosas
2.teorémas forma. Ilje (L. Huilier) 1811.g. pirmais pamanija, ka, ja
eksisté viens trijstiris, kas ievilkts dotaja aplocé a un apvilkts dotai
aplocei 1, tad tadu trijsturu ir bezgaligi daudz.)

Pieradijums. //4.ziméjuma O ir trijstira ABC apvilktas aploces
a centrs, | - ievilktas aploces 1 centrs, F ir 1 pieskarSanas punkts malai
AB. XY ir malai BC perpendikulars o diametrs, bet DE - diametrs caur
punktu I. Tad UBX = UXC un lenka A bisektrise Al iet caur punktu X.

Lenki Y un BAX ir vienlidzigi (jo balstas uz o vienu un to pasu
loku), kadel taisnlenka trijsturi AFI, YBX ir lidzigi un IF:Al = BX:XY
jeb IF-XY = AI-BX. Ta ka péc ieprieksgjas lemmas BX = IX, seko 114. zim.
vienlidzibas r-2R = AILIX = EILID = (R - d)(R + d) = R? - d?, kas
formulu (43) pierada.

levérojot, ka d>=R(R - 2r) > 0, seko, ka 2r < R (44), jeb trijstiiri ievilktas aploces diametrs
neparsniedz apvilktas aploces radiusu. Patvaligi izvélétajiem r, R, kam der (44), var konstruét d (ka
R un R-2r vidgjo geometrisko) ta, ka der (43). Tad atbilstosa aploce i atrodas iek$pus o (pret&ja
gadfjuma ir d + r > R, no kurienes d>>R? + r? - 2Rr un, lietojot (43), secina 0 > r?).

2.teorema. Ja i Un « ir divas aploces, kuru radiusi v, R un
centru distance d apmierina nosacijumu (43), tad var konstruét
bezgaligi daudz trijstiru ABC, kam i ir ievilkta un o apvilkta
aploce.

Pieradijums. //5.zimejuma | ir i centrs un O - aploces o
centrs. Izv€loties a patvaligu punktu A, velk 1 pieskares AB, AC,
lenka A bisektrisi Al, taisnes BIB', CIC' un dabitos o punktus B',
C' savieno sava starpa un ar punktu A. Ja pieradisim, ka Cetrstiira
AC'IB' pretgjas virsotnés B', C' saejosas malas ir vienlidzigas:
C'A=C'l un B'A = B'l (45) (tadu cetrstari sauc par deltoidu), tad

115. zim.

44



biis AAC'B' = AIC'B' un sekos, ka lenki AC'B', IC'B' ir vienlidzigi. Lidz ar to bus vienlidzigi ar1
lenki ABB', CBB' (kas balstas uz a vienlidzigiem lokiem) un sekos, ka punkts I vienadi attalinats
no trijstiira ABC visam trim malam, kadel 1 ir trijsturT ievilkta aploce.

Ar DE apzim&jam o diametru, kas iet caur I.

Péc (43) ir 2Rr = (R + d)(R - d) = DI-IE = BI-IB' = CI-IC’, no kurienes

Bl:r = 2R:B'l, Cl:r = 2R:C'l (46)

Ja AF ir o diametrs, kas iet caur A, un G - punkts, kura AB pieskaras i, tad taisnlenka
trijsturi BGI, FB'A ir [idzigi (jo £GBI = ZF ka lenki, kas balstas uz a vienu un to pasu loku) un der
proporcija Bl:r = 2R:B'A. No $ejienes un (46) seko (45) otra vienlidziba. Lidzigi pierada pirmo.
Ievérojot, ka par A var izv€l&ties jebkuru o punktu, teoréma seko.

58.8 Ievilkti un apvilkti Cetrstiiri

1.lemma. 7o punktu X geometriska vieta, kuru attalumu kvadratu summa lidz diviem dotiem
punktiem A un B pastaviga: AX? + BX? = const (47), ir aploce ar centru AB viduspunkta.
Pieradijums. Lidz ar punktu X mekl&jamai geometriskai vietai pieder ari X pretéja virsotne
Y paralelograma, kas konstruts uz malam AX, BX. Ta ka paralelograma malu kvadratu summa
vienlidziga diagonalu kvadratu summai, ar O apzimgjot diagonalu viduspunktu, pec (47) ir
4(0OX? + OB?) = const un lidz ar to arT OX = const.

Definicija. P un P1 sauc par inversiem punktiem attieciba uz aploci x ar centru O un
radiusu r tad, ja tie atrodas uz viena stara ar virsotni O un OP-OP1=r? (48)
Par geometriskas figiiras F inverso figiiru sauc figiru F', ko veido F punktu inversie punkti.

2.lemma. Aploces a, kas neiet caur inversijas centru O, inversa figiira ari ir aploce . Tas
centrs pieder taisnei, kas savieno « centru ar inversijas centru.

Pieradijums. Ja //6.zimejuma punkts P apraksta
aploci a, tad So aploci apraksta ari punkts Q, kas atrodas uz
viena stara ar virsotni inversijas centra O, pie kam OP-OQ =
const. Izdalot ar (48), izteic OQ:OP1= const, kadgél, punktam
Q izskrienot aploci a, punkts P apraksta tai lidzigu figtiru ar

lidzibas centru O un lemma seko.

| 116. im 3.lemma. Ja taisnais lenkis griezas ap nekustigu
S virsotni P iekSpus aploces u, tad punktos A un B, kuros lenka

malas krusto aploci u, novilkto pieskaru krustpunkts X apraksta aploci v.
A Pieradijums. //7.ziméjuma X ar aploces u centru O
N~ savienojosa taisne OX krusto hordu AB viduspunkta Y un ir
S~ tai perpendikulara. Taisnlepka trijstirt APB mediana PY

- vienlidziga hipoteniizas pusei, kadel
/ PY =AY unOY2+PY2=0Y%+ AY2=0A%=

/ const.
/ Péc l.lemmas Y apraksta aploci, kuras centrs ir
4 nogriezna OP viduspunkts O1. Ta ka OY-OX = OA?, tad
8 punkti X un Y ir inversi attieciba uz aploci u un péc
2.1lemmas Iidz ar Y ar1 X apraksta aploci. Tas centrs Oz

117, zim pieder staram OOs;.
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Az
118. zim.

119. zim.

Paradisim, ka jebkurai aplocei u var aprakstit bezgaligi daudzus
cetrstiirus A'B'C'D!, kas visi reize ir ievilkti kada cita aploce v.

Caur patvaligi izvéletu u ieks&ju punktu P (718.zim.) velk divas
perpendikularas hordas AC, BD. Caur to galu punktiem A, B, C, D
vilktas pieskares veido Cetrstiiri, kura virsotnes p&c ieprieksgjas lemmas
pieder vienai un tai pasai aplocei v. Punktu P atstajot vieta, bet mainot
perpendikularo hordu virzienus, dabii bezgaligi daudzus Cetrstiirus, kas
apvilkti aplocei u un reiz€ ievilkti aplocé v (var iepriekS izvéleties
Cetrstlira vienu virsotni v patvaliga punkta Az, no kura tad velk u
pieskari A2A1, caur punktu P velk perpendikularas u hordas, no kuram
viena iet caur Az utt.)

Sekas. Ja ieprieksejas teorémas aplocu u, v radiusi ir r un R un
centru distance d, tad der formula (R + d)?+ (R-d)? =r 2 (49)

(So formulu ar komplicétiem aprékiniem 18.g.s. beigas pieradija
Eilera skolnieks N.Fuss. Ja visus kapinatajus - 2 atvieto ar -1, tad daba
trijstiriem atbilstoso formulu (43))

Pieradijums. Ja Cetrstiira virsotni Az izv€las uz aplocu u, v centru
Iinijas OO4, tad simetrijas dé| virsotne Cz biis Az diametrali pret&jais
punkts (119.zim.). Ja E, F ir malu A2B2, B.C> un aploces u pieskar$anas
punkti, tad OF || A2B>, kadel £B2A2C2 = ZFOC; = a. un

sino = OE:A20 =r:(R + d), cosa. = OF:0OC1 =r:(R - d).
Sis vienlidzibas kapinot kvadrata, saskaitot un dalot ar 12, dabii (49).

59.8 Otras pakapes likném apvilkti trijstiri

L.teoréma. Otras pakapes liknei u aprakstitu divu trijstiru ABC, DEF virsotnes pieder citai

otrdas pakapes liknei v.

Pieradijums. /20.ziméjuma ar Pi, ..., Pes apzimgam liknei u apvilkto trijstiru malu
pieskarSanas punktus; ar M un N apzimé&jam malu AB, EF resp. BC, DF krustpunktus. P&c Paskala
teorémas (24.§) sesstiira P1P2P3P4PsPs pret&jo malu P1P2, P4Ps; PoP3, PsPs; P3P4, PeP1 krustpunkti X,
Y, Z pieder vienai taisnei. 16.8 aplocei pieraditie rezultati par polu un polari der jebkurai otras
pakapes liknei (pierada, aploci projicgjot no piemérota centra), kadeél punkta E polare ir P1Ps, C
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polare P3P4 un taisnes EC pols ir Z. Lidzigi spriezot, pierada, ka taisnes AD pols ir Y un MN pols ir
X. Tadel ar1 punktu X, Y, Z polares ir taisnes MN, AD, EC un tam jakrustojas viena punkta O (jo
X, Y, Z pieder taisnei). Sesstira BADFEC pretgjas malas BA, FE; AD, EC; DF, CB krustojas
punktos M, O, N, kas pieder vienai taisnei.

Tadel pec Paskala apgrieztas teorémas ap sesstiri BADFEC var aprakstit otras pakapes likni
v. Lietojot BrianSona teorému (p€c kuras otras pakapes liknei apvilkta 6 - stiira pret€jas virsotnes
savienojosas diagonales krustojas viena punkta) un tas apgriezto, lidziga karta pierada

dualo_teoremu: Otras pakapes likné v ievilkti divi trijstiri reizé ir apvilkti citai otrds
pakapes liknei u.

2.Ponsele teorema. Ja eksisté viens trijstiris ABC, kas ievilkts otras
pakapes ltkné v un apvilkts otras pakapes liknei u, tad tadu trijstiru ir
bezgaligi daudz.

Pieradijums. Izvélas v patvaligu hordu DE, kas pieskaras u, un no
punktiem D, E velk u pieskares un noteic to krustpunktu F (121.zim.). Péc
pirmas teorémas punkti A, B, C, D, E, F pieder vienai un tai pasai otras
pakapes liknei, kas identiska v, jo ar 5 punktiem A, B, C, D, E otras pakapes
likne ir noteikta viennozimigi. Tas teorému pierada (japiezZimé, ka u un v var
but dazadu nosaukumu otras pakapes liknes, pieméram, u ir parabola, v -
elipse). 121. zim.

60.8 Koaksialu aplocu saime

Lteoréma. 1Kk divas aploces ci1, C2, kuru centri O1, Oz ir divi dazadi punkti, viennozimigi
noteic aplocu saimi S, kuras ik divam aplocém ir viena un td pati radikald ass t, perpendikulara
taisnei 0102, kam pieder S aplocu centri. Caur plaknes jebkuru punktu P iet S viena vieniga aploce.

Pieradijums. Teoréma acimredzama gadijuma, kad
aploces ci, ¢z krustojas punktos A un B, tad t iet caur A un B.
Ja aploces cy, ¢ pieskaras punkta A, tad t ir to kopiga pieskare
un S katra aploce pieskaras taisnei t punkta A. Ja aplocém cy,
C2 nav kopigu punktu (722.zim.), tad, izv€loties to radikalas
ass t patvaligu punktu A, velk c1 pieskari AT, arpus t dotajam
punktam P konstrué punktu P; ta, ka AP-AP; = AT?, un velk
aploci ¢ caur punktiem P, P1 ar centru uz taisnes 010,. Péc

t 15.8 t ir arl aplocu ¢, c1 radikala ass, kade] c ir saimes S

122. zim. aploce, kas iet caur p}m_kEu P. :Ia caur punktu P ietli V_él cita S

aploce c', tad c, ¢' radikala ass ietu caur punktu P, kadg€] c un c'

abas reiz€ nevar biit saimes S aploces. (Pienemot, ka koncentrisku aplocu radikala ass ir bezgaligi
tala taisne, teor€mu var visparinat ar1 koncentrisku aploc¢u saimei.)

2.teorema. Katra aploce a, kuras centrs A pieder koaksialo aplocu saimes S radikalai asij
un radiuss vienlidzigs pieskares garumam AT (kas vilkta no punkta A pret S kaut kuru aploci c1),
krusto S katru aploci ortogonali.

-
Y

Ca

Pieradijums. No punkta A vilktam S aplo€u pieskarém ir pastavigs garums (sal. 15.8 )

61.8 RobeZpunkti

Teoréma. Katra aploce x, kas ortogonala nekrustojoSamies aplocem ci, C2 (un lidz ar to
ortogonala ar c1, C2 noteiktas koaksidalo aplocu saimes S katrai aplocei), iet caur c1, C2 centru linijas
010z diviem pastavigiem punktiem.

Ponsel€ Sos punktus sauc par aplocu saimes S robezpunktiem un apzimé ar L, L".
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Pieradijums. Ja /23.ziméjuma t ir ), C2 radikala ass, N -
tas krustpunkts ar centru liniju 0102, O ir t patvaligs punkts un
OA ir c1 pieskare, tad aploce x ar centru O un radiusu r = OA
aploces ci, c2 krusto ortogonali. No taisnlenku trijstariem
OAO, ONO: izteic

OA?=00:2- 0:A2> 00;2- 01N?= ON?
un secina OA>ON. Tadg] aploce x centru liniju 010, Kkrusto
punktos L, L', kas acimredzot ir simetriski pret radikalo asi t.
No taisnlenka trijstiriem LNO, OAO;: izteic vienlidzibas

L'

<y

LN?=LO? - ON2 = OA? - ON? = 123. zim
=00:? - 01A? - ON? = O1N? - 01A? = Kk?, JUURS Sy .

kur konstante k no aploces x nav atkariga. Tas teorému  ____  __ ~\:\\ ,,,,,,
pierada. Ieveérojot, ka c1 un x krustojas ortogonali, var viegli ;’() ozt ::::,:"\)‘;
pieradit, ka punkts L, kura x krusto 0102, atrodas aploc€ c| un ,,/—-{-;f,;}"’\, \_/\’\‘\/;A'r-\\
lidziga karta L' atrodas aploc€ cz. (Tie$am, ta ka 123.zimgjuma \l";:v‘a("\' _Tf\‘.L.‘,"
Z0LO0; > ZOAO: = 90°, tad, atpemot ZOLA=/OAL, dabii ,’,"&\1\2 ; ! 1Y
trijstira ALO1 lepku nevienlidzibu ZALO1 > ZO1AL, kam \‘\_T/_'L\/\;izii?::_ ::f;/;;’;?"»,’_‘;_/”
seko malu nevienlidziba AO1 > O1L.) Sis sledziens der arT tad, e \)/\' )
ja c1, C2 atvieto ar tas pasas saimes S citam aplocém un liek to ~---- 8y N e e -
radiusiem tuvoties nullei. Robezgadijuma c| top par L un c. par AN //’

Sekas. Koaksialu aplocu saimes S ortogonalas aploces x 124. zim
ari veido koaksialu aplocu saimi S'. Vienas saimes radikald ass
ir otras saimes centru linija. Tadas saimes S, S' sauc par
saistitam koaksialu aplocu saimem (124.zim.).

Speciala gadijuma, kad saimes S visas aploces
savstarpgji pieskaras punkta A, tad arT S' visas aploces §ini
punkta pieskaras un vienu saimi dabii no otras ar pagrieSanu ap
punktu A par taisnu lenki (125.zim).

125. zim.

62.8 RobeZpunkti ka inversi punkti

l.lemma. Ja A, B, C, D ir cetri harmoniski saistiti punkti, t.i., (AC:CB):(AD:DB) = - 1 (50)

un O ir AB viduspunkts, tad OC-OD=0A? (51) Apgriezta karta no (51) seko (50).
c D Pieradijums. levérojot (50), der vienlidziba
A o B AC-DB = - CB-AD, kur liek

127. zim.

AC=A0+0C,DB=DO-BO,-CB=0C-0B, AD=A0+0D
(126.zim.), atver iekavas un saisina abas pus€s vienados loceklus
(ievérojot, ka AO = OB); paliek vienlidziba 2-OA? = 2.0C-OD.
2.lemma. Ja X un y ir ortogonalas aploces un AB ir x
patvaligs diametrs, kas krustojas ar y punktos C, D, tad A, B, C, D ir
harmoniski saistiti punkti.
Pieradijums. /27.ziméjumd no taisnlenku trijstiriem OO20y,
C0O,01, OEOQ: izteic
002%= 00:2 - 0102% = OE?+0;E2 - (01C?- CO2?) = OE?+ CO,2,
no kurienes 00,%- CO2? = OF?,
(002 - CO2)(00; + CO2) = OA?, OC(00; + O;D) = OA?
jeb der (51), kadel A, B, C, D ir harmoniski saistiti punkti.
Péc 58.8 C un D sauc par inversiem punktiem attieciba uz aploci x ar
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centru O un radiusu OA tad, ja tie atrodas uz viena stara ar virsotni O un der (51). No §Ts definicijas,
ieprieks&jam lemmam un 61.8 seko

Teorema. Koaksialu aplocu saimes S robezpunkti L, L' ir inversi attieciba uz saimes jebkuru
aploci c.

63.8 Saimes aploces, kas pieskaras dotajai taisnei

Teoréma. Ja taisne u nav paralela koaksialo aplocu saimes S radikalai asij t, tad eksisté
tiesi divas saimes aploces X, Y (katra t pusé pa vienai), kas pieskaras taisnei u.
Pieradijums. Pienemam, ka eksisteé saimes S aploce A
x, kas pieskaras taisnei u punkta A, un ar P apzim&jam t, u [ u p
krustpunktu (728.zim.). Aploce a ar centru P un radiusu PA '\‘ IA
krusto ortogonali aploci x un Iidz ar to saimes S jebkuru \ \
aploci c. Tade] a var konstruét ka saimes aplocei ¢ a X
_ . . - i . \ t
ortogonalo aploci ar centru P (tas radiuss sakrit ar pieskari \
PB, kas vilkta no punkta P). Taisne u krustojas ar aploci a S~ ‘
diametrali pret€jos punktos A, A', kuros pret u celtie
perpendikuli, krustojoties ar saimes aplo¢u centru Iiniju v,
noteic mekl&jamo aplocu x, y centrus un radiusus. 128. Zim.
Ja taisne u paraléla saimes S radikalai asij t, tad
taisnei u pieskaras tikai viena S aploce (pienemot, ka
robezpunkti un radikala ass ir saimes aplocu speciali
gadijumi).

64.8 Kesija teorema

(J.Casey) teorema. Ja punkts P atrodas arpus aplocém c1, C2 ar centriem Oz, O2 un py, p2 ir

P potences attiectba uz sim aplocem (15.§), tad p1 - p2=2-0102PQ, (52), kur PQ ir punkta P
attalums lidz c1, C2 radikalai asij.

Pieradijums. Ar A un B apzimgjot ¢, C2 punktus,
kuros vilktas pieskares iet caur P, péc (12) ir p1 = PA? p; =
PB2. Ar R apzimé&jam punkta P projekciju uz centru Iiniju, ar
N apzim€jam radikalas ass krustpunktu ar centru liniju, ar D,
E apzimgjam cy, C2 punktus, kuros vilktas pieskares iet caur N,
un ar V apzimgjam 010 viduspunktu (729.zim.). Tad no
taisnlenka trijstiriem PAO;, PBO;, PRO;, PRO;, OiDN,
O2EN izteic

p1- p2 = PA% - PB? = (PO% - AO:?) - (PO2? - BOZ?) =

= (PR + O1R? - AO1?) - (PR? + RO2% - BOy?) =

= OIR? - RO2? - (AO1% - BOy?) = )
= (O1R + RO,)(O1R - RO) -(DO:2 - EO?) = 129. zim.
= 0102-2VR - (O:1N? - DN? - NO2% + EN?) =

=2 0102-VR - (O1N? - NOy?) =
=2:0102:VR - (O1N - NO2)-( O:N + NO2) =
=2:0102-VR - 0102-:2-VN = 2.0:02:(VR - VN) =
=2-:0102:NR = 2.0:02-PQ
(Pieradijuma dazviet jadoma par orienttiem nogriezniem. - A.A.)
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65.8 Apolonija teorémas visparinajums

Lteoréma. No koaksialu aplocu saimes S jebkuras aploces c punktiem pret tas pasas saimes
aplocém c1, C2 Vilkto pieskaru garumu attieciba ir pastaviga.

Pieradijums. Ar O, Oi, Oz apzim€jam c, c1, C2
centrus, ar P - ¢ patvaligu punktu, ar Q apzim&am P
projekciju uz saimes S radikalo asi t, ar A un B apzimg&jam
Ci, C2 punktus, kuros vilktas pieskares iet caur P (130.zim.).
Ievérojot, ka punkta P potence attieciba uz aploci ¢ ir 0 un
lietojot (12), (52), aplocém c, ci, resp. ¢, Cz, izteic
PA?=2.00:-PQ, PB?=2-00,-PQ, no kurienes

PA2:PB?=00;:00;= const (53)

Liekot ¢ un c2 radiusiem tuvoties nullei (sal. 61.8 ),
dabii:

Sekas: Koaksialu aplocu saimes S jebkuras aploces
¢ punktu attalumu attieciba lidz saimes S robezpunktiem L,
L'ir pastaviga.

2.(apgriezta) teoréma. Visu to punktu P geometriska vieta, no kuriem pret aplocém ci, C2
vilkto pieskaru garumu attieciba pastaviga, ir aploce c, kas koaksiala ar c1, Ca.

Pieradijums. Pienemsim, ka P ir punkts, no kura pret
aplocém cj, C2 vilktajam pieskareém PA, PB ir vajadziga attieciba
PA:PB = k (131.zim.). Caur punktu P velkam ar c, ¢, koaksialu
aploci ¢ (kas péc 60.8 ir noteikta viennozimigi). Tas centrs O
pieder taisnei 010, un péc (53) PA%:PB? = 001:00; = k2,

Ja P' ir meklgjamas geometriskas vietas cits punkts, caur
kuru iet saimes aploce ¢' ar centru O', tad Iidziga karta pierada
vienlidzibu 0'01:0'0; = k2. Salidzinot ar iepriek$gjo, secina, ka O'
ar O sakrit. Lidz ar to sakrit ari ¢ un ¢' (pret§ja gadijuma no

134. zim. - radikalas ass jebkura punkta pret c, c¢' vilkto pieskaru garumi nav
vienlidzigi), kas teorému pierada.

Sekas. Visu to punktu geometriska vieta, kuru attalumu attieciba lidz koaksialu aplocu
saimes S robezpunktiem pastaviga, ir viena no S aplocem.

Cq

130.zim.

No Sejienes un 62.8 seko Apolonija teoréma: visu to punktu geometriska vieta, kuru
attalumu attieciba lidz diviem dotiem punktiem L, L' pastaviga, ir aploce c, kuras centrs pieder
taisnei LL' un kuras krustpunkti ar So taisni punktus L, L' sadala harmoniski. 2.teorému var uzskatit
par Apolonija teorémas visparinajumu.

66.8 Teorema par divu aploc¢u pieskarém

Teorema. Ja taisnes u krustpunktos M, N, P, Q ar aplocéem
C1, C2 ir vilktas pieskares, tad dazado aplocu pieskaru krustpunkti
A, B, C, D pieder vienai un tai pasai aplocei C, kas koaksiala ar c1,
C2.

Pieradijums. /32. ziméjuma lenki pie virsotném M, Q ir
vienlidzigi (jo tie m&rojami ar loka MEQ pusi) un ari lenki pie
virsotném N, P ir vienlidzigi. levérojot, ka trijstiira malas attiecas
ka pretimguloSo lepku sinusi, der vienlidzibas

AP:AM = BN:BQ = CP:CQ = DN:DM =sinau:sinf = k.

132. Zim.
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Tatad no punktiem A, B, C, D pret aplocém ci, C2 vilkto pieskaru garumu attieciba ir

pastaviga, kadg] pec ieprieksgja 82 teoremas gie punkti pieder aplocei c, kas koaksiala ar c1, Co.

134. zim.

67.8 Teorema par aploce ievilktu pilnigo Cetrstiiri

Par pilnigo Cetrstiiri sauc figiiru, ko veido
dotos 4 punktus A, B, C, D (no kuriem ik tris
nepieder vienai taisnei) savienojoSie 6 nogriezni,
ko sadala pa trim pretéjo malu pariem AB, CD;
AC, BD; AD, BC (133.zim.).

1.lemma. Taisne u, kas veido viendadus
lenkus ar divam aplocé ievilkta pilniga cetrstira
ABCD pretejam malam, ari veido vienddus
lenkus ar parejam Si Cetrstiira pretéjam malam.

Pieradijums. Ja u veido vienadus lenkus
(=a ) ar AC un BD, tad 133.zim&juma ir B=2d-
a-ZACB=2d-aa - ZADB = yjeb u veido
vienadus lenkus ar AD, BC, un ¢ = § - ZBCE =
B -(2d - ZBCD) =y - «DAB = 5 jeb u veido
vienadus lenkus arT ar malam AB un DC.

2.lemma. Ja taisne u veido vienadus lenkus ar aplocé
c ievilkta pilniga Cetrstiira pretéjam malam, tad aploces Ci,
C2, C3, kas Sim malam pieskaras vinu krustpunktos ar u, ir
koaksialas ar c.

Pieradijums. P&c 66.8 134.ziméjuma aploce c ir
koaksiala ar aplocém cj, Co. Lidziga karta ta koaksiala ar
aplocém c1, C3 (p€deja aploce zim&uma nav uzradita). Tatad
aplocém c, c1, C2 ir kopiga radikala ass t un aplocém c, ci1, C3
ir kopiga ass t'. Ta ka radikala ass ir pilnigi noteikta ar divam
aplocém, tad t un t' jasakrit.

Teorema. Ja aploce c1 ieslegta aplocé c, tad katram
aplocé c ievilktam pilnigajam Cetrstirim ABCD, kura viens
pretéjo malu paris AD, BC pieskaras ci, paréejie malu pari
pieskaras aplocém, kas koaksialas ar c, c1.

Pieradijums. /34.ziméjuma par u izvélas taisni, kas savieno ci pieskarSanas punktus ar AD,
BC. Tad u veido ar AD, BC vienadus lenkus un var lietot ieprieks€jas lemmas.

68.8 Ponselé teorema par ievilktiem - apvilktiem daudzstiriem

l.lemma. Ja c, ci1, C2 ir koaksialu aplocu saimes S
aploces, ¢ aptver c1 un ci aptver Cz, tad katram aplocé c

Pieradijums. Pienemam, ka /35.ziméjuma AB un A'B'
pieskaras aplocei ¢, bet AC un A'C' pieskaras c.. Lietojot
ieprieksgjo teorému Cetrstirim AB'BA’, secina, ka AA' un BB'

ﬂ A
ierakstitam trijstirim ABC, kura viena mala pieskaras c1 un otra B
Co, ari tresa mala pieskaras S vienai un tai pasai aplocei c'.
Bl
)
C

pieskaras saimes S kadai aplocei cs. Lidziga karta pierada, ka art

AA' un CC' pieskaras S aplocei cs. Pedgjai jasakrit ar c3, jo pec

cl!

63.3 vienpus radikalas ass eksisté tikai viena S aploce, kas 135. zim.
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pieskaras taisnei AA'.

Tagad aplocg c ierakstita pilniga Cetrstiira BC'CB' pretgjas malas BB', CC' pieskaras aplocei
cs, kadel péc ieprieksgjas teorémas ari malas BC, B'C' pieskaras aplocei ¢', kas koaksiala ar c, c3. Ar
to lemma pieradita. Liekot, lai c ar ¢ sakrit, dabi:

Sekas. Ja aploce c aptver aploci ci, tad katram aplocé c ievilktam trijstirim, kura divas
malas pieskaras ci, tresa mala pieskaras vienai un tai pasai aplocei c', kas koaksiala ar c, c1.

Gadijuma, kad ¢' ar c; sakrit, tad no Sejienes dabiijam 57.8 mingto

1ljé teoremu: Ja aploce c aptver aploci C1 un eksisté aplocé c ievilkts trijstiris, kura visas
tris malas pieskaras ci, tad ikkatram aplocé c ievilktam trijstarim, kura divas malas pieskaras c1,
art tresa mala pieskaras c1.

2.lemma. Ja ¢, C1, C2, ..., Cn-1 ir koaksialu aplocu saimes S aploces, ¢ aptver c1, C1 aptver co,
utt., tad katram aplocé c ievilktam n - stirim A1Az... An1An, kura malas AiAz, ..., An-1An pieskaras
attiecigi aplocem c1, Co, ..., Cn-1, ari pédeéja mala AnA1 pieskaras S vienai un tai pasai aplocei cn.

Pieradijums. P&c ieprieksgjas lemmas katram aploc€ ievilktam trijstirim A1A2As, Kura
mala A1A> pieskaras ¢ un mala A>As pieskaras Cz, arT mala AsA; pieskaras S vienai un tai paSai
aplocei c'2. Lietojot to paSu lemmu aploc€ c ievilktam trijstirim A1AsA4, secina, ka ta virsotnu
visiem iespgjamiem novietojumiem, ja vien A1As pieskaras S pastavigai aplocei c'2 un AsA4
pieskaras S aplocei cs, tad arT AsA1 pieskarsies S vienai un tai pasai aplocei ¢'3, Utt.

Speciala gadijuma, kad visas aploces c, ..., Cn sakrit, dabii sekojoSo

Ponselé teoremu: Ja eksisté n - stiris, kas ievilkts aplocé ¢ un apvilkts aplocei c1, tad
ikkatram aplocé c ievilktam n - stirim, kura n - 1 malas pieskaras ci, art pédéja mala pieskaras c1.

So Ponselé teorému var visparinat daudzstiiriem, kas ievilkti un apvilkti otrds pakapes
likném, jo, piemeroti izv€loties projekcijas centru, $is liknes var transformét par aplocém. Jakobi
(kopoto darbu III sgjuma) apskata ar otras pakapes Iikném saistitu visparigu poligonu teorijas
sakaru ar eliptisko funkciju teoriju.
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IV. INVERSIJA

69.8 Inverso punktu konstrukcija

Péc 58.8 punktus P un P1 sauc par inversiem attieciba uz aploci a ar centru O un radiusu r
tad, ja $ie punkti pieder vienam un tam pasam staram ar virsotni O un OP-OP1 = r? (54).

a sauc par inversijas aploci, O - par inversijas centru un r - par inversijas radiusu.

No definicijas seko, ka inversija ir involutiva transformacija (30.§ ), ti., ja P inversais
punkts ir Py, tad Pz inversais ir P. Aploces a iek$gjos punktus ta transformé par argjiem, ar&jos par
iekS€jiem un a punktus atstaj to vietas.

Liekot vienadojuma (54) OP =r + d, OP1 =r - dy un dalot ar r, izteic

d-di=ddi/r>0jebd—>dgjar— oo.
Robezgadijuma inversijas aploce kliist par taisni, pret kuru inversie

¢ punkti P, Py ir simetriski. ST iemesla dél inversus punktus arl sauc par
m p simetriskiem punktiem pret inversijas aploci.
0 K Ja P ir arpus a, tad péc 16.8 P konstrug ka P polares p krustpunktu

ar OP. Apgriezta karta, ja dots a iek$gjs punkts P1 (kas nesakrit ar O), tad
inverso punktu P konstru¢ ka taisnes OP1 krustpunktu ar a pieskari pret
OP: perpendikularas hordas gala punkta (136.zim.).

Inversijas jédziens bija pazistams jau grieku astronomiem. V&lak to biezi izlietoja
kartografija. Ap 1830.-40.g. inversiju saka lietot geometrija italu autors G. Bellavitis, anglu autors
Stabs (I. W. Stubbs), Mebiuss (A. F. Mobius) un Liuvils (J. Liouville).

136. zim.

70.8 Taisnes inversa figtra
Lteorema. Ja taisns t neiet caur inversijas centru O, tad t p
inversd figiura ir aploce, kas iet caur inversijas centru O. /\/
Pieradijums. Ja P ir t patvaligs punkts, OA L tun Az, P1ir A, P v P
inversie punkti (137.zim.), tad OA-OA; = > = OP-OP; jeb OA:OP; = % \
N

OP:OA:. No ta seko, ka trijstiri OAP, OP1A:1 (ar kopigu lenki virsotng © d A
O) ir lidzigi, kade] OP1A; ir taisns lenkis. Tad€] punktam P izskrienot J

taisni t, ta inversais punkts Py apraksta aploci ar diametru OAz1.(Ja t

krusto inversijas aploci punktos B, C, tad ari aploce iet caur Siem

punktiem.) 137. zim.
2.teorema. Caur inversijas centru ejosas taisnes t inversa figira

ir ta pati taisne.
Pieradijums acimredzams.

71.8 Aploces inversa figira

Lteorema. Caur inversijas centru O ejosas aplOCesS 7 inversa figira ir taisne t, kas neiet
caur punktu O.

Pieradijums. Ja A1, P1 ir T punkti un A, P to inversie, tad péc ieprieksgja § taisnes AP
inversa figlira ir aploce t. Ta ka inversija ir involutiva transformacija, tad inversa figiira ir taisne
AB.

2.teorema. Caur inversijas centru O neejosas aploces a1 inversa figiira ir aploce az, kas art
neiet caur O. Punkts O ir abu aplocu aréjais lidzibas centrs.
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Pieradijums. Ar A, B apzimg&am punktus,
kuros aploci az (ar centru O1) krusto patvaligs stars t ar
virsotni O, ar A1, B1 apzZzim&jam A, B inversos punktus
un velkam A1O; || BO1 (138.zim.). Tad ar lidzigiem
trijstiriem un lietojot (54) pierada, ka

002=001-(0A1:0B) = 0O0:-(0OA1:0B)-(OA:0A) =
= 001-(r2:0T?)=k; (55) (OT ir a; pieskare) un
A102 = 01B-(002:001) = ko (56),
138. zim. kur konstantes ki un kz no stara t virziena nav
atkarigas.

Tas pierada, ka, punktam A aprakstot aploci a1, ta inversais punkts A1 apraksta aploci a, ar

centru Oz un radiusu k2 (a1 un az centri O1 un Oz nav inversi punkti). Ja t ir a1 pieskare, tad

punkti A, B sakrit, 1idz ar to sakrit arT punkti A1, B1, kadel t ir arT a2 pieskare un p&c 9.8 punkts O ir
aploCu a1, az ar¢jais lidzibas centrs.

Uzskatot taisni par aploces specialu gadijumu, var teikt, ka aploces inversa figiira ir aploce.
So aplo¢u radniecibu Mebiuss sauca par "Kreisverwandschaft". Ja aploce a1 krustojas ar inversijas
aploci a punktos A un C, tad caur Siem punktiem iet arT aploce a2 un visu triju aplocu kopiga horda

AC ir to kopiga radikala ass. Sini gadijuma péc 60.8 aploces a, ai, a2 veido koaksialu aplocu saimi.
Pamatojoties uz nepartrauktibas principu, Ponsel€ taisa slédzienu, ka arT gadijuma, kad aplocém a,
a1, a2 nav realu krustpunktu, tam tomér jabiit kopigai radikalai asij.

72.8 Lenku saglabasana

Teorema. Inversija saglabd lenkus.

Pieradijums. Ja | un Iy ir inversas liknes, O - inversijas centrs un (P,
P1), (Q, Q1) ir inversu punktu pari, tad péc (54) OP-OP1 =0Q-0OQ, kadg] P,
P1, Q, Q1 ir vienas un tas pasas aploces punkti un /39.zimejuma ir oo = 3 (57)

Ja punkts Q pa likni 1 tuvojas punktam P, lidz ar ko Qi pa l1 tuvojas
P1, tad (57) robezgadijuma dod vienlidzibu oo = Bo, Kur oo ir lenkis starp OP
un 1 pieskari punkta P, bet Bo lenkis starp OP1 un |1 pieskari punkta P1. Tas
teorému pierada.

Sekas. 1) Divu ortogonalu ltknu inversas liknes ari ir ortogonalas. Ja
divas liknes punkta P viena otrai pieskaras, tad ari to inversas liknes viena
otrai pieskaras P inversa punktd P.

[Visparigi transformdcijas, kas saglaba liknu pieskarsanos (jeb kontaktu), sauc par
pieskarsanas transformacijam (Berciihrungstransformation); So transformdciju teoriju izstradaja
Sofuss Li (Sophys Lie).]

2) Ja aploce c krusto aploci a ortogonali, tad c inversa aploce attiecibd uz a sakrit ar C. Tas
tadel, ka caur a diviem punktiem A, B var novilkt vienu aploci, kas ortogonala a. Tas centrs ir
punktos A, B vilkto a pieskaru krustosanas punkts.

139. zim.

738 Inversija ka biracionala transformacija

Plxg) Ja inversijas centrs ir koordinatu sakums O, inversijas radiuss r
un P(x.y), Pi(X1,y1) ir inversu punktu paris, tad [40.zimé&jumda no
/ Ay y lidzigiem trijstiriem un (54) izteic
0 3 X1:X = y1:y = OP1:0P = OP-OP1:0P? = r%(x? + y?), no kurienes
\T / X1 = r2x: (X% + y?), y1 = r>-y:(x? + y?). (58) Lidziga karta no proporcijam
X:X1 = Yy:y1 = OP:OP1 = OP-OP1:0P1? = r%:(x12 + y1?), izteic
140. zim.
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X = r2x1:(X1? + y12), y = r2yr:(x22 + y1?). (59).
Vispariga gadijuma transformaciju, kas punktu P(x.y) transform¢& par punktu P1(X1,y1) ta, ka
X1 Un yp ir X un y racionalas funkcijas un reiz€ ari x, y ir X1, Y1 racionalas funkcijas, sauc par
biracionalu transformaciju. Péc (58) un (59) inversija ir biracionala tranformacija. Ja inversijas
radiuss r = a un punkts P apraksta vienadsanu hiperbolu x? - y? = a2, tad p&c (59) P inversais punkts
P1 apraksta Bernulli lemniskatu a?(x1?-y12)=(x12+y1%)?.
Turpmakos paragrafos 74. - 78. apskatisim dazus inversijas izlietojumus.

74.8 Feierbaha teoréma

l.lemma. Divu aplocu kopigo ieksejo un aréjo pieskaru
nogriezni no to krustosanas punkta lidz pieskarsands punktiem ir
vienlidzigi (141.zim.)

Pieradijums: 36.8

2.lemma. Ja ATi, AT ir aploces x punktos Ti, T> Vvilktas
pieskares un B, C ir to krustoSanas punkti ar x pieskari punkta T3, tad 141. zim.
nogriezni  AT1, AT vienlidzigi trijstira ABC pusperimetram A
0,5-(a+b+c).

Pieradijums. /42.ziméjuma ir BTy = AT1 - ¢, CT2 = ATz - b.
Sis vienlidzibas saskaitot un ievérojot, ka AT1 = ATz un

BT:+CT,=BT3+ CTs =4, izteic 2AT1 =(a + b + ¢).

Teoréma. Trijstuira ABC Feierbaha aploce (35.§) pieskaras
trijstirt ierakstitai un trijstiurim pierakstitajam aplocém.

Teilora __ pieradijums. (J.P.Taylor,  1875).
143.ziméjuma M, N, P ir trijstira ABC malu viduspunkti,
X, y ir trijstiirim pievilktas aploces un 1 to kopiga pieskare.
Lietojot ieprieksgjas lemmas, pierada, ka MT2 = MT1 =
CT:-CM=0,5(a+b+c)-0,5a=0,5(b +c).

Aploce u ar centru M un radiusu r = MTy krusto
aploces x, y ortogonali. Tadel, izdarot inversiju attieciba uz
u, aploces X, y nemainas (72.§). Pieskare 1, kas neiet caur
inversijas centru, transformg&jas par aploct A, kas arl
pieskaras X un y un iet caur inversijas centru M. 143. zim.

Ar K, L S apzimg&am punktus, kuros | krustojas ar taisnem AC, MP, AB. Lietojot
ieprieksgjas lemmas un lidzigus trijstiirus, izteic

PL=AK:(PS:AS)= AB-((PA + AC):AC) = c/b(c/2 + b),
ML= MP + PL = b/2 +c/b-(c/2 + b) = (b + ¢):2b,
MP-ML = b/2-((b + ¢)%:2b) = ((b + ¢):2))? = r2.

Tatad L un P ir inversi punkti (attieciba uz u), kadel aploce A iet caur AB viduspunktu P.
Lidzigi pierada, ka A iet arT caur punktu N, kadel pec 35 Sair trijstira ABC Feierbaha aploce. Uz
analogijas pamata A pieskaras ari treSai trijstirim pievilktai aplocei.

Ar z, z1 apzZim&jam trijstiirt ABC ievilkto un treSo pievilkto aploci (7/44.zim), to pieskarSanas
punktus malai BC apzim&jam ar R, R1 un BC viduspunktu apzim&jam ar M. Ta ka péc 1.lemmas

RiC =BR =p - b (sal. 36.§), seko, ka RM = MR1 = 0,5 (b - c), aploce v ar centru M un
radiusu p = MRy Krusto z un z; ortogonali, kadel, izdarot inversiju attieciba uz v, aploces z, z1
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nemainas, bet to kopiga pieskare t (kas neiet caur M)
transforméjas par aploci 1, kas iet caur punktu M un ar1 A
pieskaras aplocém z, z1.

Ar P apzimgjam AB viduspunktu, ar Q, E, F - t
krustpunktus ar PM, AB, AC un ar E; - taisnes AB un
aploces z pieskarsanas punktu. Tad péc 1.lemmas

BE=BE1-EE1 =BR1-BR=RR1=2MR:1=b-c
un no lidzigiem trijstliriem izteic

PQ = AF-(PE:AE) = AB-((PB + BE):(AB + BE)) =
=c((c/2+Db-c):(c+b-c)=clb-(b-cl2),

no kurienes

MQ =PM - PQ =0,5b - ¢/b-(b - ¢/2) = (b - ¢)%/2b
un MQ-MP = (b - ¢)%:2b-(b/2) = ((b - €)/2)? = p2.

Tas pierada, ka P ir Q inversais punkts, kadel
aploce t iet arT caur AB viduspunktu P. Uz analogijas
pamata t iet arT caur AC viduspunktu N un tade] t ir
trijstira ABC Feierbaha aploce.

Ey

75.8 Apolonija problémas atrisinajums

1.lemma. Ja aploces a1, az (kuru centri O1, O2 un radiusi r1, r2) ir inversas attieciba pret
aploci x ar centru O un radiusu r, tad O, O1, O2 pieder vienai taisnei un, apzimejot OO1 = di, 002
= dy, der vienlidzibas da = r?(d1:(d1?-r1%)) (60), r2= r?(r1:(d1?-r1?)) (61)

Pieradijums. P&c (55), (56) un 138. ziméjuma ir

d> = dl-(I’ZZOTZ) = I‘z-(dli(('jl2 - r12)), = I’1-(d22d|) = r2-(r1:(d12-r12))

2.lemma. Eksisté tada aploce x, ka, izvéloties tas jebkuru punktu par inversijas centru, var
noteikt inversijas radiusu ta, ka St inversija divas dotds aploces ai, &z transformeé par aplocém ar
ieprieks dotiem radiusiem r'y, I'z.

Pieradijums. Doto aplo¢u centrus un radiusus apzimg&jot ar O1, O, r1, r2, inversijas centru
un radiusu apzimgjot ar O, r un liekot

001 = d1, 00; = da, péc (61) der formulas r'1= r?-(r1:(d1? - r12)), r'2 = r?-(r2:(d2? - %)) (62),
no kurienes (dz2? - r2?):(dh? - r12) = (r-r'1):(r1- r'’z) = ¢®(63)

(c - zinama konstante). Ta ka (d2? - r2?) ir no punkta O pret aploci a; vilktas pieskares kvadrats un
(d12-r12) ir no O pret a; vilktas pieskares kvadrats, no (63) seko, ka minéto pieskaru attieciba = c.

Pec 65.8 tadu punktu O geometriska vieta ir kada aploce x, kas koaksiala ar a1, a2. Izv€loties x
fiksétu punktu O, zinam d; = OO; un péc (62) pirmas formulas varam noteikt inversijas radiusu r.

No Sejienes seko teoréma. Var noteikt tadu inversiju, kas tris dotas aploces ai, a2, az
transformé par aplocém ar dotu radiusu r.

Inversijas centru noteic ka divu aploCu x, y krustpunktu, kur x ir to inversiju centru
geometriska vieta, kas aploces ai, a» transformé& par aploceém ar radiusu r, un y ir atbilstosa
geometriska vieta aplocém ay, az. (Janoskaidro, vai x un y skelas - A.A.)

Lietojot ieprieks€jo teorému un ievérojot, ka inversija saglaba pieskarSanos (72.§ )). Plikers
(J.Pliicker) deva sekojoSo Apolonija problémas atrisinasanas metodi. Noteic inversiju t, kas dotas
aploces ai, az, az transformé par aplocém a'y, a2, a's ar radiusiem r, un konstru€ aploci c, kas tam
pieskaras (tam nolikam velk aploci caur a'i, a2, a's centriem un tas radiusu par r pamazina vai
palielina). Izdarot inversiju ve€lreiz, a'1, a'2, a's pariet atpakal par dotajam aplocém ai, a2, a3 un ¢
transformgjas par aploci, kas tam pieskaras.
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C

146. zim.

76.8. Ptolomeja teoréma

Lemma. Ja punkti P, P1 un Q, Q1 ir inversi attiectba uz aploci
a ar centru O un radiusu r, tad P1Q1=r?(PQ:(OP-0Q)) (64)
Pieradijums. Péc (54) ir OP-OP; = 0Q-OQ: jeb OP:0Q =
OQ1:0P;. Tadel 145. ziméjuma trijstiiri QOP, P10Q1 ir [idzigi un seko
proporcija P1Q1:PQ = OP1:0Q, no kurienes un (54)
P1Q:1 = (OP1:0Q)-PQ = (OP;-OP):(OP-0Q)-PQ = r?(PQ:(OP-0Q)).
Teoréma. Aplocé x ievilkta Cetrstira ABCD diagonalu
reizindjums vienlidzigs Cetrstiira pretéjo malu reizindjumu summai.

Pieradijums. Izdarot inversiju ar centru D un patvaligu radiusu
1, aploce X pariet par taisni t, un A, B, C pariet par t punktiem A1, By,
Cu, pie kam (146.zim.) A1C1 =A1B) + B1C1. No Sejienes un (64)
AC:(DA-DC) = AB:(DA-DB) + BC:(DB-DC)
jeb AC-DB = AB-DC + BC-DA

77.8 Poselje inversors

(A.Peaucellier, 1864) teoréma. Ja stars OAC griezas ap nekustigu

D
virsotni O ta, ka 147.ziméjuma cetrstiris ABCD veido rombu ar pastaviga |
garuma malu un pastavigu OD, tad A un C aprakstitas figiras ir inversas !

attiectba uz centru O.

f C
A\ M
Pieradijums. Ievérojam, ka romba diagonales ir perpendikularas. Ja \j/
B8

M ir to krustpunkts, tad OA-OC = (OM - AM)(OM + AM) = OM? - AM? =
= OD?- DM?- AM? = OD?- (DI\/I2 + AMZ) = OD?- AD? = const.

147. zim.

Sekas. Ja, pastavot iepriekséjas teoremas nosacijumiem, punkts A apraksta aploci ar centru

O1 un radiusu r =010, tad péc 71 8 I.teorémas punkts C apraksta taisni. Izlietojot So rezultatu, var
pagatavot mehanismu, kas taisnliniju kustibu parvers aplveidigd vai otradi.

78.8 Maskeroni cirkula konstrukcijas

1.lemma. Punkta P inverso punktu P1 (attieciba uz aploci a ar centru O un radiusu r) var
konstruet, lietojot tikai cirkuli

Pieradijums. Ja P attalums lidz O ir > r/2, tad velk aploci b
ar centru P un radiusu OP, noteic b un a krustpunktus B1, B2 un velk
aploces X1, X2, kuru centri ir By, B2 un radiusi = r. Tad loku x1, X2
krustpunkts Py ir P inversais punkts, jo /48.zimejuma POB1 un B1OPy
ir vienadsanu trijsturi ar kopigu lenki pie pamata, kade] tie ir lidzigi
un ar malu proporciju OP:r = r:OP; pierada (54). Gadijumu ar OP<r/2
apskatisim péc 4.lemmas. Pagaidam lietosim tikai tadas inversijas,
kam §is nosacijums der.

2.lemma. Dotas taisnes t un dotas aploces inversas figiras
var konstruét, lietojot tikai cirkuli.

57



Pieradijums. 1) Ja [149.zimejuma M ir taisnei t
inversas aploces 1 centrs (inversijas aploce a ar centru O un
radiusu r) un Oz ir O simetriskais punkts attieciba pret t un P,
Py ir t un t krustpunkti ar taisni OO, tad r> = OP-OP; =
0,5-00:-20M = 00:-OM, kadel M ir O inversais punkts un
to ar cirkuli var konstruét.

2) Piepemam, ka [50.ziméjuma aploces o, oy ir
inversas attieciba pret aploci a ar centru O un radiusu r un Q,
Q1 ir to kopigas pieskares Ot pieskarSanas punkti; punkta Qi
pret Ot celts perpendikuls iet caur a1 centru M. Konstrugjot
QP 1L OM, no Iidzigiem trijstiriem OQiM, OPQ izteic
OM:0Q:=0Q:0P, no kurienes OM-OP=0Q:-0Q=r? (jo Q, Q1
ir inversi punkti). Salidzinot ar 736.ziméjumu, redzam, ka
punkti P un O ir inversi attieciba uz aploci o , kadel P ar
cirkuli var konstruét. Péc tam ar cirkuli konstrué M ka P
inverso punktu attieciba uz a, konstrué¢ ou patvaligu punktu A
ka o patvaliga punkta inverso un, zinot M, A1, velk ou.

3.lemma. Inversija simetriskus punktus (69.§)
transformé par simetriskiem.

Pieradijums. Ja /5/. ziméjuma P un Piir simetriski punkti
attieciba pret aploci a ar centru O un radiusu r, tad katra aploce b, kas iet
caur P, P, ir ortogonala a, jo, ar A apzimg&jot punktu, kura vilkta b
pieskare ir a radiuss, un ievérojot, ka OA? = OP-OP1= r?, seko OA =,
kadel A ir arT a punkts.

Apgriezta karta, ja aploces a, b ir ortogonalas, tad to krustpunkta
A vilkta b pieskare iet caur a centru O un, ja b iet caur P, bet stars OP
krusto b punkta P, tad r> = OA? = OP-OP,, kadél punkti P, P, ir 154. zim.
simetriski pret a.

Izdarot inversiju pret jebkuru aploci o, pec 718,728 a pariet par aploci a' un visu to aploc¢u
b saime, kas iet caur simetriskajiem (attieciba uz a) punktiem P, P; transforméjas par tadu aplocu b’
saimi, kas iet caur transform&tajiem punktiem P', P'1 un ir ortogonalas a'. Tad€] punkti P', P1' ir
simetriski pret a'.

4.1emma. Jebkuriem dotiem punktiem A, B ar cirkuli
var konstruét tiem kolinearu punktu C ta, ka BC = AB.

Pieradijums. Ar t apzimgjot taisni AB, ar t' tai
perpendikularu taisni caur B un izvéloties piemérotu
inversijas aploci a (kuras radiuss saméra ar AB liels un kas
novietota ta, lai t, t' maz atSkirtos no pieskarém: sal.
152.zim.), p€c 1. un 2. lemmas ar cirkuli konstrué aploces
T, T', kas inversas t, t', konstru€ A, B inversos punktus A1, B
(By ir 7, " krustpunkts), konstrué A1 simetrisko punktu C:
attieciba pret t' un konstrué C; inverso punktu attieciba pret

152. zim.

a. Lidz ar taisném t, t' péc 72.8 aploces T, T ir
ortogonalas, kade] Ci pieder aplocei t (sal. ieprieks€jas lemmas pieradijumu). Tade] Ci inversais
punkts C pieder taisnei t un péc 3.lemmas BC = AB.

[Ar cirkuli var arT konstruét nogriezna n - dalu. Ja X ir AB punkts ar AX = 1/n-AB un AP ir
nogrieznis, kuru dabt, tikko apskatita karta n reizes atliekot nogriezni AB, tad
AX-AP=1/n-AB-nAB=AB?, kadé] X var konstruét ar cirkuli ka punkta P inverso attieciba uz centru
A un radiusu AB.]
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l.lemmas otrais gadijums. Lai ar cirkuli konstruétu P inverso punktu P1, kad OP < r/2
(inversijas centrs O, radiuss r), tad, izv€loties pietiekosi lielu dabisko skaitli n, péc 4.1emmas ar
cirkuli konstru€ punktu Q ta, lai OQ = n-OP > r/2, konstru€¢ Q inverso punktu Qi un konstrué
OP1=n-0Q:.

Tad OP-OP; = 1/n-0Q-n-0Q:= 0Q-0Qs = r?, kadg] P1 ir P inversais punkts.

Maskeroni teorema. Katru konstrukciju, kuru var izpildit ar cirkuli un linealu, var izpildit,
lietojot tikai cirkuli vien (L.Mascheroni - La geometria del compasso, 1797).

Pieradijums. Ja ar cirkuli un linealu konstruétais punkts A ir dabiits ka divu taiSnu
krustpunkts vai taisnes un aploces krustpunkts, tad A inversais punkts A; (attieciba uz piemérotu
inversijas aploci a) rodas ka divu aplocu krustpunkts un, v@lreiz izdarot inversiju pret a, péc
1.lemmas ari dabii A ka divu aplo¢u krustpunktu.

[Konstrukciju metodes visparigi plasak apskatitas Vines gimnazijas skolotaja A.Adlera

1906.8 . iznakusaja gramata, kuras krievu tulkojums - Te°Pu? TeoMeTpPHYECKHX IOCTPOCHHH _ jzdots
1940.9.]

LITERATURA

Darbu uzrakstijis E.Fogels, izlietojot prof. E.Lejnieka 1932.g. LU lasito lekciju klausitajas
Bikes piezimes (rokraksta 187 1pp.), tas papildinot péc

A. Eppemos - HoBast reomerpusi tpeyrosibpauka (1902)

C. U. 3erens - HoBas reometpusi tpeyrosibhuuka (1940)

A. Annep - Teopusi reomerpuuecknx noctpoenuit (1940)

M.Simon - Uber die Entwicklung der Elementar - Geometrie in
19.Jahrhundert (Jahresber. der Deutschen Math.Ver.,1.Erganzungsband 1906)
Fr.Kliem - Appollonins (Berlin 1927)

F.Cajori - A History of Mathematics (New York 1919)

el N

o o

59



