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Anotacija

Seit apliikoti uzdevumi un to atrisinajumi, kuri izmantojami darba ar matematika
ieinteres€tiem skoléniem. Tajas t€mas, par kuram ir labas gramatas, dotas atsauces uz tam un
uzdevumi izklastiti Tsak, neatkartojot to, kas rakstits minétajas gramatas. Uzdevumi izveléeti ta,
lai aptvertu iesp&jami dazadas t€mas, risinasanas idejas un tehniskus panémienus.
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1 Variantu skaitiSana
1.1 levads

Galvenie fakti, kas jazina par variantu skaitiSanu, ir $adi:

Summas likums.

Reizinajuma likums.

Formulas permutaciju, variaciju un kombinaciju skaitam, to izvedumi.
Vienkarsus ievaduzdevumus, kur Sie fakti var tikt pielietoti tiesa veida, var atrast, piemé&ram,
[L]. Nakosajas sadalas tiek doti sarezgitaki uzdevumi par variantu skaitiSanu.

1. uzdevums. /2002.g. Latvijas valsts olimpiade] Kvadrats sastav no 8x8 ratinam. Katra
rutind jaieraksta 0 vai 1 ta, lai katra rinda un katra kolonna ierakstito skaitlu summa biitu
para skaitlis. Cik ir dazadu kvadrata aizpildijumu ar Sadu ipasibu? (Divi aizpildijumi skaitas
dazadi, ja tie atskiras kaut viend ritina).

Atrisinajums. Izdalam kvadrata apakskvadratu ar izm@riem 7x7 ritinas un aizpildam to ar
nullém un vieniniekiem patvaliga seciba. Ta ka $adu aizpildamu ritigu ir 49, katru aizpilda
neatkarigi no citam un katra ritina var ierakstit vienu no diviem simboliem, tad dazado
aizpildijumu ir 2-2-...-2 = 2%,

R

Lai uzdevums biitu atrisinats, mums v&l japierada, ka atlikuso "apmali" var aizpildit ta, lai

uzdevuma nosacijumi izpilditos, un to var izdarit viena vieniga veida (skat. zim.).

Apgabalos a un B ierakstamie skaitli ir noteikti viennozimigi. Iesvitrotaja apgabala un o
ierakstito skaitlu summa ir para skaitlis; tapat iesvitrotaja apgabala un [ ierakstito skaitlu
summa ir para skaitlis (7 rindinu resp. 7 kolonnu summa). Tapéc o un B ierakstitas skaitlu
summas vai nu abas ir para, vai abas — nepara. Tap€c Z skaitli var ierakstit, un tas ir noteikts
viennozimigi.

1.2 C¥ ipasibas

. uzdevums. Pieradit, ka
k+1 k+1 k.
.Chi=C " +C;

n+l
Ckl=Crk+CK +..+C;
Cl+Cl+..+C! =2";
1C? +2C; +...+nC) =n2"*;
. 2:1C2+3-2C +..n(n-1C" =n(n-1)2"?;
.ClCh+CilCMt . +CC =C
.Cl-C'+C2-C2+..=0.
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Atrisinajums. Vairakus §T uzdevuma punktus var risinat ar interpretaciju palidzibu.
1. Formula CF; apraksta, cik veidos no n+1 elementiem var izvéleties k+1 elementus.

Izvélamo elementu kopas var sadalit divas grupas.
Pirmas grupas kopas nesatur pamatkopas pirmo elementu; tad no atlikusajiem elementiem ir

jaizvelas k+1 elementi. Tadu kopu skaits ir C**.

Otras grupas kopas satur pamatkopas pirmo elementu; tad no atlikusajiem elementiem ir
jaizvélas k elementi. Tadu kopu skaits ir C¥.

Pieradama formula seko no summas likuma.

2. Formulu pierada atkartoti pielietojot 1. punkta formulu:

Cil=Cl+Ct=Cl+Cr +CKl =Cl+CF,...+Cf
3. Abas vienadibas pusgs ir uzrakstits n-elementu kopas apakskopu skaits. Doto formulu var
pieradit ar uzrakstot Nitona binoma formulu binomam (1+1)".

4. Uzrakstisim Niitona binoma formulu binomam (1+ x)":
(L+x)" =C2 +C!X+C2X* +---+CX"
Atvasinasim abas formulas puses.
nl+x)"" =1C! +2C2 +---+nC"x"™*.
levietojot formula X =1, ieglistam pieradamo vienadibu.
Dosim vél otru risinajumu.
Apskatam veidu skaitu, ka var izvél&ties kopas {1, ..., n} netuksSu apakskopu un vienu pie tas
piederosu elementu (vai citiem vardiem, komandu, kura ir dazi vai visi no dotajiem n
cilvekiem un komandas kapteini). Var sakuma izveleties elementu skaitu, tad komandu, tad

kapteini. Ja par elementu skaitu izvélas i, tad komandu var izvéleties C! veidos. Tad, kad
izveleta komanda, kapteini var izvéleties i veidos. Summeéjot pa visiem i, iegiist
1C, +2C2 +...+nC/

veidus. Var ari sakuma izvéléties kapteini un tad par&jos komandas dalibniekus. Tad, kapteini
var izvélaties n veidos, bet pargjo dalibnieku kopu 2" veidos. (T2 var biit jebkura (ari tuksa)

par&jo n — 1 dalibnieku kopas apakskopa.) Sadi skaitot, veidu skaits ir n2"*. Sie divi lielumi
ir vienadi, jo tie apraksta vienu un to pasu veidu skaitu.

5. Pierada lidzigi 4. punkta formulai; tikai Niitona binoma formula ir jaatvasina divas reizes.

6. Abas formulas pusés uzrakstits, cik m-elementu apakskopu ir 2m-elementu apakskopai.

7. Seit uzrakstita Niitona binoma formula binomam (1—1)".

1.3 Uzdevumi, kas risinami, lietojot kombinaciju skaita formulu (un citus Iidzigus
spriedumus)

3. uzdevums. [Indija, 1994] Atrast nedegenereétu trijstiru, kam visas virsotnes pieder kopali
{s,t)ez|0<s<4,0<t<4}

skaitu.



Atrisinajums. Tris punktus noraditaja kvadrata var izvéleties C2; veidos. Saskaitisim, cik no
Siem trijniekiem veido degenerctu trijstari, t.i., punkti atrodas uz vienas taisnes.

Paralglaja un horizontalaja virziena tadu trijnieku ir 10-CJ. Paraleli diagonalem ir
2-(2-(:33 +2-C; +C§) trijnieki. Virzienos (L,+2), (2,+1) var izvéleties 4-4=16 trijniekus.
Citos virzienos 3 punktus izvel&ties nevar.

Atpemot no kopiga trijnieku skaita trijnieku skaitu, kas atrodas uz vienas taisnes, iegtistam
kopgjo nedegeneréto trijstiiru skaitu. Tas ir 2152.

4. uzdevums. [[MC95],Taiwan] Viesibas piedalas n viesi. Katram ir tiesi 8 draugi.
(Draudzibas ir abpuséjas: ja A ir B draugs, tad ari B ir A draugs.) Katriem 2 draugiem ir
tiesi 4 cilveki, kas draudzéjas ar viniem abiem. Katriem 2 cilvékiem, kas nav draugi, ir tiesi 2
cilveki, kas draudzéjas ar viniem abiem. Atrast n vértibu.

Atrisinajums. Kopgjais draudzibu skaits ir 4n.

Pavisam ir n(n+)(n_2) delegatu trijnieku.

Trijnieku, kuros visi delegati ir draugi, ir an-4 .

Trijnieku, kuros ir divas draudzibas, ir (@ - 4nj 2.

Trijnieku, kuros ir viena draudziba, ir 4n(n —12).

Trijnieku , kuros nav nevienas draudzibas, ir [@ - 4nj . (n_ij

legtistam vienadibu

n(n-Ln-2) =E+(M—4n)2+4n(n—12)+[n(nT_1)—4n)~(n_16)

6 3 2 3
Izdalot vienadibu ar n un pareizinot ar 6, péc vienkarSosanas ieglistam vienadibu
0=8n-168.
Atbilde: n = 21.

5. uzdevums. [[KV],M1458, 1994.g Krievijas olimpiade] Regulara (6n+1) stiri S virsotnes
nokrasotas sarkanas, parejas — zilas. Pieradit, ka vienkrdasainu vienadsanu trijstiru
daudzums nav atkarigs no ta, kuras k virsotnes ir sarkanas.

Atrisinajums. Lai saisinatu pierakstu, vienadsanu trijstiirus ar vienas krasas virsotném
regulara (6n+1)-stara virsotnés sauksim vienkarsi par trijstariem.

Ievérosim, ka katra daudzstira diagonale un katra td mala pieder tieSi trim dazadiem
trijstiriem (Sis fakts izpildas tikai pie nosacijuma, ka daudzstiira malu skaits, dalot ar 6, dod
atlikumu 1 vai 5).

Apzimesim ar Nz, Nz UN Nss diagonalu un malu skaitu, kuru galapunkti nokrasoti zila un zila
krasas, zila un sarkana krasas un sarkana un sarkana krasas atbilstosi. Ar t;,t,,t,t;
apzime&sim trijstiiru skaitu, kuriem ir 3, 2, 1, 0 zilas virsotnes.

Tad 3-n,, =3t, +t, (pamatojiet So formulu!).

L1dzigi pierada formulas 3n,, = 2t, +2t, un 3 =t, +3t,. No §im vienadibam seko, ka
t,+t,=n,+n, -in, =3S(S-1))+iz(z-1)-1z-s,
kur Z ir zilo virsotnu skaits. Taka Z =6n+1—S, tad uzdevuma apgalvojums pieradits.



6. uzdevums. [PSRS, 1990] Ir 30 senatori. Katri 2 no tiem vai nu draudzéjas vai ari ir
ienaidnieki. Katram senatoram ir 6 ienaidnieki. Katri 3 senatori veido komisiju. Cik ir
komisiju, kur visi 3 ir draugi vai visi 3 ir ienaidnieki?

Atrisinajums. Aplikosim vienu senatoru A. Saskaitisim cik ir tadu senatoru paru B, C, ka
viens no tiem ir A draugs, bet otrs ir A ienaidnieks. Tadu paru ir 6-23=138. Veidojas senatoru
trijnieks, visi nav vienlaicigi draugi vai ienaidnieki. Tatad pavisam $adu trijnicku ir
138-30

= 4060, jo katrs trijnieks ieskaitits divas reizes. Tatad komisiju, kur visi 3 ir draugi
vai visi 3 ir ienaidnieki ir C3; —2070 =1990.
7. uzdevums. [Zirija, 1989, ROKS5] Apskatam regularu (2n+1) stiiri.

Cik ir trijstiuru ar virsotném (2n+1)-stiira virsotnes, kuri satur (2n+1)-stiira centru?
Atrisinajums. Fiks€sim vienu virsotni A. No tas uz dazadam pusem atliksim lokus, kuru

galapunktus uzskatisim par trijstiira virsotném B, C. Par vienibas loku uzskatisim YRR
n+

Tatad lokus AB un AC raksturosim ar naturaliem skaitliem x un y, kas parada, cik vienibas
lokus tie satur. Lai trijstiiris ABC satur€tu daudzstiira centru, jaizpildas nevienadibam
Xx<n,y<n, X+Yy=>n+1. Sos nocijumus apmierina §adi pari:

1, n), (2,n-1), (2,n), (3,n-2), (3,n-1), (3,n), ..., (n,n). Viegli aprekinat, ka to skaits ir

1+24+3+---+n= —n(n2+ l) . Tatad prasito trijsttiru skaits ir —n(n i l)(2n Al 1) )

8. uzdevums. [[SP96],73.uzd.] Ir 2000 pilsétas. Katras 2 savienotas ar celu. Transporta
ministrija izskatija visus iespéjamos variantus, ka ieviest vienvirziena kustibu uz visiem
celiem, un atmeta tos, kuros nebija iespéjams aizbraukt no katras pilsétas uz katru citu.

Pieradit, ka tika atmests mazak par pusi no visiem variantiem.
20001999

Atrisinajums. Pavisam vienvirziena kustibu var ievest 2 2 veidos. Aplakosim situaciju,
kad ir pilséta A, no kuras nevar noklit visas pilsétas. To pilsétu kopu, kuras var noklit no A,
apzimé&sim ar [A]. Pienemsim, ka [A] satur K pilsétas. Tad no atlikusajam pilsétam uz visam

[A] pilsétam celu virzieni fikséti ved no arpuses uz [A]. Tatad kustibu var ievest

20001999—k-(2000—k)

2 2 veidos. Tatad nederigo variantu skaits neparsniedz 2"9°°°%*9%°.2000. Sis
e . _ . . . . . 2000 1
skaitlis acimredzami neparsniedz pusi no visiem variantiem, jo —-— <.
2 2

9. uzdevums. [[MC95],Balkanidade] S = {(S,t) |O <s<n,0<t< n}. T - visu kvadratu, kam
virsotnes pieder S, kopa. Ar ak apziméjam punktu paru, kas ir virsotnes tiesi k kvadratiem no
kopas T, skaitu. Pieradit, ka a, = a, +2a,.

Atrisinajums. Atzim&sim, ka punktu paris nevar piederét vairak ka trim T elementiem, bet
var piederét trim T elementiem (uzzimeéjiet pieméru!).

2(n2 2
Pavisam kopa ir n? punktu, tatad n (n2 1): (n 1)n2 (n+1) punktu pari. Protams, ka Sis

skaits ir vienads ar a,+a, +a,+a,. Katram kvadratam ir 6 virsotnu pari. Tatad
a, +2a,+3a, ir kopgais kvadratu skaits pareizinats ar 6. Tagad atzimesim, ka



(a, +a, +a, +a;)—(a, +2a, +3a,)=a, —a, —2a,. Atlicis pieradit, ka kopgjais kvadratu

(n—=1)n?(n+1)

skaits ir . Parbaudiet to patstavigi.

10. uzdevums. [[MC95],ASV] Starp n cilvekiem ir q draugu pari. Pieradit, ka ir cilvéks,
49

starp kura ienaidniekiem ir ne vairak ka q(l——zj draugu pari. (2 cilvéki ir uzskatami par
n
ienaidniekiem, ja vini nav draugi.)
Atrisinajums. Saskaita cilvéku trijniekus A, B, C, kur B un C ir draugi, bet A ir vinu abu
ienaidnieks. Tos skaita, sakuma saskaitot trijniekus, kur ir vismaz viens draugu paris un tad no
§1 skaita atnemot tos trijniekus, kur ir 2 draugu pari. legust, ka $adu trijnieku ir ne vairak ka
4 . . . ) 4 s
qn[l— —?j Tade] kads cilveks ir A prieks ne vairak ka q(l— qj trijniekiem.
n

r]2

1.4 Redukcijas

Dazreiz iespgja pielietot kombinaciju skaita formulu rodas, ja uzdevums tiek aizstats ar citu,
ekvivalentu uzdevumu.

11. uzdevums. Cik ir n-ciparu skaitlu, kuriem ciparu summa ir 9?

Atrisinajums. Aizstaj ciparu 0 ar 0, 1 ar 10, 2 ar 110, utt. Tada veida tiek nodibinata
savstarpgji viennozimiga atbilstiba starp Sadiem skaitliem un no 0 un 1 sastavosam virkniteém
garuma N+9, kuras pirmais cipars ir 1, bet pedg€jais - 0. Viegli redzet, ka sadu virknisu ir tiesi
C8

n+7"

Talak seko vél dazi Sada tipa uzdevumi. Citas variacijas par So ideju var atrast [[L],134.-
136.1pp] un [[R82],11.-13. Ipp].

12. uzdevums. Cik ir n-ciparu skait{u, kuru cipari veido nedilstosu virkni?
Atrisinajums. Apzim@sim ar ax cipara k skaitu aplikojamaja n-ciparu skaitli. Tad
a, +a, +---+3a, =Nn. Mums janoskaidro cik veidos skaitli n var izteikt ka devinu nenegativu

skaitlu summu. Uzzimé&sim rinda n punktus un atdalisim tos ar 8 svitrinam. Punktu skaits
starp svitrinam atbilst skaitlim ax. Tatad varam uzskatit, ka mums ir n+8 punkti, no kuriem 8

ir japarvers par stripinam.. To var izdarit C° ; veidos. Ta arf ir atbilde uz doto jautajumu.

13. uzdevums. Cik veidos var salikt n bumbinas m kastés, ja visas bumbinas ir vienadas, bet
kastes — atskirigas?

Atrisinajums. Tapat ka iepriek$&ja uzdevuma saliksim bumbinas rindina un ar m-1 stripinu
tas atdalisim pa grupam (kastém).

Atbilde: C}

n+m-1-*

14. uzdevums. Cik veidos var izveléties m no n-stiira malam ta, lai nekadam 2 izvéletajam
malam nebiitu kopiga galapunkta?

Atrisinajums. Sanumurésim daudzstiira virsotnes pa rinki no 1 lidz n. Aplikosim pirmo
gadfjumu, kad nogrieznis Ai1A: ir izvélets. Tad nogrieznu izvietojumu pa apli raksturo m
atstarpes starp izvélétajam malam. Tie ir m naturali skaitli Sk, kas summa dod n-m. Tos var



m1  veidos.
Ja, nogriezna A1A; nav, tad apliikojam m+1 atstarpes, pirma un p&dgja atstarpes satur punktu

Au. Turklat pedgja atstarpe var biit arf 0. Ja ta ir 0, tad variantu skaits analogiski ir C"* . Ja

aizvietot ar m nenegativiem skaitliem, kas summa dod n-2m. Tos var izvéléties C

p&dgja atstarpe nav 0 , tad variantu skaits ir C" .
Atbilde: 2C"* +C] .

n—-m-1
15. uzdevums. [Vietnam, 1996] Atrast virknisu (x1, X2, ..., Xk) skaitu, kas ir izveidotas no
skaitliem 1, 2, ..., n ta ka katrs skaitlis ir virknité ne vairak ka 1 reizi un izpildas vismaz viens
no 2 sekojosiem nosacijumiem:
1. eksiste i, j tadi, ka i < j, bet Xi > ¥x;,
2. eksiste i tads, ka xi—1 nedalas ar 2.

16. uzdevums. Taisnsturis ar izmériem mxn kas sadalits rutinas 1x1. Cik ir celu, kas sakas
apakséja kreisaja stiri, iet tikai pa ritinu malam uz augsu vai pa labi un beidzas augseja
labaja stiri?

Atbilde: C"

n+m *

Atrisinajums. Katrs cel§ sastav no n+m posmiem ar garumu 1, no kuriem jebkuri m var biit
vertikali. Tadgjadi tiek nodibinata atbilstiba starp celiem un kombinacijam no n+m pa m.

17. uzdevums. [[VS],76. uzd.] ABCD ir taisnstiris uz ritinu lapas, kura malas atrodas uz
ritinu linijam. Zinams, ka AD = k-AB. Apskata celus ar garumu AB+AD, kas sakas A un ved
uz C, ejot tikai pa ritinu linijam. Pieradit, ka celu, kam pirmais posms atrodas uz AD, ir k
reizes vairak nekda celu, kam pirmais posms atrodas uz AB.

Atrisinajums. Apzimésim AB garumu ar n. Izmantojot 15.uzdevumu secinam, ka celu

skaits, kuram pirmais posms atrodas uz AD ir C/.,. ,, bet celu skaits, kuram pirmais posms
Cn

atrodas uz AB, ir C,3,,,. Tad —2t — (n -+ nk —Lh{n —1p(kn} =k . Apgalvojums pieradits.
(of) ni(kn—2)(n +nk —1)

n+kn-1

1.5 Logiskie spriedumi

Seit apkopoti uzdevumi, kuros nozimiga vieta ir spriedumiem par skaitamo objektu struktiiru
(pieméram, to, kadas tiesi var biit skaitamas permutacijas).

18. uzdevums. [[MC95], Turcija] Cik ir skaitlu 1, ..., n permutaciju xi, X2, ..., Xn, tadu, ka
Xi >

1. tiesi vienam i?

2. tiesi diviem i?
Atrisinajums. 1. Taka x;, >1, tad visiem pargjiem locekliem jaizpildas nevienadibai X, <K.
Tacu, ja X, =n, tad $ada nevienadiba nevar izpildities. Tas nozimg, ka X; =n un visiem
pargjiem locekliem izpildas nevienadiba x, <k. Tatad skaitlis n-1 var atrasties tikai n-taja
vieta. Lidzigi skaitlim n-2 atliek tikai n-1 pozicija. Ta turpinot, mes ieglistam vienigo
permutacijun, 1, 2, 3, ..., n-1.



19. uzdevums. Par skaitlu 1, 2, 3, ..., n permutdacijas (i1, 12, ..., In) nekustigu punktu sauc katru
tadu skaitli k, ka k=ix. Apzimésim ar f(m) to permutaciju skaitu, kuram ir tiesi m nekustigi
punkti. Pieradit, ka

1-f@Q+2-f(Q)+...+n-f(n)=n!
Atrisinajums. Acimredzot kreisaja pusé ir Visu permutaciju Visu nekustigo punktu kopskaits.
Ta ka katrs skaitlis ir nekustigais punkts tieSi (n—1)! permutacijas, tad Sis kopskaits ir
n-(n-=1!'=n!, k.bj.

20. uzdevums. [[ABS],89.175.] Cik ir skaitlu 1, ..., n permutdciju, kurds pirms jebkura
skaitla k, kas nav pirmaja vieta, ir vai nu k-1, vai k+1?

Atrisinajums. Pienemsim, ka pirmaja vieta ierakstits skaitlis X, tad aiz vina seko x+1, vai x-1.
Viegli redzet, ka pirmaja gadijuma treSais skaitlis biis X+2, u.t.t.. Otraja gadijuma treSais
loceklis biis x-2, u.t.t. Tatad iesp&jamas divas $adas permutacijas: 1, 2, 3, ..., n.un n, n-1, n-2,
2,1

1.6 Rekurentas sakaribas

21. uzdevums.

1. Cik veidos var sagriezt taisnstiri 2x12 gabalinos 1x2?

2. Tas pats taisnstirim 3x12.
Atrisinajums. 1. Ar axapzimé&sim, cik veidos var sagriezt taisnstiiri 2xK gabalinos 1x2. Viegli
redzet, ka a1 =1, a2 =2, az = 3. Apliukosim taisnsttri 2xn. Ta kreiso apaksgjo riitinu var
nosegt divos variantos:
1) ar vertikalu domino; tad pirma kolonna ir nosegta un atliek noklat taisnstiiri 2x(n-1)
2) ar horizontalu domino, bet tad obligati virs vina jaievieto otrs horizontals domino, un
mums atliek noklat taisnstari 2x(n-2).
No summas likuma izriet rekurenta sakariba a,=a, ,+a, ,. Izmantojot So sakaribu,
iegiistam virkni 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233. Tatad pavisam ir 233 sadalijuma
veidi.

22. uzdevums. [2001.g. Latvijas matematikas olimpiades 2.karta] Dots, ka n>2 - naturals
skaitlis. Virkni, kurd pa reizei izrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz n ieskaitot, sauksim par
labu, ja tiesi viens skaitlis ir lielaks par tam Saja virkné sekojoso skaitli. Cik ir labu virknu?
Atbildiet uz so jautajumu

a) ja a=b,

b) vispariga gadijuma.
Atrisinajums. Apskatisim uzreiz visparigo gadijumu. Labo virknu skaitu apzim&sim ar f(n).
Viegli parbaudit, ka f(2)=1. Apskatisim labas virknes garuma n+1. Tas iedalas divas grupas:
1) virknes, kuras p&dgjais loceklis ir n+1. Skaidrs, ka sadu virknu ir f(n), jo saskana ar
uzdevuma nosacijumiem pa kreisi no n+1 jaizvieto skaitli no 1 lidz n.
2) virknes, kuras n+1 atrodas 1., 2., ..., n-ja vieta. Tad n+1 noteikti ir lielaks par savu sekotaju.
Tapéc gan pa kreisi, gan pa labi no n+1 skaitli ir monotoni augosa seciba. Tatad katram sadam
n+1 novietojumam virkni viennozimigi nosaka to skaitlu kopa, kas atrodas pa kreisi no n+1.
Par sadu kopu var kalpot jebkura kopas {1; 2; ...; n} apakSkopa (ieskaitot tukso), kas nesakrit
ar pasu {1; 2; ...; n}; tadu apakskopu ir 2"-1, tatad apskatama tipa virknu ir 2"-1.
Rezultata iegistam f(n+1)=f(n)+2"-1.
Saskaitot vienadibas

f(n)=f(n-1)+2"1-1



f(n-1)=f(n-2)+2"2-1

f(3)=f(2)+2%-1

f(2)=1
iegiistam f(n)=1+(22+2%+...+2"1)-(n-2)=2"-n-1.
Pie n=5 labo virknu skaits ir 26.

23. uzdevums. [Latvijas valsts olimpiade, 2003] Devinu ciparu virkni sauc par labu, ja ta
vienlaicigi apmierina Sadus divus nosacijumus:
a) ta satur visus ciparus no 1 lidz 9,
b) neviens cipars, sakot ar otro, nav par 1 lielaks neka iepriekséjais cipars.
Cik ir labu virknu?
Atrisinajums. Apzimé&sim ar f(n) tadu virknu skaitu, kas satur katru no cipariem 1, 2, ..., n
tie$i vienu reizi un kuras neviens cipars nav par 1 lielaks neka iepriek$gjais; Sadas virknes
sauksim par n- labam virkném (n =1, 2; 3; ...; 9).
Mums jaapréekina f(9). Viegli saprast, ka f(1) =1 un f(2) = 1 (attiecigas labas virknes ir 1 un
2,1).
Megs pieradisim, ka pie 1<n<7
(*) f(n+2) = (n+1)-f(n+1)+n-f(n)
Ja tas bus pieradits, tad
f(3) =2-1+1.1=3;
f(4) = 3-3+2.1 = 11;
f(5) =4-11+3.3 = 53;
f(6) = 5-53+4-11 = 309;
f(7) = 6-309+5-53 = 2119;
f(8) = 7-2119+6-309 = 16687,
f(9) = 8-16687+7-2119 = 148329.
Atliek pieradit (*).
Katru (n+2)— labu virkni var iegtit viena no diviem veidiem:
a) vai nu (n+1) — labai virknei pievienojot ciparu n+2 jebkura no n+1 vietam (pirms pirma
cipara, starp jebkuriem diviem blakus esoSiem cipariem vai péc ped€ja cipara, tikai ne tiesi
péc cipara n+1); sadu (n+2)- labu virknu ir (n+1)f(n+1), un tas ir tas, no kuram izsvitrojot
ciparu (n+2), iegast (n+1)— labu virkni,
b) vai arT nemot virkni o, kas pa reizei satur ciparus 1, 2, 3, ..., n, n+1 un kura ir tiei viens
,»aizliegtais” blakus esoSo ciparu paris (k; k+1), un ievietojot ciparu n+2, starp Siem cipariem k
un k+1. Tas ir tas (n+2)— labas virknes, no kuram, izsvitrojot ciparu n+2, neiegiist (n+1)— labu
virkni. Ievérosim, ka katram fiksétam K $adu virknu o ir tiesi f(n). Tiesam, $adas virknes o
ieglistamas, n— laba virkn€ aiz K ievietojot k+1, bet veco k+1 aizstajot ar k+2, k+2 — ar k+3,
k+3 — ar k+4 utt. Tapat no virknes o izsvitrojot k+1 un aizstajot k+2 ar k+1, k+3 — ar k+2 utt.,
iegtist n— labu virkni.
Ta ka virkn€ a cipars k var bat jebkur$ no cipariem 1; 2; ...; n (virkn€ a ir arf cipars k+1), tad
sadu virknu a ir n-f(n).
Lidz ar to formula (*) pieradita.

24. uzdevums. n divaini, katram no kuriem ir 1 cepure, grib samainities cepurém ta, lai
katram biitu pa 1 cepurei, bet nevienam nebiitu savéja. Cik veidos to var izdarit?
Atrisinajums. Pavisam ir N(Ai)=(n—1)! veidi, kad i-tais cilvéks sapem savu cepuriti.

Lidzigi ir N(A, A;)) = (n—2) veidu, kad savas cepures iegiist cilveki Ai un Aj, utt. Izmantojot

izslégSanas un ieslégsanas formulu, iegiistam galigo atbildi
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n

N, A, A) NS, +8, +--(-1)"S, )= > (1) Cl(n—K)=n13" (_kl')k '

25. uzdevums. [Baltijas cels, 1995] Cik veidos {1, ... , n} var sadalit 3 netuksas kopas ta, lai
neviend kopa nebiitu 2 péc kartas esosu skaitlu?

Atrisinajums. Uzrakstisim rindina skaitlus no 1 1idz n un zem katra no tiem rakstisim vienu
no skaitliem — grupas numuru. Pirmaja vieta m&s varam ierakstit jebkuru skaitli 1, 2 vai 3.
Katra nakosaja vieta rakstam vienu no diviem skaitliem, kas nesakrit ar iepriek$€jo. Tatad
pavisam ieglistam 3-2"! variantus. Ta ka grupas nav numurétas, tad $is skaits ir jadala ar 6.
legiistam 2"? variantus. Starp $iem variantiem ir viens, kura viena no grupam ir tuksa.
Tiesam, divas grupas skaitlus var sadalit tikai viena veida: para skaitli viena grupa, bet nepara
skait]i — otra.

Atbilde: 22 -1 .

26. uzdevums. [[MC95],Rumanija] Cik veidos var izkrasot regulara n-stira virsotnes p
krasas (p > 2) ta, lai blakus punkti nebiitu viend krasa?
Atrisinajums. Apzim&sim ar a, iesp&jamo krasoSanu skaitu. Pirmo virsotni var nokrasot p
veidos, katru nako$o var nokrasot p-1 veidos. Kopa $adu krasojumu skaits ir p(p-1)"*. Visi Sie
krasojumi bis derigi, iznemot tos krasojumus, kad n-ta un pirma virsotnes nokrasotas vienadi.
Uzskatisim tagad §is divas virsotnes par vienu, tad $adu krasojumu skaits ir an-1. No Sejienes
iegtistam rekurentu formulu:

ax = p(p-1)** - a1
Par bazi pemam vienadibu az = p(p-1)(p-2).

27. uzdevums. [ASV, 1996] Ar an apziméjam n ciparu 0 un 1 virknpu, kas nesatur apaksvirkni
010, skaitu, bet ar bn apziméjam n ciparu 0 un 1 virknu, kas nesatur apaksvirknes 0011 un

1100, skaitu. Pieradit, ka bn+1 = 2an.

Atrisinajums. M&s sauksim binaras virknes (an) par A-virkném, bet virknes (bn) par B-
virkném. Katrai binarai virknei (X, X,,...,X,) eksisté atbilstosa binara virkne (y,,Y,,-.-,Y,)
defindta ar formulu y, =0 un y, =X, +X, +---+X; (mod2). Viegli redzet, ka $1 atbilstiba
piekarto viennozimigi katrai binarai virknei no n elementiem virkni no n+1 elementa, kuras
pirmais elements ir 0. Turklat virkne (X, X,,...,X,) satur elementu virkni 0, 1, O tad un tikai
tad, ja atbilstosa virkne (Y,,V,,...,Y,) satur apaksvirkni 0, 0, 1, 1 vai 1, 1, 0, 0. B tipa virknu

skaits no n+1 elementa, kuru pirmais loceklis ir 0, ir puse no visam tada veida virkném. No
Sejienes seko prasitais apgalvojums.

28. uzdevums. [[VS],52.uzd.] Izteiksmé X, : X,. :...: X, saliek iekavas, noradot darbibu
secibu. Péc tam iekavas atver un iegiist daju
XiaXiz " Xig
XiXjz X,

kurd dazi no x1, X, ..., Xn ir skaititaja, bet paréjie - saucéja. Cik dazadas dalas var iegiit Sada
veida?

Atrisinajums. Viegli saprast, ka uzrakstitaja dala xi atradisies dalas skaititaja, bet skaitlis X2 —
dalas saucgja. Izradas, ka, saliekot atbilstoSi iekavas, pargjie skaitli var atrasties gan dalas

saucgja, gan skaititaja. So apgalvojumu pierada ar indukciju. Tatad dazado dalu skaits ir 22,
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29. uzdevums. [Kanada, 1996] Ar sn apziméjam virknisu (X1, X2, ..., Xn) Skaitu, kas apmierina
Sadus nosactjumus:

1. (X1, X2, ..., Xn) IF skait/u 1, ..., N permutacija,

2.x1=1,

3. /Xi+1 = Xi/ 52,
Pieradit, ka

Sn+3 = Sn+2 +Sp +1

Atrisinajums. Konstrusim virkniti garuma n+3. Iesp&jami $adi varianti;
1) 1, 2, ... . Varam uzskatit, ka mums jaraksta permutacija no elementiem 2, 3, ... , n+3 ar
mazako elementu ka pirmo. Tadu permutaciju skaits ir Sn+2.
2) 1,3, 2,4, ... Tadu permutaciju skaits ir s
3) 1, 3, 4, 2. So permutaciju nevar turpinat (izpémums, ja n=1; tad permutacija jau ir
uzrakstita)
4) 1, 3, 5, ... . Saja gadijuma skaitlim 2 jabat ped&jam, jo tam blakus var stavét tikai viens
elements 4; savukart tam blakus var stavét tikai skaitlis 6, tatad skaitlim 5 var stavét blakus
tikai skaitlis 7. Un m@s iegiistam vienu fiks€tu permutaciju:
1,3,57,..,8,6,4,2
Formula s, =s,., +S, +1 tagad seko no summas likuma.

30. uzdevums. [Zirija, 1987, Polija] Cik veidos kopu {1, ..., n} var sadalit 3 apakskopas A,
Az, As ta, lai katrs skaitlis ietilptu tiesi viena no tam un izpilditos 2 nosactjumi:

1. sakartojot jebkuru no kopam augosa seciba, iegust Vvirkni, kura katriem 2 blakus
skaitliem it dazadas paritates,

2. ja visas 3 kopas ir netuksas, tad tiesi vienai no tam mazakais skaitlis ir parskaitlis?
Atrisinajums. Mg&s varam izvéléties kopu numurus. Ar A; apzimé&sim kopu, kura satur skaitli
1. Kopu A; izvélesimies ta, ka §is kopas mazakais elements ir mazaks par kopas Az mazako
elementu. Tagad mes varam konstruét sadalijumu kopas p&c uzdevuma nosacijumiem,
pakapeniski pievienojot skaitlus dotajam kopam. Skaitli 1 mes ievietojam kopa Ai. Talak
pieradisim, ka katru nakoso skaitli var ievietot viena no divam kopam. Ja Az un Az ir
pagaidam tuksas, tad nakoso skaitli var ievietot kopa A1 vai Az. Lidzigi pamatojumi pierada,
ka katra gajiena ir divas iespgjas (pamatojiet to!). Lidz ar to mes iegiistam atbildi 2",

31. uzdevums. [PSRS papildsacensibas, 1991] S un T ir kopas {1, 2, ..., 10} apakskopas, kas
var biit tuksas. Sakartotu pari (S, T) sauc par pielaujamu, ja katrs skaitlis, kas ietilpst viena
no kopam S un T, ir stingri lielaks par elementu skaitu otra kopa. Cik daudz ir pielaujamu
paru?

32. uzdevums. [IMO, 1989] Skaitlu 1, 2, ..., 2n permutdciju sauc par labu, ja kadam i skait]i i
un i+n ir blakus. Pieradit, ka jebkuram n > 1 vismaz puse permutdciju ir labas.

1.7 Veidi, ka skaitli sadalit saskaitamajos

Saja nodala tiek apskatits veidu, ka naturalu skaitli n var sadalit saskaitamajos, kas visi ir
naturali skaitli, skaits. Sadalijumi, kas atSkiras tikai ar saskaitamo secibu, uzskatami par
vienadiem. Dazadu sadalijumu skaitam &rtas formulas (tadas, ka kombinaciju skaitam) nav
zinamas. Veidu skaitiSana parasti notiek ar rekurentu sakaribu palidzibu:

33. uzdevums. Ar Px(n) apzimeéjam skaitla n sadalijumu K naturalos saskaitamajos skaitu.

Pieradit, ka
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P.(n)=P _,(n—K)+P_,(n—2K) +...

34. uzdevums. [[MC95],Koreja] Pieradit, ka veidu, ka skaitli n var izteikt ka k daZadu

k(k -1
naturalu skaitlu summu, ir tikpat daudz, cik veidu, ka skaitli n—% var izteikt ka k
naturalu skaitlu (starp kuriem var biit vienadi) summu.
Atrisinajums. Katram skaitla n—@ sadalljumam K naturalu skaitju summa

viennozimigi piekartosim skaitla n sadalijumu k dazadu naturalu skaitlu summa. Pienemsim,
ka
k(k-1)
a,+a,++a =n-————-=>=
kur skaitli ai, az, ..., ak sakartoti nedilstosa seciba. Tad skaitli bj =aj +i- 1 visi ir dazadi un
summa dod n. Skaidrs, ka §im att€lojumam atbilst apgrieztais, kas no skaitlu bj kopas dod
atbilstosu skaitlu a;j kopu.

35. uzdevums. [[R85],27. Ipp] Pieradit, ka veidu, ka skaitli n var izteikt ka k naturalu skaitju
summu, ir tikpat daudz cik veidu, ka n var izteikt k@ naturalu skait/u, neviens no kuriem
neparsniedz K, summu. (Vismaz vienam no skaitliem ir jabut vienadam ar K.)

Atrisinajums. Pienemsim, ka skaitlis n izteikts ka skaitlu a,,a,,...,a, summa. Uzskatisim,
ka skaitli sakartoti neaugo$a seciba. Ritinu kvadranta uzzimésim kolonnas, kur i-ta kolonna
satur a; riitinas. Pieméram, skaitlu 3+3+2+1 = 9 grupai atbilst §ads zZimgjums:

A

Skaitot tagad ritinas vertikala virziena, mes iegustam skaitla n sadalijjumu naturalos skaitlos,
kas neparsniedz k. Saja gadijuma 4+3+2=9. Tatad iegiita atbilstiba starp pirma un otra veida
summam.

36. uzdevums. [[KV],M1148] Ar [X] apziméjam skaitla x veselo daju. Pieradit, ka, ja a > 1
una = p nekadiem naturaliem p un q, tad

[log, 2]+[log, 3]+...+[log, n]=nk —[a] - [a? |+ ...+ [a* ],
kur k =[log, n].

Atrisinajums. Koordinatu plaknes pirmaja kvadranta jauzzimé taisnstaris kxn, un tas ir
jasadala divas dalas ar funkcijas y=a* funkcijas grafiku. Tad summa
[log, 2]+[log, 3]+---+[log, n] saskaitis ratinas, kas atrodas virs Iiknes, bet summa

[a]+ [a2]+---+[ak] saskaitis ratinas, kas atrodas zem liknes, ieskaitot ari tas ratinas, kuras
likne skel. Protams, kopa iegiisim taisnstiira laukumu nk. Prasttais pieradits.

Talak seko sarezgitaki uzdevumi par to paSu tému:
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37. uzdevums. Aplikosim visus naturalu skaitlu Cetriniekus <x, Y, z,t>, kur 1<Xx,y, z, t<n.
Katram no tiem atrodam mazako elementu. Pieradit, ka So mazako elementu summa ir

14 +2% +...+n*.

38. uzdevums. /R85, 27.lpp.] Veidu, ka n var izteikt ka dazadu naturalu skaitlu summu, ir
tikpat daudz, cik veidu, ka n var izteikt kd nepara naturalu skaitlu (starp kuriem var biit
vienadi) summu.

Cita interesanta uzdevumu kopa veidojas, ja par saskaitdmajiem lauj lietot nevis visus
skait]us, bet tikai dazus.

39. uzdevums. Cik ir veidu, ka skaitli 4n var izteikt ka naturalu skait/u summu, ja par

saskaitamajiem var biit:
a) lun2?
b) 1,2 un 4?

40. uzdevums. [VS, 439. uzd.] Polinomu sauc par labu, ja visi ta koeficienti ir 0, 1, 2 vai 3.
Cik ir labu polinomu P(x), kuriem P(2) = n?

41. uzdevums. [IMO, 1997) f(n) — veidu, ka n izteikt ka 2 pakapju ar nenegativiem veseliem
kapinatajiem, skaits (veidi, kas atskiras tikai ar saskaitamo secibu, uzskatami par viendadiem).
Pieradit, ka jebkuram veselam n >3

2% < f(Z”)sz%

1.8. Dazadi uzdevumi

42. uzdevums. [R82, 17.lpp.] Plakne ir n taisnes vispariga stavokli (t.i. nekadas 2 nav
paralélas un nekadas 3 nekrustojas viena punkta).

a) Cik daudz nogrieznu un staru rodas?

b) Cik daudz dajas tiek sadalita plakne?

C) Pienemsim, ka tris (vai vairak) taisnes var krustoties viena punkta. Ar Ki apzimésim
punktu, kas krustojas tiesi i taisnes, skaitu. Cik dalas tiek sadalita plakne (izteikt ar n un ki)?

43. uzdevums. [[VS],406. uzd.] Plakné ir n taisnes vispariga stavokli. Dazas N0 dalam, kuras
sadalita plakne, nokrasotas, pie tam nevienam divam nokrdsotajam dajam nav kopigas malas.

2
n~+n
Pieradit, ka nokrasotas ne vairak ka % dalas.

Atrisinajums. Ar my apzimésim iekrasoto apgabalu skaitu, kuriem ir k malas. Tad mz <n.
Katru taisni pargjas taisnes sadala ne vairak ka n dalas. Tatad kopg€jais taiSnu dalu skaits
neparsniedz n?. Tatad 2m, +3m, +---+km,_ <n?. No $ejienes iegiistam

m, = 2m, +3m; +---+km, _ n(n+1)

m2+m3+~~-mks?2+ 3 =5

Kas arf bija japierada.
44. uzdevums. [[SP96],54. uzd.] Uz vienvirziena ielas atrodas n vietas, kur var apstaties

masinas. Pa ielu péc kartas brauc n masinas. Katrai no tam ir sava milota stavvieta.
(Stavvieta var biit miota ari vairak nekd vienai masinai.) i-as masinas stavvietu apzime ar ai.
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Katra masina brauc lidz savai vietai; ja ta ir briva, apstdjas tur. Pretéja gadijuma masina
brauc lidz nakosajai brivajai vietai un apstajas tur, ja visas nakosas vietas ir aiznemtas,
brauc projam. Cik ir tadu virknisu aa, ..., @n, ka nevienai masinai nav jabrauc projam?
Atbilde: (n+1D)"*
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2 Grafi

Ieteicama gramata: [V]. Vairakam t€émam var lietot ar1 [[AC],3. nodala] vai [[L], 152.-
170.1pp].

2.1 Grafa virsotnes pakape

Skat. [[AC], 60.-62.1pp]

2.2 Ramseja teoréma grafiem

Labs ievads Ramseja teorija izstastits [[AC], 76.-81.1pp]. V&l iesakams pieverst uzmanibu
uzdevumiem par nepilniem grafiem ([[AC], 94.-95.1pp]) un pretpiem&ru konstrué$anas
panémieniem (kas [AC] gandriz neparadas). Vairakas idejas loti labi var nodemonstrét sada
uzdevuma:

45. uzdevums. [IMO, 1992] Doti 9 punkti telpa, no kuriem nekadi 4 nav viena plakné. Atrast
mazako n ar Sadu ipasibu: jebkura veidd novelkot n nogrieznus starp Siem punktiem un
nokrasojot tos 2 krasas, biis vienkrdsains trijstiris.

Atbilde: 33.

Atrisinajums. Vienu atrisinajumu sk. zirijas materialos. Ir arT otra pretpiemé&ra konstrukcija
pie 32 nogriezniem (piemérs sanak tas pats, bet logiskais spriedums cits):

Ja starp 5 punktiem novilkti visi nogriezni, tos var izkrasot 2 krasas ta, lai neveidotos
vienkrasaini trijstiiri. 9 punktus var sadalit 5 grupas (4 grupas ar 2 punktiem katra un 1 grupa
ar 1 punktu). Nogrieznus starp vienas grupas punktiem nenovelk. Visus nogrieznus starp 1-t0
un j-to grupu kraso tapat ka starp i-to un j-to punktu pie 5 punktiem.

Visi spriedumi (gan Ziirijas materialos esoSie, gan Seit uzrakstitais) var tikt visparinati
patvaligam punktu daudzumam m (9 vieta). Tad mazakais n, kuram noteikti veidojas

o 2m?
vienkrasains trijstiris, ir c +1.

Ar Ramseja teoriju saistiti uzdevumi, kas neparadas [AC]:

46. uzdevums. [Zirija, 1990, ROM4] Ir 10 pilsétas un 2 aviolinijas. Starp katram divam
pilsétam lido viena aviolinija. Pieradit, ka viena no aviolinijam var nodro8inat 2 marsrutus bez
kopigam pils€tam, katrs no kuriem beidzas taja pasa pilséta, kur sakas.

2.3 Minimalais Skautnu skaits saistita grafa

47. uzdevums. [Baltijas cels, 1993] Kada valsti ir 13 pilsetas. Starp daziem pilsétu pariem ir
nodibindta abpuséja satiksme ar autobusu, vilcienu vai lidmasinu (ne vairak kd 1 no Siem
veidiem starp katram 2 pilsétam). Kads ir mazakais iespéjamais Sadu paru skaits, ja zinams,
ka, izvéloties jebkurus 2 transporta veidus, var nokjit no jebkuras pilsétas uz jebkuru citu,
lietojot tikai Sos 2 veidus (varbiit ar 1 vai vairak parsésanam)?

Atbilde: 18.
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Atrisinajums. Prieks jebkuriem 2 veidiem grafam, ko veido $o veidu linijas, jabit sakarigam,
t.1., jasatur vismaz 12 Skautnes. Tad€] kopa jabiit vismaz 2-12 =18 Iinijam.

Pieméru ar 18 pariem veido $adi:

Autobusi: (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4,5), (5, 6), (6, 7);
Vilcieni: (7, 8), (8, 9), (9, 10), (10, 11), (11, 12), (12, 13);
Lidmasinas: (1, 8), (2, 9), (3, 10), (4, 11), (5, 12), (6, 13).

48. uzdevums. Klase ir n skolenu, n >4. Dazi no tiem draudzéjas (ja A draudzéjas ar B, tad
B draudzéjas ar A). Katriem diviem skoléniem var atrast treso, kas draudzéjas ar tiem abiem.
Kads ir mazakais iespéjamais draudzibu skaits klasé?

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka draudzibu skaits var biit X =n —1+{2}. Raksturigi

pieméri nepara un para n paraditi Zim&juma.

Tagad paradisim, ka So skaitu nevar samazinat. Ja katram skolénam ir vismaz 3 draugi, tad ir
. 3n . . . _ et e
vismaz > > X draudzibu. Tapéc apskatam iesp&ju, ka eksisté skoléns A, kam ir tikai divi

draugi B un C. Tie noteikti draudzgjas sava starpa. Ar M apzim&sim visu pargjo skolénu
kopu. Katrs skoléns no M draudzg€jas vai nu ar B, vai ar C; sauksim So draudzibu par ipasSu.
Katram skolénam no M jabiit vismaz V€l vienai citai draudzibai; So draudzibu ir vismaz

(_n ; 3—1 = {2} —1. legustam, ka ir vismaz 3+n—-3+ {2} —1= X draudzibas.

2.4 Cikla eksistence grafa
Teoréma 1. Jebkura grafd ar n virsotnem un vismaz n Skautnem eksisté cikls.

49. uzdevums.

1. Pieradit, ka jebkurda grafa ar n virsotnéem un n+1 Skautni var jebkurai Skautnei
atrast ciklu, kas neiet caur so skautni.

2. Kadam minimalajam skaitam Skautnu jabut grafa ar n virsotném, lai noteikti
jebkurai virsotnei varétu atrast ciklu, kas neiet caur So virsotni?
Atrisinajums. 1. Izmetisim jebkuru Skautni no apliikojama grafa. legtsim grafu ar n
virsotném un n Skautném. No teorémas 1 seko, ka $aja grafa ir cikls.
2. Jabut 2n-2 skautném. Nemsim jebkuru no grafa virsotn€m un izmetisim to un Skautnes, kas
no tas iziet. Paliks grafs ar n-1 virsotném un vismaz n-1 Skautném. No teorémas 1 seko, ka
atlikuSaja grafa ir cikls. Viegli konstruét pieméru grafam ar 2n-3 virsotn€m, kuram neizpildas
uzdevuma nosacijumi: n-1 virsotne savienotas virkng, bet no n-tas virsotnes iziet Skautnes uz
visam pargjam virsotném.

50. uzdevums. Pieradit, ka grafd ar n virsotnem un n+I1 Skautni ir cikls ar para skaitu
Skautnu vai 2 cikli ar nepara skaitu skautnu bez kopigam skautném.
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Atrisinajums. Izmetisim kadu no grafa Skautn€m. Tad no teorémas 1 seko, ka atlikusaja grafa
ir cikls. Ja tas satur para skaitu Skautnu, tad viss pieradits. Pienemsim, ka tas satur nepara
skaitu Skautpu. Izmetisim vienu no $a cikla Skautn@m un apliikosim ciklu, kas veidojas
atlikuSaja grafa. Ja tas satur para skaitu Skautnu, tad viss pieradits. Ja tas satur nepara skaitu
Skautnu un tam nav kopigu Skautnu ar pirmo ciklu, apgalvojums arT pieradits. Pret&ja
gadijuma no Siem diviem cikliem var izveidot vienu ciklu ar para skaitu Skautnu.

51. uzdevums. [Krievija, 1994] Ziedu pilséta ir n laukumi un m ielas, m >n+2, Katra iela
savieno 2 laukumus. lela var biit zila vai sarkana. Katru gadu izvelas vienu laukumu un
nomaina visu no ta izejoso ielu krasu. Pieradit, ka var ta izveleties ielu sakotnéjo krasojumu,
lai nevarétu panakt, ka visas ielas ir viena krdsa.

Atrisinajums. Vispirms atzZim€sim to, ka nav svariga seciba, kada més parkrasojam ielas, un
parkrasot ielas, kas iziet no viena laukuma, nav nozimes vairak ka vienu reizi. Tatad faktiski
no viena krasojuma (teiksim, krasojuma viena krasa) var iegiit ne vairak ka 2" dazadus ielu
krasojumus. Ta ka pavisam ir 2™ > 2- 2" dazadi ielu krasojumi, tad ne visus krasojumus var
ieglit no diviem vienkrasainajiem krasojumiem. Izveloties kadu no neiegiistamajiem
krasojumiem, mes ieglisim prasito krasojumu.

52. uzdevums. [[VS],111] Pilséta uzbiivéta taisnstira veida: n ielas paralélas viena otrai, bet
m citas ielas ir tam perpendikularas. Uz ielam (bet ne krustojumos) stav milici. Katrs milicis
pieraksta visu garambraucoso automasinu numurus, brauksSanas virzienu un laiku. Kads
mazakais milicu skaits ir jaizvieto uz ielam, lai péc vinu pierakstiem varetu atjaunot jebkuras
masinas, kas brauc pa noslégtu marsrutu, celu (marsruts neiet divreiz pa vienu ielas posmu)?
Norade: marSrutu var atjaunot tad un tikai tad, ja grafs, kas sastav no visiem tiem posmiem,
kur nav milic¢u, nesatur ciklus.

53. uzdevums. Pieradit, ka katra grafa ar n virsotnem un n+4 Skautnem var atrast 2 ciklus
bez kopigam Skautnem.

54. uzdevums. Kads ir maksimalais iespéjamais Skautpu skaits grafa ar n virsotném, kura
nav ciklu ar para skaitu Skautnu?

Atbilde: [M}
2

55. uzdevums. [Neklatienes konkurss, 1990] 10 bérni pirmdien pastaigdjas pa pariem,
otrdien ari, pie tam neviens paris neatkartojas. Pieradit, ka tresdienas rita var izvéléties 5
bérnus, nekadi 2 no kuriem vel nav staigajusi kopa.

56. uzdevums. [[VS], 79. uzd.] Katram 3 grafa virsotném A, B, C ir cels no A uz B, kas neiet
caur C. Pieradit, ka katram divam virsotnéem A un B ir divi celi no A uz B, kam nav kopigu
virsotnu.

Atrisinajums. Sauksim par cela garumu nogrieznu skaitu, no kuriem sastav celS. Pienemsim,
ka n ir 1saka cela garums no A lidz B. Uzdevuma apgalvojumu pieradisim ar indukciju péc n.
Ja n=1 tad, iznemot 1sako celu AB, eksisté cels, kas iet no A uz C#A, kur$ atrodas no B
attaluma 1 un neiet caur B. Tas dod mums otru celu no A uz B.

Pienemsim, ka n > 1, D — tuvakais A punkts 1sakaja cela no A uz B. No induktiva pienémuma
seko, ka eksisteé divi neskelosSies celi p un q no D uz B. Iesim no A uz B pa celu, kas nesatur
D. Ja sis cel§ nekrusto celus p un q, tad viss ir pieradits. Ja Sis cela pirmais krustojums ir,
teiksim, ar p, tad talak celu vajag turpinat pa celu p lidz B. Otrs cel$ veidosies no nogriezna
AD un cela q. Apgalvojums pieradits.
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57. uzdevums. [2002.g. Latvijas valsts olimpiade] Funkcijas f definicijas apgabals ir kopa
A={1;2;3;...;12; 13}, un St funkcija pienem katru vertibu no kopas A. Funkcijas f(f(x)) vértibas
attélotas tabula:

x |12 |3 (4 |3 |6 |7 |8 |5 [10(11]12]13
i) e 1208 [1313 |4 |1 |5 |11|é6 |2 |7
Atrodiet visas iespéjamas funkcijas f un pieradiet, ka citu bez jisu atrastajam nav. (Piezime:
atrast funkciju nozimé uzradit tas vértibu tabulu.)

Atrisinajums. Funkcijas f(f(x)) "iedarbibu" uz kopu A var attélot ar grafu:
/2[1\910 —=>11—->6>3—>12>2—>9>5>13 >7—>4 %El;

Tatad f(f(x)) att€lojas ar ciklu. Tapéc ari f(x) att€lojas ar ciklu; ja f(x) sastavétu no vairakiem
cikliem, tad tiem biitu japaradas ari f(f(x))grafa.
Turpmak ar f sapratisim funkciju
fOF(F(..(F)...)
k reizes f

Ta ka f ir cikls, tad f3 ir identiska funkcija: f*3(x) = x visiem X. Tas nozimé, ka f4 = f(x). Bet
f14(x) = (f(f(x)))". Tatad f(x) vertibu tabulu varam iegit, f(f(x)) grafa katram x atrodot 7 vietas
"uz prieksSu" esoSo elementu:

|12 |3 |4 |35 |6 |7 |8 |9 [10)11]12]13
Az (5% |1 |4 (12)11 |7 |3 |2 [10]5 |13

No risinajuma seko, ka tada f ir viena vieniga.

58. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 1995] Kvadratiska tabula sastav no
Nxn ratinam, n > 2. Katrd ritind ierakstits kaut kads burts. Zinams, ka katras divas rindinas
atskiras viena no otras vismaz viend vieta.

Pieradit: var izsvitrot vienu kolonnu ta, ka palikusaja tabula katras divas rindinas joprojam
atskirsies viena no otras vismaz viend vietd.

Atrisinajums. Vispirms rindinas péc kartas, sakot ar pirmo, sanumurésim. Zinams, ka
rindinas ar dazadiem numuriem atSkiras vismaz viena ritind. Zim&uma var skatit tadas
tabulas pieméru.

T lalb|lc|d]|e
2 la|b|c|dff
L lalb|c|e|e
Aolald|e|alf
S lolale|a|f

Pienemsim no pretgja, ka nevar izsvitrot nevienu kolonnu ta, lai paliku$aja tabula katras divas
rindinas joprojam atskirtos vismaz viena ritina. Tas nozimé, ka, izsvitrojot jebkuru kolonnu,
vismaz divas rindinas sakritis pilniba.

Talak uzzimésim grafu, kur grafa virsotnes biis rindinu numuri. Tatad, ja tabula sastav no nxn
ritinam, tad virsotnu skaits grafa bis n.

Respektéjot misu piep€mumu no preteja, no tabulas péc kartas svitrosim pa vienai kolonnai
ara. Ka zinams, vismaz divas rindinas katra jauniegtitaja tabula sakritis pilniba. Musu grafa ar
Skautni savienosim tas divas virsotnes, kuram atbilstosas rindinas jaunaja tabula sakritusas.

Ja, izsvitrojot kolonnu, uzreiz sakritusas vairak neka divas rindinas, tad tomeér grafa zZime tikai
vienu (p€c brivas izv€les) no atbilstosajam Skautném.

Tadgjadi, n kolonnas svitrojot, grafa tiks iegiitas tiesi n Skautnes, pie tam katra Skautne atbilst
citas kolonnas izsvitrojumam.
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Dotajai tabulai 5x5 atbilstosais grafs ir sekojoss.

2
D @

® @

Pirmo kolonnu (skaitot no labas) svitrojot, sakrit 1. un 2. rindina, svitrojot 2.kolonnu, sakrit 1.
un 3. rindina, 4. kolonnu svitrojot, sakrit 2. un 4. rindina. Svitrojot 3. vai 5. kolonnu, nesakrit
nevienas divas rindinas.

Ja izpilditos misu piepémums, ka peéc katras kolonnas svitroSanas vismaz divas rindinas
sakrit, tad izveidotaja n virsotnu grafa biitu tiesi n Skautnes.

P&c miisu izdarita piep€muma tatad seko, ka izveidotaja n virsotnu grafa biis cikls.

Vispirms pieradisim, ka cikls satur€s vismaz tris virsotnes.

Pienemsim, ka cikls satur tikai divas virsotnes. Tatad starp divam virsotn€m ir novilktas divas
atSkirigas Skautnes. Tas nevar bit, jo katra Skautne radusies péc citas kolonas izsvitroSanas,
bet, ja, izsvitrojot r-to kolonnu, radusies Skautne, tas liecina, ka r-taja riitind attiecigas
rindinas bijuSas atSkirigas, bet Iidz ar to, ar péc s-tas kolonnas (S#r) izsvitroSanas tas bus
atSkirigas, tatad jauniegiitas rindinas nebiis vienadas un starp tdm pasam virsotn€m otru
Skautni novilkt nevargs.

Tadgjadi izveidojies cikls saturés vismaz trTs virsotnes.

Apliukosim divas §1 cikla blakusvirsotnes V1 un V2. Tabula apliikkosim to kolonnu (apzimé&sim
to ar i-to), kuru izsvitrojot, $Tm virsotném atbilstosas rindinas sakritis.

Vk VE

+

Vi1

Tatad rindinu V1 un V2 i-tas ritinas bis atskirigas.

Aplukosim pargjas cikla Skautnes. Ta ka tas radusas, izsvitrojot citas kolonnas (ne i-t0), tad
i-taja ratina to atbilstosas rindinas sakritis. T.i., i-taja raitina sakritis burti rindinam V2 un Vs,
tapat rindinam Vs un Vs, utt., sakritis burti rindinam Vi1 un Vi, ka ar1 rindinam Vi un Vy.

Ta ka cikla katram divam blakusvirsotném (iznemot Vi un V>) atbilstosam rindinam i-taja
rutind burti sakritis, tad tie sakritis visam rindinam uzreiz, t.i., sakritis ar1 rindipam V1 un Vo.
Bet tas ir pretruna ar ieprieks izdarito apgalvojumu.

Tatad sakuma izdaritais pien€mums bijis nepareizs - tomer var izsvitrot vienu kolonnu ta, lai
palikuSaja tabula katras divas rindinas joprojam atSkirtos viena no otras vismaz viena vieta,

Kbj.

59. uzdevums. Rinda atrodas 2n dazadi skait]i. Ar vienu gdajienu var vai nu mainit vietam
divus skaitlus, vai art cikliski mainit vietam 3 skaitlus (izvélamies a, b, ¢ un novietojam a tai
vieta, kur pirms St gajiena bija b, b — tai vieta, kur pirms St gdjiena bija c, un c — tai vieta, kur
pirms $i gajiena bija a). Kads ir minimalais gdjienu skaits, ar kuru vienmér pietiek, lai
izvietotu skaitlus augosa kartiba?

Atbilde: n gajieni.

Atrisinajums. Ja skaitlis y atrodas vieta, kur beigas jabiit skaitlim X, att€losim to ar bultinu

X — Y. skaidrs, ka no sakuma visi skaitli sadalas pa cikliem: cilpam Q , binariem cikliem
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2 un ,,gariem cikliem” ®—=®—= - —>#® (yismaz 3 skaitli). Skaidrs, ka katru binaru
ciklu var parveidot divas cilpas ar vienu gajienu. Ja ir gar§ cikls, kas satur fragmentu
..a—>b—>c—..., mainam a, b, c cikliski; rodas vismaz 2 cilpas. Tadgjadi ar katru gajienu
cilpu skaits pieaug par vismaz 2. Tapec pec augstakais n gajieniem bis 2n cilpas, t.i., merkis
bis sasniegts.

Analizgjot visas iesp€jas, ka divi vai tris skaitli var but sadaliti pa dazadiem cikliem, viegli
iegiistam: ciklu skaits viena gajiena nepieaug vairak par 2. Ja sakotngji ir tikai 1 cikls, tad
mérka sasniegS$anai vajag vismaz n gajienus.

2.5 Eilera cikli un celi

60. uzdevums. [[VS],349. uzd.] Dots kvadrats 4x4, kurs sadalits 1x1 ritinas. Vai ritinu
malas var sadalit:

1. 5 lauztas linijas, katra no kura ir ar garumu §8;

2. 8 lauztas linijas, katrai no kuram garums ir 5?
Atrisinajums. 1. Aplukosim 12 virsotnes, kas atrodas uz kvadrata malam, bet ne kvadrata
virsotn€s. No katras §adas virsotnes iziet tris nogriezni. Tas nozimé, ka katra no §Im virsotném
ir kadas lauztas lmijas galapunkts. Tacu piecam Iinijam ir tikai 10 galapunkti, un tie nevar
atrasties 12 punktos.
2. Uzzimgjiet piemé&ru, kas parada, ka tas ir iesp&jams.

61. uzdevums.
1. Saistita grafa ir 2k nepara virsotnes. Pieradit, ka var atrast tadus k celus, ka katra
Skautne ietilpst tiesi 1 cela un tiesi 1 reizi. (Cel$ var iet vairakas reizes caur vienu virsotni.)
2.Jak =2, tad tadus celus var izvéléties vismaz 2 dazados veidos.
Atrisinajums. 1. Grafam pievienosim vél k Skautnes, kas pa pariem savieno dotas 2k
virsotnes. Veidosies sasaistits multigrafs, kuram visas virsotnes ir para virsotnes. No Eilera
teorémas seko, ka $im grafam eksisté Eilera cikls. Izmetot no $1 grafa k pievienotas Skautnes,
iegtisim K celus, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.
2. Ja k>2, tad §is k Skautnes var pievienot dazados veidos, kas dos mums dazadas iespéjas
izveidot k celus.

62. uzdevums. [IMO, 1991] Dots saistits grafs ar n Skautnem. Pieradit, ka grafa Skautnes var
sanumurét ar skaitliem 1, ..., n (katru skaitli - tiesi 1 Skautnei) ta, lai katra virsotne, kura ieiet
vairak par vienu Skautni, visu uz Sim Skautném uzrakstito skaitlu lielakais kopéjais dalitdjs
biitu 1.

63. uzdevums. Pierdadit, ka jebkuram i un k eksisté no skaitliem 1, ..., k sastavosa virkne, kas
satur jebkuru no Siem skaitliem sastavosu virkni garumd i tiesi vienreiz.

Atrisinajums. Apskatam grafu, kura virsotnes atbilst virkném garuma i-1. Virsotnes (as, ...,
ai-1) un (by, ..., bi.1) savienojam ar $kautni tad un tikai tad, ja a> = by, az =bo, ..., ai = bi1. St
grafa Skautnes atbilst virkném ar garumu i, bet Eilera cikls $aja grafa - mekl&tajai virknei.

64. uzdevums. [Latvijas valsts olimpiade, 1995] Izliekta n-stirt janovelk n-3 diagonales ta,
lai tas sadalitos n-2 trijstiuros un lai nekadam divam novilktajam diagonalém nebiitu citu
kopéju punktu, iznemot varbiit galus. Bez tam nepieciesams, lai iegiito nogrieznu sistemu (n-
stilra malas un novilktas diagonales) varétu uzzimet ka slégtu lauztu liniju ar vienu vilcienu,
neatraujot zimuli no papira un nevienu nogriezni nenovelkot vairak par vienu reizi.
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Vai to var izdarit, ja

a)n=1994,

b) n = 19957
Atrisinajums. Vispirms paradisim, ka prasitais ir izdarams, ja n dalas ar 3. Lietosim
matematisko indukciju:

a) pie n=3 jazimg tikai trijstiira konttira,

b) pienemsim, ka pie n=3K ir uzziméta prasita slégta lauzta linija w, kas sadala n-stiri
o un sakas un beidzas virsotné A.

n K hY 1 K

Skaidrs, ka ltnija NMAWANBKN sadala prasitaja veida (n+3)-stiri ' v AMNKB.

Tatad pie n = 1995 uzdevuma prasibas ir izpildamas.

Tagad pieradisim, ka citiem n prasttais nav izpildams. Tadgjadi tas nebiitu izdarams arT pie
n=1994.

Pienemsim, ka prasita slégta linija novilkta. Uz bridi pienemsim, ka esam pieradijusi: iegiitos
plaknes apgabalus (trijstirus un bezgaligo ar&jo apgabalu) var katru nokrasot baltu vai
sarkanu ta, ka diviem vienadi nokrasotiem apgabaliem nav kopigas malas. Tad Kkatrs
nogrieznis ir viena balta un viena sarkana apgabala mala, tapéc visu sarkano apgabalu malu
kopskaits vienads ar visu balto apgabalu malu kopskaitu. Bet visi apgabali, izpemot argjo, ir
ar 3 malam, turpreti aréjam apgabalam ir n malas. leglistam, ka n jadalas ar 3.

Atliek pieradit miisu apgalvojumu par krasojuma iesp&jamibu.
Iegtitaja triangulacija eksiste trijstaris, kuram ir divas daudzstiira malas (zim&juma A-is o); ja
tada nebiitu, tad daudzstiira malu skaits neparsniegtu n-2, un ta ir pretruna.
Nokrasosim $o trijstiiri baltu, tam kaiminos esoSos - sarkanus, tiem kaiminos esoSos - baltus,
utt. Skaidrs, ka $ada cela katriem diviem blakus esoSiem trijstiriem ir dazadas krasas
(kaiminos jeb blakus esoSie trijstiiri ir trijstiri ar kopigu malu), jo katra diagonale pardala
daudzsturi divas dalas, kuram citu kopigu nogrieznu bez §is diagonales nav.
Lai krasojums biitu pabeigts, japamato, ka visi “uz arpusi” izejoSie trijstiri biis viena krasa
(tad argjo apgabalu varés nokrasot pret&ja krasa).
Pienemsim, ka eksist€ divi “uz arpusi” izejosi trijstiri pret€jas krasas. Tad eksiste ar1 divi $adi
trijstiri ar kop&ju virsotni. Ta ka starp trijstiriem krasojuma pretrunu nav, tad $aja virsotné
starp tiem ir vél para skaits citu trijstiru (lai varétu realizéties kédite b s b s...b s b s trijstiru
krasam ap doto virsotni).
Tas nozimg, ka no §is virsotnes pavisam iziet nepara skaits nogrieznu

b

=]
Bet ta nav taisniba: visi nogriezni ir uzziméti, novelkot slégtu lauztu liniju, kas katra virsotné
tik pat reizu ieiet, cik no tas iziet; tapec katra virsotn€ “satiekas” para skaits nogrieznu.
legiita pretruna parada, ka vares nokrasot ar ar¢jo apgabalu un pabeigt krasojumu.
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2.6 Hamiltona cikli
Skat. [[V], 48.-51.1pp] un [[AC], 3.3.2. nodala]. Citi uzdevumi par Hamiltona cikliem:

65. uzdevums. [[SP96/,61.uzd.] Valsti, kas sastav no 2 provincém, katras 2 pilsétas ir
savienotas ar vienvirziena celu. Braucot pa celiem, iespéjams no katras pilsétas noklit katra
cita. Tarisma firma "Hamiltons" piedava n marsrutus pa 1. provinces pilsétam un m
marsrutus pa 2. provinces pilsétam. Katrda no Siem marsrutiem tiek apmeklétas tikai vienas
provinces pilsétas, katrd iegriezoties tiesi vienreiz un beigds atgriezoties sakuma pilséta.
Pieradit, ka pastav vismaz mn lidzigi marsruti pa visas valsts pilsétam.

66. uzdevums. [Zirija, 1988, SIN1] Pie apala galda sé n cilvéki. Katram no viniem ir 3
draugi. Secibu, kada cilveki séz ap galdu, sauc par perfektu, ja katram cilvéekam abas pusés
séz draugi. Pieradit, ka, ja eksisté viena perfekta seciba, tad eksisté ari otra, ko nevar iegiit no
pirmds ar pagrieziena vai simetrijas palidzibu.

Grafu teorijas valoda: grafa, kura no katras virsotnes iziet tie$i 3 Skautnes, ir vai nu neviens
Hamiltona cikls vai arT vismaz 2 Hamiltona cikli.

67. uzdevums. Pasaku meza dzivo n dzivnieki, katrs sava ala (n >3). Katras divas alas
savieno tiesi viena tacina. Pirms Meza Karala vélésSanam dazi dzivnieki veica prieksvéléesanu
kampanas. Katrs tads dzivnieks apmekléja katru no citam alam tiesi vienu reizi, gaja tikai pa
iepriekSminétajam tacinam, nenogriezds no tacinam, atrazdamies starp alam, un kampanas
beigds atgriezas sava ald. Ir ari zinams, ka ne pa vienu tacinu negaja vairak par vienu
kampanas organizétaju.

a) pieradit: ja n — pirmskaitlis, tad kampanas organizétaju maksimalais iespejamais

skaits ir n_—l ,
2

b) atrodiet maksimalo iespejamo kampanas organizétaju skaitu pie n=9.
Atrisinajums. a) Ta ka katrs KO (kampanas organizators) izmanto n tacinas un tacigu

n(n-1)

. : . n-1 . s T
pavisam ir C? = , tad KO nav vairak par — Ja n — pirmskaitlis, var izveidot $adus

Hamiltona ciklus bez kopigam Skautném (alas — virsotnes apzimé&jam ar skaitliem 0; 1; 2; ...;
n-1):
0-5152-53—>..->n-1-50
05254-56—>..->n-2->0 (X, =X +2(modn))

= X; +3(modn))

i+1
05356>9—>..-5n-3->0 (x
utt.

b) Lidzigi ka a) punkta pierada, ka nevar biit vairak par 4 KO. Cetru Hamiltona ciklu piemérs
ir

i+1

051525853 >7>4>5>6—->5->0
052-53515458-5557-56->0
0535452555156 -58->7->0
0>4-55-535652>7-51-58->0
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n-1
Komentars: ar lidzigam metodém ka b) punkta parada, ka katram n var uzbuvét —

Hamiltona ciklus bez kopigam Skautném.

2.7 Eilera formula, tas secinajumi

Teoréma 2. [Eilera formula] Ja V, S un SK ir planara grafa virsotnu, Skautnu un skaldnu
skaits, tad
V-S+SK=1

Teorému un ar to saistitus uzdevumus var atrast [[V], 80.-87.1pp.] un [[L], 162.-164.1pp]. Sai
teorémai ir vairaki vienkarsi, bet interesanti secinajumi, ko ar1 var izstastit nodarbibas:

1. Formula S <3V -6 (sk. [[V],84. Ipp]).

2. Tas, ka jebkura planara grafa virsotnes var izkrasot 5 krasas ta, ka nav 2 virsotnu
viena krasa, kas savienotas sava starpa [[V],6. nodala].

3. Tas, ka ir tikai 5 regulari daudzskaldni.

2.8 Orienteti grafi

68. uzdevums. [[VS], 176. uzd.] Pieradit, ka, ja n >4, tad starp n punktiem var novilkt
bultinas ta, lai starp katriem 2 punktiem biitu tiesi 1 bultina un no katra punkta uz katru citu
varétu aiziet pa 1 vai 2 bultinam.

Atrisinajums. Uzdevumu risina ar matematisko indukciju.

Baze: Ja n=3, n=5, n=6, tad atrisinajumi paraditi zim&juma.

Induktiva pareja: pienemsim, ka konstruéta prasita bultinu sist€ma n punktiem Ai, Ao, ..., An.
Tad sistéemu n+2 punktiem konstrugjam $adi: no An+1 velkam bultinas uz visiem ieprieksgjiem
punktiem Az, Ao, ..., An, no visiem punktiem Az, Ao, ..., An velkam bultinas uz An+2 un velkam
bultinu no An+2 Uz An+1. Prasita konstrukcija iegiita.

69. uzdevums. [Ziirija, 1989, POL3] Dots orientéts grafs ar n virsotném, kura starp katram
divam virsotném ir bultina tiesi vienda virzienda. Pieradit, ka izpildas viens no 2 sekojosiem
apgalvojumiem:

1. virsotnes var sadalit 2 netuksas kopas Vi, V2 ta, ka no V2 uz V1 neiet neviena
bultina, vai

2. virsotnes var sanumurét ar Az, ..., An ta, lai no A1 ietu bultina uz A2, N0 A2 uz Az utt.,
NO An-1 UZ An, N0 An Uz As.

70. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2003] Volejbola turnira piedalas
(n+2)-2"1-2 komandas (N — naturdls skaitlis), katra ar katru citu spélé tiesi vienu reizi
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(neizskirtu nav ). Pierddit: péc turnira beigam var izvéléties n no Sim komandam ta, ka katra
no paréejam zaudejusi vismaz vienai no izveletajam n.

Atrisindjums. Vismaz vienam turnira dalibniekam nosléguma biis vismaz (n+2)-2"2-1 uzvara
un tatad ne vairak ka (n+2)-2"2-2 zaud&jumi (pretéja gadijuma katram dalibniekam uzvaru
butu mazak neka zaud&umu, bet tad nevar bit). Atrodam S$adu A:; un apskatam tos
<(n+2)-2"2-2 speletajus, kam vins ir zaudgjis. So spélétaju "iek$Eja turnira" var atrast
speletaju, kam nav vairak par (n+2)-2"3-2 zaud&jumiem, utt. Lidzigi turpinot, péc n-1
gajieniem bus atrasti spélétaji A1, Az, ... An1 ar ipaSibu: An1 Cietis <n zaud&jumus pedéja
apskatitaja "apaksturnira", un katra komanda, iznemot A1, A2, ..., An-1 un tas <n komandas,
kam An.1 zaud@jusi pe&dgja "apaksturnira", zaud€jusi vismaz pret vienu no A1, Az, ..., Ani.
Skirojam divas iespéjas:

a) Eksisté tada komanda, kam zaud&jusas visas minétas <n "apaks$turnira" komandas, kuram
zaudg@jusi An-1. Pievienojot to grupai Az, Ao, ..., An.1, ieglistam vajadzigo.

b) Tadas komandas nav. Tada gadijuma paSas §is <n komandas veido vajadzigo grupu
(papildinot to 11dz skaitam n ar patvaligam komandam).

71. uzdevums. [Latvijas valsts olimpiades 2.posms, 2004] Parlamenta ir 100 deputatu. Ir
zinams, ka nevienam deputatam nav aizspriedumu pret vairak neka 2 citiem deputatiem. (Ja A
ir aizspriedumi pret B, tad B var art nebiit aizspriedumu pret A.)

Kads ir mazakais komisiju skaits, kurds noteikti var sadalit jebkura Sada parlamenta
deputatus (katram deputdatam japiedalds vismaz viena komisija) ta, ka neviend komisija
nevienam deputatam nav aizspriedumu ne pret vienu citu?

Atrisinajums. a) Var gadities, ka ir 5 deputati, kuru ,aizspriedumu struktiira” att€lota
zim€juma. Nekadus divus no tiem nevar ieklaut viena komisija. Tatad var gadities, ka

nepiecieSamas vismaz 5 komisijas.
L]
* f \\\ .

0%0

b) Paradisim, ka ar 5 komisijam vienmér pietiek. Pieradisim to ar matematisko indukciju
patvaligam deputatu skaitam n. Pie n = 1; 2; 3; 4; 5 tas ir acimredzams (katra komisija icklauj
vienu deputatu).

Pienemsim, ka apgalvojums ir pareizs pie n=1; 2; 3; ...; m-1, kur m>6. Apskatisim m
deputatus. Ja katru no Siem deputatiem ,,ienist” vairak neka 2 citi, tad kopgjais ,,ienaidu”
skaits ir lielaks par 2m, ta ir pretruna, jo katram deputatam ir aizspriedumi pret augstakais 2
citiem, tapéc ,,ienaidu” nav vairak par 2m.

Tapec eksisté deputats A, pret kuru aizspriedumu nav vairak ka 2 citiem. Apskatisim visus
m-1 deputatus, iznemot A. Saskana ar induktivo hipotézi tos var sadalit 5 komisijas vajadziga
veida. Deputats A ir ,,nepienemams” ne vairak ka 4 no tam (jo ir <2 deputati, kam ir
aizspriedumi pret vinu, un ir <2 deputati, pret kuriem vigam ir aizspriedumi). Tatad A var
pievienot vismaz 1 komisijai. Induktiva pareja izdarita.

72. uzdevums. [, Baltijas cels 19947] Brinumsalas izlikdienests nosutijis uz Tartu 16
spiegus. Katrs no tiem izseko dazus savus kolegus. Ir zinams, ka nekadi divi spiegi neizseko
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viens otru. Katrus desmit spiegus var nostadit pa apli ta, ka katrs no viniem izseko savu
kaiminu pa labi.
Pieradit, ka art katrus 11 spiegus var nostadit pa apli ta, lai katrs no viniem izsekotu savu
kaiminu pa labi.
Atrisinajums. Sauksim divus spiegus par savstarp&ji neitraliem, ja tie neviens neizseko otru.
Apzimésim spiegus ar A1, Az,...A1s. Katram i, 1 <1< 16, ar ai apzimésim to spiegu skaitu,
kuri izseko Aj; ar bi - to spiegu skaitu, kurus izseko pats Aj; ar ¢i - to spiegu skaitu, kuri ir
neitrali ar A;.
Skaidrs, ka katram i pastav sakariba a; + bi + ¢i = 15 1)
Pienemsim, ka aj+¢i>8; tad aj +Ci>9. Aplikosim spiegu Aj un v&l devinus no tiem
spiegiem, kuri izseko Ai vai ir neitrali ar Aj. Skaidrs, ka Sos 10 spiegus nevar uzdevuma
minétaja veida nostadit pa apli - nav, kas stav pa labi no A;. Tapéc katram i pastav sakariba
ai+ci<8 (2)
Lidzigi ieglistam, ka katram i pastav sakariba
bi+ci<8 (3)
Saskaitot (2) un (3), m&s iegtstam (a; + bi + ¢;) + Ci < 16.
Nemot vera (1), iegiistam cj < 1.
Tagad pienemsim no pretgja, ka var atrast 11 spiegus, kurus neizdodas nostadit pa apli
prasitaja veida. Apzim@sim vienu no tiem ar B. Pargjos desmit saskana ar uzdevuma
nosacijumiem var nostadit pa apli:

s
Cy Lz
Ca o
Ca Ca
& e Cs
Pienemsim, ka starp spiegiem Ci, Co, ..., C1o nav neviena, kurs biitu neitrals attieciba pret B.

Tad vai nu B izseko visus spiegus Ci1, Co, ..., Cio, vai ari visi spiegi C1, Co, ..., C1o izseko B
(pretgja gadijuma B vartu “ievietot” apli starp diviem secigiem spiegiem Cij, un ta biitu
pretruna ar misu piepémumu.) Gan viena, gan otra gadijuma iegtistam pretrunu ar (2) vai (3).
Tatad B ir neitrals ar kadu no pargjiem spiegiem no apskatamas 11 spiegu grupas. Ta ka par B
vargja nemt patvaligu spiegu no $1s grupas un katrs spiegs ir neitrals ar augstakais vienu citu
(ci<1), tad 11 spiegi sadalas savstarp&ji neitralu spiegu paros. Acimredzot ta nevar bit.
legiita pretruna, tatad miisu piep€mums nepareizs, un 11 spiegus prasitaja veida var nostadit.

73. uzdevums. Kada valstt ir 10 pilsétas. Dazas pilsétas savienotas ar vienvirziena
aviolinijam (katra aviolinija savieno divas pilsétas, pa celam nenolaiZoties citas). No katras
pilsétas var aizlidot uz katru, varbit ar parsésanos. Atrodiet mazako n ar ipasibu: katra sada
valsti eksisté iespeja aplidot visas pilsétas un atgriezties izejas punkta, izdarot n parsésandas.
Atbilde: n = 30.

Atrisinajums. Ar Xjj apzimésim mazako lidojumu skaitu, lai no i-tas pilsétas noklitu j-taja
pilséta; ar m apzimesim max Xij (i#]). Varam uzskatit, ka celojums ar garumu m ietver pilsétas
P1, P2, ..., Pm+1. Papildinam to lidz cikliskam celojumam pi, p2, ..., Pm+1, Pm+2, ..., P10, P1.
Saskana ar m izvéli $aja cikliskaja celojuma izmantoti ne vairak ka S =m + m-(10-(m+1)+1)
lidojumi. Bet

=—, tapec S < 30.
2 4

2
S—m1-m) s(m+11_mj 121
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To, ka 30 lidojumi var but nepiecieSami, parada piemers:

l%l%l*m

2.9 Dazadi uzdevumi

74. uzdevums. [[VS], 123. uzd.] Grafa no katras virsotnes iziet 3 Skautnes un no katras
virsotnes uz katru citu var aiziet pa ne vairak ka 2 Skautném.

1. Pieradit, ka virsotnu ir ne vairak ka 10.

2. Kads ir maksimalais iespéjamais virsotnu skaits?
Atrisinajums. No vienas grafa virsotnes A var nonakt ne vairak ka uz trim virsotn€m, bet no
karas no §tm 3 virsotném ne vairak ka lidz 2 citam (neskaitot A). Tatad kopa grafam ir ne
vairak ka 1+3+3-2=10 virsotnes.
Piemérs ar 10 virsotnm paradits Zzim&juma.

75. uzdevums. [[MOJ, 38.13.] Ir vairakas pilsétas. DazZas no tam ir savienotas ar celiem. Ir
tadas pilsétas A un B, ka no A uz B nevar aizbraukt, braucot mazak ka caur 2 citam pilsétam.
Visus celus slédz un péc tam rada celus starp visiem pilsétu pariem, kur to pirms tam nebija.
Pieradit, ka tagad no jebkuras pilséetas uz jebkuru citu var aizbraukt, braucot caur ne vairak
ka 2 citam pilsetam.

76. uzdevums. [[VS], 290. uzd.] Apala ezera mala ir vairakas pilsetas. Starp dazam no tam ir
divvirziena kugu satiksme. Zinams, ka kugi brauc starp divam pilsétam tad un tikai tad, ja tie
nebrauc starp divam pilsétam, kas seko péc tam pulkstena raditaja virziena. Pieradit, ka var
aizbraukt no jebkuras pilsétas uz jebkuru, izmantojot ne vairak ka 2 parsesanas.
Atrisinajums. Pienemsim, ka A, B un C ir tris pilsétas, kas seko viena otrai ezera krasta. No
uzdevuma nosacijuma seko, ka A un B ir savienotas ar kugu Iiniju tad un tikai tad, kad B un C
nav savienotas. Tada veida visas pilsétas sadalas blakus stavoSu pilsétu paros, kuras ir
savienotas ar kugu liniju. Turklat jebkuri divi tadi pils€tu pari ir savienoti, t.i. viena no pirma
pils€tu para pilsétam ir savienota ar kadu no otra para pilsétam. No Sejienes izriet uzdevuma
apgalvojums.

77. uzdevums. Kads ir minimalais tads Skautnu skaits m, ka jebkura grafa ar n virsotnem un
m Skautném starp jebkuram 4 virsotnem var atrast 3, kas savienotas sava starpa?

78. uzdevums. [[VS], 310. uzd.] Ir 1997 pilsétas un celi starp tam. Katrs cels savieno 2
pilsétas. Zinams, ka no katras pilsétas var aizbraukt uz katru citu.
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1. Pieradit, ka eksiste 95 tadas pilsétas, ka no jebkuras citas var aizbraukt uz vismaz
vienu no tam, braucot caur ne vairak ka 20 citam.
2. Pieradit, ka 94 pilsetas ar sadu ipasibu var nebit.

79. uzdevums. [Krievija, 1993] Ir 1993 pilsétas, no katras iziet celi uz vismaz 93 citam.
Zinams, ka no katras pilsétas var aizbraukt uz katru citu. Pieradit, ka to var izdarit, braucot
caur ne vairak ka 62 citam pilsétam.

80. uzdevums. [Neklatienes konkurss, 1991] Ir 2n pilsetas. Katras 2 no tam savienotas ar
vienu transporta veidu: gaisa transportu, autotransportu vai dzelzcela transportu. Pieradit,
ka var atrast tadas n pilsetas un tadu transporta veidu, ka no katras no tam uz katru citu no
tam var aizbraukt ar So transporta veidu (varbiit ar parsésanos).

81. uzdevums. [[Z],25.7.] Grafa katram 2 blakus virsotnem nav kopigu kaiminu, bet katram
2 ,,ne blakus” virsotném ir tiesi 2 kopigi kaimini. Pieradit, ka no visam virsotném iziet
vienads skaits Skautnu.

Atrisinajums. Var divos veidos saskaitit ciklus ar garumu 4, kas ietver kaut kadu virsotni A.
Pienemsim, ka kopa ir n virsotnes, bet no A iziet k Skautnes. Tad:

1. 2 virsotnes, kas cikla ir blakus A, viennozimigi nosaka A pret&jo virsotni. Sis divas

k(k —1)
2

virsotnes var izvéléties veidos.

2. A pretgja virsotne viennozimigi nosaka abas blakus virsotnes. Pret&jo virsotni var izvel&ties

n—k- 1 veidos.
_ . k(k-1) . o re o o
Tade] ———==n-k—1. Jebkuram n ir ne vairak ka viens pozitivs Kk, kas apmierina $adu

vienadibu.
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3 Minimaksa teorémas
3.1 Holla teoréma

Teoréma. Pienemsim, ka galiga kopa X sadalita n apakskopds (varbut ar kopigiem
elementiem): X =A UA, U...UA, . NepiecieSamais un pietickamais nosacijums, lai varétu

izveleties n dazadus elementus x1, X2, ..., Xn td, ka X € A, X, €A, ..., X, €A, ir Sads:

jebkuram k, 1<k <n, kopu Ail, Aiz, . Aik apvienojumd ir vismaz k elementi.

Holla teorému, ar to saistitos rezultatus (Kéniga, Mengera u.c. teorémas) un uzdevumus par
tiem var atrast [[AC], 99.-103. Ipp.] un [[V], 7. nodala].

3.2. Dilvorsa lemma

Lemma. Ja daléji sakartota kopa satur mn+1 elementus, tad tajd var atrast vai nu kédi, kuras
garums ir m+1, vai antikedi, kuras garums ir n+1.

Dilvorsa teorema. Galiga daléji sakartota kopa minimalais kézZu skaits, kas satur visus kopas
elementus, ir viendds ar vislielako no antikézu garumiem.

S tema izklastita [AC][109.-112. Ipp.]. Seit tiek doti dazi ar to saistiti uzdevumi, kas
neparadas [AC]. Labs ievaduzdevums ir $ads:

82. uzdevums. [[VS], 160. uzd.] Uz taisnes ir 50 nogriezni. Pierddit, ka vismaz viens no
diviem sekojosiem apgalvojumiem ir patiess: a) ir 8 nogriezni ar kopéju punktu, b) ir 8
nogriezni, nekadiem diviem no kuriem nav kopéja punkta.
Atrisinajums. So uzdevumu var rékinat, gan atsaucoties uz Dilvorsa lemmu, gan arf citadi
(pie tam nenakas atkartot visu Dilvorsa lemmas pieradijumu). Uzdevumam ir analogs plaknes
gadijuma, kura risindjuma gan Dilvorsa lemma neparadas:

83. uzdevums. [[MC95/, Krievija] Plakné dots galigs skaits kvadratu. Visiem kvadratiem
malas ir paralélas. Starp katriem k+1 kvadratiem var atrast 2 kvadratus ar kopigu punktu.
Pieradit, ka visus kvadratus var sadalit 2k-1 kopas ta, lai katra kopa visiem kvadratiem biitu
kopigs punkts.

Negaidita veida Dilvorsa lemmu var lietot §ada uzdevuma:

84. uzdevums. [Neklatienes konkurss, 1990] Plakné ir 101 punkts, nevieni 3 no kuriem
neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit, ka var izvéléties 11 no tiem ta, lai jebkuri 3 izvélétie
punkti veidotu platlenka trijstiri.

Atrisinajums. levie§ koordinatas ta, lai nekadiem 2 punktiem nebiitu vienadas X vai Yy
koordinates. Definé daléju sakartojumu: punkts A ar koordinatém (X1, y1) ir mazaks par B ar
koordinatém (X2, y2), ja X1 < X2 un yi1 <Ya. Péc Dilvorsa lemmas, eksisté kéde vai antikéde ar
11 punktiem. Actmredzot jebkuri 3 no Siem 11 izv€l€tiem punktiem veidotu platlenka trijstiiri.
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3.3. Spernera teoréma
Teoréma. Lielakais daudzums apakskopu, ko var izvéléties no n elementu kopas ta, lai

neviena izvéléta apakskopa nebiitu apakskopa citai izvelétai, ir
a) Ck,jan=2k,

b) CJ... jan=2k+1.

Skat. [[AC], 104.-107. Ipp.].
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4 Dirihle princips, vidéjas vertibas metode

Skat. [AC].

5 Krasojumi un invarianti

Vienkarsu ievadu S$aja t€éma var atrast [[L], 140.-151.1pp]. Uzdevumus par to var atrast arl
[[PR], 22. nod.].

5.1. KrasoSana

ST metode ir loti populara olimpiazu uzdevumos. Tapéc sikak apliikosim to, sakot ar
vairakiem piemé&riem. Talak, aprakstot uzdevumus, varésim dot tikai Tsus noradijumus kadu
krasojuma veidu izmantot

1. piemérs. Vai kubu ar izmériem 6x6x6 var uzbiivét no 27 kiegeliem, kuriem ir taisnstira
paralélskaldna forma, bet izméri ir 1 x2 x47?

Analize. Sis ir jautdjums, uz kuru atbilde ir "ja" vai "n&". Pirmkart, ievérosim, ka
6-6-6=1-2-4-27 Tatad materialu kuba izveidoganai pietick. Nedaudz geometriskas iztéles,
un més redzam, ka ar 26 etaloniem 1x2x4 var aizpildit kubu, kura viena stiirT paliek nenoklats
kubs ar izm@riem 2x2x2. Skaidrs, ka ar etalonu 1x2x4 to noklat nevar. Var izm&ginat ari citus
variantus, bet tie visi blis neveiksmigi. Galvenais tagad saprast, ka tas, ka pirmais noklasanas
variants nav bijis veiksmigs, nekada gadijuma nenozimé, ka kuba izveidoSana no etaloniem
1x2x4 nav iesp&jama. Loti bieZi §ada gadijuma palidz kubinu iekrasoSana. Izdomajot pareizo
iekrasoSanas veidu, mes iegiisim atrisinajumu.

Atrisinajums. Ta ka stereometrija ieckraso$ana geometriski ir parak sarezgita un nevizuala,
tad pariesim pie algebriska pieraksta. Tatad kubs 6x6x6 var tikt aprakstits ka mazo kubinu
1x1x1 kopa ar koordinatém (m, n, k), kur skaitli m, n, k ir naturali skaitli robezas no 1 lidz 6.
Tagad iekrasosim melnus kubinus, kuru koordinates m, n, Kk ir nepara skaitli. Redzam, ka tadu
kubinu skaits ir 3-3-3=27. Tagad atliek saprast, ka katrs etalons var noklat 0, 2 vai 4 iekrasotos
kubinus. Tas seko no ta, ka katrs etalons 1x2x4 sastav no diviem paral€lskaldniem 1x1x4,
kura var but iekrasoti 0 vai 2 kubini (precizak izt€lojoties kubu, var saprast ar1, ka noklati var
bt tikai 0 vai 2 iekrasotie kubini). Tas nozimé, ka ar dotajiem etaloniem var noklat tikai para
skaita iekrasotos kubinus. Bet, ta ka janoklaj 27 iekrasotie kubini, tad tas nav iesp&jams.

Krasojumi

Mg@s redzgjam, ka kubinu iekrasoSana palidz€ja mums atrisinat doto uzdevumu. Tagad
aplukosim galvenos krasoSanas veidus.

Saksim ar ritinu lapas krasojumiem.

Izveloties vienu riitinu lapas riitinas centru par koordinatu plaknes sakumpunktu, visu ritigu
centru koordinates biis veseli skaitli. Tatad katrai riitinai mes piekartosim veselu skaitlu pari
(m, n) — ratinas centra koordinates. Tatad, piem&ram, ritinu taisnstliri Mxn més varétu
aprakstit Sadi: rutinu kopa, kuru koordinateém (X,Yy) izpildas nevienadibas 1< x<m,
1<y<n; tau biezi ir &rtak izveleties skaitlu X un y robezas intervalos 0<x<m-1,
0<y<n-1.
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K1. Sahveida krasojums

Seit uzziméts ritinu kvadrata 7x7 Sahveida krasojums. Tas ir viens no visbiezak
izmantojamajiem krasojumiem uzdevumu risinajumos.

Uzdevumu krajumos varat atrast simtiem uzdevumu, kurus risina, izmantojot $adu krasojumu.
Vajadz€tu ar1 saprast, ka algebriski pierakstit iekrasoto riitinu koordinates. To var pierakstit
sadi: ratina ar koordinatém (X, y) tiek iekrasota melna, ja X+ y =0 (mod 2). Aplikosim tikai
vienu pieméru, kas to ilustré.

2. piemers. Ritinu kvadrata 7x7 kreisaja augséja stiri atrodas figira "zirdzins". Vai zirdzips
var apiet visu kvadratu, katra laucinad nonakot vienu reizi, un pédeja gajiend atgriezties
sakuma laucina?

Analize. leverosim, ka zirdzin$ katra gajiena pariet uz pretgjas krasas laucinu.

Atrisinajums. N, nevar. Atzim&sim divas galvenas 1pasibas:

1. Zirdzins katra gajiena pariet uz pretgjas krasas laucinu.

2. Lai apietu visu riitinu kvadratu, tam ir jaizpilda 49 gajieni.

Tatad pec 49 gajieniem zirdzin§, kur§ sakuma atradas uz melna laucina, atradisies uz balta
laucina, un tapec nevarés atrasties sakuma laucina.

K2. Diagonalveida krasojums

Atcergsimies Sahveida krasojuma algebrisko pierakstu: laucins ir melns, ja X+ Yy =0 (mod 2).
Izmainot kongruences moduli (teiksim, 2 par n), laucinus varésim nokrasot n krasas.
Apzimésim krasas ar skaitliem no 0 Iidz n-1. Laucinu ar koordinatém (X, y) nokrasosim krasa
X+ Yy (modn). Uzzimésim ratinu kvadrata 9x9 diagonalveida krasojumu trTs krasas:

Uzskatisim, ka kreisas augsgjas riitinas koordinates ir (0, 0). Seit ritina ir nokrasota sarkana,
ja x+y=0(mod 3), zila, ja x+y=1(mod 3) un balta, ja x+y=2 (mod 3). (Koordinatu asis
atbilst datoru koordinatém: ass Ox versta horizontali pa labi, ass Oy — vertikali uz leju).

Tagad apliikosim vienu no daudzajiem uzdevumiem, kas izmanto diagonalkrasojumu.
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3. piemérs. Pieradit, ka kvadratu 9x9 nevar nokldat ar 26 neskelosam trimino figiram

DZI:' un vienu figiru |

Analrze. Lielaka dala figiiru parklasanas uzdevumu ir saistita ar laucinu iekrasosanu. Ta ka
figlirinas sastav no trim kvadratiem, tad logiski biitu izmantot triskrasu krasojumu. Loti
butiski ir tas, ka triskrasu diagonalkrasojuma katra taisna trimino figira noklaj vienu katras
krasas riitinu. Atliek analizét, cik kadas krasas laucinus parklaj lenkveida trimino figiira.
Atrisinajums. Soreiz uzdevums ir ,,vienkar§aks”, jo mums nav jateré laiks pozitivo pieméru
konstrugsanai, bet jamekl€ pretrunas iemesls. Vispirms iekrasosim tris krasas diagonalveida
kvadratu 9x9. Saskaitisim, cik ir kadas krasas ratinu. Sarkano ratinu skaits ir 27, zilo ritinu
skaits ir 27 un balto ritinu skaits ir 27. Izvéloties krasojuma virzienu, més varam uzskatit, ka
lenka figiira ir novietota ta, ka ta noklaj divas vienas krasas riitinas un vienu otras krasas
ratinu. Teiksim, ta noklaj divas sarkanas un vienu zilu ritinpu. Tada gadijuma mums paliek 25
sarkanas, 26 zilas un 27 baltas ritinas. Katra taisna trimino figtira noklaj vienu sarkanu, vienu
zilu un vienu baltu riitinu. Ta ka atlikusaja dala dazadu krasu riitinu skaiti nav vienadi, tad ar
taisnajam trimino figliram to noklat nav iesp&jams.

4. piemers. Kvadrats sastav no 8x8 ritinam; 33 ritinds ievietots pa zvaigznitei. Pieradit, ka
var atrast tadas 5 zvaigznites, no kuram nekdadas divas neatrodas ne viend rinda, ne viena
kolonna.

Analize. Uzdevuma formul&ums vedina uz domu, ka biis jaizmanto Dirihle princips. Saksim
ar tradicionalu nepareizu spriedumu. Ta ka zvaigznites ir 33, tad tas nevar izvietot Cetras
kolonnas, t.i. vismaz piecas kolonnas biis zvaigznites. To paSu var teikt ar1 par rindinam. Tad
Sajas kolonnas un rindinas panemsim pa zvaigznitei. Protams, ka tas nav pieradijums, jo
nemot piecas zvaigznites, kas atrodas piecas kolonnas nav nekadas garantijas, ka to vares
izdarTt ta, lai tas atrastos dazadas rindinas. Kaut gan $aja nepareizaja sprieduma tika izmantots
Dirihlé princips, tas nenoveda pie atrisinajuma. Uzdevuma risinajuma Dirihl€ princips biis
jaizmanto kombinacija ar diagonalveida iekrasojumu péc modula 8.

Atrisinajums. Sadalam ritinas 8 grupas, ka paradits zim&juma.

Vienas grupas riitinas iekrasotas viena krasa. Ka redzam, vienadi iekrasotas riitinas neatrodas
ne viena rinda, ne viena kolonna. Ja katra grupa atrastos ne vairak par 4 zvaigznitém, tad kopa
to biitu ne vairak par 32; tatad kada no grupam ir vismaz 5 zvaigznites. Tas ar1 izvelesimies.

K3. Diskrétais krasojums
Varam izmantot arT krasojumu, kura tiek iekrasotas riitinas, kuru koordinates pienem noteiktu

veértibu péc noteikta modula. VienkarSakais no tiem ir $ads: riitina tiek iekrasota, ja
Xx=1(mod2) un y=1(mod?2).
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5. piemeérs. Vai iespéjams ritinu taisnstiuri 5 x7 parklat ar 35 lenkveida trimino figiiram ta, ka
katra ratina bitu parklata ar trim trimino figiiram?

Analize. Lai pieraditu, ka parklajums nav iesp&jams, izmantojiet tikko aprakstito diskréto
krasojumu péc modula 2. Rutinu taisnstirim 5x7 tas izskatas $adi:

Tacu pretruna Soreiz nebiis paritateé vai ari péc cita modula. Lieta ir tada, ka mums ir parak
daudz melno ratinu.

Atrisinajums. Lai atrisinatu $o uzdevumu, izmantosim tikko aplukoto krasojumu. Mums
pavisam ir 12 iekrasotas riitinas. Katra no tam ir japarklaj ar trim lenkveida trimino figiiram.
Ieveérosim, ka katra lepkveida trimino figira var parklat lielakais vienu iekrasoto riitinu.
Tatad, lai triskarsi parklatu iekrasotas riitinas, mums nepiecieSamas vismaz 36 trimino figiiras.
Tac¢u mums $adas figuras ir tikai 35. Tatad prasitais parklajums nav iesp&jams.

K4. Periodisks ritinu lapas krasojums

Periodisku riitinu lapas krasojumu varam iegit $adi: ar horizontalam un vertikalam taisném
sadalam ratinu plakni taisnsttiros mxn. Vienu $adu taisnstiiri iekrasojam patvaligi k krasas.
Pargjos taisnstiirus mxn iekrasojam tapat ka izveleto taisnstiiri. Algebriski periodisko
krasojumu var definét ka divargumentu funkciju f(X,Yy), kas katram veselu skaitlu parim
(%, y) (rutinas koordinates) piekarto veselu skaitli no intervala [0, k-1] (krasas numurs).

Definicija. Ritinu lapas krasojumu f(X,y) sauc par (m, n)-periodisku, ja jebkuriem veseliem
skaitliem x, y, u, v, kuriem X=u(modm) un y=v(modn), izpildas vienddiba
f(x,y)=f(u,v).

Visi ieprieks aprakstitie krasojumi ir periodiski.
Nakosa uzdevuma atrisinajums izmanto loti sarezgitu periodisku divkrasu krasojumu.

6. piemérs. Bezgaligas ritinu lapas ritinas sakuma ir baltas. Atlauts izvéléties jebkuru
kvadratu 3x3 vai 4x4 un parkrdsot ta ritinas pretéja krasa (baltu ratinu par melnu, melnu
par baltu). Vai, atkartoti pielietojot sadas operdcijas, ir iespéjams iegiit rutinu lapu, kura
melnas ir tikai 4 ritinas, kas veido kvadratu 2 x27?

Analize. Péc daziem neveiksmigiem parkraso$anas méginajumiem més nonakam pie
sledziena, ka atbilde varétu but: n€, nav iesp&jams. Tatad mums vajadz€tu izmantot invariantu
metodi. Pienemsim, ka mums izdotos iekrasot ritinu lapu divas krasas, teiksim, sarkana un
zala ta, ka katrs kvadrats 3x3 un 4x4 satur para skaitu sarkano rutinu, bet eksisté kvadrats
2x2, kas satur nepara skaitu sarkano rutinu. Tada gadijuma viegli pieradit uzdevuma prasitas
parkrasoSanas neiesp&jamibu. Tiesam, izpildot atlautos parveidojumus, melno ritinu skaits
plaknes sarkanaja dala vienmér biis para skaitlis (tas ari ir §1 uzdevuma parveidojumu
invariants). Bet mums vajag iegiit melnu kvadratu 2x2, kur§ satur nepara skaitu sarkanas dalas
ritinu (protams, melnbalta kvadrata izvietojumu mes varam izvéléties pasi; tapec krasojuma
pietiek noradit tikai vienu $adu kvadratu 2x2). Tatad apgalvojums bis pieradits, ja mes
atradisim So sarkanzalo plaknes krasojumu. Ja Jums tas neizdodas, tad lasiet atrisinajumu.
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Atrisinajums. N@, nav iesp&jams. Ka bija paradits uzdevuma analiz€, parveidojumu
neiesp&jamiba biis pieradita, ja mums izdotos iekrasot riitinu lapu divas krasas, teiksim
sarkana un zala ta, ka katrs kvadrats 3x3 un 4x4 satur para skaitu sarkano ritinu, bet eksisté
kvadrats 2x2, kas satur nepara skaitu sarkano ratinu. Viens $ads (6, 6)-periodisks krasojums
paradits Zzim&juma.

Kvadrats 2x2 zim&uma noradits, bet to, ka katrs kvadrats 3x3 un 4x4 satur para skaitu
sarkano ritinu, ir japarbauda, apliikojot visus iesp&jamos kvadratu 3x3 un 4x4 izvietojumus.
Ta ka krasojums ir periodisks, tad jaapluko 36 kvadrata 3x3 izvietojumi (kvadrata 3x3 kreiso
augsgjo ritinu ievietojot viena no kreisa aug$eja kvadrata 6x6 riitinam) un 36 kvadrata 4x4
izvietojumi.

KS. Regulara trijstiira ,,Sahveida” krasojums

KrasoSanu var izmantot ne tikai uzdevumos par ritinu lapu, bet ari citos gadijumos, kad
noteikta figlira sadalita vairakas mazas figtras. Par ,,Sahveida” krasojumu tad sauc divkrasu
krasojumu, kura figiiras ar kopigu malu iekrasotas dazadas krasas. Protams, ne katru figtras
sadaltjumu var $adi iekrasot. Aplukosim dazus uzdevumus, kuros regulars trijstiiris sadalits
vienados mazakos regularos trijstiiros.

7. piemers. Regulars trijstiris ar malas garumu 5 sadalits 25 regularos trijstiros ar malas
garumu 1 (skat. zim.). Kadu lielako skaitu rombu, kas sastaditi no diviem ,,mazajiem”
trijstiriem, var izgriezt no dota ,,liela” trijstiira?

Analrze. Uzdevumu atrisinajumi, kuru formul&jums ir ,,Kadu lielako (mazako) skaitu ... var
ieglt ?”” sastav no divam dalam: piemera, kas parada, ka var iegiit n prasitas ,.konfiguracijas”
(8aja gadijuma — no piemeéra, kur paradits, ka var izgriezt n rombus), un pieradijuma, ka skaitli
n nevar palielinat (Saja uzdevuma japierada, ka vairak par n rombiem izgriezt nevar). Saméra
viegli ir uzzimét piemeru, kura izgriezti 10 rombi. Talak japariet pie pieradijuma, ka vairak ka
10 rombus izgriezt nevar. Sajos pieradijumos skolnieki biezi pielauj vienu un to pasu kladu.
Vini saka: ,,Lik, es visizdevigakaja veida izgriezu 10 rombus, un ir redzams, ka 11-to rombu
vairs izgriezt nevar”. Sados gadijumos pasniedzgjam loti rlipigi un neatlaidigi ir japaskaidro,
kadas kludas ir pielaistas Saja sprieduma, jo tas liecina: skolniekam vél nav precizas izpratnes
par to, kas ir matematisks pieradijums.

Kludas Seit ir divas:
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1. Nav skaidrs, ko nozimé vards ,,visizdevigakaja”.

2. Nav nekada pamata uzskatit, ka 10 rombus jaizvélas tiesi ta, ka paradits skolnieka
pieméra; un tiesam, 10 rombus var izgriezt loti daudzos veidos. Tad kap&c gan kada no citiem
piemériem nebiis palikusi vieta 11-ajam rombam?

Lai iegitu precizu pieradijumu, ka vairak par 10 rombiem izgriezt nevar, izmantosim
,Sahveida” krasojumu.
Atrisinajums. zim&uma paradits viens piemers, ka izgriezt 10 rombus.

Pieradisim, ka vairak neka 10 rombus izgriezt nevar. Lai to pieraditu, iekrasosim mazos
trijstiirus divas krasas, ka paradits Zzim&juma.

leveérosim, ka katrs izgrieztais rombs satur vienu baltu un vienu sarkanu trijstiri. Ta ka
sarkano trijstiiru skaits ir 10, tad vairak par 10 rombiem izgriezt nevar.

8. piemeérs. Regulars trijstiris ar taisném, kas ir paralélas ta malam, sadalits 49 viendados
regularos trijstiros. Novilkta neslégta lauzta linija, kuras posmi iet pa mazo trijstiru malam
un iet caur katru ,,mezgla punktu” (ta sauksim jebkuru no mazo trijstiiru virsotnem). Pieradit,
ka linijas posmi veido vismaz 7 Saurus lenkus.

Analrze. Zimgjot piemerus, redzam, ka vienmeér izveidojas vismaz septini 60° lenki. Lai
pieraditu So apgalvojumu atkal izmantosim trijstiira Sahveida krasojumu.

Vispirms ieverosim, ka visi Iinijas posmi iet pa zalo trijstiru malam. Talak mums vajadzetu
aprékinat Inijas garumu (tas nav atkarigs no ta, ka §1 linija novilkta), ievérot, ka linija nevar
satur€t tris viena zala trijstiira malas, bet, ja ta satur divas viena zala trijstiira malas, tad tas
veido 60° lenki. Tagad paméginiet veikt aprékinus un, izmantojot Dirihl€ principu, pieradit
prastto.

Atrisinajums. Iekrasosim mazos trijstirus, ka paradits uzdevuma analizé. Iev@rosim, ka
pavisam zimé&juma ir 36 mezgla punkti. Ta ka Iinija iet caur visiem Siem punktiem, tad ta
sastav no 35 zalo trijstiiru malam. Zalo trijstiiru skaits ir 28. Linija nevar saturét tris viena zala
trijstira malas. Pienemsim, ka ir ne vairak par 6 tadiem zalajiem trijstiriem, kuriem divas
malas pieder novilktajai Iinijai. Apzim&sim $adu trijstiiru skaitu ar k. Tad kopgjais Iinijas

garums neparsniedz 2k+(28_k):k+28£34 vienibas (maza trijstira mala ir viena
vieniba). Bet tas ir pretruna ar to, ka Iinija satur 35 zalo trijstiru malas. legiita pretruna
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pierada, ka ir vismaz 7 zalie trijsturi, kuriem divas malas pieder novilktajai linijai. Linijas
posmi, kas satur So trijstiiru divas malas, veido 60° lenki. Apgalvojums pieradits.

9. piemeérs. Vienadmalu trijstira katra mala sadalita n vienddos nogrieznos, daltjuma punkti
savienoti ar nogriezniem, kas paraleli trijstira malam. Sakotnéjais trijstiris tadéjadi sadalas
N? mazos vienadmalu trijstirisos (skat. zim., kur n = 4). So trijstirisu virsotnes saucam par
rezga virsotném.

JAVAVAVAN

Katra iegiita rezga virsotné atrodas pa skudrai. Skudras vienlaicigi sak ar vienadiem un
nemainigiem atrumiem rapot pa rezga linijam. Skudras maina kustibas virzienu tikai rezga
virsotnes. Nonakot kada rezga virsotné, katra skudra pagriezas par 60 °vai 120 ° (vienalga uz
kuru pusi) un turpina celu pa rezga linijam.

a) Pieradiet: ja n = 6, tad dazas skudras kadreiz noteikti satiksies.

b) Vai tas noteikti notiks, jan = 7?
Analize. Lai pieraditu uzdevuma a) punktu, izmantosim rezga virsotnu krasojumu divas
krasas, kurs paradits zim&juma, un apliikosim tas skudras, kas sakotngji vai p&c pirma gajiena
atradas melnajos punktos. Talak jaizmanto Dirihl€ princips.
Uzdevuma b) punkta atbilde ir negativa: n&, tas var ari nenotikt. Tas nozimé, ka ir tikai
jaizdoma piemers, kura paradits, ka skudram rapot pa rezga linijam, lai tas nesatiktos. Ja
uzreiz neizdodas atrast $adu pieméru, tad paméginiet atrast pieméru, kadn=21unn = 3.

AVAVAN
FAVAVAVAVAVAN

Atrisinajums. a) Apliikosim 10 melnos punktus (skat. zim.).

Pienemsim, ka skudras nesatiekas. Aplikosim 10 skudras, kas sakotngji atradas melnajos
punktos. Tad péc viena gajiena tas atradisies baltajos punktos. Apliikosim vél 10 skudras, kas
péc pirma gajiena atradas melnajos punktos. P&c otra gajiena tas atradisies baltajos punktos;
ar1 pirmas 10 skudras atradisies baltajos punktos (jo divos gajienos nevar aiziet no melna
punkta uz melno). Tatad vismaz 20 skudras atradisies baltajos punktos, tatu sadu punktu ir
tikai 18. legiita pretruna.

b) Ng, ne noteikti. Pieméram, skudras var kustéties cikliski apkart zim&uma iekrasotajiem
trijstiriem vai rombiem.
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10. piemérs. Plakne sadalita vienddos kvadratinos ka ritinu lapa. Uz tds novietoja kubu ta,
ka viena kuba skaldne precizi sakrita ar vienu no ritinam. Kubu saka ripinat pa plakni,
pakapeniski “parvelot” pari kadai no atbalsta skaldnes skautném. Kada bridr tika konstatéets,
ka kubs balstas uz plaknes ar to pasu skaldni, ar kuru sakuma, un atrodas tai pasa vieta, kur
sakuma. Vai var gadities, ka Sai bridi kubs, salidzinot ar sakotnéjo poziciju, pagriezts par 90 °
ap vertikalo asi, kas iet caur atbalsta skaldnes centru?

Analrze. Lai atrisinatu $o uzdevumu, atkal ir jaizmanto krasoSana. Jaiekraso gan plaknes rezga
virsotnes, gan kuba virsotnes. Plaknes rezga virsotnu krasojums ir tradicionals divkrasu
diagonalais (jeb vienkarsi Sahveida) krasojums. Ar1 kuba virsotnu krasojums ir tradicionals
divkrasu krasojums, kura katra $kautne satur melnu un baltu virsotni.

Atrisinajums. Ng, ta nevar notikt. Iekrasosim kuba virsotnes divas krasas — melna un balta ta,
ka katra Skautne satur melnu un baltu virsotni, un izkrasosim ari plaknes rezga virsotnes “Saha
galdina” kartiba (skat. zim.).

Saskanosim krasojumu ta, lai sakuma pozicija melnas kuba virsotnes sakristu ar melnajam
rezga virsotném. Viegli redzet, ka $1 1paSiba saglabajas, kad kubs parvelas kadai no atbalsta
skaldnes Skautném. Tatad §1 1paSiba saglabasies lidz kustibas beigam. Bet, ja kubs biitu
pagriezts par 90° ap vertikalo asi, ta nebiitu saglabajusies.

85. uzdevums. Vai Saha galdinu 8x8, no kura izgrieztas 2 pretéjas stiura ritinas, var sagriezt
1x2 gabalinos?

Atrisinajums. Izmantosim Sahveida krasojumu. Figlira satur 32 vienas krasas rttinas un 30
otras krasas riitinas, bet katrs gabalin$ 1x2 — pa vienai katras krasas riitinai. Tatad var noklat
tikai figiiru, kura satur vienadu skaitu melno un balto riitinu. Tatad doto figliru nevar sagriezt
gabalinos 1x2.

86. uzdevums. Vai var Saha galdinu 5x5 apstaigat ar zirdzinu, katra ritina iegrieZoties tiesi
1 reiziun

1. sakot no augséjas rindas 2. ritinas?

2. sakot no kaut kadas citas ritinas?
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Atrisinajums. 1. Apliukojam galdipa Sahveida krasojumu, uzskatot, ka kreisa augsgja riitina
nokrasota melna. Tad mums ir 13 melnas un 12 baltas rttinas. Ta ka zirdzin$ savu marsrutu
sak no baltas rutinas, marSrutam biitu jasastav no 13 baltam un 12 melnam riitindm. Tatad
pirmaja gadijuma apiet Saha galdinu nav iesp&jams.

2. Paradiet ar piemé&ru, ka tas ir iesp&jams.

87. uzdevums. [[VS], 133. uzd.] Vienadmalu trijstira katra mala sadalita k vienadas dalas.
Caur dalijuma punktiem novilktas taisnes, kas paralélas malam. Tadéjadi trijstiris sadalits k?
mazos trijstiros. "Kedite" ir mazo trijstiru virkne, kura neviens trijstiris nav vairak ka I reizi
un katram ndakosajam trijsturim ir kopiga mala ar iepriekséjo. Kads ir maksimalais
iespéjamais trijstiru skaits "kedite"?

Atrisinajums. lzmantosim trijstira Sahveida krasojumu, uzskatot, ka augS€jais trijsturis ir
k* -k

melns. Tad trijstiiris satur [ J baltos trijstiirus. Skaidrs, ka k&dite nevar saturét vairak

2_
2-(" 5 I(j+1:k2—k+1
par

trijstiriem. Viegli uzzimét pieméru ar $adu trijstiiru skaitu.

88. uzdevums. Kurus no taisnstiriem 5x6, 5x8, 6x8, 10x10 var sagriezt T formas figiirinds,
kas sastav no 4 lauciniem?

Atrisinajums. Ta ka riitinu skaitam jadalas ar 4, tad, protams, nevar sagriezt taisnsttiri 5x6.
Aplikojot iespgjamos figiirinu izvietojumus pie malas ar garumu 5, secinam, ka nekadu
taisnstiiri ar malas garumu 5 nevar sagriezt T formas figlrinas.

Aplukojot Sahveida krasojumu, secinam, ka jabut vienadam skaitam T figliripu ar 1 balto
ratinu un T figlrinu ar 1 melno riitinu. Tatad figiirinu skaits ir para skaitlis un taisnstiira riitinu
skaitam jadalas ar 8. Tatad taisnstiiri 10x10 ar1 nevar sagriezt T figiirinas.

Sakot figliru izvietoSanu pie malas ar garumu 6, arT nonakam pie pretrunas. Tatad ar1 figliru
6x8 nevar sagriezt T figiirinas.

89. uzdevums. [[PR/,22.14] Taisnstiiris sagriezts gabalinos 1x4 un 2x2. Vienu 2x2 gabalinu
aizvieto ar 1x4 gabalinu. Pieradit, ka no iegita gabalinu komplekta nevar izveidot tadu pasu
taisnsturi.

Atrisinajums. Izmantojiet 5. pieméra paradito krasojumu un to, ka katra figiira 1x4 noklaj
para skaitu melno riitinu, bet katra figtira 2x2 vienu (tatad nepara skaitu melno rutinu).

90. uzdevums. [[PR/,22.18] Vai taisnstiri 10x10 var sagriezt taisnstiiros 1x4?
Atrisinajums. To nevar izdarit. Pie pretrunas noved 4 krasu diagonalkrasojums (riitinu skaiti
dazadas krasas nav vienadi).

91. uzdevums. Vai Saha zirdzins var apstaigat galdinu 4xn, katra ratina nonakot tiesi
vienreiz un beigas atgrieZoties sakuma ritina?

Atrisinajums. Ng, nevar. Aplikojam Sahveida krasojumu un secinam, ka apgaita zirdzins
katra gajiena maina balto un melno krasas. Tagad iekrasojam pirmo un ceturto joslu sarkana
krasa, bet divas vidgjas joslas zala krasa. Ta ka no sarkanas krasas ritinas zirdzin$ var nonakt
tikai zalas krasas riitina, un abu krasu ritinu skaits ir vienads, tad no zalas krasas riitinas tam
janonak sarkanas krasas rutina. Tada gadijuma melnbaltajam un sarkanzalajam krasojumiem
butu jasakrit. Bet ta ir pretruna.
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92. uzdevums. [Zirija, 1986, CA4] Superzirdzins vienda gajiend var iet 3 ritinas viend
virziend un 2 ritinas otra virziend. Vai var ar superzirdzinu apstaigat 12x12 Saha galdinu,
katra ritind nondkot tiesi vienreiz un beigds atgriezoties sakuma rutina?

93. uzdevums. /PSRS, 1989] Uz saha galdina 2nx2n atrodas 2n figiras ta, ka katra vertikale
un katra horizontalé to ir pa 1. Pieradit, ka melnajas ritinds atrodas para skaits figiru.
Atrisinajums. No sakuma novietojam visas figliras uz melnas diagonales. Tad melnajas
rutinas atrodas 2n — para skaits figliru. Katras divas figiiras atlautajas konfiguracijas nosaka
taisnstliri, kura pret€jas virsotnés tas atrodas. Par inversiju sauksim $adu divu izvéletu figtiru
parvietoSanu uz divam citam pret§jam taisnstlira virsotn€m. Viegli parbaudit, ka inversijas
rezultata nemainas figiiru skaita paritate, kas atrodas melnajas ritinas. Atliek piezimét, ka ar
sadam inversijam var iegit jebkuru atlauto izvietojumu.

94.uzdevums. [IMO, 1996] Uz galdina 20x12 riitinas atrodas figira, kas var iet no vienas

ritinas uz otru, ja attalums starp ritinu centriem ir Jk. Vai s figitra var noklut no laba
apakséja stiira uz kreiso apakseéjo stiiri, ja

1. kdalas ar 2 vai 3?

2. k=737

3. k=972
Atbildes: 1. ng; 2. ja; 3. né. 3. var risinat gan ar krasojumu, gan citadi, gruti pateikt, kur$ no
risinajumiem vieglaks (abi nav viegli izdomajami).

95. uzdevums. [IMO, 1993] Uz bezgaligas ritinu lapas spélé speli péc Sadiem noteikumiem:
ja kaulinam A blakus riitina ir cits kaulins B un ritina aiz B ir briva, tad var ar kaulinu A
parlekt pari uz brivo ritinu. Kaulins B, kam parlec pari, tiek novakts no lapas. Sakuma ar
kauliniem ir aizpildits taisnstiris nxn, bet visas paréjas ritinas ir brivas. Vai ir iespéjams, ka
paliek tikai viens kaulins, jal)n=4,2)n=6; 3) n = 8?

96. uzdevums. [[KV/], M1454, 1994. gada Krievijas olimpiade] Taisnstiris mxn sagriezts

Stirisos.
B B YA

Pieradit, ka starpiba starp a veida stiiriSu skaitu un b veida sturisu skaitu dalds ar 3.

97. uzdevums. [Zirija, 1989, FRA2] Taisnstiris sagriezts mazdkos taisnstiros. Katram
mazakajam taisnstirim vismaz vienas malas garums ir vesels skaitlis. Pieradit, ka art lielajam
taisnstirim vismaz vienas malas garums ir vesels skaitlis.

: . y . 1 . e
Atrisinajums. Izkraso taisnstiiri 2 krasas ka Saha galdinu ar malu 3 Tad jebkura taisnstarT ar

vesela garuma malu laukumi abas krasas ir vienadi. Tadg] art lielaja taisnstirT tie ir vienadi.
Tas ir iesp€jams tikai, ja lielajam taisnstiirim viena mala ir vesels skaitlis.
Piezime: to var risinat ar1 bez krasoSanas. Tas ir mazak parsteidzosi, bet vieglak izdomajami.

5.2 Permutacijas paritate
Invariantu veidoSanai var izmantot permutacijas paritati. Permutacijas (au, ..., an) paritate ir
tadu paru (i, J), ka i <j, bet aj > aj, skaits. Viegli redzét, ka divu blakus elementu apmaina

vietam paritati maina uz pret§jo. Tapat to uz pret€jo maina divu blakus neesoSu elementu
apmaina vietam. Talak seko virkne uzdevumu, kuri izmanto $o ideju.
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Pirmie ir ievaduzdevumi, kurus var risinat ar1 bez permutacijas paritates, izmantojot to, ka
objektu skaits ir neliels. Talak, uzdevumu griitibai picaugot, rodas nepiecieSamiba paritates
jédzienu ieviest atklata veida.

98. uzdevums. Uz taisnes ir 3 blusas. Jebkurai blusai atlauts parlékt pari jebkurai citai (bet
ne divam reizé). Vai péc 97 lécieniem blusu seciba var biit tada pati ka sakuma?
Atrisinajums. Apzim&sim blusas ar cipariem 1, 2, 3. Tad blusu izvietojumu uz taisnes
apraksta skaitlu 1, 2, 3 permutacija. Katra l1€ciena §is permutacijas paritate mainas uz pretgjo,
tatad pec 97 lecieniem blusu izvietojuma paritate bis pretéja. Tatad blusu seciba nebis
sakotngja.

99. uzdevums. Tas pats, kas iepriekseja uzdevuma, ja blusam janostdjas seciba, kas pretéja
sakotnéjai: a) 3 blusas, b) 5 blusas.

Atrisinajums. a) Ar tris l&cieniem (2, 3), (1, 3), (1, 2) novietojam blusas seciba (3, 2, 1);
pargjos 94 lecienos var 47 reizes izpildit 1€cienu (1, 2), un mes ieglisim prasito izvietojumu.

b) Tas nav iesp&jams, jo permutacija (5, 4, 3, 2, 1) ir para permutacija, bet, izpildot 97
1&cienus, més ieglisim nepara permutaciju.

100. uzdevums. 3 blusas atrodas plakné. Jebkura blusa drikst parvietoties uz jebkuru punktu
td, lai nogrieznis, kura galapunkti ir tas sakuma un beigu stavoklis, Skérsotu nogriezni, kura
galapunkti ir abas paréjas blusas. Vai iespéjams, ka péc 1993 gdjieniem blusas atgriezisies
sakuma stavokli?

Atrisinajums. Apejot blusas pulkstena raditaja virziena, katram blusu izvietojumam atbilst
permutacija (1, 2, 3) vai (3, 2, 1). Katra 1&ciena §1 permutacija mainas uz pret€jo. Tatad pec
1993 gajieniem nevar iegiit sakuma stavokli.

101. uzdevums. Tas pats, kas 98. uzd., ja atlauts jebkuram 2 blusam mainities vietam:
a) 3 blusas, b) n blusas.

Atrisinajums. Atbilde ir atkariga no blusu galiga stavokla permutacijas paritates.
n(n-1)

Permutacijas (n, n-1, ..., 1) paritate ir D = Tatad prasitais ir iesp&jams, ja 1= 4k +1 vaj
n=4k +2

102. uzdevums. Dota virkne 1, ..., 78. Atlauts nodzést jebkurus 5 blakus stavosus skaitlus a,
b, ¢, d, e un to vieta uzrakstit e, a, b, ¢, d. Vai var iegit virkni 78, 77, ..., 1?

Atrisinajums. levérosim, ka parveidojums (a,b.c,d,e) > (e,a,b,c,d) nemaina permutacijas
paritati, bet virknes (78, 77, ..., 1) paritate ir nepara, tatad iegiit prasito virkni nav iesp&jams.

103. uzdevums. Pa apli viena virziena brauc 25 masinas. Viena masina var apdzit otru. Pec
kdada laika visas masinas nondak tajas pasas vietas, kur sakuma. Pieradit, ka noticis para
skaits apdzisanu.

Atrisinajums. Apgalvojums seko no ta, ka vienas apdziSanas laika maSinu izvietojuma
permutacijas paritate mainas uz pretgjo.

104. uzdevums. Pieradit, ka spélé 15 ir stavokli, ko nevar iegiit vienu no otra, parvietojot
kaulinus saskana ar noteikumiem.

Atrisinajums. Aizvietojam tukSumu ar IpaSu kaulinu "16". Tad katrs atlauts gajiens maina
permutacijas, ko veido skaitlu virkne, paritati. TukSums var atgriezties sakuma stavokli tikai
péc para skaita gajienu. Tadg] jebkuras 2 konfiguracijas, kur permutacijas paritate atskiras, bet
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tukSums ir viena un tai pasa vieta, nevar iegiit vienu no otras. (Piem&ram, vienu no otras nevar
iegiit konfiguracijas, kuras atskiras tikai ar to, ka 14 un 15 apmainiti vietam.)

5.3 Citi

105. uzdevums. [[VS/,154.uzd.] Regulara 12-stira Ai..A1> virsotné Ai ierakstits -1, bet
paréjas virsotnes +1.

1. Atlauts vienlaikus mainit zimes jebkuras 6 pec kartas esosas virsotnés. Pieradit, ka
ar Sadu operdciju virkni nevar panakt, lai A2 biitu -1 un visas citds virsotnes +1.

2. Tas pats, ja 6 vietd ir 4.

3. Tas pats, ja 6 vietd ir 3.

Atrisinajums. 1. Apzim&sim ar Ay (T) “-1” skaitu, kas ierakstiti virsotn€s ar numuriem
i =3k+1 Dotie parveidojumi nemaina $a lieluma paritati. Ta ka sakuma §is lielums ir nepara
skaitlis, bet beigas tam jabut para skaitlim, tad prasitais parveidojums nav iesp&jams.

2. Parveidojums nav iesp&jams, jo atlautie parveidojumi nemaina skaitla A (T) paritati.
3. Dotie parveidojumi katra soli maina skaitlu A (T Agea (T, Aaco (T) paritates. Tatad, lai
iegiitu prasito parveidojumu, ieveérojot, ka lielums Ay (T) nav mainijies, ir jaizpilda para

skaitu parveidojumu. Ievérojot, ka lielums Ay (T) ir mainijies, ir jaizpilda nepara skaits
parveidojumu. Iegiita pretruna, kas norada, ka ar dotajiem parveidojumiem nav iesp&jams
izpildit prasito parveidojumu.

106. uzdevums. [[VS], 214.uzd.] Uz tafeles uzrakstiti vairaki 0, 1 un 2. Atlauts nodzést 2
dazadus skaitlus un uzrakstit to vieta treso (0 un 1 vieta — 2, 0 un 2 vieta — 1, 1 un 2 vieta — 0).
Pieradit, ka, ja péc sadu darbibu virknes paliek viens skaitlis, tad tas nav atkarigs no darbibu
secibas.

Atrisinajums. Apzimésim ar p nullu skaitu, ar g — vieninieku skaitu, ar r — divnieku skaitu,
kas uzrakstiti uz tafeles. Katra operacija mainas visu So skaitlu paritate. Kad uz tafeles paliek
viens skaitlis, tad tiesi viens no skaitliem p, g vai r ir vienads ar 1, bet divi pargjie ar 0. Tatad
sakuma uzrakstito skait]u skaita paritate vienam no skaitliem bija atSkiriga no citu uzrakstito
skait]u paritates. Sis skaitlis biis uzrakstits uz tafeles parveidojumu nobeiguma.

107. uzdevums. [[VS], 105. uzd.] Saha galdina 8x8 ritinas ierakstiti ,,+” un ,—". Viena
gajiena drikst mainit zimes uz pretejam jebkura vertikalé, horizontalé vai diagonalé. Vai var
no stavokla, kur ritind ay ir ,,—"" un visur citur ,,+ ", iegit stavokli, kur by ir ,,—", bet visur
citur ,,+"7?

Atrisinajums. Aplikosim laucinus ap, as, b1, bs, C1, cs4, dz, da. Ievérosim, ka Kkatrs
parveidojums nemaina ,,—” skaita paritati atzimétajos laucinos. Ta ka sakuma pozicija ,,—”
skaits atzim&tajos laucinos ir 0, bet beigu pozicija 1, tad ar dotajiem parveidojumiem to izdarit
nav iespgjams.

108. uzdevums. [[VS/,233.uzd.] Regulara n-stira ar centru O virsotnés ierakstiti skait]i +1
un -1. Vienda soli atlauts nomainit zimi visiem skaitliem, kas ir kdda regulara daudzstiira ar
centru O virsotneés. (Tiek pielauts art regulars 2-stiris: 2 pretéjas virsotnes (ja n ir para).)
Pierdadit, ka eksisté 2 konfiguracijas, ko nevar iegiit vienu no otras ar sadu gajienu virkni:

a)n =15,

b) n =30,

c) jebkuramn > 2,
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d) Méginiet noteikt, kads ir konfiguraciju, ko nevar iegiit vienu no otras, skaits K(n).
Pieméram, var pieradit, ka K(200) = 2%,
Atrisinajums. Atzim&sim vispirms dazus faktus, kas izpildas jebkuram n. Pavisam eksisté 2"
skaitlu “+1” un “-1” izvietojumi regulara n-stiira virsotn€s. Divus skaitlu “+1” un “-1”
izvietojumus sauksim par ekvivalentiem, ja no viena izvietojuma ar atlautajam operacijam var
iegiit otru izvietojumu. Jebkuras Sadas operacijas komuté — rezultats nav atkarigs no ta, kada
seciba tiek izpilditas operacijas; divkarSu operacijas izpildiSanu var izslégt — ta ir identiska
operacija. Turklat var iztikt tikai ar operacijam, kas maina zimes regulara p-stiira virsotnés,
kur p ir pirmskaitlis (sauksim tos par veidotajdaudzstiriem). Jebkura regulara n-stira

. _, N c - _
virsotnes var sadalit — veidotajdaudzstiiros.

Tagad aplukosim konkr&tos uzdevumus.

a) Ja n =15, tad eksisté pavisam 8 veidotajdaudzstiri: 5 trijstiri un 3 piecstiri. Izvietojumu,
kura ir visi plusi, apzim&sim ar E. Jebkur$ izvietojums, kurs ir ekvivalents ar E, viennozimigi
ir noteikts, noradot So 8 veidotajdaudzstiru kopas apakskopu, kuriem tiek izmainitas zimes.
Pavisam eksisté 28 $adas apakskopas, kas ir mazak par visu iesp&jamo zimju izvietojumu
skaitu 2%°. Tatad eksisté izvietojumi, kas nav ekvivalenti ar E.

b) Ja n=30, tad kopgjais veidotajdaudzstiiru skaits ir 15+10+6=31; tatad, lai atrisinatu
uzdevumu, nepiecieSami papildus spriedumi. Ieveérosim, ka var iztikt ar mazaku
veidotajdaudzstiiru skaitu: pieméram, no katra simetrisku (attieciba pret centru) trijstiiru vai
piecstliru para var atstat tikai vienu (realiz€t simetriska trijstiira zZimju mainu var, izmantojot
divstarus). Atliek 15+5+3=23 veidotajdaudzstiru; tas nozimé, ka eksisté ne vairak ka

2% < 2% jzvietojumu, Kas ir ekvivalenti ar E.
c) Paradisim, ka jebkuram n atrast precizu izvietojumu skaitu T(n), kas ir ekvivalenti ar E.
Ievérosim, ka izvietojumu skaits, kas ir ekvivalenti ar kadu citu izvietojumu A, arT ir vienads
ar T(n): tie visi ir iegiistami, pareizinot izvietojuma A zimes ar jebkura izvietojuma zimém,
kas ir ekvivalents ar E. Apzimé&sim ar K(n) ekvivalences klasu skaitu — maksimalo pa pariem
neekvivalento izvietojumu skaitu; tad

2n
T(n)
Pienemsim, ka n satur s dazadus pirmreizinatajus:

K(n) =

a,

a . a N
N=p," P, P

Apzimésim  PiP27 " Ps =04 " _m. Sadalisim regularu n-stiiri m regularos Q-stiros.
q
Uzdevums par T(n) aprékinasanu reducgjas uz vienkar$aku uzdevumu — T(@)=T(p,...p,)
aprékinasanu, jo katrs no veidotdj pi-daudzstiiriem pieder tikai vienam no (-stliriem, citiem
vardiem, parveidojumi, kas notiek dazados g-stiiros, ir neatkarigi, tatad
T(n)=(T(@)", K(n) =(K(@)".

Saksim ar gadijumu S = 2; pienemsim, ka N= PP Daudzstira virsotnes sanumuré&sim ar

skaitliem 0, 1, ..., n-1. Ierakstisim Sos skait]us tabula P> P, ta, ka skaitli viena kolonna dod
vienadus atlikumus p&c modula pi1, bet skaitli viena rindina ir vienadi p&c modula pz. Skaitlu
+1 un -1 izvietojumam uz rigka linijas atbilst skaitlu +1 un -1 izvietojums o) tabulas
rutinas. Jebkuru $adu izvietojumu var parveidot tada, ka tabula zimes pirmaja rindina un
pirmaja kolonna ir +1. Tadi reducétie izvietojumi ir pa pariem neekvivalenti. No Sejienes seko
vienadibas

K(p.p,) = 2(9171)(prl), T(p1 P, ) — oP+P L
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__n8 _n7 __n4
Specialgadijumos K{%) =2 : T(15)=2 ; K{0)=2 . No pédgjas vienadibas var atrast
K(200); n=200=2%% q=10 m=20 K(200)=(K(10))** =2

Ar visparigo gadijumu varat iepazities [[VS], 23. uzd.].

109. uzdevums. [[VS/,260.uzd.] Ir 3 automati. Pirmais sanem kartinu (x, y) un izdod kartinu
(x+1, y+1). Otrais sanem kartinu (x, y) un izdod (g,%j (ja x vai y nedalas ar 2, automats
saliist un vairs nav lietojams). Tresais sanem divas kartinas (x, y) un (y, z) un izdod (X, z). Vel
visi automati atdod atpakal visas kartinas, ko tie sanem. Vai, lietojot Sos automatus, var:
a) iegiit kartinu (1, 50) no (5, 19)?
b) iegiit kartinu (1, 100) no (5, 19)?
C) kados gadijumos var no (a, b), kur a < b, iegiit (1, n)?
Atrisinajums. a) To var izdarit:
(5,19) > (6,20) > (3,10) > --- — (10,17) > (3,17) >
(4,18)>(2,9)>---—(9,16)—~ (2,16) > (1,L8) > --- —>
(8,15) (1,15) > ... > (8, 22) > (1, 22) > --- — (1, 50).
b) To nevar izdarit, jo jebkurai no (5, 19) iegitajai kartinai skaitlu starpiba dalisies ar 7.
c) Atbilde: kartinai (a, b) ar d apzim&sim lielako skaitla (b-a) nepara dalitaju. Tad no kartinas
(a, b) var iegut kartinu (1, n) tad un tikai tad, kad n =1 + dk.
S1 nosacijuma nepiecieSamiba ir acimredzama, jo jebkuras iegiitas kartinas skaitlu starpiba
dalas ar d. Patstavigi pieradiet, ka var iegit kartinu (1, 1+d) un talak ar kartinu (1, 1+dk).

110. uzdevums. Uz tafeles uzrakstiti skaitfi 2, V2, i Atlauts izvéléties jebkurus 2 no tiem

2

a+h a_b. Vai var panakt, lai uz tafeles ir skaitfi 1, J2,

2 "R

(a un b) un aizstat tos ar

1+\/§?

Atrisinajums. Parveidojumu rezultata saglabajas uzrakstito skaitlu kvadratu summa. Tatad
prasitais nav sasniedzams.

111. uzdevums. [PSRS, 1990] Uz tafeles uzrakstiti skaitli 1, 2, 3, 4, 5. Atlauts nodzést
jebkurus 2 skaitjus x, y un to vieta uzrakstit x+y un |x-y|. Vai ar Sadu darbibu virknes
palidzibu iegiit

a)4,4,4,4,4

b) 6, 6, 6, 6, 6;

)8§,8,8,8,8?

d) Kadiem n, m var 1, 2, ..., n parveidot par m, m, ..., m?
Norade. leverosim, ka, izpildot dotos parveidojumus, nevar samazinaties lielakais no
uzrakstitajiem skaitliem; tatad no virknes 1, 2, 3, 4, 5 nevar iegiit virkni 4, 4, 4, 4, 4.

112. uzdevums. [[VS],425.uzd.] Regulara sesstira katra mala sadalita 1000 vienadas dalas.
Dalijuma punkti savienoti ar nogriezniem, kas paraleli sesstiira malam. Izvélas 3 punktus, kas
atrodas reguldra trijstira virsotnés, un tos nokraso. To atkarto lidz bridim, kad Sadus 3
punktus vairs nevar atrast. Pierddit: ja paliek viens punkts, tad tas nav sakotnéja sesstiira
virsotne.
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Atrisinajums. Rezga mezglus sanumur€sim ar cipariem 0, 1, 2 ta, lai jebkura maza trijstiira
malas biitu ierakstiti dazadi skaitli un seSstiira virsotn€s biitu ierakstiti skaitli 0 un 1 (paradiet
zim&juma, ka to izdarit).

1) Ievérosim, ka visu skaitlu summa, kas ierakstiti mezglu punktos, péc modula 3 ir vienada
ar 2.

2) Ja P, Q, R ir patvaliga regulara trijstira virsotnes, tad tajas ierakstiti vai nu vienadi skaitli,
vai arf visi tie ir dazadi. Jebkura gadijuma to summa dalas ar 3.

Tatad jebkura momenta skaitlu summa atlikusajos punktos ir vienada ar 2 péc modula 3.
Tatad, ja atlicis viens punkts, tas nevar biit seSstiira virsotne.

113. uzdevums. Pa apli izvietoti n aplisi (n >3), kam viena puse ir balta, otra — sarkana. Ar
vienu gajienu var nonemt apliti, kam uz augsu ir balta puse, un apgriezt otradi tam blakus
esoSus apliSu (ja tadi ir). Par blakus apliSiem sauc tadus, kas bija blakus jau pasa sakuma.
Kadiem sakuma izvietojumiem iespéjams nonemt visus aplisus?

Atbilde: tad un tikai tad, ja sakuma uz augsu ir nenulles para skaits balto pusu.

Atrisinajums. Ievérojam, ka katrs gajiens maina balto pusu (b) paritati. Izdaram pirmo
gajienu. Mums japierada: parpalikuso virkni var nonemt tad un tikai tad, kad taja ir nepara
skaits b.

Lietosim indukciju: apgalvojums ir pareizs pie n=2 vai n= 1. Pienemam, ka ir n aplisu
virkne ar nepara skaitu b. Atrodam tadu b, kas ir malgjais starp b, un nonemam to. Esam
reducgjusi uzdevumu uz vienu vai divam 1sakam virkném, katra no kuram atkal ir nepara
skaits b.

Pienemam, ka ir para skaits b. Katram b vismaz uz vienu pusi no ta ir nepara skaits b.
Nonemot $o b, attiecigaja pusé paliek isaka virkne ar para skaitu b, ko saskana ar induktivo
hipotézi nevar likvidét.

114. uzdevums. Pieciem vienadiem kubiem katram uz vienas skaldnes uzrakstits burts A.
Kubi sakotnéji novietoti uz lidzena galda ta, kd paradits 1. zim. (skats no augsas). Kubus var
parvietot, vienigi parvelot pari kadai no Skautném, ar kuram tie pieskaras galda virsmai. Péc
vairakam parvelSanam kubi ienem tadu stavokli, kads paradits 2. zim. (nogriezni XY un UV ir
paraleéli sava starpa). Kurd vieta Saja rinda atrodas tas kubs, kas sakumda atradds centra?

A
alals
A NERNAR
¥ v 0 y
1. @m. 2. ZTm.

Atrisinajums. Sadalisim plakni riitinu rezgi ta, ka ritina vienada ar kuba skaldni. Iekrasosim
rutinas Saha galdina seciba ta, ka centralais kubs sakuma stav uz melnas riitinas.

1. lemma. P&c para skaita gajieniem kubs atrodas uz tas pasas krasas ratinas, kur sakuma, bet
péc nepara skaita gajieniem - uz pret&jas krasas riitinas.

Tas ir acimredzams.

>
2. lemma. Ja kubs no stavokla pargajis stavokli , tad tas izdarTjis nepara skaitu

gajienu; ja pargajis stavoklt , tad tas izdarijis para skaitu gajienu.

So lemmu pieradisim vélak.

Sauksim kluciSus par centralo un malgjo atkariba no to sakuma pozicijas un par 1., 2., 3., 4.,
5. atkariba no to beigu pozicijas (no kreisas uz labo).

2. kubs saskana ar 2. lemmu izdarijis nepara skaitu gajienu. Ja 2. kubs biitu centralais, tad 2.
ritina bitu balta. Tad 1. riitina bitu melna, un uz to nonacis kads no mal&jiem kubiem (no
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baltas riitinas!); 1. un 2. lemma kopa dod pretrunu. Tatad 2. kubs nav centralais; tatad tas ir
malgjais, un no lemmam seko, ka 2. rutina ir melna, jo uz 2. rutinu pargajis mal&jais kubs no

baltas riitinas. Ir vel tikai viena cita melna riitina - 4. riitina. Centralais kubs no pargajis

uz , tatad izdarijis para skaitu gajienu, tatad nonacis melna rutina; tatad centralais kubs
ir 4. kubs.
Atliek pieradit 2. lemmu.

e ——

N — . e | A S . - .
Iezimésim kuba 4 virsotnes. Ja skats no augsas ir , tad iezim&tajam virsotném augseja

skaldng jabiit konfiguracija . Bet ar katru gajienu mainas par un atpakal]. No
Sejienes seko 2. lemma.

115. uzdevums. Ja uz tafeles uzrakstiti polinomi f un g, tad tur drikst uzrakstit ari polinomus
f+g, f-g, un f-g. Vai var iegiit uz tafeles polinomu x, ja sakotnéji uzrakstiti

a) X2+x un x>+2,

b) 2x?+x un 2x,

C) X2+X un x2-2?
Atrisinajums. a) nevar. Pie x =2 abu sakotn&jo polinomu vértibas dalas ar 3, tapéc ar 3
jadalas ari visu ieglistamo polinomu vértibam. Bet X nedalas ar 3, ja X = 2.

b) nevar. Pretrunu ieglist pie X = > (vertibas ieglistamajiem polinomiem ir veseli skaitli).

¢) var. Ja x?+x=f un x?-2=g, tad x=(f-g)(f-g)+2g-3f.
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6 Augosie / dilstoSie invarianti
Si téma diezgan pilnigi apskatita [KF]. Seit tick doti daZi papildus uzdevumi.

116. uzdevums. [[ABS],89.110] Parka ir mn tacinas un dazi klajumi. Katra tacina savieno 2
klajumus un neiet caur citiem klajumiem. Zinams, ka tacinas var nokrasot m krasas ta, lai
katram klajumam visas izejosas tacinas biitu dazadas krdasas. Pieradit, ka to var izdarit ta, lai
katra krasa biitu tiesi n tacinas.

117. uzdevums. Par 2k-transformaciju sauc Sadu parveidojumu: izvélas dazadas grafa
virsotnes Ax, ..., Ax ta, ka A1 un Az ir savienotas ar Skautni, A2 un Az nav, Az un Aq ir, utt., Aon.
1.Un Agn ir un Azn ar A1 nav. Nodzés Skautnes A1R2, ..., Aon-1Aon un to vieta novelk A2As, ..., Aon-
2A2n-1, AonA.

1. Pieradit, ka, lietojot 2n-transformacijas, jebkuru grafu var parveidot par jebkuru
citu grafu, kurd ir tads pats virsotnu skaits un tads pats no katras virsotnes izejoso Skautnu
skaits.

2. Tas pats, ja drikst lietot tikai 4-transformdcijas.

Atrisinajums. Vispirms pierada, ka ar prasitajiem parveidojumiem var panakt, ka no vienas
virsotnes izejosas Skautnes ir parveidotas atbilstoSi jauna grafa Skautném. P&c tam
apgalvojumu pierada ar matematisko indukciju.

118. uzdevums. Pa apli uzrakstiti n veseli skaitli. Starp katriem diviem skaitliem ieraksta to
starpibas absoliito vértibu, tad visus vecos skaitlus nodzes. Pieradit: ir tads skaitlis d, ka kaut
kad visi skait]i biis vai nu 0, vai d.

119. uzdevums. [IMO, 1986] Pa apli uzrakstiti 5 veseli skaitli. Atlauts izvéléties jebkurus
blakus esosus skaitlus x, y un z un, ja y < 0, tad nomainit tos ar x+y, -y un z+y. Pieradit, ka
kaut kad sadas nomainas vairs nebiis iespéjamas.

Norade. Apskatiet, ka mainas visu blakus neesoSo skaitlu paru starpibu kvadratu summa.
Rezultats ir speka ari, ja uzrakstiti reali skaitli, bet spriedums tad ir principiali cits.
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7 Matematiskas spéles

S tipa uzdevumiem raksturigas idejas labi izklastitas [[L], 62.-71.Ipp] (skat. arT uzdevumu
apkopojumu [[L], 212.-214.1pp]).

120. uzdevums.

1. Divi spéleétdji péc kartas nem akmenus no kaudzites, kura sakumda ir 97 akmeni.
Viena gajiend var panemt 1, 2, 3 vai 4 akmenus. Uzvar tas, kas panem pedéjo. Kurs spéletajs
uzvar, ja abi spélé pareizi?

2. Tas pats, ja drikst nemt 1, 3, 4 vai 15 akmenus.
Atrisinajums. 1. Pareizi spé€l&jot uzvar pirmais spélétajs. Vina stratégija ir $ada: vin$ panem
tik daudz akmenu, lai kaudzité paliktu 5k akmeni; péc pirma gajiena paliks 95 akmeni, p&c
otra 90, u.t.t. Pirmais sp€letajs, protams, panems ar1 peédejo akmeni.
2. ArT 8aja gadijuma uzvar pirmais speletajs. Vinam jasp€le ta, ka p&c vina gajiena kaudzité
paliek 7k vai 7k+2 akmeni. Viegli parbaudit, ka péc otra spélétaja gajiena kaudzité paliks
7Tk+1, 7k+3, 7k+4, 7k+5 vai 7k+6 akmeni. No Siem stavokliem pirmais spélétajs atkal var
iegiit uzvaroso poziciju.

121. uzdevums. Ir 2 akmenu kaudzes. Sakuma tas satur 19 un 88 akmenus. Divi spelétaji péec
kartas izdara gdjienus. Viend gdjiend vienu kaudzi panem sev, otru sadala divas kaudzes
jebkada veida. Tas, kas nevar izdarit gdjienu (t.i., tas, kam paliek 2 kaudzes ar 1 akmeni
katra), zaudé. Ka jaspéle, lai uzvaretu?

Atrisinajums. Uzvar pirmais spélétajs. Vina stratégija ir loti vienkarsa. Vin$ seko, lai péc
katra vina gajiena abas palikusajas kaudzes biitu nepara skaits akmenu. Tatad sakuma vins
pagpem sev kaudzi ar 19 akmeniem un otru patvaligi sadala kaudz€s ar nepara skaitu
akmeniem katra. P&c otra spélétaja gajiena vin$ atkal ieglis vienu kaudzi ar nepara skaitu
akmeniem (to vin$ panems sev), bet otru patvaligi sadalis divas kaudz@s ar nepara skaitu
akmeniem katra. Skaidrs, ka tadas spéles rezultata divas kaudzes ar vienu akmeni katra var
izveidoties tikai péc pirma spélétaja gajiena.

122. uzdevums. Sakuma ir 3 akmenu kaudzites ar 83, 87 un 109 akmeniem. Viena gajiena
spéletajs sadala katru kaudziti, kas satur vairak kda 1 akmeni, 2 mazakas. Uzvar tas, kas
izdara pédejo gajienu (t.i. tas, péc kura gajiena visas kaudzites ir pa 1 akmenim). Ka jaspélé?

123. uzdevums. [Spéle NIM] Ir vairakas kaudzes ar akmeniem. Viena gajiena var pemt
jebkuru skaitu no jebkuras (bet tikai vienas) kaudzes. Uzvar tas, kas panem pédéjo akmeni.
Ka jaspéle, ja ir

1. 2 kaudzes, kuras sakumd ir 5 un 7 akmeni,

2. 3 kaudzes, kurdas sakuma ir 3, 4 un 5 akmeni.
Atrisinajums. 1. Uzvar pirmais spelétajs. Vins katra gajiena izlidzina akmenu skaitu abas
kaudzites. Lidz ar to vins panems art péd&jo akmeni.
2. Uzvar pirmais sp€létajs. Ieverojot pirma uzdevuma atrisinajumu redzam, ka jebkur§ no
speletajiem zaud@s, ja panems visus kadas kaudzes akmenus, ja atlikusajas kaudzes ir dazads
akmenu skaits, vai izlidzinas akmenu skaitu divas kaudzes, ja tresa nav tukSa. Pirmaja gajiena
pirmais spélétajs atnem no pirmas kaudzes divus akmenus, iegiistot poziciju 1, 4, 5 akmeni.
Lai neparkaptu iepriek$ teikto, otrajam spélétajam jaatnem akmeni no otrds vai tresas
kaudzites, neizlidzinot akmenu skaitu nekadas divas kaudzites. Viegli parbaudit, ka pirmais
spEletajs otraja gajiena var panakt poziciju 1, 2, 3 akmeni. Skaidrs, ka nakamaja gajiena otrais
speletajs ir spiests parkapt aprakstitos likumus un tatad zaude.
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124. uzdevums. [[MC95/, Bulgarija] Divi spélétaji péc kartas nem akmenus no kaudzes.
Pirmaja gajiena pirmais speélétajs var nemt jebkuru daudzumu, bet ne visus. Talak katrs
speletajs var nemt ne vairak akmenu ka otrs spélétdjs iepriekséja gajiena. Kurs uzvar, ja abi
spélé pareizi? Sakuma kaudzeé ir 1996 akmeni.

Atrisinajums. leverosim, ka 1996=499-4. levérosim, ka pirmais speletajs, kas panems nepara
skaitu akmenu, zaudg€s, jo otrais var€s turpinat npemt pa vienam akmenim, tada veida uzvarot.
Pirmais spélétajs var uzvarét $adi: vinS nem 4 akmenus un turpina to darit, kamér otrais ar1
nem 4 akmenus; ja tas turpinas Iidz galam, tad pirmais uzvar. Tatad kada momenta otrais
speletajs biis spiests nemt divus akmenus, atstajot 2-(2k+1) akmenus. Pirmais sp€létajs turpina
nemt 2 akmenus. Ja ta turpina arT otrais, tad vin$ zaudg; bet, ka tika atzZimets, ja vins sak nemt
vienu akmeni, tad arT zaudg.

125. uzdevums. [[VS],256.uzd.] Divas kaudzites ar akmeniem. Vienda ir m, bet otrd - n
akmeni, m > n. Divi spéletaji péc kartas nem akmenus. Viend reizé var panemt no lielakas
kaudzites jebkuru akmenu skaitu, kas dalas ar akmenu skaitu mazakaja kaudzité. Uzvar tas,
kas panem pédéjo akmeni no vienas kaudzites. Pieradit, ka, ja m >2n, tad pirmajam
speélétajam eksisté uzvaras stratégija.

Atrisinajums. Saja uzdevuma tiek pakapeniski realizéts Eiklida algoritms skaitliem m un n.
Ta ka m>2n, tad pirmajam sp€létajam ir izvele izpildit pirmo Eiklida algoritma soli viena
gajiena vai divos. Atkariba no ta, kada izveidojas situacija péc Eiklida algoritma izpildes (m&s
to nezinam, bet katra situacija ir uzvarosa vai zaudg€josa), pirmais spelétajs var noteikt, vai
pirma daliSana ar atlikumu notiks viena vai divos solos, tatad nonakot sev izdeviga situacija.
Protams, lai to noteiktu, nepiecieSami konkréti aprékini ar konkrétiem skaitliem, un uzrakstit
visparigu vienkarsu stratégiju Saja gadijuma nav iesp&jams.

126. uzdevums. [[SP96/,46.uzd.] Divi spéletaji péc kartas liek kaulinus kvadrata 101 x101
ritinas. Pirmais var likt kaulinu jebkura tuksa ritind, kurai taja pasa kolonna un taja pasa
rindda esoso kaulinu skaits ir parskaitlis. Otrais var likt jebkurda tuksa ritind, kurai Sis
daudzums ir nepara skaitlis. Zaudeé tas, kurs nevar izdarit gajienu.

1. Pieradit, ka pirmajam spélétajam ir uzvaras stratégija.

2. Pieradit, ka pirmais spélétdjs uzvar neatkarigi no ta, ka vips spéle.
Atrisinajums. Viegli parbaudit sekojoSu apgalvojumu: ja dotaja pozicija pirmais spéelétajs
nevar izpildit gajienu, tad iepriekS$€ja pozicija nevargja izpildit gajienu otrais spelétajs.

127. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2003] Kvadrats sastav no 5x5
ritinam. Spelétaji A un B pamisus raksta tuksajas ritinas skaitlus (sak A): A —vieninieku, B —
nulli. A mérkis ir pandkt, lai péc tam, kad visas ritinas aizpilditas, varetu atrast 3 x3 ritinu
kvadratu ar iespéjami lielu taja ierakstito skaitfu summu S; B cenSas vinam traucét.

Kadu lielako summu S var sasniegt spélétajs A?

Atbilde: S lielaka iesp&jama vértiba ir 6.

Atrisinajums. 1. Paradisim, ka A var panakt vismaz viena 3x3 rutinu kvadrata summu 6.
Apzimésim kvadrata rindas un kolonnas, ka paradits zim&juma.

5

— 2 e
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Mgs lietosim izteicienus "A raksta riitina c4" utml.. Ar K(c4) sapratisim 3x3 riitinu kvadratu,
kura centrala ritina ir c4, utml.

5 5

4 4

3 3 1

2 2 1

1 1 0
abc de abc de

Pirmo gajienu A izdara riitina c¢3. Simetrijas péc varam uzskatit, ka B atbild ar gajienu 4. vai
5. rindina. Otro gajienu A izdara riitina c2. Ja tagad B neizdaris gajienu rutina cl, tad vismaz
viena no kvadratiem K(b2) un K(d2) paliks 2 vieninieki un neviena nulle. Tad A savu treSo
gajienu izdaris rutina c1. Tagad vai nu K(b2), vai K(d2) satur 3 vieniniekus un nevienu nulli.
Turpinot spélét tikai Saja kvadrata, A sasniegs savu mérki.

Tapéc pienemam, ka B otrais gajiens ir ritina cl. Savus 2 nakamos gajienus A izdara ratinas
b3 un d3. Viegli saprast, ka B jaatbild ar gajieniem attiecigi kvadratos K(b2) un K(d2), citadi
viena vai otra no tiem A sasniegs savu mérki. Tagad kvadrata K(c4) ir 3 vieninieki un varbit
viena nulle (ja B to tur ierakstija sava pirmaja gajiena). Saja kvadrata ir vismaz 5 tuk3as
ritinas, tapec A var sasniegt savu méerki.

2. Paradisim, ka B var nepielaut, ka S>6.
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Ievérosim, ka katrs 3x3 riitinu kvadrats satur 3 pilnus ritigu parus. Tapéc B spéle, katra no
Siem pariem ierakstot vismaz vienu nulli. Vig$ to sp€j izdarit: ja A ieraksta 1 lidz tam tuksa
para viena ritina, B atbild ar nulli otra §1 para rutina. Pretgja gadijuma B izdara patvaligu
gajienu.
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8 Kopas un apakSkopas
8.1 ApakSkopu sistemas

128. uzdevums. [Zirija, 1988, VDRI1] Kopas {1, ..., n} apakskopu sistému Ax, ..., Ak sauc par
parklajosu, ja katrs skaitlis pieder vismaz vienai kopai. A, ..., Ak sauc par atdaloSu, ja
katriem diviem skaitliem i, j eksisté kopa A\, kurai pieder tiesi viens no i un j. Kads ir
mazakais iespéjamais kopu skaits k sistéema, kas ir gan parklajosa, gan atdalosa?

129. uzdevums.

1. Pieradit, ka no 25 deputatiem nevar sastadit vairak par 30 komisijam ta, lai katrd
komisija bitu 5 deputati un nekadi 2 deputati nebiitu kopa vairak ka 1 komisija.

2. Pieradit, ka 30 Sadas komisijas sastadit var.
Atrisinajums. 1. Ievérosim, ka no 25 deputatiem var izv€leties 300 parus. Ta ka katra
komisija satur 10 parus, tad 31 komisija satur 310 parus, un no Dirihl€ principa seko, ka ir
komisijas, kas satur vienu un to pasu pari, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.
2. Apzimésim komisijas loceklus ar skaitlu pariem (X, y), 0<X, y<4. Aplukosim 25 §adas paru

grupas: fikséjam a, b, 0<a,b<4, un aplikojam kopu {xy)|ly=ax+b (mOd 5)}. Vel
pievienojam 5 grupas {(X y)| x=a}. Faktiski Seit tiek apliikotas visas iesp&jamas taisnes
plakng€ p&c modula 5. Protams, visi uzdevuma nosactjumi izpildas (divam dazadam taisném
nevar biit vairak par vienu krustpunktu).

Skat. arT Spernera teorému (3. nodala) un 140., 141. uzd.

130. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2003] Kada kluba ir 8 biedri. Vai
var nodibinat vairakas komisijas ta, lai vienlaicigi izpilditos divas prasibas:

a) katrd komisija ir tiesi 4 biedri,

b) katri 3 no astoniem kluba biedriem ir kopa tiesi vienda komisija?

Atrisinajums. Atte€losim kluba biedrus ar kuba virsotném. Izvélesimies $adas 4 virsotnu
kopas:

a) visas 6 skaldnes,

b) visus 6 diagonalsk&lumus,

c) divu kuba "ievilkto" regularo tetraedru virsotnu kopas.

Skaidrs, ka nekadas divas no $Sim kopam '"neSkelas" pa triju virsotnu sist€mu. Tatad visi
virsotnu trijnieki, kurus tas satur, ir dazadi. Kopa tas satur 14-C} =14-4 =56 trijniekus. Ta

C§=m=56

ka trijnieku pavisam arf ir 1.2-3 , risindjuma pareiziba pamatota.

131. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2004] Konkursa uz direktora vietu
pieteicas n kandidati. Tos vertéja 8 eksperti. Katrs eksperts katru kandidatu novértéja ar
,derigs” vai , nederigs”. Izrddijas, ka katriem diviem kandiddatiem A un B izpildas
sekojosais.
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., A derigs, B derigs” nolémusi 2 eksperti,

., A derigs, B nederigs” nolemusi 2 eksperti,

., A nederigs, B derigs” nolemusi 2 eksperti,

,,A nederigs, B nederigs” nolemusi 2 eksperti.
Kada ir lieldaka iespéjama n vértiba?
Atrisinajums. Sekojosa tabula parada, ka var biit n

1. ties. |1
2. tiesmn.

L 1=V (o9 [ 3 1S P
=7 L =P = =P = =Y -

o = P =T [ [P Y o e ~
M CIEI

=T [P | =P =Y = = o]
[=T =0 = = = =T =T =
[ | =T = | =T | =P =T =

8 tiesn. n
Paradisim, ka nevar biit n = 8. Piepemsim pretgjo.

Ievérosim: mainot kolona d par n un n par d, uzdevuma nosacijumi saglabajas. Tapéc varam
uzskatit, ka 1. tiesnesis nevienu kandidatu nav atzinis par derigu (1. rinda sastav no n).

Piepemsim, ka i-ja rinda ir X; vert§jumi ,n”. Skaidrs, ka X1+ X2+ ...+ Xg =32, tapéc

X, + Xy +...+ X = 24 i-ja rinda esosu ,,n” paru ir C} = % x,(x, —1). Tapéc 2., 3., 4., ..., 8. rinda
pavisam ir %(xj +X2 o+ xsz)—%(x2 +...4+ X, ) $adu paru; pirmaja rinda $adu paru ir C? = 28.

) 1 . )
Tapéc So paru pavisam ir E(Xz2 + X5 4+ Xg)—12 +18. No otras puses, tadu paru pavisam ir

C? -2=56 (uz katram divam kolonam divi pari). leglistam
2 2 2
) {xz + X5+ X :80.
X, + X3 +...+ X3 =24
Bet ta ir pretruna ar nevienadibu starp videjo kvadratisko un vid€jo aritmétisko, saskapa ar

X, + .t Xg
7

2 2 2
kuru jabt X +7"X8 2( j : péc (*) ta neiznak.

132. uzdevums. Saeima ir 100 deputati. Nevienam deputatam nav pieejas valsts
noslepumiem. DaZzi deputati sava starpa draudzéjas, citi —né. (Ja A draudzéjas ar B, tad ari B
draudzéjas ar A.). Ar vienu gajienu var izveléties 1 deputdtu un gan vipam, gan visiem vina
draugiem mainit statusu attieciba uz valsts noslepumiem: tiem, kam Sada pieeja bija, to
atnemt, bet tiem deputatiem, kam Sadas pieejas nebija, to pieskirt.

Pieradit: ar vairakiem sadiem gdjieniem var pandkt, ka visiem deputatiem ir pieeja valsts
noslépumiem.

Atrisinajums. Pieradisim Iidzigu apgalvojumu saeimai ar n deputatiem. Pie n=1 ta pareiziba
ir acimredzama. Piepemsim, ka apgalvojums pareizs pie n<K. Apskatam Saeimu ar K
deputatiem. Apskatam k-1 deputatus (visus, iznemot vienu deputatu A). Pielietojot induktivo
hipotézi Siem k-1 deputatiem, viniem visiem var sagadat pieeju valsts noslépumiem (pvn). Ja
§1 procesa rezultata A ar ir ieguvis pvn, viss kartiba.

Mums jaapliko tikai situacija, kad patvaligam daputatam A aprakstita procesa rezultata A
nav ieguvis pvn. Tada gadijuma no iepriek$ja izriet: més varam mainit jebkuru k-1
deputatu statusu, k-ta deputata A statusu atstajot nemainigu. Sauksim So procesu par A
diskriminaciju.

Ja k — para skaitlis, tad p&c kartas diskrimingjot pa reizei visus deputatus, ieglistam vajadzigo.

Ja k — nepara skaitlis, tad vismaz vienam deputatam B ir para skaits draugu. Diskriminésim
péc kartas So deputatu un visus vina draugus. Ta rezultata visi tie, kas nav B draugi, iegiis pvn,
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bet ne B, ne vina draugiem nebiis pvn. P&dgja soli pieskirsim pvn deputatam B un vina
draugiem.

8.2 Aritmétiskas progresijas

133. uzdevums. [Ziirija, 1988, MON1] Zinams, ka jebkura veida izvéloties n skaitjus no 1, ...,
1988, biis 29, kas veido aritmétisku progresiju. Pieradit, ka n > 1788.

Ir speka $ads rezultats (sk. [G], ar1 [[AC], 151. Ipp.]):

Teoréma. [Van der Vardens] Katram m, | eksisté tads n, ka, jebkura veida sadalot {1, ..., n} m
kopas, eksisteé aritmétiska progresija ar garumu [, kas pieder vienai kopai.

Tomér n veértiba, ko dod Van der Vardena teorémas pieradijums, aug loti, loti strauji.

Par kopam, kas satur vai nesatur aritmé&tiskas progresijas, skat. art 146. uzdevumu nodala par
bezgaligam kopam.

8.3 Apakskopas ar citam aritmétiska rakstura ipasibam

134. uzdevums. [IMO, 1989] Vai var kopu {1, ..., 1989} sadalit 117 kopas ta, lai katra no
tam biitu tiesi 17 elementi un visam kopam elementu summas biitu vienadas?

135. uzdevums. [Zﬁrija, 1988, MON4] Atrast mazako tadu n, ka jebkura veida kopu {1, ..., n}
sadalot 2 apakskopas, var atrast 3 dazadus skaitlus a, b, c, kuri pieder vienai kopai un kuriem
izpildas ab = c.

136. uzdevums. [Zﬁrija, 1988, UNK3] Pieradit, ka visus naturalos skaitlus var sadalit 2
kopas A un B ta, lai izpilditos nosacijumi:

1.1 A;

2. Nekadiem 2 dazddiem skaitliem no vienas kopas summa nav vienada ar 2+2 (k =0, 1, ...).
Pieradit, ka to var izdarit tiesi viena veidd, un atrast, kurai kopai pieder 1987, 1988, 1989.
Atrisinajums. Vispirms visus skaitlus samazinasim par 1; tad kopai A pieder skaitlis 0, un
nekadu divu vienas kopas dazadu skaitlu summa nav divnieka pakape. Saksim konstruét
kopas: 1 pieder kopai B (jo 110 ir divnieka pakape), 2 pieder kopai B, 3 — kopai A, 4 — kopai
B, 5 — kopai B, 6 — kopai A, 7 — kopai A. Pienemsim, ka més jau esam izvietojusi pa kopam
skaitlus no 0 Iidz 2"-1. Redzam, ka viennozimigi tie nosaka skaitlu 2" lidz 2"**-1 izvietojumu:
tiesam skaitlim 2" ir jaatrodas kopa B (jo kopai A pieder skaitlis 0) bet skaitlim 2"+a ir
jaatrodas pret&ja grupa ar skaitli 2"-a. Tagad aplakosim kadam grupam pieder skaitli 1987,
1988, 1989. Samazinot par 1, ieglistam skaitlus 1986, 1987, 1988. Tad skaitli 2048-1986=62,
2048-1987=61, 2048-1988=60 pieder pret€§jam grupam. Savukart skaitli 64-62=2, 64-61=3,
64-60=4 tam pasam grupam. Tatad skaitlis 1987 pieder grupai B, skaitlis 1988 — grupai A,
skaitlis 1989 — grupai B.

137. uzdevums. [Balkaniade, 1996] Pieradit, ka eksisté tada kopa Ac{l, ..., 2"°° -1}, ka
1.1e A un 2% _1e A,
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2. katrs A elements (iznemot 1) ir divu citu A elementu (kas var biit vienadi) summa,
3. A nesatur vairak par 2012 elementiem.

138. uzdevums. [IMO, 1991] Kadu vislielako daudzumu skaitlu var izvéléties no 1, ..., 280 ta,
lai nekdadiem 5 skaitliem nebiitu kopiga dalitaja, kas lielaks par 1?

8.4 Punktu rezgi

139. uzdevums. [[Z], 26.14.-15.]

1. Taisnstiura 4x7 ritinas nokrasotas 2 krasas. Pieradit, ka var atrast taisnstiri, kura
stura ritinas visas ir viend krasa.

2. Izkrdsot taisnstiiri 4x6 ta, lai St ipasiba neizpilditos.

3. Taisnstira 12x12 ritinas nokrasotas 3 krasas. Pieradit, ka var atrast taisnstiri,
kura stiira riitinas visas ir viend krasa.

140. uzdevums.

1. Uzkonstruét 7 trijniekus, kas sastav no skaitliem {1, ..., 7} ta, lai katri 2 skait]i biitu
kopa ne vairak ka viena trijnieka.

2. Pieradit, ka 8 sadus trijniekus uzkonstruét nevar.

141. uzdevums. [[VS],208. uzd.]

a) Pieradit, ka kvadrata 7x7 var atzimét 21 riitinu centrus ta, lai nekadi 4 atzimétie
punkti neveidotu taisnstiri ar malam, kas paralélas kvadrata malam.

b) Pieradit, ka 22 punktus ta nevar izvéléties.

C) Kadu vislielako punktu daudzumu var izveléties kvadrata 13 x13?
Atrisinajums. Zinot 140. uzdevumu, §1 uzdevuma (a) punkts ir gandriz trivials. Tomér, bez
Sadam priekSzinasanam, uzdevums ir diezgan griits. Pieradijuma, ka vairak punktus izveleties
nevar, iesakams censties lietot visparigus spriedumus (ka [VS]), nevis gadijumu SkiroSanu. Ja
taisnstiiru vieta ir kvadrati (sk. nakoSo uzdevumu), tad gan visparigi spriedumi neizdodas un
atliek tikai gara variantu pétiSana.

142. uzdevums. [Baltijas cels, 1993] Kvadrats sadalits 16 viendados kvadratos, tadejadi
iegiistot 25 virsotnu kopu. Kads ir mazakais virsotnu skaits, kuras var iznemt no Sis kopas ta,
lai nekadi 4 no atlikusajiem punktiem neveidotu kvadratu ar malam, kas paralélas sakotnéja
kvadrata malam?
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9 Bezgaligas kopas
9.1 Bezgaligas kopas aizvietoSana ar lielu galigu kopu
Skat. [[AC],149.-151.1pp.]. Ar $o panémienu risina arT $adu [AC] nepieminétu uzdevumu.

143. uzdevums. [Zﬁrija, 1990, CZE2] Naturalo skaitlu kopa sadalita r kopas Ai, ..., A
Pieradit, ka eksisté tadi m, I, ka jebkuram k var atrast skaitlus a, € A, ..., A, tadus, ka

O<a,,—a <m.

9.2 Dirihlé princips bezgaligam kopam

144. uzdevums. [Ziirija, 1987, FIN3] Dota bezgaliga kopa A. Katrs skaitlis Saja kopa ir ne
vairak ka 1987 dazadu pirmskaitlu reizindjums. Pieradit, ka A ir tada bezgaliga apakskopa B
tada, ka visiem X, X,, Y,, Y, € B izpildas LKD(x1, y1) = LKD(Xz, Y2).

9.3 Bezgaligi grafi, Kéniga lemma
Skat. [[AC], 152.-153.Ipp.] un [[V], 53.-54.Ipp.].

145. uzdevums. Pieradit, ka jebkurai bezgaligai skait{u virknei ir vai nu bezgaliga nedilstosa
apaksvirkne, vai ari bezgaliga neaugosa apaksvirkne.

9.4 Pretpieméru veidoSana

146. uzdevums. [Baltijas cels, 1996] Pieradit, ka naturalo skaitlu kopu var sadalit 2 dalas A,
B ta, lai izpilditos:

1. A nesatur nekdadu bezgaligu aritmétisku progresiju,

2. B nesatur nekadu 3 elementu aritmétisku progresiju.

147. uzdevums. [[ABS/, 88.150.] Zinams, ka vilks parvietojas pa taisni ar konstantu atrumu
ta, ka vesela skaita stundu vins atrodas punktos ar veselam koordindtem. Katru stundu var
izSaut 1 raketi uz jebkuru plaknes punktu. Rakete savu merki sasniedz tiesi péc 1 stundas. Vai
eksisté apsaudes stratégija, kas garante, ka vilkam kaut kad trapts?

148. uzdevums. [IMO, 1994] Pieradit, ka eksisté tada kopa S, ka jebkurai bezgaligai
pirmskaitlu kopai A eksiste k, x1 un Xo, tadi, ka gan x1, 9an Xz ir k dazadu pirmskait{u, kas visi
pieder A, reizindjumi, X, €S, bet X, S.

149. uzdevums. [Neklatienes konkurss, 1991] Par Fibonaci tipa virkni sauc naturalo skaitlu
virkni, kurd katrs skaitlis ir 2 iepriekséjo summa. Vai visus naturdlos skaitlus var sadalit:

a) galiga skaita Fibonaci tipa virknu bez kopigiem elementiem;

b) bezgaliga skaita Fibonaci tipa virknu bez kopigiem elementiem?
Atbilde: a) ng, b) ja.
Atrisinajums. a) Pienemsim, ka izdevies atrast n tadas virknes. Apliikosim naturalos skaitlus
3n+2, 3n+3, ..., 6n+3. To pavisam ir 3n+2. Ja kadai F-virknei a ir pirmais loceklis no §i
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intervala, tad a>3n+2. Tad §is F-virknes nakosais loceklis b arT apmierina sakaribu b>3n+2.
Tapéc vél nakosais loceklis ir jau >(3n+2)+(3n+2)=6n+4>6n+3. Tatad katrai F-virknei $aja
intervala ir augstakais 2 locekli; tatad visas kopa tas satur augstakais 2n skaitlus no §1
intervala, kura ir 3n+2 skaitli. Tatad dazi skaitli nepieder nevienai no musu F-virkném.
b) Ar Fibonaci skaitlu virkni més sapratisim F-virkni fi=1, f=2, f3=3, f4=5, f5=8, =13, ...
Miisu risinajums balstisies uz sekojosu lemmu.
Lemma. Katru naturalu skaitli var, un pie tam viena vieniga veida, izsacit ka dazadu Fibonaci
skaitlu summu, ta, lai nekadi divi saskaitamie nebitu Fibonaci virknes blakus locekli.
(Piemérs: 30=21+8+1=f;+fs+f1.)
Pienemsim, ka lemma jau pieradita. Tad, pamatojoties uz to, m&s varam ieviest jaunu
pozicionalu skaitiSanas sist€ému, kura bazes skaitli ir Fibonaci skaitli, bet ka cipari kalpo tikai
I un 0. Piem@ram, skaitlis "trisdesmit" Saja sisttma pierakstas ka 1010001, jo
30=1-f7+0-fe+1-f5+0-f4+0-f+0-fo+1-f;. Pamatojoties uz lemmu, $ads pieraksts katram naturalam
skaitlim eksisté un ir viens vienigs. Pieméram, pasi Fibonaci skaitli $aja pieraksta izskatas ka
1; 10; 100; 1000; 10000; ...
Pienemsim tagad, ka a - kaut kada galiga nullu un vieninieku virkne, kas sakas ar 1,
beidzas ar 1 un kura divi vieninieki nekur neatrodas blakus. Ar o0, 00, 000 utt.
sapratisim jaunas virknes, kuras iegiitas, virknei o gala pierakstot vienu, divas, tris ... nulles.
Parbaudisim, ka
e00. 0+ 00 .0 =00 0

Qulaia g i

kS #+1 n+d
Tiesam, ja
e00..0=f, +f;, +..+ 7,

(Kur i1>i2>...>iy), tad

QDDID = f:i,+1 + Jﬁﬁl +. +fil+1 QDDED = fi.+2 +fz'q+2 + "'+f:'1+2
e+ un H+

Tagad skaidri redzams, ka

(f +0, + A+ fathat  +ha)=

= (o) H + ) o+ U, F ) =

= Jﬁ|+2 +Jﬁi+2 +"'+Jﬂ1+2

k.b.j. Tatad a, a0, 00, @000, ... ir F-virkne.

Tagad skaidrs, ka mekléto naturalo skaitlu kopas sadalijjumu F-virknés bez kopigiem
elementiem més ieglisim, nemot visas iesp&jamas galigas virknes o, kas aprakstitas augstak,
un veidojot no tam F-virknes, ka nupat aprakstits.

Atliek pieradit lemmu. Darisim to, izmantojot matematisko indukciju.

Attieciba uz skaitliem 1; 2; 3 lemmas pareiziba ir acimredzama. Pienemsim, ka lemma pareiza
visiem skaitliem 1; 2; 3; ...; n-1. Apskatisim, ka izsacit skaitli n.

Atradisim lielako Fibonaci skaitli fx, kas neparsniedz skaitli n. Tad n=fi+(n-fy). Ja n-fi=0, tad
esam ieguvusi n=fx. Ja n—f, #0, tad ievérojam, ka n-fy<n, tapéc saskana ar induktivo
piendmumu n-fx var izsacit vajadzigaja forma. Turklat n-fu<fx.x (ja bitu citadi, tad
n>fi+f-1=f+1, un tad fi vieta butu nemts fi+1), tapec lielakais Fibonaci skaitlis (n-fk) izsaciSana
nav fc1, un summa, kas iegiistama no n=fi+(n-fc), nekadi divi Fibonaéi skaitli nav Fibonaci
virknes blakus locekli.

Lidz ar to izsaciSanas iesp&éjamiba pieradita. Japierada unitate.

Pienemsim, ka n izsacits divos veidos:
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n="f +f +.+f un n=f, +f, +.+f, . Ja f, =f, =a, tad iegistam pretrunu ar
induktivo piep@mumu, jo tad jau skaitli n-a varetu izsacit divos veidos. Tapec f; = f; .
Varam pienemt, ka fil > f L

Ta ka Fibonaci skaitlu virkne ir augo$a un summa f; +f, +..+ f; nav blakusesosu locek]u,
tad n="f +f +.+f <f +f ,+f ,.+Fu *). Ievérosim, ka
fotfatfet... +Tom=(f3-f1) +(fs-3)+(f7-fs) +...+ (Fom+1-Tom-1) =fom+1-f1<fom+1 un lidzigi
fi+fa+.. +foms1<foms2. Tapec (*) var turpinat ka ..<f, ,. Tapec esam ieguvusi f; <n<f,; ,,

kas ir pretruna, jo i1>j1+1. Lidz ar to pienémums par n izsaciSanu divos veidos ir nepareizs.
Lemma pieradita.
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10 Datorzinatnu teorija

10.1 KartoSanas un meklé$anas algoritmi
Galvenokart skat. [GA].

150. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2001] Uz pienemsanu pie Serloka
Holmsa atndcis Puaro un vél 99 citi viesi; Holmss nepazist nevienu atndcéju. Puaro zina, ka
sauc jebkuru no paréjiem viesiem, bet neviens no paréjiem viesiem nezina, ka sauc Puaro.
Holmsam ir atlauts pieiet pie jebkura viesa, noradit tam uz jebkuru citu viesi un jautat: "Vai
jus zinat, ka vipu sauc?" Visas atbildes ir patiesas. Ar kadu mazako jautajumu skaitu Holmss
garanteti var noskaidrot, kurs no viesiem ir Puaro?

Atbilde: ar 99 jautajumiem.

Atrisinajums. a) Ja Holmss, jautajot A: "Vai jus zinat, ka sauc B?", sanem atbildi "ng&", tad A
nav Puaro; ja vin$ sanem atbildi "ja", tad B nav Puaro. Tadgjadi pec 99 kandidatiru
izslegSanas vajadzigais noskaidrots.

b) Pienemsim, ka ir situacija, kura ari citi viesi neviens nezina otra vardu (Holmsam jabit
gatavam arT uz tadu gadijumu). Ja Holmss uzdod 98 jautajumus, tad var gadities, ka tie visi
uzdoti "pargjiem viesiem"; tad uz visiem sanemtas atbildes "ng". Sada situacija Puaro var biit
jebkurs no tiem, kam Holmss nav jautajis.

151. uzdevums. [Latvijas valsts olimpiade, 2004] Juris iedomdjies naturdlu skaitli x no 1 lidz
n ieskaitot. Andris drikst vinam uzdot jautajumus “vai x ir no kopas A?”, kur A — jebkura
tadu dazadu naturalu skaitju kopa, kuru summa ir 18. Vai Andris var noskaidrot iedomato
skaitli ar 3 jautajumiem, ja

a)n =2,

b) n=9?

Atrisinajums. Ievérojam, ka uz 3 jautdjumiem ir 8 dazadas atbilzu “j2” un “ng€”
kombinacijas. Ta ka pie n =9 jaskiro 9 situacijas, prasitais nav panakams. Pie n =8 Andris
var noskaidrot iedomato skaitli, ka tas redzams sekojosa tabula.

X
A 1123|456 |78
278+ [+ |- -[-[-]+[+
1,3,6,8| + | - |+ | - | -|+]|-|+
1,467+ | -] -]+ -]+]+]-

152. uzdevums. [Latvijas valsts olimpiade, 2002] Uz galda atrodas 1001 viena lata monétas.
Katrai no tam uz augsu var bit vai nu gerbonis, vai lasis. Tiek izdariti 1000 gajieni. Ar n-t0
gajienu (n = 1; 2; 3; ...; 1000) izvélas n monétas un apgriez tas otradi. Pieradit:

a) var panakt, lai pec visu gajienu izdarisanas visas monéetas biitu ar vienu un to pasu
pusi uz augsu,

b) to, vai monétas biis ar gerboni vai lasi uz augsu, viennozimigi nosaka monétu
sakotnéjais novietojums.
Atrisinajums. a) Ar matematisko indukciju pieradisim, ka prasitais sasniedzams patvaligam
naturalam monétu skaitam n, izdarot 1; 2; ...; n-1 apgrieSanas (n>3).
Baze n=3. Sakotngja situacija var bt LLL, LLG, LGG, GGG. Ja ta ir LLL, apgriezam 1
monétu un péc tam — abas pargjas. Ja ta ir LLG, apgriezam vienu L un péc tam divus G.
Pargjie gadijumi simetriski apskatitajiem.
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Pienemsim, ka prasitais izdarams 2k-1 mon&tam, un apskatam 2k+1 mongtas. Skirojam divus
gadijumus:

1) sakuma visas mongétas ir ar vienu un to pasu pusi uz augsu. Sadalam gajienus paros: (1, 2K),
(2, 2k-1), ..., (k, k+1). Ar viena parT ietilpstoSajiem gajieniem griezam apkart pa reizei visas
2k+1 mongtas. tad katra mongéta tiks apgriezta k reizes, un beigas visas atkal biis ar vienu pusi
uz augsu.

2) sakuma monéta A ir ar gerboni uz augsu, bet moné&ta B — ar lasi uz augsu. Vispirms, izdarot
gajienus 1, 2, ..., 2k-2, panakam, ka par¢jas 2k-1 monétas ir ar vienu pusi uz augsu. Tapec
tagad ir 2k vienadi novietotas mongtas, bet viena novietota atskirigi no tam. Apgriezam 2k-1
no vienadi novietotajam monétam; atkal ir 2K vienadi novietotas un 1 "citadi" novietota
mongéta. Ar pedgjo gajienu apgriezam 2K vienadi novietotas monétas.

b) pienemsim, ka no kadas sakotngjas situacijas var iegit, gan "visus gerbonus", gan "visus
lasus". Tad "visus laSus" var parveidot par "visiem gerboniem" ar (1+2+...+1000)-2
apgrieSsanam. Bet katrai moné&tai $adai parveidoSanai vajag nepara skaitu apgrieSanu. Ta ka
mongétu ir nepara skaits, tad arT kop&€jam apgrieSanu skaitam jabiit nepara — pretruna.

153. uzdevums. Dotas 20 monétas. Tas var bit gan istas (to masa ir starp 11 g un 11,19
ieskaitot), gan viltotas (to masa ir starp 10,6 g un 10,7 g ieskaitot). Dazadam istam un
dazadam viltotam monétam masas var atskirties. Ar vienu jautajumu var noradit uz jebkuru
monétu kopu un uzzinat tas kopéjo masu.

Izstradajiet metodi, kas |auj noskaidrot visu monétu dabu ar péc iespéjas mazaku jautajumu
skaitu. (Jums nav japierada, ka jusu atrastais skaits ir mazakais iespéjamais.)

Atrisinajums. Paradisim, ka ar 3 jautajumiem var noskaidrot visu par 4 moné&tam. Tatad par
20 mon&tam visu var noskaidrot ar 15 jautajumiem. Tas ir labakais zinamais (mums)
rezultats.

Apzim&sim monétas ar A, B, C, D. Vispirms jautagjam par A, B, C. Iesp&jamie rezultati
apkopoti tabula:

2 wiltotas 31,B=5=321

2 wiltotas 322 =3 =325 | visasdiespEas
) atldramas cita
1 wiltotas 26232329 | nocitas

0 wiltotas EE R

Ja viltoto monétu ir 3 vai 0, ar vienu svérSanu noskaidrojam vajadzigo par D, un kopa
patérétas tikai 2 sverSanas.
Ja viltoto monétu ir 2 vai 1, ar otro svérSanu nosveram A un D, bet ar treSo nosveram B un D.
lesp&jamie rezultati apkopoti tabula:
2 viltotas 2lz2=5=214
wisas 3 iespejas
1 wiltotas 216 =5 =218 | atidramas cita

. no citas
0 wiltotas 22EE =220

Tagad secinajumus izdara sekojosi.
| Pari (A, D) abas monétas ir istas. Tad no (B, D) rezultata uzzinam, kada ir B, un no
(A, B, C) rezultata — kada ir C.
Il Lidzigi analizé gadijumu, kad (A, D) abas ir viltotas vai (B, D) abas ir 1stas, vai (B, D) abas
ir viltotas.
111 Katra no pariem (A, D) un (B, D) viena ir ista, viena viltota.

111 Ja (A, B, C) ir 2 viltotas, tad A, B ir viltotas, C un D —Tstas.

112 Ja (A, B, C) ir viena viltota, tad A, B ir istas, C un D — viltotas.
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154. uzdevums. [Profesora Ciparina klubs, 2001] Dotas 6 péc aréja izskata vienadas
monetas. Piecam no tam masas ir vienadas, bet sestajai varbut atskiras. Doti art svari ar
skalu, uz kuras var nolasit uz svariem uzlikto moneétu kopéjo masu. Ka ar 3 svérsanam
noskaidrot monéru masas?

Atrisinajums. Apzimésim monétas ar A; B; C; D; E un F. Pirmaja sveérSana nosveram
vienlaicigi A, B un C, bet otraja nosveram vienlaicigi B, C, D un E. Aplikosim sekojosas
iespéjas:

. . o o e oo .3
a) visas svértas mongétas ir ar vienadu masu. tad svaru radijumu attieciba ir " ;

b) B vai C ir ar masu y, un ta atskiras no paréjo mon&tu masas X. Tad svaru radijumu attieciba

ir 2x+Yy . Ja biitu Xty _ E, tad 4(2x+y)=3(3x+y), 8x+4y=9x+3y un x=y - pretruna. Tatad
3X+y 3x+y 4

- L - 3
svaru radijumu attieciba noteikti nav rk

c) Iidzigi ka b) gadijuma pierada, ka svaru radijumu attieciba nav % ar1 gadijumos, ja A, D
vai E ir ar at8kirigu masu no pargjam moné&tam.

No Sejienes varam secinat: ja abu svaru radijumu attieciba ir %, tad visas monétas A, B, C, D,
E ir ar vienadu masu, kuru no svaru radijumiem viegli aprékinat. Tad ar treSo sv€rSanu
nosakam F masu. Ja turprett abu svaru radijumu attieciba nav % , tad viena no monétam A, B,

C, D, E ir ar citadu masu neka pargjas (un tad F noteikti ir "Tsta" monéta). Saja gadijuma ar
treSo svérSanu nosveram vienlaicigi C un D. Apzimgjot piecu monétu masas ar X, bet
atSkirigds moné&tas masu ar Y, iegistam sekojoSu tabulu, kas rada svérSanu rezultatus mi, mp
un ms atkariba no ta, kura no monétam A; B; C; D; E ir ar masu y:

Svérsanas A B C D E
rezultits
mj axty axty axty ax 3x
mz dx by 3ty 3ty by
ms3 2x 2x x+y x+y 2x

Viegli parbaudit, ka

1) mz = 2m3 tad un tikai tad, ja atSkiriga monéta ir A,

2) mz = 2(m2-my) tad un tikai tad, ja atSkirigd monéta ir B,

3) ma+m3=2m; tad un tikai tad, ja atSkiriga monéta ir C,

4) 2m1=3(m2-m3) tad un tikai tad, ja atSkiriga monéta ir D,

5) 2m1=3m; tad un tikai tad, ja atSkiriga monéta ir E.

Ta ka skaitli mi, mz un M3 mums ir zinami, tad m&s varam noskaidrot, kur§ no miné&tajiem
gadijumiem ir spéka, un katra gadijuma viegli aprékinat X un y vertibas.

Komentars. Var pieradit, ka 7 monétu gadijuma, no kuram vienai varbut ir citada masa neka
par§jam, visu mon€tu masas iesp&jams noskaidrot ar 5 sveérSanam (pieradijums ir loti
sarezgits).

60



10.2 Kod@&sanas teorija

Skat. [[AC],220.-225. Ipp.]. Interesanti, ka uz kod€sanas teoriju reducgjas $ads Vissavienibas
olimpiades uzdevums:

155. uzdevums. [PSRS, 1991] Izmeklétajam ir plans, ka ar ne vairak ka 91 jautGjumu, uz
katru no kuriem atbilde ir "ja" vai "né", var noskaidrot patiesibu, ja vien visas atbildes ir
patiesas. Pieradit, ka, ja nepatiesa ir ne vairak ka viena atbilde, tad patiesibu var noskaidrot
ar ne vairak ka 105 jautajumiem.

Kod@sanas teorijas metodes (Heminga kods un tam atbilstoSais apaks€jais novertgjums) lauj
pieradit, ka $aja uzdevuma pietiek ar 99 jautajumiem, bet 98 ir par maz. Vairaki Heminga
koda specialgadijumi aprakstiti [BL]. Apaks€jo novertéjumu mekléSanu var atrast gan [BL],
gan [[AC],308.uzd.].
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11 Specifiski risinasanas papémieni
11.1 Vértibas palielinasana par 1

156. uzdevums. [[MC95/,Israel] Divi zagli nozagusi virkniti ar 2k lielam un 2m mazam
krellem. Vini grib sadalit to, sagrieZot vairakos gabalos un katrs panemot daZus no tiem ta,
lai katrs dabiitu k lields un m mazas krelles. Kads ir mazakais pietiekamais griezumu skaits?

157. uzdevums. [IMO, 1996] n, p un q ir naturali skaitli, n > p+q. Xo, ..., Xn apmierina Sadas
ipasibas:

1. Xo=X%=0;

2.Jal <i<n, tad xi - xi.1 = p val Xi - Xi-1 = -Q.

Pieradit, ka eksisté i, j, kuriem izpildas i < j, (i, ) # (0,n) un xi = Xj.

158. uzdevums. Ir 1996 zili un 1000 sarkani punkti, no kuriem nekadi 3 nav uz vienas
taisnes. Pieradit, ka ir taisne, kurai katra pusé ir 998 zili un 500 sarkani punkti.

159. uzdevums. [IMO, 1994] Ar S(k) apzimé kopas {k+1, ..., 2k} elementu, kuriem binaraja
pieraksta ir tiesi 3 vieninieki, skaitu.

a) Pieradit, ka katram m eksiste tads k, ka S(k) = m.

b) Kadiem m tads k ir tikai viens?

Sis panémiens dazreiz der, ar1 pieradot nevienadibas.

160. uzdevums. [IMO, 1997] Par skaitliem X1, ..., Xn zinams, ka
X+t x| =1 x| < nTH prieksi=1, ..., n.

Pieradit, ka Sos skait]us var parkartot, iegtstot y1, ..., Yn, Kuriem

ly; +2y, +...+nyn|£n7+1

Citus uzdevumus par So panémienu var atrast [[L],220.-221.Ipp.]. Lielaka dala no tur
esoSajiem uzdevumiem gan ir diezgan vienkarsi.

11.2 Virknes elementu periodiska atkartoSanas

161. uzdevums. Skait/u virkné x1, Xz, ... zinams, ka
X, = 3979, X, =5961, X, =9925, x, = 7853, X,,, = (X, + X,.; + X,., + X,,3) M0od10000.

Pieradit, ka kaut kur Saja virknité biis 4 péc kartas esosi locek]i 1997.

162. uzdevums. [IMO, 1993] Ir n lampas, katra no kuram var biit iesléegta vai izslegta.
Sakuma visas lampas ir ieslegtas. Tad veic virkni gajienu, i-a gajiena parbaudot, vai
(i mod n)-a lampa ir ieslégta. Ja ta ir ieslégta, tad maina ((i+1) mod n)-as lampas stavokli uz
pretejo.

a) Pieradit, ka kaut kad visas lampas atkal biis ieslégtas.

b) Jan = 2% tad tas notiks péc n®>-1 gajiena.

¢) Jan = 2+1, tad tas notiks pec n?>-n+1 gajieniem.
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12 Dazadi uzdevumi

163. uzdevums. [Zirija, 1985, IL4] Uz ripka linijas ir 665 skaitli +1 un 1332 skaitli -1.
Pieradit, ka ir skaitlis ar Sadu ipasibu: saskaitot visus skaitlus, sakot no $i skaitla, ejot
pulkstena raditaja virziena un beidzot ar patvaligu skaitli, vienmér iegiist pozitivu summu.
Kas notiek, ja ir 666 skait]i +1?

164. uzdevums. [Zirija, 1989, ROM4] Uz rinka lijas séz 155 putni. 2 putni ir vienlaicigi
redzami, ja loks starp tiem neparsniedz 10 gradus. Kads ir minimalais iespéjamais vienlaicigi
redzamu putnu paru skaits?

165. uzdevums. [[VS/,246.uzd.] Ir 1000 biletes ar numuriem no 000 lidz 999 un 100 kastes
ar numuriem no 00 lidz 99. Bileti var likt kasté, ja kastes numuru var iegiit no biletes numura,
izsvitrojot 1 ciparu. Pieradit, ka

a) visas biletes var salikt 50 kastes;

b) biletes nevar salikt mazak ka 40 kastes;

C) biletes nevar salikt mazak ka 50 kastés,

d) Apskatam biletes ar cetrciparu numuriem (no 0000 lidz 9999). Bileti var likt kaste,
ja kastes numuru var iegiit no biletes numura, izsvitrojot 2 ciparus. Pieradit, ka pietiek ar 34
kastem.

C) Kads ir mazakais nepiecieSamais kastu skaits prieks k-ciparu biletem (k = 4,5, ...)?

166. uzdevums. Seifa atsléga sastav no 3 cipariem, katrs no kuriem var biit no 0 lidz 7. Seifs
ir sabojats un tadel tas atveras tad, ja vismaz 2 cipari sakrit ar pareizajiem. Kads ir mazakais
ciparu kombindciju, kas jaizmegina, lai noteikti atvertu seifu, skaits?

167. uzdevums. [Ziirija, 1988, POL4]

1. 49 studenti risina 3 uzdevumus, katrs no kuriem tiek vertéts ar atzimi no 0 lidz 7.
Pieradit, ka eksiste 2 tadi studenti A un B, ka A katra uzdevuma ir augstaka vai tada pati
atzime ka B.

2. Pieradit, ka 48 studentiem tas var neizpildities.

168. uzdevums. [Zirija, 1988, HUN3] Testa ir 4 jautajumi, uz katru no tiem ir iespéjamas 3
atbildes. Zinams, ka katriem 3 skolniekiem var atrast jautajumu, uz kuru vini devusi 3
dazadas atbildes. Kads ir maksimalais skolnieku skaits, kuram iespéjama Sada situdacija?

169. uzdevums. [[Z],26.17.]

1. lzvietot uz 3nx3n Saha galdina 4n tornus ta, lai katrs tornis sistu ne vairak ka 1
citu.

2. Pieradit, ka vairak tornu izvietot nevar.

3. Cik tornu var izvietot, ja katrs tornis drikst sist ne vairak ka 2 citus? (Atbilde: 6n).

170. uzdevums. [Krievija, 1993] Kads ir lielakais n, kuram iespéjams atzimét n ritinas uz
nxn Saha galdina ta, lai katrs taisnstiris, kura malas iet pa ritinu malam un laukums ir
vismaz n, saturétu vismaz 1 atziméto ritinu?

171. uzdevums. [[VS],64. uzd.] Vai var kvadrata ar malu 1 ieksiené izvietot 1965 punktus ta,
1
lai jebkura taisnsturi ar laukumu 200° kas atrodas kvadrata iekSiené un kura malas

paralélas kvadrata malam, ieksa butu vismaz 1 no Siem punktiem?
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Atbilde: var. Pietiek arT ar mazaku punktu skaitu (pieméram, 1704).

172. uzdevums. [Baltijas cels, 1993] Vienadmalu trijstiris ABC sadalits 100 vienados
vienadmalu trijstiros. Kads ir lielakais mazo trijstiuru virsotnu skaits, ko var izvéléties ta, lai
nekadas 2 neatrastos uz taisnes, kas paraléla kadai no trijstira malam? (Atbilde: 7.)

173. uzdevums. [IMO, 1990] Uz apla ir 2n-1 punkti. Cik no tiem var izveleéties ta, lai starp
nekdadiem 2 izvélétajiem nebiitu

a) tiesi 1 cits punkts?

b) tiesi 2 citi punkti?

C) tiesi n citi punkti?

174. uzdevums. [IMO, 1988] Par kopu B un tas apakskopam Az, ..., Aon+1 zinams, ka:

1. katra kopa Ai satur tiesi 2n elementus,

2. katru 2 dazadu kopu Ai un Aj skélums satur tiesi 1 elementu,

3. katrs B elements pieder vismaz 2 no kopam Au, ..., Aon+1.

Kadiem n ir iespéjams atzimet dazus B elementus ta, lai katra kopa Ai biitu tieSi n atzimetie
elementi?

175. uzdevums. [IMO, 1987] Uz riitinu lapas atzimétas dazas ritinu virsotnes. Pieradit, ka
tas var nokrdasot 2 krasas ta, lai uz katras vertikales un katras horizontales dazadas krasas
esoSo punktu skaiti atsSkirtos ne vairak kd par 1.

Norade. 1zmantojiet matematisko indukciju ar soli 1 un soli 2.

176. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2002] Ap apalu galdu séz n rukisi,
kam péc kartas pieskirti numuri 1; 2; ...; n. Sakuma pirmajam rikitim ir par vienu dalderi
vairak neka otrajam, otrajam — par vienu dalderi vairak neka tresajam, ..., (n-1)-am — par
vienu dalderi vairak neka n-tajam.
Pirmais rikitis iedod 1 dalderi otrajam. Péc tam otrais iedod 2 ddlderus tresajam. Péc tam
tresais iedod 3 dalderu ceturtajam utt. (Katra nakosaja reizé tiek dots viens dalderis vairak
neka iepriekséja.) Ta turpina, kamér iespéjams (varbut "aprinkojot” galdu vairak nekda vienu
reizi). Kad process beidzas, izradijas, ka vienam no rikiSiem bija tiesi 6 reizes vairak naudas
neka vienam no vina kaiminiem. Cik bija rikiSu un cik naudas sakuma viniem bija? (Dalderi
sikak nedalas.)
Atrisinajums. Pienemsim, ka sakuma n-tajam rikitim ir x dalderi. Tad (n-1) -am ir x+1, (n-2)
-am ir X+2,..., pirmajam ir n+x-1 dalderi; naudas daudzumus izsaka virkne

n+x-1, n+x-2, n+x-3, ..., X+2, x+1, X
P&c 1. apla naudas daudzumi ir

2n+x-2, n+x-3, n+x-4, ..., X+1, X, x-1
P&c 2. apla naudas daudzumi ir

3n+x-3, n+x-4, n+x-5, ..., X, X-1, X-2
Process beigsies bridi, kad naudas daudzumi bus

x+(x+1)(n-1), n-2,n-3, ..., 2, 1,0

Skaidrs, ka vienigi 1. rukitim var biit 6 reizes vairak naudas neka kaiminam, jo n-2; n-3; ...; 1,
0 ir p&c kartas nemti naturali skaitli. Tapéc x+(x+1)(n-1)=6(n-2), no kurienes x = 5—1—:. Ta
ka X - naturals skaitlis, tad n=1 vai n=11. P& uzdevuma jégas nevar bit n=1. Tapéc n=11 un
xX=4.
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Piezime. Sis risinajums neder, ja x=0 (nevar tikt izpildits pat pirmais aplis). Tad process sakas
ar n-1; n-2; n-3; ...; 1; 0; n-1. Viegli redzet, ka ta nevar biit, jo neviens skaitlis nevar but 11
reizes lielaks par savu kaiminu.

177. uzdevums. [Latvijas atklata matematikas olimpiade, 2001] Pa apli novietoti n trauki,
katra no tiem ir k monétas (n un k - naturali skaitli). Iznemam no viena trauka visas monétas
un pa vienai liekam tas péc kartas traukos, kas ir nakosie pulkstena raditdja kustibas virziena.
Kad visas monétas ieliktas, atkartojam So procesu, iznemot visas monétas no trauka, kura
ielikam pédejo monétu. Lidzigi turpinam uz prieksu.

Pieradit, ka agri vai velu visas monétas vienlaicigi atradisies viend trauka.

Atrisinajums. Sauksim par stavokli situaciju, kura izveidojusies, kad visas no kada trauka
iznemtas mongctas ieliktas traukos; tatad stavokli raksturo moné&tu sadalijums traukos un tas,
no kura trauka mes gatavojamies iznemt monétas, sakot jaunu etapu. Skaidrs, ka katrs
stavoklis viennozimigi nosaka nakeSo stavokli. Paradisim, ka katrs stavoklis viennozimigi
nosaka arT ieprieks€jo stavokli. Tiesam, ieprieks€jo stavokli var atrast, sakot pa vienai salasit
monétas no traukiem preteji pulkstena raditdja kustibas virzienam, kamér atrodam tuksu
trauku; tad taja ieliekam visas salasitas monétas.

Ta ka iesp&jamu stavoklu ir tikai galigs skaits, tad tiem agri vai vélu jaatkartojas , t.i., process
bus periodisks. Ieprieks pieraditais lauj secinat, ka veidosies tirs periods — bez priekSperioda.
Tas nozime, ka tiks iegiits art sakotngjais stavoklis.

Bet sakotngjo stavokli var iegiit tikai no tada, kadu meés mekl€jam — visas mong&tas viena
trauka.

178. uzdevums. Andris un Juris katrs slepeni no otra pateica Peterim kadu naturalu skaitli.
Péteris uzrakstija uz tafeles divus dazadus naturalus skaitlus un pazinoja, ka viens no tiem ir
vipam pateikto skaitju summa. Péc tam vips pamiSus jautaja Andrim un Jurim: ,,Vai tu vari
pateikt, kada ir abu jisu iedomato skaitlu summa?”
Pienemsim, ka Andris un Juris ir godigi un neierobezoti gudri. Pieradiet, ka kadreiz kads no
viniem pateiks ,,ja’’.
Atrisinajums. Pienemsim, ka Andra un Jura pasacitie skaitli ir a un j, bet P&tera uzrakstitie
skaitli ir S1 un Sz, kur S1<Sz. Apzimésim S>-S1=d un pienemsim, ka nekad neviens nepateiks
,»,Ja~ . Apzim&sim ar o, resp vi speciala veida secinajumus, kurus Andris, resp. Juris var izdarit
péc tam, kad i reizes dzirdgjis otru zénu atbildam ,,ng”, i=1; 2; ... .
P&c Andra pirma ,,n€” Juris var secinat

7,0 O<a<§;
(Tie$am, ja bltu a>Sy, tad a+j>S; un Andris biitu sapratis, ka a+j=S>.)
P&c Jura pirma ,,n€” Andris var secinat

o d<j<§
(Tiesam, Andris vispirms sapratis, ka j<Si. Talak Andris spriez ta: Juris zina, ka a<S;. Ja biitu
j<d, tad Juris zinatu a+j<Si1+d=S; un varétu pateikt, ka a+j=S1, tapec atbildétu ,,ja”; bet vins
(Juris) to nedara.)
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P&c Andra otra ,,né” Juris var secinat
v,. O<a<§—-d

(tiesam, ja butu a>S:1-d, tad Andris uz a1 pamata varétu secinat, ka a+j>S;-d+d=S; un saprast,
ka a+j=S»), bet p&c Jura otra ,,né” Andris var secinat

a,: 2d<j<§
(tiesam, ja butu j<2d, tad Juris uz y2 pamata secinatu, ka a+j<S;-d+2d=S;+d=S,, un saprastu,
ka a+j=S;).
Lidzigi turpinot, ieglistam, ka pec k-ta ,,n€” para var izdarit secinajumus

o, . kd<j<S;

7. O<a<S —(k-1d

Skaidrs, ka ta nevar but visiem naturaliem K.

66



Literatiira

[ABS] A. Andzans, A. Bérzins, M. Stupane. Matematikas olimpiazu un konkursu uzdevumi.
Riga, 1992.

[AC] A. AndZans, J. Cakste u.c. Vidgjas vértibas metode. Riga, 1996.

[BL] A. Bapr, C. JIutun. Yro ectp @opryna. Kvant, 1990.g. 9. numurs, 8.-16. Ipp.

[G] P. I'pexom. Hauana treopuun Pamces. Maskava, 1984.

[GA] A. Gailitis, A. Andzans. KartoSanas un meklésanas uzdevumi. Aizkraukle, 1995.
[L] C. I'enkun u ap. JlenuHrpaackue MaTeMaTudeckue Kpyxku. Sankt-Peterburga, 1994.
[KV] Zurnals "Kvant".

[KF] JI. Kypasaauuk, 1. @omun. DTroasl 0 monyunBapuante. Kvant, 1989.g. 7. numurs, 53.-
58.Ipp.

[MC95] Mathematical Contests 95 (ASV publicéts nacionalo olimpiazu uzdevumu krajums).

[MQ] T.Tanenepun, A. Tonmeiro. MockoBckue MatemaTuyeckue onmmmuansl. Maskava,
1986.

[PR] B. IlpacosoB. 3amaun mo rianumerpud, 4. |l Maskava, 1986
[R82] K. PriOHuKOB. KoMOMHaTOpHBIN aHanu3: 3a1auu U ynpaxuenus. Maskava, 1982.
[R85] K. PribHuKoB. BBenenre B komOuHaTopHbIii aHamu3. Maskava, 1985.

[SP96] 3Bamaun Cankt-IleTepOyprckoil TOpOJICKOW OJHUMITHAAbI MO MaTeMaTwke. Sankt-
Peterburga, 1996.

[VS] H. Bacunbes, A. Eropos. 3amaun Bcecoro3nbix Maremaruueckux onummuazn. Maskava,
1988.

[V] P. Buncon. Beenenue B Teoputo rpadon. Maskava, 1977.

[Z] 3apyOenbie MaTemarnyeckue onumnuazasl. Maskava, 1987.

67


../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citeabs#citeabs
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citeac96#citeac96
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citekodi#citekodi
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citegrahams#citegrahams
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citekarto#citekarto
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citel94#citel94
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citek#citek
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citepusinv#citepusinv
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citemc95#citemc95
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citemoscow#citemoscow
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citepr#citepr
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citer82#citer82
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citer85#citer85
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citesp#citesp
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citevs#citevs
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citevilsons#citevilsons
../kombinatorika/kombinatorikas_uzdevumi.htm#citezar#citezar

