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IEVADS

No visam matematikas nodalam sRoleniem tradicionali vislieldRas gritibas sagada
geometrija, galvenokart pieradijuma uzdevumi. Tam ir vairaki dzifi iemesli:

o geometrija skola tiek biveta daudzu gadu garuma Ra deduRtiva sistema; reiz radusies
robi patstavigi atsaucas uz izpratni turpmakgja macibu procesd. Pretéji tam algebra un
matematiskas analizes elementi skold sastav no vairakam relativi izoletam dalam, un
pamatjedzieni tiek ieviesti intuitivi

o gritdki geometrijas uzdevumi un jautajumi lielaRoties ir ,Ryalitativa” rakstura - tadi
Jautdjumi, uz Ruriem atbilde ir ,ja” vai ,né” (pieméram: vai trijstiira augstumi Rrustojas viend
punkta?). Geometriskos uzdevumos Ratra sola matematiskajai jégai jaseko daudz dzilak nekd
algebra, Kur merki parasti sasniedz, lietojot formdlas manipulacijas ar matematisRam
izteiksmem.

Vektori ir viens no trim formdlajiem aparatiem, Ras lauj ,kvalitativo” jautajumu risinasand
izmantot ,Ryantitativas” metodes, partulRojot geometriskus apgalvojumus formulu valoda.
Tadejadi Sos apgalvojumus var pétit, izmantojot matematikas algebriskd aparata vareno speRu;
mes it Rd ,laujam formulam domat misu vieta’.

Liela vektoru priek§rociba, salidzinot ar sintetiskds geometrijas metodem, ir spriedumu
neatRariba no RonKréta zimejuma, Ras lauj viend risindjumd aptvert visus iespéjamos
gadijumus.

Tomer par minetajam prieksrocibam ir ari jamaksa. Risindajumi ar vektoru palidzibu ir erti
un idejiski sRaidri, bet mnereti tie ir gari, prasa precizitati un nevainojamu algebrisko
parveidojumu tehniku. Parasti vislabakie rezultati gratu uzdevumu risinaSand sasniedzami,
Rombinejot vektorialas un sintétiskdas metodes un Ratra uzdevumd (daZreiz pat Ratra
uzdevuma etapa) izveloties piemerotako.

Gramata izmantoti vairaki specifiski apzimejumi:

* — griits uzdevums

R — loti griits uzdevums

Y — pieradijuma sakums

A — pieradijuma beigas

Autori izsaka sirsnigu pateicibu Rigas Ebreju vidusskolas matematikas skolotajai Elinai
Falkensteinai. Kaut ari vina nav piedalijusies nevienas rindinas tapSana Saja gramata, darbs
Ropa ar vinu citu darbu sarakstisand (oti daudz devis miisu izpratnei par to, Ra veidojami
mactbu lidzeR[i, Rurus paredzets lasit ne tikai elitardas lasitaju grupds.

Nosleguma sirsnigi pateicamies LU reRtoram I.Ldcim, LU MatematiRas un informatikas
institiutam (direRtors prof. J.Barzdins) un LU Fizikas un matematikas fakultatei (deRans prof.
M. Auzins) par izradito atbalstu, Ra ari visiem tiem pedagogiem ,vecakiem un skoleniem, Ras ar
savu darbu padarijusi vajadzigu un iespéjamu Sis gramatas tapsanu.

Riga, 2006. gada 26. septembri Autori



1. PAMATIEDZIENT
1.1. Vektora definicija.

Ar nogriezna un nogriezna garuma jédziena palidzibu matematika p&ta attalumus; ar lenka un
lenka lieluma jédziena palidzibu matematika péta virzienus.
Vektora jédziens lauj vienlaicigi pétit gan attalumus, gan virzienus.

Definicija. Taisnes nogriezni, Kuram viens galapunkts nosaukts par sikuma punktu, bet otrs —
par beigu punRtu, sauc par nenulles veRtoru.

Ja nogriezna AB galapunkts A nosaukts par sakuma punktu, bet B — par beigu punktu, tad
-
attiecigo vektoru apzimeé ar AB. Ja nogriezna AB galapunkts B nosaukts par sakuma punktu, bet

-
A — par beigu punktu, tad attiecigo vektoru apzimé ar BA. .

-
Zimg&juma, att€lojot vektoru XY, nogrieznim XY pievieno bultinu, kas ,.ieiet” vektora beigu
punkta Y.

Piemeri.
-— - -

1. Vektori AB, BC, CA ,,izveidoti” no trijstira ABC malam (skat. 1. zim.).
B

A C
1. zim.

2. Atkariba no ta, ka izvélamies vektora sakuma punktu, 2. zZim. att€loti vektori
-— - -

AM; BM; CM.

A B C M

2. Zim.

- -
3. Vektori AB un BA attéloti 3. zim&juma.

A B
-—
3. zim.

Definicija. Katru punkiu A sauc par nulles veRtoru, Ruram gan sakuma, gan beigu punkts ir A.

%
To apzimeé ar AA.
Zimejuma nulles vektoram bultinas nepievieno.



Svariga norade. Datorsalikuma Ipatnibu dé] vektoru apzim&jumos lietotas bultinas $aja gramata
galvenokart sastav no vairakiem gabaliem (ir partrauktas). Tam nav nekadas dzilakas jégas;
bultina vektora apzim&juma vienmeér jauztver ka vienots simbols, un parasti gramatas un zurnalos
ta arT sastav no viena gabala.

| Nenulles un nulles vektorus Ropa sauc par veKtoriem.

1.2. VeRtorus raksturojosie lielumi.

1.2.1. Vektora garums.

%

Definicija. Par nenulles vektora AB garumu sauc nogrieZna AB garumu. Nulles veRtora
— —

garums pec definicijas ir 0. Vektora XY garumu apzimesim ar | XY

Piemern.
1. Ja ABCD - kvadrats ar malas garumu 1, tad

AE{

- - - -
‘Ao( = ‘DB‘ =42, ‘AA‘ = ‘DD‘ =0 (4. zim.).

- |-—-
BC|=|CD|=

—| |- |-
DA =|CB|=|BA =1,

B
A D
4. zZim.
2. Ja rutinas malas garums ir 1 (5. zZim.), tad
Al B
~ D
/| |E
)4
cl e G
5. zim
- - - - -
AB =BA =4, |GH=4, EE|=0, |CD|=5 (pielietojot Pitagora teorému!)



1.2.2. Vektora virziens.

Definicija. Par nenulles vektora virzienu sauc tds taisnes virzienu, uz Ruras $is vektors
atrodas. Nulles veRtoram virziena jedziens netiek definéts.

Piemeri.
- |- |- -
1. Vektoru |AB|, |BA|, |GH virzieni 5. zim. ir vienadi un atskirigi no vektora CD virziena.

-
Vektoram EE virziena nav.

—_— o 5 =
2. Ja ABCD - paralelograms, tad vektoru AB, BA, CD, DC virzieni ir vienadi (sakrit).
-— 5 5 >
Art vektoru BC, CB, DA, AD virzieni sava starpa ir vienadi, bet atSkiras no iepriek§ miné&to
Cetru vektoru virzieniem.
Viegli saprast, ka divu nenulles vektoru virzieni ir vienadi (sakrit) tad un tikai tad, ja tie atrodas
uz vienas un tas pasas taisnes vai uz paralélam taisném.

1.2.3. Vektora versums.

Definicija. Nulles veRtoram versuma jédziens netieR, definéts. Pienemsim, Ra dots nenulles
— — —

veRtors XY . Saka, kRa veRtors XY wveérsts stara XY virziend vai Ra veRtora XY versums

sakrit ar stara XY véersumu.

Piemert.

-— - -5 -—_ 5 >
1. Vektoru AB, CD, AD vérsumi ir vienadi sava starpa. Arl vektoru CB, BA, DB
veérsumi vienadi sava starpa, bet atSkiras no triju iepriekSminéto vektoru vérsumiem (6. zim.).

A B D

6. zim.

- - -
2.Ja AB - nenulles vektors, tad vektoru AB un BA vérsumi noteikti atSkiras.

-— -— -
3. Ja ABCD - paralelograms, tad vektoru AB un DC vérsumi sakrit, bet vektoru BC un

-

DA vérsumi ir pretgji.

— —
Definicija. Ja stari AB un CD ir vienadi vérsti, tad saka, ka vektori AB un CD ir vienadi
— —

versti; ja stari AB un CD ir pretefi vérsti, tad saka, Ra veRtori AB un CD ir pretéji versti.
Visos trijos ieprieks$€jos pieméeros tie vektori, kuru veérsumi atskiras, ir pret€ji versti.



Parbaudi pats sevil
1. Ko sauc par nenulles vektoru?
2. Ko sauc par nulles vektoru?
3. Ko sauc par
a) nenulles,
b) nulles
vektora garumu?
4. Kadiem vektoriem apskata virziena jédzienu? Ko sauc par vektora virzienu?
5. Kadiem vektoriem apskata vérsuma jédzienu? Ko sauc par vektora vérsumu?
6. Kadus vektorus sauc par
a) vienadi verstiem,
b) pretgjiem verstiem?

Vzdevumi.

1. Starp 7. zim. att€lotajiem vektoriem atrodi
a) vienada garuma vektorus,
b) viena virziena vektorus,
¢) viena versuma vektorus.

J
A
>
\ 4
\
N 4
NN 4
N
X —7

7. zim.

2. Vai divi vektori var biit ar vienadiem virzieniem, bet dazadiem v&rsumiem?
3. Vai divi vektori var biit ar vienadiem vérsumiem, bet dazadiem virzieniem?

- |- |-
OA|=|0B=|0C =
-— -

5. Vektoru AB un CD virzieni sakrit. Pieradit, ka Cetrstiris ABDC ir vai nu trapece, vai
paralelograms.

-

4. Dots, ka OD). Ko var secinat par punktu A, B, C, D izvietojumu?

- -
6. Dots, ka ABCDEF — regulars sesstiiris, O — ta centrs. Kuriem no vektoriem OA, OB,
- D > 5 - -5 -5
OC OD, AB, AC, DF, CE, BD, AD, CF ir
a) vienadi garumi,
b) vienadi virzieni,
¢) vienadi vérsumi?



7. Doti tris vektori ar vienadiem virzieniem. Pieradit, ka starp tiem var atrast divus, kuru
versumi ir vienadi.

8. Kadu lielako skaitu nenulles vektoru var izvéleties ta, lai to sakuma un beigu punkti
atrastos riitinu virsotnés (8. zim.), bet visu vektoru vérsumi butu dazadi?

8. zim.
9.* Dots, ka A, A,,..., A, - izliekts daudzstiris. Kadam lielakajam daudzumam no
-—
vektoriem AjA; (1<i, j<n,i= ]) var bt vienadi virzieni?
10.% Atrisinat ieprieksgjo uzdevumu, ja AjA,...A, - patvaligs daudzstiiris (ne noteikti
izliekts).

-

- |-
AB{ = ‘BC‘ = ‘CA‘ . Vai ABC noteikti ir regulars trijsttris?

-
AB| =
12. Pienemsim, ka punkti A, B, C, D uz skaitlu ass att€lo attiecigi skaitlus a, b, c, d.

- -—

Pieradit: vektori AB un CD ir vienadi vérsti tad un tikai tad, ja (a—b)c—d)>0.

1.3. Vienadi vektori.

11. a) dots, ka

-

b)* dots, ka BC

- -
=|CD|=|DA|. Vai ABCD noteikti ir romhs?

— -

Definicija. Sakg, Ra nenulles vektors AB vienads ar nenulles vektoru CD, ja tiem ir vienadi
garumi, virgieni un versumi. Ari Ratrus divus nulles veRtorus sauc par vienadiem.

Vektoru vienadibas pierakstiSanai lieto zimi ,,="; to, ka divi vektori nav vienadi, pieraksta,
lietojot zimi ,, # ”(l1dzigi ka skaitlu, figliru utt. gadijuma).

Piemeri.

- -
1. Ja ABCD - kvadrats, tad AB=DC. Tiesam (skat. 9. zim.),

B , C
Al " LA
1 H [
A D
9. ZIm

10



a) kvadrata malu garumi ir vienadi, tapéc

el I s
AB =|D(C|,

- -
b) kvadrata pretgjas malas ir paral€las, tapeéc AB un DC virzieni sakrit,
- -
¢) stari AB un DC ir vienadi veérsti, tapec AB un DC veérsumi sakrit.
-— o >
2.Ja ABCD — trapece, tad nekadi divi no vektoriem AB BC, DC, AD nav vienadi.
TieSam:

A D

10. zim.

a) Saja gadijuma vektori, kam ir kopigi galapunkti, nav vienadi tapéc, ka atSkiras to
virzieni (tatad arT vérsumi),

- -
b) trapeces pamatu vektori (10. zim BC un AD) nav vienadi tapéc, ka atskiras to
garumi,
- -
c) trapeces sanu malu vektori (10. zim AB un DC) nav vienadi tapéc, ka atSkiras to
virzieni (tatad ar1 vérsumi).

-— -

3. Ja O — rinka linijas centrs, bet A, B — tas dazadi punkti, tad OA = OB, jo noteikti atskiras
- -
OA un OB versumi (virzieni var arT sakrist).

-— o - = =

4. Ja ABCDEF — regulars sesstiiris ar centru O, tad AB OC, BO=CD, AC=FD;
- -
AB = DE, jo So divu vektoru garumi un virzieni gan sakrit, bet vérsumi atskiras.

B
A C
O
F \/D
E 11. zZim.

5. Pienemsim, ka cetri dazadi punkti A, B, C, D neatrodas uz vienas taisnes.

11



- >

Teorema. ABCD ir paralelograms tad un tikai tad, ja AB=DC.

Pieradijums.

A 1. Pienemsim, ka ABCD — paralelograms (skat. 12. zim.). Ta pret&jas malas AB un DC ir

vy

12. zim.
e
a) vienadas, tad |[AB =|DC|,
- -
b) parallas, tad AB un DC virzieni sakrit.
- -
Bez tam stari AB un DC ir vienadi veérsti. Tatad vektoriem AB un DC sakrit gan garumi, gan

- -
virzieni, gan vérsumi; tatad AB=DC.

- -
2. Pienemsim, ka Cetrstiirt ABCD pastav vienadiba AB=DC. Tad malas AB un DC ir
vienadas un paralélas. Saskana ar paralelograma pazimi ABCD ir paralelograms. &

-— -
6. Ja A un B patvaligi punkti, tad AA=BB.
e e T R
7.Ja A un B ir dazadi punkti, tad AA= AB, AB=BA.
Tiesi no vektoru vienadibas definicijas izriet sekojoSas vektoru vienadibas pamatipaSibas:

-— -
1. Katrs vektors vienads pats ar sevi: AB= AB (vektoru vienadibas refleksivitate)
2. Ja pirmais vektors vienads ar otru, tad otrais vektors vienads ar pirmo:

-— - -— -
ja AB=CD,tad CD=AB
(vektoru vienadibas simetrija).
3. Ja pirmais vektors vienads ar otru, bet otrais — ar treSo, tad pirmais vektors vienads ar treso:

> = -— - -— -
ja AB=CD un CD=EF, tad AB=EF
(vektoru vienadibas transitivitate).

Ka redzesim talak, vienadus vektorus Joti daudzos gadijumos var aizstat vienu ar otru.

Vzdevumi.
-— -

- -

1. Dots, ka AB=DC. Pieradit, ka BC=AD.

2. Kadu lielako daudzumu pa pariem dazadu vektoru var uzzimét, ja vektoru galapunktiem
jabit 8. zim. attélota rezga rutinu virsotnés?

12




- -5 -5
3. Dots, ka AA; =BB; =CC; un A, B, C neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit, ka

4.* Plakné doti n dazadi punkti. Kads ir lielakais un kads — mazakais daudzums nenulles
vektoru, kas visi pa pariem dazadi un kuru galapunkti ir divi no dotajiem punktiem?

1.4. Vektora atlik$ana no punkta.

- - —
Definicija. Ja OX = AB, tad saka, Ra veRtors AB ir atlikts no punkta O, iegistot veRtoru
%

ox.
Piemeri.
) - - ) -
1. Atliekot vektoru AB no punkta O, iegiistam vektoru OX;; atliekot vektoru CD no

—
punkta O, iegistam vektoru OX, (13. zZim.).

o "

C
\ \
Y

D [Xo

13. zZim.

- -
2. Ja AB atlikts no punkta O, iegiistot vektoru OX, tad vai nu O, X, A, B atrodas uz vienas
taisnes (14. zim.), vai ari OABX ir paralelograms (15. zim.).

B
o - ——— A X
X A
B @)
14. zZim. 15. zim.

-—- 5 >
3. Ja AABC - regulars trijstiiris, tad, atliekot vektorus AB, BC, CA no viena punkta,
iegiito vektoru galapunkti ir jauna regulara trijstiira virsotnes (16. zim.).
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16. zZim. Ci
No vektoru vienadibas definicijas tiesi seko
Teoreéma par vekRtoru atlik§anu. AtlieRot veRtorus no viena punkta, atlikto veRtoru beigu
punkti sakrit tad un tikai tad, ja atliktie veRtori ir sava starpa vienadi.

Vzdevumi.

_— o 5 - -5
1. Uzzimét vektorus, kurus iegst, atliekot no punkta O vektorus AB, AC, MN, KL, BA
(17. zZim.).

B

17. zZim.

-— - >

2. No viena punkta atlikti vektori AB, BC, CA (AABC - patvaligs). Pieradit, ka atlikto
vektoru galapunkti ir tada trijstiira virsotnes, kura laukums 3 reizes lielaks par AABC laukumu.

3.* Vispariniet iepriek§€jo uzdevumu, ja AABC vieta apskata patvaligu izliektu Cetrsturi
ABCD.

4. Cetrstira ABCD péc kartas nemtu malu viduspunkti ir M, N, L, K. No punkta M atliek

-
vektoru KL . Kas ir atlikta vektora beigu punkts?

1.5. Preteji vektori,

— —

Definicija. Saka, ka vektors CD ir pretéjs veRtoram AB, ja vai nu tie abi ir nulles veRtori ,vai

ari to garumi un virzieni sakrit, bet vérsumi atSRiras. Minetaja situdacija lieto pierakstu
- >

CD=-AB.
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Piemeri.
- -— - -

1. Ja ABCD - paralelograms, tad vektors CD ir pretéjs vektoram AB (CD =-AB).

- - -
2. Vektors AA ir pretgjs pats sev (AA=—AA).

- -
3. Vektors AB 11. zim. ir pret&js vektoram DE.

- - - -
4. Vektors AB ir pretéjs vektoram BA (AB=-BA).

- - - -—

5. Ja vektors AB ir pretéjs vektoram CD, tad vektors CD ir pretéjs vektoram AB (ja

- - - -
AB=-CD, tad CD=-AB).

LEMMA PAR VIENADU VEKTORU LIDZTIESIBU (VWL LEMMA)

Vienadu veRtoru pretéjie veRtori ir vienadi sava starpa.

Pieradijums.

¥ Ja abi vienadie vektori ir nulles vektori, tad arT to pret€jie vektori ir nulles vektori un tapéc
vienadi. Ja abi vienadie vektori nav nulles vektori, tad tiem ir vienadi garumi, virzieni un
versumi; tapec ari tiem pret€jo vektoru garumi, virzieni un versumi ir vienadi, tatad pretgjie
vektori ir vienadi sava starpa. &

No definicijas seko, ka katram vektoram ir daudz pretju vektoru. (Piem&ram, 11. zZim. vektoram

- - -
DE pretgjs ir gan OC, gan AB). tom&r no VVL lemmas seko, ka tie visi ir vienadi sava starpa.

Parbaudi pats sevi!
1. Kadus nenulles vektorus sauc par vienadiem?
2. Vai katri divi nulles vektori ir vienadi sava starpa?
. Ko nozime vardi ,,vektoru vienadibai piemit refleksivitate, simetrija un transitivitate”?

W
o
QD
3
QD
—
=
(9°]
—
<
@D
=~
—
o
-
e
<
—_
[©]
=
N
o
—|
on
o
w2
—
[¢]
=
[¢)
=
2]
i
<
=
=,
=.
=
a
—
=
[
[=
=
-+
S
=)
w2
=
—
<
=
oS}
=,

5. Kadus nenulles vektorus sauc par pretgjiem?
6. Vai divi vektori var biit vienlaikus gan vienadi, gan pretgji?
7. Vai vienam vektoram var bt divi pret&ji vektori, kas nav sava starpa vienadi?
- -
8. Viens no vektoram AB pretgjiem vektoriem ir CD. Uzradi vektoru, kas ir pretgjs

-
vektoram CD.

Uzdevumi.

1. Atrodi 7. zZim. visus vienadu un pret&ju vektoru parus!

2. Dots, ka ABCDE — regulars piecstiris. Starp vektoriem, kam abi galapunkti ir piecstiira
virsotn&s, nav ne divu vienadu, ne divu pret&ju nenulles vektoru. Pieradi to!

3. Dots, ka ABCDEF — regulars se$stiiris un O — ta centrs. Starp vektoriem, kam abi
galapunkti ir seSstiira virsotn€s vai centra, atrodi visus vienado vektoru parus un visus pret&jo
vektoru parus.

4. Katri divi no n vektoriem ir pretgji viens otram. Pieradit: vai nu n <2, vai ar visi vektori
ir nulles vektori.
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5. Paralelograma ABCD malu AB un CD viduspunkti ir atbilsto§i M un N. Pieradit, ka
- -—
vektors CM ir pretéjs vektoram AN.

- - - -
6. Vektors AB ir pretéjs vektoram CD . Pieradit, ka AB=DC.

1.6. Vektora reizindsana ar skaitli.

* —

1.6.1.Jédziens par veRtora reizinasanu ar sRaitli.

- -
Vektora AB reizinajums ar skaitli k ir vektors, kura sakumpunkts ir A; to apzimé ar kK- AB.

- - >
Definicija. Ja AB ir nulles vektors (t.i., A un B sakrit) vai arik =0, tad k- AB= AA.

——> >
Ja AB nav nulles veRtors un R, #0, tad R - AB ir vektors ar sakumpunKtu A, garumu

— ——> - —
R||AB un virzienu, Ras sakit ar AB virzienu. VeRtora K,- AB vérsums sakyit ar AB

%
versumu, ja R,> 0, un ir pretéjs AB versumam, ja R,< 0.

Piemeri.
- - - -

1. Ja M ir AB viduspunkts, tad AM = %_AB un AB=2-AM (18. zim.).

A M B
———t——P——

18. zZIm.

- 9 ——

2.Ja M ir AABC medianu krustpunkts, bet A1 ir malas BC viduspunkts, tad AM = 3 AA
(19. zim.).

19. zZim. 20. zim.

- -
3.Ja O ir paralelograma ABCD diagonalu krustpunkts, tad AC=2-A0 (20. zim.).
4. Ja trapeces ABCD pamats BC divas reizes 1saks par pamatu AD un trapeces diagonalu
) - 1 - - - - 1\ -~ )
krustpunkts ir O, tad BC = ?AD, OA=(-2)-0C un OB=(— E)OD' Pamatojumam

ieverojiet, ka AAOD~ ACOB (skat. 21. zim.)!

16



A D

21. zim.

) - 3) —> - - - -
5. Vektoriem 22. zim&juma pastav sakaribas DC=(— E)AB’ HG=2-EF, KK=0-DC,

- -
GH=(-1)-HG.

A B

C D
F
E G
K
H
22. zim.

1.6.2. Svarigakas tpasibas, Ras piemit veRtora reizinasanai ar sRaith.

Atzim@sim svarigakas 1pasibas, kas piemit vektora reizinaSanai ar skaitli, salidzinot tas ar skaitlu
reizinasanas 1paSibam.

N . .
Vektora AB reizinasana ar skaitli Skaitlu reizinasana

-— -
1. 1.AB=AB 1-x=x
- -
2 (-1)-AB=-AB o xex
vektoru reizinot ar (-1), iegiist pret&ju vektoru skaitli reizinot ar (-1), iegtst pret&ju skaitli
- -
3. k-|1-AB |=(kl)-AB x-(y-z)=(xy) -z
asociativitate
asociativitate
-— - - - _ _
4. Ja AB=CD,tad k-AB=k-CD Jaa=b, tad xa=xb

-
¥ Pamatosim 3. ipasibu. Ja k=0, | =0 vai AB ir nulles vektors, abas pieradamas vienadibas
-—
pusgs atrodas nulles vektors AA, tatad vienadiba ir pareiza. Pret€ja gadijuma

— - -
a) gan 1-AB,gan k-|1-AB |, gan (kl)- AB sakumpunkts ir A,
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b) k

(I ABJ k|- ‘I AB{ k|- |I|‘ B{ |kl|‘ B{ ‘ kl)- _)B{,tétadabu vektoru garumi ir

-
c) abu vektoru virzieni sakrit ar AB virzienu, tatad sakrit ari sava starpa,

vienadi,

- - -
d) jak>0un >0, tad ari kl > 0; tapec |-AB, k-(l ~AB] un (k|)~AB versumi sakrit ar

4}
AB vérsumu, tatad sakrit ar sava starpa. Jak <0, | > 0, tad kl < 0; tapec |- AB versums sakrt ar

-

%
AB, bet k-(l . ABJ versums un (kl) AB vérsums pretéjs AB veérsumam, tatad sakrit sava

- -
starpa. Lidzigi pierada, ka k-[l -ABJ vérsums sakrit ar (kl)- AB vérsumu ,ja k>0, I <0 vai
k <0, | <0; atstajam to izdarit lasitajam patstavigi.
- -
Esam pieradijusi ,ka vektoriem k-(l -ABJ un (kl)- AB sakrit garumi, virzieni un vérsumi; tatad

tie ir vienadi.
Lidz ar to 3. Ipasiba pilniba pamatota. &
1., 2. un 4. 1pasibu pieradijumi ir gandriz acimredzami. Formul&sim 4. 1pasibu lemmas forma.

LEMMA PAR VIENADU VEKTORU LIDZTIESIBU (VWL LEMA)
Reizinot vienddus veRtorus ar vienu un to pasu sRaith, atkal iegiist vienadus veRtorus.

1.6.3. Taisnes punktu izteik§ana ar veRtoru palidzibu.

- -
Aplukosim vektoru K-AB pie fikséta nenulles vektora AB un mainiga skaitla k. Apzim&sim

-— -
k-AB=AK.
-— -
1.Jak =0, tad k- AB=AA. Tatad K sakrit ar A.

- -

2. Ja k>0, tad AK virziens un vérsums sakrit ar AB virzienu un vérsumu, bet
- -
AK|=k-|AB. Tatad, k palielinoties no 0 Iidz 1, punkts K ,,slid” no stavokla A uz stavokli B. Ja

-— -
k=1, tad k- AB=AB, t.i., punkts K sakrit ar B (23. zim.).
— 1 > —> 1 o —

AKy =2 AB; AR = AB; ARy = AB; AK, —1.AB

- -
3. Ja k parsniedz 1 un turpina palielinaties, punkts K, ko nosaka vienadiba AK=k-AB,
skerso stavokli B un turpina kustibu ,,pa labi” no punkta A.
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4. Lidzigi, ja k < 0, tad, k samazinoties (tatad ta absoliitajai vertibai jeb modulim pieaugot),

- -
punkts K, ko nosaka vienadiba AK =k -AB, slid pa taisni AB aizvien talak ,,pa kreisi” no punkta
A

Esam ieguvusi svarigu rezultatu.

TEOREMA PAR TAISNES PUNKTU IZTEIKSANV.
Katram taisnes AB punktam K eRsiste tads viennozimigi noteikts sRaitlis R, Ra
— —
AK =Kk - AB.
— —

Katram skaitlim R eksisté tads viennozimigi noteikts taisnes AB punkts K, ka AK =K - AB.

Turpmak §1 teoréma laus pétit taisnes punktus, izmantojot darbibas ar vektoriem.

Parbaudi pats sevil
1. Vai vektora reizinajums ar skaitli ir vektors vai skaitlis?
2. Kas ir nulles vektora reizinajums ar jebkuru skaitli?
3. Kas ir jebkura vektora reizinajums ar 0?

- - -
4. Ka sava starpa saistiti nenulles vektora AB un vektoru k-AB un |- AB
a) garumi,
b) virzieni,
¢) versumi,

jak<Ounl>0?

Uzdevumi.
1. Pieradi 3. 1paSibu, ja
a)k>0,1<0,
b) k<0, I<0.
2. Dots, ka ABCD — trapece ar pamatiem AD un BC un diagonalu krustpunktu O; trapeces
sanu malu pagarinajumi krustojas punkta S. Zinams, ka AD=3BC.
S

23. zZim.
Atrodi tadu k, ka

" -
a) SA=k-SB,

- -
b) SD =k-SC,
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- -
) OA=k-OC,

- -
d) OD=k-OB,

- -
e)* OA=k-OB.
3. Trijstira ABC malu AB un BC viduspunkti ir attiecigi M un N. Atrast tadu k, ka
- -
AC=Kk-NM.
4. Dots, ka ABCD - paralelograms; ar M un N apzimg&jam attiecigi trijstiru ABC un BCD

- -
medianu krustpunktus. Atrast tadu k, ka MN=Kk-BC.

- -
5. Dots, ka Cetrstiri ABCD pastav sakariba AB=Kk-CD. Pieradit, ka ABCD ir
paralelograms vai trapece.

- -
6. Pieradi, ka (— k)-ABz—[k-ABj, un formulé pieradito pasibu vardiem, izmantojot

jédzienus par pretgjo vektoru un pretgjo skaitli.

1.7. Vektoru saskaitisana.

1.7.1. Vektoru saskaitiSanas definicija.

— — -
Definicija. Ja no vektora AB galapunkta B atliek vektoru BX , Ras vienads ar veRtoru CD,
— — - - -
tad veRtoru AX sauc par veRtoru AB un CD summu un apzime ar AB+CD:

B
C\B X

- -

A AX=AB+CD

24. 7zim.

1. secinajums. Jebkuriem 3 plaknes punktiem A, B, C ir speka vienadiba
- > >
AB+BC = AC (tristira liRums).
Vektoru saskaitiSana vienadi un pretéfi verstu saskaitamo gadijumos attélota 25. a), b), c) zim.
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C D D C D C
. p—>p . <+ <>
A B X A X B AX B
a) b) C)
25. zZim.

%
2. secindjums. Patvafigam veKtoram A®B pieskaitot jebRuru mnulles veRtoru, iegiist
T e
vektoru AB: AB+ZZ=_AB+BB= AB.
3. secinajums. Patvafigam vektoram pieskaitot tam pretéju vektory, iegiist nulles vektoru;
skat. 25. c) zim.

1.7.2. Lemma par vienddu veRtoru [idztiesibu (VVL lemma)
Lemma. Saskaitot vienadus veRtorus ar vienadiem, iegist vienddas summas.

“Formulu valoda” $o VVL lemmu var pierakstit sekojosi:
—_ —_
ja AlBl = AZBZ un ClDl = C2 D2 ’ tad AlBl+ ClDl = A282+ C2D2 .
¥ Pieradisim VVL lemmu.
TieSi no vektoru saskaitiSanas definicijas izriet, ka divu vektoru summa labo saskaitamo var
aizstat ar tam vienadu vektoru:
- -— > - >

—
ja CD =EF, tad AB+CD = AB+EF. (*)
Pieradisim, ka arT kreiso saskaitamo var aizstat ar tam vienadu vektoru:

-— - _— > > -
ja AB=CD, tad AB+ EF =CD+EF. (**)
- -
AprobeZosimies ar gadijumu, kad AB un EF virzieni atSkiras (skat. 26. zZim.)

26. zZim.

— - — - — —

Ta ka BX;=EF un DX, =EF, tad BX; =DX,. Tapeéc AB=CD un BX1=DX.. Ta ka
AABX;un ACDX, malas, kas iziet no virsotném B un D, ir paral€las un vienadi vérstas, tad
ZABX; = ZCDX,. Tapec AABX; = ACDX,; tatad AX1 = CX, turklat, trijstirus savietojot, A
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—> -—

sakrit ar C un X1 ar Xz. Ja vél pieradisim, ka AXi || CXz, vektoru AX; un CX, vienadiba biis
pieradita.
Taka CD||t, tad £X,CD = 2£X,0t. Ta ka AABX; =ACDX,, tad £X;AB=2/X,CD. Tapéc
ZX1AB = £X,0t. Tapec AX1 || CXz (paralélu taiSpu pazime p&c kapslu lenkiem), k.b.j.
Tagad varam pieradit VVL-lemmu:

-—_ N — ) —

AlBl+ ClDl = AlBl+ C2D2 = A282+ C2D2 ‘

1.7.3. Vektoru saskaitiSanas pamatlfiRumi.

Tagad apskatisim vektoru saskaitiSanas pamatlikumus.

1. VEXTORU SASKAITISANAS KOMUTATIVALS LIKUMS.
- > e e
Katriem diviem vektoriem AB un CD pastav vienadiba AB+CD = CD+ AB.
- -
¥ Pieradijuma aprobezosimies ar gadijumu, kad AB un CD virzieni ir dazadi.

D N K

/

C @) M

A "B

27. zZim.

-— -
Konstruéjam paralelogramu OMKN ta, ka ON=CD un OM=AB (27.zim.). Tad arl

- -— -
NK AB un MK=CD. Saskana ar VVL lemmu
e e
AB+ CD=0OM+MK=0K un

-—_ s >

CD+ AB=0N+ NK =0K.
No §Im vienadibam seko vajadzigais. &

Ievérosim, ka no nupat veikta pieradijuma seko

2. PARALELOGRAMA LIKUMS.

Ja divus veRtorus atlieR no viena punkta O un uz tiem RG malam Ronstrué paralelogramu, tad
paralelograma diagonalveRtors, Ras iziet no O, viendds ar abu atlikto veRtoru summu (skat.
27. zim.)
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3. VEKTORU SASKAITISANAS ASOCIATIVAILS LIKUMS.
- > -
Katriem trim vektoriem AB, CD, EF pastav vienadiba

- 2\ > 5 (> >
[ﬁ@+C®}+£T:ﬂ$+[C®+£TJ.

— - -
v Pieradijumam  atliksim vienu otram gala vektorus MN, NK, KL ta, ka
e T S

AB MN, NK=CD, KL=EF (28.zim.).

K
N
M
L
28. zZim.
- — -— -—_ — -_— —
Tad | AB+CD [+ EF =| MN+ NK +KL MK+ KL =
_ — 5 — [— — -— -— -
=ML=MN+NL=MN+| NK+KL |=AB+| CD+EF |, k.b.j.

Teverofiet, Ra pieradijuma daudzkart tika izmantota VVL lemma un trijstira [ikums. &

4. AR VEXKTORU SASKAITISANU SAISTIIE DISTRIBUIIVIE LIKUML.
- >
Katriem skaitfiem m un n un Ratriem vektoriem AB un CD ir spekd vienadibas
— — >
(m+n) AB=m- AB+n- AB (*)
- - — —
m| AB+CD |=m- AB+m-CD (**)
-
¥ Pieradisim 1pasibu (**) dazada virziena vektoru gadijuma, ja 0<m<1. Atliksim vektorus AB
- -
un CD ka vektorus OK un OL no viena punkta O un konstru€sim paralelogramu OKXL
(29. zim.).
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-— -— - -
Atliksim uz OX tadu punktu Y, ka OY=m-0OX; tad OY=m-OX=m| OK+OL |.

— - — -

NovelkamYL: || OK un YK¢|| OL; tad péc Talesa teoremas OKi=m-OK un OL1=m-OL.
- - - - - -—

Ta ka OL1 YK\ — paralelograms, tad OL;+OK; =OY jeb m-OL+m-OK =m| OL+OK |.

Saskana ar VVL-lemmu

-— - -—> -—>
m(AB+ CDJ =m-AB+m-CD, k.b.j. &

5. VEKTORU SUMMAS PRETEIALS VEKTORS.
Divu veRtoru summas pretéjais veRtors vienads ar atseviskajiem sasRaitamagiem pretéjo veRtoru

o [ 3ec3)-[- ) e

¥ Atceroties, ka vektoram pret€jais vektors vienads ar §1 vektora reizinajumu ar (-1), ieglistam

_[Aaasj:<_1).(AE+E;BJ:(_1>.A§+<_1).63:(_AEH_&B], bk

1.7.4. Vektoru saskgitiSanas (iRumi vairaky saskaitamo gadijuma.

Nupat mingtas Tpasibas ar matematiskas indukcijas metodes palidzibu viegli visparinat
patvaligam skaitam saskaitamo. Formul@sim tas, pieradijumu atstajot lasitajam.

VISPARIGALS KOMUTATIVAILS LIKUMS.
—— =) ——— ——
Ja summa ||| AyB1+ AxBo |+ A3B3 |+... |+ ApnBy saskaitamos patvafiga seciba maina
vietam, tegitds summas veRtors vienads ar saRotnéjas summas vektoru.
VISPARIGALS ASOCIATIVALS LIKUMS.
Visi summu wveRtori, Ro iegist, daZdda seciba wveicot sasRgitiSanu izteiRsme

- - ——>
A1By+AxBa+...+ ApBy, , vienadi sava starpa.

VISPARIGIE DISTRIBUTIVIE LIKUML.
%
Katriem skaitfiem ny, ny, ... ,ng un Ratram veRtoram AB pastav sakariba
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— — — —
(n1 +ny +...+n&)-ﬂ®=n1 - ABt+ny -ﬂ(B+...+n'€ -AB

— — ——
Katram skaitlim R un katriem veRtoriem ,‘41@ 1, A2B 2 s oo AnBy pastav viendadiba

— — ———>
K[ﬁﬂﬁﬂz@ﬁ +ﬂn@nj /i,ﬁ1@1+/i, ﬁ2@2+ -+ AnBn

VEKTORU SUMMAS PRETEIALS VEKTORS.
Patvafiga daudzuma veRtoru summas pretéjais vektors vienads ar sasRaitamajiem pretéjo
veRtoru summau.

1.7.5. Nosacijums, lai vairaRu veRtoru summa bitu nulles veRtors.

Teorema. Vairaku veRtoru summa ir nulles veKtors tad un tikgi tad, ja, uzzimejot Sos veRtorus
vienu otram gald, pedeja uzzimetd veRtora beigu punKts sakrit ar pirmd uzziméta vektora
sakumpunkgu.

Teorémas pieradijums tiesi izriet no vektoru summas un nulles vektora definicijas; to ilustré
29’. zim. un 29”’. Zim.

C D
E B
C
E B
A
D
F A

29’ Zim 29, 7zim
- -

AA ir nulles vektors AF nav nulles vektors

Piemers.™ Izliekta sesstira ABCDEF malu AB, BC, CD, DE, EF un FA viduspunkti ir attiecigi
M, N, K, P, R, T. Pieradit, ka eksiste trijstiiris, kura malas vienadas un paral€las ar nogriezniem
MN, KP un RT.

—_ > >
Q’wrddi]ums Acimredzot pietiek pieradit, ka MN+ KP+RT ir nulles vektors; tad, atliekot Sos
vektorus vienu otram gala iegiisim tada trijstira kontiiru, kura malas vienadas un paral€las ar

MN, KP un RT.
Atzimésim, ka MN ir AABC viduslinija. Tatad MN || AC un I\/IN:%AC; no $tm Tpasibam

—>

-
seko, ka MN= %AC Lidzigi pierada, ka KP = %CE un RT = ; EA (skat. 29.””’ zim.).
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C
M K
A
D
T P
E
AR
29”,

Bet tada gadijuma
— > > 1> 1 1> 1 > 1——> —> 1—
MN+ KP+RT ==AC+=CE+=-EA ==| AC+CE+ EA AE+EA |==AA,
2 2 2 2 "2 2
tatad ir nulles vektors. Vajadzigais pieradits.
1.7.6. Vektoru summas tpasibu lietosana vienu veRtoru izteik§ana ar
citiem.
-— - — -— - —
Piemers. Dots, ka AB CD+EF un MN=—-CD+ 2EF. Izteikt AB+ MN ar vektoru CD un EF
palidzibu.
— —
Atrisindfums. Saskana ar VVL lemmu 21. Ipp., izteiksmé AB+ MN vektorus AB un MN var
aizvietot ar tiem  vienadiem  vektoriem CD+ EF un - CD+ 2 EF. Tatad

— -— - - -
AB+MN CD+EF |+| —CD+2EF |. Saskapa ar visparigo komutativo likumu cetrus

-—_ > - -
saskaitamos CD, EF, -CD un 2EF var  patvaligi mainit  vietam;  tatad

-—_ s - -— -

AB+ MN=CD+| -CD |+ EF+2EF. Saskana ar visparigo asociativo likumu ieglitaja summa
- —> - - - -

saskaitamos var patvaligi grupét, tapeéc AB+ MN=| CD+| - CD | |+| EF+2EF |.

_)
Saskana ar 3. secinajumu no vektoru saskaitiSanas definicijas CD+ (— CD] ir nulles vektors

-
CC.

-— - -— —> -— —>
Saskana ar distributivo likumu EF+2EF =1-EF+2-EF = (1+2)- EF = 3EF .
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e - -— -
Saskana ar VVL lemmu vektorus CD+ (— CDJ un EF+2EF var aizstat ar tiem vienadiem

-— -— -—_ > - -—>
vektoriem CC un 3EF ; tatad AB+ MN=CC+3EF.

—>

-— -— -
Saskana ar komutativo likumu AB+ MN=3EF+ CC.

-— - -
Saskana ar 2.secingjumu no vektoru saskaitiSanas definicijas 3EF+CC =3EF, tatad
-— —> -

AB+MN=3EF.

Protams, ikdiena uzdevumu risinasana katru soli tik siki nepamato. Talak, 1.9. punkta, meés
formulésim visparigu likumu, kas lauj &rti parveidot vektorus saturosas izteiksmes.

®Piemers. Cetrstira ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N. Pieradit, ka

—_ >

2-MN=BC+AD.
Atrisindjums. (skat. 29°””°. zZim.)

B

N
.
Az[ »D

2977, zim.

—_ > - - —_ > >

Viegli  redzét, ka MN= MB+BC+CN un MN=MA+AD+DN. Tapéc
_ — — _ > — _ >
2MN=MN+MN=| MB+BC+CN |+| MA+ AD+DN |=
_—_ — -— - -— - — - - -—_ o >
=| MB+ MA|+| BC+ AD |+| CN+ DN [= MM+| BC+ AD |+ CC =BC+ AD, k.b.j.

Noradiet patstavigi, uz kadam vektoru summas ipasibam balstfjas katrs no izdaritajiem
parveidojumiem!

Sekojosa teoréma tiek plasi lietota uzdevumu risinasana.

TEOREMA PAR NOGRIEZNA VIDUSPUNKTU

SN 1 - —>
Ja AB viduspunkts ir M un O — patvaligs plaknes punkts, tad OM = 5 OA+ OB |.

Pieradijums.

¥ Lai demonstrétu vektoru metodes speku, neizmantosim pieradijuma nekadu zim&umu.
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— — — —

Ta ka M ir AB viduspunkts, tad AM un BM ir viens otram pret€ji vektori. Tapec AM+BM ir

e
nulles vektors AA.
No trijstiira likuma seko vienadibas
_ > —

OM = OA+ AM

— — -— - —_ —
Tapec 20M=O0OM+OM = OA+AM OB+BM OA+OB|+| AM+BM|. Ta ka

-_ — —>

-— - -— -— -
AM+ BM ir nulles vektors AA tad 20M =| OA+ OB [+ AA=0A+OB.

- 2 I .
Reizinot vienados vektorus 20M un OA+ OB ar skaitli rE iegiistam vienadus vektorus; tatad

— 1
OM=~| OA+ OB/, kbj

1.8. Vektoru atpemsana

1.8.1. Vektoru atpemsSanas definicija

- > - -
Definicija. Par divu vektoru AB un CD starpibu sauc AB summu ar veKtoram CD pretéjo
— - >

vektoru OC . Mineto starpibu apzime ar AB—CD.
e -
Tatad saskana ar definiciju AB—CD =AB+| —CD |, kas labi saskanojas ar lidzigiem likumiem

skaitlu saskaitiSana un atnemsana.

Piemeri,
1. Ja ABC - trijstiris, tad
- = - - e e T S
AB-AC=AB+| -AC|=AB+CA=CA+AB=CB (30. zim.)
B
A C

30. zim.
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2. Ja ABC - trijstairis un Az ir malas BC viduspunkts, tad

e e T S S S - —
AA - AB=AA,+BA = BA+AA, =BA, = A,C (31. zim.)

e e e e
3. AB-ZZ=AB+ZZ=AB+BB=AB
4. Ja ABCD - paralelograms, tad

_—_ s 5 5 5 5 > = =
AD-DC = AD+CD = AD+ BA =BA+AD=BD (32. zim.)

mc
A D
32. zZIm.

Vektoru starpibas nosaukumu attaisno sekojosa Ipasiba, kas analoga divu skaitlu starpibas
Ipasibai.

- > - —
Vektoru AB un CD starpibu saskaitot ar "mazinataju” CD, iegiist "mazindmo” AB .

e - - - —
Tiesam, p&c definicijas AB-CD = AB+| —CD |. Tapéc | AB-CD [+ CD =
- - -— - - - _— - o - =
=AB+|-CD |+CD=AB+|| -CD |+CD |=AB+CC = AB+ BB=AB.

1.8.2. Vektoru starpibas fpasibas.

Divu vektoru starpibai piemit virkne 1pasibu, kas analogas divu vektoru summas ipasibam.

LEMMA PAR VIENADU MEKTORU LIDZITESIBU ( wmC LE.MM}‘I)
Lemma. No vienadiem vektoriem atpemot vienadus, starpibas iznak vienadas.
"Formulu valoda" VVL lemmu var izteikt $adi:
_ _
ja AlBl = AZBZ un C]_Dl = C2D2 f tad
_ —— s —>

A]_Bl— C]_Dl = AZBZ_CZDZ .
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AR VEKTORU ATNEMSANU SAISTITIE DISTRIBUTIVIE LIKUMI
- -
Katriem skaitfiem m un n un Ratriem vektoriem AB un CD ir spekd vienadibas
— — —>
(m—n)- AB=m- AB—n- AB

- > — —
m-(ﬂ@—C@sz-ﬂ@—m-Cﬂ)

1.8.3. Analogijas starp veRtoru un skaitfu atpemsanu.

Sekojosas vektoru atnemsanas pasSibas analogas skaitlu atnemsanas Tpasibam.

NULLES VEXTORA ATNEMSANA
Nulles vektora atnemsana nemaina veRtoru, no Rura to atnem:
- > >
AB-ZZ=AB

ATNEMSANA NO NULLES VEKTORA
Atnemot Radu vektoru no nulles vektora, tegiist atpemtajam pretéju veRtoru:
- > —
Z2Z— AB=—-AB.

PRETEIA VEXKTORA ATNEMSANA
Pretéja veKtora atpemsanu aizstajot ar pasa vektora pieskaitisanu, abu darbibu rezultati ir
— L —>J - -
AB—| —-CD |=AB+(CD.

SUMMAS PAKAPENISKA ATNEMSANA
Lai atpemtu divu veRtoru summa, var pec Rartas atnemt tas saskaitamos:

> (> > - o) -
AB-|CD+EF |=| AB-CD |—EF.
So tpasibu vieghi visparinat patvafiga skaita saskgitamo summas atpemsanai:
> (> —> ———> > —5) —> ——
AB—| X1Y1+ KoYzt XnIn |=| o[ | AB-X1)1 |~ X2)2 |~ | Xndn
Uzticam lasitajam patstavigi pamatot §is Tpasibas.

Parbaudi pats sevi!

- -
1. Ko sauc par vektoru AB un CD
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a) summu,
b) starpibu?
2. Formulg vektoru saskaitiSanas trijsttira likumu! Izveido atbilstoSo zim&umu!
3. Formulg vektoru saskaitiSanas paralelograma likumu! Izveido atbilstoso zim&jumu!
-—_ o >

e T
4. Uzzime vektorus AB+CD; AB+CD; AB+EF; AB+ FF (skat. 33. zim.)

B
A
A |F B
A A C D
E
33. zIm

5. Formulé vektoru saskaitiSanas komutativo un asociativo likumu!
6. Formulg ar vektoru saskaitiSanu un atnemsanu saistitos distributivos likumus!

Uzdevumi.
T pa—— - 5 -
1. Dots, ka ABCD - paralelograms. Pieradit, no AC= AB+ AD un BD = AD- AB.
2. Dots, ka AABC malu AB, BC, CA viduspunkti ir attiecigi C1, A1, B1, bet medianu
krustpunkts ir M. Pieradit, ka

— >

2) AM+_ BM =ABy,

- -—> -
b) AA;+BB;+ CC; ir nulles vektors,

c) MA+ MB+ MC ir nulles vektors.
3. Cetrstiira ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N. Pieradit, ka
—> > -
2-MN=BC+AD.
4.* Pieradit vektoru saskaitiSanas VVL lemmu (skat 21. lIpp.) gadijumiem, kad
saskaitamo vektoru virzieni sakrit vai vismaz viens no tiem ir nulles vektors.
5.* Pieradit divu vektoru saskaitiSanas komutativo likumu gadijumam, kad saskaitamo
virzieni sakrit vai arT vismaz viens no tiem ir nulles vektors.
6.* Pieradi ar vektoru saskaitiSanas saistitos distributivos likumus vispariga gadijuma.
7.* Pieradi 24. lpp. minétas vektoru saskaitiSanas 1pasibas.

-— -

8.* Dots, ka ABCDEF - regulars sesstiris un O - ta centrs. Izsaki vektorus AD, OE,
-— —-o - -
DF, CF, izmantojot vektoru AB un BC reizinajumus ar skaitliem un to summas
vai starpibas.

9.*% Uz trijstira ABC malam arpus ta konstruéti paralelogrami AA2B1B, BB2C1C,
CCoA1A (skat. 34. zim.)
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| I

A]_ C2

34. 7im

Pieradi, ka eksistg trijstiiris, kura malas paral€las un vienadas ar nogriezniem A1A2,
B1B2, C1Co.

10. Dots izliekts piecsturis. Pieradi, ka eksist€ cits piecstiiris, kura malas vienadas un
paral€las ar dota piecstiira diagonalém.

11. Cetru vektoru garumi ir vienadi, bet to summa ir nulles vektors. Pieradi, ka Sos
vektorus var sadalit pa pariem ta, lai katra pari ieejosie vektori biitu viens otram
pretéji.

12. Dots trijsturis. Pieradit, ka eksist€ otrs trijstiiris, kura malas vienadas un paral€las ar
dota trijstira medianam.

13.* Pieradi 1.8. punkta min&tas un nepieraditas vektoru starpibas Ipasibas.

14.* Cetrstiri ABCD, AEFG, ADFH, FIJE un BIJC ir paralelogrami. Pieradit, ka ar1

Cetrsturis AFHG ir paralelograms.
15.* Doti n vektori, kuru summa ir nulles vektors. Pieradit, ka tos var ta apzimét ar

A:B;, A,B,, ..., A,B, , kakatramk, 1<k <n, vektors

_ —
AiB1+AyBs+...+ AgBy atrodas viena un ta pasa 60° liela lenka ar virsotni Az
iekSpuse.

16.* Kadiem Cetrstiiriem uz to malam un diagonalém var uzzimét bultinas, parversot Sos
nogrieznus par vektoriem, lai iegiito vektoru summa biitu nulles vektors?

17.* Atrast minimalo perimetru izliektam daudzstiirim ar 32 virsotn€m, kura visas
virsotnes atrodas punktos ar veselam koordinatam.

- —
18.* Pieradit, ka vektors OB-OA+ OA-OB vérsts pa ZAOB bisektrisi.
19.* Regulﬁra seSstira ABCDEF centrs ir O. Pieradit, ka
-—_ s 5
OA+ OC+ OE OB+ OD+ OF un AC+BD =AD+BC.
20.* Pieradit, ka katriem Cetriem plaknes punktiem A, B, C, D pastav vienadibas
e -—_ 5 5
AB+ CD =AD+CB un AC+BD=AD+BC.
21.* Trijsttrm ABC ievilkta rinka linija pieskaras malam AB, BC, AC atbilstosi punktos
-— —
M, N, P. Zinams, ka AN+ BP+CM ir nulles vektors. Pieradit, ka AABC ir
regulars.
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1.9. Lineards veRtorialds izteiRsmes un darbibas ar tam.

1.9.1. Visparigais secindjums par vienadu veRtoru [idztiesibu.

Aplikosim izteiksmes, kas izveidotas no viena vai vairakiem vektoriem, lietojot vektoru
saskaitiSanu, vektoru atnemsanu, vektora reizinasanu ar skaitli un pretgja vektora atraSanas

— — -— > -
operaciju. Tadas izteiksmes ir, pieméram, AB-6-CD; 4-3-MK; Ox+ Qy;
-— 1— — -— s =
—LS+4 EAC+ 20K |-3 LS+70K+CA |.
Tadas izteiksmes sauc par fnedram vektorialam izteiksmem (LVI). Katrai §adai izteiksmei ir

vértiba - vektors, kuru var atrast, noraditaja seciba izpildot darbibas ar izteiksmé ieejosiem
vektoriem.

No lemmam par vektoru lidztiesibu (skat. 21. Ipp.) acimredzami seko

TEOREMA PARAIZVIETOSANU LVI.
Ja daZus veRtorus, Ras tetilpst LVI, aizstdj ar tiem vienadiem veRtoriem, tad jaunds LVI un

sakotnejas LVI vertibas ir vienddas.
S1teoréma lauj LVI parveidojumos neatsaukties uz VVL lemmam, bet brivi aizstat vienadus
vektorus vienu ar otru. Izmantojot So teorému, saméra garais piemeéra risinajums Ipp.

izskatitos Sadi:

-— > -— > - -—> -—> - -—> -—>
AB+ MN= (CD+ EF) + (— CD+2 EFJ =| CD+ (— CD} + (EF+ 2 EF} =

- - - - - -— - -
=CC+|1-EF+2-EF |=CC+3-EF=3-FF+CC=3-EF
(Izlaidam atsauces uz komutativo, asociativo, distributivo likumu un nulles vektora
pieskaitiSanu).

Balstoties uz pieraditajam (un ar1 uz tikai minétajam) 1pasibam, kas piemit vektoru saskaitiSanai,
atnemsSanai un reizinaSanai ar skaitli, konstat€jam, ka ir speka art

TEOREMA PAR LVI PARVEIDOSANU.

Linedra veRtorialas izteiksmes var parveidot pec tiem paSiem [iRumiem, péc Radiem parveido
linearas algebriskas izteiRsmes ar mainigafiem, Ratru veRtoru uzskatot par citu mainigo;
saRotnejas un iegitds izteiksmes vertibas ir vienadas. Pie tam ar nulles veRtoru rikgjas tapat R@
ar skaitli 0, bet ar pretéjo veRtoru tapat, R3 ar atbilstoSajam mainigajam pretejo mainigo.

Piemerr,

LYVI parveidoSana Algebriskas izteiksmes parveidoSana

— > o a+b=b+a
AB+CD =CD+AB

(——> ——>J [ —> ——>J — - | (2a+b)+(6b—a)=7b+a
2AB+ MN|+| 6MN-AB |=7MN+ AB
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— 2(3a+0)-(—a+2b)=6a+2-0+a-2b=
2 3AC+ZZ)_(_AC+2CAJ =6a+0+a-2(-a)=6a+0+a+2a=

N =% +0=9a
=6AC+2ZZ+ AC-2CA =

-— > - -
=6AC+ZZ+AC-2(-AC) =

-—_ o - -—
=6AC+ZZ+ AC+2AC=

-— - -
=9AC+ZZ=9AC

1.9.2. Saisinats veRtoru pieraksts.

Vektora apzim&jums, noradot ta sakuma un beigu punktu, norada ne tikai vektora garumu,

virzienu un versumu, bet arT ta atraSanas vietu plakn€. Tadgjadi vienadiem vektoriem iesp&jami

dazadi apzim&jumi.

Pielausim turpmak vektoru apzimét ar1 ar vienu burtu, virs kura rakstisim vektora zimi - bultinu.

Ja divi vektori apzim@&ti ar vienu un to paSu mazo burtu, tad tie noteikti ir vienadi. Pieméram, ja
-— -

ABCDEF - regulars sesstiiris, O ta centrs un AB= a , tad

35. zZim.

e e T -
OC=a,ED=a, OF=-a.
Nupat izdarita vienoSanas neizslédz iesp&ju vienadus vektorus apzimét ar1 ar dazadiem mazajiem
burtiem. Dazreiz tas var bt pat nepiecieSami, ja mums, pieméram, j@pierdda divu vektoru
vienadiba; tad darba sakuma §1 vienadiba nav zinama, un mes esam spiesti Sos vektorus apzimét
ar dazadiem burtiem.
Saisinata vektoru pieraksta forma sniedz mazak informacijas neka lidz éim lietota. Pieméram, ja
-— - -— > -— >
35.zim. AB=a un BD = b, tad ari AE= Db . Ja m&s apskatam summu a+ b tad bez papildus
-—_ o > 5 5
informacijas nevaram zinat, vai domata vektoru summa AB+BD, OC+AE, ED+BD vai vél
kada cita.
Tomeér saskana ar teorému par aizvieto$anu LVI visi vektori, kurus iegust, izteiksmé a-+ b
- - -
ievietojot a vieta kadu no vienadajiem vektoriem, kas apziméti ar a , bet b vieta - kadu no
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5
vienadajiem vektoriem, kas apziméti ar b , ir sava starpa vienadi. Acimredzami, ka tas pats

attiecas uz jebkuru vairaku vektoru izteiksmi, kas satur viena vai vairaku vektoru saisinatus
pierakstus.

- -
Vienosimies saisinata pieraksta nulles veRtoru apzimet ar 0 , bet veKtoriem a pretéjos
- - e

veRtorus apzimét ar — a . VeRtora a garumu apzimésimar |a | .

No ieprieks pieraditajam (un ar no tikai min€tajam) vektoru saskaitiSanas, atpemsanas utt.
1pasibam izriet atbilstoSas vienadibas, kas pareizas jebkuriem saisinata forma pierakstitiem
vektoriem (atcer€simies, ka tas sauc par identitateém!) Atzimesim dazas no tam.

- > S -
1. a+b=Db+a

- 2\ - - (- -
2. (a+bj+c:a+(b+cj

-> > -5 > -
3. a+0=0+a=a

- - — —
4 k(a+b):k a+k-b

N
6. 1-a=a
- -
7. (-)-a=-a
- -
8. (-k)-a=-k-a

> ) — —>
12. Ja summa ...[[al-l- a, j +as J +... [+ a, patvaligi maina vietam saskaitamos, tad

visam ieglitajam summam ir vienadas vertibas.
-> - -

13. Jasumma a;+a,+...+a, saskaitamos patvaligi grupg, tad visam iegiitajam
summam ir vienadas vertibas.

utt.
Viegli saprast, ka teoréma par LVI parveidosanu ir speka ari tad, ja taja ietilpst viena un ta pasa
vektora vairaki saisinatie pieraksti; ar katru no saisinatajiem pierakstiem rikojas ka ar savu
mainigo.
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- e

- - - -
2.3 X+7y |+6/ y—Xx |[+AB= 3x+21y+6y 6x+AB AB—3x+27y

Ja vienadibu abas pus€s atrodas linearas vektorialas izteiksmes, tad §1s vienadibas var
saskaitit, atnemt vienu no otras, reizinat ar realu skaitli tapat, ka algebriskas vienadibas. (Tas
izriet no VVL lemmam 18, 21. un 29. Ipp.) Uzmanibu! Pagaidam vektorialas vienadibas
nedrikst reizinat vienu ar otru, jo mes neesam defingjusi, ko nozime sareizinat divus
vektorus. V@l jo vairak §is vienadibas nedrikst dalit vienu ar otru.

, tad, saskaitot §1s vienadibas, ieglistam
e e T e

a+b+AB=c-d+d-c=0

- - -
C C

- - - - - -
2.Ja 2a+b =2b+ a, tad, saisinot abas vienadibas puses ar saskaitamo | a+ b | - tas

- > - -
ir tas pats, ka pieskaitit dotajai vienadibai vienadibu —| a+ b |=—| a+ b | -

> -
ieglstam, ka a = b .
- - - -
3.Ja a+ b =3Db, tad, parnesot b no vienadibas kreisas puses uz labo ar pretgjo zimi
- -
(tas ir tas pats, ka pieskaitit dotajai vienadibai vienadibu — b =—Db ), iegiistam, ka
- -
a=2Db.
Uzdevumi.
1. Atliec no punkta O vektorus, kas vienadi ar
-> - - > - >
a) a+ b, b) 2a-3b, c) —4b+0,

d) (Z+ gj +[22—3—b>j +(—b>— ;J

(skat. 36. zim.)
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ol

0
9
4 36. zim
2. Pieradi, ka (5— l;) +(l§— gj + (g— 5) = 6.

- -

3. Dots, ka 3(5+ 2b j =4(a— bj. Pieradi, ka a =10b .

-— o - - -

4. Dots, ka ABCD - paralelograms, AB=b un AD=d . Izsaki AC un BD ar b un

BN
d palidzibu
-— > -
5. Dots, ka OX 2 a+ b OY=a+2 b un punkti X un'Y sakrit. Pieradi, ka a
e e
6. Dots, ka ABCD - kvadrats ar centru O, AB=b, AD=d, S - patvaligs punkts.
- o -5 > -— >
Izsaki vektorus SA, SB, SC, SD ar vektoru SO, b un d palidzibu.
7.*% Sastadi un atrisini 6. uzdevumam lidzigu uzdevumu, ja kvadrata vieta dots regulars
seSstiris.

-
=b.

e

8.* Izliekta Cetrstiri ABCD AB=a, CD = b, diagonalu AC un BD viduspunkti ir
—> 1(> =
atbilstosi M un N. Pieradit, ka MN= 3 a+b|[.

e e S

9.* Trijstira ABC malas BC viduspunkts ir A;; AB=b, AC= c . Pieradit, ka
—> 1(> -
AAl = E b+ C|.

10.* Trapecé ABCD ar pamatiem AD un BC punkti M un N ir sanu malu AB un CD
—

-— -
viduspunkti. Pieradit, ka MN = %(AD+ BC] . Vai §is rezultats speka arT, ja

ABCD nav trapece7
e
11.* Dots, ka OA+ OB+ OC = 0. Pieradit, ka patvaligam punktam S pastav vienadiba

-— o -

3- SO SA+SB+SC.

37



2. KOLINEARI UN NEKOLINEARI VEKTOR]

2.1. Definicija un vienkarsakds tpasibas.

Definicija. Ja vektori atrodas uz vienas un tas pasas taisnes vai uz paralelam taisnem, tad tos
sauc par Rolinedriem.

Piemeri.

- -

1. Ja ABCD - trapece ar pamatiem AD un BC, tad vektori AD un BC ir kolineari.

2. Nulles vektors ir kolinears ar jebkuru citu vektoru.

3. Katrs vektors ir kolinears ar katru sev pretéji vérstu vektoru.

4. Ja divi vektori ir vienadi, tad tie ir kolineari.
Ievérosim, ka mnenulles vektoru kolinearitatei piemit transitiva Tpasiba: ja pirmais vektors
kolinears ar otro, bet otrais — ar treSo, tad pirmais kolinears ar treso. To garant€ apstaklis, ka katrs
nenulles vektors atrodas tie$i uz vienas taisnes. Turpreti jebRuru vektoru kolinearitate nav

- - -
transitiva: pieméram, AB un ZZ ir kolineari vektori (atrodas uz paralélam taisném p un z1), ZZ
- - -

un CD ir kolineari vektori (atrodas uz paralélam taisném z un @), bet AB un CD nav kolineari
vektori (taisnes p un q nav paral€las), skat. 37. zim.

B D
/ ;
Z1 C
Y4
P i q 37.

Atskiriba starp abiem gadijumiem rodas tapéc, ka nulles vektoram nav viennozimigi noteiktas
taisnes, uz kuras tas atrodas.

Teorema. Divi nenulles veRtori ir Rolineari tad un tikgi tad, ja viens no tiem ir otra reizindjums
ar kadu skaitli.

Zim.

- - - - - -
¥ 1.Ja AB un CD nav nulles vektori un AB=k-CD, tad k = 0. Tad vektoru AB un k-CD
- - - -
virzieni, tatad art AB un CD virzieni sakrit. Tatad AB un CD atrodas uz vienas taisnes vai uz
paralélam taisném.
- -

2. Pienemsim, ka nenulles vektori AB un CD atrodas uz vienas vai paralélam taisném

(skat. 38. zim.)
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A

P—

Viegli parliecinaties, ka 1) AB—% CD, ja AB un CD ir vienadi versti vektori,

- AB — -
2) AB——C— CD, ja AB un CD ir pretgji versti vektori. i

Parbaudi pats sevil
1. Kadus nenulles vektorus sauc par kolineariem?
2. Formulg nepiecieSamo un pietickamo nosacijumu tam, lai divi vektori biitu kolineari!

3. Pieradi nepiecieSamo un pietickamo nosacijumu tam, lai divi vektori biitu kolineari.
4. Uzzimég divus

a) vienadi verstus kolinearus vektorus,
b) pret&ji vérstus kolinearus vektorus.

UVzdevumi.
- - - -
1. Dots, ka AB=CD. Pieradi, ka BC un DA ir kolineari vektori.

- - - -
2. Dots, ka AB=k-CD, k #1. Pie kadiem nosacijumiem BC un DA ir kolineari?
3. Atrodi kolinearu vektoru parus 7. zim&juma.

4. Dots, ka ABCD - paralelograms, O — ta diagonalu krustpunkts, M un N — attiecigi malu
AB un BC viduspunkti (39. zim.).

A D
39. zZIm.

—_ 5 5 5 -5

Kuri no vektoriem AB MO, ON, MN, AC, BD, AD ir kolineari viens ar otru?
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2.2. Kolinearitates lietojumi uzdevumos par punktu piederibu
Tiesi no kolinearitates definicijas izriet sekojosa apgalvojuma pareiziba:
— —
punkti A, B, C atrodas uz vienas taisnes tad un tikai tad, ja veRtori AB un AC ir Rolineari.

Ilustracijai skat. 40. zZim.

A B C B A C A,B C
L po— —— 0 — B ——
40. zZIm

- -
Saskana ar iepriek$gja punkta pieradito teorému, lai pieraditu, ka AB un AC ir kolineari, mums

- - - -
pietiek pieradit, ka AB=k-AC vai AC=k-AB, kur k — patvaligs skaitlis. Sados pieradijumos
mes plasi izmantosim 1. nodala izstradato tehniku darbibam ar vektoriem.

2.2.1. Ievaduzdevumi.

Piemers. 1zlickta Cetrstari ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N, bet punkti K

un L dala attiecigi malas BC un AD attieciba 1:2: BK = AL = 1 . Nogriezna KL viduspunkts ir

KC LD 2
S. Pieradit, ka punkti K, L, S atrodas uz vienas taisnes (skat. 41. zim.).

K C
B
M N
A
D
41. zZim.
—_ — -— - -— >
ﬂtnsma]ums Apzimésim MB=a (tadMA= —a) BK=b (tad BC 3b) CN=c (tad
-— -
DN——C)un AL=d (tad AD 3d) Tad
—s — 5 5 5 5 S
MN=MB+BC+CN=a+3b+c ™
un
e N
MN=MA+AD+DN=—a+3d— ¢ (**)
- - - -

Saskaitot vienadibas (*) un (**), vektori a un —a, ¢ un — C saisinas, tatad
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— - -

2MN:3[b+dJun
— 3(> -
MN=§-b+d (@)

-— > - -
Lidzigi, apzim&jot KS=e (tad LS =—e ), iegiistam vienadibas
— 5 > >

MS=a+b+e

— > o> o
MS=-a+b-e,
kuras saskaitot ieglistam
— o >

2MS=Db+d un
—> 1(> -
MS=§ b+d|. )]

—_

No (1) un (2) seko, ka MN=3MS. Tatad punkti M, N un S atrodas uz vienas taisnes.

®Piemers. Cetrstiri ABCD malu BC un AD viduspunkti un diagonalu krustpunkts O atrodas uz
vienas taisnes. Pieradit, ka ABCD ir trapece vai paralelograms.

Atrisinajums. (skat. 42°. zim.)

e A e
Apzimésim BC un AD viduspunktus atbilstosi ar M un N. Apzimésim ari OB=b ; OC=c . Ta

- - - -
ka OB un OD ir kolineari vektori, tad eksisté tads skaitlis ki, ka OD=Kk; - b ; lidzigi eksiste

- -
tads skaitlis ko, ka OA=Kk, - c; pie tam k; #0 un k, #0.

—> 1(> -
Saskana ar teorému par nogriezna viduspunktu (skat. 27.Ipp.) OM:E b+c| un

-— 1 - - —— -
ON =3 kib+k, c|. Taka OM un ON ir kolineari vektori saskana ar uzdevuma doto, tad

eksiste tads (musu gadijuma actimredzami atskirigs no nulles) skaitlis k, ka
—— -

OM=k-ON.
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— -7
Ievérojot ieprieks iegiitas OM un ON izteiksmes, no $Ts vienadibas seko

1 e e 1 - —>
E klb+k2C :k§ b+C (*)

Parveidojot vienadibu (*) saskana ar 1. nodala pamatotajiem likumiem, pakapeniski iegtistam

- - - >
kib+k,c=kb+kc
- -
(ke —k)b =(k—kz)c (%)
- k—-k, ™ - -
Ja k; —k =0, tad no (**) seko, ka b = < 2. ¢, tatad vektori ¢ un b ir kolineari. Bet ta ir
-
acimredzama nepatiesiba. Tatad muisu pienémums ir nepareizs un k; —k =0. Tad no (**) seko,

ka (k—k,)- E) = g. Taka Z nav nulles vektors, tad jabut k—k, =0.

No vienadibam k-k;=0 un k-k,=0 seko, ka ki=k:=k. Tatad OD=k-OB un
OC=k-OA. Tapec AAOD~ ACOB (vienadi lenki un proporcionalas tos ietvero$as malas).
Tapec £BCO = ZOAD:; bet tad no paral€lu taiSnu pazimes péc ieksejiem Skerslenkiem izriet, ka
BC|| AD. Tatad ABCD ir paralelograms (ja AD = BC) vai trapece (ja AD= BC).

d( \
2

UVzdevumi.

1. Pieradit, ka trapeces sanu malu pagarindjumu krustpunkts un pamatu viduspunkti atrodas
uz vienas taisnes.

2. Atrisinat 2.2.1 apakSpunkta pirma pieméra variantu, ja M, S, N apmierina sakaribas

BM _KS_CN =a, bet K un L apmierina sakaribas BK = AL =B (o un B - konstantes).

MA SL ND KC LD
3. Uz paralelograma ABCD diagonales AC nemts tads punkts M, ka AM = %AC; punkts N

ir malas AB viduspunkts. Pieradit, ka punkti M, N un D atrodas uz vienas taisnes.

4. Cetrstira ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N. Pieradit, ka A, MN
viduspunkts un BCD medianu krustpunkts atrodas uz vienas taisnes.

5. Cetrstira ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N; nogriezna MN
viduspunkts atrodas uz diagonales AC. Pieradit, ka diagonalu krustpunkts dala diagonali BD uz
pusem.

6.* Pieradit, ka patvaliga trijstiirT medianu krustpunkts, augstumu krustpunkts un apvilkta
rinka centrs atrodas uz vienas taisnes.

7.*% Dots trijstiris ABC un taisne t, kas krusto taisnes BC, CA, AB atbilstosi punktos P, Q,
R. No punktiem P, Q, R novelkam perpendikulus atbilstosi pret CA un AB; AB un BC; BC un
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CA. So perpendikulu pamatus apzim&jam attiecigi ar P1, P2; Qi, Qz; Ri, Ro. Pieradit, ka
nogrieznu P1P2; Q1Q2; R1R2 viduspunkti atrodas uz vienas taisnes.

8.* Punkti A, B, C neatrodas uz vienas taisnes. Uz stara AC izvélas patvaligu punktu D un
trijstirt ADB ievelk rigka Itniju; pieskar§anas punktus malam AD un BD apzimé attiecigi ar E un
F. Pieradit, ka visas taisnes EF, kuras iegiist dazadiem D stavokliem uz stara AC, iet caur vienu
punktu.

2.2.2. Vektoru lietojuma vispariga shema.

Apskatisim 2.2.1. apakSpunkta otra pieme@ra atrisinajumu. Pirmaja acu uzmetiena tas var likties
gars. Patiesibu sakot, licla dala atbildibas par to jauznemas autoru veélmei siki pamatot visus
risindgjuma solus, tomé&r jaatzist, ka spriedums nebitu no visisakajiem ari tad, ja daudzi
paskaidrojumi tiktu izlaisti. Tomér risinajuma ka skaidra avota atspogulojas visi galvenie posmi,
kas piemit vektoru metodes lictoSanai geometrijas uzdevumos. Tos varétu salidzinat ar teksta
uzdevumu risinaSanu algebra.

Vektori planimetrija

Teksta uzdevumi algebra

Uzdevuma nosacijumu ,,partulkoSana vektoru
valoda” (musu gadijuma formulas (*) iegiiSana)

legtta ,,tulkojuma” parveidoSana saskana ar
Ipasibam, kas piemit vektoriem vai darbibam ar
tiem (misu gadfjuma rezultata Kk;=k,
iegiiSana)

Vienadojuma sastadiSana jeb uzdevuma
nosacijumu ,,partulkosana” algebras valoda
Vienadojuma parveidoSana péc algebras

likumiem aizvien vienkar$aka forma

Parveidojumos iegiitd rezultata ,,partulkosana”
atpaka] parastaja geometrijas ,,valoda” (misu

Parveidojumos iegiita rezultata ,,partulkosana”
atpakal uzdevuma lietotajos jédzienos

gadijuma secinajums par lidzibu)

Uzdevuma risinajuma pedgja dala jau ir tiri geometriska, un tai ar vektoriem vairs nav nekada
sakara. Ar1 algebras uzdevumu risinajumos sprieduma beigu posmam (pieméram, lieko saknu
atmesSanai) nav sakara ar risinaSanas gaita sastaditajiem vienadojumiem.
Vienadojumu sastadiSanai algebra, salidzinot ar teksta uzdevumu risinasanu ,,ar jautajumiem”,
galvenas priekSrocibas ir tieSi otraja posma — vienadojuma parveidosana, ko més varam izdarit
péc vienkarSiem un formaliem likumiem, nedomajot par veicamo parveidojumu jégu. Ar1 vektoru
lietoSana geometrija galvenas prieksrocibas sniedz tiesi uzdevumu risinasanas otraja posma:

1) vektorialo izteiksmju parveidojumos varam lietot visu bagatigo algebrisko parveidojumu
pieredzi,

2) vektori it ka ,,doma musu vieta”, neprasot veidot paligkonstrukcijas, papildinat zim&umu
utt.
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2.2.3. Meneldja teorema un tas lietojums.

Menelaja teorema. Pienemsim, Ra dots trijstiiris ABC. Punkti M, N, K atrodas attiecigi uz

S - > - > -
taisnem AB, BC, CA un apmierina sakaribas MA =0 MB, NB= p-NC, KC=y KA.
Pieradit: punkti M, N, K atrodas uz vienas taisnes tad un tikgi tad, ja oc - f-y =1.

Pieradijums.
¥ Uzzimesim vispirms divus no iesp&jamiem stavokliem, ka taisne var krustot visas tris taisnes,
uz kuram atrodas AABC malas:

a) taisne krusto divas malas un tre$as malas pagarinajumu,
b) taisne krusto visu malu pagarinajumus.

a) b) 43. 7Zim.

— o 5 o 5 S -

Apzimésim MB=x, NC=y, KA=z;tad MA OLX NB By, KC yZ
__) RN

- -
Ta ki BA- MA—MB tad BA:(a—l)x; lidzigi CB:NB—NC:(B—l)y un

-—> -
AC=(y-1)z.
-— s - -

5
Taka BA+CB+AC= 0, tad starp vektorlem VY, pastav sakariba

_)
(@-1)x+(-1)y+(y-1)z =0 ®
-— - - - - = = >
Ieverosim, ka KN KC+CN=yz-y un KM=KA+AM=2z—- ax Punkti K, M, N atrodas uz

—
vienas taisnes tad un tikai tad, ja vektori KN un KM ir kolineari, t.i., tad un tikai tad, ja eksiste
tads skaitlis ®, ka

—>
KM=ow- KN (2)
— -
Izmantojot iegiitas KM un KN izteiksmes, iegiistam, ka (2) var parrakstit forma

> - - >
z—ax:co(yz—y] (3)

44



5 . o o - B-12 y-17
No pasas uzdevuma jégas seko, ka o #1; tapec no (1) ieglistam X = 1V 1 z.
o— o—

Ievietojot So izteiksmi vienadiba (3), mums janoskaidro, pie kadiem nosacijumiem eksisté tads
skaitlis ®, ka

- 1 _1- - o

Z+0c-—B ly+oc~—y 1220) Yyz—-y (4)

a-1 a-1

Vienadiba (4) identisku parveidojumu rezultata pakapeniski parveidojas par

(@174 alp-1)y+ aly—1)7 = ofo _1)(y2’_ 9}

- o - - - - - - - -
azZ-Z+oBy—ay+ayzZz-oazZ=00yZ-ooy—oyZ+oy
4)

z(ow+coy—1—coocy):;(co—oaoc+oc—ocB) (5)

- - - -
Skaidrs, ka ne z, ne y nav nulles vektori (ja ta butu, tad vai nu BC=0, vai art CA =0, kas
- -

nevar biit). taka y un z ir nekolineari vektori (atrodas uz neparalélam taisnem BC un CA), tad
vienadiba (5) iesp&jama vienigi, ja

ay+oy—l1-way=0 (6)

un

o—oo+o—of=0 @)

Pareizinam vienadibu (7) ar y; ieglistam
oy —ooy+ay—ofy=0 (8)
Pielidzinot (6) un (8) kreisas puses, ieglistam
ofy =1,

kas ari bija japierada. Menelaja teoréma pieradita. &

Seit dotais pieradijums, protams, nav vienkarss un nav iss. Tomér atzimésim ta stipras puses.

1. Pieradijums vienlidz labi der gan 43. a. zim., gan 43. b. zZim. paraditajam situacijam, gan
vel cita,, kuras més varbiit nemaz nesp&jam izt€loties vai ar neiedomajamies, ka tadas jaapskata
(pieméram, ja M, N vai K sakrit ar kadu no virsotném). Patiesiba visus minétos spriedumus
vargja izdarit, pat neuzzimé&jot nekadu zZim&jumu; parliecinieties par to patstavigi!

2. Pieradijums, tapat ka visi pieradijumi ar vektoru palidzibu, ir ,,caurspidigs”; més no pasa
sakuma zinam, kada vienadiba mums jaizmanto un kada jaiegiist, un viss spriedums ir vienas
vienadibas formala parveidosana par otru vienadibu.

UVzdevumi.
Izmantojot Menelaja teorému, pieradit sekojoSus rezultatus.

1. ®Paskala teorema. Ja rinka linija ievilkta seSstiira pretéjas malas pa pariem krustojas, tad
to krustpunkti atrodas uz vienas taisnes.

2. Simpsona teoréma. Ja no trijstirim ABC apvilktas ripka linijas punkta novelk
perpendikulus pret taisném AB, BC, CA, tad perpendikulu pamati atrodas uz vienas taisnes.
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3. Cevas teoréma. Pienemsim, ka dots trijstiris ABC. Punkti M, N, K atrodas attiecigi uz
— — -5 -— -

taisném AB, BC, CA un apmierina sakaribas MA=a-MB, NB=p3-NC, KC=y- KA
Pieradit: taisnes AN, BK, CM krustojas viena punkta tad un tikai tad, ja a--y=-1.

4. Karno teorema. Trim dazadam ripka Itnijam pa pariem atrasti kopgjo ﬁréjo pieskaru
krustpunkti. Pieradit, ka tie atrodas uz vienas taisnes.

5. Trijstira ABC lenku A un B bisektrises krusto pret€jas malas attiecigi punktos Az un By;
trijstira virsotnes C argja lenka bisektrise krusto taisni AB punkta Ci. Pieradit, ka punkti Az, By,
Ci atrodas uz vienas taisnes.

2.3. Kolinearitates lietojumi uzdevumos par taispu paralelitati,

Tiesi no kolinearitates definicijas izriet sekojosa apgalvojuma pareiziba:

ja uz divam daZadam taisném var atrast pa nenulles veRtoram, Ras sava starpa Rolineari, tad
minétds taisnes ir paralelas.

Saskana ar kolinearitates nepiecieSamo un pietickamo nosacijumu taiSnu t1 Un t; paralelitate biis

- - - -
pieradita, ja pieradisim vienadibu a =k-b (skat. 44. zim.), kur a un b -kaut kadi nenulles

vektori uz taisném t1 un t, bet k — patvaligs skaitlis.

H
a -
b
ty
t, 44. zim.

Piemers.
Pieradit, ka trapeces viduslinija paraléla pamatiem.
Atrisinajums.

-—- -

Apzimésim AD= a ; tad BC K- a k — kaut kads reals skaitlis (45. zim.).

B k-2 C
M N
-
A a \ D

45. zZim.

— -— -
Ja M un N — getrstira malu AB un CD viduspunkti, tad MN= %[BC+ ADJ ; tas pieradits 27. Ipp.

— - - -
Misu gadijuma MN= %( a+ka ) 1_; K -a = L1+k -AD. Tatad taisnes MN un AD ir paralélas.
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Piemers.

Dots, ka trijstira ABC medianas paral€las trijstira MNK malam. Pieradit, ka trijstira MNK
medianas paral€las trijstira ABC malam (pienemam, ka neviena mala neatrodas uz vienas taisnes
ne ar vienu medianu).

Atrisinajums.

Apzimésim AABC medianas ar AA1, BB1, CC:. Saskana ar teorému par nogriezna viduspunktu
(skat. 27. Ipp.).

—> 1(-—— - —> 1(-> - —> (> - o
AAl:E AB+AC |, BBlza BA+BC |, CClzz CA+CB|. Viegli parbaudit, ka
—_ 5 — >

AA;+BB;+CC; = 0. Tatad eksisté trijstiiris PQR, kura malas vienadas un paralélas ar AABC
medianam (skat. 46. zim.).

AN

46. zim.

Tatad trijstiru PQR un MNK malas ir pa pariem paral€las; tatad to lenki ir atbilsto$i vienadi un
trijstiiri PQR un MNK ir lidzigi. Apzimésim lidzibas koeficientu ar k; varam pienemt, ka lidziba
atbilstoSo virsotnu pari ir P un M, Q un N, R un K. Tad MN=k-PQ, NK=k:-QR,

— —

KM=k-RP; tatad MN=Kk- PQ NK k- QR KM=k- RP Apzimgjot malas KN viduspunktu

— 1 — k(—> ——
ar My, iegtistam, ka MMl_E MN+ MK 25 k-PQ—k-RP :E PQ-RP |=
k(1(— —\ 1(=——> - k e e
=—|=| AB+AC|-=| CA+CB AB+AC—CA CB
2( 2 2 "2
- (> -5 - -
g[ZAC+(AB+ BCD I;(ZAC AC)—% -AC.

Tatad AMNK mediana MM; paralela AABC malai AC. Lidzigi pierada apgalvojumus par
pargjam AMNK medianam.

Vzdevumi.

1. Piecstira ABCDE malu AB, BC, CD, DE viduspunkti ir atbilstosi M, N, K, L; Cetrstiiris
MNKS ir paralelograms. Pieradit, ka SL || AE.

2. Izmantojot iepriek$éja uzdevuma apziméjumus, pieradit, ka nogrieznis, kas savieno MK
un NL viduspunktus, arT paral€ls nogrieznim AE.

3. Pieradit: ja Cetrstira viduslinija paraléla vienai no ta malam, tad Ccetrsturis ir
paralelograms vai trapece.
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4. Trijstira ABC iekSpus€ nemts punkts O. Pieradit, ka nogrieznis, kas savieno trijstiiru
ABO un BCO medianu krustpunktus, paraléls malai AC. Vai rezultats un pieradijums mainas, ja
O atrodas arpus AABC?

5.*% Katrs no n vektoriem kolinears ar visu par§jo vektoru summu. Pieradit: vai nu visu

%
vektoru summa ir 0, vai ar tie visi ir kolineari.

6.* lzliekta piecstuirt ABCDE zinams, ka AB|CE, BC| DA, CD| EB un DE| AC.
Pieradit, ka EA || BD.

7. Nogrieznis, kas savieno Cetrstira ABCD diagonalu viduspunktus, paral€ls vienai no
Cetrstiira malam. Pieradit, ka ABCD ir trapece.

2.4. Vektoru izteik§ana ar diviem nekolinedariem vektoriem.

Jebkuru informaciju uztvert ir vieglak, ja to pieraksta standartizéta forma. Tapéc dazadus
dokumentus aizpilda uz jau sagatavotam veidlapam; personas koda katrai ciparu grupai ir stingri
noteikta nozime; skaitla decimalaja pieraksta pedgjais cipars vienmér norada vienu skaitu,
priek$pedgjais — desmitu skaitu utt.

Ar1 plaknes vektoru izteikSanai izstradatas vairakas ,,standartformas”.

2.4.1. VeRtoru izteiR$anas tespéjamiba un vienigums.

Pienemsim, ka plakn@ fikséti divi nekolineari (tatad noteikti nenulles) vektori; apzimé&sim tos ar

- -
aunb.

TEOREMA PAR PLAKNES VEKTORU IZTEIKSANV.
%
Katram veRtoram XY var atrast tadus skaitfus o un B, Ra

— - -
XY=a-a+p-6 (%

turklat skaitfi « un B ir noteikti viennozimigi.

Piemeri
-— = -— - - - —
1. Ja ABCD — kvadrats, AD=a un AB=b, tad AC=1-a+1-b; Seit aa=1 un B=1
(skat. 47. zim.).

%
a
B C
H
b
A D
47. zZim.
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-—_ o 5 >
2. Ja ABC — trijsturis, CA=a, CB=Db un M- malas AB viduspunkts, tad saskana ar
— - 1

teorému par nogriezna viduspunktu (27. Ipp). CM —% a+— 1y b;te a= % un = 5

48. zim.

e e —_ — - -

3.Ja OA=a, OB=b, tad (skat. 48. zim.) MN= MS+SN——a+2b te a=-1 un
B=2.

¥ Pieradisim teoremu.
1. Paradisim, ka minétos skaitlus noteikti var atrast. Skirosim divus gadijumus.
-
a) Ja XY kohnears vektoram a (tal skaita, ja XY ir nulles vektors), eksisté tads
%

skaitlis o, ka XY=OL- a . Tad XY=0L- a+0- b . Gadijumu, kad XY kolinears vektoram b ,
apskata l1dzigi.

- - -
b) Ja XY nav kolinears ne vektoram a , ne vektoram b , apskatam taisnes a un b, uz

- -
kuram atrodas vektori a un b . Novelkam caur X un Y taisnes paraléli a un b; taiSnu

krustpunktus apzimé&jam, ka paradits 49. zim.

/ M/

b

49. zZim

-— —>

Izveidojas paralelograms XMYN. Saskana ar paralelograma likumu XY XN+ XM. Bet XN
- —— -

kolinears vektoram a un XM kolinears vektoram b , tatad eksisté tadi skaitli a un B, ka

- — -

XN=oa- a un XM =p-b. Tapéc esam 1eguvu51 vajadzigo sakaribu
%
XY =a-a+p- b
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2. M@s esam paradijusi pienu veidu, ka atrast vajadzigos skaitlus o un f. Tom@r nav
izslégts, ka eksisté vel kads cits to atrasanas celS. Pieradisim, ka neatkarigi no skaitlu o un 8
-
atraSanas cela to vertibas dotajam vektoram XY vienmér ir vienas un tas pasas.
Piepemsim, ka
- - -
XY=(X,1'a+B1'b (1)
- - -
XY=a2'a+Bz'b (2)
No (1) un (2) seko
- - - - )
oq-a+P-b=ay-a+p,-b,nokurienes

- oy)-a=(P1—B) b ©
Ba-Br 7

01 —0p

Ja aqy —oa, #0, tad no (3) seko a - b, t.i., vektori a un b ir kolineari; ta ir pretruna.

—

- -
Tatad oy —o, =0 UNn ay =a,. Tad no (3) seko, ka (B; —P,)-b=0.Taka b £0, tad B, =P
Esam pieradijusi vajadzigo. &

- - — — - -
Definicija. Ja a un b - neRolineari veRtoriun XV =x- a+ B- b , tad veRtorus - a un
- — - -
B- b6 sauc par vekRtora XY Romponentem veRtoru a un b virzienos. Ja sRaidrs, par
9

Radiem virzieniem tieR rundts, tos sauc vienkarsi par XV Romponentem.
No nupat pieraditas teorémas un teorémas par aizvietosanu (33. Ipp) seko

VEKTORU VIENADIBAS NOSACIJUMS KOMPONENTU FORMA.
Divi vektori ir vienadi tad un tikgi tad, ja to atbilstosas Romponentes ir pa pariem vienadas.

- - - -

Izsakot visus vektorus ar a un b palidzibu, pasus vektorus a un b sauc par bazes vektoriem.
-—

Tad var sactt, ka ar formulu (*) vektors XY izteikts ka bazes vektoru lineara kombinacija.

No teorémas par aizvietoSanu seko, ka, aizstajot bazes vektorus ar tiem vienadiem vektoriem

- -
(kurus arf var apzim&t ar a un b ), koeficienti oo un B formula (*) nemainas.

Piemers.
- -> > -> >
Izteikt vektorus a un b kavektoru a+ b un a—b linearu kombinaciju.
Atrisinajums.
Viegli uzminét, ka
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- - - - -
b :E(a+ b]—l[a— b];
2 2

parbaudiet vienadibu pareizibu patstavigi.

Piemers.

. - - - - - -
Izteikt vektoru a+2b ka vektoru a+ b un 2a—3b linearu kombinaciju.
Atrisinajums.

Atskiriba no iepriekseja gadijuma koeficientus uzminét vairs nav tik vienkarSi. Atradisim tos
,,Sistematiska cela”.
Pienemam, ka

- > - - - >
a+2b=0o| a+b [+B|2a-3b 1)
So vienadibu var acimredzami var parveidot par

- - - -
1-a+2-b=(a+2B) a+(a—3p) b )
Viegli saprast, ka iegiitd vienadiba noteikti izpildisies, ja a.+2B=1 un a.—3B =2 (ja gadijuma
Z un E)) ir nekolineari vektori, tad $o nosacijumu izpilde ir vieniga iespeja vienadibai (2)
izpildities). Atrisinot vienadojumu sist€ému
a+28=1
{oc -3p=2"

leglistam oo =—; = 5 Tie arT ir vajadzigie koeficienti.

J ol

-

Ievérosim: ja a un b biutu kolineari vektori, tad (2) un Iidz ar to arT (1) var izpildities arT citam
- - - —

o un B vertibam. Pieméram, ja a =2b, tad (2) izpildas ari, ja 4b = (50c+[3)- b, un §1

vienadiba pareiza pie jebkuriem o un 3, kas apmierina sakaribu 50+ =4.

Piemers.

Uz trijstira ABC malas BC nemts punkts M, bet uz malas AC — punkts N ta, ka BM:MC=1:2
un AN:AC=1:3. Nogriezni AM un BN krustojas punkta O. Aprekinat attiecibu AO : AM
(50. zim.)
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Atrisindjums.
Apzimésim AO:AM=X un sastadisim vienadojumu, kura ietilpst x. No §1 vienadojuma
centisimies atrast x vertibu.

—

Ta ka AO un AM ir kolineari un vienadi veérsti vektori, tad no vienadibas AO=Xx-AM seko
—

AO x-AM (2).

- —
Mgginasim izsacit AO un AM ar vienu un to pasu bazes vektoru palidzibu. No iegltajam
izteiksmém ar1 atradisim Xx.
- > - >
IzvElesimies par bazes vektoriem AB=b un AC=c.
—> —_ 5 — 5> —> ——

1. Izsacisim AM. Skaidrs, ka AM=AB+BM=b+BM. Ta ka BM =%BC un BM un

— 11— -— -

-
BC ir kolineari un vienadi vérsti vektori, tad BM—gBC Ta ka AB+ BC=AC,

-— > - - —> (> - —> o (> - 20> 1
BC AC-AB=c—b un BM_g c—Db |. Tapec AM= b+§ c—b :§b+30 (2).

-
2. Izsacisim AQO. Skaidrs, ka jﬁizmanto tas, ka punkts O definéts, t.i., tas, ka O ir AM un
-— - o

BN krustpunkts. Pastav tads skaitlis y, ka AO AB+BO=Db+y- BN jo vektori BO un BN ir

_)
— -

kolineari. Lidzigi ka AM izsaciSsana atrodam BN = % — b ; tap&c péc parveidojumiem iegiistam

- - oy
Aoz(l—y)b+Z c (3)
3. No formulam (1), (2), (3) seko Vienﬁdojums

b+Yc=2p Xc (4
@-y)b+¥c==b+2c @

- -
Vektori b un c ir nekolineari. Saskana ar teorému par plaknes vektoru izteik§anu no vienadibas
2X
2X X loy==
(4) seko 1-y=— un Y _ X Arisinot vienadojumu sistému , pieméram, ar
3 4 3 y_Xx
4 3
o D 2 1
ievietoSanas metodi, ieglistam Yy = 3 un X = 5

Tatad AO:AM=x=1:2. Uzdevums atrisinats. Vienlaicigi esam atradusi ari attiecibu
BO:BN=2:3.

Piezime.
Algebra vienam linearam vienadojumam ar 2 mainigajiem ir vai nu bezgala daudzi, vai neviens

atrisinajums. Nupat més redz€jam, ka, ja vienadojums satur ,,koeficientus” — vektorus, situacija
var biit principiali citada. S1 efekta dzilakie c€loni tiks izskaidroti 2.4.2.4. apakSpunkta.
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Piemers.

Pieradisim no planimetrijas kursa pazistamo teorému:

trijstura ieks€ja lenka bisektrise dala pretéjo malu tiesi proporcionali sanu malam.
Atrisinajums.

Apzimésim AB=c, BC=a (skat. 51. zZim.)

B

A M C
51. zZim.

Mums japierada, ka AM:MC=c:a jeb, kas ir tas pats, AM: AC=c:(a+c).
— —

Ta ka AM un AC ir kolineari vektori, tad eksiste tads skaitlis x, ka AM=X- AC Ja mes

. . C ..
pratisim pieradit, ka X = ——, uzdevums biis atrisinats.
a+cC
—> —>
Koeficientu x sakariba AM=X- AC atkal meklésim, izsakot vektorus AM un AC ar bazes

vektoru palidzibu.
- -

Soreiz par bazes vektoriem nemsim vienibas vektorus (t.i., vektorus ar garumu 1) e un f , kas

- -
kolineari un vienadi vérsti ar vektoriem BA un BC (skat. 52. zim.)

Y
C
52. zZim. 53. zim.
- - - - -
Ta ka vektora BA garums ir c, bet vektora BC garums ir a, tad BA=c-e un BC=a-f.
- -— -

Ievérosim: ja OX un OY ir nekolineari vienada garuma vektori, tad OX+QOY atrodas uz
£ZXOY bisektrises. Tiesam (skat. 53. zZim.), paralelograms OYSX ir rombs, tapéc ta diagonale

— - >
OS dala lepki XOY uz pusém. Tapéc vektors BM kolinears ar vektoru e+ f ; tatad eksisté tads
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—_— - -
skaitlis Y, ka BM=y|l e+f D). No otras puses,

— -5 —5 =5 - - - -
BM =BA+ AM=BA+x-AC=c-e+x|a-f—-c-e | (2)
No (1) un (2) seko vienadiba
- o - - -

yle+f |=c-e+xla-f—-c-e |,
kas viegli parveidojas par

- > - -

ye+yf =(c—cx)e+axf (3)
- -

Taka e un f - nekolineari vektori, tad saskana ar teorému par vektora izteikSanu no (3) seko,

. C .
ka y=c—cx un y=ax. No Sejienes ax =c—cX un x=—— k.b.j.
a+c

Piezime.
Mingto spriedumu nedaudz turpinot, viegli iegiit bisektrises garuma formulu. Tie$am, no

ac — - - ac (&
iepriek$gja atrisingjuma seko, ka y=ax=——. Tatad BM=y| e+f |=——| e+f | un
a+cC a+c
- >
i. e+ f
a+cC
-— o >

Ka jau atzimgjam, vektors BS=e+f iet pa LZABC bisektrisi; tapéc, ja LABC=f, tad

- o
e+ f

- -
. Atliek aprekinat e+ f garumu.

—
B a+c

BM:‘BM

ZKBS= % . Tapec  BS; = BK-COS% =1~cos% = cos% Lidzigi  SS; = cos%, tapec
NN B 2accos§
e+f|=BS=2cos= un AM=——%

2 a+c
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Parbaudi pats sevil
1. Kadas 1pasSibas jaapmierina diviem bazes vektoriem, ar kuriem var izteikt jebkuru

plaknes vektoru?
2. Formul@ teorému par plaknes vektoru izteikSanu!

- - — - . -
3.Ja XY=a-a+p-b, tad ko sauc par XY komponenti vektora a virziena?
- - - - -> -

4. Dots, ka a un b - nekolineari vektori un aa+pb =xa+yb. Kadas vienadibas
pastav starp skaitliem o, 3, X, y?

- -
5. Kada gadijuma vektora XY komponente vektora a virziena ir nulles vektors?
6. Kadiem vektoriem abas komponentes ir nulles vektori?

Uzdevumi.
_ s - - - -
1. Uzzimé vektoru OM, XY, XN, NA komponentes vektoru a un b virzienos

(skat. 55. zim.)

X N .
M
. Y .
A .
N e d
b4 a
>
O | 55. zim.
] s T - -
2. Atrodi vektoru m, n, p, g, r komponentes un to garumus e; un e, Vvirzienos
(skat. 56. zim.), ja koordinatu asis Ox un Oy iet pa ratinu rezga Iinijam un ratinas malas garums

irl.
yh /

&
Ole, X
56. zim.
e e S
3. Dots, ka ABCDEF — regulars seSstiris, O - ta centrs. Apzimésim AB=a, BD=b.

-— - - = - -
Izsaki vektorus CF, BE, 2BC+DF ka a un b linearas kombinacijas.

55



> - - - - > - >

4.1zsaki a+2b un a—2b kavektoru a+ b un a— b linearas kombinacijas.
- - - o - >

5. 1zsaki m un n kavektoru 3m+2n un 6m-7n linearas kombinacijas.

6. Uz trijstira ABC malas BC nemts tads punkts M, ka BM:MC=2:3. Uz nogriezna AM
nemts tads punkts K, ka AK: KM =1:2. Taisne BK krusto AC punkta L. Atrast AL:LC.

7. Uz trijstira ABC malam BC un AB nemti attiecigi punkti M un N ta, ka BM:MC=3:4
un AN:NB=2:7. Nogriezni AM un CN krustojas punkta O. Aprékinat attiecibas AO:OM un
CO:ON.

8. Pieradit: trijstiira ABC virsotnes C ar€ja lenka bisektrise krusto taisni AB tada punkta Cy,
kaC;B:C;A=CB:CA. Izteikt CC1 garumu ar AABC malu garumiem un lepku lielumiem,
neizmantojot kvadratsaknes zimi.

9.* Trijstar1 ABC ievilktas rinka Iinijas centrs ir I, AB=c, AC=b, BC=a. Pieradit, ka
b 2 c
-AB+

a+b+c a+b+c

2.4.2. Vektori Roordinatu forma.

- -
Al = -AC.

2.4.2.1. VeRtora koordinatu definicija.

Iedomasimies, ka plakné uzzimé&tas taisnlenka (Dekarta) koordinatu sist€mas asis. To
sakumpunktu (nullpunktu) apzimésim ar O. Vienibas vektorus, kas no O atlikti attiecigi asu Ox

- -
un Oy virzienos, apzim&sim atbilstosi ar e; un e, (skat. 57. zim.)

y
., A1)
€2 (1;0) X
ol — g
€1

- -
Skaidrs, ka e; un e, ka nekolineari vektori var tikt lietoti par bazes vektoriem, ar kuru palidzibu

izsaka jebkuru plaknes vektoru.

— 5 5 —
Definicija. Ja AB=x-ez+y-ey, tad skaitfus X un y sauc par veRtora AB Roordinatam
%
(x— par abscisu, y— par ordinatu) un veRtoram AB [idz ar citiem apzimejumiem lieto ari
——>
apzimejumu (x; y).
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Piemeri.

- —— - ——
1. Aplikojot 57. zZimgjumu, e1=(1- 0) un e2 =(0;1).
—_ - ———

-— >
2. Taka MN=M;N;+M,N, —3e1+2e2 tad MN = (3;2) (skat. 58. zim.)

— —

-— —— -
3. Parliecinieties patstavigi, ka I\/IN:(Z; O), OM :(2; 3), Og ( 4 O) CO :(0; 3),

—-—
OA =(-2; 2) (skat. 59. zim.)

A
A y
M N
N2 A N
= e
2 ——
. e _
W TR T CEN D B X
N )
eyt 3e
M 1 N
—P R C
€1
58. zim. 59. zim.

Gandriz acimredzamas ir sekojoSas 1pasibas.

1. Divi vektori ir vienadi tad un tikai tad, ja tiem ir vienadas gan abscisas, gan ordinatas.
——
2. Vektora OM abscisa un ordinata sakrit attiecigi ar punkta M abscisu un ordinatu

2.4.2.2. Darbibas ar vektoriem Rgordinatu forma.

Teorema. Divus vektorus saskaitot vai atpemot, atbilstoSds koordindtas tiek saskaititas
(atnemtas). Reizinot veRtoru ar skaith, abas Roordinatas tieR reizinatas ar So sRaitli.

Piemeri.
———> — -— — -— —

1. N=(3; 2) un  CD =(24), tad MN+ CD = (5,6) (skat. 60.zim. a), bet

— 5 -

MN- CD = (1, —2) (skat. 60. zim. b).

- - - -
2. AB= (23),tad 2-AB= (4;6) (skat. 60. zim. c).
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v} ) yA D) v} |
B D / A
/AN, )4
-/ N
/I % B
//N - M// C //
IMA C €2 / . A
82‘ — )| o O,_> )l(' € - -~
OF |e1 " G A\ ol MBIt 14
a) b) 60. zim. c)

Pieradijums.
_—  ——— - - - -
¥ Ja AB=(x;y;) un CD=(x,;y,), tad saskapa ar definiciju AB=X;ej+yj€, un
- - -
CD= Xo €1+Yo €9 . Tapec

-— - - - - - - -
AB+CD =| xe1+Y1€p |+| Xo€1+Yo€s |=(Xg+X2)er+(y1+Y2)er (1)
un

-— - - - - - - -
AB-CD=|xje1+Y1€s || Xpe1+Y2€s [=(xg—X2)er+(y1 - Y2)es (2),

kas savukart saskana ar definiciju nozimé, ka

——— D > - —> )
(Xliyl)“(xziyz)=AB—CD =(X1—x2;y1—y2), k.b.j.
——

-
Savukart, ja k — skaitlis un AB=(xy;y;), tad

——— ———

- - - - -
K-(X;;y;)=k-AB= k-(x e+ yez) = (kx)-e,+ (ky)e, = (kx;ky), k.b.j. &

- -
Taka —a = (—1)~ a , ieglistam secinajumu:

pretéju veRtoru atbilstosas Roordinatas ir viens otram pretéji sRaitfi.
Nupat pieradito teor€mu un secinajumu no tas pierakstisim ari koordinatu forma:

————y -
(Xl;yl)’F(XZ;yZ)Z (Xl +X2:¥1 +Y2)
e 5

(_X_l_g/?)_ (Xz;yg): (X4 —X2:¥1—Y2)

—

—(xy)=(=x-y)
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Gan uzdevumu risinajumos, gan spriedumos més lietosim visas vektoru pieraksta formas —
noradot galapunktu, ar vienu burtu un ar koordinatu palidzibu — un biezi pariesim no vienas
formas uz citu.

2.4.2.3. VeRtora koordinatu sakars ar ta galapunkiu Roordinatam.

Viena speciala gadijuma — kad vektora sakumpunkts sakrit ar koordinatu sist€émas sakumpunktu
O — mé&s §adu sakaribu jau atzim&jam (skat. 2. ipasibu 57. Ipp.):

-— >
ja punkta M koordinatas ir (x,y), tad OM :(x,y). Ievérosim, ka més var€tu ari rakstit

—-—

OM = (X 0,y- 0) Atceroties, ka O koordinatas ir (0; 0), ieglistam:

ja vektora sakumpunkts ir koordinatu sakumpunkta, tad ta koordinatas var iegiit, no beigu punkta
koordinatam atpemot sakumpunkta koordinatas.

Paradisim, ka tapat var rikoties ar1 vispariga gadijuma.

Teorema. VeRtora abscisu (ordindatu) iegiist, no ta beigu punkta abscisas (ordinatas) atpemot
sakuma punkta abscisu (ordindatu)

Piemers.

—_— ——>
Ja koordinatu plakné doti punkti M (1;1) un N (4;3), tad MN=(4-13- 1) (3, 2),
skat. 60. zim.

Pieradijums.
— -—
¥ Pienemsim, ka doti punkti M (x1; y1) un N (X2; y2). Tad OM = (Xl;yl) un ON =(x2;y2). Ta
—_— — -

ka OM+MN=ON (trijstiira likums), tad
—_— ___% ____________

— - =5
MN=ON-OM = (Xz Y2%(X1 Y1) (X2 =Xy; Y2—Y1) kb.j. &

Piemers.
——>

Karlsons atrodas plaknes punkta A (4; 13). Katru mintti vin$ parvietojas par vektoru (3; 2). Kura
punkta Karlsons atradisies péc 1 stundas?

ﬂtn’sind]hms.
Apzimésim Karlsona atrasanas vietas péc 1,2, 3,...,60 minatém attiecigi ar K;; K,;...; Kgg.
- s -5 — ———
Saskana ar uzdevuma nosacjumiem AK;=K;K, =K,K3=...= K58K59 = KgoKgo = (3; 2).
_—_— 5 —_— _—_— —

Tatad AKgg = AK;+ K Ko+ +K58K59+ K59K60 ~60-(3; 2) (180; 120)

_ —y Sy Ny Ny

Tapéc OKgp = OA+ AK60 = (4; 13} (180; 120) (184; 133) Tatad Karlsons péc stundas
atradisies punkta, kura abscisa ir 184 un ordinata ir 133.
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Piemers.

Plkst. 12%° Karlsons atradas punkta A (33; 65), bet plkst. 13% punkta B (93; 185). Saja laika vins
parvietojas no A uz B pa taisni ar nemainigu atrumu. Kura punkta Karlsons atradas plkst. 123°?
Atrisinajums.

Apzimésim meklgjamo punktu ar M. Ta ka Karlsons parvietojas pa nogriezni AB ar konstantu
35 7

atrumu, tad vina noietais celS proporcionals laikam; tapéc AM =— un AM=—-AB. Ta ka
AB 60 12

— -

vektori AM un AB ir kolineari un vienadi vérsti, tad no vienadibas AI\/I:é-AB seko

—> -
AM = Ty AB. Saskana ar $aja apakSpunkta pieradito teorému

Tatad Karlsons plkst. 12% atradas punkta M (68; 135), ko ari vajadz&ja aprékinat.

Piemers.

Plakng novietotas divas savstarp€ji perpendikularas taisnes — spoguli. Gaismas stars vispirms
atstarojas no viena spogula, péc tam — no otra saskana ar atstaroSanas likumu ,kritoSais un
atstarojoSais stars veido ar spoguli vienadus lenkus”. Kads péc divkartgjas atstaroSanas ir stara
virziens, salidzinot ar sakotngja stara virzienu?

Atrisinajums.

Ieviesisim koordinatu sisteému ta, lai koordinatu asis buitu uzdevuma minétas ,,spogultaisnes”.
Aplikosim atstaroSanos no viena spogula.

AY

62. zIm.
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-
Izveleésimies uz stara pirms atstaroSanas vektoru AB bet péc atstaroSanas vektoru BC ta, ka
AB=BC. No ta, ka ZABA; =ZCBC;, seko, ka ACC;B=AAAB, tatad BC1=BA1 un

- -
CCi1 = AA;. Bez tam vektori AlB un BCl ir kolineari un vienadi versti, tapeéc A1B=BC;.
—>
Lidzigi konstate€jam, ka AAl =-C,C.
- -

Redzam, ka vektoram BC salidzinajuma ar vektoru AB abscisa saglabajusies, bet ordinata
mainijusies uz pretgjo. Lidzigi pieradam, ka p€c atstaroSanas no otra spogula stara virziena
vektora ordinata nemainisies, bet abscisa mainisies uz pretéjo. Tatad péc abam atstaroSanam stara
virziena vektora abas koordinatas mainijusas uz pret€jo, tatad arT pats vektors mainijies uz
pret&jo.

Tatad stars p&c abam atstaroSanam maina savu virzienu uz pretéjo sakotngjam virzienam.

2.4.2.4. Par veRtoriald pieraksta prieRSrocibam un triRumiem

52. lIpp. m&s no viena vienadojuma
e 2X = X =
@-y)b+Z Yo 2X X
4 3 3
- -
kas satur mainigos x un y un ka koeficientus — vektorus b un c, sp&am viennozimigi atrast

mainigo x un y vertibas, sastadot linearu vienadojumu sistemu

2X
1-y="2
y 3
y_x
4 3

Tas bija krasa pretruna ar miisu IidzSin€jo pieredzi, ka linearam vienadojumam ar skaitliskiem
koeficientiem un 2 mainigajiem ir vai nu bezgaligi daudzi, vai neviens atrisinﬁjums

—
Vektoru pieraksts koordinatu forma izskaidro $o Skietami negaidito faktu. Ja a =\ay; ay) un

-— - >
b G)X, b ) tad viena vektoru vienadiba a = b ietver sevi divas sRaitliskas vienddibas—

- - - - - =
starp a un b abscisam un starp a un b ordinatam; var sacit, ka vienadiba a =Db ir
ekvivalenta ar vienadibu sist€ému

ay =Dby
ay =by

Lidzigs ,,mehanisms” bija pamata minétajam atrisinajumam. Tikai tur no vektorialas vienadibas
meés ieguvam nevis skaitliskas vienadibas starp vektoru koordinatam, bet skaitliskas vienadibas,

- -
kas izsacija vektoru komponensu vienadibas b un c virzienos.

Ka redzams, vektora jédziens lauj matematiskus apgalvojumus pierakstit Tsak; skaidrs, ka viena
vienadiba starp vektoriem ir parskatamaka neka divas skaitliskas vienadibas. Tomer par $o &rtibu
(ka par visu dziv€) ir jamaksa. Ar skaitliskam vienadibam mes varam izdarit loti daudzas
operacijas: saskaitit tas vai atnpemt vienu no otras, reizinat vienu ar otru, dalit vienu ar otru, dalit
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abas puses ar nenulles skaitli utt. Turpreti vektorialas vienadibas més gan makam saskaitit,
atnemt un reizinat ar skaitli, bet nemakam reizinat (tiesa, to iemacisimies vélak) un nemakam
dalit ne vienu ar otru, ne ar nenulles vektoru (to var darit tikai loti specifiskos izp€émuma
gadijumos, un mes tadas iesp&jas neapliikosim). Tapec katra konkréta gadijuma, izSkiroties starp
vektorialu pieraksta formu un pierakstu ar vairakam skaitliskam vienadibam, jaizverte visi plusi
un minusi. &

Parbaudi pats sevil

- -
1. Vienibas vektori e; un e, atrodas uz asim Ox un Oy un vérsti $o asu virzienos. Uzraksti

———>
a) vektoru, ko apzimé ar (3; 4)!

——
b) vektoru, ko apzim¢e ar (X; y) !

— —
2. Pienemsim, ka MN = (p; q). Pieraksti vektora M N abscisu un ordinatu!
3. Vai vienadu vektoru abscisas var atskirties viena no otras? Bet ordinatas?

N
4,Kadair 0 a)abscisa, b)ordinata?

— —=
5. Kadas skaitliskas vienadibas izriet no vektoru vienadibas (k, 1)=(r,s)?

6. Formulg teorému par darbibam ar vektoriem koordinatu forma.
7. Uzraksti vienadibas, kas izsaka teorému par darbibam ar vektoriem koordinatu forma.
——

8. Kadas ir vektora M N koordinatas, ja ta galapunkti ir M (1; 7) un N (3; 6)?
9. Formulg teorému par vektora koordinatu izteikSanu ar ta galapunktu koordinatam!

Vzdevumi.
1. Pieraksti koordinatu forma 63. zim. attélotos vektorus!

— = > > ———>
2. Atliec no punkta (3; 4) vektorus (3;1); (-2;0); (0;5); (-1 —-3); (0;0)!
3. Apréekini
—— ——>
a) (2,11)+(5;4)
——— ——
b) (3,-3)-(4;1)
——
c) 2-(6;5)
—-—
d) 0-(4;,-5)
—— P P —
e) (2,7)-3-(1,0)+4-(3,2)
-—
f) -(8,-2)
4. Pieraksti ka vienu vektoru izteiksmi
N N

> >
(xg5 y1)—2-(x2: ¥2)+(3,7)
5. Atrisini vienadojumu
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7777777 > o e
(x=3,y+1)+(2;3)=(2y+1 x-1)
6. Kads ir nepiecieSamais un pietickamais nosacijums, lai vektori

——— - —_—
(X5 Y1) (X25 Y2 ) -0 (X5 Vi )» uzZIméti cits citam gala veidotu noslégtu liniju?

7. Pa taisni vienmérigi rapo skudra. Plkst. 10% ta atradas punkta A (13; 21), plkst. 15%
punkta B (73; -99). Kada punkta ta atradas plkst. 1730?

8. Kvadrata ABCD virsotnes atrodas punktos A (2; 1), B (2; 5), C (6; 5), D (6; 1). Punkts S
ir kvadrata centrs. Uz stara AS nemts tads punkts K, ka AK=13-AS. Atrast K koordinatas.

9. Tris paralelograma virsotnes atrodas punktos (2; 4), (3;8) un (7;9). Kur var atrasties
ceturta virsotne?

10. Tris paralelograma virsotnes atrodas punktos ar veselam koordinatam. Pieradi, ka ari
ceturta virsotne atrodas punkta ar veselam koordinatam.

11.* Pieradi: regulara piecstira virsotnes visas vienlaicigi nevar atrasties punktos ar
veselam koordinatam.

12.* Plakne sadalita vienados kvadratinos ka ritinu lapa. Izliekta piecstiira visas virsotnes
atrodas riitinu virsotn&s. Pieradi: piecstiira iekSpus€ atrodas vismaz viena rutinu virsotne.

13.¥ (Minkovska teoréma). Izliektas figiiras laukums lielaks par 4, un tas simetrijas centrs
ir punkta (0;0). Pieradit, ka figtras iekSpusé atrodas vismaz vél 2 citi punkti ar veselam
koordinatam.

3. RADIUSVEKTORS

Taisnlenka koordinatu sistéma koordinatu sakumpunkts (0; 0) sp€l€ 1pasSu lomu — ar koordinatu
palidzibu tiek raksturots katra punkta novietojums attieciba pret sakumpunktu un caur to
ejosajam asim. Lidzigi, lietojot radiusvektora jédzienu, viens punkts tiek izveléts ka 1pass punkts;
to sauc par polu.

3.1. RadiusveRtora definicija un fpasibas.
Pienemsim, ka punkts O nosaukts par polu.

_)
Definicija. Vektoru OA sauc par punkta A radiusvektoru attieciba pret punktu O. Ja ir
_)
skaidrs, par kadu polu tieR runats, tad OA sauc vienkarsi par punkta A radiusveRtoru.
Tatad visi radiusvektori iziet no viena un ta pasa punkta — pola; 63. zim. att€loti punktu A, B, X
radiusvektori.
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- >
Skaidrs, ka pasa pola radiusvektors ir nulles vektors OO =0 .
Atzimésim tris svarigakas radiusvektora ipasSibas. To pieradijumi ir acimredzami un tiek atstati
lasitajam patstavigam darbam.

1. Divi punkti sakrit tad un tikai tad, ja to radiusvektori ir vienadi:
- -
A un B sakrit < 04 = 0B
2. Katriem diviem punktiem X un Y
-

XY =0Y-0X
(GRums ,gals minus sakums”)
3. Ja par polu O izvelas Roordinatu saRumpunktu un ja punkta A Roordinatas ir A (X; y) tad

- - - ——>
04 = (x; y). Ari otradi, ja OA = (x; y), tad punkta A Roordindtas ir A (x; y).

Otra 1paSiba lauj jebkuru plaknes vektoru izsacit ar radiusvektoru palidzibu. Tatad radiusvektori
dod vel vienu iesp€ju visus vektorus izteikt standartcela (pirma iesp€ja, ar kuru iepazinamies, bija
vektora izteikSana ar divu nekolinearu vektoru palidzibu).

Pirma Tpas§iba nozimé to, ka radiusvektors viennozimigi apraksta vietu plakné— savu
galapunktu.

Ta ka ar vektoriem var veikt darbibas — saskaitiSanu, reizinaSanu ar skaitli utt. — tad mes iegtistam
iesp&jas algebriska cela risinat jautajumus par punktu atrasanas vietu plakné.

Tresa ipasiba dod iesp€ju pariet no plaknes punktu apraksta ar radiusvektoru palidzibu uz
aprakstu ar koordinatu palidzibu un otradi.

Paradisim radiusvektora lietoSanas pieméru uzdevumu risinasana.

Piemers.

Plakng atziméti n punkti. Dazi no tiem savienoti ar taisnes nogriezniem. Uz katra no nogrieZzniem

viena gala uzzimeéta bultina, parveérsot to par vektoru. Zinams, ka katra no min€tajiem n punktiem
-

ieiet tikpat daudz vektoru, cik no ta iziet. Pieradit, ka visu vektoru summa ir 0 .

Atrisinajums.

Izsacisim KRgtru no uzdevuma minétajiem vektoriem ar ta galapunktu radiusvektoriem:

)_(?( = (_)?(— (_)?( . Ja S — patvaligs no mingtajiem n punktiem, tad radiusvektors _Og paradas ar ,,+”
zimi katru reizi, kad S ir kada uzdevuma mingta vektora beigu punkts, un radiusvektors E)g
paradas ar ,,-” zimi katru reizi, kad S ir kdda uzdevuma minéta vektora sakumpunkts. Saskana ar
uzdevuma nosacijumiem E)_S> saisinas. Ta ka saisinas visu uzdevuma minéto punktu
radiusvektori, tad sakotngjo vektoru summa tieSam ir 8 .

Piemers.

Paralelograma ABCD trs virsotnu koordinatas ir A (X1; Y1), B (X2; ¥2), C (X3; y3). Atrast virsotnes
D koordinatas.
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Atrisindjums.

- -
Ja par polu izvélamies koordinatu sakumpunktu, tad OA=(xy; Y1) OB =(xy; y2)

-— — -
OC=(x3; y3) Tapéc AB=OB-OA = (X —X13Y5 — yl) Ja ABCD - nparalelograms, tad
-— - R -
AB = DC .Tapec OC-0D = (Xy —X1;¥5 —Yyq) Un
—————————— N U A

OD = 0C(x, X332 ~¥1) = (X313 (X2 ~X3;¥2 ~¥2)= (Xa —Xg +X4:¥3 Y2 +y1), ko ar
vajadzgja aprekinat.

3.2. NogrieZna iek$eja punkta radiusvektors.
Loti daudzus uzdevumus var atrisinat, balstoties uz sekojosu rezultatu.

TEOREMA PAR, NOGRIEZNA IEKSEIA PUNKIA RADIUSVEKIORU (NIPR.

teorema).
Ja M ir tids nogrieZna AB punkts Rg @ AM:MB=x:y, tad

po Al Spv A RPN
OM = -OB + -OA (skat. 64. zim.)
Xty Xty
A .
Xy 5
0) 64. zim.
——

¥ Ja AM:MB=x:y, tad AM:AB=x:(x+y), titad AM=—~—AB. Taki AM un AB ir

X+Yy

kolineari un vienadi veérsti, tad no iegiitas vienadibas starp nogrieZznu garumiem seko vienadiba
starp vektoriem

—_— > X i d X - -

AM = -AB= OB-0A
X+Yy X+Yy

Tapéc

—_ - — > X (= —>
OM =0OA+AM =0A+ OB-O0A |=
X+y

X e d X e d y ——> X ——>
=[1- -OA+ .OB=—2—.0A+———-0B,kb.j.&
X+y X+y X+y X+y
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Piemeri.
1. Ja M — nogriezna AB viduspunkts, tad AM:MB=1:1. levietojot formula (1) m=n=1,
ieglistam $adu svarigu rezultatu:

TEOREMA PAR NOGRIEZNA VIDUSPUNKTA RADIUSVEKTORD.
NogrieZna viduspunkta radiusvektors ir abu ta galapunktu radiusveRtoru videjais
—> - >
aritmetiskais: OM = %[O}H O@J (skat. 65. zim.)

A M

o) 65. zZim.

2. Pienemsim, ka AABC medianu krustpunkts ir M. Apzim&sim malas BC viduspunktu ar
A:. Saskana ar nupat pieradito
-—  1(=> -
Ta ka medianu krustpunkts dala medianu attieciba 2:1, skaitot no virsotnes, tad
AM : MA:1=2: 1. Tapéc
— 1-> 2 -
OM = §OA+ 3 OA; . (2
No formulam (1) un (2) seko

— 1= 2 1(—=> = 1——)——)——>
oM —§OA+§ > OB+OC =3 OA+0OB+0C

TEOREMA PAR TRIISTORA MEDIANU KRUSTPUNKTIA RADIUSVEKTORL.
Trijstiira medianu Rrustpunkta radiusveRtors ir visu trijstiira virsotypu radiusveRtoru videjais
aritmeétiskais:

—> 1 o ey e
OM = 3 04+ 0B+ 0C |.
A
B
O C
66. zZim.
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3. Ja AABC lenka A bisektrise krusto malu BC punkta A, tad, ka zinams no planimetrijas
kursa, BA; : AjC=BA:AC (skat. 67. zZim.) Ja apzim&jam AB =c, AC = b, tad BA;:A;C=c:b

2 b -2 ¢ 2 .. .

un AA; =——AB+——AC (salidzini ar piem&ru 53. Ipp.)

b+c b+c

B
Aq
c
A C
b
67. zZim.

Komentars.

— X - y
Formula OM=——- 0B+ -OA pirmaja bridi vérojams Skietams ,nelogiskums”:

X+Yy X+Yy

-
nogrieznis x satur punktu A, bet koeficients ar skaititaju x tiek reizinats ar vektoru OB, un otradi.
Tas dazreiz rada griitibas formulu atceréties. Nedaudz padomajot, var saprast, ka tieSi Sada

formulas struktiira ir logiska. Jo lielaks koeficients un tatad mazaks koeficients — Jo
X+Yy X+Yy
- ) —
punkts M ir tuvak galapunktam B, un tapéc logiski pienemt, ka OB iespaido OM aizvien

- —
specigak, bet vektors OA - aizvien mazak, kas ari izriet no radiusvektora OM formulas.

Paradisim, ka teorému par nogrieZna ieks€ja punkta radiusvektoru lieto uzdevumu risinasana.

Piemers.

Cetrstira ABCD malu AB, BC, CD, DA viduspunkti ir attiecigi M, K, N, L, bet diagonalu AC un
BD viduspunkti ir S un T. Pieradit, ka nogriezni MN, KL un ST krustojas viena punkta un dalas
taja uz pusém.

Atrisinajums.

Izsacisim uzdevumu citiem vardiem: japierada, ka nogrieznu NM, KL, ST viduspunkti sakrit.
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Pieradisim to, paradot, ka So viduspunktu radiusvektori ir vienadi.
Izvelesimies par O patvaligu punktu. Tad saskana ar NIPR teor€mu vai teorému par nogriezna
viduspunkta radiusvektoru

—> 1> 1

OM=-0A+-0B (1)
2 2

- 1-> 1>

OK=-0B+-0C (2
2 2

-— 1 1

ON=-0C+-0D  (3)
2 2

-— 1> 1"

OL=-OD+-0A  (4)
272

-— 1> 1=

0S=-0A+-0C  (5)
2 2

-— 11— 1

OT=-0B+-0D  (6)
2 2

—> 1 - -
Apzimésim MN viduspunktu ar V1. Tad OV, = > OM+ON |=

(17 12 12 1-2) 1( 7 2 —2 ~2). .
=3 EOA+EOB+§OC+§OD =2 OA+0B+0C+QOD |, izmantojot formulas (1) un (3).

Lidzigi no (2) un (4) iegiistam formulu
—> 1 > > -
oV, = 2 OB+0OC+0OD+0A |,

bet no (5) un (6) — formulu
—5 1

-— - - -
OVS:Z OA+0OC+0B+0D |,

kur V2 un V3 — atbilstosi KL un ST viduspunkti.
_ — —>
Ta ka OV, =0V, =0V;, tad saskana ar radiusvektora 1. 1pasibu sakrit arT punkti Vi, V2, V3,
k.b.j.
(2> > > -
Definicija. Punktu, Rura radiusvektors ir 4 OA+ OB+ OC+OD |, sauc par Cetrstira ABCD

centroidu.

No pieradita seko, ka centroida stavoklis nav atkarigs no radiusvektoru sakumpunkta izvéles:
centroids ir Cetrstiira vidusliniju krustpunkts, un caur to iet ari nogrieznis, kas savieno diagonalu
viduspunktus. Turklat gan viduslinijas, gan diagonalu viduspunktus savienojoSais nogrieznis
centroida dalas uz pusém.

Pienemsim: japierada, ka viena punkta krustojas vairaki nogriezni, par kuru galapunktiem mums
pieejama plasa informacija (tada, kas lauj izsacit So galapunktu radiusvektorus). Tad pieradijuma
gaita var but lidziga iepriek§€ja pieméra risindjumam: uz katra nogriezna izvélas pa punktam un
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pierada, ka izv€l€to punktu radiusvektori sakrit, izsakot tos ar attiecigo nogrieznu galapunktu
radiusvektoriem.

Piemers.
Pieradit, ka 4 nogriezni, katrs no kuriem izliekta Cetrsttri savieno 1 virsotni ar par&jo triju
virsotnu veidota trijstiira medianu krustpunktu, krustojas viena punkta.

Atrisinajums.
Atskiriba no iepriek$€ja uzdevuma mums nav zinams, kada attieciba Sie nogriezni krustpunkta
dalas (un vai tie vispar dalas viena un tai pasa attieciba).
Apzimésim Cetrstiiri ar ABCD, bet ABCD medianu krustpunktu ar Ai. Ja punkts Ao dala
nogriezni AA; attieciba x : 1, tad

— X 1 -

OAj =——0A;+—— 0OA.
X+1 X+1

Ta ka saskana ar 66. lpp. pieradito

—_ 1

e
OA = 3 OB+0OC+0D |, tad iegiistam

— 1 - X - X - X -
OA( = -OA+ -OB+ —-0C+——-<-0D @
X +1 3(x +1) 3(x +1) 3(x +1)
Lidzigi apzim&jot ACD, ABD un ABC medianu krustpunktus ar Bi, C1 un D1 un nemot uz
nogriezniem BB1, CCy, DD1 attiecigi punktus Bo, Co, Do, kas dala Sos nogrieznus attieciba y : 1,
z:1,t:1 ieglstam

oB.=—Y oA+t oB+Y o0& Y oD (2
° 7 3(y+1) Ty +3(y+1)' +3(y+1)' @

—-— z - - 1 - z -
OCy = -OA+ OB+ ——-0C+———-0D 3)
3(z+1) 3(z+1) z+1 3(z+1)
—> t - t - t - 1 -
0D, = -OA+———-OB+ .OC+—-0D  (4)

3(t+1) 3(t+1) 3(t+1) t+1

Formulas (1) — (4) jaizvélas tadas X, y, z, t vertibas, lai bitu OA; =0B;=0C,; =0D,; tad
punkti Ao, Bo, Co, Do sakritis.

—_ 5 — >

Visvienkar§ak panakt, lai OAy =0By; =0C, =0D,, varétu tad, ja formulas (1) — (4) izdotos

- - - -
izveidot vienadus koeficientus gan pie OA, gan pie OB, gan pie OC, gan pie OD. Nedaudz
aplikojot (1) — (4), redzam, ka tas ieglistams, jax =y =z =t =3. Tad

——

1 - > = >
OAO :OBO :OCO :ODO :Z OA+OB+OC+OD .

Esam pieradijusi vajadzigo. Piedevam esam ieguvusi, ka visi mingtie nogriezni iet caur ABCD
centroidu un dalas taja attieciba 3 : 1, skaitot no Cetrstiira virsotnes.
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Komentars ,par uzminesanu”.

Lasitajam var nepatikt tas, ka risinajuma pedg€ja dala mes x, y, z, t vertibas uzmingjam, nevis
viennozimigi ieguvam aprekinu cela. Pirmkart, jaatzimé, ka veiksmiga minéSana un hipotézu
izvirzisana, kuras pec tam tiek stingri pamatotas, vispar ir visa p&tniecibas darba pamata. Otrkart,
iedomaties, ka janem x =y =z=t=3, nav ne ar ko ne labak, ne sliktak neka, piemeram,
geometrijas uzdevuma klasiska risinajuma tedomaties novilkt perpendikulu no dota punkta pret
dotu taisni; gan vienu, gan otru m&s nolemjam darit péc tam, kad esam pardomajusi uzdevuma
risindjuma gaitd radusos situaciju (formulas (1) —(4) misu gadijjuma vai atbilstoSo zZim&umu
klasiskaja risinajuma).

Piemers.

Trijstira ABC ievilktas rinka linijas centrs ir I, bet malu garumi atbilsto§si AB =c¢, BC =3,
CA =b. Pieradit, ka

- a - b - C -
Ol = -OA+ -OB+ -0OC.
a+b+c a+b+c a+b+c
Atrisinajums.
(skat. 69. zim.)
B
a
c A
AL 7rC
b
69. zZIm.

Mes zinam, ka bisektrise dala trijstiira pret€jo malu tieSi proporcionali sanu malam, t.i.,

— h — c -
OA = -OB+ -0C (1)
b+c b+c
No vienadojumu sist€mas
BA;+A;C=a
BA, ¢
AC b

L L . ab . .
viegli atrast (kaut vai ar ievietoSanas metodi), ka A1C:b—. Ievérosim, ka CI ir AA;CA
+C

bisektrise; tapec Al: 1A =AC:AC=b: b -1 - (b+c):a. Tapec
b+c b+c
- - ——
ol=—2 0A+—2*C 0a,
a+b+c a+b+c

Ievietojot formula (2) formulu (1), ieglistam

70



-— — — —
Ol=—2 .ops+_R*C ( b op+_© -oc]:

a+b+c a+b+clb+c b+c
a —_—> ——> C —> i
= -OA+ -OB+ -0C, k.b.j.
a+b+c a+b+c a+b+c

Piemers.™

Trijstur1 ABC ievilktas rinka Iinijas centrs ir O, un ta pieskaras malai BC punkta K. Nogriezna
AK viduspunkts ir M, malas BC viduspunkts ir N. Pieradit, ka punkti M, O, N atrodas uz vienas
taisnes (skat. 70. zim.)

B
K

N

C
70. zZim.
Atrisinajums.
Izsacisim punktu N, O, M radiusvektorus, par to sakumpunktu izv€loties virsotni A. Tad ar So

—— -

radiusvektoru palidzibu izsacisim vektorus MO un ON un paradisim, ka tie ir kolineari. Lidz ar
to uzdevums bis atrisinats.

Lietosim apzim&umus AB =c, AC=h,BC =3a,a+b+c=2p(p- pusperimetrs).

i
1. AN:E AB+AC (1) (skat. 27. Ipp.)

i d a - b e d c e d b il c -
2. AO=— AA+— -AB+— AC=— AB+—-AC (2 (izmantojam ieprieksgja
2p 2p 2p 2p 2p
- >
piemeéra rezultatu un to, ka AA=0).

— -

-
3. Acimredzot AM = %AK. Lai atrastu AK, mums jazina, kada attieciba K dala malu BC.

Noskaidrosim to (skat. 71. zim.):

71. zZim.

JaAP = AT =x, BP =BK =y, CT = CK = z, tad ieglistam vienadojumu sistému
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X+y=cC
X+z=Db,
y+z=a

no kurienes viegli ieglit X = b+c-a =p-a, y=p-b, z=p-—c. Tatad

BK:KC=y:z=(p-b):(p—c), un iegiistam
-— _ - _ - -
___P=¢ | P=b  AC_P=C AR PP AC
p—b+p-c p—b+p-c a a
tatad
AM=P=C AB: PP AC (3
2a 2a
4. No formulam (1), (2) un (3) seko
—_ o -
MO=A0-AM=
_ P ABr CAC[P=C B PP AC|C
2p 2p 2a 2a
_ _ -
_ab-p(p—c) 2 ac—p(p-b) 2 _
2ap 2ap
- -
_ 1 _a+b+c(a+b+c_C:jAB+ 1 ac_a+b+c(a+b+c_€]AC=
2ap 2 2 2ap 2 2
[4ab— (a+ b+ cfa-+ b—c)]AB+ ——[dac —(a+b +ca—b+c)AC
= ab—(a+b+cla+b-c +—|4ac—(a+b+c)a—-b+c
8ap 8ap

_ %{(cz 2B )AB (2 (oo )AE} _

| {(Ha_b)(c_a+b)AE+(b+a_c)(b_a+c)AE}:

= %
_ - -
_¢ a+bﬁc+a—MAB+®+a—®AC} (4)
8ap
un
N p—
ON=AN-AO=

1{—> — b —> ¢
— 2| AB+AC |-| ——AB+—AC | =
2 P 2p
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- 4_1p[(a +C— b),_A_B)+ (@+b- C)/_A\_Ci (5)

— -
No formulam (4) un (5) redzam, ka abi vektori MO un ON ir kolineari vienam un tam paSam

- -
vektoram (a+c—b)AB+(a+b—C)AC, tatad tie ir kolineari arf sava starpa (jaatceras, ka tie ir

nenulles vektori). Papildus no 4 un (5) seko, ka
MO:ON:C_a+b 1 _c-a+b_2p-2a ~(p-a):a

8ap 4p 2a 2a
Piemers.

Izliekta sesstuira ABCDEF péc kartas nemtu malu viduspunkti ir L, N, K, P, R, T. Pieradit, ka
trijstiru LKR un NPT medianu krustpunkti sakrit.

Atrisinajums.

Izvelésimies plakné patvaligu punktu O. Tad (skat. 72. zZim.)

R
0|_—2 OA+OB 1)
1 -
ON—E OB+0C )
- 1(->> -
OK=|0C+0 3)
— 1(=> -
P=~|0D+O (4)
1{—> -~
OR—E OE+OF (5)
1 e d
OT:E OF+O0A (6)
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Ja M1 un Mz — attiecigi ALKR un ANPT medianu krustpunkti, tad no teorémas par medianu
krustpunkta radiusvektoru

— 1

-_— > -
OMl:§ OL+OK+OR =

11— - 1{——> —— 1{——>> —<«—o
=—| -| OA+0OB |+=| OC+0OD |+=| OE+ OF ||=
3( 2 2 2
1{— — > —> — —
:E OA+ OB+ 0OC+OD+OE+OF|.

— (> > -
Lidzigi OM, :§ ON+OP+OT |=

1M1= —) 1(——= ——=) 1([——~ ——
=32 OB+ 0OC +§ OD+OE +§ OF+0A | |=

1mf— — — — > —
:E OA+0OB+0OC+0OD+ OE+OF|.

—_  —>

Taka OM,; = OM, , tad punkti M1 un M; sakrt, k.b.j.

Piemers*(Cevas teorema)
Uz AABC malam AB, BC, CA attiecigi nemti ieks$gji punkti C1, A1, B1. Pieradit: taisnes AAs,
BB1, CCy krustojas viena punkta tad un tikai tad, ja pastav sakariba

AC, BA, CB; 1

C,.B A,C B/A )
1 1 1
Atrisinajums.
(skat. 73. zim.)
B
Ay
Cy
A C
B
73. zZIm.

Apzimésim AA;1 krustpunktus ar BB1 un CC; attiecigi ar Y un ar X. Taisnes AAi1, BB1, CCy
krustojas viena punkta tad un tikai tad, ja sakrit punkti X un Y jeb ja sakrit to radiusvektori.
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Izvelesimies par polu virsotni A un apzimésim AC; :C;B=vy, BA;:A;C=a un CB; :B/A=.
- - - -5
Izsacisim AX un AY ar AB, AC, a, B uny.
—> -
No AC,:C,B=v:1 seko, ka AC;:AB=y:(y+1), tapec AC, =L1-AB. Ta ka punkts X
Y+
atrodas uz nogriezna C:1C, tad eksist€ tadi p un q, ka
- — - - -

ax=—"L_ac+— 4 ac=P . Y ag; 3 .Ac.
p+q p+d  p+q v+l p+q

Apzimgjot =k, iegiistam vienadibu

- y 2 -
AX=k;-——AB+|1-k; AC 2
v+1

- —> - —>
No otras puses, AX ir kolinears vektoram AA;, tapéc AX=Kk, AA;. Savukart

o 1 72 o 2.
AA; = AB+ AC, jo BA;:A|C=a:l. legiistam
o+l o+l
o 1 —— o -
AX=k, - ——AB+k, - ——AC (3)
o+l o+l

- - -
Formulas (2) un (3) dod divus veidus, ka AXizsacits ar nekolinearu vektoru AB un AC linearas
kombinacijas palidzibu. Ta ka iesp&jama tikai viena tada lineara kombinacija, tad ieglistam
vienadibas

Ky L K .
y+1 o+l
1— kl = k2 —a
o+l
Saskaitot vienadojumus, iegistam 1— % =Ks;
Y+
1= I - y+1
talak ar ievietoSanas metodi ieglistam k; =———— un
ay+y+1
o+1
o=t gy
oay+y+1
- —
Apzimgjot ar ks tadu skaitli, ka AY =Kk3-AA,, lidzigi ieglistam, ka
a+l
Kg=——— (®)
af+p+1

. i . 1 1 . .
(formulu (5) var iegiit arT tieSi no formulas (4), aizstajot oo ar — un y ar B - padomajiet pasi,
o
kapec!)

—> - —

- - -
Vektori AX un AY ir vienadi tad un tikai tad, ja kK, =Kz, jo AX=K, -AA; un AY =Kkj3-AA;.
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Nosactjums K, = K3 ekvivalenti parveidojas par
y(oc+1) o+l
ocy+y+1_ af+oa+l
Y B 1
oay+y+1 af+a+l
afy+yo+y=ay+y+1
afy=1, k.b..

Cevas teoréma pieradita.

Piemers.*
Plakné bija dots izliekts piecstiris ABCDE. Uz stariem AB, BC, CD, DE, EA atlikti attiecigi
punkti Bi, Ci, D1, E1, A1 ta, ka AB; =2AB, BC,=2BC, CD,=2CD, DE;=2DE un
EA, = 2EA. P&c tam piecstiiris ABCDE nodzgsts, un palikusi tikai punkti A1, Bi, C1, D1, E1. Ka
ar cirkula un lineala palidzibu atjaunot piecstiri ABCDE?

B:

B
A]_ h—
E; 74. zZim.
Atrisinajums.
Izvelamies plakné patvaligu punktu O. Tad no teorémas par nogrieZzna viduspunkta radiusvektoru
-— —

20A = 0E+0A1 1)

—>

20B= 0A+OB1 )

—>

20C=0B+0C,  (3)
-— —

20D = OC+OD1 (4)

-—>

20E-OD+OE,  (5)

— 5 = — 5 -—
Vektori OA;, OB;, OC;, OD;, OE; mums ir zinami. Ja pratisim konstruét vektorus OA,

- o - =
OB, OC, OD, OE, uzdevums bus atrisinats.

Izsacisim mekl&jamos vektorus ar zinamo vektoru palidzibu.
No (1) — (5) ieglistam

—

OE = 20A-O0A,
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—

OA ZOB—OBl

——

OB- 2oc—oc1

—

OC ZOD—ODl

—

OD = ZOE— OE,;
No Sejienes

— —) — —_ —>
OE = 20A-OA, = 2| 20B-OB, |~ OA, = 40B-20B,—OA, -

— _— —> - — — —>
_ 4/ 20C-0C, |-20B,-0A, =80C-40C,— 208, OA, =

— —

-
:S(ZOD—ODlJ 40C,~20B,~ OA, =160D—80D,—40C,— 208, OA, =

-— — — e e
=16/ 20E-OE, |-80D,—40C;—20B, - 0A, =

— —_— —— _ —
=32 OE 160OE,—80D;—40C,;—20B;—0A;
No vienadibas
— —

OE = 320E—-160F,~80D, — 40C,— 20B,— OA,

viegli ieglistam

-
OE:3%(160E1+8OD1+4OCl+ZOBl+OA1] (6)

— 5 -5 5 5

Ta ka vektori OA;, OB;, OC;, OD;, OE; ir zinami, tad vienadiba (6) lauj konstrugt vektoru

-
OE, tatad ari punktu E. P&c tam atrodam A ka EA; viduspunktu, B ka AB; viduspunktu utt. Var

%
ari ieglt radiusvektoru OA OB utt. formulas, kas analogas (6), un rikoties saskana ar tam.

Piemers.

Koordinatu plakné doti punkti A (X1; y1) un B (X2; y2). Punkts K ir tads nogriezna AB ieksgjs
punkts, ka AK : KB =1 : k. Atrast punkta K koordinatas.

Atrisinajums.

-
Aplikosim visu punktu radiusvektorus no koordinatu sakumpunkta. Tad OA=(X1; yl),

— -
OB=(X,;y,) un

o ko201 2 I oy (KX + X, Kyp+y
OK=—_.0B+— .0A=—K (x.; ; 11Xy, kyy 2),
K+l - k+1 LR ( X2i¥2) [ K+l | k+l
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k
Tapéc punkta K abscisa ir M , bet K ordinata ir WitYs :
k+1 k+1

Parbaudi pats sevil
1. Ko sauc par punkta A radiusvektoru attieciba pret polu O?
2. Uzzimg un pieraksti punktu A, B, C, O radiusvektorus, ja pols ir O (skat. 75. zim.)

75. zZim.

3. Pols O un punkti A un B atrodas uz vienas taisnes. Ko var teikt par punktu A un B
radiusvektoriem?

4. Vai dazadiem punktiem var biit vienadi radiusvektori?

5. Pieraksti punkta A (X; y) radiusvektoru, ja par polu izvélas koordinatu sakumpunktul

—

6. Izsaki vektoru M N ar punktu M un N radiusvektoriem.

7. lIzsaki nogriezna AB viduspunkta radiusvektoru ar ta galapunktu un A un B
radiusvektoriem!

8. Punkts X ir nogriezna AB iek$€js punkts un dala to attieciba AX : XB =m : n. Izsaki
punkta X radiusvektoru ar punktu A un B radiusvektoriem!

9. Izsaki AABC medianu krustpunkta radiusvektoru ar ta virsotnu A, B, C radiusvektoriem!

Vzdevumi.
-— - >

— 1> > - -
1. Dots, ka OX:§ OA+OB+O0OC |. Pieradi, ka XA+ XB+XC= 0. Pieradi apgriezto

apgalvojumu. Formul€ abus apgalvojumus bez vektoru palidzibas.
2. Apskatam patvaligu izliektu piecsturi. Pieradit, ka visas 15 taisnes, kas savieno
a) kadas malas viduspunktu ar pargjo triju punktu veidota trijstira medianu
krustpunktu,
b) kadas diagonales viduspunktu ar par€jo triju punktu veidota trijstira medianu
krustpunktu,
¢) kadu virsotni ar pargjo Cetru virsotnu veidota Cetrstiira centroidu (skat. 68. Ipp),
krustojas viena punkta.
3.* Formulgjiet un pieradiet Iidzigu apgalvojumu sesstiiriem (31 taisne), septinstiriem (63
taisnes) utt.
4. Dots paralelograms ABCD. Punkti K, M, N, L ir atbilstosi malu AB, BC, CD, DA ieksgji
punkti; ML|AB, KN| AD, ML un KN krustojas punkta S. Pieradit, ka S, paralelograma

ABCD centrs un cetrstira KMNL vidusliniju krustpunkts atrodas uz vienas taisnes.
5. Dots AABC. Uz stariem AB, BC, CA nemti punkti Ai, By, Ci1 ta, ka AA; = 2AB,
BB: = 2BC, CCy = 2CA. Pieradit, ka trijstiru ABC un A1B1C; medianu krustpunkti sakrit.

—_ -5 5 - — -5

6. Dots AABC. No punkta O atlikti vektori OA; = AB, OB; =BC, OC; =CA. Pieradit,
ka trijstira A1B1C1 medianu krustpunkts ir O.
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_—_ 5 - -5

7. Pieradit: Cetrstiiris ABCD ir paralelograms tad un tikai tad, ja OA+OC =0B+O0D.

8.%* No 64 Saha galdina riitinam 32 nokrasotas baltas un 32 — melnas ta, ka katra rinda un
katra kolona ir 4 baltas un 4 melnas riitinas. Balto riitipu centrus apzimésim ar By, B,,...,Bj3,,
melno ritigu centrus —ar M{,M,,...,M3,. Pieradiet, ka

—_ —> —_— 5 —> -
OBl+OBZ+"'+OBSZ = OM1+OM2+...+OM32 .

9.* ABCD - ¢etrstaris, G — ta centroids (skat. 68. Ipp.), O — patvaligs punkts. Pieradit, ka ta
Cetrstiira vidusliniju krustpunkts, kura virsotnes ir AOAB, AOBC, AOCD, AODA medianu
krustpunkti, atrodas uz taisnes OG.

10. Dots AABC un patvaligs punkts O1. Att€lojam to simetriski vispirms pret A, iegtito
punktu — attieciba pret B, iegiito punktu — pret C, iegiito — pret A, iegiito — pret B, iegitito — pret C.
Pieradit, ka péc sestas att€losanas iegiitais punkts sakrit ar Ox.

11. Dots AABC un punkts O. Ar Ay, B1, C1 apzim&jam punktus, kas simetriski punktam O
attieciba pret malu BC, AC, AB viduspunktiem. Pieradit, ka:

a) taisnes AA1, BB1, CC1 krustojas viena punkta Q,
b) O, Q un AABC medianu krustpunkts atrodas uz vienas taisnes.

12.X Dota n posmu slégta lauzta Iinija (n — nepara skaitlis) AjA,A5...A,. Tas posmu
viduspunktus savienojam pé&c kartas, pa vienam izlaizot (A1A> viduspunktu savieno ar AzA4
viduspunktu, A2Az viduspunktu — ar AsAs viduspunktu, ..., An1An viduspunktu — ar A2Az
viduspunktu). Ar iegiito sl€gto lauzto Itniju atkarto tadu pasu operaciju, utt. Pieradit, ka

a) péc 2 soliem, jan =5,
b) péc 3 soliem, jan =7,
¢) pec solu skaita, kas atkarigs tikai no n, nevis no sakotngjas lauztas linijas
mes iegiisim lauztu liniju, kas lidziga sakotngjai.
13. Trijstirt ABC punkti M un N dala malas AB un AC attiecigi attiecibas 3 :2 un 4 : 3.
- - -
Izsacit AO ar AB un AC palidzibu, ja O dala nogriezni MN attieciba 2 : 1.

14. Punkti M un N dala AABC malas AB un AC vienadas attiecibas. Savukart punkti K un
L dala nogrieznus MN un BC vienadas attiecibas. Pieradit, ka punkti A, K, L atrodas uz vienas
taisnes.

15. Dots, ka ﬂ:&:oc un w:%:B (76. zim.)
NC LD MA KD
N C
B /\
M //O K

A

L D

76. Zim.
Pieradit, ka @=(x un &=[3.
OK oL
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16. Caur katru trijstiira virsotni novilktas taisnes, kas sadala pret&jo malu 3 vienadas dalas
(77. Zim.)

77. zZim.

Pieradit, ka So taiSnu veidota seSstiira diagonales, kas savieno ta pret€jas virsotnes, krustojas
viena punkta.
17. Punkti A1, B1, Ci atrodas uz AABC malam, bet punkti Az, B2, C2— uz AA;B;C;
malam (78. zim.) bez tam pastav vienadibas
AC, BA; CB; AB, CA, B(C,
C,B A C BA B,C; A,B C,A;’
Pieradit, ka AABC~ AA,B,C,.

C

B
78. zZim.

18. Taisne t krusto paralelograma ABCD malas un diagonali atbilsto$i punktos B1, D1, C1
(skat. 79. zim.)
B C

By C,
A Dy

D

79. zZim.

. AB AC AD
Pie tam =X, =Y, .
ABl AC]_ ADl =Z

Pieradit,kax +z =Y.
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19. Uz AABC malam AB un BC npemti atbilstoSi punkti C; un B; ta, ka %=X un

1
iAé =y. Taisnes AA; un CC; krustojas punkta O (80. zim.)
1
B
C1
A
A C
80. zIm.

Aprekinat AAOC un AABC laukumu attiecibu.

20. Punkti M un N ir nogrieznu AB un CD viduspunkti. Pieradit, ka A, MN viduspunkts un
ABCD medianu krustpunkts atrodas uz vienas taisnes.

22. Dots AABC un punkts O. Ar Ay, Bs, C1 apzimgjam attiecigi trijstiru OBC, OAC, OAB
medianu krustpunktus. Pieradit, ka AABC medianu krustpunkts, AA;B;C; medianu krustpunkts
un O atrodas uz vienas taisnes.

23. Trijstura ABC bisektrises ir AA1, BB1 un CCy. Nogriezni AA1 un B1Cy krustojas punkta
X. Caur X novilkta taisne paraléli BC, kas krusto AB un AC attiecigi punktos Y un Z. Pieradit,

ka YZ = %(BY+CZ).

- - -
24.* Trijstira ABC ieksiené nemts punkts O ta, ka AO=x-AB+y-AC. Caur O vilkta
taisne, kas krusto AB un AC attiecigi punktos B1 un Ca.
Pieradtt, ka
L(AB,C,)
L(ABC)
25.* Uz AABC malas B nemts punkts Z, kas nav §is malas viduspunkts. Trijstiru ABZ un
ACZ aprinku centri ir atbilstosi O1 un O». Pieradit, ka tas trijstira medianas vidusperpendikuls,
kura iziet no virsotnes A, dala 0102 uz pusém.
26.* Izmantojot Cevas teorému (skat. 74. Ipp.), pieradi sekojosus apgalvojumus:
a) katra trijstur1 nogriezni, kas savieno virsotnes ar punktiem, kuros ievilkta rinka
linija pieskaras pret€§jam malam, krustojas viena punkta,
b) katra trijstiirm1 nogriezni, kas savieno virsotnes ar punktiem, kuros atbilstosas
pievilktas rinka Iinijas pieskaras pretejam malam, krustojas viena punkta,
¢) AABC malu AB, BC, CA viduspunkti ir atbilstosi C1, A1, B1; uz §im malam pemti
atbilstosi vél punkti Cz, Az, B2. Dots, ka AAz, BB, CC: krustojas viena punkta. Pieradit, ka
taisnes, kas iet caur A1 un AA: viduspunktu, By un BB viduspunktu, C: un CC; viduspunktu,
krustojas viena punkta,
d) katra Saurlenku trijsttirT augstumi krustojas viena punkta,
e) taisnes AA1, BBy, CC1 krustojas viena punkta (81. zim.)

>4
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Ca

B
&1. zim.

27.* Izmantojot 24. uzdevuma rezultatu, pieradit:
a) taisne, kas iet caur trijstira medianu krustpunktu, dala to dalas, kuru laukumu

attieciba pieder intervalam {g, %} :

b) ja trijstiiri ABC pusperimetru apzim&jam ar p, CA = b, CB = a un taisne, kas vilkta
caur iecentru, krusto malas CA un CB, tad tas atSkelta trijstira laukums nav mazaks par

ab
el L(ABC).

3.3. Irijstiira augstumu RrustpunKta radiusveRtors.

Ieprieks att€lotajos uzdevumos radiusvektorus vargja atlikt no jebkura punkta (daudzos
gadijumos més So punktu pat nenoradijam), un radiusvektoru sakumpunkta specifiska izvéle tika
izdarita tikai atrisindgjuma vienkar$oSanas labad (pieméram, 71. Ipp.). jd]ﬁ punkta apskatamajos
uzdevumos radiusveRtoru sakumpunkts (pols) bius daudzstirim apvilRtas rinka linijas centrs.

TEOREMA PAR TRIISTORA AVGSTUMU KRUSTPUNKIA RADIUSVEKTORY.
R
Ja AABC augstumu Rrustpunkts ir H un apcentrs ir O, tad OH = OA+ OB+ OC.

v Aplikosim gadijumu, kad AABC ir Saurlepku. Tad gan H, gan O atrodas ta iekSpuse.
Apzimésim malu BC, AC un AB viduspunktus attiecigi ar A1, B1 un Ca.

B
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Tad ZOAB; = ZHAB ka lenki ar savstarpgji paralélam malam; lidzigi LOB;A; = ZHBA.
—

Tapec AOAB; ~AHAB. Ta ka A;B; =%BA tad ar1 OB, =%HB tapec OB, =%BH lidzigi

— 1 -

OC, ==CH un OAlzlAH tapec
2 2
— — -— > -
2 OBl+OC1+OA1 =BH+CH+AH (1)

-— > - 5 - =5 e
Ievérosim, ka OH=0A+AH, OH=0B+BH un OH=0C+ CH ; saskaitot §is vienadibas un
nemot veéra (1), iegiistam

- — _ —>
3-OH= (OA+ OB+ OCJ+2(OBl+ OC,+ OAl) (2

—_ —> - s >
Savukart OA OB;+B;A un OC=0B,;+B,C; tapec
— — —

OA+ OC OB+ BlA+ OBl+ B,C=20B,, jo B;A un B;C ir pretgji vektori. Lidzigi ieglistam

— —

OA+ OB 20C; un OB+ OC 20A, . Saskaitot tr1s pedgjas iegiitas vienadibas, ieglistam

2(0A+ OB+ oc] = 2[0A1+ OB+ oclj 3)

- -— - -
No (2) un (3) seko, ka 3-OH =3 OA+ OB+ OC |, no kurienes izriet vajadzigais. &

Teorémas pieradijumu taisnlenka un platlepka trijstira gadijuma atstdjam veikt lasitajam
patstavigi.

Paradisim $Ts teorémas pielietojumus uzdevumu risind$ana. Isuma labad trijstira augstumu
krustpunktu sauksim par ta ortocentru.

Piemers.

Pieradit, ka katra trijstiirt apcentrs, ortocentrs un medianu krustpunkts atrodas uz vienas taisnes.
Atrisinajums.

Apzimésim AABC apcentru ortocentru un medianu krustpunktu attiecigi ar O, H un M. Ta ka

— —

e e
OH OA+ OB+ OC un OM= ;(OAJF OB+ OC] (skat. 66. Ipp.), tad OM = %OH Tapéc M
pieder nogrieznim OH un dala to attiectba OM : MH =1 : 2, ka redzams 83. zim.

@) M H

—  Pre—————————————————— P

83. zIm.

Pieméra minéto taisni sauc par Eilera taisni.
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Piemers.
Rinka Iinija ievilkts Cetrstiris ABCD. Trijstiru ABC, ABD, ACD, BCD augstumu krustpunktus
apzimé&jam attiecigi ar Hp, Hc, Hg un Ha. Pieradit, ka Cetrstiri ABCD un HaHgHcHDp ir vienadi.

Dosim divus atrisinadjumus.
1. atrisinajums.

—_ o - -5
Apzimésim rigka linijas centru ar O. Saskana ar nupat pieradito OH, = OB+OC+OD. Tapéc
nogriezna AHa viduspunkta A1 radiusvektors ir

— — -
OAl—%(OA+OHAJ ;(OA+OB+OC+ODJ. Lidzigi pierada, ka ari BHg, CHc, DHp

- -5

-
viduspunktu radiusvektori ir %(OA+ OB+0C+ ODJ Tatad nogrieznu AHa, BHg, CHc, DHp

viduspunkti sakrit. Tapeéc ABCD un HaHgHcHDp ir viens otram simetriski (attieciba pret punktu,
1{—> —> —> ——>
kura radiusvektors ir 2 OA+OB+0C+0D |), tatad vienadi.

2. atrisindjums.
Apzimésim rinka linijas centru ar O. Saskana ar ortocentra radiusvektora formulu
—— s —

- > ——> - - -
HaHg =OHg—OHp = OA+OC+0D |-| OB+ 0C+ 0D | = 0A-OB = - AB.

-— -— —
Lidzigi HgHc = BC HcHp = —CD HpHa = —DA No Sejienes ar1 izriet vajadzigais:
HaHsHcHD malas vienadas ar atbilstosajam ABCD malam un veido tadus pasus (tikai pretgji
verstus) lenkus ka atbilstosas ABCD malas.

Definicija. Par Cetrstira ABCD augstumu sauc nogriezni, Ras savieno vienu no Cetrstira
virsotném ar paréjo triju virsotnu veidotd trijstiira augstumu Rrustpunktu.

Vispariga gadijuma Cetrstirim ir 4 augstumi. Ja kada no virsotném sakrit ar pargjo triju veidota
trijstira augstumu krustpunktu (skat., piem., 84’. zim.), tad $ada ipaSiba piemit ari par&jam
virsotném; tad $adam Cetrstiirim augstuma jédzienu neievieS. Atzim&sim, ka tas iesp&jams tikai
loti specifiskos ieliektu Cetrstiiru gadijumos.

84’. zim.

Skaidrs, ka vispariga gadijuma Cetrstlira augstumi nekrustojas viena punkta. Pieradiet patstavigi,
ka, pieméram, cetrstira ABED augstumi (84’’. zZim.) nekrustojas viena punkta, ja ABCD —
kvadrats.
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84”’. zZim

Ja Cetrstira augstumi krustojas viena punkta, tad So punktu sauc par Cetrstira augstumu
krustpunktu jeb ortocentru, bet pasu Cetrstiiri — par ortocentrisku Cetrsturi.

Nupat apliukota pieméru rezultatu var formulét sadi.

Teorema. Katrs ievilRes Cetrstiris ir ortocentrisks, un ta augstumi ortocentrd dalas uz pusem.

Piemers.
Uz ripka Iinijas atziméti 6 punkti A, A,,..., Ag. Trijstuira AmAnAlI medianu krustpunktu
apzimésim ar Mmni, bet augstumu krustpunktu — ar Hmni. Pieradit: visas 20 iesp&jamas taisnes
MiiHrst (1, J, K, 1, s, t — dazadi naturali skaitli no 1 Iidz 6) krustojas viena punkta.
Atrisinajums.
Apzimésim rinka linijas centru ar O. Tad

— 11— — —>

OM mnl =§[0Am+OAn+OA|] (@)

un

—
OHist =OA, +OA,+OA,  (2)
Apskatisim punktu Xmnirst, kas dala nogriezni MmniHrst attieciba 1 : 3:

Mumni Xmnlrst Mrst

85. zim.

- -
St punkta radiusvektors ir OXmnirst —%OM mnl+4OHrst, saskana ar formulam (1) un (2)

—— 1{—> — — —> — —
viegli ieglistam, ka OXmnlrst =2 OAL+0OA[+0OA|+OA,+OA + OA;
1 — —_ 5 — —5 >
= OA1+OA2+OA3+OA4+OA5+OA6 3)

Formula (3) izsaka viena un ta pasa punkta radiusvektoru neatkarigi no ta, kuri tris no naturaliem
skaitliem 1; 2; 3; 4; 5; 6 nemti par indeksiem m; n; | un kuri — par indeksiem r, s, t. Tap&c visi
nogriezni MmniHrst krustojas viena punkta, ko art vajadz€ja pieradit. Papildus esam ieguvusi, ka
tie visi dalas attieciba 1 : 3, skaitot no medianu krustpunkta.
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Piemers.™

Uz rigka linijas doti 7 punkti. Atmetot vienu no tiem, paliek seSi punkti, kuriem var apskatit
ieprieks¢ja pieméra minétas taisnes; tas krustojas viena punkta. Ta ka var atmest jebkuru no 7
punktiem, $ada cela varam iegit 7 dazadus punktus, katra no kuriem krustojas pa 20 taisném.
Pieradit, ka Sie 7 punkti visi atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Atrisinajumi.

Apzimeésim sakotngjas rinka linijas centru ar O, bet uz tas izvietotos 7 punktus ar Aq, A,,..., A;.
Izslegsim uz laiku no apskates punktu A7; par€jie 6 punkti saskana ar iepriek$€jo pieméru nosaka

— — — —
20 taisnes, kas krustojas punkta ar radiusvektoru OY; = %(OA]_‘F OA,+...+ OA6J

Apskatam nogriezni Y7A7 un uz ta punktu Z7, kas to sadala attieciba 1 : 4 (skat. 86. zim.) :

Y7 Z7 A?
86. zim.
—> 4> 1 1(— _ 5 — 5 — —>
Tad OZ; = §OY7 +— = OA; = c OA1+ OA,+0A;+0A,+OA;+0A;+0A; |.
— > —
Lidziga cela defingjot punktus Zg, Zs, ..., Z,, Z;, iegistam, ka OZ; =0Z, =...=0Z, . Tatad

visi punkti Z;, Z,, ..., Z; sakrit; apzZim&sim to kopigo atraSanas vietu ar Z.
Tatad nogriezni Y;Aq, Y,A,,..., Y7A, visi krustojas punktd Z un dalas taja attieciba 1 : 4.
Tapéc septinstiiris Y;Y,...Y; ir homotetisks septigstirim AjA,...A; (ar homotétijas centru Z

un koeficientu —%).

Ta ka ap AjA,...A; ir apvilkta rinka linija, tad no Sejienes seko, ka art ap Y;Y,...Y7 var
apvilkt rinka Iiniju (ar 4 reizes mazaku radiusu neka sakotngja).

Piemers.

Uz rigka Iinijas doti 4 punkti. No katru divu punktu veidotas hordas viduspunkta novilkts
perpendikuls pret abu par€jo punktu veidoto hordu. Pieradit, ka visi 6 perpendikuli krustojas
viena punkta.

Atrisinajums.
Apzimésim dotos punktus ar A, B, C, D. Apzim&sim hordas BC viduspunktu ar K, hordas AD

viduspunktu ar L, KL viduspunktu ar M; ar T apzim&jam ta perpendikula pamatu, kas no K
novilkts pret AD. Rinka linijas centrs ir O, bet taisnes OM krustpunkts ar KT ir H (skat. 87. zim.)
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87. zim.
— 1> > D 1
Tad OK:E OB+0C ,OL=§ OA+0OD | un

— 1

1 -—_ > > -
OM_E OK+OL 2 OA+0B+0C+0D (@)

Ta ka MK=ML (péc konstrukcijas), ZHMK=/ZOML (krustlenki) un ZHKM=_~/0OLM
(ieksgjie Skerslenki pie paralélém taisném), tad AHMK=AOML.

—
Tapec OM = HM, tatad OH 20M un

- 1

OH= 2(OA+ OB+ OC+ OD) 2

Ta ka visi punkti A, B, C, D formula (2) ietilpst ,,Iidztiesigi”, tad, konstrugjot punktu H Iidziga
cela uz perpendikula, kas vilkts no AB viduspunkta pret CD, no AC viduspunkta pret BD utt.,
iegiisim tadu pasu formulu (2). Tas nozime& ka punkts, kura radiusvektors ir

-— 5 5 >
%(OA-F OB+ 0C+ OD] , atrodas uz visiem seSiem apskatamajiem perpendikuliem; tatad visi Sie

6 perpendikuli iet caur vienu punktu, k.b.j.

Atceroties pieméru 84. Ipp., redzam, ka caur So pasu punktu iet arT 4 nogriezni, kas savieno
vienu ievilkta Cetrstiira virsotni ar par&jo triju virsotnu veidota trijstira augstumu Krustpunktu,
ti., punkts H ir Cetrstira ABCD augstumu Kkrustpunkts (skat. 84. lpp.) Atceroties, ka M ir
Cetrstira ABCD centroids (skat. 68. Ipp.), iegiistam rezultatu, kas analogs teorémai par Eilera
taisni (skat. 83. Ipp.):

Teorema. Ievilkta Cetrstiiri centroids dala uz pusém nogriezni starp apcentru un ortocentru.

Piemers.™
Uz hiperbolas y == zariem pemti divi punkti A un B, kas simetriski viens otram attieciba pret
X

koordinatu sakumpunktu O. Ar centru A un radiusu AB novilkta rinka Iinija, kas krusto hiperbolu
bez punkta B v&l punktos M, N un K (skat. 88. zim.)

87



Pieradit, ka AMNK ir regulars.

Atrisinajums.

Apgalvojums, ka AMNK ir regulars, ir lidzveértigs apgalvojumam, ka AMNK augstumu
-— >

krustpunkts H un apvilkta rinka centrs A sakrit, jeb, kas ir tas pats, ka AH=0. Ta ka

- - = = - - -5 >

AH =AM+ AN+ AK, tad pietiek pieradit, ka AM+AN+AK=10.

— -5 >
Pétisim vektorus AM, AN, AK koordinatu forma. Apzimésim punkta B abscisu ar a; tad ta

. .1 . 1 . C .
ordinata ir—, jo B atrodas uz funkcijas y =— grafika. Ta ka A un B ir simetriski attieciba pret
a X

koordinatu sakumpunktu ,tad A koordinatas ir A (— a; — 1) .
a

Rinka Iinijas vienadojums ir

(x—(-a)p {y—(—%ﬁz _AB ()

2
Taka AB? =(Yg —Ya )" +(Xg = Xa ) =G) +(2a)?, tad (1) parveidojas par
X2+2m+a2+y2+ﬂ+i=i+4a2 (2)
a a’ a’

Punkti M, N, K atrodas uz rinka Iinijjas, tatad to koordinatas apmierina (2). Tie atrodas ari uz
hiperbolas ,tatad to koordinatas apmierina vienadojumu

y=2  ©
X

Mekleésim punktu M, N, K abscisas Xp;, Xy, Xk risinot vienadojumu sistemu, kas sastav no
vienadojumiem (2) un (3).

L 1 . . . 1 2 3 oy
levietojot y = — vienadojuma (2), ieglistam X2 +2¥a +——+—=-"+3a2 , kas parveidojas par
X

x? ax a?
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x4+2a-x3—[i+3a2j-x2+E-x+1=0 4
a’ a

Ta ka rinka Iinija un hiperbola krustojas 4 punktos M, B, N, K, tad vienadojumam (4) ir Cetras
saknes — punktu M, B, N, K abscisas Xp;, Xg, Xy, Xk - Saskana ar Vjeta teorému 4. pakapes
reducétam vienadojumam S$o saknu summa ir vienada ar kubiska locekla koeficientam pret&jo

skaitli, t.i.,

XM +Xp +XN +Xk = —2a (%)
Taka xg =a, tad no (4) seko, ka Xy, + XN + Xk =—3a, ko var parrakstit ka
(Xp +a)+(xy +a)+(xk +a)=0 (6)
—s > -

Bet skaitli X\, +a, Xy+a, Xg+a ir attiecigi vektoru AM, AN, AK abscisas

—_ - -

Tapéc no (6) seko, ka vektora AM+ AN+ AK abscisa ir 0. Lidzigi iegust, ka ar1 §1 vektora
ordinata ir 0 (vienadojuma (2) ievieto nevis yzi, bet X :i un iegist (4) analogu
X y

— 5 -5 >

vienadojumu, kur x aizstats ar y). Tatad AM+AN+AK= 0, k.b.].

Uzdevumi.

1. Pieradit, ka uz AABC Eilera taisnes atrodas arT ta trijstira apcentrs, kura virsotnes ir
AABC malu viduspunkti.

2. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka Iinija ar radiusu R. Pieradit, ka rinka Iinijas, kuru centri ir
AABC, AABD, AACD un ABCD ortocentros, bet radiusi vienadi ar R, krustojas viena punkta.

3. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Pieradit, ka 4 rinka Iinijas, kuras iet attiecigi caur
AABC, AABD, AACD, ABCD malu viduspunktiem, krustojas viena punkta.

4. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka Iinija.

a) pieradit, ka punkta A Simpsona taisne attieciba pret ABCD (skat. 45. lpp.) iet caur
AHa viduspunktu, kur Ha ir ABCD ortocentrs,

b) pieradit: ja katrai no ABCD virsotném konstrué Simpsona taisni attieciba pret
pargjo virsotnu veidoto trijstiri, tad visas §Is Simpsona taisnes krustojas viena punkta.

5. Dots, ka M atrodas uz AABC apvilktas rinka linijas. Punkti Ma, Mg, Mc simetriski
punktam M attieciba pret A, B, C. Pieradit, ka Ma, Mg, Mc un AABC ortocentrs H atrodas uz
vienas taisnes.

6.* Visparinat 85. Ipp. pieméra rezultatu gadijumam, ja uz rigka Iinijas atrodas §,9,...
punkti.

7.% Pieradit, ka caur 85. Ipp. piem&ra mingto punktu iet arT visas 10 taisnes, kas savieno to
rinka Iiniju centrus, kuras apvilktas ar AA LA A un AA A;A; malu viduspunktu veidotajiem
trijstiriem (m, n, k ,r, s, t — dazadi naturali skaitli no 1 [idz 6).

8.*% Uz rinka linijas atrodas pieci punkti. No katru triju punktu veidota trijstira medianu
krustpunkta novilkts perpendikuls pret abu pargjo punktu veidoto hordu. Pieradit, ka visi Sie
perpendikuli krustojas viena punkta.
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9.* Uz rigka linijas atrodas sesi punkti. No katru ¢etru punktu veidota Cetrstiira centroida
(skat. 68. 1pp.) novilkts perpendikuls pret abu pargjo punktu veidoto hordu. Pieradit, ka visi Sie
perpendikuli krustojas viena punkta.

10.* Atrodiet attiecibas, kadas krustpunkta dalas 8. un 9. uzdevumos minétos perpendikuli.

11.* (Téma patstavigiem petijumiem). Visparinat 8. un 9. uzdevumos minétos faktus.

12.* (Teéma patstavigiem petijumiem). Pienemsim, ka rinka linija ievilkts piecstiris
ABCDE. Katras Cetras ta virsotnes veido ortocentrisku Cetrstiiri; tiem kopa ir 5 ortocentri. Kada ir
So ortocentru veidotas figliras saistiba ar sakotn&jo piecstiiri ABCDE?

13.* (Téma patstavigiem pétijumiem). Visparinat 12.uzdevuma jautajumu, nemot citu
punktu skaitu uz rinka linijas un citu punktu skaitu apakskopas, kuram meklgjam ortocentrus.

14.* Dots, ka AABC virsotnes pieder hiperbolas y:1 grafikam. Pieradit, ka art AABC
X
ortocentrs pieder Sim grafikam.
15.* Dots, ka AABC virsotnes pieder hiperbolas y = 1 grafikam. Pieradit, ka AABC malu
X

viduspunkti un koordinatu sakumpunkts atrodas uz vienas rinka Itnijas.
3.4. Taisnes punktu radiusvektori,
3.4.1. Pamatrezultati.

- - -

M@&s jau atzimgjam 3.2. punkta, ka formula OX=(1—k)~OA+k~OB, kur 0<k<1, izsaka
nogriezna AB punktu radiusvektorus, turklat katrai k vertibai atbilst cits AB punkts un otradi —
katram AB punktam atbilst cita k vertiba. Parametram k pieaugot no 0 Iidz 1, punkts X slid pa
nogriezni AB no A lidz B.

Izradas, ka lidziga cela var aprakstit ar1 taisnes AB punktu radiusvektorus.

Teorema. Formula

— — —
(1)  OX=(1-k)0A+K OB,
Rur R— patvafigs reals sRaitlis, izsaka taisnes AB punKtu radiusveKtorus, turklat starp
parametra R, vertibam un taisnes AB punkiiem pastav savstarpéfi viennozimiga atbilstiba:
Ratram taisnes AB punKtam atbilst tiesi viena R vertiba, un Ratrai R vertibai atbilst tiesi viens
taisnes AB punkts.

¥ (skat. 89. zim.)

O 89. zIm.
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- -
Skaidrs, ka katram taisnes AB punktam eksiste tiesi viens tads reals skaitlis k, ka AX=k-AB. Ja
X sakrit ar A vai B, tad k = 0 (atbilstosi 1); ja X atrodas starp A un B, tad 0 <k < 1; ja X atrodas
»aiz B”, tad k > 1; ja X atrodas ,,pirms A”, tad k < 0.

-— - -— - -— - - -
Tatad OX = OA+k-AB=OA+k| OB-OA |=(1-k)-OA+k-OB.

Tatad katram taisnes AB punktam eksiste tads reals skaitlis k, ka izpildas (1).

Nupat izklastitais spriedums parada vienu celu, ka atrast skaitli k formula (1). Tomer nav izslégts,
ka eksiste vél cits cels, kas dod citu k vertibu.

Paradisim, ka tas nav iesp&jams.

Pienemsim, ka kadam taisnes AB punktam X vienlaicigi

—> - —> - —> —>
) OX =(1-Kk;)-OA+k;-OB un OX=(1-k,)-OA+k, -OB, kur k; =K.
—-—> -—> —-—> —>
No (2) seko (1—k;)-OA+k; -OB=(1-k,)-OA+k, -OB un talak

(k2 _kl)'é'_&: (k2 —kl)'E)E
-5

Ta ka k, # K4, no §is vienadibas seko OA OB - pretruna, jo punkti A un B nesakrit. Tatad
teoréma pieradita. A
Piemers.

— —

(skat. 90. Zim) Ja AX,=2AB, tad k=2 (jo AX,=2AB), titad OX1:—0A+2 OB: ja

1 - > 3 1
AXZ = EAB tad k——— (JO AX2 ——EAB) tatad OX2 :EOA_EOB utt.
X2 A B Xl
90. zZim.

Lidz ar nupat iegiito formulu, kas izsaka taisnes punktu radiusvektorus, dazreiz izdevigak lietot
-
ar1 citu formulu, kura vektori OA un OB iciet ,,simetriski”. Apzimésim 1-k=a un k=f. Tad

OX=cx-OA+B~OB.
Tatad taisnes AB punktu X radiusvektorus var izteikt forma

- - -
(3) OX=0-0A+p-0B, kur
(4) a+p=1

- - - -— - -— ) )
Arf otradi, ja OX=a-OA+B-OB, kur a+p=1, tad OX=(1-B)-OA+p-OB, t.i., X ir taisnes
AB punkts saskana ar ieprieksgjo teorému.

Izsakot taisnes AB punktu radiusvektorus saskana ar (3) un (4), koeficientiem o un B ir
uzskatdma geometriska jega. Lai to noskaidrotu, mums jaievie$ orientétd garuma jédziens.
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Definicija. Ja punkti A un B atrodas uz ass (t.i., taisnes, uz Ruras izvélets virziens), tad par
nogriezna AB orienteto garumu sauc AB garumu, ja jl_é versums sakyit ar ass versumu, un
AB garumu ar minusa zimi, ja j?l_q; versums ir pretejs ass versumam. NogrieZna AB orientéto
garumu apzimé ar jl_é.

JaA un B sakrit, tad uzskata, kg AB=_AA=0.

Piemers.
AB=AB, AD=AD, CB=-BC, AD=-DA (skat. 91. zim.)

A B C D

91. zZim.

Piemers.
Patvaligiem trim punktiem A, B, C uz vienas taisnes pastav sakariba AB+BC=AC ™.

Ja A, B, C atrodas $ada seciba ass virziena, tad vienadiba (*) Iidzveértiga vienadibai
AB + BC = AC (skat. 92. zim.)

A B C

Py Py . -
-

92. zZim.
Ja A, B, C uz ass izvietoti seciba B, A, C (skat. 93. zim.),

B A C

Py Py . [
-

93. zZim.

tad vienadiba (*) lidzvértiga vienadibai (— AB)+BC = AC jeb BC=AB+AC, kas ir pareiza.
Citus gadijumus parbauda lidzigi; atstajam to izdarit lasitajam patstavigi.

: : > XB . AX
Teorema. Taisnes AB punkta X radiusveRtors izsakds ar formulu OX = 23 -04+ZL%£-0B.

A®B
Pieradijums.
- - > AX —— [ —\ AX - AX) —— AX
A Tiesam, OXZOA%-ABg:OA%- OB-0OA 'g:O 1—2 +OBOg=
AB AB AB AB
- AR_AX —— AX — [([AXLXBI_AX —— AX -—— XR —— A¥X
:OA-M+OB-2:OA-(AX+§) AX+OB-2:OA-£+OB-2,k.b.j.l
AB AB AB AB AB AB
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Piezime.

XB AX
Viegli saprast, ka attiecibas 5 un B nav atkarigas no ta, kurs no diviem iesp&jamiem taisnes

AB versumiem tiek izv€l&ts par ass vérsumu.

Daudzkart uzdevumu risinasana noderigs sekojoss rezultats, kas simetriska forma izsaka 3 punktu
atraSanos Uz Vvienas taisnes.

Teorema. Punkti A, B, C atrodas uz vienas taisnes tad un tikai tad, ja eRsisté tadi skaitfi
«, B, v , Ras visi vienlaicigi apmierina seRojosus nosacijumus:

- - -
a)x-0A+ f-0B+y-0C=0,
b)ax+ f+y=0,

¢) vismaz viens no skaitfiem o, B, y nav nulle.

Pieradijums.

b 1. Ja A, B, C atrodas uz vienas taisnes un A, B- dazadi punkti, tad
- - -

OC=k-OA+(1-k)-OB; tatad

—> —> -— -
(1)  1.0C+(-k)-OA+(k-1)-0B=0
Ja visi punkti A, B, C sakrit, tad
- -— o
(2) 1-OA+(~1)- OB+0-0C= 0
Gan (1), gan (2) ir vaj adzigﬁs vektorialas vienadibas.
- -— o

2. Piepemsim, ka o - OA+[3 OB+y-OC=0, a+pB+y=0 un a,f, vy visi vienlaikus nav 0.

Varam pienemt, ka o # 0. Tad
-— >

-
o-OA=-f- OB—y OC=0.

levietojot a = —(B - y) ieglistam (B +y# O)

- B =2 - B _ .
OA=——-0B+—— OC k- OB+ (1 k) OC,k=——. Ja B un C nesakrit, tad no S§is

B+y B+Y B+y

formulas seko, ka A pieder taisnei BC; ja B un C sakrit, tad punkti A, B, C noteikti atrodas uz
vienas taisnes.

Lidz ar to teoréma pieradita. &

3.4.2. Lietojumi uzdevumu risindsand.

Piemers.

Punkts A vienmérigi kustas pa taisni t1, bet punkts B — pa taisni to. Pieradit, ka AB viduspunkts
arT kustas vienmerigi pa kadu taisni.

Atrisindjums.

Izv@lamies patvaligu polu O. Pienemsim, ka laika momenta t = 0 punkts A atrodas stavoklt Ao,
bet punkts B — stavokli Bo. Pienemsim, ka punkts A viena laika vieniba parvietojas par vektoru
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- -
a , bet punkts B — par vektoru b . Tad, apzimgjot punktu A un B stavoklus laika momenta t

- — > - — >
attiecigi ar A (t) un B (t), ieglistam OA(t): OAgp+a-t, OB(t): OBy+ b-t.
Nogriezna A (t)B (t) viduspunkta V (t) radiusvektors ir
- -
a+b "

- 1({—— - 1{-——™ — -— - 1 -—
ov(t)=E OA(t)+OB(t) =5| QAo+ at+0Bo+ bt |=> OA0+OBO +

Iegita formula ir tadas taisnes vienadojums, kas iet caur AoBo viduspunktu paraléli vektoram
- - - -
a+b

N o . a+b -
; ta ka viena laika vieniba V parvietojas par vektoru — tad varam secinat, ka V
-> >

atruma vektors ir

Piemers.
Staru e1 un ez sakumpunkts ir O; p un q— kaut kadas konstantes. Punkti A un B parvietojas
P q

attiecigi pa e1 Un ez ta, ka lielums oA + OB nemainas. Pieradit, ka taisne AB visu laiku iet caur

vienu fiks&tu punktu.
Atrisinajums.
p q

Apzimé&sim nemainigo lieluma a+£ vertibu ar c, bet vienibas vektorus, kas atrodas uz

- -
stariem €1 un €2 un kuru vérsumi sakrit ar staru e1 un €2 vérsumiem, ar a un b . Tad

- > -5 - )
OA=0A-a, OB=0B- b un taisnes AB punktu radiusvektorus apraksta formula

- - -
*) OX=a-OA-a+B-OB-b, a+p=1.
Lai pieraditu, ka visas taisnes AB iet caur vienu punktu, pietiek uzradit tada punkta
radiusvektoru, kas izsakams forma (*), izveloties atbilstoSus o un f. Mekl€sim So radiusvektoru

- -
forma u-a+vVv- Db ; liclumi u un v var bt atkarigi no p, q un ¢, bet nedrikst bat atkarigi no OA un
- -

OB, lai radiusvektors U-a+V-b nemainitos lidz ar taisnes AB mainu.
Nosacijumu LJri—c var parrakstit forma P + 9 =1. Ja formula (*) ievieto
OA OB c-OA c-OB
- - - - -
B= iegiist OX=—P.0A-a+—39 _.oB.b=L.a+3.p,
¢ OA c- B c-OA c-OB c c
Anv_ P> ay
Ja OM==a+—-D, tad punkts M nemaina savu stavokli atkariba no taisnes AB izmainam.
c C

——
Saskana ar to, ka izvélgjamies OM, punkts M pieder visam apskatamajam taisném AB. Tatad

visas taisnes AB iet caur vienu punktu M, k.b.j.
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Piemers (Gausa teorema).
Pienemsim, ka Cetrstira ABCD malu AB un CD pagarinajumi krustojas punkta E, bet BC un AD
pagarindjumi krustojas punkta F. Pieradit, ka nogrieznu AC, BD, EF viduspunkti atrodas uz
vienas taisnes.
Atrisinajums.

— —
Apzim@sim $os viduspunktus attiecigi ar M, N un K un pieradisim, ka vektori MN un MK ir
kolineari (skat. 94. zim.) No ta sekos vajadzigais.

A 94. zim.

Izsacisim MN un MK ar punktu M, N, K radiusvektoriem, par to sakumpunktu izveloties

virsotni A.
-— o - S - -

Apzimésim AB=b, AD=d, AE=(- b AF=35- d (B un o - atbilstosie skaitliskie
- -
reizinataji). Ta ka vektori b un d nav kolineari, tad eksisté tadi (viennozimigi noteikti) skaitli u
- - -
unv,ka AC=u-b+v-d.

Tad
—> o v~

AM="beod (1)

- 1% 1»

AN="btod (2

—

AK = > (AE-i— AFJ (3)
- - >
Izteiksim AE un AF ar lielumiem b, d, B, 3, u, v. Punkts E ir taiSnu AB un DC krustpunkts.
Tatad tas atrodas gan uz taisnes AB, gan uz taisnes DC. Tapéc eksisté tadi skaitli x un y, ka

- - > -— o ( - —>j

AE=X- bunAE d+y-DC=d+ylub+vd-d
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No vienadibas

- -
pielidzinot koeficientus pie b un d , ieglistam

X=y-uun 0=1+yv-y,

. 1 u 2 u 7
no kurienes y = , X = un AE=——-Db.
1-v 1-v -V
- \V} —>
Lidzigi iegiistam AF = T d un
—-u
- - -
AK=—" b Y 4 @

21-v) ~ 2(1-u)
Tatad, izmantojot (1), (2) un (3), ieglistam
—_——> - — > 1_u—> 1—-v~™

MN=AN-AM === b+ == d (5)  un

_ —— — u - v 2 u> v~> uw uw
MK=AK-AM= b d——b-—-d-= b d 6
21-v) +2(1—u) 2 2 21-v) +2(1—u) ©
No (5) un (6) acimredzami seko, ka
MK— W
T @-u)a-v)
— —

Tatad MN un MK ir kolineari vektori, k.b.j.

Piemers.
Koordinatu plakng Oxy caur punktu (Xg;Yo) novilkta taisne, kas paraléla vektoram

- — -
a= (éx; ay). Atrast §Ts taisnes vienadojumu, ja a nav nulles vektors.
Atrisinajums.
Saskana ar visparigo teorému ( 19. Ipp) minétas taisnes punkti M (X; y) ir tie$i tie punkti, kas
apmierina sakaribu

_— - )
OM=(Xq;yolrk-a  jeb
— = —

(1) (x; )= (XO ; y0)+ k- (glx ; ay) , k — patvaligs reals skaitlis.

Vektoru vienadiba (1) ir lidzvertiga vienadibam starp koordinatam
X=Xgp+ay -k o
(2) , K — patvaligs reals skaitlis.

Y=Yo+t ay -k

No (2) seko
X—Xg=2ay K
Y—Yo=2ay -k
3) ay(x—xg)=ay(y—yo)

, o kurienes
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Paradisim, ka arT otradi — ja skaitli x un y apmierina (3), tad eksist€ tads reals skaitlis k, ka pastav
(2). Tad bus pieradits, ka (2) un (3) ir lidzvertigi apgalvojumi.
Ja ; nav nulles vektors, tad vai nu a, =0, vali ay #0; varam piegemt, ka a, #0. Tad eksiste
tads reals skaitlis k, ka X —Xxy =a, -k, tatad

X=Xg+ay -k 4
Ievietojot (4) formula (3), ieglistam

dy -ay -k =ay '(y—YO)

ay-k=y-yp

y=Yo+ay- k ®)
Formulas (4) un (5) izsaka to pasu, ko (2). Tatad tiesam (2) un (3) ir lidzvertigi apgalvojumi.
Formulas (2) sauc par taisnes vienadojumu parametrisRg formd, bet (3), kas parveidots izskata
X-8y —8y -y =ay-Xg—ay Yo - par taisnes vienadojumu Kgnoniskd formd.

Piemers.
Caur trijstira ABC medianu krustpunktu M novilkta taisne t, kas krusto taisnes AB, BC, CA
attiecigi punktos Ci, A1, B1. Pieradit, ka

1 1 1

1) + + =0
MA  MB MG
t
95. zZim.
Atrisinajums.
— — —> e e
(Skat. 95. zim.) Atceramies ( 31. Ipp.), ka MA+ MB+ MC=0. Apzimgjam MA=a, MB=Db

] - - -_— —
un izmantosim a un b ka bazes vektorus, izsakot MC;, MA; un MB;.

—> - -
Ta ki Ci atrodas uz AB, tad eksisté tads k, ka MC; =k-a+(1—k)- b . Punkts A; atrodas uz BC

— —

- - -
un uz MCx; tapéc eksisté tadi x un y, ka MA; =x-MC, =xk a+x(1—k)b un
— —> -— > —_ —> - > o> > - -
MA, = MB+y-BC=b+y| MC-MB|=b+y|-a-b-Db |=(1-2y)b-y-a.
No $Tm formulam seko Xk =—y un 1-2y = X(l— k); atrisinot vienadojumu sisteému (kaut vai ar
— 1 —

k
ievietoSanas panémienu), iegiistam y=—— un MA, =———MGC, .
par ), ieglistam y = — A = G
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— 1 — 1 — —

Analogiski MB, =——— < MC, =———MGC, . Ja izvélamies uz t vérsumu, kas sakrit ar M
aiski MBy = M A =5 M@ G
__% —_— _
veérsumu, un apzimgjam (M C;| =z, tad L + L + L = 1 + 1-3K + k=2 =0, k.b.j.
MC MA MB, z z z

Ja ve€rsums uz t izvélets otradi, vienadiba (1) paliek speka, jo visi saskaitamie maina zimi uz
pretgjo.

Piezime:
nelietojot orientéta garuma jédzienu, nupat pieraditais rezultats varétu tikt formuléts sekojosa
. o _ . ) . 1 1 1 . _ .
,,hnesimetriska” forma: viens no lielumiem , , vienads ar abu pargjo summu.
MA MB MG

Piemers (Dezarga teorema,)
Ja trijstirt ABC un A1B1Ci novietoti ta, ka taisnes AAi1, BB1, CCi krustojas viena punkta, tad

punkti, kuros krustojas taisnes AB un AiB1, BC un B1Cy, CA un C1Ay, atrodas uz vienas taisnes
(ja $adi krustpunkti vispar eksiste).

1. pieradijums.

- o> -— >
v Apzimésim taiSnpu  AAi;, BB;, CC: kopigo punktu ar O; OA=a, OB=b,
-— >

OC=c (sk.96. zim.)

— -— — -— — —>

Tad eksiste tadi skaitli o, B, v, ka OA; =a-OA, OB; =p-0B, OC; =y-0OC; turklat visi
skaitli o, B, y ir dazadi, jo preteja gadijuma kads no apskatamajiem krustpunktiem neeksistetu
(atbilstosas taisnes biitu paral€las).

—
Apzimé&sim AB un A1B1 krustpunktu ar W un izsacisim OW ar agrak ieviestajiem lielumiem.
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Punkts W atrodas uz taisném AB un AiBi, tapéc eksisté tadi skaitli x un y, ka

— - - — - -
OW=x-a+(@-x)-b un OW=y-aa+(l-y)-Bb. No Sejienes iegistam skaitliskas
1B

vienadibas X=Yy-o un 1-x= (1—y)~B; atrisinot vienadojumu sist€ému, ieglistam Yy =

— _R)> o)
ow = 20=B) Bl-a)p g
o—p B-—a
Lidzigi, apzimé&jot BC un B1C1 krustpunktu ar Y, bet AC un A;C; krustpunktu ar Z, iegistam

(_)_Y): (1_Y)-_b)+ 'Y(l_B)_E) 2)

B—v v—B
(_)_Z>:a(1_Y)-Z+ y(l—Ot).E) (3)
o—y y—a

— -— o

Ta vieta, lai tiesi mekletu tadus skaitliskus reizinatajus p, q, r, ka p-OW+q- OY+r 0z=0,
rikosimies netiesi: plerad1s1m tikai to eksistenci.

—-— - _ _ -
Skaidrs, ka p-OW+q- OY+r 0z= (p-M+q-0+r-a(1—Y)j-a+

a— o—y
_ _ _ -
O A TP LI
p-a B—v v=B Yo
> o5 >
Ja eksistétu tadi skaitli p, q, r, kas visi reiz€ nav 0, ka formula (*) visi koeficienti pie a, b, ¢
—> - - -

vienlaikus ir 0, tad p-OW+q-OY+r-0OZ= 0, un vajadzigais biis pieradits.

Tatad jautajums — vai vienadojumu sist€mai ar mainigajiem p, q, t, kuru iegust, pielidzinot nullei
e

izteiksmes (*) koeficientus pie a , b, ¢, eksisté tads atrisinajums, ka ne visi p, q, r ir nulles?

Ka zinams, $ads atrisindjums eksisté tad un tikai tad, ja sistémas determinants ir 0. Parbaudisim

to:

OL(l—B) 0 OL(]'_Y)
o—f o—y 1-p 0 1-
e By o |l 0|
B-a  B-y a—PBla—-y)\B-v
o 1-B) yi-a) o Potes
=B y-a

(Iznesam no kolonam un rindam kopigos reizinatajus)

ey B ) D (a2) (1) )] =0

Lidz ar to vajadzigais pieradits. &

2. pieradijums.

—_ -5 >
b Nupat izklastitais pieradijums ir ,,dabisks” — més tiesi izteicam vektorus OW, OY, OZ un
pec tam pieradijam, ka starp tiem pastav vajadziga sakariba. Tomér var iedomaties, ka $ads cels ir
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— -5 =5

parak pamatigs. Pasi vektori OW, OY, OZ mums tacu nemaz nav vajadzigi; mums vajadziga
tikai So vektoru speciala tipa lineara kombinacija. Paradisim, ka sadu kombinaciju var€ja atrast,
neizsakot pasus vektorus.

Atzimésim, ka punkts O atrodas uz taisném AA: un BB;. Tap&c varam izsacit (S — patvaligs
punkts).

- - ——

SO :(XlSA+(12 SA]_ , O T+ 0y =1
- ——

SO =P SB+PySBy By +By =1

No Sejienes
—— —— —— ——>
o1 SA+ oo SA]_ = Bl SB-I—BZ SBl
—> —>
(1) A - SA Bl SB Bz SBl o - SA]_
No sakaribam oy + o, =1 un By +P, =1 seko oy +a, =B +P, un oy —P; =P, —a,. Tapeéc no

1)

— —
Oq - SA Bl SB BZ SBl (O3 SAl
(2)
—B1 P —ay

Tala %, B
o =P oy —Py
l1dzigi (1) laba puse izsaka kada taisnes A1Bi1 punkta radiusvektoru.

=1, tad (1) kreisa puse izsaka kada taisnes AB punkta radiusvektoru;

- -
—— - .SA—B, -
Tatad gan (1) kreisa, gan laba puse izsaka SW . Tapec SW = oy -SA E 1-5B un
P
— - -
©) (04 —B1)-SW =y -SA—p; -SB
—
Lidzigi, apzim&jot SO Y1 SC+ v¥2SCq, 1egustam
— —> —>
(4) (Br-11)- sy =Py -SB-v,-3C;
—> - —>
) (v1—ay)- SZ =v;-SC—ay -SA
No formulam (3), (4) un (5), tas saskaitot, ieglistam
- o>

(6) (o —B1)- SW+(51—Y1) SY+(Y1—0€1) SZ=0
— -5 -5
Formula (6) koeficientu summa pie vektoriem SW, SY , SZ acimredzami ir 0. Talak, neviens

no tiem nav 0; ja, pieméram, a4 =, tad taisnes AB un A1B: biitu paral€las un to krustpunkts W

vispar neeksistetu.
Tade] formulai (6) var pielietot teorému par 3 punktu kolinearitati simetriska forma (skat.
93. Ipp.), un Dezarga teoréma pieradita. &

Parbaudi pats sevi!

- - -
1. Kadas k vértibas tiek lietotas taisnes vienadojuma OX = (1—k)-OA+k-OB, ja punkts X
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a) sakrit ar A,
b) sakrit ar B,
¢) ir nogriezna AB ieks$€js punkts,
d) atrodas uz taisnes AB otra pus€ punktam B neka punkts A,
e) atrodas uz taisnes AB otra pus€ punktam A neka punkts B?
2. Atlieciet uz taisnes AB punktu X, kam pastav vienadiba:
-= 1-> 2-—

a) OX=-0A+Z<0B,
3 3

- - -
b) OX=30A-20B,

- - -
c) OX=-30A+40B.

— —
3. Trijstira ABC medianu krustpunkts ir M. Izsacit CA; ar vektoriem CA un CM, ja As
ir malas BC viduspunkts.

-
4. Kuri no punktiem X, Y, Z pieder taisnei AB, ja OX—%OA 0,4- OB

- - - - - -
OY=11-0A+01-0OB, OZ= —|OL|- OA- |[3| -OB (o un B - kaut kadi skaitli)?

——
5. Uzrakstit tadas taisnes vienadojumu, kas iet caur punktu (3; 4) paraléli vektoram (2; 3).

Vzdevumi.

1. Tris punkti katrs kustas pa savu taisni ar nemainigu atrumu. Pieradit, ka to veidota
trijstiira medianu krustpunkts ar1 kustas pa kadu taisni ar nemainigu atrumu.

2. Punkti A un B katrs kustas pa savu taisni ar nemainigu atrumu. Taisne AB visu laiku iet
caur vienu un to pasu punktu. Pieradit, ka A un B kustas pa paralélam taisném.

3K Punkti A1, Ao, Az ir nekustigi un atrodas uz vienas taisnes. Punkti B1, B2, B3 parvietojas
plakngé. Turklat zinams, ka B; un B parvietojas katrs pa savu taisni, taisne B1B2 visu laiku iet
caur As, taisne B2B3z — caur Ay, bet taisne B1Bs — caur Az.

Pieradit, ka B3 arT parvietojas pa taisni.

4.k Visparinat ieprieks&ja uzdevuma rezultatu punktu sisttmam Aq,...,A,, By,...,B,, kur
nx4.

5. Vai tris punkti var kustéties katrs pa savu taisni ar konstantu atrumu ta, lai visi atrumi
butu dazadi péc skaitliskas vertibas , starp taisn€m nebiitu paralélu un minétie punkti nevienu
bridi neatrastos uz vienas taisnes (piepemam, ka kustiba sakusies bezgaligi ilgi atpakal un
turpinasies bezgaligi ilgi uz prieksu)?

6.* Starp 5 taisném nekadas 2 nav paralélas un nekadas 3 neiet caur vienu punktu.
Apskatam visus 5 Cetrstiirus, katru no kuriem veido 4 no §im taisném; katram no Siem Cetrstiiriem
apskatam taisni, kas iet caur ta diagonalu viduspunktiem.

Pieradit, ka iegtitas 5 taisnes iet caur vienu punktu.

7 X Visparinat ieprieks&ja uzdevuma rezultatu.

8. Dots, ka ABC — trijstiiris, P — patvaligs punkts, kas nesakrit ne ar A, ne ar B, ne ar C.
Caur P velkam taisnes paraleli AB, BC, CA; to krustpunktus atbilstosi ar BC, CA, AB apzim&jam
arK, L, T.
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Pieradit, ka AKLT medianu krustpunkts atrodas PM viduspunkta, kur M — AABC medianu
Krustpunkts.

9. Dots, ka ABC — trijstaris, P — malas AB punkts. Caur P vilktas taisnes paraléli AABC
medianam AA; un BBy; So taisSnu krustpunktus atbilstosi ar BC un AC apzim&jam ar A, un Bo.
Kadu figiiru aizpilda APA,M, medianu krustpunkts, ja P kustas pa nogriezni AB no A uz B?

10. Caur paralelograma ABCD virsotni vilkta taisne krusto taisnes BD, BC, CD atbilstosi
punktos K, L, M. pieradit, ka i + i + i =0.

KA KN KM
11. Pieradit Dezarga teorémai apgriezto teorému.

12. Noskaidrojiet, par kadu apgalvojumu parveidojas Dezarga teoréma, ja AB| A;B;, bet

pargjie malu pari krustojas (skat. 98. Ipp.)
13. Pieradi sekojosu Cevas teorémas visparinajumu (skat. 74. Ipp.): ja ABC — trijstiiris un
punkti A1, B1, C1 atrodas attiecigi uz taisném BC, CA, AB, tad taisnes AA1, BB1, CC; krustojas

AC, BA; CB, _,
c,B A,C B/A

14. Pieradi sekojosu Menalaja teorémas visparinajumu (skat. 44. Ipp.): ja ABC — trijstris
un punkti A, B1, Cq atrodas attiecigi uz taisném BC, CA, AB, tad A1, By, C1 pieder vienai taisnei

AC, BA; CB, _ ,
C,B AC BA

viena punkta tad un tikai tad, ja

tad un tikai tad, ja

3.5. Masas centra radiusvektors un baricentriskas Roordinatas.

3.5.1. Masas centra radiusveRtors.

Mes pienemam, ka lasitajs ir pazistams ar masas centra jédzienu un 1pasibam.
Teorema par masu centra radiusveRtoru. Ja punktos Ay, A, ..., Ay izvietotas attiecigi

masas mg,my, ..., my un M -to masas centrs, tad patvafigam veRtoru sakumpunktam O

- - -
0 (—)Ezzm]-Oﬁ1+m2-0ﬂ2+...+mn-0ﬂn.

my+my+...+my
Pieradijums.

¥ 1zmantosim matematisko indukeciju.

Jan =1, tad vienigas masas m1 masas centrs M sakrit ar tas atrasanas vietu A1. Tad, protams,

Ja n=2, tad masu m1 un mz masas péc Arhimeda sviras likuma dala nogriezni A1A; apgriezti
proporcionali punktos A1 un Az esosajam masam. Tapeéc saskana ar nogriezna iek$€ja punkta
radiusvektora formulu (skat. 97. zZim.)
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mi my

A M A
97. zZim.
_ —> — — —
OM =0A,- M~ +0A,- MA =0A1-%+0A2~L=
AA, AA, MA +MA, MA; +MA,
M~ my
—— — —-— ——
:OAl-ﬂ+OA2-#:OA1- m2 +OA2- 1 =
MA]_ MAg_ mo mo
— —
_m; OA;+m, OA, Kb
m;+m,

Piepemsim tagad, ka formula (1) pieradita k punktu gadijumam. Apskatisim k +1 punktus
AL A, A, Ay, kuros izvietotas attiecigi masas My, Moy, ..., My, My, 1; apzZIm&sim pirmo
k masu centru ar Mg, bet visu k + 1 masu centru ar Mg+1.
Saskana ar pienémumu
— — —
7 my-OA;+m, -OA,+...+my -OA,
OMy = .
My +My +...+Mmy

Punktu Mg+1 var atrast ka masas centru divam masam: punkta Ak+1 eso$ajai masai mg+1 un punkta
Mk esoSajai ,,apvienotajai masai” My +M, +...+ M . AtraSana lietosim jau pieradito formulu
n = 2 (skat. 98. zim.):

mq+...+myg Mi+1

Mk M k+1 Ak+1

98. zZIm.

— S
= (m1+m2+...+mk)'OMk+mk+l'OAk+1_

OMk41 =
(My+my +...4m )+my,y

— —

mlOA1+...+mk OAk
mq+...+My
my+My +...+My +My g

—
(m1+...+mk)' +mk+1'OAk+1

—> —> —> -
My -OA+my -OA,+...+ My -OA+ My g - OAk41

my+mMy +...+My +Myq

Induktiva pareja izdarita, tatad miisu formula pieradita visiem naturdliem n. &

Formula (1) ir ,,simetriska”; ta nemainas, ja punktu A1 un masu mi nosauc par Az un mz un
otradi. Tapéc meés redzam, ka masas centra stavoklis nav atkarigs no ta, kada kartitba mes
»apvienojam” punktus, vispirms atrodot punktos A1 un Az novietoto masu my un my masas centru
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Mz, péc tam punkta M novietotas masas m; + M, un punkta As novietotas masas ms centru Ms,

utt.
Sekojosa teoréma ievérojami atvieglo masas centra atrasanu.

TEOREMA PAR GRUPESANV.
Ja punktos By, By, ..., By izvietotas masas my, my, ..., my un punktos C1,C2,..., Ck

igvietotas masas my,m>, ..., m’k,’ pie tam punktos B; izvietoto masu centrs ir Ma un punktos

C: izvietoto masu centrs ir M, tad visu masu centram M pastav vienadiba

—— ———
—— (mi+...4+my) OM +(m' +mh +...+my )-OﬂVl
2 OMz( 1 n) B { ,2 I,i C.
(mg +...+my )+\m7 +m+...+mg |
B e

Teorémas pieradijumam atliek 3 reizes lietot formulu (1), izsakot OM, OMg, OM¢ .

Teorémai par grupéSanu ir uzskatama fizikala jéga: ta apgalvo, ka masas centru var atrast, sadalot
masas divas grupas, atrodot masas centru katrai grupai atseviski un p&c tam atrodot masas centru
abiem atrastajiem masas centriem, kuros sakoncentrétas atbilstoSo grupu kopigas masas.

Lasitajs bez grutibam var pieradit lidzigu teorému, ja sakotngjas masas tiek sadalitas nevis divas,
bet lielaka skaita grupu.

Definicija. Ja visos punktos A1, A2, ..., Ay izvietotas vienddas masas, tad to centru sauc

par punKtu sistemas Ay, A, ..., Ap centroidu.

Ja izvietotas masas ir m, tad centroidam M saskana ar (1)

— —

—— —— — m[OA1+ ...+ 0A, J —— ——
6“7':ml-OA1+m2~OA2+...+mn-OAn _ =OA1+...+OAn’ ti.
m+m+...+m n-m n
centroida stavoklis nav atkarigs no ta, cik lielas vienadas masas izvietotas punktos

AL A, LA,

Acimredzot, divu punktu centroids ir to veidota nogriezna viduspunkts, triju punktu centroids - to
veidota tristira medianu krustpunkts, Cetru punktu centroids - to veidota Cetrstira vidusliniju
krustpunkts (skat. attiecigi 27., 66., 68. Ipp.)

No teoré€mas par grup&Sanu izriet $ads rezultats.

Teorema. Ja n punktu sistemu patvafiga veida sadala divas R un n - R punktu apaR§sistemas un
savieno iegiito apak$sistemu centroidus ar taiSpu nogrieZniem, tad visi $ida cefd iegiitie
nogrieZni Rrustojas viend punkta - un dalds taja attieciba (n - R): R,

Atstajam to lasitdjam pamatot patstavigi.

Daudzus ieprieks pieraditus rezultatus (piem., tos, kas balstas uz Cevas teorému) var &rti pamatot,
izmantojot centroida jédzienu; atstajam to izdarTt lasitajam patstavigi.

Piemers.

Pienemsim, ka trijstira ABC virsotn@s ievietotas attiecigi masas M, Mg un m¢. Caur to

masas centru vilkta taisne krusto taisnes AB, BC, CA attiecigi punktos C1, A1, B1. Pieradit, ka
Mp , Mg Mc

+ + =0
MA  MB MG
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Atrisindjums.
Nemot formula (1) O = M, misu gadijuma ieglstam

— — — o

(3) Ma -MA+mg-MB+mc-MC=0.

@

Cy t

B

99. zim.

- -
Izvélamies uz taisnes t vienibas vektoru e un tadu vérsumu, kas sakrit ar € vérsumu.

— —>
Skaidrs, ka M neatrodas uz malas AB. Tapéc MA un MB nav kolineari vektori; tad eksisté tadi
o4 un By, ka

- — —
(4) e:(Xl MA‘FBJ_ MB
%
. 7 € .
Megs apgalvojam, ka MC, = TieSam
oy + Py
%
—-— —-—
€ _ %M AP ‘MB;taiki — 2 4 P _q,
ayp+Pp oy +Py oy +Py oy +B; oy +Py
_)
tad no punkta M atlikta vektora € 5 galapunkts atrodas uz taisnes AB, bet tas atrodas arT uz
Oy +P1

_)
taisnes t, jo atliktais vektors kolinears vektoram e . Tatad atlikta vektora galapunkts ir t un AB
krustpunkts, t.i., C1.

— —

- - i
Taka MC, =MC;-e un MC, = -e,tad MC, = L un
oy + Py oy +PBy
1
4' — =0yt
(4) Me, P
Lidzigi iegiist formulas
- — i
(5) ezﬁzMB‘l"YlMC
1
5 —— =, +
(5" MA, Ba+11
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Mums japierada, ka
(7) Ma (B2 +v1)+ Mgz +az)+me(oy +B1)=0
No formulam (4) un (5) ieglistam, nemot véra (3), ka

— —-— —-— Ma = Mo -
o -MA+B, - MB=8,- MB+Y1.(——A- MA-—E. MBJ
Mc Mc
— —>
Taka MA un MB - nekolineari vektori, tas iesp&jams tikai tad, ja abas vienadibas pusé€s sakrit
N _
koeficienti gan pie MA, gan pie ME; tatad o =—y1 -nr:]—A jeb
Cc
(8) ay-Mc+yp-Ma =0.
Lidzigi iegiistam sakaribas
(9) Pr-Mc+y,-mg =0
(10) Pz-mp+ay-mg=0
Saskaitot (8), (9) un (10), iegiistam (7). Uzdevums atrisinats.
Loti daudzu uzdevumu risinaSanas pamata ir sekojoSa teoréma, kas lauj izsacit trijstiira ieksgja
punkta radiusvektoru ar ta virsotpu radiusvektoriem.
Teorema. Ja trijstira ABC ieR$pusé atrodas punkts M un virsotnés A, B, C ievietotas atbilstosi
masas L (BCM), L (CAM) un L (ABM), tad masu centrs ir punkta M.

Pieradijums.
A Apzimésim CM pagarinajuma krustpunktu ar AB ar Ci:. Piepemsim, ka biitu pieradits:
virsotnes A un B tevietoto masu centrs ir C1. Tad visu triju masu centram jaatrodas uz taisnes

CCi jeb, kas ir tas pats, uz taisnes CM. Lidzigi tam jaatrodas arT uz taisném AM un BM; tatad tas
atrodas punkta M.

C

A i
hy,
100. zim.

Lai pieraditu izcelto apgalvojumu, saskana ar Arhimeda sviras likumu japierada, ka
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AC, _L(CAM)

BC, L(BCM)
Un tiesam, izmantojot iekrasoto trijstiiru Iidzibu,

1
Ac_hy 2" MC Licam) )
BC; hp ;hb_MC L(BCM)’

2

No §is teorémas un formulas (1) uzreiz §e_ko_ )
TEOREMA PAR TRIISTURA IEKSEJA PUNKTA RADIUSVEKTORV.
Ja trijstura ABC iek§puse atrodas punkts M, tad

~>  [(BCM) T LlcaM) > c(ABM)
(11) 09v1_W o;<1+W 0B+ 80 °C:

Piemeri.
1. Ja | - trijstarT ABC ievilkta rinka centrs, tad (skat. 101. zim.)

C

A B

101. zim.

L(ABC)=p-r, L(ABI)=%-r, L(BCI)=%~r, L(CAI)=g-r.Tépéc

a - b - c -
-OA+ -OB+ -OC.
a+b+c a+b+c a+b+c
2.Ja S - Saurlepku trijsttrim ABC apvilkta rinka centrs (skat. 102. zim.), tad

-
Ol =
C

S
A B

NS

102. zZim.
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ZASB=2/ACB=2/C, tapéc L(ABS)= E R-R-sin 2C_ER sin2C.

Lidzigi L(BCS)—ER sin2A un L(CAS)= ER sin2B. Tapéc

] - - -
E)_S)— sin2A-OA+sin2B-0B+sin2C-0OC
sin2A +sin 2B +sin2C '
3. Ja H - saurlenku trijstira ABC augstumu krustpunkts, tad (skat. 103. zim.)

C

H

A 1 B
Ci

103. zim.

L(ABH) _HC, _AC,-tg/HAC, _tgloo°-B) 1
L(ABC) CC, AC;-tgZCAB tgA  tgA-tgB’

Tapec

- 1 - - 1 -

-OC+ -OB+ -OA
tgA - tgB tgA -tgC tgB-tgC

3.5.2. Trijstiira teR$eja punkta baricentriskas Roordinatas.

Ievietojot iepriekséja apakSpunkta iegttaja formula (11) O = M, seko, ka
L(BCM) 2 L(CAM) > L(ABM)ME_g
L(ABC) L(ABC) L(ABC) '
L(BCM) _ y L(CAM)  L(ABM)
L(ABC) '’ L(ABC) ! L(ABC)
Tad, ta ki L(BCM)+L(CAM)+L(ABM)=L(ABC), iegiistam
—> —> — o

(13) X1 -MA+y;-MB+z;-MC=0
Definicija. Skaitfus X1, y1, 21, Ras apmierina (13) un (14), sauc par punkta M baricentriskajam
Roordinatam trijstiri ABC.
Ja ir skaidrs, par kuru trijstiri ir runa, xi1, Y1, Z1 sauc vienkarSi par punkta M baricentriskajam
koordinatam.
S1 apakSpunkta ietvaros trijstiiris ABC biis fikséts.
Formula (12) parada, ka katram trijstira ABC iek$€jam punktam eksisté vismaz viens
baricentrisko koordinatu komplekts, un parada ari, ka to izsacit ar AABC un ta dalu laukumu
palidzibu.

(12)

Apzimésim =2.
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TEOREMA PAR UNITA1L.
Punkta M baricentriskas Roordinatas ir noteiktas viennozimigi.

Picradijums.
A Pienemsim, ka kadam punktam M pastav sakaribas
—> —> —> o
(15) Xl'MA+y1-|\/|B+Zl-|\/|C=0,
(16) X1+Y,+27 =1,
—> —> —> o
(17) X2'MA+y2'MB‘|‘22'MC:O,
(18) Xo+Yo+2Z,=1
No (15) un (16) seko, ka

— — — >

X, -MA+Y; -MB+(1-Xx; —y;)-MC=0
_— —— -_— — — >
X;| MA-MC |+y;| MB-MC|+MC=0

-— — -
X1+ CA+yl -CB+MC=0

—

(19) CM=x,- CA+ Y- CB
Lidzigi no (17) un (18) iegiist

—>

(20) CM=x,- CA+y2 CB

- -
Ta ka CA un CB ir nekolineari vektori; tad no (19) un (20) seko, ka x1 = X2 un y1 = y»; tad no
(16) un (18) seko ari, ka z1 =z2. Teoréma par unitati pieradita. &

TEOREMA PAR. RADIUSVEKTORA SAKARU AR, BARICENIRISKAIAM
KOORDINATAM.
Ja x, y, 2 - punkta M baricentriskas Roordinatas, tad patvafigam punktam O
—> e
(21) OM=x-04+y-0OB+z-0OC.

Pieradijums.
A Viegli parbaudit, ka
- - - _—_ —> _ — _ ——
X-OA+y-OB+z-OC=x-| OM+ MA|+y:| OM+ MB|+z:| OM+ MC |=

— —-—— —-—— —— —-—— —
=OM(x+y+2)+| X-MA+y-MB+z-MC _ OM-1+ 0 =OM, k.b.j.

Ta ka formulu (21) var uzrakstit art forma
%

—-——>
oM =X OA+y OB+z- OC’
X+Yy+2
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iegiistam baricentrisko koordinatu fizikalo jégu: punkta M baricentriskas koordinatas ir tadas
masas, kuru summa ir 1 un kuras ievietojot AABC virsotnés, masu centrs ir punkta M. No

Sejienes ar1 radies nosaukums; ,,baricentrs” latviski nozZime ,,smaguma centrs”. F Y

3.5.3. Baricentrisko Rgordinatu visparinajums patvafigam plaknes
punktam.
3.5.3.1. Formala definicija.

_ —>
Pienemsim, ka ABC - fikséts trijsturis, M - kaut kads plaknes punkts. No vektoriem MA, MB,
—
MC vismaz divi ir nekolineari (citadi A, B, C atrastos uz vienas taisnes). Varam pienemt, ka
—— —>
nekolineari vektori ir MA un MB. Tad eksisté tadi skaitli o un g, ka
— — — — — —_ >

MC=-a-MA-B-MB, ko var parrakstit ka 1- MC+a-MA+3-MB= 0.
Ieverosim, ka 1+o+p#0; preteja gadijuma punkti A, B, C atrastos uz vienas taisnes (skat.
93. Ipp.) Tapec iegiito vienadibu varam pierakstit ka
a — B — 1 — >

-MA+ . -MC=0
1+o+p 1+o+p 1+a+p
Apzimgjot =X, B =Y, =7, leglstam
1+a+p 1+ a+P 1+a+P
— — — =

(22) X-MA+y-MB+z-MC=0
(23) X+y+z=1,

kas saskanojas ar 3.5.2. apakSpunkta definiciju. Attiecinot So definiciju uz patvaligu plaknes
punktu, esam visparinajusi baricentrisko koordinatu jédzienu patvaligam plaknes punktam.

3.5.2. apakSpunkta pieradot teorémas par unitati un par radiusvektora sakaru ar baricentriskajam
koordinatam, nekur neizmantojam to, ka M ir AABC ieks&js punkts, bet atsaucamies tikai uz
sakaribam, kas lidzveértigas (22) un (23). Tapéc S§is abas teorémas paliek speka ari patvaligam
plaknes punktam M.

3.5.3.2. Geometriskd jéga.

Noskaidrosim patvaliga plaknes punkta M baricentrisko koordinatu geometrisko jégu. Sim
noliikam ievedisim orientéta laukuma jedzienu.
Definicija. Par AABC orientetu laukumu sauc

a) AABC laukymu L (ABC), ja virsotnes A, B, C sakartotas preteji pulkstena raditaja
Rustibas virzienam (tad saka, kg 1A BC orientéts pozitivi)

b) AABC laukymam pretéjo lielumu -L (ABC), ja virsotnes A, B, C sakartotas pulkstena
raditaja Rustibas virziend (tad saka, Ra AABC orientéts negativi)

AABC orienteto laukumu apzime ar [ABC.]

Ja punkti A, B, C atrodas uz vienas taisnes, tad pec definicijas [ABC] = 0.
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Piemert.
1. [ABC] = L (ABC), [MNK] = - L (MNK) (skat. 104. zim.)

A

104. zim.
2. @atvaligam trijstarim ABC [ ABC|=[BCA|=[CAB|=-{BAC]=-]1CB|=-]cBA].
Teorema. Ja  ABC-  trijstiris un M-  patvafigs  punkts, tad
[ABC] = [ABM] + [BCM] + [CAM].

Pieradijums.
TAplﬁkosim gadfjumu, kad AABC orientéts pozitivi; otra gadijuma apskatiSana ir pilnigi
analoga.
Skirosim apak$gadijumus atkariba no ta, kur atrodas punkts M.

a) M ir AABC ieksgjs punkts (skat. 105.a zim.). Tad

[ABC]|= L(ABC)= L(ABM)+L(BCM)+ L(CAM)=[ABM]+[BCM]+[CAM].
b) M sakrit ar kadu no virsotném, piem&ram, ar A (skat. 105.b zim.). Tad
[ABC|=L(ABC)=0+L(BCA)+0= ABM]+ [BCM] [CAM]

ALALA
LA A

e) g)

105. zZim.
¢) M ir kadas malas, pieméram, AB, iek$gjs punkts (105.c zZim.). Tad
[ABC|=L(ABC)+0+L(BCM)+L(CAM)=[ABM]+[BCM]+[CAM]
d) M atrodas uz malas pagarinajuma pozitivaja AABC apieSanas virziena (105.d. zim.). Tad
[ABC]|= L(ABC)=0+L(CAM)-L(BCM)=[ABM]-[CBM]+[CAM]=[ABM]+[BCM]+[CAM]
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e) M atrodas uz malas pagaringjuma pret&ji pozitivajam AABC apieSanas virzienam

(105.e. zim.). Tad
[ABC]=L(ABC)=0+L(BCM)-L(CAM)=[ABM]+[BCM]+[CAM]
f) M atrodas arpus trijstira ABC, bet kada ta virsotnes lenka iekSpuse (105.f zim.). Tad
[ABC|=L(ABC)=-L(ABM)+L(BCM)+ L(CAM)=[ABM]+[BCM]+[CAM]

g) M atrodas arpus trijstira ABC, bet kadas virsotnes lenka krustlenka iekSpusé
(105.g zZim.). Tad

[ABC]|=L(ABC)= L(AMC)- L(ABM)-L(CBM)=—L(ABM)-L(BCM)+ L(CAM) =

—[ABM]+[BCM]+[CAM]

Vajadziga vienadiba parbaudita visos iesp&jamos gadijumos. Lidz ar to teoréma pieradita. &

Piezime.

Velak, kad iepazisimies ar vektoru pseidoskalara reizinajuma jédzienu, $ada variantu SkiroSana
nebiis nepiecieSama; pieradijumus uzdevumos, kas saistiti ar orientéta laukuma jédzienu, varésim
veikt ,,uzreiz vispariga veida”.

Teorema. Ja dots AABC, tad patvafigam punktam M pastav sakariba

[BCH] > [cAM| > [ABM] >
(24) [a5(] MA+ [43C] MB+ (aaC] MC=0.

¥ Misu pasreiz€jas zinasanas lauj So teor@mu pieradit vienigi, analiz§jot daudzus iesp&jamus
gadfjumus atkariba no punkta M izvietojuma attieciba pret AABC. Tas ir garlaicigi un nav
pamacosi. Tapéc teorémas pieradijumu atliksim lidz nodalai ,,Vektoru pseidoskalarais
reizinajums”, kur visus gadijjumus varésim aptvert ar vienu su spriedumu. Pasreiz teorémas
ilustracijai atzimésim tikai, ka gadijuma, kad M - trijstira ABC iek$&js punkts, teorémas
pareiziba seko no formulas (12) 108. lpp; visiem trijstiriem ABC, BCM, CAM, ABM
orientacijas ir vienadas, tapec

[BCM] L(BCM) [CAM] L(CAM) [ABM] L(ABM)

[ABC] L(ABC)' [ABC] L(ABC)' [ABC] L(ABC)
Atzimésim, ka no ieprieks pieraditas teorémas seko

(25) [BCM] [cAM] [ABM]

[ABC] ’ [ABC] ’ [ABC|

Vienadibas (24) un (25) lauj secinat:
[BCM] [CAM] [ABM]
[ABC]' [ABC]' [ABC]
Turpmak punkta M baricentriskas koordinatas trijstiri ABC apzim&sim ar Ma, Mg, Mg, t.i.,
_[BcM] _[cAm] M. — [ABM]
A7 JABC] "B [ABC]' ¢ [ABC]
Punktu koordinatu forma apzimésim ari ka M (Ma, Mg, Mc), pieméram (skat. 107. — 108. Ipp.):

punkta M baricentriskas Roordinatas trijstiuri ABC ir sRaitfi

a b c 11 1
I( : : j H : : utt.
a+b+c a+b+c a+b+c tgBtgC tgAtgC tgAtgB
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TEOREMA PAR KOLINEARITATIL.
Tris punkti M, K, L atrodas uz vienas taisnes tad un tikgi tad, ja

Mg Mg Mc
(26) Ka K XKc¢|=0.
Lg L Lg

Pieradijums.
¥ Atceroties 93. Ipp. minéto teorému, M, K un L atrodas uz vienas taisnes tad un tikai tad, ja
eksiste tadi skaitli x, y, z, kas visi vienlaikus nav 0, ka

— - -—- -

X+y+z=0un x-OM+y-OK+z-OL=0.
—_ - -5
Izsakot OM, OK, OL ar baricentrisko koordinatu palidzibu, ieglistam
o - - - - -
X| Mp -OA+ Mg -OB+ M -OC [+y| Kp -OA+Kg -OB+ K -OC |+

—

- - -
+Z LA OA+ LB OB+ LC OC = 0 f
ko var parrakstit ka

- -
(27) (X-Mp +Y-Ka +2-Lp)-OA+(x-Mg +y-Kg +2-Lg)-OB+
-— -

+(Xx-Mg+y-Kc+2-Lg)-0OC=0.

Tevérosim, ka (X-Ma +Y-Ka +2-Lp)+(X-Mg+y-Kg +z-Lg)+(X-Mc +y-Kc +2-L¢)=
=x(Ma +Mg +Mc)+y(Kp +Kg +Kg)+2z(Lp +Lg +Lc)=X-1+y-1+2-1=x+y+2=0.
Ta ka punkti A, B, C neatrodas uz vienas taisnes, tad formula (27) visam iekavam jabit 0O;
legiistam, ka vienadojumu sistémai

X-Mp+Y-Ka+Z-Lpo=0

X-Mg+y-Kg+z:-Lg=0

X-Mc+y-Ke+z-Lc=0
jaeksisteé nenulles atrisinajumam, kas savukart ir ekvivalents nosacijumam (26). Lidz ar to
teoréma pieradita. 4

Piemers.
Pieradisim vélreiz Menelaja teorému (skat. 44. lpp.)
. L .. (cB AC,
Ja punkts C; atrodas uz taisnes AB, tad ta baricentriskas koordinatas ir | =, —=, 0 |. Lidzigi
AB AB
B1 un Ay baricentriskas koordinatas ir attiecigi i, ,i un | 0, A:1C, % . Saskana ar
AC AC BC BC

teorému par kolinearitati A1, B1, C1 atrodas uz vienas taisnes tad un tikai tad, ja
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o AC BA
Bc - e 0 AC BA
ﬁ 0 A=Cl=o jeb B,C 0 AB|=0.
@ A_Cl . c,B AC, O

AB AB

Izversot determinantu, Sis nosacijums lidzvertigs ar
(-CA;) AB,(-BC;)=—(-AB) B.C-(-CA)
AB, CA; BC, _

B,C AB CA

-1, kbj.

Vzdevumi.

Uzdevumos 1.-3. lictoti apzim&jumi AB = ¢, BC = a, CA = b, p =2 2*C

, r—AABC ieradiuss,

fa, b, I'c - atbilstosi ta pieradiusi, I - iecentrs, la, I, Ic - piecentri, O - patvaligs punkts.
1. Trijstirm1 ABC ievilkta rinka Imija pieskaras malam AB, BC, CA atbilstosi punktos Cy,
Ay, B1.
a) izmantojot Cevas teorému, pieradi, ka taisnes AA1, BB1, CCi krustojas viena
punkta Z (Zergona punkts),

- — -
- . . .
b) pieradi, ka 07 = 12 OA* Mo -OB+ e -OC
[+ +T;

2. Trijstira ABC pierinka [inijas pieskaras malam AB, BC, CA atbilstosi punktos Cz, Az,
Bo.
a) izmantojot Cevas teorému, pieradi, ka taisnes AAz, BB, CC, krustojas viena
punkta N (Nagela punkts),
- - -
—— —a)- —b)- —c)
b) pieradi, ka ON = (p~2)-OA+(p—b)-0B+(p—c)-OC
p
3. a) pieradi, ka taisnes, kas simetriskas trijstiira medianam attieciba pret atbilsto$ajam
bisektris€m, krustojas viena punkta L (Lemuana punkts),

o T o T2, T2
- . . .
b) pieradi, ka OL = & OA+b”-0B+c”-OC

a?+b?+c?
4. Pieradit, ka

- - -
—a-0OA+b-OB+c-0OC

—a+b+c '

) - -

Atrast analogas formulas vektoriem Ol, un Ol. .

5. legit trijstira medianu krustpunkta radiusvektora formulu ar baricentrisko koordinatu

palidzibu.

-
Ol, =
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6. Visparinat trijstiira augstumu krustpunkta radiusvektora formulu (skat. 82. Ipp.) platlenka
trijstiira gadijumam.

7. Pieradit, ka patvaliga trijstiirm iecentrs, medianu krustpunkts un Nagela punkts
(skat. 2. uzd.) atrodas uz vienas taisnes (Nagela taisne).

8. Pieradit, ka uz Nagela taisnes (skat. 7. uzd.) atrodas ari AABC malu viduspunktu veidota
trijstira iecentrs.

9. Izmantojot 2. uzdevuma rezultatu, izsaki attiecibas, kadas Nagela punkts dala nogrieznus
AA1, BBy, CCy, ar AABC malu garumiem.

10. Pieradi, ka Lemuana punkts (skat. 3.uzd.) atrodas uz taisnes, kas iet caur malas
viduspunktu un pret to vilkta augstuma viduspunktu.

11.* Pieradi formulu (24) gadijumiem, kas att€loti 106. zZim.

106. zim.

12.X Pam&gini iegiit rezultatus, kas analogi 7., 8. un 9. uzdevuma rezultatiem, ja Nagela
punkta (skat. 2. uzd.) vieta apskata Zergona punktu (skat. 1. uzd.)
13. Kadu figiiru aizpilda tie punkti, kuriem viena no baricentriskajam koordinatam ir
a) nulle,
b) vieninieks,
c) cita konstante?
14. Pienemsim, ka dots punkts M (Ma, Mg, Mc) un taisne AM krusto taisni BC. Pieradit, ka

Mg Mc
Mg +Mc Mg +M¢ )

15.% Izstradajiet baricentrisko koordinatu fizikalu interpretaciju gadijumam, kad tas var bit
ar1 0 vai negativi skaitli; izmantojiet nulles masas un negativas masas. Interpretacijas izveides
gaita ieviesiet patvaligu (pozitivu, negativu vai nulles) masu centra jédzienu un pieradiet ta
pasibas, kas analogas jau pieraditajam teorémam par masu centra radiusvektoru (skat. 102. lpp.),
par masu centra radiusvektora sakaru ar visparigajam baricentriskajam koordinatam
(skat. 109. Ipp.). ApluRgjiet tikai gadijumu, Rad visu izvietoto masu summa nav 0.

krustoSanas notiek punkta Al(O,
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SERIJA , LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis
Makslinieciska noformétaja L. Kalnina

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas atjaunoSanu. Tas
Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet dvésel€ lielo islandieSu
tautu.

Kops ta laika misu tautu solidaritate izpaudusies daudzgjada zina. Viena no tas izpausmeém ir
projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts), kas apvieno abu valstu
specialistu pieredzi un pulinus matematikas olimpiazu un matematikas padzilinatas maciSanas
joma, sagatavojot darbu s€riju par svarigakajiem modernas elementaras matematikas
jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN generalmenedzeris
Benedikts Johannessons. Nenovért§jams ir ar1 vina finansialais ieguldijums.
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