





pietiekosi labi: §adu tuvinajumu precizitate aug ka lietoto dalu sauc&ju kvadrati, t.i., ievérojami
atrak neka saucgji pasi.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

117. Pieradit, ka lemmas formul&juma saucgja lielumu n var aizstat ar (n + 1).

118. Piepemsim, ka x1, ... , Xn ir kaut kadi reali skaitli, m - naturals skaitlis. Pieradit, ka var
atrast tadus veselus yi, VY2,..., VYn, uUn S, Kkas wvisi vienlaicigi nav 0, ka

1
XYy ¥ Xy, .t Xy, -8 < %m+1)“'

119. Pieradit, ka teoréma par kvadratisko aproksimaciju paliek speka, ja nevienadibas (*) labaja
1 1
2 2.
pusé lielumu” 9 aizstaj ar V5q
120. Vai teoréma par kvadratisko aproksimaciju paliek speka, ja nevienadibas (*) labaja pusé

i cq’
lielumu” 9 aizstaj ar kurc> /52

121X Vai teoréma par kvadratisko aproksimaciju paliek speka, ja nevienadibas (*) lielumu

I/
2 24
q aizstaj ar/ 9 " , kur ¢ - kaut kada patvaliga pozitiva konstante?

3. nodala. Dirihlé princips uzdevumos., kas saistiti ar grafa jedzienu

3. 1. Pamatjedzieni
Par grafu sauc att€lu, ko iegiist, atzim&jot dazus (varbiit vienu paSu) punktus un dazus no

tiem savienojot sava starpa ar linijjam (var ari gadities, ka nav novilkta neviena Iinija). Dazi
grafu piemeri paraditi 41. Zzim&juma.

o*—O0

o—@
a b c

41. zim.

Punktus sauc par virsotném, bet Iinijas, kas tos savieno, - par skautném.

Ja starp divam virsotném ir novilkta Skautne, tad tada ir tikai viena.

Ja speciali netiks noradits pret€jais, nevilksim Skautnes, kuru abi gali atrodas viena un tai
pasa virsotné.

Apskatot grafu, nav svarigi, ka novietotas virsotnes un ka novilktas Skautnes starp tam -
vai tas ir Iikas vai taisnas. Svarigi tikai, kuras virsotnes savienotas ar Skautni un kuras - né.
Piem@ram, abus 42. zim&juma redzamos grafus var uzskatit par vienu un to pasu grafu.
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42. zim.

Grafus lieto, lai att€lotu attiecibas, kas var pastavet vai nepastavet starp kaut kadu objektu
pariem. Piemé&ram, ja ar punktiem atté€lo cilvékus, tad varam vienoties: Skautni starp diviem
punktiem novelkam, ja attiecigie cilvéki sava starpa draudzgjas, un nenovelkam, ja
nedraudz€jas. Ja ir speka tada noruna, tad, pieméram, 43. zZim&uma grafs parada, ka P&teris
draudzgjas ar Jani, Karli un Aivaru, bet nedraudzgjas ar Juri.

Janis Juris

Aivars

Peteris 43. Zim.

Gandriz katrs ir redzg&jis celu sh@mas autoostas, kuras grafa virsotnes att€lo pils€tas un
ciematus, bet Skautnes - celus, kas tos savieno. 44. zim&uma redzamais grafs att€lo, kuriem
skaitliem no 1 lidz 7 lielakais kopigais dalitajs ir 1 (tie savienoti ar Skautni) un kuriem - né.

1

s

5 44, Zim.

Sadus piemerus katrs no jums varétu minét vel ilgi.

44. 7zZimgjuma redzam, ka nav svarigi tas, ka divas Skautnes zim&uma krustojas
(pieméram, Skautnes 2—-5 un 3-7). AtSkiriba no virsotném $adus Skautpu kopigos punktus
ZIm&juma neatzimésim ar melnu apliti.

Dazkart uzskatisim, ka Skautnes ir nokrasotas divas vai vairak krasas (piem&ram, zala
krasa starp virsotném, kas att€lo draugus, un sarkana krasa starp virsotném, kas att€lo
"nedraugus"). Ta ka melnbalta teksta krasas paradit nevar, tad $ados gadijumos Skautnes
att€losim ar dazada tipa linijam (taisnas, vilpotas u.tml.).

Par virsotnes pakapi sauc Skautnu skaitu, kas taja ietilpst. Pieméram, 42. zZim&uma
virsotnu A un B pakapes ir 2, virsotnes C pakape ir 3, virsotnes D pakape ir 1, virsotnes E
pakape ir 0.

Virsotnes V pakapi apzimesim ar p(V).

Pienemsim, ka dots grafs G ar virsotnu kopu W un skautnu kopu S. M@&s varam izvéleties
no kopas W kadu apakSkopu W1 un no tam kopas S Skautném, kuras savieno W1 virsotnes, kadu
apakskopu Si. Tadgjadi iegtto grafu Gi, kura virsotnu kopa ir W1 un Skautnu kopa Si, sauc par
dota grafa apakSgrafu. Skaidrs, ka grafam, visparigi runajot, var biit daudz apaksgrafu.
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3. 2. Uzdevumi, kuros var izmantot grafa virsotnes pakapes jédzienu

Risinot Sadus uzdevumus, tiek izmantota sekojoSa teoréma.

Teoréma par vienadam pakapem (TVP teoréma).

Katra grafa, kura ir vismaz divas virsotnes, var atrast divas virsotnes ar vienadam
pakapém.

Pieradijums. Pienemsim, ka grafa ir n virsotnes, n > 2. Katra virsotne nevar biit
savienota ar vairak ka n - 1 parg§jam virsotné€m, tapec nevienas virsotnes pakape neparsniedz n-1.
Tatad visu virsotnu pakapes var pienemt tikai vertibas 0; 1; 2;...; n - 2; n - 1, tatad n dazadas
vertibas.

Pienemsim no pretgja, ka visu virsotnu pakapes ir dazadas. Saskana ar Dirihl€ principu
Ds ir viena virsotne ar pakapi 0, viena virsotne ar pakapi 1,..., viena virsotne ar pakapi n - 1. Bet
tas nav iesp&jams: ja kadas virsotnes (apzimesim to ar A) pakape ir 0, tad nevienas citas
virsotnes X pakape nevar bit vienada ar n - 1; tieSam, X nav savienota vismaz ar A, tapéc
p(X)< n -2 (X var biit savienota ar visam virsotném, iznemot pati sevi un A). legiita pretruna,
tatad miisu piep€mums ir nepareizs, un visu virsotnu pakapes nevar but dazadas. Teoréma
pieradita.

Aplukosim, ka $o teorému lieto, risinot uzdevumus.

59. piemérs. Klasé ir 25 skoléni. Pieradit, ka diviem skoléniem Sai klasé ir vienads draugu
skaits (uzskatam, ka, ja A ir B draugs, tad ari B ir A draugs).

1. atrisinajums. Att€losim skolénus ar punktiem. Starp virsotn€m, kas att€lo draugus,
novelkam Skautnes. Katram skolénam vina draugu skaits ir vienads ar atbilstoSas virsotnes
pakapi. Saskana ar TVP teor€mu ir divas virsotnes ar vienadam pakap@m; atbilstoSajiem
skoléniem draugu skaits ir vienads. Uzdevums atrisinats.

Pamacosi atrisinat So uzdevumu ari tieSi, neatsaucoties uz TVP teorému. Aplikosim $adu
atrisinajumu.

2. atrisindjums. Nevienam skolénam nevar biit mazak par 0 draugiem vai vairak par 24
draugiem; tatad draugu skaitam var biit 25 dazadas vértibas 0; 1; 2;...; 23; 24. Vieniga iespéja,
ka izvairities no ta, ka diviem skol€niem ir vienads skaits draugu, ir panakt, lai vienam skolénam
butu 0 draugu, vienam - 1 draugs, vienam - 2 draugi, ..., vienam - 23 draugi, vienam - 24 draugi
(atsaucamies uz Dirihl€ principu D3). Bet tas nav iesp&jams: ja kadam skolénam ir 24 draugi, tad
vin§ draudzgjas ar visiem pargjiem, un tad nav tada skoléna, kuram nav neviena drauga - katram
ir vismaz viens draugs (tas, kur§ draudzgjas ar visiem). Uzdevums atrisinats.

Ka redzat, uzdevuma risinajums ar TVP teorémas palidzibu ir 1saks, bet "nekonkréetaks".
Iesakam katru uzdevumu, ko turpmak risinasiet ar TVP teorémas palidzibu, méginat atrisinat ari
tiesi.

60.* piemeérs. Kongresa sapulcéjas 1000 zindatnieku. Aptaujas rezultata tika konstatéts: ja
kadiem diviem zindtniekiem Saja kongresa ir kopigs pazina, tad viniem nav vienads skaits
pazinu. Bez tam ir vismaz divi zindtnieki, kas pazist viens otru. Pieradit, ka var atrast
zinatnieku, kam Saja kongresa ir tiesi viens pazina.

Atrisinajums. lzveidosim grafu; virsotnes att€los zinatniekus, Skautnes - paziSanos.
Apskatisim virsotni A, kuras pakape ir vislielaka. No uzdevuma nosacijumiem seko, ka p(A)>0.
Ja p(A) = 1, mekl€jamais zinatnieks var but A. Ja p(A) = n, kur n > 1, apskatisim virsotnes B ,
B> ..., Bn, kas tieSi savienotas ar A. Skaidrs, ka p(B1) > 1, p(B2) > 1,..., p(Bn) > 1 (visas B
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savienotas ar A); tapat p(B1) < n, p(B2)< n,..., p(Bn) < n, jo n ir vislielaka virsotnes pakape.
Tatad p(B1), p(B2),...., p(Bn) var pienemt tikai vértibas 1; 2;...; n. Visi skaitli p(B1), p(B2),...,
p(Bn) ir dazadi, jo Bi, Bo,.... Bn visi pazistami ar A. Tapéc saskana ar Dirihl€ principu D3 starp
p(B1) sastopamas visas iesp&jamas vértibas, tai skaita arl 1. AtbilstoSais zinatnieks B ir
mekl&tais. Uzdevums atrisinats.

Iesakam lasitajam patstavigi "partulkot" risinajumu no "grafu valodas" parasta valoda.

61.* piemers. Konferencé piedalds 25 zindatnieki; dazi no tiem ir pazistami sava starpd
(uzskatam, ka, ja A pazist B, tad ari B pazist A). Neviens zindtnieks nepazist visus paréjos, ja
divi zinatnieki viens otru nepazist, tad tiem ir viens kopigs pazina.

Pieradit: ja katram zinatniekam aprékina vina pazinu skaitu un iegiitos skaitlus saskaita,
tad summa nav mazaka par 72.

Atrisinajums. Pieradisim, ka nav zinatnieka, kam ir tikai viens pazina. Tiesam, ja
zinatnieka A vienigais pazina biitu B, tad B japazist art jebkurs cits cilveks C (jo A nepazist C,
tatad A un C jabiit kopigam pazinam, bet tads var biit vienigi B). Tada gadijuma B pazist visus,
bet ta ir pretruna. Lidzigi pierada, ka nav ar1 zinatnieka, kam nav neviena pazinas. Tatad katram
zinatniekam ir vismaz divi pazinas.

Pienemsim no pretgja, ka paziSanos summa S ir mazaka par 72. Ta ka S ir parskaitlis (katra
paziSanas ieskaitita taja divas reizes), tad S < 70. Saskana ar Dirihle principu kadam
zinatniekam, ko sauksim par profesoru, ir tiesi divi pazinas (sauksim tos par docentiem). Pargjos
22 zinatniekus sauksim par magistriem. Neviens magistrs nepazist profesoru, tapéc Kkatrs
magistrs pazist kadu no abiem docentiem. Tap&c docentu pazisanos kopskaits ar magistriem ir
vismaz 22, bet docentu visu paziSanos kopskaits ir vismaz 22 + 2. Tapéc visu pazisanos
kopskaits ir vismaz 2 (profesoram) + 2 (docentiem ar profesoru) + 22 (docentiem ar magistriem)
+ 22-2 (magistriem) = 70. Redzam, ka citu paziSanos bez min&tajam nevar bit, tatad:

1) docenti sava starpa nepazistas,

2) katrs magistrs pazistams ar vienu docentu,

3) katrs magistrs pazistams ar tiesi vienu citu magistru.

Ar vienu no abiem docentiem D1 pazistami vismaz 11 magistri. Lai docentam D2 bitu
kopigi pazinas ar katru no tiem, katram no D2 "apakSmagistriem" japazist kads D1
"apakSmagistrs", pie tam katram cits (jo katram D1 apakSmagistram ir tieSi 2 pazinas). Tapec
gan D1, gan D2 katrs pazist tie$i 11 magistrus, kas sava starpa pazistas pa pariem (viens no D1
grupas, otrs no D2 grupas). Bet tad, ja divi magistri (viens no D1 grupas, otrs no D2 grupas) viens
otru nepazist, tiem nav kopiga pazinas. Pretruna. Tatad miisu pien€mums ir nepareizs un S>72.

62. piemérs. Katrs klases skoléns apmekle tiesi 2 pulcinus. Katriem diviem skoléniem var
atrast vismaz vienu pulcinu, kuru apmeklé vini abi. Pieradit, ka ir pulcins, kuru apmeklé vismaz
2/3 visu klases skolénu.

Atrisinajums. Ja ir tads pulcins, kuru apmekl€ visi skoléni, viss kartiba. Pienemsim, ka
tada pulcina nav. Izv€lamies vienu skolénu o; pienemsim, ka tas apmekl€ pulcinus A un B.
Jabiit kadam skolénam f, kura pulcinu paris nav (A; B); ta ka o un 3 jabut kopigam pulcinam,
varam pienemt, ka 3 apmekle pulcigus A un C. Ir jabut skolénam y, kas neapmeklé pulcinu A
(citadi visi apmekletu pulcinu A, bet ta butu pretruna ar piepémumu); ta ka y jabiit kopigam
pulcinam gan ar o, gan ar 8, tad y apmeklg (B, C).

Mgs apgalvojam, ka citu pulcinu nav. Tie$am, ja kads apmekl&tu pulcinu D un vél kadu
pulcinu X, tad parim (D, X) nevar biit kopigs pulcins ar pariem (A, B), (A.C), (B, C) vienlaicigi.

Tapéc katrs skoléns apmekl€ divus no trijiem pulcigpiem A, B, C. Pienemsim, ka skolénu
ir n un katrs uzraksta uz atseviSkam zimit€m savu pulcinu nosaukumus; kopa ir n-2 = 2n zimites,
kas sadalas pa 3 pulciniem. Tap&c vismaz viena pulcina nosaukums uzrakstits uz ne mazak ka
1/3 -2n = 2/3-n Zimitém.

58



Uzdevumi patstavigai risinasanai

122.° Konferencé vairaki delegati paspieda cits citam roku (katrs paris sasveicinajas ne vairak
ka vienu reizi). Pieradit, ka var atrast divus delegatus, kas sarokojusies vienadu skaitu
reizu.

123. Futbola turnira piedalas 20 komandas; katrai ar katru jasp€l€ vienu reizi. Pieradit: lai ka ar1
organiz€tu turniru, jebkura bridi var@s atrast divas komandas, kas S$aja bridi bus
izsp€l&jusas vienadu skaitu (varbt 0) spelu.

124. Plakn€ uzzimétas 10 ripka Iinijas. Pieradit, ka starp tam var atrast divas rinka linijas, kas
pieskaras vienadam daudzumam uzziméto rinka Iiniju.

125.* Teatra izradé ieraduSies (m - 1)-n + 1 cilvéki. Pieradit: starp tiem var atrast vai nu m
cilvékus, kas visi pa pariem nepazist viens otru, vai art tadu cilvéku, kas pazist vismaz n
pargjos.

126. Turnira piedalas 25 komandas; katrai ar katru jasp€l€ 1 reizi. Pieradit: jebkura momenta var
atrast vai nu komandu, kas izsp€l&jusi vismaz 5 spéles, vai arT 5 komandas, kas sava starpa
nav izsp€l&jusas nevienu spéli.

127.* Konferencé piedalijas 20 valstu delegacijas; katru valsti parstavéja prezidents un
premjerministrs. Pirms konferences sakuma dazi delegati sarokojas (katrs paris ne vairak
ka vienu reizi; neviens prezidents nesarokojas ar savu premjerministru). Kad Irijas
prezidents pajautaja visiem citiem delegatiem, cik rokasspiedienu vini ir izdarijusi, visas
sanemtas atbildes bija dazadas. Cik reizu sarokojas Irijas premjerministrs?

128X Tris klasés macas pa 30 skoléniem. Katram skolénam abas pargjas klasés kopa (ne taja,
kura vin$ macas) ir tieSi 31 draugs. Pieradit: katra klasé var atrast pa skolénam ta, lai tie
visi trs sava starpa pa pariem draudzetos.
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3.3. Uzdevumi, kas saistiti ar sakartojumiem virknes un ciklos

Par virkni sauc grafu, kura virsotnes var apzimét ar Ap By A

AALAA,, .. A

n ta, ka grafa vienigas

9 . A. L. N .
Skautnes ir =-1""n" Virknes piemérs redzams 45. zim&uma, kur n = 5.

A1 AZ A3 A4 AS
*— & o & B 45, zim.

ALA, .. A

Par ciklu sauc grafu, kura virsotnes var apzimét ar

Skautnes ir Ao Ay s AL AL AA Cikla piemérs redzams 46. zim&juma, kur n = 6.

n ta, ka grafa vienigas

>

46. zim.

Protams, virknes un cikli var ar1 nebiit uzziméti tik regulari, ka paraditajos zim&umos;
ari 47. zim&juma a paradita virkne un 47. zim&juma b - cikls.

7 =z

47. Zim.
Mes uzskatam, ka virkn€ var biit arT tikai viena virsotne (tada gadijuma Skautnu vispar
nav), bet cikla vienmer ir vismaz divas Vvirsotnes.
Viegli saprast, ka virkn€ virsotnu ir par vienu vairak neka Skautnu, bet cikla virsotnu
un Skautnu daudzumi ir vienadi.

Saja punkta aplikosim uzdevumus, kuros virkné vai cikla jasakarto priek$meti, kas
nemti no divam vai vairakam grupam, turklat pastav ierobezojumi, kadi divi priekSmeti var
atrasties blakus. Att€lojot priekSmetus ar grafa virsotném, to atrasanos blakus attélosim,
novelkot Skautni, kas savieno abas virsotnes.

63. piemérs. Virkné novietotas 2n baltas un melnas lodites. Divas vienas krdsas lodites
nevar atrasties blakus. Pierdadit, ka katras krasas lodisu ir tiesi n.

Atrisinajums. Sadalam virknu pozicijas n paros: (1,2); (3,4); (5,6); ...; (2n-1,2n). Ja
melno lodiSu biitu vairak neka n, tad kada no n pariem blakus atrastos divas melnas lodites,
bet ta biitu pretruna. Ja melno lodiSu butu mazak neka n, tad kada no n pariem melno lodisu
nebiitu vispar; tad taja abas lodites biitu baltas un atrastos blakus, bet arT ta biitu pretruna.
Tatad melno lodiSu ir tiesi n. Tapéc ar1 balto lodisu ir tiesi n.
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Vienigie lodiSu novietojumi, kas apmierina uzdevuma prasibas, redzami 48.zZim&juma
(aiz katras melnas lodites jaseko baltai loditei, aiz katras baltas lodites - melnai loditei).
0O O0—----—0—8—0

64. piemérs. Ja virkné sakartotas 2n + 1 baltas un melnas lodites, turklat divas vienas
krasas lodites neatrodas blakus, tad vienas krasas lodisu skaits ir n, bet otras krasas lodisu
skaits ir n + 1. Vienigie sakartojumi, kas apmierina uzdevuma prasibas, redzami 49.
zimejuma.

*—O0—0— -~ --—9o—0—9

oO———U0— = =~ = O—@Pp—0
49. zZim.

Atrisinajums. Sadalam 2n + 1 pozicijas n + 1 "biiros": (1,2); (3,4); (5,6); ...; (2n-1, 2n);
2n+1 (n "buri" sastav no 2 pozicijam katrs, ped¢€jais "biiris" - no vienas pozicijas). Talakais
spriedums l1dzigs 63. piemera risinajumam. L1dziga cela var pieradit $adus rezultatus.

65. piemérs. Ja apli sakartotas 2n baltas un melnas lodites, turklat divas vienas krdsas
lodites neatrodas blakus, tad katras krasas lodisu ir tiesi n un tas izvietotas pamisus.
Atrisinajums I1dzigs 64. piemé&ra risinajumam.

66. piemérs. Ja apli novietotas baltas un melnas lodites, turklat balto lodisu ir vairak
neka melno lodisu, tad kaut kur divas baltas lodites atrodas blakus.

Atrisinajums. Novietosim melnas lodites; piepemsim, ka to ir n. Tad starp tam ir n
atstarpes. Sajas atstarpes jaievieto vairak neka n baltas lodites; tapec atradisies atstarpe, kura
nonaks vismaz divas baltas lodites. Saja atstarpé ari biis baltas lodites, kas atrodas blakus.
Uzdevums atrisinats.

No Sejienes izriet svarigs secinajums: ja apli novietots nepara skaits baltu un melnu
lodiSu, tad kaut kur divas vienas krasas lodites (tas krasas lodites, kuru ir vairak neka otras
krasas lodiSu) atradisies blakus.

Iesakam lasitajam patstavigi pieradit 63. - 65. pieméra rezultatus ar lidzigu metodi,
proti, atstarpes starp vienas krasas loditém pienemot par "biiriem".

Paradisim vél vienu pieradijuma metodi, kas lauj iegiit 63. - 66. pieméra rezultatus.
Pieradisim 66. pieméra rezultatu, izmantojot jédzienus, kas lidzigi virsotnes pakapes
jédzienam.

Aizstasim baltas lodites ar baltiem cilvéciniem, bet melnas lodites - ar melniem
cilvéciniem. Ta ka balto lodiSu bija vairak, tad balto cilvécinu ir vairak neka melno; tatad
balto cilvécinu roku ir vairak neka melno cilvécinu roku.

Liksim apli blakus stavoSajiem cilvéciniem sadoties rokas. Ta ka balto roku ir vairak
neka melno, tad nevar biit, ka visas baltas rokas sadotas ar melnajam - tad kadas divas baltas
rokas butu sadotas ar vienu un to pasu melno roku (pretruna!). Tatad kaut kur divas baltas
rokas sadotas viena ar otru. Saja vieta blakus stav divi baltie cilvécini, tatad sakotngji tur
blakus atrodas divas baltas lodites.

Iesakam lasitajiem lidzigi pieradit 63. - 65. piemera rezultatus, virknu gadijuma nemot
veéra, ka malgjo cilvécinu viena roka netiek sadota ar citu roku.

Turpmako uzdevumu risinajumos biezZi izmantosim lidzigas idejas. Dazkart atsauksimies
uz 63. - 66. piemera rezultatiem, katra gadijuma precizgjot, ko saprotam ar lodit€m un ko - ar
to krasam.
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67. piemérs. Apli kaut kada kartiba uzrakstiti skaitli no 1 lidz 1995 (katrs vienu reizi).
Pieradit, ka kaut kadu divu blakus uzrakstitu skaitlu summa ir parskaitlis.

Atrisinajums. Uzrakstito neparskaitlu ir vairak neka parskaitlu. Tapat ka 66. pieméra
risinajuma pieradam, ka kaut kur divi neparskaitli atrodas blakus (baltas lodites - neparskaitli,
melnas lodites -parskaitli). So skaitlu summa ir parskaitlis.

68. piemérs. Pa rutinu lapas linijam uzziméta slégta lauzta linija. Pieradit, ka tdas posmu
skaits ir parskaitlis.

Atrisinajums. Nekadi divi horizontali posmi neatrodas $aja I1nija tiesi viens aiz otra (tad
tie nebiitu divi posmi, bet veidotu vienu posmu). Tapat arm nekadi divi vertikali posmi
neatrodas tiesi viens aiz otra.

Bet, ja posmu pavisam biitu nepara skaits, tad saskana ar 66. pieméra secinadjumu vai nu
viena, vai otra no $Tm IpaSibam netiktu izpildita, tap€c posmu skaits nav nepara; tatad tas ir
para.

69. piemérs. Vai Saha zirdzins var apstaigat visas 9x9 riutinu kvadrata ritinas ta, lai
katra ritina nondktu tiesi vienu reizi un ar pédéjo gajienu atgrieztos ritina, no kuras saka
savu kustibu?

Atrisinajums. Izkrasojam ritinas parastaja Saha galdina kartiba. Ja mingtais zirdzina
marSruts biis reals, visas 9x 9 ritinas varétu sakartot cikla tai kartiba, kada zirdzin$ tas
apstaiga. Ta ka vienas krasas ritinu ir vairak neka otras krasas riitinu (to kopgjais skaits -
nepara skaitlis), tad kaut kur divas vienas krasas riitinas cikla atrastos blakus. Bet ta ir
pretruna, jo zirdzin§ var pariet tikai no melnas ritinas uz baltu vai no baltas uz melnu. Tatad
pienémums ir nepareizs, un minétais zirdzina marsSruts nav reals.

70.* piemers. Tris draugi A, B un C spélé galda tenisu. Katra spélé piedalds divi no
viniem, bet treSais stav malda un vero. Katras spéles zaudetajs nakosSaja spele dod vietu
treSajam. Zinams, ka A izspéléja 5 spéles, B - 11 spéles. Cik spéles izspéléja C?

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem seko, ka notikuSas vismaz 11 spéles. No
nosacijumiem seko ari, ka A nav izlaidis nevienas divas péc kartas sp&létas spéles.
Aplikosim $adus 6 "biirus" (tie veidoti no pirmo 11 sp&€lu numuriem): (1, 2); (3, 4); (5, 6); (7,
8); (9, 10), 11.

Katra no pirmajiem 5 "biiriem" jabiit vismaz vienai A spél&tai spélei; saskana ar D3 katra
no tiem ir tiesi viena A spéléta spéle. Tapec 11. spelé A nav piedalijies. No Sejienes seko, ka:

1) divpadsmitas sp€les vairs nav bijis (citadi A nebiitu piedalijies pec kartas speletas 11.

un 12. spélé); tatad pavisam bijusas 11 spéles un B piedalijies tajas visas,

2) no $Stm 11 sp&lém B piecas sp€l&jis ar A, tatad pargjas sesas - ar C. Secinajums - C

izspéelgjis 6 spéles.

Komentars. leveérosim, ka mes varam pat secinat pirmo 10 sp&lu rezultatus - tajas visas
uzvar€jis B. Vienigi par pédgjo, 11. spéli, nav skaidribas - taja var but uzvargjis vai nu B, vai

C.

71. *piemeérs. Pa apli uzrakstiti naturdli skaitli no 3 lidz 13 (katrs vienu reizi). Vai var
gadities, ka nekadi divi blakus uzrakstiti skaitli neatskiras mazak ka par 3 un vairak ka par
5?

Atrisinajums. Vienigas pielaujamas blakus uzrakstito skaitlu starpibas ir 3; 4; 5.
Apskatisim skaitlus 3; 4; 5; 11; 12; 13. Nekadi divi no tiem nedrikst biit uzrakstiti blakus.
Tatad 6 atstarpés starp tiem jabut vismaz pa vienam citam skaitlim. Bet So atstarpju
aizpildiSanai mums ir tikai 5 skaitli: 6; 7; 8; 9; 10. Tatad uzdevuma prasibas nav izpildamas.

72. piemérs. Doti 55 naturali skaitli, kas neparsniedz 100. Pierddit, ka starp tiem var
atrast tadus divus skaitlus, kuru starpiba ir 9.

62



Atrisinajums. Katrs no Siem 55 skaitliem dod kaut kadu atlikumu, dalot ar 9.
Atlikumiem pavisam iesp&jamas devipas vértibas: 0; 1; 2; ...; 7; 8. Ta ka 55=9-6+ 1, tad
saskana ar D2 vismaz viens atlikums bis sastopams vismaz 7 reizes. Apzim&sim $o atlikumu
arr.

No 1 Iidz 100 ir 11 skaitli, kas dalas ar 9, 12 skaitli, kas dod atlikumu 1, dalot ar 9, un pa
11 skaitliem, kas dod atlikumus 2; 3;...; 7; 8, dalot ar 9. (Parliecinieties par to patstavigi!)
Uzrakstisim rinda 12 skaitlus, kas, dalot ar 9, dod atlikumu r:

09+r;1.9+r;29+r;...; 11.9+r.

Tie 7 no 55 dotajiem skaitliem, kas, dalot ar 9, dod atlikumu r, atrodas S$aja virkng.
Spriezot lidzigi ka 66. pieméra risinajuma, iegustam, ka divi no tiem $aja virkn€ atrodas
blakus. To starpiba ir 9.

73.% piemérs. Taisnstiris sastav no 4x1995 ritinam. Vai Saha zirdzins var apstaigat
visas ritinas (katru vienu reizi) un ar pédéjo gajienu atgriezties ritind, no kuras saka savu
celu?

Atrisinajums. leveérosim, ka krasojums melna un balta krasa Saha galdina kartiba, kas
palidz€ja 69. pieméra, Soreiz nepalidz - taisnstlirl melno un balto ritinu skaits ir vienads.
Tapéc rikosimies citadi.

Vispirms iedalisim visas riitinas divas grupas: iek$¢jas un argjas (skat. 50.zim.).
Actmredzot iek$€jo un argjo ritinu skaits ir vienads.

arejas ieksgjas

50. zim.

levérosim, ka zirdzins§ no argjas rutinas var pariet tikai uz ieks€jo ritinu. Tatad ir vismaz
2x1994 ieksgjas ritinas, kuras zirdzinam sava marsruta janonak, aizejot no 2x1994 argjam
ritindm (no katras argjas rutinas japariet uz citu iek$&jo ratinu). Tapec, kaut arl eksisté
zirdzina gajieni, kas ved no vienas iekS$gjas riitinas uz citu iek§&ju ritinu, zirdzins tos izmantot
nedrikst - tad saskana ar D1 vin$ kada ieksgja riitind nonaktu vairak neka vienu reizi, bet ta
nedrikst but. Tapéc visi zirdzina veiktie gajieni no iek$€jam ritinam ved uz argjam ritinam.
Saskana ar 65. piemera risinajumu zirdzina marSruta ritinas izvietojas $adi:

) iek$€ja — argja —» iek3gja - aréja — ... - iek$gja — argja

(atgrieSanos uz sakuma rutinu neatspogulojam; varam uzskatit, ka cikliskais marSruts sakas
ieksgja riitina).

Tagad izkrasosim taisnstiira riitinas parastaja Saha galdina kartiba. Skaidrs, ka melno un
balto riitinu skaits ir vienads. Lidzigi ka 65. piemera iegiistam, ka zirdzina marSruta ritinas
izvietojas $adi:

melna — balta - melna — balta — ... 5 melna — balta
@  vai . .
balta —» melna — balta - melna — ... & balta — melna.

Salidzinot (1) un (2), iegiistam, ka visas zirdzina apstaigatas argjas rutinas ir viena krasa,
bet visas apstaigatas ieks€jas rutinas - otra krasa. Bet argjas riitinas ir gan melnas, gan baltas.
Tatad zirdzins neapstaiga visas taisnstiira rutigas. legiita pretruna

74.* piemérs. Doti 33 dazadi naturali skaitli; neviens no tiem neparsniedz 100. Pieradit,
ka starp tiem var izvéléties divus tadus skait{us, kuru starpiba ir 8, 9 vai 17.
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Atrisinajums. Sadalisim visus naturalos skaitlus no 1 lidz 100 cetras grupas pa 25
skaitliem katra: {1; 2;... ; 25}, {26; 27;...; 50}, {51; 52;... ,75}, {76;... ;100}.

Ta ka 33 = 4.8 + 1, tad vismaz viena no $STm grupam ir ne mazak ka 9 no dotajiem 33
skaitliem; pienemsim, ka to ir n. Samazinasim visus Sos skaitlus par vienu un to pasu lielumu
ta, lai mazakais no tiem klutu 1 (Sadas operacijas rezultata apskatamo skaitlu starpibas
nemainas). legiisim n skaitlus 1 =X1<Xo<...<X; <25, n>09.

Ja kads no skaitliem x ir 9, tad atrodama starpiba xj - Xy = 9 - 1 = 8. Ja starp skaitliem x;
skaitla 9 nav, aplukojam trijniekus:

{1;10; 18}
{2; 11; 19}
{3; 12; 20}
{4; 13; 21}
{5; 14; 22}
{6; 15; 23}
{7; 16; 24}
{8; 17, 25}.
To ir 8, un tie satur visus xi, 1<i <n. Ta ka skait]u x ir vismaz 9, tad kads trijnieks satur
divus no tiem. So skait]u starpiba ir 8, 9 vai 17, kas arT bija japierada.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

129.° Pa apli kaut kada kartiba uzrakstiti naturali skaitli no 1 Iidz 17 (katrs vienu reizi).
Pieradit, ka kaut kadu divu blakus uzrakstitu skaitlu summa ir parskaitlis.

130. Ap apalu galdu sz 1995 rukisi: pukkas, rotivappas, SilliSallas un snurres. Zinams, ka
pukkas nes€z blakus rotivappam un Sillisallas neséz blakus snurrém. Pieradit, ka kaut kur
divi vienas riikiSu cilts parstavji séz blakus.

131 .* Pa apli stav 100 bérni: 41 zéns un 59 meitenes. Pieradit, ka var atrast divus z€nus, starp
kuriem atrodas tiesi 19 citi bérni (vienalga, z&ni vai meitenes).

132.° Tornis izdarjja dazus gajienus un atgriezas laucina, kurd atradas kustibas sakuma.
Nekadi divi péc kartas izdariti gajieni nebija pa vienu taisni. Vai tornis vargja izdarit tiesi
1995 gajienus?

133. Vai Saha zirdzin$ var apstaigat visas 7x7 kvadrata riitinas ta, lai katra riitina nonaktu tiesi
vienu reizi un ar peéd€jo gajienu atgrieztos riitina, no kuras saka savu kustibu?

134.* Tris draugi A, B, C spéleja galda tenisu péc 70. pieméra aprakstitajiem noteikumiem.
Zinams, ka vini izsp€lgja attiecigi 10, 15 un 17 spéles. Kas zaudgja otraja spele?

135.* Vai var saskana ar 71. piemé&ra prasibam izvietot pa apli naturalos skaitlus no 1 lidz 13
(katru tieSi vienu reizi)?

136.° Doti 16 naturali skaitli, kas neparsniedz 30. Pieradit, ka starp tiem var atrast divus
skaitlus, kuru starpiba ir 5.

137.% Karalis apstaigaja visas 9x9 kvadrata ritinas, katra riitina nonakot tiesi vienu reizi.
Riitina, no kuras vin$ saka savu kustibu, karalis ne reizi neatgriezas. Kads bija garakais
iesp&jamais karala noietas lauztas linijas garums? (Uzskatam, ka riitinas malas garums ir
1; karala gajiena garumu meram ar attalumu starp atbilstoSo riitigu centriem.)

138.* Kvadrats sastav no nxn ritinam; tas izkrasotas Saha galdina kartiba ta, ka vismaz viena
stiira riitina ir melna. Figiira ar vienu gajienu var pariet no vienas riitinas uz citu riitinu,
kurai ar paSreiz€jo atrasanas vietu ir kopigs stiiris, bet ne kopiga mala. Kads ir mazakais
gajienu skaits, ar kuru figtra, kas sakuma novietota melna ritina, var apstaigat visas
melnas ritinas? Atrisinat So uzdevumu, jaa) n=38, b)n=9, ¢) n=10.

139.* Kvadrats sastav no 13x13 ritipam. Viena no ritinadm atrodas figtra "lauva". Lauva ar
vienu gajienu var parvietoties vienlaicigi par m ritindm horizontala un n ritinam
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vertikala virziena, kur m un n - patvaligi naturali skait]i, 2<m<9, 2<n<9. (Skaitli m un
n katra gajiena var mainities péc lauvas patikas. Turklat lauva uz kadu ritinpu X drikst
pariet tikai tad, ja saskana ar nupat minéto nosacijumu vins$ drikstétu pariet ar1 uz ritinu,
kas ir simetriska X attieciba pret vienu fiksétu kvadrata diagonali.) Vai lauva var
apstaigat visas kvadrata ratinas, katra nonakot tiesi vienu reizi? Ar p&dgjo gajienu nav
obligati jaatgriezas sakotngja ritina.

140.* Kvadrats sastav no 23x23 ratinam. Figlra "tigeris" ar vienu gajienu parvietojas
vienlaicigi par 3 ritinam horizontala virziena un par 4 riitinam vertikala virziena vai par
3 ratipam vertikala virziena un par 4 ritipam horizontala virziena. Vai tigeris var
apstaigat visas ritinas, katra riitina nonakot tiesi vienu reizi?

141. Kvadrats sastav no a) 8x8, b) 9x9 , ¢) nxn riitindm. Karalim jaapstaiga visas ratinas,
katra riitina nonakot tie$i vienu reizi, pie tam pamiSus jaizdara diagonalie gajieni un
"taisnie" gajieni ("taisnais" gajiens ir gajiens pa horizontali vai vertikali). Vai karalis to
var izdarit?

142. Karalim, izdarot tikai "taisnos" gajienus (skat. 141. uzd.), jaapstaiga visas 51. Zzim&uma

|

51. 2im.

lezimetas riitinas, katra riitina nonakot tiesi vienu reizi. Vai karalis to var izdarit?

143.* Kadu lielako daudzumu naturalo skaitlu, kas neparsniedz 100, var izveleties ta, lai
neviens no izvéleétajiem skaitliem nebiitu divas reizes lielaks par otru?

144 X Figiira, kas paradita 52. zZim&juma, jasagriez vairakas dalas ta, lai neviena dala nebiitu
neviena 2x2 rutigu kvadrata. Griezumi jaizdara pa ritipu linijam. Kads ir mazakais
iesp€jamais dalu skaits, ar ko to var panakt?

52. Zim.
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Aplikosim patvaligu sakarigu grafu. Pienemsim, ka iesp&jams apstaigat visas grafa
virsotnes, ejot tikai pa grafa Skautném, katra virsotné nonakot tikai vienu reizi un ar pedgjo
gajienu atgriezoties atpakal taja virsotn&, no kuras sakta kustiba.

Sadu marsrutu sauc par Hamiltona ciklu. Izslédzot prasibu, ka ar pedgjo gajienu
jaatgriezas sakuma virsotné (tad no sakuma virsotnes tikai sak kustibu, bet taja nekad
nenonak; turpretl visas citas virsotn€s nonak), ieglistam jédzienu par Hamiltona celu.

Iepriekséja punkta jau aprakstiti daudzi uzdevumi, kas bitiba ir uzdevumi par
Hamiltona celu. Piem@ram, atcersimies 69. piem&ru. Minéto kvadratu var attélot ka grafu;
grafa virsotnes ir rutinas, bet divas virsotnes savienotas ar Skautni tad un tikai tad, ja tam
atbilstosas riitinas atrodas viena no otras "Saha zirdzina gajiena attaluma" (atbilstosa grafa
fragments paradits 53. zim&juma).

53. zim.

Sada interpretdcija uzdevuma jautats par Hamiltona cikla eksistenci apskatamaja
grafa. No 69. pieméra risindjuma viegli varam iegit rezultatus, kurus var interpretét ka
Hamiltona cikla (cela) eksistences nepiecieSamus nosacijumus.

Teoréma par Hamiltona cikla neeksistenci.

Ja grafa virsotnes var nokrasot divas krasas (katru virsotni - viena krasa) ta, ka katra
Skautne savieno divas daZzadu krasu virsotnes, un ja pie tam abu Kkrasu virsotnu skaits
nav vienads, tad grafa neeksisté Hamiltona cikls.

Teoréma par Hamiltona cela neeksistenci.

Ja grafa virsotnes var nokrasot divas krasas (katru virsotni - viena) ta, ka katra
Skautne savieno divas dazadu krasu virsotnes, un ja pie tam abu krasu virsotnu
daudzumi atSkiras viens no otra vairak neka par 1, tad grafa neeksist¢ Hamiltona
cels.

Pieradijuma var izmantot 3.3.1. punkta lietotos paneémienus.

Uzmanibu! Atzimésim: ja izdodas nokrasot virsotnes divas krasas ta, ka katra Skautne
savieno dazadu krasu virsotnes un to skaits ir vienads, tad tas vél negaranté ne Hamiltona
cela, ne Hamiltona cikla eksistenci (skat., piem&ram, 54. zim.).

54. zim.
Matematika pazistami daudzi pietiekami nosacijumi, lai grafam eksistetu Hamiltona cikls.
Pieradisim vienu no tiem.
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Diraka teoréma. Ja sakariga grafa ar n virsotném no katras virsotnes iziet ne mazak
ka n/2 S§kautnes, tad grafa eksisté Hamiltona cikls (n > 3).

Piezime. Sis teorémas jéga ir skaidra: ja grafa katra virsotné ir pietiekami daudz iesp&ju
aiziet uz citam virsotn€m (tai skaita, loti iesp&ams, arl uz tadam virsotném, kuras neesam
bijusi), tad var izplanot ekonomisku grafa virsotnu apstaigasanu. Diraka teoréma precizé
pasvitroto vardu "pietiekami daudz" jégu.

Diraka teorémai pazistami vairaki pieradijumi. Izklastisim ungaru matematika L. PoSas
pieradijumu.

Apskatisim n virsotnu grafu (n > 3), kurd no katras virsotnes iziet vismaz n/2 Skautnes.
Ja grafa eksist€ visas iesp&jamas Skautnes (starp ikkuram divam virsotném), tad taja, protams,
ir Hamiltona cikls. Pienemsim, ka dazu iesp&jamo Skautnu grafa nav, un pienemsim pret€jo
tam, kas japierada - ka grafa nav Hamiltona cikla. M&ginasim grafam péc kartas pa vienali
pievienot trukstosas Skautnes, turklat katru kartgjo trukstoso Skautni pievienosim tad un tikai
tad, ja tas pievienoSana grafa vél nerada nevienu Hamiltona ciklu. Nav svarigi, kada kartiba
més méginam pievienot tritkkstosas Skautnes. Ta ka grafa triikst tikai galigs skaits Skautnu, tad
pec galiga solu skaita biisim ieguvusi jaunu grafu G, kam piemit $adas 1paSibas:

a) tam ir n virsotnes (n > 3),

b) no katras virsotnes iziet > n/2 Skautnes, jo Skautpu pievienoSana $o ipasibu
nevargja izjaukt,

¢) taja nav Hamiltona cikla,

d) pievienojot grafam jebkuru Skautni, kuras grafa vél nav starp divam dazadam taja
esoSajam virsotném, ieglstam jaunu grafu, kuram eksiste Hamiltona cikls. (Piezime: $adus
grafus sauc par piesatinatiem grafiem.)

Skaidrs, ka grafa G nav novilktas visas Skautnes. Apliikosim virsotnpu pari (X; y), starp
kuram grafa Skautnes nav. So $kautni pievienojot, grafa izveidojas Hamiltona cikls;
apzimgjam ta virsotnes cikla apieSanas seciba ar A1; Az;...; An ta, ka x apziméta ar A bety -
ar An. Tad vel pirms A1An pievienoSanas miisu apskatamaja grafa eksisteé Hamiltona cel§ A1
A2 An-]_ An .

Pienemsim, ka kadam i, 2 < i < n - 1, virsotne Aj savienota ar Skautni ar A1. Vai A, var bt
savienota ar Ai1 (skat. 55. zZim.)?

........
. v

A, \ A, A, A, A A, A, A
55. zim.
A A ..AAAA .. .
Acimredzot né€, jo tad grafa G veidojas Hamiltona cikls i - AAAAL - ALAA,

Ta ka A: ir savienota ar vismaz n/2 virsotném no kopas Ay Ay s Ay tad A, nav
savienota ar vismaz n/2 "pirms" §im virsotném eso$ajam,; tatad An nav savienota ar vismaz
n/2 + 1 virsotném, tatad ir savienota ar ne vairak ka n-(n/2+1)=n/2 - 1 virsotném. Ta ir
pretruna ar Diraka teorémas nosacijumiem.

Teoréma pieradita.

Piezime. lesakam pieverst Ipasu uzmanibu pieradijuma pan€mienam - parejai uz
"piesatinatu" grafu.

75. piemeérs. Uz viesibam atndakusi 2n cilveki. Katrs no tiem draudzéjas ar vismaz n
citiem atnakuSajiem. Pieradit: viesus var nosédinat ap apalu galdu ta, lai katram abas pusés
sedeétu draugi.
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Atrisinajums. Varam atrisinat uzdevumu, tiesi atsaucoties uz Diraka teorému. Att€losim
viesus ar punktiem - grafa virsotném. Ja divi cilvéki draudzgjas, atbilstoSos punktus
savienojam ar Skautni. Grafa izpilditi Diraka teor@mas nosacijumi, tatad taja eksiste
Hamiltona cikls. Cilvékus ap galdu varam sasédinat tada kartiba, kada atbilstoSas virsotnes
paradas Hamiltona cikla.

So uzdevumu var atrisinat arf citadi. Iesakam lasitajam "partulkot" to vispargja Diraka
teorémas pieradijuma. Vai pastav butiska atskiriba starp So un ieprieks doto pieradijumu?

Nosédinasim viesus ap galdu, ka pagadas. Ja nav tadas vietas, kur blakus s€z "nedraugi",
viss kartiba. Pienemsim, ka tada vieta ir un blakus s€dosSie A un B nav draugi. (skat. 56. zZim.).

A A
B

56. zim. D 57. Zim.
Pienemsim, ka cita vieta pulkstena raditaju kustibas virziena izdevies atrast divus
blakus sédosus cilvékus C un D ta, ka C un A ir draugi un ari B un D ir draugi (skat. 57.
zim.). Tad, atst3jot dalu viesu (apzimésim tos ar a) bez izmainam, bet otru dalu viesu - 3
nos€dinot otrada kartiba, A nonaks blakus C, bet B - blakus D. Pargjie blakus sédoso cilveku
pari nemainisies; ieglisim 58. Zzim&juma paradito situaciju.
A

)

D B 58. zim.

Saja situacija blakus sédogo nedraugu paru ir vismaz par vienu mazak neka situacija, kas
bija att€lota 57. zim&uma. Nedraugu para AB vieta ir draugu paris AC, bet mums nezinamu
attiecibu para CD vieta - draugu paris BD. Ja palicis vél kads blakus sédoSu nedraugu paris,
atkartojam So darbibu tikmeér, kameér blakus s€z tikai draugu pari. Ta ka sakotngja izvietojuma
blakus sédosu nedraugu paru skaits ir galigs, tad pie galiga operaciju skaita $adu paru vairs
nav, t.1., uzdevuma prasibas ir izpilditas.

Atliek pamatot, ka var€s atrast aprakstitos cilvékus C un D. Pienemsim pret&jo - $adu
cilvéku C un D nav. Tas nozimg, ka aiz katra A drauga C1, C2, Cs, ..., Cs s€z kads cilvéka B
nedraugs; tatad cilvékam B ir vismaz n nedraugu. Bet ta nevar but, jo saskana ar uzdevuma
nosacijumiem B ir ne vairak ka 2n-1-n=n-1 nedraugi (te paradas DP tipa spriedums!). legiita
pretruna ar1 pierada miisu apgalvojumu. Uzdevums atrisinats.

Nakosais uzdevums parada Hamiltona cikla raksturigakos pielietojumus.

76. piemérs. Bérnudarza grupa ir 10 bérni. Vini 4 dienas staigaja pa pariem, katras dienas
ietvaros pari nemainijas, bet neviens paris nestaigaja kopa divas vai vairak dienas. Pieradit,
ka piektaja diena bérni atkal var sadalities pa pariem ta, lai neviens no jauna izveidotais
paris ieprieks kopa nebiitu staigdjis.
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Atrisinajums. Att€losim bérnus ar grafa virsotném; savienosim ar Skautném tas virsotnes,
kuras att€lotie bérni minétajas 4 dienas v€l nav staigajusi kopa. No katras no 10 virsotném
iziet vismaz 5 $kautnes. Tatad grafa eksisté Hamiltona cikls. ST cikla virsotnes sadalam
blakusesosu virsotnu paros; atbilstoSie bérni ari var staigat kopa piektaja diena.

Mgés redzgjam, ka eksisteé dazi &rti nepiecieSamie Hamiltona cikla eksistences
nosacijumi, ka arT dazi erti pietickamie nosacijumi. Praktiski &rtu Hamiltona cikla eksistences
nosactjumu, kas biitu vienlaicigi gan nepiecieSami, gan pietickami, nav lidz Sai dienai, un to
atraSana ir matematikas nakotnes uzdevums. Ir pieradits: ja izdotos atrast &rtu Hamiltona
cikla eksistences nepiecieSamo un pietickamo nosacijumu, tad automatiski varétu izstradat
atrus un efektivus algoritmus daudzu praktiski svarigu kombinatorikas uzdevumu risinasanai.

Vienu no labakajiem nepiecieSamajiem nosacijumiem izstradajis latvieSu matematikis E.
Grinbergs. Tomér vina pieradijumam maz sakara ar vid€jas vértibas metodi un Dirihle
principu, tapec Seit tam nepieversisimies.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

145. (Ores teoréma) Pienemsim, ka sakariga grafa ar n virsotném (n > 3) ir speka sada
ipasiba: katram divam virsotném A un B, kuras nesavieno Skautne, atbilst
nevienadiba p(A) + p(B) > n. Pieradit, ka grafam eksisteé Hamiltona cikls.

146.X Uz viesibam atnaca 2n cilveki; katrs no tiem pazist tie§i n -1 citu atnacgju (n>2).
Pieradit, ka viesus var sadalit pa pariem ta, lai katra pari biitu pazistami cilveki.

147. Vai Diraka teoréma paliek speka, ja nosacijumu "vismaz n/2" aizstaj ar nosacijumu
"vismaz n/2-1"?

148.* Pieradit, ka Diraka teorému viegli iegtit ka Ores teorémas secinajumu.

149.* Grafa ir 2n + 1 virsotnes (n > 1); katras divas no tam savienotas ar Skautni. Pieradit,
ka grafa var atrast n Hamiltona ciklus ta, ka diviem no tiem nav kopigas Skautnes.

150. Vai 59. zimgjuma attelotajam grafam eksist€ Hamiltona cikls?

¢ RO

4

59. zim.
151 .% (Hvatala teoréma) Pienemsim, ka grafa G virsotnes apzimétas ar A1,Az, ....An tada
seciba, ka p(A1) <p(A2)< ... <p(An). Pieradit: ja katram i, kuram i< n/2, ir speka vai
nu p(Ai) > i+ 1, vai arT p(An-1) > n - 1, tad grafa eksisteé Hamiltona cikls.

Aplukosim situacijas, kuras uzdevuma risinasana izmantojamo grafu sadala ciklos un izseko
ciklu skaita izmainam.

[7. piemérs. Plaukta atrodas kopotie raksti, kas sastav no 100 séjumiem. Ar vienu
gajienu atlauts apmainit vietam jebkuru séjumu ar nepara numuru un jebkuru séjumu ar para
numuru. Bibliotekars grib salikt séjumus pareiza kartiba, izdarot péec iespéjas mazak gajienu.
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Kads ir minimalais gajienu skaits, kas ir pietiekams vina meérka sasniegSanai pie jebkura
sejumu sakotnéja izvietojuma?

Atrisinajums. Pienemsim, ka n s€jumi veido ciklu, ja viens no tiem atrodas taja vieta, kur
jabut otrajam, otrs taja vieta, kur jabut treSajam,..., n-tais taja vieta, kur jabut pirmajam
s€jumam. Katrs s€jums, kurs neatrodas sava vieta, ietilpst kaut kada cikla.

Ciklu sauc par para ciklu, ja taja ir tikai parskaitlu s€jumi, par nepara ciklu, ja taja ir tikai
neparskaitlu s€jumi, bet par jauktu ciklu, ja taja ir gan parskaitlu, gan neparskaitlu s¢jumi.
Kaut kadam s€jumu izvietojumam plaukta §1 izvietojuma koeficients ir $ads skaitlis: (to
s€jumu skaits, kas nav savas vietas) - (jaukto ciklu skaits) + (starpibas modulis starp para un
nepara ciklu skaitu).

Izvietojuma koeficients ir O tad un tikai tad, ja visi s€jumi atrodas savas vietas.

Lemma. Ja kaut kada séjumu izvietojuma koeficients ir lielaks par 0, tad
1) ar kaut kada gajiena palidzibu to var samazinat par 1;
2) ne ar kada viena gajiena palidzibu to nevar samazinat vairak ka par 1.

Pieradijums. Ir iesp&jami 3 gadijumi.

1. Ir vismaz viens jaukts cikls.

Ja taja ir tikai divi s€jumi, samainam tos vietam. L1dz ar to savas vietas neesosu sgjumu
skaits samazinas par 2, bet jauktu ciklu skaits - par 1. Lidz ar to koeficients kliist par 1
mazaks.

Ja cikla ir vairak ka 2 s€jumi un vismaz divi no tiem ir parskaitlu s€jumi, tad var atrast
tadu neparskaitlu s€jumu n, kas stav parskaitla s€juma vieta, un apmainit Sos divus s€jumus
vietam. Ta rezultata s€jumu, kas nav savas vietas, kliist par vienu mazak, bet ciklu skaits
nemainas.

Ja cikla ir vairak ka 2 s€jumi un viens no tiem ir parskaitla s¢jums, tad vismaz divi ir
neparskaitlu séjumi. Tada gadijuma jarikojas analogiski.

2. Ir vismaz viens para un vismaz viens nepara cikls, Jaapmaina vietam viens s€jums no
kada para cikla un viens s€jums no kada nepara cikla. Lidz ar to 1 para un 1 nepara cikla vieta
rodas 1 jaukts cikls. Lidz ar to koeficients samazinas par 1.

3. Ir tikai para (nepara) cikli.

Tas iespgjams tikai tad, ja visi neparskaitlu (parskaitlu) s€jumi atrodas savas vietas. Tad kads
nepara cikla s€jums jaapmaina ar kadu para cikla s€jumu. Tad sava vieta neesoSu s€jumu
klust par 1 vairak, bet toties para ciklu klust par 1 mazak, bet jaukto ciklu - par 1 vairak.
Tadgjadi art Saja gadijuma koeficients samazinas par 1.

Lemmas pirma dala ir pieradita.

Aplukosim dazadus iesp&jamos gajienus.

Viens iespgjamais gajiens ir apmainit vietam 2 s€jumus no dazadiem cikliem. Ta
rezultata savas vietas neesosu s€jumu skaits nemainas, bet 2 ciklu vieta rodas 1 cikls.
Ja abi cikli, pie kuriem piedergja apmainitic s€jumi, ir jaukti, tad jaukto ciklu skaits
samazinas par 1, bet koeficients palielinas par 1.

Ja viens cikls ir jaukts, tad koeficients var samazinaties ne vairak ka par 1.

Ja viens no cikliem ir para cikls, bet otrs - nepara cikls, tad, ka jau agrak minéts,
koeficients arT samazinas par 1.

Ir iesp&jami ari citi gajieni, kuriem Ilidzigd veida var pieradit, ka koeficients
nesamazinas vairak ka par 1.

No lemmas izriet, ka visu s€umu nolikSanai savas vietas ir nepiecieSams un
pietiekams tads gajienu skaits, kads ir sakuma stavokla koeficients.

Tagad pieradisim, ka sakuma stavokla koeficients nevar but lielaks par 124. Katra
cikla ir vismaz 2 s€jumi. Tapéc para (un ar1 nepara) ciklu nav vairak par 50/2 = 25.
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Ja $adu ciklu ir 24 vai mazak, tad starpiba starp para un nepara ciklu skaitu
neparsniedz 24, bet sava vieta neesoSu s€jumu skaits neparsniedz 100 un tapec koeficients ir
<124,

Ja paru cikli ir 25, tad tajos iesaistiti visi parskaitlu s€jumi un tapéc jauktu ciklu nav.
Ja nav arT nepara ciklu, tad koeficients ir 50 + 25 = 75. Savukart, ja ir vismaz 1 nepara cikls,
tad starpiba starp para un nepara ciklu skaitu neparsniedz 24 un koeficients neparsniedz 124.
Koeficients var biit 124, ja s€jumi izvietoti Sadi:

1. s€jums-3. s€juma vieta, 3. s€jums-5. s¢juma vieta, ..., 99. s€jums - 1. s€juma vieta;
2. un 4. s€jums apmainiti vietam, 6. un 8. s€jums ar1 apmainiti vietam, ..., tapat 98. un 100.
s€jums. Lidz ar to minimalais gajienu skaits ir 124.

Piezime. Grafu valoda $o risinajumu visértak aprakstit, izmantojot orientetus grafus
(skat. 3.5. paragrafu).

Uzdevumi patstavigai risinasanai

152. Atrisinat 77. pieméru, atsakoties no nosacijuma, ka drikst mainit vietam tikai s€jumus ar
dazadas paritates numuriem.

153. Atrisinat 77. pieméru, ieveérojot $adu nosacijumu: drikst panemt vienu s€jumu un ievietot
to starp jebkuriem diviem citiem s€jumiem (tai skaitd arT pirms pirma vai péc p&dgja
s€juma).

154. Uz viesibam atnaca n cilvéki. Vakaram beidzoties, nodzisa gaisma, un viesi tumsa
sajauca cepures; kltida tika pamanita tikai otra rita. Kads ir mazakais dienu skaits, kura
visi cilveéki garant&ti var atgiit savas cepures? Pielaujamas vienigi cepuru apmainas pa
pariem, pie tam katrs cilvéks katru dienu piedalas ne vairak ka viena apmaina.
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3. 4. Uzdevumi, kas risinami, izmantojot grafus ar krasainam Skautném

Aplikosim grafus, kuros katras divas dazadas virsotnes savienotas ar Skautni. Tadus
grafus sauc par pilniem grafiem; pilnu grafu ar n virsotném apzimé ar Pn. Katra Skautne
nokrasota viena no divam krasam - sarkana vai zala (dazreiz izmantosim ar1 lielaku krasu

skaitu). Sarkanas Skautnes att€losim ar vilpotam linijam (ANNANN), zalas Skautnes - ar

).

taisnam linijam (

3.4.1.1. levaduzdevumi

78. piemérs. Autobusa brauc 6 cilvéki. Pieradit, ka starp tiem var atrast vai nu tris tadus
pasazierus, kas visi ir sava starpa pazistami, vai ari tris tadus braucéjus, starp kuriem nekadi
divi nav sava starpd pazistami.

Atrisinajums. Att€losim cilvékus ar grafa virsotném. Novilksim starp virsotn€m sarkanu
Skautni, ja atbilstoSie cilveki nepazist viens otru, un zalu Skautni, ja vini ir pazistami. Tadgjadi
katri divi punkti savienoti vai nu ar zalu, vai ar sarkanu Itniju. Japierada, ka var atrast tris
virsotnes, kas visas sava starpa savienotas ar vienas un tas pasas krasas Skautném.

Apskatam patvaligu virsotni A. No tas iziet 5 Skautnes. Saskana ar Dirihl€ principu D2 vai
nu viena, vai otra krasa ir vismaz tris no tam. Pienemsim, ka var atrast tris sarkanas Skautnes
(otrs gadijums, kad var atrast tris zalas Skautnes, ir pilnigi analogisks).

Apskatisim So sarkano Skautnu galapunktus B, C, D (skat. 60. zim. a).

A A A
D
B B D B
C D c
| b C c

a

60. zim.

Ja kaut divus no Siem galapunktiem ari savieno sarkana Skautne, tad veidojas sarkans
trijsturis (sk., piem., 60. zZim. b). Atliek apliikot gadijumu, kad visi punkti B, C, D savienoti sava
starpa ar zalam Skautném. Bet tad veidojas zal§ trijstiiris BCD (skat. 60. zim. c). Uzdevums
atrisinats.

79. piemérs. Autobusd brauc 10 cilvéki. Pieradit, ka starp tiem var atrast vai nu tris tadus
braucéjus, kas visi ir sava starpa pazistami, vai ari Cetrus tadus pasazierus, starp kuriem nekadi
divi nav sava starpa pazistami.

Atrisinajums. Att€losim cilvékus tapat ka 78. pieméra. Mums japierada, ka atbilstoSaja
grafa var atrast vai nu tris virsotnes, kas visas ir sava starpa savienotas ar zalam Skautném, vai
ar1 Cetras virsotnes, kas visas sava starpa savienotas ar sarkanam Skautném.

Izvélamies patvaligu virsotni A. No tas iziet 9 Skautnes. M@s apgalvojam, ka starp tam var
atrast vai nu 6 sarkanas, vai ari 4 zalas Skautnes. TieSam, ja sarkano Skautnu nebttu vairak par
piecam, bet zalo - vairak par trim, tad kopg&jais no virsotnes A izejoSo Skautnu skaits
neparsniegtu 8. Tomér més zinam, ka tadu ir 9 (Jeb, citiem vardiem, p(A) =9).

Apliukosim atseviski abas iespgjas.

1. Starp Skautn€m, kas iziet no virsotnes A, var atrast seSas sarkanas Skautnes. Apskatam to
galapunktus (61. zim. a).

72



61. zZim. b

Katri divi no punktiem B, C, D, E, F, G sava starpa savienoti ar sarkanu vai zalu skautni.
Saskana ar 78. pieméru starp tiem var atrast tris punktus, kas visi savienoti ar vienas un tas pasas
krasas Skautném. Ja var atrast tris Sadus punktus, kas sava starpa savienoti ar zalam Skautn€m,
tad tos var pienemt par meklétajiem; ja turpreti var atrast tris Sadus punktus, kas sava starpa
savienoti ar sarkanam Skautném, tad, nemot tos kopa ar virsotni A, ieglistam Cetrus punktus, kas
visi savienoti sava starpa ar sarkanam Skautném; tas ari bija vajadzigs.

2. Starp Skautném, kas iziet no virsotnes A, var atrast Cetras zalas Skautnes. Apskatam to
galapunktus (61. zim. b).

Ja kaut vai divi no Siem galapunktiem savienoti sava starpa ar zalu Skautni, tad tie kopa ar
virsotni A veido mekl&jamo zalo trijstiiri. Ja turpreti katri divi no punktiem B, C, D, E savienoti
sava starpa ar sarkanu Skautni, tad $ie Cetri punkti apmierina uzdevuma prasibas. Uzdevums
atrisinats.

80. piemeérs. Septinpadsmit zinatnieki sarakstas katrs ar katru. Vinu saraksté tiek runats
tikai par trim témam; katrs zinatnieku paris sarakstas tikai par vienu temu. Pieradit, ka var
atrast 3 zinatniekus, kas visi sava starpa sarakstas par vienu un to pasu tému.

Atrisinajums. Att€losim zinatniekus ar grafa virsotn@m. Katras divas virsotnes savieno
Skautne, kura janokraso viena no trim krasam atkariba no ta, par kuru té€mu atbilstoSais
zinatnieku paris sarakstas. Mums japierada, ka var atrast 3 virsotnes, kas visas sava starpa
savienotas ar vienas un tas pasas krasas Skautném.

Izvélamies patvaligu virsotni A. No tas iziet 16 Skautnes; katra no tam nokrasota viena no
trim krasam. Saskana ar Dirihl€ principu D2 starp §tm Skautn€m var atrast 6 tadas Skautnes, kas
nokrasotas viena un taja pasa krasa (pienemsim, sarkana). Aplikosim So 6 Skautnu galapunktus
divos gadijumos.

1. Kaut vai divi no Siem galapunktiem ari savienoti ar sarkanu Skautni. Tad tie kopa ar A
veido mekl&jamo trijstiiri, kura visas malas ir sarkanas.

2. Nekadi divi no Siem 6 galapunktiem nav savienoti ar sarkanu Skautni. Tad katri divi no
tiem savienoti ar Skautni, kas ir viena no abam par&jam krasam. Saskana ar 78. pieméra rezultatu
starp Siem 6 galapunktiem var atrast tris tadus punktus, kas visi sava starpa savienoti ar vienas
un tas paSas krasas Skautném. Uzdevums atrisinats.

Komentars. Jiis jau redzgjat, ka vairaku citu uzdevumu risinajumi balstijas uz 78. pieméra
rezultatu. Ta nav nejausiba: So rezultatu citu uzdevumu risinajumos nakas izmantot loti biezi.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
155.° Turnira piedalas 6 komandas. Pieradit, ka jebkura bridi var atrast vai nu 3 komandas,
kas visas sava starpa jau spélgjusas, vai ar1 3 komandas, starp kuram nekadas divas sava
starpa vel nav spél&jusas.
156.° Pieradit, ka starp jebkuram 6 pilsétam var atrast vai nu 3 tadas pilsétas, kas visas sava
starpa pa pariem savienotas ar aviolinijam, vai ar1 3 tadas pils€tas, starp kuram nav
nevienas tieSas aviolinijas (uzskatam, ka visas aviolinijas ir abpusgjas).
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157.° Pieradit, ka starp jebkuriem 10 nogriezniem var atrast vai nu 3 tadus nogrieznus, kas
visi pa pariem krustojas, vai ari 4 tadus nogrieznus, no kuriem nekadi divi nekrustojas,
158.% Pieradit, ka starp jebkuriem 9 cilvékiem var atrast vai nu 3 tadus cilvékus, kas visi sava
starpa ir pazistami, vai ar1 4 tadus cilvékus, no kuriem nekadi divi nepazist viens otru.
159.* Izmantojot 158. uzdevuma rezultatu, pieradit, ka
a) starp jebkuriem 18 cilvékiem var atrast vai nu 4 tadus cilvékus, kas visi sava starpa ir
pazistami, vai ar1 4 tadus cilvékus, no kuriem neviens nepazist otru;
b) starp jebkuriem 14 cilvékiem var atrast vai nu 3 tadus cilvékus, kas visi sava starpa ir
pazistami, vai ar1 5 tadus cilvékus, no kuriem neviens nepazist otru.

3.4.1.2. Ramseja teorema pilniem grafiem

Pieradisim loti spécigu teorému, kas visparina ieprieks€ja apaksSpunkta aplikoto pieméru
un uzdevumu rezultatus.

Ramseja teoréma. Katriem naturaliem skaitliem n > 2 un m > 2 var atrast tadu skaitli
k, lai buitu speka ipasiba: patvaliga cela nokrasojot pilna grafa Pk Skautnes divas krasas
(katru Skautni sava krasa), noteikti atradisies vai nu n tadas virsotnes, kuru visas tas
savienojo$as Skautnes nokrasotas pirmaja krasa, vai ari m tadas virsotnes, kuru visas tas
savienojosas Skautnes nokrasotas otra krasa.

(Ieprieksgja apakSpunkta mes pieradijam: ja m = 3 un n = 3, tad par meklgjamo k var nemt 6.
Savukart 79. pieméra risinajums parada, ka priek§ m = 3 un n = 4 der k = 10, bet
158.uzdevuma apgalvots, ka §im gadijumam der patk =9.)

Ramseja teorémas apgalvojums atkarigs no diviem parametriem - m un n; apzimésim $o
apgalvojumu ar A(n, m). Pieradisim to ar matematiskas indukcijas palidzibu.

Turpmak pieradijuma Tsuma labad pirmaja krasa nokrasotas Skautnes dévésim par o -
Skautném, bet otraja krasa nokrasotas Skautnes - par 3 - Skautném.

Baze n = 2. Apgalvojam, ka var nemt k = m. TieSam, ja ir kaut viena o - Skautne, tad tas
virsotnes veido prasito n virsotnu sist€ému; ja visas Pk Skautnes ir 3, tad visas §1 pilna grafa
virsotnes veido prasito m virsotnu sistemu.

Lidzigi, ja m = 2, var nemt k = n. Att€lojot izveidojuSos situaciju grafiski (pieraditajiem
apgalvojumiem atbilstoSas rutinas iesvitrotas), esam ieguvusi 62. zZim&juma paradito situaciju.

m
3 |4 15

027

NN

62.
Zim.

Tagad pienemsim, ka minétie skaitli k eksisté parametru vértibu pariem (n - 1, m) un (n,
m - 1); apzZim&sim tos attiecigi ar ki un k. Pieradisim, ka skaitlis k1 + k2 der par prasito k
veértibu parametru vertibu parim (n, m).

Apliukosim pilnu grafu ar k1 + k2 virsotném un patvaligi izvéletu ta virsotni A. No §Is
virsotnes izriet k1 + k2 - 1 Skautne. Acimredzot, starp tam ir vai nu k1 o - Skautnes vai ari ko [ -
Skautnes (pretgja gadijuma kopgjais skaits neparsniegtu k1 - 1 + ko - 1 = ki + ko - 2; ta ir
pretruna).

Aplikojam abas iesp€jas:
1) no virsotnes A iziet k1 o - Skautnes. Apskatam So skautnu galapunktus; to skaits ir k1 .
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Aplikojam So ki galapunktu veidoto pilno grafu. Saskana ar ki izveli $aja pilnaja grafa Pki var
atrast vai nu n - 1 virsotnes, kuras visas sava starpa savieno o - Skautnes (bet tad §is n - 1
virsotnes kopa ar virsotni A veido prasito n virsotnu sist€ému), vai arT m virsotnes, kuras visas
sava starpa savienO [} - Skautnes (tada gadijuma §T sist€ma ir mekl&ta);

2) gadijumu, kad no virsotnes A iziet ko B - Skautnes, analize 11dzigi; iesakam lasitajam
to izdarit patstavigi.

Interpret&jot veikto pieradijumu grafiski, iegtistam: ja iekrasotas riitinas A un B, tad var
iekrasot arT rutipu C (skat. 63. zim.). Citadi tas paradits 64. zimgjuma.

B 7////=>’/;/%

63. Zim. : 64. zZim.
Viegli saprast, ka, sakot no situacijas, kas paradita 64. zim&uma, un lietojot 63.
zim&juma paradita aizkrasoSanas likumu, varam pakapeniski aizkrasot visas kvadranta riitinas
62. zZimgjuma, 11dz ar to pieradot visparigo apgalvojumu A(n, m).

3.4.1.3. Ramseja skaitli

Mazako no Ramseja teoréma minétajiem skaitliem k (katram parametru n un m
vertibam) sauc par Ramseja skaitli un apzimé ar R(n, m). Atceramies, kan > 2unm > 2.

No Ramseja teorémas pieradijuma seko fundamentala nevienadiba R(n,m)<R(n-
1,m)+R(n,m-1), jan, m > 3. Viegli saprast ari, ka R(n, m) = R(m, n).

Preciza Ramseja skaitlu vertibu aprékinasana ir viens no interesantakajiem un
svarigakajiem klasiskas kombinatorikas uzdevumiem. Nedaudz aplikosim to. Atgadinam, ka
n>2unm22.

Viegli saprast, ka R(n,2) = n un R(2,m) = m. To, ka R(n, 2) < nun R(2, m) < m, var
secinat no iepriek$€ja apakSpunkta rezultatiem. To, ka R(n, 2) > n - 1, pierada nakoSais piemérs
- grafs Pn.1, kura visas Skautnes nokrasotas krasa a. Tad $aja grafa Pn.1 nav ne divu virsotnu,

kuras savienojosa Skautne ir krasa f3, ne arT n virsotnu, kuru visas savienojosas Skautnes ir krasa
o.. Tatad ar n - 1 virsotn€m nepietiek.

65. zim.
No 78. piemera rezultata seko, ka R(3, 3) < 6. Aplikojot 65. zim&jumu, redzam, ka R(3,
3) > 5; tiesam, tur redzams piecu virsotnu pilns grafs Ps, kura virsotnes izkrasotas divas krasas,
un nekadas 3 virsotnes neveido trijstiri, kura visas malas nokrasotas viena krasa.
No nevienadibam R(3, 3) > 5 un R(3, 3) < 6 seko, ka R(3, 3) =6.
Pieradisim, ka R(3, 4) =9.
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66. Zim.

1. Aplikojot 66. zZim&jumu, varam secinat, ka R(3, 4) = 8. Saja zim&juma o - $kautnes
nav novilktas, lai nesaraibinatu zim&umu, bet 3 - Skautnes novilktas ar nepartrauktam Imijam.

Parbaudisim, ka 66. zim&uma att€lotajam Pg nevar atrast ne 3 virsotnes, kas visas
savienotas ar a - skautném, ne ari 4 virsotnes, kas visas savienotas ar f§ - Skautném.

Iedomasimies, ka 8 punkti 66. Zzim&uma izvietoti uz rinka Iinijas. Tad ar o - Skautném
savienotas virsotnes, starp kuram uz abiem rinka linijas lokiem atrodas vismaz divas citas
virsotnes. Apskatam patvaligas 3 virsotnes A, B, C; 67. zim&uma uzreiz redzams, ka, ja tas
visas biitu savienotas ar a - Skautn€m, tad pavisam butu jabiit vismaz 9 virsotném, bet ta ir
pretruna.

67. zZim.

>2
Savukart ar B - Skautném savienotas virsotnes, starp kuram uz viena rigka Iinijas loka ir 0
vai 1 cita virsotne. Pienemsim, ka A, B, C, D visas savienotas ar § - Skautném (skat. 68. zim.).

A

68. zim.

c

Ja uz katra no lokiem AB, BC, CD, DA ir tieSi viena cita virsotne, tad acimredzams, ka AC
nav B - Skautne: uz abiem lokiem starp A un C atrodas pa trs citam virsotném. Ja kaut uz viena
no Siem lokiem - piem&ram, uz AB - citu virsotnu nav, tad uz loka ADCB starp A un B ir 6
virsotnes; divas no tam ir C un D, tatad Cetras parejas sadalas pa trim lokiem AD, DC, CB.
Vismaz viena no Siem lokiem ir vismaz divas virsotnes, tatad atbilstoSie gali nav savienoti ar f3 -
Skautni. Vajadzigais pieradits.

2. Tagad pieradisim, ka R(3,4) < 9. No 79. pieméra seko, ka R(3, 4) < 10. Atcergsimies $1
pieméra risindjumu. Taja tika izmantota patvaliga virsotne A; 79. pieméra situacija tika
pieradits, ka no §1s virsotnes iziet vai nu sesSas o - Skautnes, vai Cetras 3 - Skautnes.
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Saja pieradijuma soli btiski tika izmantots tas, ka no patvaligi izvélétas virsotnes A iziet
9 Skautnes. Viegli saprast, ka pieradijuma nemaz nebija vajadzigs, lai par A varétu izveleties
jebkuru virsotni.

Ja m@s prastu pieradit, ka 9 virsotnu pilna grafa Py, kura Skautnes nokrasotas 2 krasas,
noteikti var atrast kaut vienu tadu virsotni A, no kuras iziet vai nu seSas o - Skautnes, vai Cetras
B -Skautnes, tad talak So virsotni varétu izmantot virsotnes A vieta un pilniba atkartot talako 79.
pieméra risinajumu.

Pienemsim pret&jo: ne no vienas Py virsotnes neiziet ne sesas (vai vairak) [ - Skautnes,
ne Cetras (vai vairak) o - Skautnes. Tatad no katras virsotnes iziet ne vairak ka piecas f -
Skautnes un ne vairak ka tris a - Skautnes. Ta ka no katras virsotnes kopa iziet tiesi 8 Skautnes,
tad no pien€muma seko, ka no katras virsotnes iziet tiesi 5 3 - Skautnes un tiesi 3 o - Skautnes.
Bet tas nav iesp&jams. TieSam, saskaitisim visu a - Skautnu galus. Ta ka no katras virsotnes iziet
3 o - Skautnes, tad kopa ir 3-9 =27 - Skautnu galu. Bet katrai o - Skautnei ir 2 gali, tatad to
kopégjais skaits nevar biit nepara skaitlis.

Iegtita pretruna arT pierada misu apgalvojumu R(3,4) < 9. Kopa ar ieprieks pieradito
R(3, 4)>8 ieguistam, ka R(3, 4) =9.

Ievérosim, ka esam atrisinajusi ar1 158. uzdevumu.

69. zZim&uma redzamas visas lidz §im precizi aprékinatas Ramseja skaitlu vértibas.
Iesakam lasitajam patstavigi pieradit to pareizibu.

m

n 2 |3 8171819 jo
21213 516 ({789 |10
313|619 {14 |18 (23|28 |36
444 |9 |18

5% 5 14

6|6 |18

717123

8|8 |28

919 |36

10{10

69. zZim.

Neviena cita Ramseja skaitla R(n, m) vertiba lidz §im nav precizi zinama; pieraditas tikai
dazas nevienadibas. Lasitajam te paveras plass p&tijumu lauks.

3.4.1.4. Visparinatie Ramseja skaitli
ST apaks$punkta materialu izstradajusi I France, un tas izvérsta izklasta tiks ietilpinats
gramata [.France. A. Andzans. Grafu teorija un tas pielietojumi elementaraja matematika.
Izklasta Tsuma labad més plasi lietosim apakSgrafa jédzienu (skat. 3.1. paragrafu). Ja
visas grafa S$kautnes nokrasotas viena un taja pasa krasa, tad grafu sauksim par monohromatisku
(no latu valodas mono - viens, hromos- krasa). Lietojot Sos jédzienus, Ramseja teorému var
formulét $adi: katram naturalam skaitlim n, m > 2 eksisté tads k, ka, nokrasojot pilna grafa Py

Skautni viena no krasam 3 un o, grafa Pk atradisies vai nu monohromatisks apak$grafs Pn krasa
o, vai arT monohromatisks apakSgrafs Pm krasa [3.
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Mgs varétu intereséties arl par minimalo virsotnu skaitu p pilna grafa P, kas, izkrasojot
pilna grafa Skautnes divas krasas (piemé&ram, sarkana un zala), garant€tu cita, ne noteikti pilna
monohromatiska apakSgrafa G eksistenci.

Sis minimalas p vértibas sauc par visparinatiem Ramseja skaitliem atbilsto$ajam grafam

G.

Vispirms aplukosim vienkarSakas formas apaksgrafus.

81. piemers. G= e—o
Saja gadijuma p = 2, jo jebkura pilna divu krasu grafa ar 2 virsotn€m ir tikai viena Skautne,
un ta ir tikai viena krasa.

82. piemeérs. G=e——e—

Skaidrs, ka Saja gadijuma p nevar biit mazaks par 3, jo grafa jabut vismaz 3 virsotném, lai
taja varetu ietilpt minétas formas apakSgrafs. Pamatosim, ka ar 3 virsotném jau pietiek. Ta ka
tada gadijuma grafa ir 3 Skautnes, tad vismaz 2 no tam ir viena krasa, bet $aja grafa tam abam ir
kopiga virsotne. Tatad tas arT veido mekl&to apaksgrafu G.

e

83. piemeérs. —
Vispirms pieradisim, ka ar p = 4 nepietiek, jo eksisté pretpiemérs (skat. 70. zZim.).

70. 2im. 71.zZim.

Pieradisim, ka der p = 5. Tatad ir japierada, ka katra 5 virsotnu grafa eksisteé
monohromatiskais apakSgrafs G. Aplikosim piecu virsotnu grafu un pienemsim pretgjo -
minétas formas monohromatiskais apakSgrafs neeksisté. Pienemsim, ka Skautne AB ir zala (skat.
71. zim.). Tad skautnem EC, ED, DC noteikti ir jabiit sarkanam. Ta ka pienémam, ka nevar
eksistet ne zal§, ne sarkans G, tad Skautném BC un AE ir jabiit zalam. Tacu tagad redzam, ka
BC un AE veido zalu G. Tatad misu piep€émums ir aplams, un jebkura 5 virsotnu pilna grafa
eksisteé monohromatisks G.

84. piemers. G=e o s
Vispirms pieradisim, ka ar p = 4 nepietiek, jo eksiste pretpiemérs (skat. 72. zim.).
Paradisim, ka der p = 5. Ir zinams, ka jau katra tr1s virsotnu grafa eksist€ virsotne, no kuras

72. zZim.
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iziet divas vienas krasas Skautnes. Pienemsim, ka tas ir Skautnes AB, AE un ka tas ir zalas (skat.
73. zim.). Piepemsim pret§jo - Saja S5 virsotnu grafa neeksist€ vajadzigds formas
monohromatisks apaksgrafs. Tada gadijuma skautném BC, BD, EC, un ED noteikti ir jabut
sarkanam. Tacu tagad Skautnes BC, CE un ED veido sarkanu apaksSgrafu G. Ta ir pretruna
piepémumam.

G :<‘
83. piemeérs.

Vispirms pieradisim, ka ar p = 5 nepietiek, jo eksiste pretpiemérs (skat. 74. zim.).

74. Zim.
Pieradisim, ka katra 6 virsotnu grafa ir kads apaksgrafs G. Ta ka grafam jabiit pilnam, tad katra
virsotne pieder 5 Skautném, tatad vismaz trijam vienas krasas skautném. Tas ar1 bija japierada.

86. piemérs. G=

Vispirms pieradisim, ka ar p = 5 nepietiek, jo eksisteé pretpiemers (skat. 74. zim.).
Pieradisim, ka ir derigs p = 6. P&c 78. piemé@ra jebkura 6 virsotnu grafa ir monohromatisks
trijstiris. Pienemsim, ka aplikojama 6 virsotpu grafa ir zals trijsturis ABC (skat. 75. zim. a), ka
ar1 pienemsim, ka $aja grafa nav monohromatiska apaksgrafa G.

B
A =% C
| >=< !
FZ/ \\D
[ J
E

75. zim.

1. Piepemsim, ka Skautne BF ir zala. Tad, lai grafa nebiitu zala AB - BF - FC - CA,
Skautnei CF ir jabuit sarkanai. Lai FB - BC - CA - AF nebiitu zal$, skautnei AF ir jabut sarkanai.
Pienemsim, ka Skautne BD ir zala, tad analogu spriedumu rezultata Skautném CD, AD jabiit
sarkanam. Tacu tagad AF -FC - CD - DA veido sarkanu apaksgrafu G. Tatad vismaz viena no
Skautném BD, BF ir sarkana.

Ja pienemtu, ka Skautnes BF, BE vienlaicigi ir zalas vai Skautnes BE un ED vienlaicigi ir
zalas, ieglitu analogu rezultatu - katra pari buitu vismaz viena sarkana Skautne (visi spriedumi ir
lidzigi). Tatad vismaz divam no Skautném BF, BE, BD ir jabiit sarkanam.

2. Pienemsim, ka sarkanas ir Skautnes BF un BE, bet Skautne BD ir zala (skat. 75. zim. b).
Tad arT skautnes CD un AD ir sarkanas (apskatiet BACDB un ADBCA).

a) Pienemsim, ka Skautne AF ir zala (75. zZim. b). Tad Skautnei FC ir jabiit sarkanai, jo
citadi FD - DB - BA - AF veidotu zalu apakSgrafu G. Lai izvairitos no sarkaniem EB - BF - FD
- DE un EB - BF - FC - CE, skautném DE un CE ir jabit zalam. Savukart, tagad Skautnes ED,
DB, BC, CE veido zalu apakSgrafu G. Ta ir pretruna ar pienémumu. Tatad Skautnei AF ir jabiit
sarkanai.
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b) Ja skautne AF ir sarkana (skat. 75. zZim. c), tad Skautnei AE jabiit zalai (AE - EB - BF -
FA ir sarkans). ArT Skautnei FC ir jabat zalai (citadi FA - AD - DC - CF ir sarkans). Lai nebatu
zalu FC - CA-AE-EFunFC-CB - BD - FD, ka ar1 AB - BD - DE - AE, skautném ED, EF un
FD ir jabut sarkanam. Tacu tagad grafa ir sarkans G = FD - DE - EB - BF.

Tatad visam trijam Skautném BF, BE un BD ir jabiit sarkanam (skat. 76. zim. a).

76. zZim E b

c) Ja Skautne AF ir zala (skat. 76. zZim. a), tad Skautne FC ir sarkana, citadi FA - AB - BC -
- CF ir zalg apaksgrafs G. Skautném CD un CE ir jabit zalam, jo pret&ja gadijuma FB - BE - EC
- CFun CF - FB - BD - DC biitu sarkani apaksgrafi G. Lai AB - BC - CD - DA un EF - FA - AC
- CE neveidotu zalu apaksgrafu G, Skautném FE un AD ir jabiit sarkanam. To paSu var teikt par
Skautni FD, jo citadi FA - AC - CD - DF bitu zals. Tacu tagad DF - FE - EB - BD veido sarkanu
apaksgrafu G.

Tatad Skautnei AP ir jabut sarkanai, tapat ar Skautnei CD, jo tas ir "simetriskas".

d) Ja skautnes CD un AF ir sarkanas (skat. 76. zZim. b), tad, lai AF - FB - BE - EA un CD -
DB - BE - EC nebiitu sarkani, Skautnem AE un EC ir jabit zalam. Tad AB - BC - CE - EA
veido zalu apaksgrafu G.

Esam pieradijusi, ka jebkura gadijuma grafa ir monohromatisks apaksgrafs G.

G=

87. piemérs. :
Ja p = 6, tad eksiste pretpiemers (skat. 77. zim.). Pieradisim, ka der p = 7. [zmantosim to,

ka katram p > 6 grafa ir monohromatisks trijstiiris. Piepemsim, ka apliikojama 7 virsotnu grafa
ir zal§ trijstiris ABC (skat. 78. zZim.), bet noteikti nav zala apakSgrafa G. Tada gadijuma visas
skautnes AG, AF, AE, AD, BG, BF, BE, BD, CG, CF, CE un CD ir sarkanas. Skautne DE nevar
but sarkana, jo tad eksistétu sarkans apakSgrafs G - trijstiiris EDC un Skautne DA. Analogi
Skautném EF, FG jabiit zalam. Ar1 Skautnei DF ir jabiit zalai, jo citadi eksistétu sarkans
apaksgrafs G - trijstiiris FDC un Skautne BD. Ja Skautne DF ir zala, tad eksist€ zal§ apaksgrafs G
- FDC un skautne FG. Ta ir pretruna pien€mumam, un grafa noteikti biis vai nu zals, vai sarkans
apaksgrafs G.

78. zim.
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88. piemérs. G="""7

Ja p =5, tad eksiste pretpiemérs (skat. 79. zim.). Pieradisim, ka der p = 6. Ir zinams, ka
katram p > 6 grafa ir monohromatisks Cetrstiris (skat. 55. pieméru). Pienemsim, ka aplikojama
6 virsotnu grafa ir zal§ Cetrstiiris ABCD (skat. 80. zim.).

79. zim. 80. zim.
Lai sada grafa nebiitu monohromatiska zala apaksgrafa G, Skautném AF, AE, CF, CE,
BF, BE, DF, DE ir jabiit sarkanam. Tacu tada gadijuma grafa ir pat vairaki sarkani apaksgrafi G,
pieméram, AE, EC, FD.

G= é
89. piemeérs.

Ja p = 6, eksiste pretpiemérs (skat. 81. zZim.). Pieradisim, ka der p = 7. Piepemsim pret&jo
- nav tadas virsotnes, no kuras izietu vismaz 4 vienas krasas Skautnes. Tatad no katras virsotnes
iziet tie$i 3 sarkanas un tiesi 3 zalas $kautnes. Tas nevar biit, jo tad grafa ir tiesi "/ zalas (vai
sarkanas) Skautnes, tacu tas nav vesels skaitlis. Tatad pien@muma ir pretruna.

90. piemérs. Ce—o——o o
Ja p =5, eksisté pretpiemérs (skat. 82. zim.). 89. pieméra mes pieradijam, ka katram

G = -<~
p>5 grafa ir monohromatisks apakSgrafs Aplikosim 6 virsotnpu grafu un
pienemsim, ka taja ir zal§ apaksgrafs G' - AB, BC, BD (skat. 83. zim.). Pienemsim pretgjo - Sads
apakSgrafs G neeksiste. Tad Skautném AF, AE un DF, DE ir jabiit sarkanam. Lai Saja grafa
nebiitu ar1 sarkana apaksSgrafa G, Skautném EC, DB, AC ir jabiit zalam. Tacu tad grafa ir zal$
apakSgrafs G = EC, CD, DB, BA.

G = A *r—e
91. piemérs.

Ja p = 6, eksiste€ pretpiemers (skat. 84. zim.). Pieradisim, ka der p = 7. Izmantosim faktu, ka
katram p > 6 grafa ir monohromatisks trijstiris. Pienemsim, ka trijstiris ABC ir zal§ (skat.
85.zim.).
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84. zim. n 85. zim.
Pienemsim pret&jo - $aja grafa nav monohromatiska apaksgrafa G. Tada gadijuma, lai
izvairitos no zala apaksSgrafa G, visas atlikusas virsotnes sava starpa ir jasavieno ar sarkanam
Skautném. Tatad DGFE veido pilnu sarkanu cetrstiiri. Lai nebiitu sarkana apaksSgrafa G,
Skautném BG, AG, CG, BD, CD, AD ir jabiit zalam. Tacu tada gadijuma trijstiiris BCG un
Skautne AD veido zalu apakSgrafu G. Ka redzam, grafa jebkura gadijuma biis monohromatisks
apaksSgrafs G.

G=

92. piemérs.
Ja p =5, eksiste pretpiemers (skat. 86. zZim.). Pieradisim, ka der p = 6. Izmantosim faktu, ka

G = -<~
katram p > 6 grafa ir monohromatisks apaksgrafs (tas seko no 89. piemera).
Pienemsim, ka miisu aplikojama 6 virsotnu grafa ir zal§ apaksgrafs G'= AB, AC, AD, bet nav
monohromatiska apakSgrafa G (skat. 87. zim.). Tada gadijjuma Skautném BF, BE, CF, CE, DF,
DE ir jabuit sarkanam (pretja gadijuma, pieméram, Skautnes AB, AC, AE, BF veidotu zalu
apakSgrafu G). Esam ieguvusi, ka Saja grafa ir sarkans apakSgrafs G = ED, EC, EB, BF. Tatad
pien€mums ir aplams, un jebkuram p > 6 grafa biis monohromatisks apaksgrafs G.

87. zim.

86. zim.

p————
G= <
93. piemérs ———o

Ja p = 8, eksiste pretpiemérs (skat. 88. zim.). Pieradisim, ka katra grafa ar 9 virsotném ir
monohromatisks apakSgrafs G. Izmantosim 87. pieméra pieradito, ka jebkuram p > 7 grafa ir
monohromatisks apaksgrafs G'. Aplikosim 9 virsotnu grafu un piepemsim, ka taja ir zals$
apakSgrafs G'= BCD un AB (skat. 89. zim.). Pienemsim, ka grafa nav monohromatiska
apakSgrafa G, tada gadijuma skautném CJ, CH, CG, CE, DJ, DH, DG, DE jabiit sarkanam. Lai
grafa nebiitu sarkana apaksgrafa G, Skautném EF, FG, GH, HIJ ir jabtt za]am, bet tad Skautne HF
nevar biit zala. Ta ir sarkana. Tacu tagad grafa ir sarkans apaksgrafs G, ko veido, pieméram,
trijstiris HFC un Skautnes CJ un FD. Ta ir pretruna misu pien€émumam, ka $ada grafa nav
monohromatiska apakSgrafa G.
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89. zZim.

Aplikosim vienu nedaudz sarezgitaku Sada tipa uzdevumu.
94. piemérs. Pieradit, ka katra pilna divu krasu grafa ar 11 virsotném ir monohromatisks
apaksgrafs G Pieradit, ka ne katra 10 virsotnu grafa biis sads apaksgrafs G.

G=

—eo——o
Risinajums. Vispirms uzkonstruésim grafu, kurd ir 10 virsotnes, bet kurd nav ne zala, ne

sarkana apaksgrafa G (skat. 90. zim.).

90. zim.
Lai pieraditu, ka katram 11 virsotnu grafam eksisté apakSgrafs G, vispirms pieradisim
vairakus starprezultatus.
A. Jau 91. pieméra pieradijam, ka katra 7 virsotpu pilna divu krasu grafa ir
apaksgrafs G! = o~ °.
monohromatisks
B. Pamatosim, ka katra divu krasu pilna 8 virsotpu grafa ir monohromatisks apaksgrafs

G2 = * * °.

Vispirms pieradisim, ka 7 virsotnu grafam eksisté pretpiemérs (skat. 91. zim.).
Izmantosim faktu, ka katra divu krasu 7 virsotnu grafa ir monohromatisks apaksgrafs G*. Tatad
arT jebkura 8 virsotnu grafa biis §ads apaksgrafs G Apliikosim tadu 8 virsotnu grafu, kura ir zal3
apaksgrafs G' = ABC un DE (skat. 92. zim.), bet nav monohromatiska apaksgrafa G2. Lai
neeksistétu zal§ apakigrafs G2, §kautném DF, DG, DH, EF, EG un EH noteikti ir jabit
sarkanam. Analiz€sim divus gadijumus.

B D E
!
/ \ NN
AT RN
92. zim. é G
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1. Skautne FH ir zala (skat. .93. Zim.). Tada gadijuma, lai nebiitu zala apakigrafa G2, ko
veidotu trijsturis ABC un Skautnes FH, HG vai ar1 Skautnes FH, GF, skautném FG, GH jabiit
sarkanam. Ir izveidojusies divi sarkani trijstiri FEG un GHD. Lai nerastos sarkans apaksgrafs
G?, skautném DA, DB, DC un EA, EB, EC jabiit zalam. Ta ka arf trijstiris GHE ir sarkans, tad
Skautn€m FA, FB, FC arT jabiit zalam (citadi tas kopa ar Skautni FD un mingto trijstiiri veido
sarkanu apak3grafu G?). Ta¢u tagad ir redzams, ka trijstiiris CBF un $kautnes DA, AE veido
zalu G2. Ta ir pretruna piendmumam, ka 8 virsotnu grafa nav monohromatiska apaksgrafa G2.

2. Skautne FH ir sarkana (skat. 94. zim.).

B B
A C A C
D p— £
\ ~k 7N
<\ /, - S
F ——B Fel \-|- -
N ”~
~ \ 7/ -,
~ ”
G 03. zim. . : G 94. zim.

Ta ka trijstiris EFH ir sarkans un ar1 Skautne GD ir sarkana, tad, lai nebiitu sarkana
apaks$grafa G?, §kautnem DA, DB, DC ir jabiit zalam, bez tam zalam jabiit arT §kautném AG,
BG, CG. Tacu tagad trijstiiris ACG un $kautnes ED, DB veido zalu apaksgrafu G2.

Tatad 8 virsotnu grafa noteikti ir mon6hromatisks apaksgrafs G2.

C. Tagad pieradisim, ka jebkura 10 virsotnu grafa ir monohromatisks apaksgrafs

G3 = ~——eo——0o—2

Pieradisim, ka eksiste tads 9 virsotnu grafs, kuram dota 1pasiba nav speka (skat. 95. zim.).

95. zIim.

Ziméejuma nenovilktas Skautnes velk otra krasa.

Lai pieraditu, ka 10 virsotpu grafa ir monohromatisks apaksgrafs G°, izmantosim B punkta
pieradito, ka grafos, kuru virsotnu skaits nav mazaks par 8, ir monohromatiski apaksgrafi G2,
Pienemsim, ka miisu aplikojama 10 virsotnu grafa ir zal§ apaksgrafs G - ABC un DE - EF.
(skat. 95. zim.). Pienemsim pret&jo - $ada grafa nav monohromatiska apaksgrafa G Tada
gadijuma Skautném DG, DH, DI, DJ un FG, FH, FL, un FJ ir jabut sarkanam (skat. 96. zZim.).
Aplikosim divas iespgjas.

1. Ja Skautne DF ir zala (skat. 95. zim.), tad Skautném EG, EH, EJ, EI ir jabiit sarkanam.
Tada gadfjuma, lai nebiitu sarkana apaksgrafa G°, skautnem GH, HI, 1J ir jabt zalam. Citadi,
pieméram, trijstiiris EGH un $kautnes DI, IF, FJ veido sarkanu apaksgrafu G® (par paréjam
Skautném spriedums ir analogs). Tada gadijuma trijstiiris ABC un Skautnes GH, HI, 1J veido
zalu apaksgrafu G2,
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96. zim. 97. zim.

2. Skautne DF ir sarkana (skat. 97. zim.). Ja kada no $kautném, pieméram, GH, ir
sarkana, tad trijstiri GHF un GDH ir sarkani, un, lai nebttu sarkana apaksgrafa G3, skautném
JE un IE jabut zalam, citadi Skautnes JF - FI - IE un trijstiris GHF veido sarkanu apaksgrafu
G®. Tapat ar skautném Al, BI, CI un JA, JB, JC jabiit zalam. Tagad trijstiiris JCB un Skautnes
DE, El, 1A veido zalu apaksgrafu G>.

Tatad Skautne GH nevar biit sarkana. Analogi spriezam par Skautném HI, 1J. Tatad tas
visas ir zalas un kopa ar trijstiiri ABC veido zalu apaksgrafu G>.

Esam pieradijusi, ka katra grafa, kura virsotnu skaits ir vismaz 10, ir monohromatisks

apaksgrafs G°.
D. Pamatosim, ka jebkura 11 virsotpu grafa ir monohromatisks apakSgrafs
*r o ———0—@

G*=

*»r—o——@—0
Vispirms, protams, ir japamato, ka 10 virsotnu grafam eksisté pretpiemérs (skat. 98. zim.).

98. zim.

Zim&juma nenovilktas Skautnes velk otra krasa.

Lai pieraditu, ka 11 virsotnu grafa ir monohromatisks apaksgrafs G*, izmantosim C punkta
pieradito. Apliikosim patvaligu 11 virsotnu grafu un pienemsim, ka taja ir zal§ apaksgrafs G -
ABC un DE - EF - FG (skat. 98. zZim.), bet nav monohromatiska apaksgrafa G*. Lai izvairitos
no zala apakigrafa G*, §kautnem AM, AN, AP, AR, BM, BN, BP, BR, CM, CN, CP, CR ir
jabut sarkanam, citadi So Skautnu un AB, BC, CA trijnieki kopa ar Skautném DE, EF, FG
veidotu apaksgrafu G*.

99. zim.
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Ta ka tagad ir izveidojusas vairakas sarkanu Skautpu virknes, kuru garums ir 3
(pieméram, AM - MB - BN u. c.), tad skautném MG, MF, ME, MD, NG, NF, ND, NE un ari
RG, RF, RD, RE (citadi RD - DP - PC un NA - AM - MB biis sarkans), ka arT skautném PD,
PE, PF, PG jabiit zalam. Tacu tagad Skautnes RD - DM - ME un PG - GF - FN veido zalu
apaksgrafu G,

Tatad katra 11 virsotnu grafa ir monohromatisks apaksgrafs G*.

E. Tagad pieradisim sakuma prasito. Izmantosim D punkta pieradito, ka 11 virsotnu
grafa ir monohromatisks apaksgrafs G*. Apliikosim 11 virsotnu grafu un pienemsim, ka taja
ir zal§ apaksgrafs G*, kuru veido virsotnes L -J-1-H un G - F - E - D (skat. 100. zim.).
Izmantojot So pien€mumu par izejas poziciju, analizeésim vairakas iespéjas, pieradot, ka katra
no tam grafa ir monohromatisks apaksgrafs G*. Visos zim&jumos sakuma pozicija ir iezZiméta
stingrak.

1. Pienemsim, ka skautne HG ir zala (skat. 100. zim.). Takatad L-J-I,H-G-Fun
Skautne ED ir zali, tad, lai nebuitu zala apaksgrafa G, skautném DC, DB, DA, EA, EB, EC ir
jabiit sarkanam. Analogi, takaD-E-F, G- H - Iun JL ir zali, tad Sskautnem LA, LB, LC
un JA, JB, JC jabiit sarkanam. Taka gan L - J - |, D - E - F, gan Skautne HG ir zali, sarkanam
jabiit arT Skautn€m HA, HB, HC, GA, GB, GC. Esam ieguvusi, kaD-C-E, G-B-JunH -
A - L veido sarkanu apak§grafu G.

~
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100. zZim. 101, zim. 102. zZim.

2. Tatad, lai grafa nebiitu monohromatiska apakSgrafa G, skautne HG var biit tikai
sarkana. Slgautnes AB, BC vienlaicigi nevar biit zalas, citadi A-B-C,L-1-J,G-F-E
veido zalu apaksSgrafu G.

Pienemsim, ka Skautne AB ir zala, bet Skautne BC ir sarkana (skat. 101. zim., otradi visi
spriedumi ir analogi). Ja Skautne AB ir zala, tad, takaD-E-F, E-F-G, H-1-J,1-J-L
ir zali, lai izvairitos no zala apakSgrafa G, visam Skautném AG, AH, BH, BG un AC, BL,
BD, AD jabit sarkanam. Skautnes AB un AL abas reizé nevar biit zalas, jotad B- A- L, | -
J-Hun G - F - E veidotu zalu apaksgrafu G. Tatad Skautne AL noteikti ir sarkana.

a) Pienemsim, ka Skautne CD ir zala (skat. 102. zim.). Tada gadjuma C-D - E, L -]
- Iun FG ir zali. Lai nebutu zala apakSgrafa G, Skautném FA, FB jabiit sarkanam. Lai no G -
F - E, H - | - J un Skautnes CD nerastos zal§ apaksgrafs G, Skautném CL, DL jabiit sarkanam.
Jaizvelas zalu L - J -I, G - F - E un Skautni CD, tad ar1 Skautném CH, DH jabiit sarkanam.
(Jaizvelas zalJu C - D - E, H - | - J un Skautni GF, tad ar Skautnes GL un PL ir sarkanas - tas
turpmakaja sprieduma netiks izmantots.)

Aplukosim sarkanus F - B - D, C - H - G un $kautni AL. Lai no §1 apaksgrafa neiegiitu
sarkanu apaksgrafu G, skautnem AE, LE, AL LI, AJ jabut zalam. Tagad ievérosim, ka J - A -
B, C - D - E un skautne GF ir zali. Lai neveidotos zal§ apaksgrafs G, skautnem GI, FI, GL,
FL, FH jabut sarkanam (lai nesarezgitu zim&jumu, novilksim tikai $kautnes GI, FI). Esam
ieguvusi sarkanu apaksgrafu G, ko veido, pieméram, G- 1-F, H- A-L, C-B - D. Tatad
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Skautne CD nevar biit zala. Atgriezisimies a punkta sakuma un novilksim So Skautni sarkana

krasa (skat. 103. zim.).

b) Pienemsim, ka Skautne LE ir zala (skat. 103. zim.). Taka L - E- D, J-1-H un
Skautne FG ir zali, tad, lai nerastos zal$ apakSgrafs G, Skautnem FA, FB, FC, GC ir jabut
sarkanam.

103. zim. 104. zim. 105. zim.

TakaG-H-B, F-A-Lun CD ir sarkani, tad, lai nerastos sarkans G, Skautném CE,
CJ, ClI, DJ, DI ir jabit zalam. Tagad zalo G veidlo H-1-D,C-J-LunE-F-G.

Tada gadijuma Skautne LE noteikti ir sarkana (skat. 104. zim.). Aplikojot sarkanos E -
L - B, D - A - C un skautni HG, lai neveidotos sarkans apaksgrafs G, skautnem GI, GJ, HJ, HF
jabiit zalam. Ar1 A - H - G, E - L - B un Skautne CD var veidot sarkanu apakSgrafu G, tapéc
Skautném DF, CF, DI, CI, DJ, CJ jabit zal]am. Tatutagad L-J-C,D-1-Hun G - F - E veido
zalu apakSgrafu G. Tatad Skautne LE nevar bt ne zala, ne sarkana. Tatad pretruna ir ieprieks¢ja
pienémuma, ka Skautne AB (I1dz ar to tas pats ir speka arT par Skautni BC) nevar but zala. Tatad
jaizanalizg vel gadijums, kad Skautnes LA, AB, BC, CD ir sarkanas.

106. Zim.

3. Aplikosim Skautni HJ (Iidzvertigi spriedumi biis par Skautnem GE, GJ, HE). Ja ta ir
sarkana, tad Skautném CE, CF, DF, AE, AF, Al, LI, LF, LE jabut zalam (skat. 106. zim.). Ir
redzams, ka A-F-G,C-E-DunL-J-1veido zalu apakSgrafu G. Tatad visam Skautném HJ,
GE, GJ, HE jabiit zalam (skat. 106. zim.). Taka G - J - L, D - E - F un Skautne IH ir zali, tad, lai
nebiitu zala apakSgrafa G, Skautném IA, IB, HA, HB, HC jabut sarkanam. TakaL -J-l, H - E -
D un skautne GF ir zali, tad arT Skautném GA, GB, GC, FA, FB, FC ir jabiit sarkanam. Tacu
tagad esam ieguvusi sarkanu apaksgrafu G, kas sastavnoD-C-F,G-B-H, - A-L.

Visos apliikotajos gadijumos grafa ir vai nu zal§, vai sarkans apaksgrafs G. Tatad miisu
sakotngjais pienémums ir aplams, un 11 virsotnu grafa vienmer biis monohromatisks apaksgrafs

G.
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Patstavigai risinasanai dota virkne uzdevumu, kas balstas uz konkrétas formas

monohromatiska apakSgrafa atraSanu kada grafa, tikai Soreiz uzdevumi nav noformuléti grafu
valoda.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

Starp jebkuram divam Visbijas pilsétam pastav vai nu autobusu satiksme, vai dzelzcela
satiksme. Kads ir mazakais skaits pils€tu, kas jaieklauj tiirista celvedi, lai tiirists noteikti
varétu izvéleties 6 pils€tas un apcelot tas visas, katra iegriezoties tieSi vienu reizi,
izmantojot tikai vienu no satiksmes lidzekliem?

Festivala dazi kolekcionari savstarpgji apmainijas ar markam, bet dazi - ar nozimitém.
Kads ir mazakais iesp€jamais festivala dalibnieku skaits, ja eksperts apgalvoja, ka
noteikti var atrast tadus kolekcionarus A un B un tadus kolekcionarus C, D, E un F,
starp kuriem A apmainijies ar markam (vai ar nozimit€m) vismaz ar C un D, bet B
apmainijies ar markam (vai ar nozimit€m) vismaz ar E un F ?

NeziniSa Zvaigznu kart€ ir 9 zvaigznes, kuras vin$ sava starpa ir savienojis vai nu ar
zalu, vai ar dzeltenu Itniju. Pieradit, ka Saja karteé noteikti var€s atrast vai nu zalu, vai
dzeltenu NeziniSa Piki (skat. 107. zZim). Vai to var€tu pieradit, ja NeziniSa kart€ biitu 8
zvaigznes? (Piika aste var pagriezties arT cita virziena).

107. zim.
Sporta dienas ietvaros skola tiek rikoti atseviski badmintona un galda tenisa dubultsp&lu
turniri z€niem (dubultsp€leé piedalas divi sportisti no katras komandas). Lai pieteiktu
klases komandu kadam turniram, $aja komanda jabtt trim dubultsp€lu pariem. 6.2 klasé
macas 8 zeéni, bet 6.° klasé - 7 zeni. Ir zinams, ka katri divi zéni var kopa labi sp&let vai
nu badmintonu, vai tenisu. Vai abas klases noteikti varés pieteikt savas komandas kada
no turniriem?
Rajona ir 8 pagasti. Starp katriem diviem pagastiem ir vai nu zemes celS, vai asfaltéts
celS. Pieradit, ka noteikti var izv€léties 6 pagastus un apbraukat tos visus, katra
legrieZoties tieSi vienu reizi un beigas atgriezoties izejas punkta. Pie tam jabrauc vai nu
tikai pa zemes celiem, vai tikai pa asfaltu. Vai to pasu var apgalvot par kaiminu rajonu,
kura ir 7 pagasti?
Pieradit, ka patvaliga 9 cilvéku sabiedriba noteikti atradisies tads cilvéks B, kam ir tiesi
4 pazinas, un vel vismaz 2 citi §is sabiedribas locekli A un C, kas sava starpa ir
pazistami, vai ari tads B, kam ir tiesi 4 sveSinieki, un tadi citi A un C, kas sava starpa
nav pazistami.
Vecpilséta ir 9 pieminekli. Starp katriem diviem pieminekliem ir iestadita vai nu liepu,
vai nu kastanu aleja. Ir zinams, ka Vecpilséta nav tris tadu piemineklu, kuri sava starpa
biitu saistiti ar liepu alejam. Pieradit, ka noteikti ir trTs tadi pieminekli, kas sava starpa ir
saistiti ar kastanu alejam, un bez tam starp Siem pieminekliem var izveléties vismaz
divus tadus piemineklus, no kuriem pa kastanu aleju var noklit pie vél kada cita
pieminek]a.
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167. Pieradit, ka starp brivi izvélétiem 18 divciparu skaitliem noteikti atradisies vai nu Cetri
tadi skaitli, kam visiem savstarp&ji ciparu summas ir vienadas, vai ar1 Cetri tadi skaitli,
kam visas ciparu summas ir dazadas.

168. Pie Pétera atnaca 10 draugi. Katriem diviem draugiem ir kopiga interese vai nu par Sahu,
vai par makskeréSanu. P&terim ir 2 galdini trim personam. Pieradit, ka pie abiem
galdiniem var nos€dinat vienas intereSu grupas parstavjus. Ka biitu tad, ja pie P&tera biitu
atnakusi 9 draugi?

3.4.1.5. Nobeigums

Viegli saprast, ka lidzigus jautdjumus var uzdot ari, apliikojot minimalo virsotnu skaitu
pilna grafa Pp , kas garanteé vai nu monohromatiska sarkana apakSgrafa Gi eksistenci, vai ari
monohromatiska zala apaksgrafa Go, eksistenci, kur G1 un G2 var ari nebiit vienadi; tadgjadi
ieglistam jédzienu par visparinato Ramseja skaitli R(G1, G2). Uzdevumu vél talak visparinot,
varam aplikot krasoSanu vairakas krasas un péc analogijas ar minéto ieviest visparinato
Ramseja skaitli R (G, G2 ..., Gn). Visi $ie un vél daudzi citi jautagjumi veido t.s. visparinato
Ramseja grafu teoriju, kas ir plasa un sazarota matematikas nozare un intensivu petijjumu joma.
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Ieprieksgja paragrafa tika pieraditi apme@ram viena tipa rezultati: ja pilna grafa P ar
pietickami daudzam virsotném katra Skautne nokrasota viena no divam krasam, tad grafa P ir
noteiktas formas un izm&ru monohromatisks apak$grafs viena no izraudzitajam krasam,
ikviena gadijuma negarant€jot, tieSi kura krasa bius mekl€jamais monohromatiskais
apaksgrafs.

Plasa grafu teorijas nozare nodarbojas ar jautajumu: cik daudz Skautnu jabiit
nokrasotam viena noteikta krasa, lai var@tu garantet, ka monohromatiskais apakSgrafs biis
tiesi Saja krasa?

Lai nesaraibinatu zim&jumu, runajot par divam krasam, problému nomaina p&c butibas
ekvivalents jautajums: cik Skautnu janovelk grafa, kura ir n virsotnes, lai varétu garantét, ka
taja noteikti atradisies noteiktas formas apakSgrafs? (Nenovilktas Skautnes tad var interpretet
ka otra krasa nokrasotas Skautnes, ka més jau vairakkart esam darjusi.)

95. piemers. (Turana teoréema). Ja grafd ar n virsotném ir vairak nekda n®/4, Skautnu, tad
taja noteikti ir tris virsotnes, kas pa pariem savienotas ar Skautnéem.

Pieradijums. Apskatam grafu, kura ir n virsotnes; pienemsim, ka taja nav tris virsotnu,
kas pa pariem savienotas ar Skautném (turpmak sacisim vienkarSi "grafa nav trijstaru").
Apskatisim starp tam virsotni ar maksimalo pakapi; pienemsim, ka ta ir virsotne A un
p(A)=x. Skaidrs, kax < n- 1.

Visas grafa virsotnes tagad varam iedalit 3 dalas:

1) virsotne A ar pakapi x,

2) tas virsotnes Bi, Ba,..., Bx, kas tieSi savienotas ar virsotni A. Lai neveidotos trijsturis,
nekadas divas no tam nav savienotas sava starpa; tatad katrai no virsotném B pakape
neparsniedz n - X,

3) tas virsotnes C1, C> ..., Chx-1 , kas nav tieSi savienotas ar Skautni ar A; saskana ar x
izveli katrai no tam pakape neparsniedz x.

Tatad visu virsotnu pakapju summa ir ne lielaka ka

X + X(N -X) + (N-X-1)-X = X + NX - X% + NX - X2 - X = -2X%+ 2nx = -2(X - "12)? + n?/2< n?/2
Ta ka katrai Skautnei ir divi gali un visu virsotpu visu pakapju summa ir vienada ar visu

. . . . 1
Skautnu visu galu kopigo skaitu, tad grafa Skautnu skaits neparsniedz E-n2/2: n%/4, ko ari

vajadz€ja pieradit.
Sekojosais rezultats parada Ramseja tipa spriedumu cita situacija.

96. piemeérs. Apskatam devinstura piramidu. Katra sanu Skautne un katra pamata
diagonale (to pavisam ir 27) nokrasota vai nu zala, vai sarkana. Pieradit, ka var atrast tris
tadas piramidas virsotnes, kuru veidota trijstiira malas visas nokrasotas vienda krasa!

Atrisinajums. No 9 piramidas sanu Skautn€m varam atrast 5 Skautnes, kas nokrasotas
viena krasa (varam pienemt, ka tas ir sarkanas). Pienemsim, ka §is Skautnes ir VA1, VA,
VAs, VA4, VAs, kur V - piramidas virsotne, kas uz pamata atrodas tie$i $ada seciba. Vismaz
viens no nogriezniem A1A2, A2A3, AsAs, AsAs, AsA; ir piramidas pamata diagonale; varam
pienemt, ka tas ir A1A,. Tatad A1A: ir nokrasots; ja tas ir sarkans, meklgjamais trijstiiris ir
VA1A;. Pienemam, ka A1A: ir zalS. Apskatam trijstiri A1A2A4; visas ta malas ir pamata
diagonales, tatad ir nokrasotas. Ja kaut viena no malam A1A4 un AxA4 ir sarkana, tad ta kopa
ar virsotni V veido mekl&amo sarkano trijstiri; ja gan A1A4, gan A2As ir zalas malas, tad
A1A2A41r zals trijsturis. Uzdevums atrisinats.

Uzdevumi patstavigai risinaSanai
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169. Pienemsim, ka grafa ir n virsotnes un taja var atrast tadas divas ar Skautni savienotas
virsotnes A un B, ka p(A) + p(B) > n. Pieradit, ka grafa ir trijstiiris.

170. Kadiem grafiem ar n virsotném un n?/4 $kautndm nav neviena trijstiira?

171. Pienemsim, ka grafa ir n virsotnes (n > 4) un vairak neka [n?/4] §kautnes. Pieradit, ka taja
ir vismaz 2 trijsturi.

172. Piecstiira prizmai ir pamati A1A2A3AsAs, un B1B;B3B4Bs. Visas pamatu Skautnes un visi
nogriezni AiBj, (i,j)= 1; 2; 3; 4; 5) nokrasoti vai nu zali, vai sarkani. Zinams, ka nav
neviena trijstiira, kam visas virsotnes atrastos piramidas virsotn€s un visas malas biitu
nokrasotas viena un tai pasa krasa. Pieradit, ka visas 10 pamatu Skautnes nokrasotas
viena un tai pasa krasa.

173. Telpa doti 9 punkti; nekadi 4 no tiem neatrodas viena plakne. Atrast mazako n ar $adu
ipasibu: ja novilkti n patvaligi nogriezni, no kuriem katrs savieno divus no Siem 9
punktiem, un katru novilkto nogriezni nokraso vai nu zalu, vai sarkanu, tad noteikti
atradisies trijstiiris, kuram visas malas nokrasotas viena un taja pasa krasa.

3.5. Uzdevumi, kuros izmantots jédziens par orientétu grafu

Lidz $im mé&s apskatijam grafus, kuru Skautnu abi gali ir Iidzvertigi. Tadi grafi dabiski
rodas uzdevumos par "simetriskam" attiecibam, pieméram, par draudzibu: ja A draudzgjas ar
B, tad ar1 B draudzg&jas ar A. Tomer pastav arT "nesimetriskas" attiecibas: piem&ram, ja Janitis
mil Anninu, tad tas vél nebiit nenozimé, ka ar1 Annina mil Janiti (kaut ar1 ta varétu bit). Vel
uzskatamaks piemérs: ja viena apla turnira komanda A uzvargjusi komandu B, tad komanda
B noteikti nav uzvargjusi komandu A.

Sadu situaciju aprakstiSanai uz grafa $kautném var izvéleties virzienu, ko attélo ar
bultinu. Piem&ram, ja grafa virsotnes attélo komandas - turnira dalibnieces, tad varam norunat
uz Skautnes AB izveleties virzienu no A uz B, lai pasacitu, ka komanda A uzvargjusi
komandu B (skat. 108. zim.).

A B
*—>0
108. zim.

Sadas norunas padara daudzus spriedumus &rti attglojamus un viegli saprotamus.
Nupat minéto norunu lietosim visa paragrafa.

Grafu, uz kura Skautném izveleti virzieni, sauc par orient€tu grafu (pretstata
neorientetam grafam, kura Skautném virzienu nav). Situacija, kas paradita 108. zim&uma,
saka, ka Skautne iziet no virsotnes A un ieiet virsotné B.

Vispirms apliikosim pieméru, kura risinasanas gaitd neorientets grafs klas lidzigs
orientétam grafam.

97. piemeérs. Matematikas pulcind, ir 10 dalibnieki. Svétkos katrs no viniem nositija 5
apsveikuma kartites citiem pulcina dalibniekiem. Pieradit, ka atradisies tadi divi dalibnieki,
kas nosiitijusi kartites viens otram.

Atrisinajums. Att€losim pulcina dalibniekus ar grafa virsotn€m. Savienosim katras divas
virsotnes ar Skautni. No katras virsotnes iziet 9 Skautnes, tatad pavisam 10-9 = 90 Skautnu
gali.

Katrai Skautnei ir divi gali, tapec Skautnu pavisam ir 90:2 = 45.

Ja dalibnieks A nosiitijis apsveikumu dalibniekam B, tad uz Skautnes AB atzimesim
bultinu virziena no A uz B. Katrs dalibnieks nosttijis 5 apsveikumus, tatad pavisam jaatzime
10-5 = 50 bultinas. Bultinu ir vairak neka Skautnu, tapeéc saskana ar D1 atradisies Skautne, uz
kuras atzimétas divas bultinas. Sis Skautnes galiem atbilstodie dalibnieki nosatijusi
apsveikumus viens otram. Uzdevums atrisinats.
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Komentars. Formali run3jot, més nevaram sacit, ka esam ieguvusi orientétu grafu, jo
orientéta grafa uz katras Skautnes atziméts tikai viens virziens.
Loti plasi orientetus grafus lieto, lai aprakstitu dazadus turnirus (sporta spéles, kuras
nav iesp&jami neizskirti) un risinatu uzdevumus par tiem.
Visos turpmakajos uzdevumos, kuros blis runa par turniriem, uzskatisim, ka katra
komanda ar katru spé@l€ tiesi vienu reizi, turklat neizskirtu rezultatu nav.

98. piemérs. Turnird piedalas 8 komandas. Pieradit, ka péc ta beigam var atrast tadas
Cetras komandas A, B, C, D, ka vienlaicigi A 2 B,A 2 C,A >D,B2C,B2>DunC 2D
(t.i., komandu virkné ABCD katra komanda uzvarejusi visas nakosas komandas).

Atrisinajums. Attelosim turniru ar orientétu grafu. Taja pavisam ir 28 Skautnes (rezultatu
87/,=28 iegiist tapat ka Skautnu skaitu 97. pieméra risinajuma). Katra no $§Im $kautném iziet
no kadas no 8 virsotném. Ta ka 28 = 8-3 + 4, t.i., 28 > 8-3, tad saskana ar D2 atradisies tada
virsotne, no kuras iziet vismaz Getras $kautnes. So virsotni izvélamies par A (109. zim.).

o o X
¢ ”
S oy
109. zZim. 110. zim.

Aplikojam cetru no A izejoSo Skautpu galapunktus un Skautnes, kas savieno Sos
galapunktus. Pavisam $adu $kautnu ir %2 = 6. Katra no tam iziet no kadas no 4 virsotném.
Ta ka 6 > 4, tad saskana ar D1 atradisies virsotne, no kuras minéto 4 galapunktu sist€émas
ieksieng iziet vismaz divas Skautnes. So virsotni izvélamies par B (110. zim.) un

interes€jamies par abu minéto Skautnu galapunktiem (110. zim. X un Y).

Starp X un Y arT ir Skautne. Ja ta iet no X uz Y, izvélamies X par C un Y par D; ja ta
iet no Y uz X, izvélamies Y par C un X par D (111. zZim.). Vajadzigais iegiits, uzdevums

atrisinats.
e A

oD 111. Zim.

A

99. piemeérs. Turnird piedalas 6 komandas. Pieradit, ka péc ta beigam var atrast tadas
divas komandas, kuram paréejas 4 komandas zaudéjusas - katra komanda vismaz vienai no
Sim divam komandam.

Atrisinajums. Pavisam turnira izspélétas 6°/2 = 15 spéles, un tatad izcinitas 15
uzvaras. Saskana ar Dirihl€ principu D2 var atrast komandu, kas izcinijusi vismaz 3 uzvaras.
Talak Skirojam tris gadijumus.

a) Var atrast komandu, kas izcinijusi 5 uzvaras, t.i., uzvargjusi visas spélés. Izveélamies
So komandu ka vienu no prasitajam; otru izvélamies patvaligi.

b) Var atrast komandu, kas uzvargjusi Cetras spél€s, bet zaud@usi viena spéele.
Izvélamies $So komandu un to, kam ta zaudgjusi.

c¢) Ir komanda A, kam ir tieSi tris uzvaras (un tatad tiesi divi zaud&umi - piepemam,
ka pret komandam B un C). Viena no komandam B un C savstarpgja spélé uzvargjusi;
pienemam, ka B> C. Tad izvélamies komandas A un B. Visi gadijumi aplikoti, uzdevums
atrisinats.

Vairaki citi orient€tu grafu izmantoSanas pan€mieni tiks aplikoti 3.6. nodala, runajot par
Holla teorému.
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Uzdevumi patstavigai risinasanai

174.° Katra no 2n tenku vacelém uzzinajusi satriecoSus jaunumus par n citam. Pieradit, ka var
atrast divas tenku vaceles, kas uzzinajusas satriecoSus jaunumus viena par otru.

175.° Turnira piedalas 16 komandas. Pieradit, ka turnira nosléguma no tam var izvéléties 5
komandas un apzimét ar A, B, C, D, E ta, ka virkne ABCDE katra komanda uzvarg&jusi
visas nakosas komandas.

176. Turnira piedalas 14 komandas. Pieradit, ka péc ta beigam var izvéleties 3 komandas ta,
ka katra no pargjam 11 komandam zaudg€jusi vismaz vienai no $im trijam komandam.

177.*% Atrisinat iepriek$¢jo uzdevumu, ja no 30 komandam jaizvélas 4 tadas komandas, lai
katra no 26 pargjam komandam biitu zaud@jusi vismaz vienai no $§im ¢etram komandam.

178.% Atrisinat 176. uzdevumu, skaitli 14 aizstajot ar 18 un 11 - ar 15.

179.* Turnira piedalas 17 komandas. Pieradit, ka jebkura bridi var atrast vai nu 5 komandas,
starp kuram nekadas divas komandas vél nav spél€jusas sava starpa, vai art 5 komandas,

kuras var apzimét ar ApAp A A A ta kaA oA, A A A,

3. 6. Minimaksa teorémas

Saja paragrafa aplikosim virkni svarigu matematisku rezultatu. Visi tie lielaka vai
mazaka méra saistiti ar sekojosa tipa situaciju. Tiek veikts kaut kads globals, plasi sazarots
process (vai pétita lielas "struktiiras" veidoSana). Procesa veikSanai, resp., struktiiras
veidoSanai, iesp&jami daudzi Sk&rsli: katrs Sk&rslis darbojas lokali, traucgjot mérka

______

lielakus ierobezojumus neka katrs Sk&rslis atseviski. Teor€mas, par kuram biis runa $aja
paragrafa, apraksta situacijas, kad ta nav: globala méroga maksimali sasniedzamais rezultats
vienads ar minimalo no tiem rezultatiem, kuru pielauj katrs atseviski nemtais lokalais $kerslis.
No Sejienes arT radies nosaukums - minimaksa teorémas.

3.6.1. Holla teoréma un ar to saistitie rezultati

Vispirms apliikosim pieméru, kas paradis pieradijumos lietojamas idejas.

100. piemers. Uz viesibam atndca n cilvéeki, katrs atnesa 10 konfektes. Konfektes kaut ka
salika uz n Skivisiem, uz katra skivisa - 10 konfektes. Pieradit, ka skivisus var sadalit visiem
ta, lai katrs dabiitu skiviti, uz kura ir vismaz viena vina atnestd konfekte.

Atrisinajums. Vispirms iedosim $kiviSus cilvékiem patvaliga kartiba. Ja katram jau ir vismaz
viena vina konfekte, viss kartiba. Pienemsim, ka ir viesis A, kuram iedots Skivitis, uz kura
vina atnestas konfektes nav.

Pieradisim, ka var atrast tadus cilvékus C1, Co, -, Cp, lai vienlaikus biitu spéka ipasibas:

1) C1 sanémis $kiviti ar kadu A atnestu konfekti,

2) C» sanémis $kiviti ar kadu C; atnestu konfekti,

3) Cs sanémis $kiviti ar kadu C» atnestu konfekti,

n) Cn sanémis $kiviti ar kadu Cn-1 atnestu konfekti,

n + 1) A sanémis $kiviti ar kadu C, atnestu konfekti.

Apmainam Sk1viSus:
A atdod savu skiviti Cn, Cn atdod savu $kiviti Cp.1,..., C2 atdod savu skiviti C1, C1
atdod savu Skiviti A.

93



Sis cikliskas mainas rezultata A savu situaciju ir "izlabojis", bet neviens cits nav to
"sabojajis". Ja nepiecieSams, Sadus labojumus var izdarit péc kartas attieciba uz citiem
cilvékiem, kam v&l nav $kivisa ar vina atnestu konfekti.

Tatad mums atliek tikai pamatot minéta cikla A, Cy, Ca,..., Cs eksistenci.

Izveidosim shému, kas Iidziga orientétam grafam (atSkiriba slépjas apstakli, ka no
vienas virsotnes uz otru vares iet ari vairakas bultinas, un bultinas varés iet arT no kadas
virsotnes uz vinu pasu). Ertibas labad sauksim to par grafu. Grafa virsotnes bis cilveki. No
virsotnes x novilksim bultinu uz virsotni y, ja y sapémis $kiviti ar kadu x atnestu konfekti,
turklat katrai konfektei vilksim savu bultinu. Pavisam ir 10n bultinu. Japierada, ka grafa var
izdalit 112. zim&uma redzamo ciklu.

C

2

c

" C, .. 112. Zim.

Shema sakam krasot bultinas un virsotnes. Vispirms nokrasojam virsotni A un visas
no tas izejosas bultinas; pec tam krasojam So bultinu galus un bultinas, kuras sakas no jauna
nokrasotajos punktos, un to galus, kas vél nav nokrasoti. P&c tam atkal atkartojam So darbibu,
pec tam atkal utt., kamér kada soli jaunas virsotnes vairs nenokrasojas. Ja Iidz §im bridim
kaut kad esam nonakusi virsotn€ A, prasttais cikls ir atrasts.

Pienemsim, ka virsotné A neesam atgriezuSies. Tad grafu var nosaciti attélot sadi:

<

L ) | J
nokrasota dala 113 zim. _nhenokrasota daja

No virsotnes A iziet 10 nokrasotas bultinas, un taja neieiet neviena nokrasota bultina;
visas pargjas nokrasotas virsotnes un no tam izejosas bultinas atrodas dala X. No dalas X uz
dalu Y, kura atrodas nenokrasotas virsotnes, neiet neviena bultina (citadi tadu bultinu gali
nepiederétu dalai Y).

Tatad cilveki, kas attéloti ar virsotném dala Y, nav san€musi nevienu citu viesu nestu
konfekti. Tatad vini apgadajusi ar konfektem paSi sevi. Bet bez tam vipiem jabit
apgadajusSiem ar konfekt€m art cilvéku A, jo saskana ar pien€mumu A nav san€mis nevienu
ne savu, ne ar1 kadu konfekti no dalas X. Ta ir pretruna: m cilvéki no dalas Y atnesusi 10m
konfektes, bet viniem jabit atdevusiem 10(m + 1) konfektes, kas nav iesp&jams, jo 10(m + 1)
> 10m. Te arT paradas DP tipa spriedums. Tatad misu piep€émums, ka mé&s bultinu krasoSanas
procesa neatgriezamies virsotné A, ir nepareizs. Uzdevums atrisinats.

Formulésim Holla teoréemu.
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Holla teoréma. Pienemsim, ka galiga kopa X sadalita n apakskopas (varbut ar
kopigiem elementiem): X = Ai1UA2uU ... UAn. NepiecieSamais un pietiekamais
nosacijums, lai varétu izvéléties n dazadus elementus x1 X2,..., Xn ta, ka x1€A1, X2€Az,
...y Xn€An, ir §ads: jebkuram k, 1<k < n, kopu Ail , Ai2 peens A, apvienojuma ir vismaz k

elementi.

Nosacijuma nepiecieSamiba izriet no Dirihlé principa: ja ir kadas k kopas, kuru
apvienojuma ir ne vairak ka k - 1 elementi, tad jau $STm k kopam nav iesp&jams izv€leties
dazadus parstavjus, tatad to nevar izdarit ar1 visam kopam. NosacTjuma pietickamibu pierada
lidzigi ka ieprieks€ja pieméra risinajuma. Uzskatisim kopas Ai, A2,..., An par cilvékiem.
Pienemsim, ka katrs cilvéks atnesis tik daudz konfeksu, cik attiecigaja kopa elementu.
Asocigsim kopas X elementus ar skiviSiem; uz katra $kivisa uzliksim pa vienai konfektei no
katras kopas, kurai attiecigais elements pieder. Atkal japierada, ka var sadalit SkiviSus
cilveékiem ta, lai katrs dabiitu $kiviti ar vismaz vienu pasa atnestu konfekti (Soreiz dazi Skivisi
paliks pari). Pabeidziet pieradijumu patstavigi!

Holla teorému sauc ar1 par teorému par dazadiem parstavjiem (nosaukuma jéga ir
skaidra: X1, X2... Xn "parstav" katrs savu kopu A1, Az,..., An). Elementu sist€mu { X1, X2... Xn }
sauc par dazadu parstavju sisttmu apakSkopam Ay, Az,..., An.

Sekojosais rezultats ir Holla teorémas visparinajums.

Teoréma par kopigiem parstavjiem. Pienpemsim, ka galiga kopa X sadalita n
apakSkopas divos dazados veidos: X = A1 UA2U ... UAn Un X = B1UB2uU ... UBn
(dazadam kopam A1, Az, ..., An, ka arl dazadam kopam B1, By, ..., Bn nevar biit kopigi
elementi). NepiecieSamais un pietiekamais nosacijums, lai varétu izvéléties n dazadus
kopas X elementus ta, ka tie vienlaicigi veido dazadu parstavju sistemu kopam Au,
Az,..., An un ari kopam Bi, Ba,..., Bn, ir $ads: katram k, 1 < Kk < n, un katram k
apakSkopam Aii, Aiz, ..., Aik apvienojums Aii UAI2 U ... UAIk neietilpst mazak neka k
apakskopu apvienojuma no sistemas Bi1, B2, ..., Bn.

NepiecieSamiba triviali seko no DP tapat ka Holla teorémas pieradijuma.
Pietiekamibu pierada tapat ka 100. pieméra: asoci€jot apakSkopas A1, Ao,..., An ar cilvékiem,
bet apakSkopas Bi, B2,..., Bn - ar SkiviSiem; katru Aj un Bj kopigo elementu asocié ar
konfekti, kuru cilveks A ir uzlicis uz Skivisa B;.

Aplikosim veél vienu slavenu kombinatorisku rezultatu. To var pieradit, izejot no
Holla teorémas. Te dosim citu pieradijumu.

Kéniga - Rado _teoréma. Pienemsim, ka dots taisnstiiris, kas sastav no a x b
ratinam. Dazas ratinas atrodas pa zvaigznitei. Sauksim par Iinijam gan ritinu
rindas, gan ritinu kolonnas. Tad mazakais liniju skaits, kuras nokrasojot melnas, bis
nokrasotas visas zvaigznites, ir vienads ar lielako iespeéjamo zvaigzniSu skaitu, kuras
var izveéléties ta, lai nekadas divas izveletas zvaigznites neatrastos ne viena rinda, ne
viena kolonna. Tadu zvaigzniSu sistému sauc par neatkarigu.

Pieradijums. Apzim&sim mazako nokrasojamo Iiniju skaitu visu zvaigzniSu
nokrasosanai ar m, bet liclako neatkarigo zvaigznisu skaitu - ar M. Skaidrs, ka m > M, jo, lai
nokrasotu katru no M neatkarigajam zvaigznitém, jakraso viena linija, tatad kopa vismaz M
Itnijas.

Pamatosim, ka M > m, izmantojot Holla teorému. No nevienadibam M > m un m >
M seko, ka m = M, kas bija japierada. Japierada, ka visas zvaigznites iesp&jams izsvitrot,
izsvitrojot M linijas.

Pieradijumu veiksim ar matematisko indukciju péc lieluma a + b. Teorémas pareiziba
ir actm redzama, ja a + b = 2 (taisnstiiris sastav no vienas ritinas).
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Pienemsim, ka visiem taisnstiiriem, kam §1 summa mazaka par A, teoréma pareiza.
Apskatisim taisnstiiri a X b, kura+b = A.

Skaidrs, ka ne lielums m, ne lielums M nemainas, parkartojot vietam rindigas vai ar1
parvietojot vietam kolonnas, turklat sadu parkartojumu rezultata zvaigznites, kas pirms
parkartosanas bija, respektivi, nebija, uz vienas linijas, arT péc parkartoSanas ir, respektivi,
nav, uz vienas linijas. Izvélésimies M neatkarigas zvaigznites un parvietosim rindas un
kolonnas taisnstiir1 ta, lai tas visas nonaktu taisnstiira kreisaja augseja sturi, kura izmeri ir
MxM; Saja kvadrata tas atrodas pa vienai katra rindina un katra kolonna. Visas citas
zvaigznites atrodas apgabalos I un II; apgabala III (skat. 114.zim.) zvaigzniSu nav. TieSam, ja
tur butu kada zvaigznite, tad, pievienojot to M zvaigzniteém kreisaja augseja kvadrata, iegiitu
M + 1 neatkarigo zvaigzniti, kas ir pretruna ar M izveli. Misu izveletas M neatkarigas
zvaigznites sauksim par pasam zvaigznite€m.

M b-M

M I

a-M Il i

114. zZim.

Ja apgabals I vai II ir tukss, respektivi, tur nav nevienas ritinas, tad M = b, respektivi
M = a. Skaidrs, ka, nokrasojot visas kolonnas (visas rindinas), ir nokrasotas visas zvaigznites.
Tapéc talak apskatam gadijumu, kad M < a un M < b, respektivi, apgabalos | un Il ir kaut
kadas riitinas. Pienemsim, ka apgabala I zvaigznites izvietojusas x rindas, bet apgabala II - y
kolonnas.

Mes apgalvojam, ka neviena 1pasa zvaigznite Zo neatrodas vienlaikus viena rinda ar
kadu zvaigzniti Z1 no apgabala | un viena kolonna ar kadu zvaigzniti Z> no apgabala Il.
Tiesam, ja ta butu, tad més varetu ieglit M + 1 neatkarigas zvaigznites, izmetot no neatkarigo
zvaigznisu sist€mas Zo un pievienojot tai Z; un Z,. Ta butu pretruna ar M izveli.

Nokrasosim visas tas x horizontales, kuras atrodas zvaigznites apgabala I, un visas tas
y vertikales, kuras atrodas zvaigznites apgabala II. Katra §ada krasoSana saskana ar nupat
minéto skar vienu 1paSo zvaigzniti, tapéc x + y < M. Tagad apgabalos I, 11, III nenokrasotu
zvaigzniSu nav. Varbiit kadas nenokrasotas zvaigznites vél palikuSas apgabala MxM kreisaja
augseja starl. Skirojam divus gadijumus:

) x +y =M, t.i., visas Tpasas zvaigznites jau nokrasotas. Ja kreisaja augseja sturi vel
palikusi kada nenokrasota zvaigznite, tad ta atrodas viena rinda ar kadu "vertikali" nokrasotu
zvaigzniti Z1 un kolonna ar kadu "horizontali" nokrasotu zvaigzniti Z2; tas savukart bijuSas
viena vertikale ar zvaigzniti Q1 no apgabala III, respektivi, viena horizontalo ar zvaigzniti Q>
no apgabala Il (skat. 115.zim.).

2
! 2
78~ 4 -|- - - -

L

|
01‘

115. zZim.

Ta ir pretruna, jo, izmetot no neatkarigo zvaigznisu sistémas Z1 un Z» un pievienojot tai
X, Q1 un Qz, iegltu M + 1 neatkarigas zvaigznites, kas ir pretruna ar M izvéli;

2) x +y <M. Tad kreisaja augsgja stiiri palikusas nenokrasotas M - (X + y) neatkarigas
1pasas zvaigznites, turklat visas nenokrasotas riitinas, parvietojot rindas un kolonnas, var
savakt taisnstirT, kura izméri ir (M - X)X(M - y). Saja taisnstiiri nav vairak par M - (X + y)
neatkarigdm zvaigznitém; ja to bitu vairak, tad, izmetot no sakotn&jas neatkarigas sist€mas
palikusas M - (x + y) 1paSas zvaigznites un to vieta pievienojot lielaku skaitu domato
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neatkarigo zvaigzniSu, iegiitu vairak neka M neatkarigo zvaigzniSu sakotné&ja taisnstiiri, bet ta
ir pretruna.

Tadel péc induktiva pienémuma visas palikusas nenokrasotas zvaigznites var nokrasot,
nokrasojot M - (x +y) linijas. Pavisam nokrasotas x+y+M-(x+y)=M linijas.

Teoréma pieradita.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

180. Brigade ir n stradnieki un n instrumenti. Katrs stradnieks prot stradat ar 2 instrumentiem;
ar katru instrumentu prot stradat 2 stradnieki. Pieradit, ka instrumentus var sadalit
stradniekiem ta, lai katram biitu instruments, ar kuru vins prot stradat.

181.° Deju vakara piedalas n zéni un n meitenes. Katram zénam patik k meitenes; katra
meitene patik k z€niem (k < n). Pieradit, ka z&ni var vienlaikus uzliigt meitenes uz deju
ta, ka katrs zéns butu uzliidzis meiteni, kura vipam patik.

182X Vai iepriek3gja uzdevuma rezultats paliek speka, ja, dots, ka katram zénam patik vismaz
k meitenes un katra meitene patik vismaz k z&€niem?

183.% Izliekta Eetrstiira malas katra sadalita n vienadas dalas; caur dalfjuma punktiem novilkti
nogriezni, kas sadala Getrstiiri n? §tinas (skat. 116. zZim., kur n = 6).

[ 1 1
T

| 116. Zim.

Dazas Stnas iezimé@ts pa vienai zvaigznitei ta, ka katra kolonna un katra rinda atrodas

tiesi k (k <n) zvaigznites.

a) Pieradit, ka ar zvaigzn€m apzimétas Siinas var nokrasot k krasas (katru $iinu viena
krasa) ta, lai katra kolonna un katra rinda butu sastopamas visas krasas.

b) Pieradit, ka katra $ada krasojuma jebkura krasa nokrasotais laukums ir n reizes
mazaks par visa Cetrsttra laukumu.

184.* Papira lapas katra puse sadalita n apgabalos; visu apgabalu laukumi ir vienadi. Pieradit,
ka lapa var izdurt ar adatu n caurumus ta, lai katra apgabala butu tiesi viens caurums.

185. Pieradit Holla teorému.

186. Pieradit teorému par kop&jiem parstavjiem.

187. Pieradit Keéniga - Rado teorému, balstoties uz Holla teorému.

188. Kvadrats sastdv no 2n x 2n ratipam. DaZas ritinas iezimé€ts pa zvaigznitei; kopgjais
zvaigzniSu skaits ir 3n. Pieradit, ka var nokrasot n rindigas un n kolonnas ta, lai visas
zvaigznites blitu nokrasotas. Vai rezultats paliek speka, ja kop€jais zvaigzniSu skaits ir
3n+1?

189 K Kvadratveida tabula sastav no n x n ritinam. Katra riitina ierakstits pozitivs skaitlis (tas
nav vesels skaitlis). Katra rindina un katra kolonna ierakstito skaitlu summa ir vesels
skaitlis. Pieradit, ka katru tabula ierakstito skaitli var aizstat ar vienu no ta
noapalojumiem ta, lai summas rindinas un kolonnas nemainitos. (Paskaidrojums. Saja
uzdevuma par skaitla a, kas nav vesels skaitlis, noapalojumiem sauc abus skaitlim a

tuvakos veselos skaitlus - vienu ar iztrikumu, otru ar uzviju. Pieméram, skaitla 4 —
noapalojumi ir 4 un 5; skaitla V2 noapalojumi ir 1 un 2 utt.
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3. 6. 2. Dilvorsa teoréma un ar to saistitie rezultati

3.6. 2. 1. Spernera teoréma
Vispirms aplikosim uzdevumu.

101.% piemeérs. Konditoru kursos piedalds 11 konditori. Katru dienu dazi no vipiem
gatavo savus izstraddajumus, bet parejie tos degusté. Neviens konditors nenodarbojas ar
gatavosanu un degustesana viend un taja pasa diend. Kads ir minimalais dienu skaits, kas
nepieciesams, lai katrs konditors biitu degustéjis visu kolegu izstradajumus?

Atrisinajums. Pieradisim, ka $is minimalais skaits ir 6.

a) Pienemsim, ka kursu darbam atv€l&tas n dienas. Sanumuré€sim konditorus ar skaitliem
no 1 lidz 11. Piekartosim katram konditoram ar numuru i kaut kadu degustésanas dienu kopu
Gi ta, lai visas kopas Gi, Go,..., G11 biitu vienads dienu skaits un visas kopas biitu dazadas. Ja
mums izdevies to izdarit, tad uzdevuma prasibas izpilditas. Tiesam, apliikosim konditorus i
un j. Ta ka Gi # Gj un abas kopas ir vienads dienu skaits, tad jabiit gan tadai dienai di, kas
pieder kopai Gi, bet nepieder kopai Gj, gan ari tadai dienai dj , kas pieder kopai G;j, bet
nepieder kopai Gi. (pretgja gadijuma kopa Gj, respektivi, Gi, blitu no paSas atSkiriga
apakskopa ar tadu pasu elementu skaitu ka vinai pasai, bet ta ir pretruna; skat. 117. zim.).

117. zim.

Diena di konditors ar numuru j nogarSos konditora 1 raZojumus, bet diena dj - otradi.

Atliek ieverot, ka, ja ir seSas dienas, var izveidot CJ = % = 20 apaksgrupas, katru
ar 3 elementiem. Tatad 6 dienu pietiktu pat kursiem ar 20, ne tikai ar 11 dalibniekiem.

b) Meginagjumi lidziga cela iztikt ar 5 dienam panakumus nedod, jo
Ci =5,C2 =10,C =10,C/ =5: ar vienada dienu skaita kopu palidzibu m&s uzdevumu
atrisinat nevaram. Tomer tas vien v€l nenozimé, ka ar 5 dienam uzdevums vispar nav
atrisinams: més tacu, vismaz principa, varétu meéginat piekartot konditoriem dazada garuma
€diena gatavoSanas periodus!

Tomeér punkta a minéta prasiba, ka neviena kopa Gi nedrikst biit otras kopas Gi
apakskopa, ir arT nepiecieSamais nosacijums uzdevuma atrisinadjumam: tiesam, ja GicG;, tad
katra diena, kura saldumus gatavo konditors i, tos gatavo ari konditors j, tapéc konditors j
nekad nevar€s nogarsot konditora i produkciju.

Tapéc uzdevums reduc€jas uz sekojoso: vai 5 elementu (5 dienu) kopa var izdalit 11
apakskopas ta, lai neviena no $tm apakskopam neietilptu kada cita izdalitaja apakSkopa?

Pieradisim, ka tas nav iesp&jams.

Ertibas labad dienas apzimésim ar cipariem 1; 2; 3; 4; 5, bet dienu kopas - ar ciparu
virknitém, piem&ram, 12, 35 utt. TukSo kopu apzimé&sim ar <.

Visas kopas, kadas var izveidot no 5 dienam, attelotas 118. zim&uma shéma.

Noskaidrosim shémas uzbiivi. Viena horizontalé novietotas kopas ar vienadu elementu
skaitu.
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Ta ka elementu skaits var biit no 0 Iidz 5, ir pavisam 6 horizontales.

Dazas blakus esosu horizontalu kopas savienotas ar Iinijam. Linija starp kopam A un B
novilkta tad un tikai tad, ja viena no §Im kopam iegiistama no otras, pievienojot otrai kopai
tiesi vienu elementu. Ta, piem€ram, pievienojot kopai 14 elementu 5, iegiistam kopu 145;
tap&c novilkta augSupejosa Itnija no 14 uz 145.

Viegli saprast: kopa A ir kopas B apakskopa tad un tikai tad, ja shéma no A uz B var
aiziet, virzoties pa linijam tikai uz augsu.

Sauksim par celu jebkuru augSupejosu Iiniju virkni no & uz 12345. Viegli saprast, ka
shéma pavisam ir 5! = 120 celi. (Atbilstosa shéma, kas att€lotu n elementu kopas visas
apakskopas, butu n! celi.) Viegli saprast ar1, ka divas kopas ir viena otras apakskopa tad un
tikai tad, kad tas atrodas uz viena cela.

Tagad miisu jautajumu var formulét $adi: vai var atzimét 11 kopas ta, lai nekadas
divas no tam neatrastos uz viena cela? Pieradisim, ka tas nav iesp&jams.

12345

N

1234

118. Zim.

Sacisim, ka kopa blok€ katru celu, uz kura ta atrodas. Pienemsim, ka mums izdevies
izvietot 11 kopas ta, ka nekadas divas no tam neatrodas uz viena cela. Tad katra no §tm 11
kopam bloke citus celus.

Noskaidrosim, cik celus blok€ katra kopa.

1. & un 12345 katra blok€ visus 120 celus.

2. Viena elementa kopa blokeé 4! = 24 celus. Tiesam, izv€loties kadu viena elementa
kopu a, més varam veidot celu, kas iet caur So kopu, atseviski veidojot cela aug$€jo un
apaksgjo dalu. Apaksgja dala ir noteikta viennozimigi (sastav no Iinijas a - ). Augsgja dala
pirmo posmu varam izvéleties Cetros veidos, otro - trijos, treSo - divos veidos; pedg€jais posms
noteikts viennozimigi. Tatad caur a ir 4-3-2 = 24 dazadu celu.

3. Divu elementu kopa blok& 12 celus. TieSam, celam caur kopu ab apaks€jo dalu var
izveleties 2 veidos, augsejo 3-2 = 6 veidos. Ta ka §is izvéles ir neatkarigas, tad dazadu celu
caur ab ir 6-2=12.

4. Lidzigi izspriezam (varam arl vienkar$i atsaukties uz simetriju), ka triju elementu
kopa bloke 12 celus, bet ¢etru elementu kopa - 24 celus.

Redzam, ka katra kopa blok€ vismaz 12 celus. Tapéc 11 kopam kopa jabloké vismaz
12-11=132 celi (atceramies, ka divas kopas nedrikst blok&t vienu un to pasu celu!). Bet tas
nav iespgjams, jo celu pavisam ir tikai 120.

Tatad esam pieradijusi, ka 11 konditoru gadijuma ar 5 dienam nepietiek.
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Uzdevuma risinajuma izmantoto spriedumu var visparinat. Pienemsim, ka mums ir dota
elementu kopa. Kadu lielako daudzumu apakskopu taja var izvéléties ta, lai nekada no
izveletajam apakSkopam nebiitu apakskopa nevienai citai?

Atbildi uz $o jautajumu sniedz sekojoss ieverojams rezultats.

Spernera teoréma. Lielidkais daudzums apak$kopu, ko var izvéléties no n elementu
kopas ta, lai neviena izveleéta apakSkopa nebiitu apaksSkopa citai izveletajai, ir
a) C}, ,jan =2k,

b) Ck ,, respektivi, C51, jan =2k + 1.
Pieradfjums. Aplikosim gadfjumu n = 2k + 1. Skaidrs, ka més varam pemt visas k

C

- k . — . v . .
elementu apakskopas (to skaits ir “~2k+) vai ar7 visas k + 1 elementu apakskopas (to skaits ir

Ck+l . Ck Ck+1 . . . . — . . — -
2k+1> protams, “2k+1=“2k+’) jo katrai k elementu kopai var viennozimigi piekartot tas

papildinajumus, kas ir k + 1 elementu kopa, un otradi). Japierada, ka nevar nemt vairak
apakskopu.

Pienemsim, ka esam izve€l&jusies x apakskopas Azi,..., Ax, kuras ir attiecigi ai, az,..., ax
elementi, pie tam neviena no tam nav kadas citas apakSkopa. Izveidojam tadu pasu shému, ka
ieprieksgja pieméra risingjuma. Shéma pavisam ir n! celu; kopa Aj bloke ai!-(n - ai)! celus, pie
tam dazadam kopam jabloke dazadi celi, citadi viena kopa biis citas kopas apakskopa. Tapéc

o n!
. " mi(n-m)!", _ o
Zai!(n —a;)!< n! Izdalot ar n! un atceroties, ka ieglistam nevienadibu
i
%) S +’ L
( ) C:‘ Ciz o C:" - .

No binomialajiem koeficientiem Cr? ;Crf;...;CrT lielakie ir abi vidgjie koeficienti
(atceramies, ka n = 2k + 1): C* un CK'. Aizstajot nevienadiba (*) visus binomialos

koeficientus ar CX, nevienadibas kreisa puse nepaliclinasies; tapéc ieglistam

n

X . K
— S lvaix<C,,

b kas bija japierada.
: 34 e _ ko, k+1
Skaidrs, ka G vargja aizstat art ar C’ , iegistot X <G
Gadijuma, kad n = 2k, spriedums gandriz nemainas; atliek ievérot, ka lielakais no

P .. C,CL,,...,Cir CX,.
binomialajiem koeficientiem —2k> 72kt T2k Cax
Spernera teoréma pieradita.

Sakara ar Spernera teorému rodas papildjautajums: tie$i kuras apakskopas var
izveleties, lai tiktu sasniegts teoréma minétais maksimums? Gadijuma, kad n = 2k, ir skaidrs,
ka maksimumu var sasniegt, vienigi izv€loties visas k elementu apakSkopas. Gadijuma, kad
n=2k+1, pagaidam skaidrs tikai, ka var izveleties visas k elementu apakskopas un var ari
izveleties visas k + 1 elementu apakskopas. Tomér no Spernera teorémas pieradijuma
pagaidam nav skaidrs, vai maksimumu nevar sasniegt ar1, izveloties dazas k elementu kopas
un dazas k + 1 elementu kopas.

Pieradisim, ka tas nav iesp&jams.

Pienemsim, ka mums izdevies sasniegt Spernera teoréma minéto maksimumu, izvéloties
k elementu kopu sistému N(un neizveloties atlikusas k elementu kopas, kas veido sistému
X ) un k + 1 elementu kopu sistemu 9 (un neizvéloties atlikusas k + 1 elementu kopas, kas
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veido sisttmu 3), pie tam neviena sisteéma N, xR , 9, 9 nav tuk3a. Aplukosim atbilsto$aja
shéma abas "vidgjas" horizontales, kas atbilst k elementu kopam un k + 1 elementu kopam.

k + 1 elementu kopas ( 9 ) @
k elementu kopas ( N ) 19, 7
. . Zim.

Katrs cel$ iet vai nu caur N, vai caur & , un katrs cel$ iet ari vai nu caur 3, vai caur 9.
No Spernera teorémas pieradijuma seko, ka maksimums sasniedzams tikai tad, ja izveletas
kopas kopuma n(&lolgé visus celus. Tapéc celi, kas iet caur X, ir tiesi tie, kas iet caur 9, un
celi, kas iet caur & , ir tieSi tie, kas iet caur 3. .

Pieradisim, ka, lai ka visas k elementu kopas nebiitu sadalitas divas klasés & un R
eksistes tada k + 1 elementu kopa, kura ka apakskopa biis gan kada N kopa, gan arT kada &
kopa. Lidz ar to biis iegiita pretruna un misu apgalvojums - pieradits.

Savukart sadas k + 1 elementu kopas eksistence seko no iespgjas visas k elementu
kopas izkartot virkn€ ta, lai katras divas blakus esoSas kopas atSkirtos tikai ar vienu
elementu. Tad virkné kaut kur atradisies blakus N un & klasu kopas, kuru apvienojums ir
mekl&éta k + 1 elementu kopa.

Mingta izkartojuma eksistenci pierada ar matematisko indukciju péc elementu skaita k.

Lidz ar to esam noskaidrojusi, ka Spernera teoréma minétais maksimums nepara n
gadijuma sasniedzams vienigi, izv€loties visas "vid€jas" apakskopas ar vienu un to pasu
elementu skaitu.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

190. Pamatot minéta k elementu apakSkopu sakartojuma eksistenci.

191. Bankas padomé ir n direktori. Visi svarigie dokumenti glabajas seifa. Padome grib
panakt, lai nekadi k direktori, sanakusi kopa, vél nevarétu atslégt seifu, bet lai
jebkuri k+1 direktori, sanakusi kopa, seifu varétu atslégt. Kads ir minimalais atslegu
skaits, kas japievieno seifam, un ka jasadala slédzenes starp direktoriem, lai §is
prasibas butu izpilditas?

3. 6. 2. 2. Daleji sakartotas kopas

Ja matematika kadus lielumus var raksturot ar skaitlu palidzibu, tad, salidzinot Sos
skaitliskos raksturojumus, vienmér var pateikt, kur$ lielums ir mazaks un kur§ - lielaks.
Pieméram, par katriem diviem cilvékiem var pasacit, kur§ no tiem vecaks, par katram divam
valstim - kurai no tam lielaka teritorija, utt.

Situacija mainas, ja gribam salidzinat objektus p&c vairakiem lielumiem vai arT miisu
riciba nav pilnigas informacijas. Pieméram, varétu uzskatit, ka viena valsts ir lielaka par
otru, ja tai ir gan lielaka teritorija, gan vairak iedzivotaju. Sada izpratné ne ASV ir lielaka
par Kanadu (ASV teritorija ir mazaka), ne Kanada lielaka par ASV (Kanada ir mazak
iedzivotaju). Mingtaja izpratn€ ASV un Kanada ir nesalidzinamas valstis.

Lidziga situacija sastopama sporta sacensibas. Apskatisim boksa olimpisko turniru
péc vienminusu sisteémas. Par abiem pusfinalu zaud@tajiem més nevaram pasacit, kur§ no
tiem ir spécigaks; balstoties tikai uz turnira rezultatiem, vini ir nesalidzinami. (Tapéc ar1
abiem tiek pieskirtas bronzas medalas.)

Rezumgjot varam secinat: ir situacijas, kuras 2 elementu salidzinaSanai iesp&jami tris

dazadi rezultati - lielaks pirmais elements, lielaks otrais elements, abi elementi ir
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nesalidzinami. Kopas, kuras $ada situacija paradas, sauc par dalgji sakartotam kopam
(atSkiriba no pilnigi sakartotam kopam, kuras tresas iesp€jas nav).
Atzim&sim dazus svarigakos $adu kopu piemerus.

102. piemeérs. Kadas galigas kopas visu apakskopu kopa, pienemot, ka apakskopa A ir
"mazaka" par citu apakskopu B, ja A — B. Sadas kopas attélotas 118. ziméjuma 101. pieméra
risindjuma. Attieciba "mazaks" vérojama uzskatami: no "mazakas" kopas uz "lielaku"
vienmer var aiziet, virzoties pa linijam augsup.

103. piemeérs. Kada ir galiga naturalo skaitlu kopa, pienemot, ka naturals skaitlis a ir
mazaks par citu naturdlu skaitli b, ja b dalas ar a. No sada viedokla daléji sakartota pirmo
10 naturalo skaitlu kopa uzskatami redzama 120. ziméjuma.

120. zZim.

ArT Seit no "mazakas" kopas uz "lielaku" kopu var aiziet, virzoties pa Inijam augSup.
Savukart, piem&ram, skaitli 6 un 10 ir nesalidzinami, tapat 9 un 7 utt. Skaitlis 1 misu izpratne
ir mazaks par visiem citiem naturalajiem skaitliem.

104. piemers. Klases skoléenu kopa, ja uzskatam, ka A ir "lielaks" neka B, ja A atzimes
neviend priekSmeta nav sliktakas neka B atzimes, bet vismaz viend prieksmetd tas ir labakas.
Drosi vien art jiusu klase var atrast divus skolénus, no kuriem vienam labak padodas
matematika, bet otram - latviesu valoda un literatira.

Jedzienu par dal€ji sakartotu kopu var attiecinat art uz bezgaligam kopam. Aplikosim
tikai galigas kopas, katru reizi paskaidrojot, ko nozimé, ka viens elements ir "mazaks" neka
otrs. Jédzienus "A mazaks neka B" un "B lielaks neka A" lietosim ka ekvivalentus. Vienmer
izvélesimies "mazaks" un "lielaks" ar tadu izpratni, lai no faktiem "A mazaks par B" un "B
mazaks par C" noteikti sekotu "A mazaks par C". (Matematiki saka, ka attiecksme "mazaks" ir
transitiva.)

Attelojot dalgji sakartotas kopas grafiski, to elementus att€losim ar punktiem. Ja divus
punktus dazada augstuma savieno viena linija (uz kuras punktu nav), tad augstak esoSais
punkts attelo "lielako" elementu. P&c transitivitates 1pasibas no Sejienes seko: ja no punkta A
var aiziet uz punktu B, ejot pa linijam un virzoties tikai uz augsu, tad B att€lojoSais elements
ir lielaks par A att€lojoSo elementu. Ja ne no viena no punktiem A un B nevar aiziet uz otru,
virzoties tikai pa Iinijam uz augSu, tad A un B att€lo nesalidzinamus elementus.

Tadu elementu virkni, kura katrs nakoSais elements ir "lielaks" par iepriekS€jo (jeb,
att€lojot grafiski, uz katru nakoSo elementu var aiziet no ieprieksgja, virzoties pa linijam uz
augsu), sauc par k&di. 101.piemera risinajuma apliikotie celi ir keédes. 120. zim&uma kede ir,
pieméram, 2-4-8 (ar1 1-2-4-8, protams, ir k&de). Kéde var sastavot art no viena elementa. Par
k&des garumu sauc tas elementu skaitu.

Tadu elementu kopu, kura neviens elements nav lielaks par otru (jeb citadi runajot, kura
katri divi elementi ir sava starpa nesalidzinami), sauc par antikédi. Pieméram, 101. piemé&ra
risinajuma 118. zZim&uma visas divu elementu kopas veido antikédi. 120. Zzim&juma antikedi
veido, pieméram, skaitli 9, 6, 4, 10. Visu to skolénu kopa, no kuriem katrs klas€ ir labakais
kaut viena priekSmeta, veido antik&di 104. pieméra.

Par antikédes garumu sauc tas elementu skaitu.
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3. 6. 2. 3. Dilvorsa lemma un Dilvorsa teoréma
Pieradisim divus rezultatus par dalgji sakartotam kopam.

Dilvorsa lemma. Ja dalgji sakartota kopa satur m-n + 1 elementus, tad taja var atrast
vai nu kédi, kuras garums ir m + 1, vai antikédi, kuras garums ir n + 1.

Pieradijums. Piepemsim, ka kopa nav nevienas kédes, kuras garums biitu m +1; tad
maksimalais kopa sastopamo kézu garums ir m. Katram elementam apskatam tas maksimalas
ké&des garumu, kura tas ietilpst ka mazakais elements; dazadu garumu skaits var biit m. Ta ka
elementu pavisam ir m-n + 1, tad sakara ar DP atradisies vismaz n + 1 elementi, kam S$is
maksimalais kédes garums ir viens un tas pats, teiksim, a. Apzim&sim Sos elementus ar
X1,X25..;Xn+1 .

Mes apgalvojam, ka nekadi divi no Siem elementiem nav sava starpa salidzinami. Tie$am,
pienemsim, ka xj mazaks par xj. Atceramies, ka X;j ir mazakais elements k&d¢, kuras garums ir
a. Pievienojot Sai kédei vél X;, ieglistam, ka X; ir mazakais elements k&de, kuras garums ir
a+1; ta ir pretruna. L1dzigi iegiist pretrunu no pienémuma, ka xj mazaks par xj. Tatad x; un X;
ir nesalidzinami. Tas ir patvaligiem i un j. Tatad x1;X2;...;Xn+1 ir antik&de, kuras garums ir n+1.
Dilvorsa lemma pieradita.

Paradisim, ka Dilvorsa lemmu var lietot uzdevumu risinasana.

105. piemeérs. (ErvdeSa un Sekeresa teoréma). Pienemsim, ka rinda uzrakstiti mn + 1
skaitli, kas visi ir dazadi. Pierddit, ka no tiem var izvéleties vai nu m + 1 tadus skaitlus, kas
uzrakstiti augosa kartiba, vai ari n + 1 tadus skaitlus, kas uzrakstiti dilstosa kartiba.
(Izvélétie skaitli virkné var ari neatrasties péc kartas.)

Atrisinajums. Apzim&am Sos skaitlus augosa kartiba ar x1 < X2 <... < Xmn < Xmn+1.
Defingjam, ko nozimég, ka viens no Siem skaitliem ir mazaks par otru. ST uzdevuma ietvaros
Xi ir mazaks par Xj, ja X; vértiba ir mazaka par xj vértibu un vienlaikus x; atrodas pa kreisi
virkn€ no x;.

Skaidrs, ka kopa kliist dalgji sakartota un ir speka visas vajadzigas Ipasibas (transitivitate
utt.). Saskana ar Dilvorsa lemmu eksisté vai nu kéde, kuras garums ir m + 1 (t.i., m + 1
augosa kartiba uzrakstiti skaitli), vai antikéde, kuras garums ir n + 1 (t.i., n + 1 dilstosa
kartiba uzrakstiti skaitli).

Talak pieradisim $1 rezultata ievérojamu visparinajumu - Dilvorsa teorému.

Dilvorsa teoréma. Galiga daleji sakartota kopa minimalais kéZu skaits, kas
satur visus kopas elementus, ir vienads ar vislielako no antikéZu garumiem.

Pieradijums. Apzimé&sim lielako no antik€zu garumiem ar M. Skaidrs, ka neviena k&d€ nav
divi elementi no antik&des ar So garumu; tapec vajadzigas vismaz M kédes, lai parklatu kaut
vienigi visus §1s antikédes elementus.

Atliek pieradit, ka ar M kédém to var izdarit. Pieradisim to ar matematisko indukciju péc
kopgja elementu skaita x. Ja x = 1, ir tikai viena antik&de, kuras garums ir 1, un parklasanai
nepiecieSama un pietickama viena k&de. Tatad teoréma Sai gadijuma ir pareiza. Pienemsim,
ka ta ir pareiza kopam, kuram nav vairak ka x elementu. Apskatam dal&ji sakartotu kopu K ar
X + 1 elementiem. Pienemsim, ka a ir elements, par kuru lielaka nav (tas nenozimé, ka Sis
elements ir lielaks par visiem citiem - ar daZiem tas var biit nesalidzinams!)

Iznemsim no kopas K elementu a, iegiistot kopu K1 ar x elementiem. Pienemsim, ka
kopa Ki maksimalas antikédes garums ir n; tad Ki var parklat ar n k@dem saskana ar
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induktivo pienémumu. Apzimésim Sis k&des ar Si, Sz,..., Sn. Skaidrs, ka katra kopas Ki
elementu antikédg€, kuras garums ir n, ir pa vienam elementaro no Si, Sp,..., Sn; ja no kadas Si
tur elementu nebutu, tad no kadas k&des biitu 2 elementi, bet tie, biidami salidzinami, nevar
ietilpt viena antikedé. Apskatam katra kéde Si, Sz,..., Sn maksimalo elementu, kas pieder
kadai n elementu antikédei (p&c ieprieks pieradita tads eksiste); apzimEsim tos attiecigi ar az,
az,..., an. M@s apgalvojam, ka Sie elementi paSi kopa veido antikédi A (pagaidam to
nepieradam). Salidzinasim A un sakuma atmesto elementu a. Ja, pievienojot antikédei A
elementu a, atkal iegust antik&di, tad viss kartiba. Tiesam, kopu K tad parklaj ké€des S1, So, ...,
Snun (n + 1) kéde, kas sastdv no viena elementa a, tatad pavisam n + 1 k&des. Tatad
parklajoso ké&zu skaits neparsniedz antikédes a, ai, a,..., an garumu, tatad neparsniedz ari
maksimalas antikédes garumu. Ja turprett a, a1, az, ..., an nav antik&de, tad a salidzinams ar
kadu aj. Ta ka a nav mazaks ne par vienu K elementu, tad a ir lielaks par kadu fiksé€tu ai.

Izveidojam k&di, kas sastav no tiem k&des Si elementiem, kas neparsniedz aj, un
pievienojam tai elementu a. Apzim&jam $o kédi ar T. Aplikojam kopu, ko iegst, ja no K
iznem kédes T elementus; iegutaja kopa nav vairak par x elementiem. legtitaja kopa nav
neviena S; elementa, kas piederétu kadai n elementu antikédei (tie visi neparsniedz aj saskana
ar a; izveli); tatad iegitas kopas antikédes var bt elementi vienigi no Si, Sy, ..., Si-1, Si+1, ...,
Sn, t.i., ne vairak ka n - 1. Saskana ar induktivo pien€mumu iegiito kopu var parklat ar ne
vairak ka n - 1 k&deém. Pievienojot k&di T, ieglistam kopas K parklajumu ar ne vairak ka n
keédem, kas ar1 bija vajadzigs.

Atliek pamatot pasvitroto apgalvojumu. Piepemsim no pretgja, ka ai, az,..., an hav
antikéde; tad var atrast tadus aj un aj, ka a ir mazaks par aj. Zim&uma varam att€lot
atbilstosas kédes Si un S;j blakus (skat. 121. zim.).

a, ai

2 § 8 S 121.zm.

Ievérosim, ka saskana ar aj izveli aj pieder kadai n elementu antikédei, kura ir arT kads
elements x no Si. Ta ka a; ir mazaks par aj, tad X # a;. Ta ka a; ir lielakais kédes Sielements,
kas pieder kadai elementu antikédei, tad x nav lielaks par ai. Tatad x k&€dé S; atrodas zem ai.
Bet tad no ta, ka x mazaks par ai un ai mazaks par aj, seko, ka x mazaks par aj, t.i., elementi x
un aj nepieder vienai antikédei. legiita pretruna, un miisu apgalvojums pieradits.

Tatad Dilvorsa teoréma pieradita.

Piezime. Te izklastitais pieradijums balstits uz amerikanu matematika F.Gelvina

idejam. Dilvorsa teorémai pazistami ar1 daudzi citi pieradijumi.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

192. Izsecinat Dilvorsa lemmu no Dilvorsa teorémas.

193. Izsecinat Keéniga - Rado teorému no Dilvorsa teorémas.

194. Sauksim par dalgji sakartotas kopas platumu tas maksimalas antikédes garumu, bet par
tas augstumu - maksimalas ké&des garumu. Pieradit, ka no Dilvorsa lemmas seko
rezultats: dalgji sakartotas kopas elementu skaits neparsniedz tas platuma un augstuma
reizinajumu.

195. Atrisinat 194. uzdevumu, izmantojot Dilvorsa teorému.
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4. nodala. Dirihlé princips geometrija

Saja nodala apliikosim uzdevumus, kuros Dirihlé principu vai summu novértéianas
metodi izmanto geometrijas uzdevumu risinasana. Visos pieméros Dirihl¢ principa vai summu
noveértejumu lietojumi tiek izmantoti kopa ar kadu geometrisku ideju vai faktu; centisimies to
katra gadijuma skaidri noradit.

4. 1. Maksimalais attalums starp daudzstiira punktiem

106. piemeérs. Taisnstiri, kura izméri ir 3 x 4, ievietoti 7 punkti (iekSpusé vai uz kontiira).
Pieradit, ka vismaz divi no Siem punktiem atrodas viens no otra ne talak ka 5.

122. Zim.

Atrisinajums. Aplikosim 122. zZim&umu. Vismaz viend no 6 taisnstiiriem atrodas 2 vai
vairak no apskatamajiem punktiem (Dirihle princips!). Ta ka starp taisnstiira punktiem vistalak
viens no otra atrodas diagonales gali (geometriska ideja) un diagonales garums ir J5 (Pitagora
teoréma), tad abi Sie punkti ir mekl&jamie.

107. piemérs. Taisnstiri, kura izméri ir 3 x 4, ievietoti 6 punkti (iekSpusé vai uz kontira).
Pieradit, ka vismaz divi no Siem punktiem atrodas viens no otra ne talak ka 5.

Komentars. Izmantot 122. zZim&uma paradito taisnstiira sadalfjumu 6 "buros" nav

=N

iesp€jams - varbiit katra "bur1" nonak tikai viens punkts.

123. zZim.
Atrisinajums. Apskatisim 123. zim&umu, kur taisnstiiris sadalits 5 dalas. Vismaz viena dala

var atrast 2 punktus. Ta ka katras dalas iekSiené attalums starp punktiem neparsniedz J5

(parbaudiet pasi, ka neviena mala un diagonale nav garaka par J5 ), tad Sos abus punktus var
nemt par mekl€tajiem.

Komentars. Abu iepriek$gjo piemeru risindjumos bez pieradijuma tika izmantots $ads
intuitivs acimredzams fakts: vislielakais attalums starp daudzstira punktiem ir starp
kadam divam ta virsotném. Iesakam lasitajam méginat pieradit to patstavigi.

108.% piemers. Regulars trijstiris T, kura malas garums ir 1, pilniba parklats ar 5
vienadiem Sabloniem, katrs Sablons ir reguldrs trijstiris (ta malas garums nav zinams). Sabloni
varbiit daleji parsedz viens otru. Pieradit, ka regularo trijstiri T var parklat ar 4 sada pasa
izméra Sabloniem.

Atrisinajums. Aplikosim trijstira T virsotnes un malu viduspunktus (124. zim. a). Katri

. . . : I o s
divi no Siem seSiem punktiem atrodas attaluma > > viens no otra. Ta ka tie parklati ar 5
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Sabloniem, tad vismaz divi punkti parklati ar vienu Sablonu. Maksimalais attalums starp regulara

trijstira (Sablona) punktiem ir ta malas garums; secinam, ka Sablona malas garums ir vismaz —

PN

jo tas parklaj divus punktus no minétajiem seSiem. Bet ar Sablonu, kura malas garums ir > —

N

var parklat katru no Cetriem regularajiem trijstiiriem, kados T sadalits (124. zim. b). Tatad T
parklasanai tiesam pietiek ar Cetriem sadiem Sabloniem.

124. zim. ) )

4. 2. Lauztas linijas virsotnu un posmu ipasibas

Izmantosim Sadas 1paSibas (tas tieSi seko no lauztas linijas definicijas); nekadas tris pec
kartas nemtas lauztas linijas virsotnes neatrodas uz vienas taisnes; nekadi divi péc kartas nemti
lauztas Iinijas posmi neatrodas uz vienas taisnes.

109. piemers. Kads lielakais 12-stiira virsotnu skaits var atrasties uz vienas taisnes?

Mgs jau redz&jam (sk.33.pieméru), ka 8 virsotnes Uz vienas taisnes var atrasties. Paradisim,
ka 9 virsotnes uz vienas taisnes atrasties nevar. Sadalisim 12-stiira virsotnes, kas sanumurétas
péc kartas ar skaitliem no 1 11dz 12, Cetras grupas:

123;456;789;101112

Pienemsim, ka 9 virsotnes atrodas uz vienas taisnes. Ta ka 9 > 4-2, tad kaut kadas 3 no $STm
9 virsotném pieder vienai grupai. Bet tad tris péc kartas esoSas virsotnes atrastos uz vienas
taisnes. Ta ir pretruna. Tatad miisu pien€mums ir nepareizs.

110. piemérs. Kvadratiska rezga veida izvietoti 36 punkti (skat. 125. zim.). Kads ir
mazakais posmu skaits slégtai lauztai linijai, kas iet caur visiem punktiem? Visiem posmiem
jabut horizontaliem vai vertikaliem.

125. zim. 126. zim.

Atrisinajums. Linijai, kas att€lota 126. zZim&uma, ir 12 posmi. Paradisim, ka ar mazak
posmiem nepietiek. Ta ka slégta lauzta linija pamiSus mainas vertikali un horizontali posmi, tad
posmu skaits noteikti ir parskaitlis (skat. 3. nodalu). Pienemsim, ka $ada Iinija ir mazak neka 12
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posmi. Tad taja ir ne vairak ka 5 horizontali un ne vairak ka 5 vertikali posmi. Ta ka rezgt ir 6
horizontales, tad ir tada horizontale H, kura nav neviena horizontala posma; ta ka rezgi ir 6
vertikales, tad ir tada vertikale V, kura nav neviena vertikala posma. Caur punktu, kura krustojas
H un V, musu lauzta linija neiet. Tatad tai nepiecieSami vismaz 12 posmi.

111. piemers. Sesas taisnes savstarpéji krustojas. Kads ir lieldakais iespéjamais malu skaits
daudzstirim, kuram visas malas atrodas uz sim taisnem ?

Atrisinajums. Katra taisne var krustoties ar ne vairak ka 5 citam taisném, tatad uz tas rodas
ne vairak ka 5 krustpunkti. Tie sadala taisni ne vairak ka 6 dalas. Divas no tam ir stari, tatad uz
katras taisnes rodas ne vairak ka 4 nogriezni bez kopigiem ieks€jiem punktiem. Viegli saprast,
ka no Siem nogriezniem var veidoties ne vairak ka divas daudzstira malas, jo divam uz vienas
taisnes esoSam malam nevar bit kop€ji punkti. Tatad uz katras taisnes ir ne vairak ka 2
daudzstira malas, tapéc malu kopskaits neparsniedz 6-2 = 12. To, ka 12 malas $adam
daudzsturim iesp&jamas, parada 127. zim&jums. Tatad uzdevuma atbilde ir 12.

127. Zim.

4. 3. Summu novértesanas metodes

S1 punkta uzdevumu risinajumos bitiski izmantoti §adi Dirihlé principa analogi (sauksim
tos par teorémam Dz un Ds).

Ja n saskaitamo summa ir lielaka par S, tad vismaz viens no saskaitamajiem ir
lielaks par S/ n ; ja n saskaitamo summa nav mazaka par S, tad vismaz viens no

saskaitamajiem nav mazaks par S/ n.

Ja n saskaitamo summa ir mazaka par S, tad vismaz viens no saskaitamajiem ir
mazaks par S/ n; ja n saskaitamo summa nav lielaka par S, tad vismaz viens no

saskaitamajiem nav lielaks par S/ n.

Pieradisim, pieméram, D4 pirmo dalu. Piepemsim pret€jo - neviens no n saskaitamajiem
nav lielaks par S/ n . Tada gadijjuma So n saskaitamo summa nav lielaka par S/ n+ S/ nt+..+ S/ n(n
reizes) jeb nav lielaka par S. Ta ir pretruna ar teorémas nosacijumos doto. Tatad miisu
pien@mums ir nepareizs, un jabiit tadam saskaitamajam, kas lielaks par S/ n . Lasitajs pats var
pieradit ar1 pargjas teorémas no pretéja ar nevienadibu saskaitiSanas palidzibu (tas ir loti viegli).

Konkrétos uzdevumos S un atbilstoSie saskaitamie var biit visdazadakie: laukumi, garumi,
attalumi, lenku lielumi, loku lenkiskie lielumi utt. Ar teorému D4 un Ds palidzibu més, izejot no
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informacijas par vairaku laukumu, garumu, lepku utt. summu, centisimies kaut ko secinat par
atseviskas figtiras laukumu, garumu, lepkisko lielumu u.tml.

Vispirms apliikosim uzdevumus, kas saistiti ar laukuma jédzienu. Te svariga nozime biis
Sadai 1pasibai: ja figiiru sadala vairakas dalas, tad figiras laukums vienads ar atseviSko
dalu laukumu summu.

112. piemérs. Kvadrats, kura izmeri ir 6 x 6 ritinas, sagriezts devinos taisnstiiros;
griezumi iet tikai pa ritinu linijam. Pierddit, ka starp grieZot iegiitajiem taisnstiiriem ir divi
vienadi taisnstiri.

Atrisinajums. Pienemsim, ka visi iegutie taisnstiri ir dazadi. Tabula paraditi taisnstiiri ar
vismazakajiem iesp&jamajiem laukumiem (laukumu mérvieniba - viena riitina).

Laukums 1 2 3 4 5 6 7
. 1x4, 1x6,
lzméri 1x1 ix2 | 1x3 2% 2 1x5 2% 3 1x7

Redzams: pat ja izv€élamies 9 dazadus taisnstlirus ar vismazakajiem iesp&jamajiem laukumiem,
to laukumu summa ir 1+2+3+4+4+5+6+6+7=38>36. Tatad 9 dazadus taisnstirus no dota
kvadrata vienlaicigi iegiit nevar. Tap&c divi griezot iegltie taisnstiri biis vienadi.

113. piemeérs. Kvadrata malas garums ir 1. Ta iekspusé atzimeti 19 punkti. Tie un ari
kvadrata virsotnes nokrdasotas sarkanas. Nekadi tris sarkanie punkti neatrodas uz vienas
taisnes. Pieradit, ka var atrast trijstiri ar 3 sarkanam virsotném, kura laukums nav lielaks par
1/4().

Atrisinajums. Pieradisim, ka kvadratu var sadalit 40 trijstiiros ar sarkanam virsotném bez
kopigiem iek$gjiem punktiem. Ta ka to laukumu summa ir 1, tad vismaz viens laukums nav
lielaks par 1/40.

Saksim vilkt nogrieZnus, kas savieno 2 sarkanus punktus. Katru nakoSo nogriezni velkam
ta, lai tas nekrustotu nevienu jau ieprieks novilktu nogriezni. Turpinam tik ilgi, Iidz vairs nevar
novilkt nevienu nogriezni. Sai bridi viss kvadrats sadalits trijstiiros (ja biitu kada dala ar lielaku
malu skaitu - Cetrstiiris, piecsturis utt., tad, novelkot kadu tas diagonali, nogrieznu vilk§anu
varétu turpinat), turklat pilnais lenkis ap katru no ieks€jiem sarkanajiem punktiem sadalijies
trijstiru lenkos; ja ta nebitu, tad no $1 punkta varétu vél novilkt nogrieZnus. Visu trijstiru visu
lenku summa sastav no 19 pilnajiem lepkiem ap iek$€jiem punktiem un Cetriem taisnajiem
kvadrata lenkiem. Tapéc to summa ir 19-360° + 360° = 20-360°. Ta ka viena trijstiira lenku
summa ir 180°, tad trijstaru ir 20-360°/ 180° = 40, kas arT bija japierada.

Tagad apliikosim uzdevumus, kas saistiti ar lepka lieluma jédzienu. Te svarigi zinat tris faktus:
a) n - stiira ieksgjo lenku summa ir 180°-(n - 2),

b) izliekta n - stira argjo lenku summa (nemot pa vienam ar&jam lenkim pie katras virsotnes) ir
360°,

c) ja lenki sadala vairakos lenkos ar stariem, kas iziet no virsotnes, tad atsevisko dalu lielumu
summa vienada ar visa sakotn€ja lenka lielumu.

114. piemers. Kads lielakais Sauro lenku skaits var biit [2-stiiri?

Atrisinajums. Ka redzams 128. zim&juma, iesp&jami 9 Sauri lenki. Pamatosim, kapéc vairak
to nevar but. Pienemsim, ka 10 no kada 12-stiira lepkiem ir Sauri. Tad So 10 lenku lielumu
summa mazaka par 10-90° = 900°. Katrs no abiem pargjiem lepkiem mazaks par 360°; tapéc
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visu lenku lielumu summa mazaka par 900°+2-360° = 1620°. Bet 12-stira lepku summa ir
180°-(12 - 2) = 1800°. Iegita pretruna, tatad pienémums ir nepareizs un 10 Sauri lenki nevar but.

128. zim. 129. zZim.

115. piemers. Kads lielakais Sauro lenku skaits var but izliekta 12-stirt ?

Atrisinajums. Ka redzams 129. zim&juma, tas var biit 3 (Saurie lepki atzZim&ti ar lociniem,
bet plato lenku virsotnes atrodas uz rinka linijas loka starp B un C). Ja izliektam 12-stirim bitu
4 Sauri lenki, tad to argjie lenki visi batu plati (t.i., lielaki par 90°) un ar&jo lepku lielumu
summa biitu lielaka par 360°, bet ta ir pretruna. Tap&c pien€mums ir nepareizs, un 4 Sauri lenki
nevar bit.

116. piemérs. Kada 11-stiurt nekadas divas diagonales nav paralélas. Pieradit: starp
taisném, kuras satur §i 11-stira diagonales, var atrast divas tadas taisnes, kas veido lenki, kurs
ir mazaks par 5 °.

Atrisinajums. No katras 11-stiira virsotnes var novilkt 8 diagonales. Pavisam tatad ir
11.8=88 diagonalu gali; pasu diagonalu ir 88/2 = 44. Novelkam caur kadu punktu O 44 taisnes,
no kuram katra ir paral€la citai diagonalei. Pilnais lenkis ap punktu O sadalas 88 lenkos, kas pa
pariem ir krustlenki. Ja neviens no tiem nebiitu mazaks par 5°, tad to summa nebtitu mazaka par
88-5° = 440°. Tomér $1 summa ir 360°. Tatad kads no lenkiem, kas izveidojusies punkta O, ir
mazaks par 5°; tads pats lepkis ir starp taisném, kas satur atbilsto$as diagonales.

117. piemérs. Uz taisnes t atrodas 6 nogriezni bez kopigiem punktiem. Uz katra no tiem ka
pamata konstruéts vienadmalu trijstiris (visi viend pusé no taisnes t). Konstruéjam 6 rinkus,
kuru centri ir So trijstiru tas virsotnes, kuras nepieder taisnei t, bet radiusi vienadi ar atbilstoso
trijsturu malu garumiem. Pieradit, ka nav punkta, kas pieder visiem Siem rinkiem vienlaicigi.

Atrisinajums. ledomasimies, ka P biitu $ads punkts un ABC - viens no apskatamajiem 6

trijstariem (130. zim.). Ta ka loks AnB atbilst centra lenkim ACB, kura lielums ir 60°, tad
AnB = 60°. Ta ka ZAPB ir ievilkts lenkis (ja P pieder rinka linijai) vai iek$gjs lenkis (ja P

atrodas rinka Iinijas iekSpuse), kas balstas uz loka AnB, tad ZAPB = % AnB , respektivi,

/APB >% AnB
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130. zim.

Jebkura gadijuma ZAPB > 30°. Ja punkts P piederétu visiem seSiem rinkiem, tad
pastavetu sakaribas a1 > 30°, o2 > 30° ..., as> 30° (skat. 131. zZim.). Bet ta nevar biit, jo
acimredzami ou+ o2 + ... + o < LZMNP = 180°. legiita pretruna, tatad P nevar piederét visiem 6
apskatamajiem rinkiem.

131. zZim.

Komentars. Lai jiis neiedomatos, ka apskatamaja veida konstruétie rinki vispar var skelties tikai
pa 2 vai, lielakais, pa 3, iesakam patstavigi uzzimét zim&jumu, kur analogiski konstruétiem
pieciem rinkiem ir kopigs punkts (to var izdarit).

Summeésanas objekts var biit arT loku lenkiskie lielumi.

118. piemérs. Viena rinka linija ievilkts kvadrats un regulars trijstiris. To virsotnes sadala
rinka liniju 7 lokos. Pieradit, ka vismaz viena loka lielums neparsniedz 15 °.
Pirmais novérojums. Ja rodas 7 loki, tad neviena kvadrata virsotne nesakrit ne ar vienu trijstiira
virsotni.
Komentars. Ja més vienkarsi ieveérotu, ka septinu loku lenkisko lielumu summa ir 360° un

uzreiz censtos noveértét mazako saskaitamo, tikai pamatojoties uz $o informaciju, mes secinatu,
o

ka var atrast loku, kas neparsniedz = 51,42° ... Bet mums nepiecieSami daudz spécigaki

argumenti.
118. piemérs. Viena rinka linija ievilkts kvadrats un regulars trijstiris. To virsotnes sadala
rinka liniju 7 lokos. Pieradit, ka vismaz viena loka lielums neparsniedz 15 °.

Pirmais noverojums. Ja rodas 7 loki, tad neviena kvadrata virsotne nesakrit ne ar vienu trijstlira
virsotni.

Komentars. Ja mes vienkarsi ieveérotu, ka septinu loku lenkisko lielumu summa ir 360° un
uzreiz censtos novertét mazako saskaitamo, tikai pamatojoties uz So informaciju, més secinatu,
ka var atrast loku, kas neparsniedz 360°/ 7= 51,42° ... Bet mums nepiecieSami daudz
specigaki argumenti.

Atrisinajums. Vispirms apliikosim tris lokus, kuros trijstiira virsotnes sadala rigka liniju. Pa tiem
izvietotas 4 kvadrata virsotnes. Tatad divas no tam pieder vienam 120° lielajam lokam (Dirihlé
princips D1!). Pienemsim, ka tas ir M un N (skat. 132. zim.), kas atrodas trijstiira virsotnu A un

B norobezotaja loka. Ievérosim, ka AB =120°un MN =90°, tapec
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AM + NB =120°- 90°= 30°.
No vienadibas AM + NB = 30° seko, ka vai nu AM < 15° vai NB < 15° kas arT bija
japierada.

132. zim.

Viegli saprast, ka ir pareizi $adi apgalvojumi.
Teoréma par parklaSanos uz taisnes. Pienemsim, ka dots nogrieznis, kura
garums ir t. Ja taja ievieto vairakus nogrieZnus, kuru garumu summa lielaka
par t, tad ievietotie nogriezni kaut kur parklajas. Pienemsim, ka dots
nogrieznis, kura garums ir t. Ja taja ievieto vairakus nogrieZnus, kuru garumu
summa lielaka par k-t (k - naturals skaitlis), tad eksisté tads punkts, kuru
parklaj vismaz k + 1 no ievietotajiem nogriezniem.

Teoréma par parklasanos plakné. Pienemsim, ka dota istaba, kuras laukums ir

S. Ja taja ievieto vairakus nesalocitus paklajus, kuru laukumu summa lielaka

par S, tad ievietotie paklaji kaut kur parklajas. Piepemsim, ka dota istaba,

kuras laukums ir S. Ja taja ievieto vairakus nesalocitus paklajus, kuru

laukumu summa lielaka par k-S (k - naturals skaitlis), tad eksisté tads punkts,

kuru parklaj vismaz k + 1 paklaji.
Minétas teorémas ir 4.3. sakuma minéto teorému Ds un Ds geometriski varianti. Ieteicam tas
pieradit patstavigi, ka ar1 formulét un pieradit [idzigus apgalvojumus par to, kas notiek, ja
ievietoto nogrieznu garumu summa ir mazaka par t, respektivi, mazaka par k-t, vai ja ievietoto
paklaju laukumu summa ir mazaka par S, respektivi, mazaka par k-S.

4.3.2.1.Tiesi lietojumi
119. piemers. Kvadrata ABCD, kura malas garums ir 1, atrodas vairakas rinka linijas,

kuru garumu summa ir 20. Pieradit, ka var novilkt taisni, kas perpendikulara AB un krusto
vismaz 7 no Sim rinka linijam.
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B
133. zim.

Atrisinajums. Projic€sim visas rinka Iinijas uz malas AB (skat. 133. zim.). Katra rinka Itnija
projic€jas par nogriezni, kura garums vienads ar tas diametru. Ja rinka liniju diametri ir di, dz,
..., dn, tad to garumu summa ir nd1+ndz+ .... +nds =20.

Tatad dit+d>+ .... +dn =20/ > 6. Tapéc nogriezni AB, kura garums ir 1, izvietojusies n
nogriezni, kuru garumu summa lielaka par 6. Tapéc vismaz kadu AB punktu parklaj ne mazak
ka 7 nogriezni (ja katru AB punktu parklatu ne vairak ka 6 nogriezni, tad to kop€jais garums
nevarétu parsniegt seskarSotu AB garumu, bet ta ir pretruna). Velkot caur So punktu Q taisni
perpendikulari AB, ta krusto visas tas (vismaz septinas!) rinka linijas, kuru projekcijas parklaj
punktu Q. Uzdevums atrisinats.

120. piemeérs (Blikfelda teoréma). ledomasimies, ka plakne sadalita kvadratinos ka ritinu

lapa, kvadratina malas garums ir 1. Plakné uzzimeta figira, kuras laukums mazaks par 1.
Pieradit, ka figiiru var ta parbidit paraléli, ka ne tas iekSpusé, ne uz robezas nebiis neviens
ritinu rezga punkts (t.i., nevienas ritinas neviena virsotne).
Atrisinajums. Aplikosim visas figiiras dalas, kas atrodas viena riitina; katra $ada dala var
sastavet arm no vairakiem gabaliem. Piem&ram, 134. zim&uma a att€lotajai figiirai naksies
aplikot dalas, no kuram viena dala sastav no diviem apgabaliem, bet pargjas - no viena
apgabala. Dalas paraditas 134. zim&uma b.

i Uz
/ rasea 4
B Z

N

134. zim.

lezim&sim visas §1s dalas viena rutina. Ta ka dalJu laukumu summa mazaka par 1, ritina
paliks ar parzimétajam dalam nenoklats punkts, pieméram, punkts M (135. zim.).

B C

135. zim.
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Iedomasimies, ka figliru atstajam uz vietas, bet rutinu rezgi pabidam par vektoru
AM (skat. 135. zim.). Tad neviena no figiiras dalJam nenonak neviens rezga punkts. Tapéc,

atstajot uz vietas rezgi, bet bidot figliru par pretéju vektoru, ta ienems pozTciju,_l;urﬁ tai
nepiederés neviens rezga punkts. Skaidrs, ka var€ja izmantot ari kadu no vektoriem MB, MC,

_)
MD .
Ka redzams, parbide vienmer iesp&jama par vektoru, kura garums neparsniedz V212

121. piemers. Plakné doti vairaki rinki (varbit daléji krustojosies); to parklatais kopéjais
laukums ir S. Pieradit, ka no tiem var izvéléties dazus rinkus bez kopéjiem punktiem
(pieskarsanas aizliegta), lai to laukumu summa biitu ne mazaka par SI9.

Atrisinajums. Izv€l€simies vispirms lielako no visiem rinkiem (vienu no tiem, ja tadi ir
vairaki). Visi rinki, kam ir kopigi ieks€jie punkti ar izvel€to, atrodas tada rinka iekSpuse, kas
koncentrisks ar izvéleto un ir ar 3 reizes lielaku radiusu neka tas. Sos rinkus izslédzam no
talakas apskates. Starp 1idz §im aplikotajiem rinkiem izvéleta rinka laukums ir vismaz 1/9 no to
kopa parklata laukuma, jo rinku laukumu attieciba ir vienada ar radiusu kvadratu attiecibu. Ar
atlikuSo ripku sistému izdaram to pasu, ar atlikuSo - atkal to pasu, utt. Bridi, kad visi ripki
izslegti, busim izvelgjusies rinku kopu ar vajadzigo 1pasibu. Uzdevums atrisinats.

Nakosais uzdevums ieveérojami pastiprina ieprieks€jo rezultatu.

122. piemérs. Plakné doti vairaki rinki ar vienadiem radiusiem (varbiit daléji krustojosies).
Pieradit, ka no tiem var izvéléties dazus rinkus bez kopigiem punktiem ta, lai to laukumu summa
biitu ne mazaka par 2L 19, ja L ir to kopéjais parklatais laukums.

Atrisinajums. Varam pienemt, ka rinka radiuss ir I. Sadalisim plakni regularos seSstiiros,
ka redzams 136. zim&juma. Attalums starp pretéjam malam ir 4 + ¢ (g - mazs pozitivs skaitlis;
konkréto vertibu izv€l€simies risinajuma beigas). Skaidrs, ka arT attalums starp divu blakus
esoSo seSstiiru centriem un vispar starp divos blakus esoSos seSstiiros "vienadi novietotiem"
punktiem ir 4 + ¢ (skat. 136. zim.).

&S

Tapéc, ja jebkuros divos seSstiiros izvélesimies vienadi novietotus punktus (t.i., tadus
punktus, kuri sakritis, ja vienu seSstiiri ar paralélas parneses palidzibu savietos ar otru), tad
attalums starp tiem neblis mazaks par 4 + €. Tapéc, ja divi tadi punkti A un B pieder misu
uzdevuma minétajiem rigkiem Ci un Cz , tad Siem rigkiem nevar but kop&ju punktu. TieSam,
pienemsim, ka tiem ir kop€js punkts M. Tad AM < 2 (jo A un M pieder C1) un BM < 2 (jo B
un M pieder Cy), tap&c no trijstiira nevienadibas 4 + ¢ < AB < AB + BM < 4. Ta ir pretruna.

Nokrasosim ar rinkiem parklato dalu sarkanu. Izvélésimies vienu seSstiiri M. No visiem
seSstliriem, kuros ir kadi sarkani apgabali, parnesisim Sos apgabalus ar paral€lo parnesi
atbilstoSajos stavoklos seSstirt M. Tadejadi dazi M punkti varbiit tiks parklati ar sarkanajiem
apgabaliem vairakas reizes. Pienemsim, ka m ir lielakais skaits reizu, kada tiek parklats kads no
M punktiem; So punktu apzimésim ar P.

Apzimésim viena rinka laukumu ar R, bet seSstiira laukumu ar S. Saskapa ar m izveéli
m-S>L. Punktu P parklaj m sarkani apgabali. Pirms parneses tie atraduSies m dazados seSstiiros.
Atradisim tos m punktus, kas parneses gaita tika parcelti uz punktu P, un katram no tiem
atradisim vienu rinki, kas to parklaj; saskana ar iepriek$ pieradito Siem m rigkiem nav kop&ju

113



R>2/.
punktu. Atradisim So rinku kop&jo laukumu. Ja pieradisim, ka mR > A L, uzdevums biis
atrisinats.

levérosim, kam-R = (m-S) - R/ S >(R/S)-L saskana ar nevienadibu m-S > L. Atliek

R,
aprékinat attiecibu /S Skaidrs, ka R = n-1? = m. Sadalot regularo sesstiiri sesos regularos

4+¢)*\3

. 2+ V -~ S= @re) V3 .
trijstiros ar augstuma garumu 2’ viegli atrast, ka 2 Tatad
R _ 2n _ NER
'S 3-(4+e)  3(4+e)

243 3. 2
Jas—>0,tad5—> \/—n;\/_n)_- _ ly>y
S 48 24 9 Tatad ¢ var panemt tik mazu, lai /S~ /9" Lidz ar to

uzdevums atrisinats.

Saskana ar $o uzdevumu izvirzas divas neatrisinatas problémas.
V3.
1. Skaidrs, ka uzdevuma konstanti A var aizstat ar lielaku konstanti 24 Vai %o
konstanti vél var palielinat?
2. Ka izmainas uzdevuma rezultats, ja rinki var bt art dazadi? Vai tas paliek speka?

Nakosais uzdevums parada negaiditu metodi - pareju no plaknes uz telpu.
123. piemeérs. Par joslu sauc plaknes apgabalu starp divam paralélam taisnem; par joslas
platumu sauc attalumu starp Sim taisném. Dots rinkis ar radiusu R, kas parklats ar galigu skaitu
joslu. Pieradit, ka joslu platumu summa nav mazaka par 2R.

Atrisinajums. Grib&tos saistit joslas platumu ar parklatas rinpka dalas laukumu vai parklato
rinka Itnijas loku garumu (lenkisko lielumu), tacu nav griiti parliecinaties, ka tieSas sakaribas te
nav. Rikosimies citadi. Konstruésim sféru, kam apskatamais rinkis ir lielais rinkis; katrai joslai
konstrugsim atbilstoSu telpas apgabalu starp divam paralélam plakném, kuras iet caur joslas
malam perpendikulari sakuma dota rinka plaknei. Sie telpas apgabali uz sféras virsmas izskel
segmentus vai gredzenus; turklat, ja joslas platums ir h, tad izskelta gredzena laukums ir 2nRh,
bet segmenta laukums neparsniedz 2nRh (segmenta augstums varbiit ir mazaks par apgabala
platumu, jo joslas viena mala var iet arpus rinka). Ja joslas parklaj visu rinki, tad atbilstoSajiem
telpas apgabaliem japarklaj visa sfera, t.i., apgabals ar laukumu 4nR?2.

Tatad jabit 2nRhi+ 2nRh2+ ... + 21Rhy > 271R?, no kurienes seko vajadzigais. Uzdevums
atrisinats.

Sferas un tas dalu virsma izradas €rts instruments ari, lai novertétu lenkus starp stariem
(vektoriem) telpa, ka to parada nakoSais uzdevums.

124. piemérs. No viena telpas punkta iziet 30 nenulles vektori. Pieradit, ka starp tiem var
atrast tadus divus vektorus, starp kuriem lenkis ir mazaks par 45 .
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Atrisinajums. Apzimésim punktu, no kura iziet vektori, ar O. Konstru€sim sféru ar radiusu 1 un
centru O. Katram vektoram konstru€sim staru ar sakumu punkta O, uz kura §is vektors atrodas;
ap katru staru ka asi konstruésim konisku virsmu, kuras aksialsk€luma lepkis ir 45°. Mums
japierada, ka vismaz divi Sie konusi Skelas. Apliikosim segmentus, ko tie izSke] uz sféras;
pietiek pieradit, ka divi segmenti Skelas. Tas biis pieradits, ja pieradisim, ka visu 30 segmentu
laukumu summa ir lielaka par sféras laukumu 4.

C

B I A

0

137. zim.
Viegli aprékinat, ka katra segmenta augstums

1+cos™ /
OC-0OB=1 —cosV. Savukart cosTV = ____A = 2+\5_
8 8 2 >
2+42

C2ml - MEEME
Tapec segmenta laukums ir 2
V2++2 N 14
o , 3021-1-(1 - —+‘/~—) an V22 14
un mums japierada nevienadiba 2 jeb 2 15

Tas japarbauda lasitajam paSam. Uzdevums atrisinats.

Ar1 pedgja §1 apakSpunkta pieméra bis interesanta ideja.

125. piemérs. Umbrijas karalvalsts atrodas uz salas, kas novietota plakne. To apdzivo
umbriesi. Katrs umbrietis ir biitne, kura sastav no trim vienibas nogriezniem, kas ar galiem
savienoti viend punktda un vienmér veido cits ar citu 120 °lenki (skat. 138. zim.). Umbriesi nekad
nesaskaras ar saviem nogriezpiem viens ar otru. Pieradit, ka umbriesu ir tikai galigs skaits.

1 120°

1

138. Zim.
Atrisinajums. Pirma doma, kas ienak prata - izmantot laukuma apsvérumus, nemot véra, ka
salas laukums noteikti ir galigs. Tomer tieSa veida $i ideja nerealiz€jas - katrs umbrietis, kas
Sastav no trim nogrieZzniem, aiznem, nosaciti runajot, laukumu O, un tap&c umbriesu it ka varétu
biit bezgaligi daudz.

Realiz€sim So ideju ar tehniska paligpaneémiena palidzibu: "papildinasim" katru umbrieti
ar rinki, kura radiuss ir 1/10 un centrs ir punkta, kura sastopas visi tris umbriesa nogriezni.
Lemma. Ja diviem umbrieSiem konstruétie rinki saskaras vai Skelas, tad vinu "rokas" saskaras
vai krustojas.
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139. zim.

Ja lemma bitu pieradita, uzdevums butu atrisinats. Tiesam, nekrustojosos rinku ar
radiusu 1/10 uz salas var novietot tikai galigu skaitu (laukuma apsvérumu del), tatad ari
umbrieSu var bt tikai galigs skaits. Tapec atliek pieradit lemmu.

Pienemsim, ka divu umbrieSu rinkiem ir kopigi punkti. Tad attalums starp to centriem
neparsniedz 2/10. Ja pirma umbriesa centrs O: atrodas uz kadas otra umbriesa "rokas",
saskarSanas jau pieradita. Tapéec atliek aplikot gadijumu, kad O atrodas starp kadam divam otra
umbriesa "rokam" (sk. 139. zim.).

Novelkam caur O taisni, kas perpendikulara ZAO2B bisektrisei. Ta krusto OA un OB
punktos M un N, pie tam O2M = O;N < "/c0s60° =2h < 2-010,= %/s< 1. Ta ka ZAO,B = 120°,
tad MN = O2M- /3 < %/5:4/3< 1.

Tatad visas trijstira O2MN malas ir mazakas par 1.

Vismaz viena no umbriesa (vina centrs ir O1) "rokam" ir virzita no punkta Og trijstiira
O2MN iekspuse. Ta ka tas garums ir 1, tad tai kaut kur jaiziet ara no $7 trijstira. Ta nevar krustot
malu MN, tatad krusto O2M vai O2N. Tatad abi umbriesi saskaras.

Uzdevums atrisinats.

Interesanti biitu noskaidrot lielako umbriesu skaitu, kas novietojami, pieméram, kvadrata,
kura izmeéri ir 100 x 100, vai citos konkretizétos plaknes apgabalos.

4. 3. 2. 2. Apkartnes jédziens un ta lietojumi

126. piemers. Rinki, kura radiuss ir 10, atrodas 122 punkti (iekspusé vai uz robezas).
Pieradit, ka starp tiem var atrast divus punktus, kuru savstarpéjais attalums mazaks par 2.

Atrisinajums. Apvilksim ap katru no punktiem rinkiti ar radiusu 1. Visi $adi rinkisi atrodas
partrauktas rinka linijas (ar radiusu 11) iekSpus€ vai art ieks$€ji pieskaras tai (skat. 140. zZim.).
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140. zZim. 141. zZim.

Partraukta rinka Iinija ierobezo rinki ar laukumu 7112 = 121n; katra maza rinkisa laukums
ir 7-/°=r.. Ta ka mazo rinkiSu laukumu summa ir lielaka par "partraukta" rinka laukumu, tad
kaut kadi divi mazie rinkisi parklajas. Bet tad attalums starp to centriem ir mazaks par 2 (skat.

141. zim.):
AB<AM + MB < 1+1=2,tatad AB <2, ko ar vajadzgja pieradit.

o -

S1uzdevuma risinajuma tika lietots apkartnes jédziens. Iepazisimies ar to sikak.
Definicija. Par geometriskas figliras apkartni sauc visu to punktu kopu, kuras katra punkta
attalums Iidz kadam figiiras punktam neparsniedz ¢ (e > 0).
Lik, dazi pieméri.
I. Punkta € - apkartne ir rinkis ar centru $aja punkta (skat 142. zim.) un radiusu &.
M1 &

£
O

xp

€ 143. zim.

Ll’:‘l\\\

142. zZim.

2. Kvadrata, kura malas garums ir o, € - apkartne att€lota 143. zZzim&uma. Ta ir kvadrats,
kura malas garums ir o + 2¢ un kura stiiri ir "noapaloti" ar radiusu .

3. Ripkim R, Kkura radiuss ir R, &€ - apkartne ir koncentrisks rinkis, kura radiuss ir R + ¢
(144. zim.).

i

145. Zim.
144, 2im.

4. Nogriezna € - apkartne att€lota 145. zZim&uma. Ta sastav no taisnstira un diviem
pusrinkiem, kuru radiuss ir €.

Apkartnes jédziena izmantoSana svariga ir nakosa teoréma.
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Teoréma. Ja figiru F1 un F2 € — apkartném ir kopéjs punkts, tad var atrast tadu figiiras
F1 punktu Az un tadu figiiras F2 punktu Az, ka |A1 A2|< 2e.

Un otradi, ja var atrast tadu figiiras F1 punktu A1 un tadu figaras F2 punktu Az , ka
|A1A2| < 2g, tad F1 un F2 € - apkartném ir kopéjs punkts.

Pieradijums. Pieradisim teorémas pirmo dalu. Pienemsim, ka F1 un F, ¢ - apkartném ir kopgjs
punkts M. Ta ka M pieder pie F1 ¢ - apkartnes, tad var atrast tadu figiras F1 punktu Ai, ka
JAtM|< e.

Ta ka M pieder ari pie F2 € - apkartnes, tad var atrast tadu figiras F, punktu Az , ka
|AoM|< &.

Bet tad péc trijstira nevienadibas [A1A2| < |JA1M| +|MAz| <& + & = 2¢, kas ar bija
japierada.

Pieradisim teorémas otro dalu. Pienemsim, ka Aj ir figiiras F1 punkts, Az - figtras F2
punkts un |A1A2| < 2e. Ar M apzimésim nogriezna A1A2 viduspunktu. Acimredzami, ka M
pieder gan pie F1 € - apkartnes, gan pie F ¢ - apkartnes, jo

IMA | = I—A—‘%—I <egun|MA j= b‘;—‘l— <Ee.

Teoréma pieradita.

Teorémas jéga ir §ada: attalums starp divam figiiram ir lielaks neka d tad un tikai tad, ja
So figliru d/2 - apkartn@m nav kop&u punktu. (Par attalumu starp figiiram sauksim mazako
attalumu no vienas figtiras punktiem lidz otras figtiras punktiem).

Apkartnes jédzienu uzdevuma risinasana lieto kopa ar teorémam par parklasanos, ka tas
jau tika paradits 126. pieméra.
Apliukosim vel vienu pieméru, kur apkartnes jédziens tiks lietots pret&ja virziena - lai pieraditu,
ka kaut ko var izdarfit.

127. piemérs. Kvadrata malas garums ir 15, un ta iekSpusé atrodas 20 kvadratini, kuru
malas garums ir 1. Pieradit, ka liela kvadrata iekspusé var novietot rinki, kura radiuss ir 1 un
kuram nav kopéju punktu ne ar vienu no mazajiem kvadratiniem.

Atrisinajums. Mums acimredzot japierada, ka liela kvadrata iekSpuse var atrast tadu punktu
O, kura attalums Iidz jebkurai no liela kvadrata malam un jebkuram mazajam kvadratinam ir
lielaks neka 1. Tatad Sis punkts nedrikst atrasties neviena no mazo kvadratinu 1 - apkartném.
Katras §adas apkartnes laukums ir 5 + « (So faktu jiis viegli var€siet pieradit patstavigi) un visu
20 apkartpu laukumu summa ir 20-(5 + ©t) < 20-8,15 = 163 < 132. Tatad visu apkartnu laukumu
summa ir mazaka neka tada kvadrata laukums, kura izméri ir 13 x 13 un kura drikst izraudzities
rinka centru, lai rinkis atrastos dota kvadrata iek$pusé. ST 13 x 13 kvadrata iek§puse eksiste tads
punkts, kas nepieder nevienai no 20 mazo kvadratinu 1 - apkartném. So punktu var izraudzities
par meklgjama rinka centru O.

Lidz ar trijstlira nevienadibu (katra trijstirt ABC pastav nevienadibas AB + BC > AC, AC
++ CB > AB, BA + AC > BC) §is grupas uzdevumu risinasana lietderigi izmantot divus faktus
(tie abi seko no trijstiira nevienadibas).

Cetrstiira nevienadiba. Izliekta &etrstiri ABCD pastav nevienadibas AC + BD > AB + CD
un AC + BD > AD + BC (diagonalu garumu summa ir lielaka par divu pretéjo malu
garumu summu).
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146. zim.

Pieradijums. Ja diagonales krustojas punkta O, tad (skat. 146. zim.) AO + OB > AB un
OC+DO > CD. Saskaitot §1s nevienadibas, iegistam (AO + OC) + (DO + OB) > AB + CD jeb
AC + BD > AB + CD. Otro nevienadibu pierada lidzigi.

Teoréma par medianas garumu. Trijstira mediana ir isaka par to malu summas pusi,
starp kuram ta atrodas.

147. Zim.

Pieradijums. Papildinam ABC lidz paralelogramam ABCD. Apzimg&am ta diagonalu
krustpunktu ar M (147. zim.). Tad M ir AC un BD viduspunkts. Tatad BM ir ABC mediana. No
trijstira nevienadibas, pielietojot to ABD, iegiistam AB + AD > BD. Bet AD = BC un

BD=2-BM, tapéc no §is nevienadibas seko AB + BC > 2-BM jeb BM < % (AB + BC), ko ar1
vajadz€ja pieradit.
128. piemérs. Pieradit, ka izliektd Cetrstiuri vismaz viena diagondle ir garaka par
ceturtdalperimetru.

Atrisinajums. Saskana ar Cetrstiira nevienadibu izliekta Cetrstiirt ABCD pastav sakaribas
AC+BD > AB + CD, AC + BD > AD + BC (146. zim.). Saskaitot §is nevienadibas, iegiistam

2(AC + BD) > Per(ABCD) jeb AC + BD > %Per(ABCD). *)
No Sejienes seko, ka vai nu AC, vai BD lielaka par %Per(ABCD); ja bitu gan
AC< %Per(ABCD), gan BD < % Per(ABCD), tad, abas p&dgjas nevienadibas saskaitot, iegiitu

AC+BD < % Per(ABCD), kas ir pretruna ar (*).

129. piemérs. Kvadrata ABCD diagonales garums ir d. Ta iekSpusé nemts punkts M.
Pieradit, ka M attalums vismaz lidz divam virsotnem nav mazaks par df2.

Atrisinajums. Katram punktam M saskana ar trijstiira nevienadibu pastav sakariba AM+CM >d
(vienadiba iesp€jama tikai, ja M atrodas uz AC). Ja divu saskaitamo summa nav mazaka par d,
tad vismaz viens no tiem nav mazaks par d/2. Lidzigi pierada, ka M attalums vai nu lidz B, vai
lidz D nav mazaks par d/2.
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130. piemers. Uz galda atrodas 100 pareizi ejosi pulksteni. Pieradit: lai kads art nebiitu

galda punkts P, atradisies tads laika moments, kad attalumu summa no P lidz miniisu raditaju
galapunktiem bus lielaka neka attalumu summa no P lidz ciparnicu centriem.
Atrisinajums. Izvéleésimies tadu laika momentu, kad neviena no taisném, uz kuram atrodas
mindiSu raditaji, neiet caur P. ApzZim€sim mintisu raditaju galapunkta stavoklus $aja momenta ar
A1, Ao,..., A1oo, bet to stavoklus pec pusstundas - ar Bi, By,..., Bioo. Laika momenta izvéle
garant€, ka punkts P veido trijstiiri ar katru no punktu pariem (Az, B1), (A2, B2) utt. (skat. 148.
zim.). AtbilstoSos ciparnicu centrus apzimesim ar Oz, Oz,..., O10o.

148. zZim.

Tad PO ir mediana trijstirT1 PA1B1, PO ir mediana trijstiri PA2B> utt. Saskana ar teorému par

medianas garumu ieglistam
PA +PB >2-PO,
PA,+PB,>2-PO,

PA,,+PB,,>2PO
Saskaitot §1s nevienadibas un grupgjot loceklus, iegilistam
(PA +PA +..+PA )+ (PB +PB,+..+PB >2:(PO +PO,+..+PO ).
No Sejienes seko, ka vai nu (PA +PA,+..+PA >PO +PO,+...+ PO, vaj arf

PB +PB, +..+PB  >PO +PO +..+PO .
Tatad der vai nu sakuma izvéletais, vai tam p&c pusstundas sekojoSais laika moments.
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4.4. Jedziens par Ramseja teoriju

Tresaja nodala, iepazistoties ar Ramseja skaitliem un ar tiem saistitajiem jédzieniem, més
pieradijam virkni viena tipa rezultatu: sadalot kaut kadu pietickami lielu struktiiru (pieméram,
grafa Skautnu kopu) neliela skaita dalu (piemé&ram, nokrasojot katru Skautni viena no divam
krasam), vismaz viena dala ir pietickami bagata apakSstruktira (piem&ram, pilns
monohromatisks Cetru virsotnu grafs).

Tas, ko nozimé vardi "pietickami liels", "neliels", "pietickami bagats", "apaksSstruktiira",
ir atkarigs no konkréta uzdevuma. So jédzienu precizé$ana katra konkréta situacija ari veido
uzdevuma vai teorémas saturu.

Visus $ada tipa rezultatus pienemts saukt par Ramseja tipa rezultatiem vai kopuma par
Ramseja teoriju. Var apliikot Ramseja teorijas izpausmes skaitlu teorija, planimetrija, algebra,
kombinatorika utt.

Saja paragrafa aplikosim Ramseja tipa rezultatus planimetrija. Visparigais jautajums, par
kuru més interesésimies, bus $ads: ja katrs plaknes punkts nokrasots viena no galiga skaita
krasam, tad kada tipa monohromatiskas figiiras garant&ti var atrast? Ka svarigu specialgadijumu
aplukosim ar1 situacijas, kad tiek pétiti nevis visi plaknes punkti, bet tikai punkti ar veselam
koordinatém (t.i., ritinu reZga punkti).

Ramseja tipa rezultatu planimetrija ir arkartigi daudz, un més Seit var€sim pieversties
tikai niecigai to dalai, ar1 tos neatspogulojot pasa visparigakaja veida.

Saja punkta apliikosim $adu jautajumu: ja katrs plaknes punkts nokrasots viena no fikséta
galiga skaita krasam, tad ko var sacit par tadu nogrieznu garumiem, kuru abi gali nokrasoti viena
krasa? Saksim ar oti vienkarsu rezultatu.

131. piemeérs. Katrs plaknes punkts nokrasots vai nu balts, vai melns (krasojums ir pilnigi
patvaligs). Pieradit, ka var atrast 2 punktus, kas abi nokrasoti vienadi un atrodas 1 m attaluma
viens no otra.

Atrisinajums. Aplukojam vienadmalu trijstiiri, kura malas garums ir Im. Tam ir 3 virsotnes;
starp tam ir divas virsotnes, kas nokrasotas vienadi (Dirihlé princips D1). Sis virsotnes arT der par
mekl€jamiem punktiem.

Noskaidrosim, kas notiek, ja krasu skaitu palielina.

132. piemeérs. Katrs plaknes punkts nokrasots balts, melns vai sarkans (krasojums ir pilnigi
patvaligs). Pieradit, ka var atrast divus punktus, kas abi nokrasoti viendadi un atrodas 1 m
attalumd viens no otra.

C

A E

149. Zim.
Atrisinajums. Apskatam 149. zim&umu; katri divi punkti, kas savienoti ar nogriezni,
atrodas | m attaluma viens no otra. Sadu sistemu var izveidot sekojosi (skat. 150.zim.): vispirms
izveidojam divus rombus ABCG un AFDE, kas katrs sastav no diviem vienadmalu trijstiiriem,
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kuru malas garums ir 1 m, bet péc tam griezam tos vienu otram preti ap punktu A tik ilgi, kamer
ar1 CD klust 1 m gars. Tagad analiz€jam 149. zim&juma paradito 7 punktu sist€ému.

150. zZim.

Pienemam, ka Sie 7 punkti izkrasoti ta, ka starp tiem nav divu punktu 1 m attaluma viens
no otra. Ta ka lietotas 3 krasas un 7 > 3-2, tad starp Siem 7 punktiem atradisies 3 punkti, kas
nokrasoti viena un tai pa$a krasa. Ja kaut viens no tiem ir B, F, G vai E, tad abiem pargjiem
punktiem jabiit virsotném viena vienadmalu trijstiiri, kura mala ir 1 m gara (pieméram, ja viens
punkts ir B, tad abiem pargjiem punktiem jabiit EFD virsotném); tad starp tiem ir divi punkti
attaluma 1 m saskana ar 120. piem&ru. Ja neviens no tiem nav B, F, G vai E, tad tie ir A, C, D;
bet CD =1 m. Visos gadijumos ieglistam pretrunu. Uzdevums atrisinats.

Var€tu iedomaties, ka bez seviskam gritibam, tikai izgudrojot aizvien sarezgitakas punktu
sistémas, lidzigus rezultatus varétu pieradit ar1 4, 5, 6,... krasu gadijumos. Tomér ta nav. [zradas,
ka 4, 5, 6,... krasu gadijuma jautajums ir Joti sareZgits un nav atrisinats lidz $ai dienai. Turpreti 7
krasu gadijuma (un tad arT jebkura lielaka krasu skaita gadijuma) Iidzigs apgalvojums vispar nav
pareizs, ka to parada nakosais uzdevums.

133. piemérs. Paradit, ka plaknes punktus var izkrasot 7 krasas ta, lai nekadi 2 punkti, kas
nokrasoti viend un taja pasa krasa, nebiitu 1 m attalumd viens no otra.

Atrisinajums. Sadalisim visu plakni regularos seSstiiros, kuru malas garums ir a, ka paradits
151. Zim&juma, un izkrasosim seSstlirus 7 krasas ta, lai ar biezu liniju apvilktais "zieds" regulari
atkartotos.

151. zZim.

Viegli aprékinat (péc Pitagora teorémas), ka mazakais attalums starp vienadi nokrasotu
dazadu seSstiiru punktiem ir a J7 , bet lielakais attalums starp viena un ta pasa seSsttira punktiem
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(ieskaitot  kontlira  punktus) ir 2a. Izv€lamies a=0,4. Tad 2a=0,8<1 un
a\7=04+7=0016-7=4112 > 1.

Tatad katri divi punkti, kas pieder vienam seSstiirim, ir viens no otra mazaka attaluma neka
1, bet katri divi punkti, kas pieder vienadi nokrasotiem dazadiem seSstliriem, ir viens no otra
lielaka attaluma neka 1. Tatad divu vienadi nokrasotu punktu attaluma 1 nav.

Precizésim 133. pieméra rezultatu. Skaidrs, ka attaluma 1 m vieta var pemt jebkuru citu
attalumu. Tadgjadi iegiistam teorému:

ja katrs plaknes punkts nokrasots viena no trim krasam, tad jebkuram attdlumam d var atrast
divus punktus, kas abi nokrasoti vienadi un atrodas attaluma d viens no otra.

ST teoréma apgalvo, ka katram attalumam atradisies, visparigi runajot, cita krasa, kas
"realiz€s" So attalumu. Izradas, ka triju krasu gadijuma visi attalumi realiz&jas ar vienu un to
pasu krasu.

Teoréma (R.Egltons, D.Raiskis, L.Kliesmete). Ja katrs plaknes punkts
nokrasots viena no trim krasam, tad vismaz viena no $im krasam ir universala,
t.i., katram d > 0 var atrast divus punktus, kas abi nokrasoti $aja krasa un
atrodas attaluma d viens no otra.

Pieradijums. Pienemsim, ka izmantotas krasas ir balta, melna un zila. Pienemsim pret&jo:
katrai krasai eksiste tads attalums d > 0, ka katram nogrieznim, kura garums ir d, vismaz viens
no galiem nav attiecigaja krasa. Apzim&sim Sos attalumus ar dob, dzz, dmm. Pienemsim, ka
dzz > dmm > dpb (tas nemaina batibu).

Ja plakne butu vienkrasaina, tad més iegltu pretrunu pienémumam. Pienpemsim, ka
plakng ir tikai divu krasu punkti, pieméram, melni un balti. Apliikosim rigka liniju ar centru
melna punkta M un radiusu dmm. P& pienémuma visi tas punkti ir balti. Bet tad uz tas var
izv€leties hordu, kuras garums ir dop uUn abi galapunkti ir balti (jo dmm>dnb). Iegiita pretruna.
Tatad plakn€ jabut visu triju krasu punktiem. Pieradisim lemmu.

Lemma. Ja visi rinka Iinijas punkti ir krasa x vai krasa y un ja rigka Iinija eksisté hordas,
Kuru garumi ir dxx un dyy, tad katras $adas hordas viens gals ir krasa x, bet otrs - krasa y.

Pieradijums. Aplikosim patvaligi izv€létu hordu AD, kuras garums ir dyy. Veiksim
konstrukciju, kas attélota 152. zim&uma (AB = CD = dxx, AD = BC = dyy ). P&c pienémuma
vismaz viens no punktiem A, D nav krasa y. Ja tie abi biitu krasa x, tad no nogriezna AB iegutu,
ka B ir krasa y, no CD, ka C ir krasa y. legiita pretruna: nogriezna BC, kura garums ir dyy, abi
galapunkti ir krasa y. Tatad viens AD gals ir krasa x, otrs - krasa y. Analogi var veikt
pieradijumu arT hordam, kuru garums ir d . Lemma pieradita.

Aplikosim rinka Iiniju ar centru zila punkta Z un radiusu dz; (153. zZim.). P& pien€émuma
visi tas punkti ir balta vai melna krasa. Aplikosim hordas ar garumiem dmm. P&c lemmas viens
to galapunkts ir balts, otrs - melns. Tadgjadi, uzkonstrugjot uz tam vienadmalu trijstari, ka
paradits 153. Zim&juma, ta tresa virsotne P nav melna krasa.

) o .
D
1522m P 153. zim.

mm

Visiem hordu dmm stavokliem atbilst punkta P aprakstita rinka linija ar centru Z un

1
By e ta sa, o |
radiusu 2 4 * (nevienadibu viegli parbaudit). Apzimésim ZP =

dzm. Ta ka tas ir speka jebkuram zilam punktam, tad plakné nav tada zila un melna punkta,
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kas atrastos attaluma d,m. Lietojot analogu spriedumu rigka linijai ar centru Z un radiusu dzb
(tas punkti ir zili - balti) un hordam, kuru garums ir dob, iegistam, ka plakn€ nav zila un

J3

1

d,==—d, +qd, ——d}, >d_. ‘ ‘
balta punkta, kas atrastos attaluma 2 4 Beidzot, izveéloties
rinka Iiniju ar melnu centru M un radiusu dzm (tas punkti ir melni - balti) un hordas, kuru
garums ir dwp, ieglstam, ka nav melna un balta punkta, kas atrastos attaluma

= -‘/jd + d2 _le =
2 ™ 4 " dyp. Izvélamies rinka liniju ar baltu centru B un radiusu dmp=

dzb. Péc pieradita visi tas punkti ir balti. Ta ka dzx>0d:m>dz; >dpb, tad taja var novilkt hordu,
kuras garums ir dpp, ar baltiem galiem. Iegiita pretruna. Apgalvojums pieradits.

Sie pieméri arf ilustré galvenas metodes, ko lieto attalumu realizacijas pétisanai
Eiklida plakné.

n

mb

..............................................................................

Aplukosim diskrétas geometrijas objektu - skaitlu ass punktu kopu ar veselam
koordinatém (sk. 154.zim).

. R L L H L

d L L 1 L L L L
L ¥ ¥ T ) T ¥ L]

L
T ] ] T ¥ 1

1 L
) L L]

154, zim.

Piepemsim, ka katrs "veselais" punkts uz ass nokrasots vai nu balta, vai melna krasa.
Kadiem naturaliem skaitliem d var garantet, ka neatkarigi no krasojuma atradisies divi
vienadi nokrasoti punkti attaluma d viens no otra?

Sadus attalumus d sauksim par neizbégamiem.

Viegli saprast, ka neizbeégamu attalumu nav. TieSam, nemsim patvaligu naturalu
skaitli d. "Krasosim" veselos punktus "pa blokiem": d p&c kartas novietotus punktus balta
krasa, tad d peéc kartas nemtus nakoSos punktus - melna krasa, tad d péc kartas nemtus -
atkal balta krasa, utt. (155. zim.).

0—8—8—O0—0—O0—80—8—8—0—0—O0—0—8—8—O0—0—O0—
155. zZim.

Viegli saprast, ka attalums starp vienadi nokrasotiem punktiem viena bloka
neparsniedz d -1, bet dazados blokos nav mazaks par d + 1. Tatad attalums starp vienadi
nokrasotiem punktiem neviena vieta nav d.

Jedziens par neizb&égamu attalumu izradijies neveiksmigs. MEginasim to visparinat.
Definicija. Attalumu pari (d1, d2) sauksim par neizbégamu, ja, patvaliga cela nokrasojot
skaitlu ass veselos punktus balta un melna krasa, noteikti atradisies vai nu divi vienadi
nokrasoti punkti attaluma di viens no otra, vai art divi vienadi nokrasoti punkti attaluma
d2 viens no otra.

Teoréma. Attalumu paris (di, d2) ir neizbégams tad un tikai tad, ja

maksimalas divnieka pakapes, ar kuram dalas di un do, ir dazadas.

Pieradijums.

A. Pienemsim, ka d1 = 2%n1, d2 = 2%ny, kur n1, n2 - nepara skaitli. Paradisim, ka
vienlaikus izvairities no attaluma d; un d> .

Vispirms paradisim, ka vienlaikus izvairities no attalumiem ni un nz. Krasojam
veselos punktus pamiSus: balts, melns, balts, melns, .... Tad starp vienas krasas punktiem
attalums noteikti ir parskaitlis, tatad nav ne ni ne nz.

Talak katru punktu P aizstajam ar bloku, kas sastav no 22 péc kartas nemtiem punktiem
tai pasa krasa ka P. Saja krasojuma nav divu vienadi novietotu punktu ne attaluma d; = 2%-n,
, ne attaluma do = 2%-ny; atstajam to parbaudit lasitajam patstavigi.

B. Piepemsim, ka d, =2* -n;, d, =2% -n,, kur a1 un az - dazadi nenegativi veseli
skaitli, ny un ny - nepara skaitli. Varam piepemt, ka a1 > a»: a1 = a» + X, x> 0.
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Pieradisim, ka jebkura taisnes veselo punktu krasojuma atradisies 2 punkti, kas
nokrasoti vienadi un atrodas viens no otra vai nu attaluma di, vai dz. Piepemsim pretgjo:
izdevies atrast krasojumu, kura $adu punktu nav.

Nemsim uz taisnes veselu punktu Ao; varam pienemt, ka tas ir balts. Atliksim pa labi
punktus Az, Az,..., katru nakofo - attaluma dz no ieprieksgja. Sadus jaunus punktus atliksim
2%-n1 reizes, t.i., para skaitu reizu. Punktam A jabiit melnam, punktam A, - baltam,
punktam Az melnam utt.; p&d&jam atliktajam punktam jabat baltam.

P&édgjais atliktais punkts atrodas attaluma
(12.2"-[11 = 2% .nz.zx.nl = (2“2*".11] ).n2 = (2" .nl).nz =
=d n

2 N0 punkta Ao. Tatad ieglistam ny (nepara skaitu) reizu no Ao attalumu di. Tatad
péd&jam atliktajam punktam jabiit melnam. Iegita pretruna ari pierada masu apgalvojumu.

Iesakam lasitajam patstavigi izpétit [idzigus jautajumus par neizbégamiem attalumu
trijnickiem, Cetrinickiem utt., ka ar1 risinat lidzigas problémas triju un vairaku skaitlu
gadijuma.

Punktu paris (nogriezna galapunkti) ir otra vienkar$aka (aiz punkta) geometriska
figlira. Lidzigus jautajumus, ka iepriek$ apskatitie, var analizét ari, ja mekle sarezgitakas
viena krasa nokrasotas figiiras.

Demonstrésim dazadus piemerus.

134. piemérs. Katrs plaknes punkts nokrasots baltd vai melna krasa. Vai var garantet,
ka regulara trijstira, kura malas garums ir 1, virsotnés noteikti atradisies 3 punkti, kas visi
nokrdsoti viend un taja pasa krasa?

Atrisinajums. Né. ledomasimies, ka plakne sadalita joslas, kuru platums ir V372, un
tas nokrasotas pamiSus balta un melna krasa, turklat katra dalijuma Iinija nokrasota tada
krasa, ka josla uz leju no tas (skat. 156. zim.).

V balta
Vv melna
V¥ balta

v 156. zim.
Lasitajs pats viegli parbaudis, ka mekle¢jama monohromatiska trijstiira nav (atceramies,

ka joslas platums +/3 /2 ir augstums vienadmalu trijstdr, kura malas garums ir 1).

135. piemérs. Katrs plaknes punkts nokrasots balta vai melna krasa. Vai var garantét,
ka noteikti ir tris punkti, kas nokrasoti viend krasa un atrodas kaut kada regulara trijstira
virsotnés?

Atrisinajums. Ja. Aplikosim regulara trijstiira rezgi 157. Zim&juma.

157. zim.
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Vismaz 2 no punktiem M, N, K nokrasoti vienadi; varam pienemt, ka M un N nokrasoti
melni. Ja ari K vai L nokrasots melns, vajadzigais trijstiiris atrasts; tapéc apskatam
gadijumu, kad K ir balts (158. zZim.).

158. zim. L 159. zim. L 160. zZim.

Ja vai nu P, vai R nokrasots balts, tad mekl&jamais trijstiiris ir KLP, resp., KLR;
tapéc apskatam gadijumu, kad P un R ir melni (159. zim.).

Ja vai nu S, vai T ir melns, meklgjamais trijstiiris ir PMS, resp., NRT. Tapéc
apskatam gadijumu, kad S un T ir balti (160. zZim.).

Apskatam virsotni X. Ja ta ir balta, meklgjamais trijstiiris ir STX; ja ta ir melna,
mekl&jamais trijsturis ir PRX.

Vajadzigais pieradits.

AtzZIm&sim ar abiem piem&riem saistitos visparigos rezultatus. Pastav hipotéze (kuru
neviens nav ne pieradijis, ne apgazis), ka divu krasu gadijuma katram trijstirim T ar
fiks€tiem malu garumiem a, b, ¢ var atrast tam kongruentu trijstiiri, kam visas virsotnes ir
viena krasa, ja vien T nav regulars. Savukart, ja més neinteres€jamies par regulara trijstiira
izm&riem, bet tikai par formu, tad var pieradit $adu rezultatu: ja plaknes punkti izkrasoti
galiga skaita krasu un plakné dota taisne t, tad var uzradit regularu trijstiri, kura visas
virsotnes ir viena krasa un viena mala paral€la taisnei t.

Pieradijjuma ideja ir lidziga iepriekS€jam piem&ram, tomer ta japapildina. Bitisku
palidzibu pieradijuma sniedz Van der Vardena teoréma (skat. 237.uzd.).

136. piemers. Katrs plaknes punkts nokrasots balta vai melnd krasa. Vai noteikti var
atrast kadu nogriezni, kura visi punkti nokrasoti viena un tai pasa krasa?

Atrisinajums. N&. Izvelésimies plakn€é patvaligu punktu O. Nokrasosim baltu punktu O
un visu to rigka liniju punktus, kuru centri ir punkta O un radiusi - racionali skaitli; visus
citus punktus nokrasosim melnus.

Skaidrs, ka melni punkti veido rigka linijas ar centru O un iracionaliem radiusiem.
Katru nogriezni plakné krusto gan viena, gan otra veida rinka Iinijas, tatad tas nav nokrasots
viena krasa.

137. piemeérs. Katrs plaknes punkts ar veselam koordinatém nokrasots baltd vai melna
krasa. Pieradit, ka eksisté vienadsanu taisnlenka trijstiris, kura katetes paralélas
koordinatu asim un visas virsotnes nokrasotas viend un taja pasa krasa.

Atrisinajums. Apskatam taisni, kas paraléla Ox asij un uz kuras atrodas krasoti punkti.
Aplikojam uz tas 9 péc kartas nemtus krasotos punktus. Lasitajs pats var parbaudit (kaut
vai analizgjot visus iesp&jamos gadijumus), ka starp Siem 9 punktiem atradisies tris tadi
punkti A, B, C, ka AB = BC un visi A, B, C nokrasoti viena un tai pasa krasa; (varam
pienemt, ka 1 krasa ir melna) (skat. 161. zZim.).
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161. zim. M *C 162, zim.

Novelkam uz vienu pusi no AB AM_LAB, BN_LAB, pie tam AM = BN = AB. Tad
AMNB ir kvadrats. Ja kaut viens no punktiem M un N ir melns, tad izveidojas mekl&tais
trijsturis MAB vai NBC (skat. 162. zim.). Tapéc apskatam gadijumu, kad punkti M un N
abi ir balti.

Tagad atliekam XM L MN, XM = MN (skat. 163. zim.).

X

163. zim.
Punkts X arT nokrasots vai nu balts, vai melns. Ja X ir balts, mekl&jamais trijstairis ir
XMN; ja X ir melns, mekl&jamais trijstiiris ir XAC. Uzdevums atrisinats.

Komentars. Seit pieraditais rezultats ir loti specials visparigas teorémas gadijums, ko
1983. gada pieradija Rigas 1.vidusskolas 10. klases skolniece Daiga Grundmane.
Iedomasimies, ka katrs Dekarta koordinatu plaknes punkts ar veselam koordinatem
nokrasots viena no galiga skaita (pienemsim, k) krasam. Iledomasimies, ka dots art kads
naturals skaitlis n. Tad eksiste tads naturals skaitlis M(n, k), kas atkarigs vienigi no n un k,
kam piemit Sada ipaSiba: apliikojot patvaligu M(n, k) x M(n, k) nokrasoto punktu
fragmentus, taja var€s atrast n x n kvadratiska rezga veida izvietotus punktus, kas visi
nokrasoti viena un taja pasa krasa.

Acimredzot, §ada n x n punktu rezgi varés izdalit arTi miisu piemera minéto trijstiiri, ka
ari citus interesantus attélus.

D. Grundmanes teorémas pieradijums balstds uz Van der Vardena teorému (sk. 5
nodalu) un izmanto matematisko indukciju. Induktivaja pareja tiek lietoti panémieni, kas
11dzigi nupat apskatita pieméra risinajumam.

4.4.4. Par R.Greiama teorému

Viens no iemilotakajiem kombinatoriskas geometrijas p&tijumu objektiem ir ta saukta
bezgaliga riitinu lapa - plakne, kas sadalita vienados kvadratos l1dzigi ka rutigu lapa (t.i.,
ikviena punkta ir vai nu ¢etru riitinu virsotnes, vai ar1 virsotnu vispar nav). Parasti pienem,
ka vienas rutigpas malas garums ir 1. Ritinu virsotnu kopa kalpo ka loti tuvinats "diskrétas
plaknes" (tadas plaknes, kas sastav no atsevisSkiem izol€tiem punktiem) modelis. Vienu no
skaistakajam un sarezgitakajam teorémam par "bezgaligo ratipu lapu" ir pieradijis
ievérojamais amerikanu kombinatorists Ronalds Greiams.
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Teorema. Pienemsim, ka Kk ir naturals skaitlis. Tad eksisté naturals skaitlis
L(k), kas atkarigs tikai no k un kuram piemit §ada ipasiba: lai ka ari
neizkrasotu ritinu virsotnes k krasas (katru virsotni - viena krasa),
noteikti atradisies trijstaris ar laukumu L(k), kura visas virsotnes biis
nokrasotas viena un tai pasa krasa.

Greiama teoréma runats tikai par L(k) eksistenci, bet nekas nav teikts par L(k)
konkrétajam vertibam. Noskaidrosim visas iesp&jamas L(2) vertibas.

Vispirms noskaidrosim, kadas veértibas vispar var biit tada trijstiira laukumam, kura
visas virsotnes atrodas riitinu virsotnés.

Lemma. Ja trijstiira visas virsotnes atrodas ritinu virsotnés, tad ta laukums ir n/2,
kur n ir naturals skaitlis.

Apvilksim ap trijstiri ABC taisnstiri ta, ka paradits 164. zim&juma. Visas taisnstiira
malas iet pa rutinu linijam. Ta ka A, B, C, M, N, K ir riitinpu virsotnes, tad visu nogrieznu
AM, AK, MB, BN, NC, CK garumi ir veseli skaitli. Tapeéc AMNK laukums ir vesels
skaitlis, bet trijstiru AMB, BNC, CKA laukumi ir veselu skaitlu puses (taisnlenka trijstiira
laukums ir puse no kateSu reizinajuma). No vesela skaitla atnemot vairaku veselu skaitlu
puses, iegist vesela skaitla pusi (protams, ta var biit vesels skaitlis). Tapéc 164. zim&uma
att€lotajam gadijumam lemma ir pieradita.

Citus principiali atskirigus gadijumus (svarigakais no tiem paradits 165.zZImgjuma)
atstajam lasitajam patstavigai aplukoSanai.

M B 7
7 —
y —

—\
/E C
W= | A ]

164. Zim. 165. zim.

Tatad L(k) vertibas vispar var biit tikai veselu skaitlu puses.

v 11/
Acimredzot, iesp&jamas L(k) vertibas sadalas divas dalas: N = {1; 2; 3; 4;...} un N = {/2’

%; %% o}

Sis teorémas pieradijusi K.Abolina (skat.[3])

Teoréma. Riitinu virsotnes var izkrasot divas krasas ta, ka nevienam trijstirim,
kura virsotnes ir viena krasa, laukums nebis no kopas N'.
Sada krasojuma piemérs paradits 166. zim&juma. Pieradijums javeic lasitdjam patstavigi (tas

ir pilnigi analogs lemmas pieradijumam).

Tatad neviens no N' elementiem nevar bt L(k) vertiba, jak > 2.

Teoréma. Ja ritinu virsotnes izkrasotas divas krasas, tad vismaz vienai no Stm

krasam (apzimésim to ar a) piemit §ada IpaSiba: katram naturalam skaitlim n

var atrast trijsturi ar laukumu n, kura visas virsotnes ir krasa a.

Pieradisim $o teorému, izejot no preteja. Pienemsim, ka eksisté tads krasojums melna un balta

krasa, ka nav trijstira ar laukumu ni, kura visas virsotnes biitu melnas, un nav trijstiira ar
laukumu ny, kura visas virsotnes biitu baltas. Aplukosim divus gadijumus:

a) nav divu blakus virsotnu, kas nokrasotas viena un taja pasa krasa. Tad krasas izvietojas Saha

galdina kartiba. Viegli iegiit pretrunu ar pienémumu (skat. 167. zim.):
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ABC laukums ir %-1-2n2 = ng, Un visas virsotnes A, B, C ir baltas;

000000000000 2

T A
A L

008080008080 ~ _—

166. zim.

b) kaut kur divas blakusvirsotnes A un B ir nokrasotas viena un taja pasa krasa (pienemsim,
ka balta). Apzimésim taisni, uz kuras tas atrodas, ar to. Ar t; apzZimésim taisni, kas paral€la to un
atrodas attaluma 2n2 no tas. Lai nenonaktu pretruna piep€mumam, visiem t1 punktiem jabiit
melniem (ja kads no tiem bitu balts, tas kopa ar A un B veidotu "baltu" trijstiiri, kura laukums
bitu n ). No ta savukart seko, ka taisnés, kas atrodas starp t1 un to, sakot ar t1, jabiit parmainus
tikai melniem, tikai baltiem, ... punktiem. Ta ka attalums starp t1 un to ir parskaitlis, iznak, ka to
jabit tikai melniem punktiem. Bet A un B ir balti. legiita pretruna pierada teorému.

Tatad L(2) iespgjamo vertibu kopa ir tiesi naturalo skaitlu kopa.

Iev@rosim, ka sava zina esam pastiprinajusi Greiama teorému. No tas izriet, ka katra
iesp&jama L(2) vertiba realiz€jas vai nu viena, vai otra krasa. Mé@s turpreti esam pieradijusi, ka
visas vispar iesp&jamas L(2) vertibas realiz&jas viena un taja pasa krasa.

Iesakam lasitajam patstavigi pétit L(3) vertibu kopu, ka arT atrisinat Iidzigu problému uz
taisnes.

167. zim.

] 38. piemérs. Pienemsim, ka plakne sadalita vienados kvadratos ka ratinu lapa.
Izvélésimies patvaligas piecas kvadratu virsotnes un apskatisim visus 10 nogrieznos, kuru abi
galapunkti ir izvélétas virsotnes. Vai taisniba, ka vismaz uz viena no Siem nogriezniem atradisies
vél tresais punkts, kas ir kada dalijuma kvadrata virsotne?

Atrisinajums. Ja, ta ir taisniba. Izv€l€simies Dekarta koordinatu asis pa divam dalijuma
Iinijam un piegemsim kvadrata malas garumu par vienu vienibu. Tad katra daljjuma kvadrata
katras virsotnes koordinatas ir veseli skaitli. Skirosim tas atkariba no ta, vai to abscisas un
ordinatas ir parskaitli vai neparskaitli. Skaidrs, ka katra virsotne pieder vienam no Cetriem
tipiem: (p, p), (p, n), (n, p), (n, n). Ta ka izveletas pavisam piecas virsotnes, tad vismaz divas no
tam bis viena tipa. Pieradisim, ka ta nogrieZna viduspunkts, kura gali ir abas §1s virsotnes, arT ir
ar veselam koordinatam. Tad skaidrs, ka tas ir kada dalijjuma kvadrata virsotne, un vajadzigais
biis pieradits.

Atceramies: ja nogriezna galapunktu Dekarta koordinatas ir (x1, Y1) un (X2, Yy2), tad ta

X +X;, Yity,

viduspunkta koordinatas ir 2 7 2 7 Takaabas apskatamas virsotnes ir viena tipa, tad
to abscisam un ordinatam ir vienadas paritates. Tapec x1 + X2 uUn y1 + Y ir parskait]i. Bet tas
nozimé, ka viduspunkta koordinatas ir veseli skaitli, ko arl vajadzgja pieradit. Uzdevums
atrisinats.

Lasitajs pats lidziga cela var pieradit: ja telpa standartveida sadalita vienados kubos un
izveletas patvaligas devinas kubu virsotnes, tad uz vismaz viena no nogriezniem, kas savieno
divus izveletos punktus, atradisies vél viena kuba virsotne.

Ieveérosim, ka nogriezna viduspunkts ir ta galapunktu smaguma centrs (pienemot, ka abos
galapunktos ievietoti vienadi smagumi). Apskatdmo problému var visparinat, divu punktu
smaguma centra vietad apskatot triju punktu smaguma centru. Atrisinasim S$o problému:
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noskaidrosim, kadu lielako punktu skaitu ar veselam koordinatam var izvéléties plakné (telpa) ta,
lai nekadu triju punktu smaguma centram visas koordinatas vienlaicigi nebttu veseli skaitli.
Vispirms aplukosim gadijumu, kad nekadi 3 punkti neatrodas uz vienas taisnes.
Atcergsimies, ka trijstiira virsotnu smaguma centrs ir ta medianu krustpunkts.
Paradisim, ka plakn@s gadijuma atbilde uz miisu jautajumu ir 8.
Labi zinams $ads fakts: ja trijstira virsotpu koordinatas ir A(X,3¥,), B(X,;¥,), C(X;¥.), tad
X, +X,+X, ¥, +Y, 1Y,

ta medianu krustpunkta koordinatas ir 3 ’ 3

Iedalisim visus punktus ar veselam koordinatam grupas atkariba no ta, kadus atlikumus dod
to koordinatas, dalot ar 3. Iesp&jamas 9 grupas:
(0; 0), (05 1), (0; 2), (1, 0), (1, 1), (1; 2), (2, 0), (2, 1), (2 2).

Piepemsim, ka starp izv€l€tajiem 8 punktiem divi ir no grupas (0; 0), divi no grupas (0;1),
divi no grupas (1; 0) un divi no grupas (1; 1). (Skaidrs, ka sadus 8 punktus var izvéléties ta, lai
nekadi 3 no tiem neatrastos uz vienas taisnes.) Lai kadu triju punktu veidota trijstiira medianu
krustpunkts biitu ar veselam koordinatam, gan $o punktu abscisu, gan ordinatu summai jadalas ar
3; tatad atbilstoSo atlikumu summai jabit 0 vai 3. Abscisu atlikumu summa var bt O tikai tad, ja
visi 3 punkti ir no grupam (0; 0) un (0; 1). Bet tad ordinatu atlikumu summa nevar bt ne 0, ne 3;
tieSam, ta ka misu riciba no katras grupas ir tikai 2 punkti, tad starp ordinatu atlikumiem ir
vismaz viena 0 un vismaz viens 1, tapéc to summa ir 1 vai 2.

Lidzigi tiek analiz€ts gadijums, ja abscisu atlikumu summa ir 3, un paradits, ka arT tas nav
iesp&jams.

Tatad, ja doti $adi punkti (tie var€tu bit, pieméram, punkti ar koordinatam (0,0), (3;3),
(0;1), (3; 4), (4; 0), (4;2), (7; 3), (7; 4), tad neviena trijstiira ar prasito Tpasibu nav.

Tagad pieradisim, ka 9 punktu gadijuma starp tiem noteikti atradisies 3 tadi punkti, kuru
veidota trijstira medianu krustpunkta abas koordinatas ir veseli skaitli. Piepemsim pretgjo -
izdevies atrast tadus 9 punktus, ka $ada trijstiira nav.

0 1 2

168. zim.

Katru no 9 punktiem var ievietot viena no 168. zim&juma tabulas ratinam. Saja tabula pa
kreisi no katras rindas atziméts punkta abscisas atlikums, dalot So abscisu ar 3, bet virs katras
kolonnas - punkta ordinatas atlikums, dalot $o ordinatu ar 3.

Triju punktu veidota trijstira medianu krustpunkta abas koordinatas biis veseli skaitli, ja
gan So punktu abscisu summa, gan to ordinatu summa dalisies ar 3. No Sejienes viegli secinat, ka
nekadi 3 no apskatamajiem 9 punktiem nedrikst atrasties
a) viena riitina,

b) trijas vienas rindinas riitinas,
¢) trijas vienas kolonnas riitinas,
d) pa vienam katra rindina un katra kolonna.

Izmantojot 1paSibas b, ¢ un d, pamatosim, ka punkti kopa drikst atrasties ne vairak ka Cetras
tabulas raitinas. Tad, izmantojot TpaSibu a, varésim secinat, ka to skaits neparsniedz 4-2 = 8. Ta
biis pretruna, un miisu apgalvojums biis pieradits.
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169. zZim.

Vispirms ieverosim: mainot vietam rindinas (sava starpa) vai kolonnas (sava starpa), mes
neiespaidojam nosacijumu a - d esamibu vai neesamibu. Talak, ja katra rindina punkti ir ne
vairak ka viena ritina, tad pavisam tie ir ne vairak ka trijas riitinas, un vajadzigais pieradits.
Tapéc varam uzskatit, ka vismaz viena rindina punkti ir divas ratinas. Mainot rindas un kolonnas,
varam panakt, ka tie ir pirmas rindigas pirmajas divas rutinas (169. zim.). Talak varam uzskatit,
ka vismaz viena no pargjam rindinadm punkti ir vismaz divas rttinas (pret€ja gadijuma to kopgjais
skaits neparsniegtu 4, un vajadzigais butu pieradits.) Mainot rindinas, varam panakt, lai $T rindina
biitu otra. Tagad otraja rindina vismaz viena no divam pirmajam rutinam ir punkti; mainot (ja
vajadzigs) pirmo un otro kolonnu vietam, varam panakt, lai punkti biitu otras rindinas pirmaja
rutina (170. zim.). Tad abas iesvitrotajas riitinas punktu nedrikst biit.

K|k
¥
7/

/

170. Zim.

Tagad viegli parbaudit: ja vienalga kuras divas no pagaidam baltajam riitinam art atrastos
punkti, tiktu parkapts viens no nosactjumiem b, c, d. Tatad punkti tieSam var atrasties ne vairak
ka Cetras riitinas. Pieradijums pabeigts.

Pieradisim, ka telpas gadijuma atbilde uz misu jautajumu ir 18. Pienemsim, ka doti 19
punkti ar veselam koordinatam.

Ja n, dalot ar 3, dod atlikuma 0, 1 vai 2, tad teiksim, ka n ir O (resp., 1 vai 2) p&c modula
3; pierakstisim to ka n=3 0 (resp., n=3 1 vai n=;3 2).

Teverosim: ja trijstiira ABC virsotqu koordinatas ir AX;3 Y1320, By ¥,:2,), C(Xy;¥,352)

M (xl X, +X; ¥, +HY,+Y; 2 +Z,+Z )
tad ta medianu krustpunkta M koordinatas ir : 3 ’ 3 ’ 3

Aizstasim doto 19 punktu koordinatas ar to atlikumiem p&c modula 3; iegiisim 19 skait]u
trijniekus Ti(Xi.; Vi; zi), 1 = 1; 2;...; 19, kuru visas komponentes ir 0; 1 vai 2; starp Siem trijnickiem
varbiit ir arT vienadi. Mums japierada, ka no Siem trijniekiem var izveleties 3 tadus (pienemsim,
Tn, Tk, Tm), ka

Mx +x +x =0y +y +y, =0unz +z +z =0

Ja ir trs vienadi trijnieki, varam izvél&ties tos, ja tris vienadu trijnieku nav, tad ir ne vairak
ka 9 vienadu trijnieku pari. No 19 masu riciba esoSajiem trijnickiem var konstruét 18-19/2 =171
parus (Tn, Tk), tatad vismaz 171 - 9 = 162 parus, kuros ietilpst dazadi trijnieki.

Ievérosim, ka katriem diviem trijniekiem T, un Tk var uzkonstruét tiesi vienu tadu trijnieku
Tm, lai biitu speka (1), turklat, ja Tn#Tk, tad Tm atSkiras gan no Tn, gan no Tk (parbaudiet to
patstavigi!). Ja kadam no min&tajiem 162 pariem $adi konstru€tais Tm ir starp miisu riciba
esoSajiem 19 trijniekiem, tad vajadzigos tris trijniekus esam atradus$i. Ja tie visi ir starp citiem
trijniekiem (pavisam no 0; 1; 2 var izveidot 27 trijniekus), tad vismaz 21 parim (T, Tk) atbilst
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viens un tas pats trijnieks Tm, jo 20-8 = 160 < 162. Aplikosim $o 21 trijniecku pari. Tie kopa satur
21.2 = 42 trijniekus, tatad vismaz viens trijnicks no misu riciba esoSajiem 19 ietilpst vismaz
trijos paros (jo 19-2 = 38 < 42).

Piepemsim, ka Sie pari ir (T, T, (T, Ty, )» (T, T,) un tiem visiem saskana ar (1)
piekartots trijnieks Tm.

Pieradiet patstavigi, ka T, ,T, ,T, var nemt par vajadzigajiem trijniekiem!

Ar 18 punktiem nepietiek, lai apgalvojums paliktu speka. Parbaudiet pasi, ka nevar atrast
tadus 3 trijniekus Tn, Tk, Tm, ka Tn+ T+ Tm =30, ja

T,=T,=(0;0; 1) T,=T,=(0;2; 1) T,=T,=(1; 1)
T,=T,=2 ;1) T,=T, = (0; 0; 0) T, =T,=(1;0;0)
T,=T,=(01;0) T, =T, =(;1,0) T,=T,=(10;2)

Vajadzigais pieradits.

Gadijuma, ja tris no dotajiem punktiem atrodas uz vienas taisnes, sprieduma nekas
nemainas, jo smaguma centra koordinatas aprékina p&c tam pasam formulam ka trijstiira
virsotpu gadijuma.

Iesakam lasitajam patstavigi formul&t un atrisinat Iidzigu uzdevumu lielaka punktu skaita
gadijuma (apskatam smaguma centrus Cetru, piecu utt. punktu kopam) un lielaka dimensiju
skaita gadijuma (katru punktu raksturo Cetras, piecas utt. koordinatas).
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4. 5. Dazi ipatnéji "buru" konstruéSanas panémieni

Protams, Seit nav iesp&jams aptvert visus lidz $im atklatos paneémienus; bez tam jasaprot,
ka daudz vairak ipatn€ju "izgudrojumu" v€l gaida savu atklaSanu. M@s aprobeZosimies ar
daziem spilgtiem piem&riem.

139. piemérs. Regulara 12-stiira 6 virsotnes nokrasotas baltas, bet 6 - melnas. Pieradit,
ka var atrast divus vienadus Cetrstiirus, no kuriem vienam visas virsotnes ir baltas, bet otram
- visas virsotnes ir melnas.

Atrisinajums. Apskatisim divus $adus 12-stiirus, kas novietoti tieSi viens virs otra.
Apaksgjo 12-sturi atstasim nemainigu, bet augs€jam apliitkosim visus 12 dazados stavoklus,
kados tas var nonakt, ja to p&c kartas 12 reizes pagriez par 30° (katra no Siem 12 stavokliem
abu 12-stiru virsotnes pa pariem sakrit). Visos 12 stavoklos kopa katra augs€ja 12-stlira
virsotne pa reizei sakrit ar katru apaksgja 12-stiira virsotni. Ta ka augs€ja 12-stur ir 6 baltas
virsotnes, bet apaks$gja - 6 melnas virsotnes, tad pavisam notiek 6-6=36 augsgjas baltas
virsotnes sakriSanas ar apak$&jo melno virsotni. Viena stavokli - péc divpadsmita pagrieziena
- nav nevienas $adas sakri$anas, jo augSgjais 12-stliris atgriezies izejas pozicija un baltas
virsotnes sakrit ar baltajam, melnas - ar melnajam. Tatad minétas 36 sakriSanas sadalas pa 11
augseja daudzstiira stavokliem. Ta ka 36 > 11-3, tad kada no stavokliem vismaz 4 augsgjas
baltas virsotnes sakrit ar apak$gjam melnajam virsotném. Sis sakrianas ar nosaka abus
vajadzigos Cetrstiirus.

140. piemérs. Doti 13 dazadi taisnstiuri. To malu garumus izsaka veseli skait]i. Neviena
mala nav isaka par 1 un nav gardaka par 12. Pieradit, ka var izveleties tadus tris taisnstirus,
lai pirmo no tiem varétu pilniba parklat ar otro, bet otro - ar treso. (Parklajot taisnstiri

Jjanovieto ta, lai to malas biitu paralélas.)

12345678 910 1112

1
. 2
7% 3
297 4
%7771 5
N7, g
DONDNY 7
GONN2 07 ;
Do0007,%7, °
GO0%2%.77,%, 10
o090 %77

171. Zim.
Atrisinajums. Apskatisim 171. zim&juma att€loto tabulu.

Katru taisnstiiri atkariba no ta izme€riem var ievietot tieSi viena no neiesvitrotajam
ritindm. Zim&juma redzams, ka §is ratinas sadalitas 6 "buros". Ta ka 13 > 6-2, tad atradisies
tads "buris", kura ievietoti vismaz tris taisnstari.

Nav griiti saprast: ja tris taisnstiiri viena "buri" seko cits citam (vispirms A, tad B un

tad C) virziena , tad taisnstiiri A var parklat ar B, bet B var parklat ar C. Uzdevums
atrisinats.

Nakosa pieméra risinaSana izmantosim regulara 5-sttira virsotnu 1pasibu: katras tris no
regulara piecstlira virsotném veido vienadsanu trijstiri.
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ST Tpasiba saglabajas pat tad, ja piecam virsotném pievieno vél ari piecstiira centru (skat.
172. zim.). Pamatojiet to patstavigi (to izdarit ir viegli)!

172. zim.

141. piemérs. Regulara 20-stira 9 virsotnes nokrasotas melna krasa. Pieradit, ka var
atrast vienadsanu trijstiri, kura visas virsotnes ir melnas.

Atrisinajums. Sanumur&sim virsotnes péc kartas ar 1; 2; 3;...; 19; 20 un sadalisim tas 4
grupas: {1, 5,9, 13, 17}, {2, 6, 10, 14, 18}, {3, 7, 11, 15, 19}, {4, 8, 12, 16, 20}. Nav
griti parbaudit, ka katras grupas virsotnes veido regularu piecstari. Ta ka 9 > 4-2, tad
atradisies 3 melnie punkti, kas pieder vienai grupai. Saskana ar mineto regulara piecstiira
1pasibu tos var nemt par mekl&tajiem.

142. piemérs. Kvadrats, kas sastav no 6 x6 ritinam, salikts no 18 taisnstiuriem - 1 X 2
ritinas katrs (saliksim Sos 1 x 2 ritinu taisnstirus par domino). Pieradit, ka So kvadratu var
sadalit divos taisnstiiros, nesagriezot nevienu domino.

Atrisinajums. Pienemsim, ka to nevar izdarit. Tad katra no 173. zZim&juma att€lotajam 10
taisn€m krusto vismaz vienu domino (pretgja gadijuma varetu kvadratu sadalit pa So taisni).

vy ¥vvy

t %
7

VA 20 202 /

173. zim. 174. Zim.

Izmantosim Dirihl€ principu negaidita veida. Pieradisim: nav iesp&jams, ka visas taisnes
vienlaikus krusto vairak neka vienu domino. Tie$am, ja katra no 10 taisném krustotu vismaz
divus domino, tad pavisam butu vismaz 10-2 = 20 domino (skaidrs, ka katru domino var
krustot tikai viena taisne); tom&r domino ir tikai 36/2 =18.

Secinam, ka starp musu aprakstitajam taisném ir tada, kura krusto tiesi vienu domino.
Pienemsim, ka ta ir taisne t (174. zim.).

Tas nav iespgjams. Tie§am, kvadrata dala virs taisnes t ir 6-n, t.i. para skaits ratinu. STs
6n ritinas sastav no vesela skaita nesagrieztu domino un vienas melnas ratinas augsgja dala
no vieniga sagriezta domino. Tatad riitinu skaits augs¢ja dala ir "para daudzums plus viena",
t.i., nepara skaitlis. Iegiita pretruna. Uzdevums atrisinats.

143. piemeérs. Kvadratiska rezga veida izvietoti 36 punkti (skat. 175. zim.). Kads
mazakais skaits taisnu janovelk, lai tdas sadalitu plakni tados apgabalos, no kuriem katra biitu
ne vairak par vienu punktu (jeb, citadi rundjot, ar kadu mazako skaitu taisnu pietiek, lai visus

punktus atdalitu citu no cita)?
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175. Zim.

Acimredzamais novérojums: pietiek novilkt 5 vertikalas taisnes (pa vienai starp katram
blakus eso$am punktu kolonnam) un 5 horizontalas taisnes; kopa - 10 taisnes.

Ilgstosi méginajumi labaku rezultatu (mazaku skaitu tais$nu) nedod.

Otras dalas pieradijuma méginajums. Dabiga ir doma pacensties pieradit, ka, novelkot 9
taisnes, noteikti rodas mazak par 36 apgabaliem. Ja ta biitu patiesiba, tad saskana ar Dirihle
principu 9 taiSnu gadijuma kada apgabala noteikti atrastos vairak par vienu punktu.

Diemz¢gl izradas, ka apgabalu skaits var sasniegt un pat parsniegt 36.

7 N
176. zZim. 177. Zim.

Ka redzams 176. zim&juma, tris taisnes var sadalit plakni 7 apgabalos. Novelkot ceturto
taisni ta, lai ta krustotu visas tris ieprieksgjas taisnes dazados punktos, uz ceturtas taisnes
rodas tris krustpunkti, tapec ta sadalas 4 dalas (2 staros un 2 nogrieznos). Katra no $§im 4
dalam dala vienu no ieprieks€jiem apgabaliem divos, tatad apgabalu skaits palielinas par 4.
Lidzigi pieradam, ka piektas taisnes novilkSana var palielinat apgabalu skaitu par 5, sestas -
par 6 utt. Tatad 9 taisnes var sadalit plakni 7+4+5+6+7+8+9= 46 apgabalos. Tas it ka bitu
vairak neka pietiekosi 36 punktu izvietoSanai pa vienam.

Tatad jamekIe cits risinaSanas cels.

Otras dalas pieradijums. Apskatisim tikai argjos no dotajiem 36 punktiem (skat. 177.
Zim.);
arT tie visi jaatdala viens no otra. Divus blakus esoSus punktus var atdalit, tikai krustojot tos
savienojoSo nogriezni. NogrieZnu pavisam ir 20, un katra taisne var krustot ne vairak ka 2 no
tiem.

Tatad taiSnu skaitam jabiit vismaz 20/2 =10. Uzdevums atrisinats.

Komentari.

1. Sastopamies ar tadu paSu situaciju, ka 13. pieméra risinajuma - liekas, ka tikai
argjos punktus vien atdalit ir vieglak neka visus, tomér tiesi §1 "vieglaka" gadijuma analize
lauj vienlaikus atrisinat ar1 visparigo problému, kas agrak neizdevas.

2. Tapat ka 107. pieméra risinajuma més redzam: ja pieradijums neizdodas, izmantojot
viena veida "btrus" un "trusus" (plaknes dalas un punktus), tas var izdoties, izvéloties citus
"burus" un "truSus" (Sai gadijuma "buri" ir novelkamas taisnes, "trusi" - Kkrustojamie
nogriezni; ja novilktu tikai 9 taisnes, tad kadai no tam biitu jakrusto 3 nogriezni, bet tas nav
iespejams).

3. Ideja aplikot "argjos" punktus nav tik nejausa, ka varétu likties. Daudzi atzist, ka,
pieméram, cilvéka raksturs vislabak izpauzas ekstremalos apstaklos. Tapat arm1 matematika
panakumus biezi var giit, apskatot kaut kada nozimé "galgjos", "visizcilakos" elementus -
pasu lielako starp aplikojamiem skaitliem, paSus talakos no apliikojamiem punktiem, trijstiiri
ar vismazako laukumu starp apskatamajiem utt. Tadam sprieSanas pagp€mienam ir pat savs
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nosaukums - "ekstremala elementa metode". Varétu sacit, ka ekstremala elementa metodi més
jau lietojam, risinot 27. piemé&ru: katram skaitlim tika apliikots ta mazakais pirmreizinatajs.

Varétu pat sacit, ka Dirihle principa lietojumi gandriz vienmer apslépta veida saistiti ar
ekstremala elementa meklésanu: tieSam, par mekl€jamo "biiri" parasti var izveleties to, kura ir
visvairak (vai vismazak - atkariba no lietotas Dirihl€ principa formas) "trusu".

4. 6. Smaguma centrs ka vidéjas vertibas jedziena variants

Visos ieprieks€jos piem&ros mes izmantojam vidgjo vertibu, galvenokart noverteédami
un analizédami tas lielumu. Saja paragrafa pielietojumu galvena batiba biis pasas vidgjas
vertibas eksistencé un fakta, ka to var aprékinat vairakos veidos, iegistot vienu un to pasu
rezultatu.

Mgs jau atzim&jam (skat 1.5.), ka skaitliskiem lielumiem var ieviest daudzus vid&jas
vertibas jédzienus: vid&jais aritmétiskais, vidéjais geometriskais (pozitiviem skaitliem) utt. Ka
varetu ieviest jédzienu par vid€jo punktu galigai punktu kopai plakng vai telpa?

Izradas, ka to var izdarit, izmantojot fizikalu interpretaciju.

Iedomasimies, ka mums ir doti punkti PPy -w P Novietosim katra no tiem
atbilstos$i masu mi, My, ..., Mn. Iledomasimies, ka S§Is masas ir saistitas ar tieviem stieniSiem
(pasi stieniSi nesver neko), kuri notur visas masas vienos un tajos pasos relativajos attalumos
citu no citas. (Visa sistéma, protams, var kustéties plakné vai telpa ka viens vesels kermenis,
bet tas dalas savstarpgjo novietojumu nemaina.) Tad eksist€ tads punkts, kura, atbalstot
minéto sist€ému, ta atradisies lidzsvara neatkarigi no ta, ka bis pagriezta attieciba pret So
punktu.

(M@s pienemam, ka ari Sis punkts ar neredzamajiem un neko nesveroSajiem stieniSiem

fiksets nekustiga pozicija attieciba pret smagumiem, kas izvietoti punktos P,P, .., Pn)

Sadu punktu sauc par apskatamas sistémas smaguma centru. No fizikas pazistamas
vairakas smaguma centra Tpasibas. Atgadinasim tas.

1. Katrai aprakstita tipa punktu sist€mai eksisté smaguma centrs, un tas ir viens vienigs.
ALA, .., A
B.B,,..,B

2. Ja dota sisttma Sa, kas sastav no punktiem a ar atbilstoS$am masam

a,a,..a

»» un sisttma Sg , kas sastav no punktiem m ar atbilstosam masam

b,b,, .., bm, tad visu m+n punktu ALAy, An, B,B,..,B, sistémas smaguma centru var
atrast $adi: atrod pirmas sist€mas smaguma centru A un ievieto taja masu ai+ ax+ ... + an,
atrod otras sistémas smaguma centru B un ievieto taja masu b1+ bo+ ... + bm, bet péc tam atrod
abu jauniegiito punktu A un B smaguma centru; tas ir mekl&jamais abu sisttmu S; un S
apvienojuma smaguma centrs.

(So faktu varétu izsacit isak: sistému apvienojuma smaguma centrs ir smaguma centru
sistémas smaguma centrs, katras sakotngjas sisttmas smaguma centra koncentr&jot visu tas
masu.)

3. (Arhimé&da sviras likums) Ja punkta A1 atrodas masa m: un punkta A, atrodas masa
AM m,

my, tad A1 un Az smaguma centrs atrodas tada nogriezna A1A: punkta M, ka MA, m,

(To var izsactt ar1 citadi: nogrieznu galapunktu sist€émas smaguma centrs dala nogriezni
apgriezti proporcionali galos novietotajiem smagumiem.)

AugSminétais atlauj secinat, ka smaguma centrs kaut kada zipa parstav visu punktu
sistému, tatad var tikt uzskatits par tas "vidéjo punktu". So secinajumu pastiprinas talak
minétas smaguma centra koordinatu aprékinasanas formulas.

Smaguma centra jédzienam un ta lietojumam uzdevumu risinaSana veltita plasa
literatiira, skat., pieméram [5]; [9]. Seit aplikosim pagus vienkarsakos piemérus.

144. piemérs. Pieradit, ka katra izliektda cetrstiri nogriezni, kas savieno pretéjo malu
viduspunktus un diagonalu viduspunktus, iet caur vienu punktu un dalds taja uz pusém.
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Atrisinajums. levietosim katra virsotn€ masu 1 kg (skat. 178. zim.).

178. zZim. 1kg

Atradisim visu 4 punktu smaguma centru 3 dazados veidos.

1. Apvienosim sistéma S1 punktus A un B, sisttma Sz punktus C un D. Saskana ar treSo
ipasibu S1 un S smaguma centri atbilstosi ir AB un CD viduspunkti. Saskana ar 2. 1paSibu
visas kopgjas sisteémas smaguma centrs ir MN viduspunkts (sk. 179. zim.), jo punktos M un N
koncentrgjas pa 2 kg.

2. Lidziga veida varam mekl@t visas sist€mas smaguma centru, apvienojot viena sistéma
B un C, bet otra A un D. legtistam, ka smaguma centrs ir KL viduspunkts (sk. 180. zim.).

3. Lidzigi iegtistam, ka visu 4 punktu sist€émas smaguma centrs ir EF viduspunkts (skat.
181. zim.).

B C B K C B C
M
N N
A A A
D L D D

179. zim. 180. zim. 181. zim.

Saskana ar 1. 1pasibu punktu sist€émai A, B, C, D ir tikai viens smaguma centrs, tatad visi
punkti Sz, Sz, Sz sakrit, kas ar bija japierada.

145. piemers. Pieradit, ka trijstira medianas krustojas viena punktd un dalds taja
attieciba 2: 1, skaitot no virsotnes.

Atrisinajums. Uzdevumu risina 11dzigi iepriekS€jiem, ievietojot katra virsotné pa 1 kg
smagumam un atrodot visu triju smagumu sistémas smagumu centru tris dazados veidos.
Katra veida tris punktu sistema tiek sadalita divas sistemas: viena, kas sastav no vienas
virsotnes, un otra, kas sastav no tai pret€jas malas galapunktiem. Iznak, ka smaguma centrs
visai tris punktu sist€mai atrodas uz katras medianas, dalot to attieciba 2:1 no virsotnes. Ta ka
visu 3 punktu sistémai eksisté tikai viens smaguma centrs, tad visu tris medianu mingtie
dalijuma punkti sakrit, kas ar1 bija japierada.

146. piemers. Uz trijstira ABC malas AB nemts tads punkts M, ka AM:MB= 1:2. Uz
malas BC nemts tads punkts N, ka BN: NO= 1: 3. Nogriezni AN un CM krustojas punkta O.
Aprekinat MO:OC.
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182. zZim.

Atrisinajums. Skat. 182. zim. Ievietosim punkta C 1 kg masu, bet punkta B - 3 kg masu.
Sadi skaitli izvéleti, lai malas CB smaguma centrs (saskana ar 3. ipasibu) atrastos punkta N.

Talak ievietosim punkta A 6 kg masu. Tas tiek darits, lai malas AB smaguma centrs
atrastos punkta M.

Kur atrodas visas triju smagumu sistémas smaguma centrs? Saskana ar 2. Tpasibu tas
atrodas uz nogriezna AN, ka arT uz nogriezna CM, tatad to krustpunkta O. Atkal saskana ar 2.
ipasibu punkts O ir smaguma centrs smagumu sist€mai C (1 kg) un M (9 kg); bet tad péc 3.

OM 1

ipasibas OM 9 | ko ari vajadzgja aprekinat.
147. piemérs. (Cevas teoréma). Pienemsim, ka uz trijstira ABC malam AB, BC, CA
atbilstosi nemti iekséjie punkti C1, A1, B1. Taisnes AA1,BB1, CCy krustojas viena punkta tad
AC, BA, CB,

un tikai tad, kad pastav vienadiba D C,B AC BA =1 (skat. 183. zim., kur skaititdjos
esoSie nogriezni atziméti ar resnaku liniju).

Pieradijums. 1. Pienemsim, ka taisnes krustojas viena punkta O. Ievietosim virsotngs
A, B, C atbilstosi smagumus mi1, mz, M3 ta, lai visas sist€mas smaguma centrs biitu punkta O.
(To noteikti var izdarit: vispirms saskana ar Arhiméda likumu ievietojam smagumus punktos
B un C ta, lai malas BC smaguma centrs biitu punkta Ai, bet péc tam atkal saskapa ar
Arhiméda likumu ievietojam smagumu punkta A ta, lai divu punktu A un Ai, kur punkta Az
koncentréta B un C kopiga masa, smaguma centrs biitu O.)

m, C
183. Zim. 184. zim.

Ja virsotn@s ievietoto smagumu sistémas smaguma centrs ir O, tad malas AB smaguma
centrs ir Cz. Tiesam, ja AB smaguma centrs butu cita punkta X, tad visas sist€mas smaguma
centrs saskana ar 2. TpaSibu atrastos uz nogriezna CX un nevarétu but punkta O, bet ta ir
pretruna (skat. 184. zim.).

Lidzigi pierada, ka BC smaguma centrs ir punkta A1, bet AC smaguma centrs ir
punkta Ba.

Tad saskana ar Arhiméda likumu pastav vienadibas
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Sareizinot §1s vienadibas, iegiistam (1), kas ar1 bija nepiecieSams.
2. Pienemsim, ka trijsttri ABC pastav sakariba (1), bet taisnes AA1, BB1, CCy nekrustojas
viena punkta (skat. 185. zim.).
Novelkam BB; caur B un taisnu AA1 un CCy Krustpunktu.
B

B, B, ¢
185. zZim.

Saskana ar augstak pieradita pastav vienadiba (2)

AC, BA, CB,

CB AC BA

Pielidzinot (1) un (2) kreisas puses (to var darit, jo labas puses ir vienadas), ieglistam
CB, _CB,
B,A B,A’

CB, < CB,

Bet tas nav iespéjams, jo CB1 < CB2, bet B1A > B2A, tapéc BA BA gir pretruna.
Lidzigi iegist pretrunu, ja By atrodas pa labi no Bs.
Teoréma pieradita.
Beidzot pieradisim svarigas formulas par punktu sistémas smaguma centra attalumu no
ass.

Teoréma. Pienemsim, ka plakné dota taisne 1 un viena pusé no tas punkti A1, Az, ...,
An. Pienemsim, ka punkts Ai atrodas attaluma xi no taisnes un taja novietota masa
mi (i=1;2; ...; n). Tad smagumu sistémas smaguma centra A attalumu lidz taisnei 1
var apréekinat péc formulas
_ X, +m,X,+...4m X,
(]

m 1 +. L] l+mn
Pieradijums. Izmantosim matematisko indukciju. Ja n = 1, smaguma centrs vienigajam
mlxl
- _ . 0= =X . D
smagumam sakrit ar ta atraSanas vietu un formula m, ir pareiza. Pieradisim
formulas
pareizibu, jan = 2.
A2
A E
A1 ‘\ X, = Xp
m, Xy = %,
[ .
i [] 186. zim.

139



X,—X, _AA

No iesvitroto taisnlenka trijstiiru lidzibas seko, ka X2 ~ %o AA, Bet péc Arhiméda
AA m, Xo—X, _m,

likuma seko,ka AA, m, legistam proporciju X =X, M, no kuras seko
mX,~Mm X, =mX,-mX, y, tz]ak (M, + M)X=M X, + M.X,, o kyrienes izriet vajadzigais.

Pienemsim, ka formula jau pieradita k smagumiem, un pieradisim to k + 1
smagumam.

A A

.

187. Zim.
Saskana ar induktivo hipot€zi pirmo k smagumu smaguma centra S attalumu Iidz asij 1
7 = WX, +MmM,X, +...+m X,
aprekinam péc formulas m, +...+m,
Saskana ar smaguma centra 2. ipaSibu varam meklét visu k + 1 punktu smaguma
centru ka divu punktu sistémas smaguma centru: pirmais - Ax+1 ar Smagumu m k.1, otrais - S ar

smagumu (M, + M, + ...+ M). Qackana ar augstak pieradito mis interesgjosais attalums ir
_X (M +m,+.+m)+X,, M,  MmMX+mX,+.+m X, +X,, My,
(m, +m,+...+m )+m,,, m, +m,+..+m, +m,,

0 s

ko ari vajadzgja
pieradit. Induktiva pareja izdarfta.

Komentari. 1. Indukcijas bazes pieradijuma nevargja aprobezoties, ka parasti, tikai ar
gadijumu n = 1; nacas aplikot arT gadijumu n = 2, jo uz to més atsaucamies induktivaja
pareja, tatad to nevar€ja iegtt ar induktivas parejas palidzibu.

2. Formula paliek speka arf tad, ja dazi smagumi novietoti uz ass | (tad atbilstosie x; ir
nulles) vai ass 1 pret€ja pus€ (tad atbilstoSais xj ir attalums ar "-" zimi.). Pedgja gadijuma, ja
Xo ir negativs, tad smaguma centrs atrodas taja pus€ asij, kura ir smagumi ar "negativajiem"

m;X;+.4+m x,

attalumiem no ass; smaguma centra attaluma modulis 1idz asij 1 joprojam ir | ™ *™2 +"""mnl

Secinajumi. Ieguto formulu var parrakstit Sadi
(M, +m, +... + W)X, =M X, + M X, +... + M X,. Pareizinot abas puses ar brivas kriSanas
padtrindjumu g, iegiistam (m,g+m,g+mgXx =mgx +m,gx+..+mgx.

Atcerésimies, ka mg ir kermena, kura masa ir m, svars jeb speks, ar kadu tas iedarbojas
uz atbalstu.

Atceroties griezes momenta jédzienu (sp€ks reiz plecs), redzam, ka miisu formula izsaka
butisku smaguma centra pasibu: smaguma centra griezes moments attieciba pret jebkuru asi
ir vienads ar atseviSko smagumu griezes momentu summu, pienemot, ka smaguma centra
koncentréta visa sistémas masa.

Var pieradit, ka So jédzienu var lietot arT1 par smaguma centra definiciju un ta ir
ekvivalenta parastajai definicijai.

2. Ja visos punktos ievietotas vienadas masas (t.i., visi punkti ir "lidztiesigi"), ieglistam
X Xyt AX,

formulu ° n , t.i, smaguma centra attdlums lidz asij ir atsevisko punktu

attalumu vidgja vertiba. Tas velreiz norada uz faktu, ka smaguma centrs ir piemé&rots punktu
sisteémas vidgja punkta jédzienam.
Ar smaguma centra jédziena pielietojumu nevienadibu pieradiSana iepazisieties 6. nodala.
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4. 7. Uzdevumi patstavigai risinaSanai par 4. nodalas vielu

196. Vienadmalu trijstira malas garums ir 2. Taja atzim&ti 5 punkti. Pieradit, ka kaut kadi divi
no Siem punktiem atrodas viens no otra attaluma, kas neparsniedz 1.

197. Vienadmalu trijstiira malas garums ir 10. Taja atzim&ts 201 punkts. Pieradit, ka var atrast
tadus 3 punktus, kas visi cits no cita ir ne lielaka attaluma ka 1.

198. Kvadrata izmeri ir 8 x 8. Taja atzim&ti 4 punkti. Pieradit, ka var atrast tadus 2 atzimétus

punktus, kas viens no otra ir ne lielaka attaluma ka \J65.
199. Katrs regulara trijstiira kontiira punkts nokrasots balta vai melna krasa. Pieradit, ka var
atrast taisnlenka trijstiiri, kura visas virsotnes nokrasotas viena krasa.
200.° No regulara 40-stiira virsotném 17 nokrasotas sarkana krasa. Pieradit, ka var atrast
vienadsanu trijstiiri, kura visas virsotnes ir sarkanas.
201.° Kvadratveida rezga forma izvietoti 10x10 punkti. Kads ir mazakais posmu skaits lauztai
Iinijai (ne noteikti slégtai), kas iet caur visiem punktiem? Visi posmi ir horizontali vai
vertikali.
202.% Atrisinat 110. pieméru, atsakoties no prasibas, lai visi posmi batu horizontali vai
vertikali.
203.° Piecas taisnes savstarpgji krustojas. Kads ir lielakais iesp&amais malu skaits
daudzsturim, kuram visas malas atrodas uz $Im taisném?
204X Atrisinat l1dzigu uzdevumu, ja krustojas 7; 8; 9; 10 taisnes.
205. Vai 1000-stirim var bat 501 paraléla mala?
206.° Kvadrats sastav no 8 x 8 rutinpam. Tas sagriezts 13 taisnstiiros. Griezumi iet tikai pa
ritinu [inijam. Pieradit, ka starp griezot ieglitajiem taisnstiiriem ir divi vienadi trijstri.
207.° Trijstura iekSpusé€ atrodas 10 sarkani un 20 zili punkti; arT virsotnes ir sarkanas. Nekadi
tris krasaini punkti neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit, ka var atrast trijstiiri, kura visas
virsotnes ir sarkanas un kura nav neviena zila punkta.
208.° Kads lielakais skaits Sauro lenku var biit
a) 8-stri,
b) 11-stari?
209.° Kads lielakais skaits Sauro lenku var biit izliekta 10-sturi?
210. Uz izliekta 4-stira malam ka diametriem konstruéti rinki. Pieradit, ka tie parklaj visu
cetrstiri.
211.* Pieradit, ka katra daudzstiiri, kura ir vismaz 4 virsotnes, var novilkt diagonali, kas
neiziet arpus §1 daudzstiira (113. pieméra risinajuma mes to pienémam).
212.° Pieradit, ka starp katra 10-stira diagonalém var atrast vai nu divas paral€las diagonales,
vai arT divas tadas diagonales, kuru taiSnu veidotais lenkis ir mazaks par 6°.
213.° Viena ripka Iinija ievilkts regulars 9-stiris un regulars 10-stiiris; to virsotnes sadala
rinka Iiniju 19 lokos. Pieradit, ka vismaz viena loka lielums neparsniedz 2°.
214. Kads mazakais trijstiiru daudzums nepiecieSams, lai ar tiem parklatu izliektu 12-stari?
Trijstiiri var savstarpgji parsegties, bet nedrikst iziet arpus 12-stiira.
215.* Izliekta Cetrstiira abu diagonalu garums ir 20. Pieradit, ka vismaz viena mala ir garaka
par 14.
216.* Kvadrata, kura malas garums ir 1, atrodas vairakas rigka Iinijas, kuru garumu summa ir
30. Pieradit, ka var novilkt taisni, kas krusto vismaz 10 no tam.
217. Rinki, kura radiuss ir 1, atrodas vairaki nogriezni, kuru garumu summa ir 32. Pieradit, ka
var novilkt taisni, kura krusto
a) vismaz 8 nogrieznus,
b) vismaz 9 nogrieznus.
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218.* Dots rigkis, kura radiuss ir 2. Kads mazakais skaits rinku ar radiusu 1 jauzzimé, lai
pilniba nosegtu rinki, kura radiuss ir 2?

219.° Pieradit, ka rink1, kura radiuss ir 14, nevar atzimét 226 punktus ta, lai attalums starp
katriem diviem punktiem butu lielaks par 2.

220. Uz apala galda, kura radiuss ir R, novietotas n apalas monétas, kuru radiuss ir r. Mongétas
cita ar citu nesaskaras, bet uz galda nav iesp&jams nolikt vél citu mon&tu (ar radiusu r),

lai ta nesaskartos ar kadu no jau noliktajam mongtam. Pieradit, ka 7/y -1 < 2.
(Mongétas parbidit nedrikst, neviena monéta nedrikst Skérsot galda malu.)

221. Malienas platiba ir 64600 km?. Taja ir izvietoti 13 televizijas torni un retranslacijas
stacijas. Ir zinams, ka raidijumu uztveres kvalitate ir laba attaluma, kas neparsniedz 80
km no tuvakas retranslacijas stacijas. Pieradit, ka Maliena ir tada vieta, kur televizijas
raidijumu retranslacijas kvalitate nav pietiekosi laba.

222.* Kvadrata, kura malas garums ir 1, atrodas 170 punkti. Pieradit, ka var atrast divus tadus
punktus, kuru attalums vienam no otra nav lielaks par 0,09.

223. Kvadrata malas garums ir 15. Ta iekSpusg atrodas 20 mazi kvadratini, kuru malas garums
ir 1. Pieradit, ka liela kvadrata iekSpus€ var novietot rigki ar radiusu 1, kam nav kopg&ju
punktu ne ar vienu no mazajiem kvadratiniem.

224.° Plakng doti 10 punkti un rigka linija, kuras radiuss ir 1. Pieradit, ka uz rinka linijas var
atrast tadu punktu, kura attalumu summa Iidz minétajiem 10 punktiem ir lielaka par 10.

225.* Izliekta 10-stura iekSpusé atziméts punkts, kas neatrodas ne uz vienas diagonales. Taja
s€z zakis, bet katra virsotne stav pa medniekam. Visi mednieki vienlaicigi Sauj uz zaki,
bet tas $aja bridi pieliecas, un lodes aizlido garam (pienemsim, ka cita citu neskar).
Pieradit, ka vismaz viena 10-stiira mala paliks nesasauta.

226. Novilktas 13 taisnes; katra no tam dala kvadratu ABCD divas trapec€s, kuru laukumu
attieciba ir 1: 2. Pieradit, ka vismaz 4 no §Tm taisn€m iet caur vienu punktu.

227X Slegta lauzta linija savieno visas regulara 20-stiira virsotnes. Pieradit, ka $ai Iinijai ir
vismaz divi paraléli posmi. Visparinat o rezultatu regularam 2n-stiirim.

228.* Kvadrats sastav no 10 x 10 riitinam. Taja atziméti vairaki kvadrati ta, ka vienlaicigi

a) katra atziméta kvadrata malas iet pa rutinu Iinijam,
b) neviens atzimétais kvadrats pilniba neapklaj nevienu citu kvadratu.
Kads lielakais daudzums kvadratu var biit atzimeti?

229. Labirinta gaiteni ir izliekta n-stira malas un diagonales. Kads mazakais skaits spuldzu
janovieto labirinta, lai tas viss biitu apgaismots? Nekadas tris diagonales nekrustojas
viena punkta.

230.* Istabas forma ir 30-sturis. Pieradit, ka to noteikti var apgaismot ar 10 lampam.

231. Izdomat 30-sttra formas istabu, kuras apgaismosSanai nepiecieSamas vismaz 10 lampas.

232. Kvadrats sastav no 10 x 10 riitinam. Kadu lielako daudzumu riitinu centru var nokrasot,
lai nekadi 3 nokrasoti punkti neatrastos uz vienas taisnes?

233.% Regulara trijstira malu iek$puses ir spoguli. Trijstira ickSpusé ielaiz gaismas staru.
Stars kustas saskana ar likumu, ka kriSanas lenkis vienads ar atstaroSanas lenki (skat.
188. zim.). Ir zinams, ka caur kadu punktu stars gajis 7 reizes. Pieradit, ka tas vél
kadreiz ies caur So paSu punktu.

188. zim.

234. Izmantojot Cevas teorému, pieradit, ka trijstiirT bisektrises, augstumi un taisnes, kas
savieno virsotnes ar ievilkta rinka pieskarSanas punktiem pretejam malam, krustojas
viena punkta (Sie punkti var biit dazadi gadijuma a, b, c).

235. Pieradit, ka taiSnu nogriezni, kas novilkti izliektaja Cetrstiirt 183. uzdevuma, krustojoties
cits ar citu, katrs sadalas dalas, kas sava starpa ir vienadas.
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CITI METODES LIETOJUMI

5. nodala. DaZi metodes lietojumi bezgaligam kopam
Lidz Sim aplikotajos piem&ros gan "buru", gan "trusu" skaits, lietojot Dirihl€ principu,
bijis galigs. Ari apskatot summu noveértésanas metodi, saskaitamo skaits bijis galigs.
Tagad apskatisim piemérus, kuros lidzigus spriedumus izmanto bezgaligam kopam.

5.1. Bezgaligas kopas aizstasana ar lielu galigu kopu
Apskatisim raksturigu piemeéru.
148. piemérs. Visa plakne sadalita kvadratinos ka ritinu lapa. Katrs ceturtais kvadratins
izgriezts ta, ka izgrieztie kvadratini veido rezgi (skat. 189. zim.). Vai atlikusos kvadratinus var
apstaigat ar Saha zirdzinu ta, lai katrd no tiem nondktu tiesi vienu reizi?

X X X
X X X
X X X
189. zim.

Komentars. Skaidrs, ka atlikuso rutinu ir bezgaligi daudz. Tap&c vardus, ka $aha zirdzins
apstaiga plakni, sapratisim $adi: zirdzin$ sak kustibu kada neizgriezta riitind un turpina
bezgaligi ilgi, parvietojoties tikai pa neizgrieztam rutinam; turklat katrai neizgrieztai ratinai
pienak tads (viens vienigs) bridis, kad zirdzin$ nonak $aja riitina.

Atrisinajums. Pirmaja bridi gribas rikoties tapat, ka risinot 69. pieméru.

"Izkrasojam ritinas Saha galdipa kartiba un ievérojam, ka visas apgrieztas ritinas ir
viena krasa. Ta ka zirdzin$ katra gajiena maina ritinas krasu, tad apstaigasana nav iesp&jama,
jo vienas krasas riitinu ir palicis vairak."

Tomér $aja gadijuma ta spriest nedrikst: pari palicis bezgaligs daudzums gan vienas, gan
otras krasas riitinu, un, ko $ada gadijuma saprast ar vardu "vairak", nav saprotams.

Tomer skaidrs, ka katra pietiekami liela galiga apgabala vienas krasas riitinu tieSam ir
palicis vairak neka otras krasas ritinu, vardu "vairak" lietojot parastaja izpratné. Paméginasim
izmantot So faktu.

Aplikosim ritinu lapa kvadratu K, kura izméri ir 4n-4n; pienemsim ka visas plaknes
ritinas iekrasotas melna un balta krasa Saha galdina kartiba ta, ka izgrieztas riitinas ir melnas.
Kvadrats K sastav no n® blokiem, kuru izméri ir 4-4; katra bloka ir palikusas 8 baltas un 7
melnas riitinas, tatad kvadratd K neatkarigi no ta novietojuma ir 8n? baltas un 7n? melnas
rutinas.

Pienemsim pretgjo, ka zirdzin§ var veikt prasito uzdevumu. Tad savas "pastaigas" laika
vinam jaapstaiga ar1 kvadrata K neizgrieztas ritinas; pie tam zirdzin$ kvadrata K var nonakt
un no ta ari aiziet vairakas reizes.

Zirdzinam pa reizei janonak art visas kvadrata K baltajas riitinas.

Katra no tam janonak no citas melnas ritinas. Tatad, pat ja zirdzin$ sacis savu celu no
baltas riitinas K iek$puse (tad $aja riitipa nav janonak), nepiecie$samas vismaz 8n? - 1 melnas
riitinas, no kuram zirdzin$ nonak uz atbilsto§ajam baltajam rutinam.

Kur §1s melnas riitinas var atrasties?
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Pirmkart, par tadam var kalpot visas 7n® neizgrieztds melnds riitinas kvadrata K
ickSpuse. Otrkart, par tadam varétu kalpot melnas rutinas kvadrata K apmalg, kuras platums ir
2 (skat. 190. zim.).

A4

4n

V

2

190. zZim.

. Y 0.4n) =
Viegli saprast, ka §adu rutinu ir 42+4 4(2 4n) = 16n + 8.

Tatad jabat speka nevienadibai/n’* + 16n+8 2> 8n* -1 jeb n? - 16n -9 < 0. Tomer
viegli saprast, ka §1 nevienadiba lieliem n nav pareiza.

Tatad pienémums, ka zirdzin$ varétu apstaigat visu plakni, ir nepareizs; més to
konstatgjam, apskatot pietickami lielu plaknes dalu un $ai dalai lietojot Dirihle principu (ta ka
nepiecieS$amo melno ratinu ir mazak neka balto, tad no vienas melnas riitinas zirdzinam
janonak divas baltajas riitinas, tatad $aja melnaja rutina jaatrodas divas reizes, bet ta ir
pretruna).

Komentars. ST uzdevuma risinajums ir loti pamacoss. Profesionalam matematikim to
varétu pasniegt $adi, neizskaidrojot detalas: katra galiga kvadrata iekSpus€ melno un balto
rutinu skaitam jabut apméram vienadam, nemot vera ari riitinas, kas ir arpus kvadrata ta tiesa
tuvuma.

"Melno riitinu deficits" kvadrata iekSpusé ir proporcionals kvadrata laukumam, bet
iespejas to kompensét - proporcionalas kvadrata perimetram; perimetrs aug ka lineara
funkcija, bet laukums - ka kvadratiska funkcija atkariba no malas garuma, tatad pietiekami
lielai malai deficits parsniegs iesp&u to kompensét un kvadrata apstaigaSana klis
neiesp&jama.

Miisu veiktie precizie aprekini ir tikai §T sprieduma formalaks pieraksts. Matematiki
vienmer spriez §ada "cilveéciska valoda", biezi rikojoties ar dazadiem ietilpigiem jédzieniem
(funkcijas augSanas atrums, "apméram" vienads utt.); protams, $adu spriedumu efektivitate
un pareiziba allaz atkariga no ta, cik dzili un vispusigi mes attiecigos jédzienus esam
apguvusi.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

236. Bezgaligas ritinu lapas katra riitina tika novietots pa figrinai. No ratinam, kas atradas
kvadratveida rezgi, ik péc simtas figlrinas vienu figlrinu nopéma (rezgis veidots
tapat ka iepriek$gja pieméra). Ar vienu gajienu var vienlaicigi visas figlrinas (vai
dalu no tam) parvietot uz kadu no ritinadm, kuram ar pasreizgjo figiiripas aiznemto
rutinu ir kopiga mala; pie tam divas vai vairakas figiirinas nedrikst nonakt viena
ritind. Vai ar galigu gajienu skaitu var panakt, lai atkal katra ritina atrastos pa
figtirinai?
Norade: uzdevuma formul&jums ir nepierasts. Biezi tiek dota atbilde: "Ng, jo tuksas ir
bezgaligi daudzas ritinas." Sads arguments nav pareizs. ledomajieties, ka figiirinas
biitu nonemtas no vienas bezgaligas, horizontalas riitinu rindas; ar vienu gajienu
(plaknes apaksgja dala atstajot figiirinas nekustigas, bet visas augsejas dalas figiirinas
parvietojot par vienu ritigu uz leju) var panakt, ka visas bezgaligas plaknes riitinas
bis aizpilditas.
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237. (Van der Vardena teoréma bezgaligaja varianta) Visi naturalie skaitli sadaliti divas
grupas. Pieradit, ka katram n var atrast tadu aritmétisku progresiju, kuras loceklu
skaits ir n un visi locekli pieder vienai grupai.

Norade. Més atkal aizvietosim bezgaligo naturalo skaitlu kopu ar tas galigu nogriezni.
Pieradit no diviem parametriem n un k atkarigu apgalvojumu (Van der Vardena
teoréma galigaja variantd) A(n,k): katram naturalam skaitlim n un k var atrast tadu
naturalu skaitli W(n,k), kam piemit $ada 1pasiba: izv€loties patvaligus W(n,k) pec
kartas nemtus naturalus skaitlus un patvaligi sadalot tos k grupas, vismaz viena grupa
bis n loceklu aritmétiska progresija.
So teorému pierada ar matematisko indukciju péc §adas shémas:
a) atseviski pierada trivialos gadijumus n =1 unn =2 vai k = 1;
b) pierada A (3,2) (pieméram, var pieradit, ka der W (3,2) = 9);
c) pierada: ja ir speka A (n,k), tad ir speka ar1 A (n,k + 1) (k > 2);
d) pierada: ja kadam n visiem k ir spéka A (n,k), tad ir spéka ari A (n + 1, 2).
Komentari. Van der Vardena teoréma apgalvo, ka, sadalot naturalo skaitlu kopu divas
dalas, vismaz viena no tam ir neierobeZoti garas galigas aritmétiskas progresijas. Vai ta paliek
speka ari, ja vardus "neierobezoti garas galigas progresijas" aizstaj ar vardiem "bezgaliga
progresija"? Izradas, ka né. Apliikosim $adu naturalo skaitlu kopas sadalijumu divas grupas:
1 - pirmaja grupa,
2; 3 - otraja grupa,
4; 5; 6 - pirmaja grupa,
7;8;9; 10 - otraja grupa,
11; 12; 13; 14, 15 - pirmaja grupa,

Katrai bezgaligai aritmétiskajai progresijai ir galiga diference d. Gan pirmaja, gan otraja
grupa ir péc kartas nemtu naturalu skaitlu intervali, kuru garums parsniedz d; katra $ada
intervala, kura sakums uz skaitlu ass atrodas pa labi no apskatamas progresijas pirma locekla,
ir vismaz viens ming&tas aritmétiskas progresijas loceklis.

Tatad ne pirmaja, ne otraja grupa §1 aritméetiska progresija nav pilniba.

Redzam, ka Saja gadijuma vardus "neierobezoti galiga" nevar aizstat ar "bezgaliga".
Kados gadijumos to var darit, ir viens no dzilakajiem matematikas pamatoSanas jautajumiem,
uz kuru izsmelosa atbilde nav atrasta vél Sodien.

5. 2. Bezgaligu kopu sadaliSana galiga skaita dalu
ST paragrafa uzdevumu risinajumos tiek lietots §ads acimredzams Dirihlé principa
visparinajums:
ja bezgaligu kopu sadala galiga skaita dalu, tad vismaz viena no dalam ir
bezgaliga.
Sauksim So Dirihl€ principa variantu par Deo.

149. piemers. (Ramseja teoréma bezgaligiem grafiem) Pienemsim, ka dots grafs ar
bezgaligi daudzam virsotném, katras divas virsotnes savienotas ar Skautni. Katra Skautne
nokrasota vai nu balta, vai melna. Pieradit, ka var atrast bezgaligi daudz virsotnu ta, ka visas
Skautnes, kas $is virsotnes pa pariem savieno, ir viend krasa.

Pieradijums. Apliikosim vienu virsotni Ai. No tas iziet bezgaligi daudz Skautnu. Tas
visas ir baltas vai melnas; vismaz viena krasa, saskana ar Doo, ir bezgaligi daudz Skautnu.
Izvélamies So krasu un talak apskatam tikai atbilstoSo Skautnu otro galapunktu kopu Ki.
Izvélamies vienu virsotni no tas - Az; apskatam Skautnes no Az uz citam Ki virsotném. Starp
tam vai nu balto, vai melno Skautnu ir bezgaligi daudz. Izvélamies to krasu, kura Skautpu ir
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bezgaligi daudz, un ar K2 apzim&jam to otro galapunktu kopu. Izv€lamies virsotni Az no Kz
lidzigi atrodam kopu K3 utt.

Esam ieguvusi virsotnu virkni A1, Ao, ..., A, ...., kura katra virsotne ar visam nakosajam
savieno to ar vienas un tas paSas krasas Skautném. Apskatam Skautnes A1A2, A2Asz, AzAa,...;
starp tam ir vai nu bezgala daudz baltu, vai bezgala daudz melnu Skautpu. Apskatam tas
Skautnes, kuru ir bezgaligi daudz; to sakuma virsotnes veido mekl&jamo bezgaligo kopu.

Komentars. Ka redzat, Soreiz galigaja Ramseja teoréma par R(n,m) eksistenci (skat. 78.
Ipp.), parejot uz bezgaligam parametru vertibam, apgalvojums paliek spéka (salidziniet ar
Van der Vardena teorému 5.1. nodalas nobeiguma).

150. piemérs. (Kéniga lemma par bezgaligo koku) Pienemsim, ka dots bezgaligs koks,
kuram no katras virsotnes iziet galigs skaits Skautpu. Pienemsim, ka Saja koka eksisté
neierobezoti gari galigi zari. Pieradit, ka taja eksisté ari bezgaligs zars.

Pieradijums. Izvélamies vienu virsotni A1. No tas iziet galigs skaits Skautnu 1y, lo, ..., In,
viss bezgaligais koks sadalas galiga skaita apakSkoku Ki, Ko, .... Ky, kas sakas So Skautnu

galos (skat. 191. zim.).

191. zZim.

Vismaz vienam no apakSkokiem Ki, Kz, .... K, jabiit bezgaligam. Izv€lamies to.
Atkartojot Iidzigu spriedumu, kura A1 vieta nem $1 apakSkoka sakuma virsotni Az, ieglistam
Skautni, kas iziet no A2 un ved uz nakos$a bezgaliga apakskoka sakuma virsotni As, utt.
Turpinot So konstrukciju, ieglistam bezgaligu zaru A1A2As .... K€niga lemma pieradita.

Komentars. Ja nebiitu nosacijuma, ka no katras virsotnes iziet galigs skaits Skautnu,
Kéniga lemmas apgalvojums nepaliktu speka. Tiesam, aplikosim koku, kura no vienas
virsotnes A iziet bezgaligi daudz zaru: viena zara garums ir 1, viena zara garums ir 2, viena
zara garums ir 3 utt. Sada koka ir neierobeZoti gari zari, bet nav neviena bezgaliga zara (skat.
192. zZim.).

o
*—o—0

192. zZim.

Spriedumus, kas Iidzigi Kéniga lemmas pieradijumam, biezi lieto ari citds matematikas
nozares.

151. piemérs. Ar S (k) apzimésim skaitla k ciparu summu decimalaja pieraksta. Pieradit,
ka S(5") 2w, jan 2.

Atrisinajums. To naturalo skaitlu n kopu, kuriem 5" ciparu summa ir mazaka par kaut

- . . S R =
kadu konstanti C, apzim&sim ar S. Ar "kakmikaz-keki gpzim@sim to naturalo n kopu no S,

kuriem pédgjie m cipari ir ko, Ky kok

m-1°
(1]

Pienemsim no pret&ja, ka S ir bezgaliga kopa. Tad eksiste tads cipars k; , ka kopa Sh

. S, . - e o
bezgaliga. Tad eksisteé tads kg, ka “kzki ir bezgaligs utt. Ja més pieradisim, ka virkné
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0 1.0 1.0 0 . . . . .. .-
ki, ka, Ky, Ky, bezgaligi daudz ciparu atkirsies no nulles, tad biisim ieguvusi pretrunu ar
S definiciju.

. . e . _ kO kO kO kO _ _ _ .
Pienemsim no pretgja, ka virkné Xi»-K2,K3,..--sKp5-.- sgkot no kadas konkrétas vietas,

o . — . _ 0 1.0 1.0 0

ir tikai 0. Tas nozimg, ka eksiste tads galigs §Ts virknes sakuma fragments Ki-Kz>Kss--- Kk,
ka eksist€ piecinieka pakapes, kas beidzas ar cipariem:

0 0 04,1 0 0 01,1 0 0

km| ? km2 -1°-- kal 4 Okml ’ ka 2 kaI * 00 kml ’ kmz—-l -

o KP K K'k! . . -

Tatad skaitlim ™m “m.-1---22%1 ko var iegiit ka starpibu starp piecinieka pakapi un skaitli

ar neierobezoti daudzam nullém gala, jadalas ar neierobezoti augstam piecinieka pakapém; tas

. kok], utt.

0
var biit tikai tad, ja Sis skaitlis ir 0. Tomér tas nav 0, jo ks Iegiita pretruna norada, ka
sakotngjais piepémums par S bezgaligumu ir nepareizs.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

238. Smaragda karalvalstt dzivo bezgaligi daudz riikiSu. Katri divi no viniem sava starpa
vai nu draudzgjas, vai nu naidojas, vai ir vienaldzigi. Pieradit, ka var atrast bezgala
daudzus rukisus, kas vai nu visi sava starpa draudzgjas, vai visi naidojas, vai visi ir
vienaldzigi viens pret otru.

239. Pieradit, ka skaitla 2" ciparu summa tiecas uz bezgalibu, jan — o

240. Rukitis Sapratin$ personigi pazist katru funkciju, kuras argumenti ir naturali skait]i un
vertibas tikai 0 vai 1. Aprungjoties ar katru no tam, vig§ prot noteikt §is funkcijas
inteligences limeni. Aprunasanas notiek §adi: Sapratin$ pajauta funkcijai par kadu
vinas vertibu (pieméram: "Cik ir f(101)?"), atkariba no atbildes (kas ir 0 vai 1) uzdod
jautajumu par citu vertibu, utt.; katrai funkcijai tiek uzdots galigs skaits jautajumu (Sis
galigais skaits jautajumu katrai funkcijai var bit cits). Secindjumus par funkcijas
inteligences Itmeni Sapratins izdara vienigi, pamatojoties uz sanemtajam atbildém.
Pieradit, ka eksisté tada konstante C, kas kopga visam funkcijam, ka funkcijas
inteligences Itmenis atkarigs vienigi no vértibam f(1), f(2), ..., f(c) (t.i., talakam
vertibam inteligences limena noteik$ana nav nozimes).

Saja punkta apliikosim uzdevumus, kuros dota kaut kada punktu, nogrieznu, skaitlu
utt. kopa. Ar So kopu atlauts izdarit noteiktus parveidojumus (tiesi kadus, tas atkarigs no
konkréta uzdevuma), iegustot jaunu kopu, ar iegito kopu atkal drikst izdarit tadus paSus
parveidojumus, utt. Uzdevuma prasits pieradit, ka $adus parveidojumus iesp&jams izdarit tikai
galigu skaitu reiZu.

Parasti §1 tipa uzdevumu risinaSanas shéma ir §ada: katrai apskatamajai kopai piekarto
naturalu skaitli, kas kaut kada nozimée raksturo So kopu. Piekartojumu izraugas ta, lai, izdarot
atlauto parveidojumu, $is skaitlis katra zipa samazinatos, t.i., lai iegltajai kopai tas biitu
mazaks neka sakotn&jai kopai. Ta ka neviens lielums, kura veértibas ir naturali skaitli, nevar
samazinaties bezgaligi daudzas reizes, tad $1 samazinasanas kadreiz beigsies. Bet tas nozimé,
ka atlauto parveidojumu vairs nevarés izdarit, jo preteja gadijuma aplilkojamas kopas
raksturojumu varétu vél samazinat.

Skaidrs, ka §1s metodes pamata ir Dirihl€ princips. Ja process turpinatos bezgaligi ilgi,
tad bezgaligi daudzas reizes tiktu iegiita jauna kopa, tatad bezgaligi daudzas reizes tiktu iegits
ar1 tas skaitliskais raksturojums. Ta ka raksturojumam iesp&jams tikai galigs skaits dazadu
vertibu (bieZi vien mes pat precizi nezinam, kads tas ir), tad kada vertiba tiks ieglita bezgaligi
daudz reizu. Bet tas nav iesp&jams, jo, ta ka raksturojums dilst, neviena ta vertiba nevar
paradities vairak ka vienu reizi. legtita pretruna ar1 parada, ka Sis process ir galigs.
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Sadu panémienu sauc par bezgaliga kritiena metodi. Skaidrs, ka tikpat labi var lietot
tadu §1s metodes variantu, kura miisu izv€l&tais situacijas raksturojums monotoni palielinas; ja
tam iesp&jams tikai galigs skaits vertibu, palielinasanas tapat nevar turpinaties bezgaligi.

152. piemérs. Dota tabula, kuras izméri ir nxn ritinas. Katra ritina ierakstits skaitlis.
Ar vienu gajienu atlauts mainit skaitfu zimes vai nu visas kadas kolonnas, vai visas kadas
rindas riutinas. Pieradit, ka ar vairakiem gdjieniem var pandakt, lai neviend rinda un neviend
kolonnd ierakstito skaitlu summa nebiitu negativa.

Atrisinajums. Viegli panakt, lai skaitlu summa neviena rinda nebiitu negativa; Saja

noliika katra rinda, kura skaitlu summa ir negativa, visu skaitlu zimes jamaina uz pretéjam.
P&c Sadam operacijam dazas kolonnas skaitlu summa var biit negativa. Katra tada kolonna,
kura skaitlu summa ir negativa, mainisim skaitlu zimes uz pretéjam. Kad tas biis izdarits,
neviena kolonna skaitlu summa nebiis negativa, tacu iesp&jams, ka dazas rindas summas biis
kluvusas negativas. Ja "izlabosim" $is rindas, var gadities, ka summas kliis negativas dazas
kolonnas. Ka garantet, ka $adas mainas nevajadzes izdarit bezgaligi daudzas reizes, t.i., ka
kada soli ieglisim tabulu, kura nebiis ne "negativu" rindu, ne "negativu" kolonnu?
Aplukosim visu tabula ierakstito skaitlu summu. Ar katru gajienu (mainot zZimes "negativa"
rinda vai kolonna) $1 summa palielinas. Tacu tabula ierakstito skaitlu summai var biit tikai
galigs skaits vértibu (jo katrs no n? ierakstitajiem skaitliem tabula var biit vai nu ar "+", vai ar
"-" zimi, tatad dazado iesp&jamo kombinaciju skaits ir galigs). Bet lielums, kuram ir tikai
galigs skaits dazadu vertibu, nevar bezgaligi daudzas reizes palielinaties. Tatad p&c galiga
solu skaita skaitlu summu vairs nevarés palielinat. Saja bridi tabula nebiis ne "negativu"
rindu, ne "negativu" kolonnu - ja tadas atrastos, tad, mainot kada no tam skaitlu zimes, tabula
ierakstito skaitlu summu varétu vél palielinat.

153. piemérs. Plakné atziméti vairaki punkti. Dazi no tiem ir zili, citi - sarkani. Dazi
punkti sava starpd savienoti ar taisnes nogriezniem (punkts A ir savienots ar punktu B, ja ir
novilkts nogrieznis AB). Punktu A sauc par sevisku, ja vairak nekd puse punktu, ar kuriem tas
savienots, ir pretéja krasa neka pats punkts A. Ja plakné ir kads sevisks punkts, tad vienu no
tiem atlauts parkrasot pretéja krasa. Ja péc tam veél ir kads sevisks punkts, tad sadu operdaciju
atlauts atkartot, utt. Pieradit, ka Sads process nevar turpindties bezgaligi daudzas reizes, t.i.,
ka noteikti péc galiga solu skaita sevisku punktu vairs nebiis.

Atrisinajums. Parkrasojot kadu seviSku punktu, tas, protams, vairs nav sevisks, tacu dazi
no punktiem, ar kuriem tas savienots, Sadas parkrasoSanas d€] var kliit par seviskiem
punktiem. Tapéc nevar apgalvot, ka sevisko punktu skaits visu laiku samazinas.

Defingsim jaunu jédzienu "seviSks nogrieznis". Par seviSku nogriezni sauksim tadu
nogriezni, kura galapunkti ir dazadas krasas. Kas notiek ar seviSko nogrieznu skaitu, ja kadu
seviSku punktu parkraso? Viegli saprast, ka seviSsko nogrieznu skaits samazinasies; tie
nogriezni, kas iziet no punkta A un bija seviski, pec parkrasoSanas vairs tadi nav, bet tie
nogriezni, kas iziet no punkta A un nebija seviSki, péc parkrasoSanas tadi klast. Otra tipa
nogrieznu ir mazak, jo pirms parkrasosanas A bija sevisks punkts; tatad kopgjais sevisSko
nogrieznu skaits samazinas. Ta ka Sis skaits ir naturals skaitlis vai 0, tad tas nevar
samazinaties bezgaligi daudz reiZu; tapec noteikti iestasies tads moments, kad to samazinat
vairs nevares. Saja bridi vairs nebiis neviena seviska punkta - ja tads batu, tad, to parkrasojot,
sevisko nogrieznu skaitu varétu vél samazinat.

154. piemers. Plakne sadalita kvadratinos ka ritinu lapa. Pieradit, ka neeksisté regulars
piecstiris, kura visas virsotnes atrodas rutinu virsotnés.

Atrisinajums. Pienemsim pret€jo, ka $adu piecstiiri ABCDE izdevies uzzimét. Novilksim
ta diagonales un to krustpunktus apzimésim, ka redzams 193. zim&juma.
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E A D 193. Zim.

Regulara piecstiirm katra mala ir paraléla diagonalei, kurai ar to nav kop&u punktu
(AB||CE utt.). Tap&c, pieméram, AE1DE ir paralelograms (pat rombs). Tapeéc AE, = ED. Ta
ka vektors ED ir ar veselam koordinatam (pienemot rutinas malas garumu par vienu

vienibu), tad, atliekot vektoru AE, no riitinas virsotnes A, atkal ieglistam rtinas virsotni.
Tatad Ei1 (lidzigi ar1 A, By, Cy, D1) ir ritinu virsotnes.

Pagriezot regularo piecstiri ABCDE ap ta centru par 72°, A pariet par B, B par C...., E
par A. Tapéc AC un BD pariet attiecigi par BD un CE; tatad ari AC un BD krustpunkts E;
pariet par BD un CE krustpunktu Ai. Lidzigi A pariet parB; .....D1 par Ei. Tatad, pagriezot
piecstiri A1B1C1D1E; par 72° ap ta sakotn&ja piecstiira centru, tas klist pats par sevi; tatad
A1B1C1D1E; ir regulars piecstiiris, kura visas virsotnes atrodas riitinu virsotnés.

Lidzigi no §T piecstiira var iegit ta iekSpus€ esosu regularu piecstiiri, kura visas virsotnes
atrodas rutinu virsotnés, utt.

Sis process ir bezgaligs. No otras puses, tas nevar bit bezgaligs, jo katra nakosaja
regularaja piecstiri ir mazak ritinu virsotnu neka iepriekseja, bet sakotngja piecstiirl to ir
galigs skaits. leglita pretruna parada, ka sakotngjais piecstiris ABCDE nav bijis iesp&jams.

2 + y2 = 3 nav atrisin@jumu naturdlos

155. piemers. Pieradit, ka vienadojumam x
skaitos.

Atrisinajums. Pienemsim pret€jo, ka $ads atrisindjums eksiste. Viegli parbaudit, ka tad
Z>3; tieS8am, nav tadu naturalu skaitlu x un y, ka x2+y?>=3vai x’+y?=09.

Parbaudisim, kadus atlikumus var dot naturala skaitla kvadrats, dalot ar 3. Skirosim
gadijumus atkariba no ta, kadu atlikumu dod a, dalot ar 3:

jaa=3t,tada?=9¢= 0,
jaa=3t+ 1, tada?=92+6t+1= 1,
jaa=3t+2,tada?=92+ 12t +4= 1.

Tatad x? + y?, dalot ar 3, var dot atlikumu 0; 1 vai 2, pie tam atlikums 0 iesp&jams
tikai tad, ja gan x, gan y pasi dalas ar 3. Bet 3% dalas ar 3 ar atlikumu 0. Tapéc x = 3x1, Y = 3y1
un, ievietojot §Ts vértibas dotaja vienadojuma, ieglistam x> + Yy} =37,

Skaidrs, ka saskana ar ieprieks pieradito jabut z - 2 > 3, Iidzigi spriezot, ieglstam
x1=3X2, Y1=3y2 un x? +yZ =3""*, utt. Sads process turpinas bezgaligi. Bet ta nevar biit, jo
procesa gaita mes ik pa bridim dalam kart&jo x; vertibu ar 3, atkal iegiistot naturalu skaitli,
tatu Sada daliSana var notikt ne vairak ka tik reizes, cik reizes sakotnga x vertiba ka
pirmreizinatajs ir pirmskaitlis 3. legiita pretruna ar1 parada vajadzigo.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
241. Gar rigka liniju uzrakstiti vairaki (galigs skaits) dazadi skaitli. Ja kada vieta p&c kartas
uzrakstiti skaitli a, b, ¢, d (194. zim.) un (a - d) (b - ¢) <0, tad skaitlus b un ¢ drikst
mainit vietam. Pieradit, ka $adu operaciju izdosies izpildit tikai galigu skaitu reizu.
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194. zim.

242. Parlamenta katram deputatam ir ne vairak ka 3 ienaidnieki. Pieradit, ka deputatus var

sadalit divas palatas ta, lai katram deputatam vipa palata butu ne vairak ka viens
ienaidnieks.

243. Plakné doti 2n punkti; nekadi tris no tiem neatrodas uz vienas taisnes. Punkti kaut ka

savienoti pa pariem ar taisnes nogriezniem; izveidojusies n savienotu punktu pari. Ja
nogriezni AB un CD krustojas, atlauts tos nodzest, bet vieta novilkt vai nu nogrieznus
AC un BD, vai arT nogrieznus AD un BC. Pieradit, ka $adu mainu izdosies izpildit
tikai galigu skaitu reizu.

244. Pa apli uzrakstiti n skait]i, kuru summa ir pozitiva. Ja kada vieta p&c kartas uzrakstiti

245.

246.

247.

248.

249.

skaitli x; y; z, pie tam y < 0, atlauts aizstat x ar x +y, y ar (-y) un z ar y + z. Pieradit,

ka, sakot no kada briza, negativu skaitlu uz apla vairs nebiis. Aplikot divus

gadijumus:

a) uzrakstitie skaitli ir veseli,
b) uzrakstitie skaitli ir reali.
Dots atsvaru komplekts, kura ir 1995 atsvari. Katrs atsvars sver veselu skaitu gramu.
Zinams, ka, iznemot no komplekta jebkuru atsvaru, atlikuSos 1994 atsvarus var sadalit
divas kaudzes pa 997 atsvariem, kuru kop€jas masas ir vienadas. Pieradit, ka visu
atsvaru masas ir vienadas.
Pa apli uzrakstiti 2" veseli skait]i. Ar vienu jaunu soli atlauts starp katriem diviem
ieprieks€jiem blakus esoSajiem skaitliem ierakstit to aritmé&tisko vidgjo, bet péc tam
visus iepriek$gjos skait]us nodzest. Sadus gajienus atkartojot 1idz bezgalibai, visu laiku
iegiist virkné tikai veselus skaitlus. Pieradit, ka visi sakuma uzrakstitie skaitli bija sava
starpa vienadi.
Pa apli uzrakstiti 2" veseli skaitli. Ar jebkuru vienu soli atlauts starp katriem diviem
iepriekSgjiem blakus esoSajiem skaitliem ierakstit to starpibas moduli, bet péc tam visus
ieprieksgjos skaitlus nodzést. Sadus gajienus atkarto bezgaligi ilgi. Pieradit, ka kadreiz
uz apla paliks uzrakstitas tikai nulles.
Pieradit, ka vienadojumiem un vienadojumu sisttmam nav atrisindjuma naturalos
skait]os:
a)x®-3y*-923=0
b) x2 + y* + 22 = 2xyz

2 2 _ .2
o X“+2y“ =2z
2x% +y? =t?

Plakne sadalita kvadratos ka riitinu lapa. Pieradit, ka neeksisté regulars n-sturis, kura
visas virsotnes atrodas riitinu virsotnés, jan > 7.

5. 3. Summas sadaliSana bezgaligi daudzos saskaitamajos
Aplikosim pieméru.

156. piemérs. Dekarta koordindtu plaknes 1. kvadrants sadalits vienados kvadratinos ka
ritinu lapa. Sesos stira kvadratinos atrodas pa figirinai (skat. 195. zim.). Atlauts izdarit
Sadus gdjienus: ja kada kvadratina X atrodas figiirina, bet tiesi uz augsu un tiesi pa labi no X
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esoSie kvadratini ir tuksi, tad atlauts nonemt figiirinu no kvadratina X un ievietot pa vienai
figurinai minétajos kvadratinos (skat. 196. zim.).

Vai ar galigu skaitu Sadu gajienu var pandkt, lai visi sakotnéji aiznemtie kvadratini biitu
tuksi?

= o) = o
O O 196. zZim.
OO0

195. zZim.
Atrisinajums. Pieradisim, ka tas nav izdarams.
Pieskirsim raitinam vertibas, ka paradits 197. zim&uma; visam vienas lejupejoSas
diagonales rutinam tas ir vienadas, bet katra nakosaja diagonalg katras riitinas vertiba ir divas

reizes mazaka neka katras ritinas vertiba iepriek$eja diagonal€. StiirT esosas riitinas vertiba ir
1.

Vol & | Ys| Voo
Bl V] & | Ms|
A RA PAKIES
T T T T T T 197. zim.

_ . _ e _ .~ 3 . _
levérosim, ka sakuma aizpildito rutinu veértibu summa ir 2- — . Atzimésim arf, ka katra

gajiena rezultata aizpildito riitinu vértibu summa nemainas: atbrivojot vienu riitinu ar vértibu

e . .. - 1 1 1 2 1

—, tas vieta tiek aizpilditas divas rutinas, katra ar vértibu , + = =—,

2n 2n+1 2n+l 2n+1 2n+l 2n
Aprékinasim visu bezgaligi daudzo sakuma neaizpildito ritipu veértibu summu.

Kreisaja kolonna sakotngji neaizpildito rutinu vertibas veido bezgaligi dilstosu geometrisku

y

8 _1

. . . - . 1'—-y - A
progresiju ar pirmo Iocekll% un koeficientu 5 10 summa ir 2 Tada pati

summa ir otraja, tresaja un ceturtaja kolonna, skaitot no kreisas puses. Viegli aprékinat, ka

piektaja kolonna, skaitot no kreisas puses, sakotné&ji neaiznemto riitinu vertibu summa ir }/ ,
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sestaja  ta ir %6 . utt. Tatad visa mis interes§josa summa  ir

1
4.%1 +(%.+%6+%2+...)=1+1_Ay2=1%.

S ly < 2?. . - . _ e -
Atliek ievérot, ka /4 4" Ja mums izdotos atbrivot visas sakotngji aiznemtas
rutinas, tad Saja bridi visas figlirinas izvietotos rutinas, kuras sakotngji bija brivas; tapeéc Saja

bridi visu aiznemto ritinu verttbu summa nevarétu parsniegt 1 % Bet saskana ar ieprieks

pieradito tai jabiit 2 % (sakotngja aizpemto riitinu verttbu summa gajienu rezultata

o __1y<2y. - . - e . . N
nemainas). Taka ~ /4 4", tad atbrivot visas sakotn&ji aiznemtas riitinas nav iesp&jams.
Ka redzams, més Seit izmantojam summu novert€Sanas metodi bezgaligi daudzu
saskaitamo gadijumam. Pretruna tika iegiita $adi: novert€jot aiznemto riitinu veértibu summu

viena veida (skaitot pa kolonnam), redzam, ka beigas ta nevar parsniegt 1 }/ ; novertgjot to

cita veida (skaitot pa figlirinam), redzam, ka ta ir 2 % .

Var rasties jautajums: vai ar1 bezgaligi daudzu saskaitamo gadijuma rezultatiem, kurus
iegiist, saskaitot saskaitamos dazadas secibas, noteikti jabiit vienadiem tapat, ka tas ir galiga
skaita saskaitamo gadijuma. Precizas atbildes uz Siem jautajumiem var ieglit matematiskas
analizes kursa, kaut arT visparigakaja veida jautajums vél nav atrisinats. Musu mérkiem der
sads rezultats: ja visu bezgaligi daudzo saskaitamo absoliito vertibu summa, aprékinata kaut
viena veida, ir galigs skaitlis (ta tas bija musu gadijuma), tad paSu saskaitamo summa ar1 biis
galigs skaitlis, pie tam viens un tas pats neatkarigi no skaitiSanas kartibas.

Parkapjot Sos nosacijumus, var nonakt pie kliidainiem rezultatiem.

157. piemers. "Pieradisim", ka 0 = 1.

Atrisinajums. Plakni var parklat ar septipstiiriem ta, lai katra vieta, kur ir kaut viena
septinstiira virsotne, tadas butu tiesi tris (izdomajiet pasi, ka).

Aprekinasim visu sadalijuma lepku lielumu vid€jo veértibu divos dazados veidos:

a) katra septinsttra lepku lielumu summa ir (7 - 2) = 5x. Tatad katra septinstira lenku

lielumu vidgja vertiba ir % 7. Ta ka tas attiecas uz katru septinstiiri, tad péc analogijas

ar teorémam 1.4 nodala, ari visu lenku lielumu vidg€ja veértiba ir % T,

b) katra punkta, kura atrodas kaut viena septinstiira virsotne, ir tiesi tris $adas virsotnes.
So triju virsotnu lenki kopa veido pilnu lenki. Tatad katra punkta lenku lielumu vidgja

vertiba ir %n. Ta ka tas attiecas uz katru punktu, tad péc analogijas ar teorémam 1.4
nodala ar1 visu lepku lielumu vidgja vertiba ir % .

Esam aprékinajusi vienu un to paSu lielumu divos dazados veidos. Tapéc

%TEZ%TC; pareizinot abas vienadibas puses ar 21 un izdalot ar =, iegiistam 15 = 14;

atnemot no abam pusém 14, ieglistam 0 =1.

Klada slépjas 1.4 nodalas teorému lietoSana "p&c analogijas". Lai $is teorémas pieraditu,
vispirms javar aprékinat visu atseviSko lielumu summu; ja agrak bija runa par galigam
vertibam, tad $aja gadijuma summu vertibas ir bezgaligi lielas, un parasta izpratné runat par
vidgjo vertibu (dalot bezgaligi lielo summas vertibu ar bezgaligo saskaitamo skaitu) nevar.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
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250. Piepemsim, ka 156. piemera visi pargjie nosacijumi saglabajas, bet sakotngji aizpildita
tikai stiira riitina (skat. 198. zim).
Vai var panakt, lai ar konttru apvilktaja apgabala nebiitu nevienas figiirinas?

O _
198. zZim.

251. Plakne sadalita kvadratinos ka riitinu lapa. Viena no horizontalajam taisném ir robeza
(skat. 199. zim.). Spéeles sakuma ritinas virs robezas ir tukSas; katra riitind zem
robezas var novietot vai nu vienu, vai nevienu figiirinu. P&c tam, kad figiirinas
novietotas, atlauts izdarit Sadus gajienus: ja divas figlirinas atrodas blakus (pa
horizontali vai vertikali) riitinas A un B, bet riitina C, kas atrodas blakus B ta, ka B ir
tiesi starp A un C, ir tuksa, tad atlauts parcelt figiirinu no A uz C, vienlaicigi nonpemot
figlrinu no ritinas B (skat. 200. zZim.). 201. zZim&uma paraditas sakotngjas figlrinu
konfiguracijas. Izmantojot tas, var nogadat figiirinu pirmaja un otraja horizontale virs
robezas.

A. Kads ir mazakais figtrinu skaits sakotngja konfiguracija, kuru izmantojot, var
nogadat figiirinu treSaja un ceturtaja horizontal€ virs robezas?

B. Pieradit, ka nekada sakotngja figtrinu konfiguracija nelauj nogadat figiirinu
piektaja horizontale virs robezas.

O|O

T N

O[O

@)
O

O
O

199. zZim. 200. zZim. 201. zZim.

S. 4. Nogriezna projekcijas integrala vidéja vertiba
Aplikosim vid&jas vertibas metodes lietojumu dazu kombinatoriskas geometrijas
uzdevumu risinasana.

Principiali jauns, salidzinajuma ar ieprieks€jiem pieméeriem, Seit bis pats vid€jas vertibas
ievieSanas panemiens. Saksim ar vienkar§aku piemeéru.

158. piemers. Kvadrata malas garums ir viena vieniba. Kvadrata iekspusé atrodas
vairakas rinka linijas, kuru garumu summa ir 10. Pieradit, ka var novilkt kdadai kvadrata
malai paralélu taisni, kurai ir kopigi punkti ar vismaz cetram rinka linijam.

Atrisinajums. Rikojamies lidzigi ka 120. lpp. apskatitaja pieméra. Projicgjam visas rinka
linijas uz vienas kvadrata malas. Projekciju garumu summa vienada ar diametru summu; tatad
ta ir 10/n=3,1 ... > 3. Tatad vismaz viena punkta projicgjas vairak neka 3 (tatad vismaz 4)
rinka linijas. Caur So punktu velkam taisni perpendikulari kvadrata malai, uz kuras tika
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projicetas rinka Iinijas; §1 taisne var biit mekl€jama. Ievérosim, ka més iztikam ar projekciju
uz vienas kvadrata malas (jeb var&tu arT sacit - Uz vienas ass).

159. piemérs. Kvadrata malas garums ir viena vieniba. Kvadrata iekSpusé atrodas
vairaki nogriezni, kuru garumu summa ir 5. Pieradit, ka var atrast taisni, kas paraléla kadai
(vienalga kurai) kvadrata malai un krusto vismaz 3 nogrieznus.

Atrisinajums. Ja mes rikosimies ka ieprieks, piedzivosim neveiksmi. Tie$am,
iedomasimies, ka mes projic€jam visus nogrieznus uz kvadrata ABCD malas AB.

Ta ka var gadities, ka visi nogriezni ir perpendikulari AB, tad projekcijas ne tikai trTs, bet
pat vienu reizi neparklas AB, un vajadzigo taisni atrast nevarésim. Nepalidz ari projicéSana uz
malas BC, jo tikpat labi var gadities, ka visi nogriezni ir perpendikulari BC. Tatad ar
projicéSanu uz vienas ass més uzdevumu atrisinat neprotam. Ka biitu, ja més méginatu
apskatit projekcijas uz abam astm vienlaicigi?

Ja nogriezna garums ir a, tad ta projekcijas garumu summa uz divam savstarpgji
perpendikularam astm ir a (ja nogrieznis paralls vienai no §Tm asim, 202. zim.) vai lielaks
par a (ja nogrieznis nav paral€ls vienai no §tm asim, 203. zim.).

_________ — _——-

1

Ly

! I

1] . 1
ax ¥y

202. Zim. 203. zim.

Tapéc, projicgjot visus nogrieznus uz divam savstarp€ji perpendikularam kvadrata
malam, projekciju garumu summa nav mazaka par 5. Tapéc vismaz uz vienas no $Sim malam
(m&s nezinam, uz kuras) projekciju garumu summa nav mazaka par 2,5. Tapéc kadu no §is
malas punktiem Q parklaj vismaz tris projekcijas. Taisne, kas iet caur Q perpendikulari
atbilstoSajai malai, ir meklgjama. Ieveérosim, ka més iztikam ar projekcijam uz divam
savstarpgji perpendikularam asim.

160. piemers. Rinki, kura radiusa garums ir 1, atrodas galigs skaits nogrieznu, kuru
garumu summa ir 32. Pieradit, ka eksisté taisne, kurai ir kopigi punkti ar

a) vismaz 8 nogriezniem,

b) vismaz 9 nogriezniem,

¢) vismaz 11 nogriezniem.

Atrisinajums. a) atrisindjumu iegiistam gluzi tapat ka iepriek§g¢ja piemera, projicgjot
visus nogrieznus uz diviem savstarp€ji perpendikulariem diametriem (to garumu summa ir 4,
un 32/4=8). Izdariet to patstavigi! Ievérojiet, ka mes izmantojam projekcijas uz divam asim!

b) atrisinajumam ar So pieméru nepietiek; var gadities, ka katrs nogrieznis ir paraléls
vienai no miisu izvéletajam asim, un tad projekciju garumu summa ir tiesi 32; formali nemot,
projekcijas ar garumu summu 32 var parklat divus nogrieznus ar kop&jo garumu 4, katru
punktu parklajot tieSi 8 reizes. Tomér $aja gadijuma apskatisim vel divas citas savstarpgji
perpendikularas asis; STm astm nogriezni nav paraléli, tapec projekciju garumu summa uz tam
ir lielaka par 32. Ta ka arT §is projekcijas izvietojas divos nogrieznos ar garumu summu 4, tad
atradisies punkts, kuru parklaj vismaz 9 projekcijas; caur to ar1 var novilkt mekl&jamo taisni.

Ievérosim, ka b) punkta risinajuma izmantojam projekcijas uz Cetram asim, t.i., vairak
neka a) punkta risinajuma; iegtitais rezultats toties bija parliecinosaks.

¢) punkta risinajumam nepietiek arT ar ¢etram asim.
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IzdarTsim vérienigu darbibu - apskatisim projekcijas uzreiz uz bezgaligi daudzam asim
un paméginasim ieviest to vidéjas veértibas jédzienu.

Apskatisim vienu punktu O un fiks€sim asi lo, kas iet caur $0 punktu. Katru citu asi | caur
punktu O var raksturot ar lenki ¢ starp lo un I (skat. 204. zim.); acimredzot, 0< ¢ <27.

204. zim.
Ja nogrieznis AB veido ar asi lo lenki o, tad ta projekcijas garums uz ass 1 (apzZimésim to
ar proj1(AB)) ir |ABcos(¢- ov)| (skat. 205. zim.).

205. zim.
Atcer@simies, ka matematiskaja analize ievie§ nepartrauktas funkcijas f(x) vidgjo vertibu

1
V() = -———jf(x)dx
intervala (a; b); par to pienem lielumu b-a; . Ja apskatamaja intervala f(x) >

0, tad ?f(x)dx izsaka laukumu, kuru ierobezo Ox ass, f(x) grafiks un taisnesx =aunx =D

(skat. 206. zim.); tad vidg€jas vertibas nosaukums Sadam lielumam ir uzskatami attaisnots - tas
ir tadas konstantas funkcijas vértiba, kura intervala (a, b) norobezo tikpat lielu laukumu ka
f(x).

N Y
1 y = f(x)

a b
206. zim.
No integrala Tpasibam izriet divi secinajumi:
DV (k-H=k-V(f), ja k - konstante,
2QV(f+g)=V(H+V(q).
Péc analogijas ar So visparigo likumu pasludinasim par nogriezna AB projekcijas vidgjo

1 2
V(AB) = — J‘proj,(AB)d(p
veértibu lielumu 2n .

VAB) = 2 4B
b4

Teorema.

1
V(AB) = —.
Pieradijums. Ta ka [0; 2x] ir funkcijas |ABcos(a - ¢)| perioda intervals, tad (AB) 2n
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2 " 2 2
' AB 4AB 2AB
]ABcosq:]d(p:——. cos old =———--]cos do=—.
: - !: lcos lde = == Jcosqde ==
Tatad nogriezna projekcijas vidgja vertiba atkariga tikai no nogriezna garuma un ir
proporcionala tam. Tap&c varam runat par "garuma projekcijas vid€jo vertibu", un tai piemit

AB+CD
e i __ . NAB+CD)=V(AB)+V(CD)=2-—.
minéta aditiva 1pasiba:

Nepartrauktas funkcijas f(x) vid€jai vertibai intervala [a, b] piemit Sada 1pasiba:

3) intervala AB eksisté tads punkts C, ka f(C) =V(f).

Sis Tpasibas pareiziba izriet no aug§minétas geometriskas interpretacijas; acimredzot
V(f) atrodas starp f lielako un mazako vértibu intervala [a, b], bet nepartraukta funkcija
pienem Visas vértibas, kas atrodas starp tas mazako un lielako vértibu, tatad ari vértibu V(f).

Tagad mes varam atrisinat ¢) gadijumu. Apskatisim visu nogrieznu projekciju garumu
summu uz katras ass, kas iet caur vienu fiksétu punktu, un aprékinasim tas vidgjo vértibu. ST
vidgja vertiba ir

2 2 2 2
V(@ +a,+..+a)=v(@)+v@)+..+v(a)= -T;al + ;t--az +...+ ;-aﬂ = —72(211 +a,+..+a)=

64
—=20,3....

Eksisté ass, uz kuras projekciju garumu summa ir tiesi 64/n= 20,3.... Sis projekcijas
izvietojas diametra, kura garums ir 2. Ta ka 20,3... > 2-10, tad eksist€ diametra punkts, kuru
parklaj vismaz 11 projekcijas. Caur So punktu velkam taisni perpendikulari apskatitajam
diametram; ta der par mekl&to. Uzdevums atrisinats.

Komentars. legiitais rezultats ir labakais iesp&jamais. Paradisim, ka izvietot tadu
nogrieznu sistému ar garumu summu 32, ka nevienai taisnei nav kopigi punkti ar vairak neka
11 §1s sistemas nogriezniem. levérosim, ka rigka Iinijas garums ir n-2 = 6,28.... I1zv€loties
pietiekami Tsus nogrieznu garumus, més varam rinka Iinija ievilkt piecus daudzstiirus, kuru
perimetri ir 6,28; to perimetru summa ir 5-6,28 = 31,4. Rinka iekSpus€ iezim&sim vél vienu
nogriezni, kura garums ir 0,6. Esam konstrugjusi nogrieznu sistému, kuras garumu summa ir
32. Katrai taisnei ir kopigi punkti ar ne vairak ka diviem nogrieZzniem katra daudzsttra
kontiira un varbtt vel ar "papildnogriezni”, tatad kopa ar ne vairak ka 11 nogrieZniem.

Vai var ieviest jeédzienu par nogriezna projekcijas videjo vertibu uz visam iesp&jamam
asim, kas iet caur fiksétu punktu telpa? Acimredzot, ja; nepiecieSams tikai, lai miisu riciba
bitu noteikta integrala jédziens tada apgabala, kas lauj att€lot katru iesp€jamo asi gluzi tapat,
ka katru iesp&jamu asi plakn€ (kuru raksturo lenkis @) att€lo ar punktu intervala. Uzdevumu
risingjumiem bitu loti lietderigi, ja $im integrala jédzienam butu spéka 1. - 3. ipasiba, kas
minétas iepriek$€ja piemeéra risinajuma, ka ar1 teoréma par to, ka ieviesta videja vertiba ir
proporcionala nogriezna garumam.

Lasitajam, kas Il)azistams ar virsmas integraliem, ir skaidrs, ka §adu vid€jo vertibu var
k& vaB) = o proj (AByo,
leviest . Ts kur apskatam sfeérisko integrali pa vienibas sferu ar
centru punkta O, bet projiAB ir nogriezna AB projekcijas garums uz ass 1, kas iet caur
punktu O un krusto vienibas sféru atbilstoSaja punkta. Lasitajam, kam zinasanu vé&l nav,
piedavajam bez pieradijuma pienemt vairakus faktus.

Katram telpas nogrieznim AB var ieviest ta projekcijas vidéjo vértibu uz visam asim,
kas iet caur fiksétu punktu O. ST vidéja vertiba atkariga tikai no AB garuma un ir
proporcionala tam ar kadu pozitivu proporcionalitates koeficientu k: V(AB) = k-AB.
Tapec nogrieZnu projekciju summas vidéja vertiba ir vienada ar atseviSsko nogrieznu

156



projekciju vidéjo vertibu summu. Eksisté ass, uz kuras projekciju summa ir vienada
ar tas vidéjo vertibu.
Paradisim, ka Sos faktus var izmantot uzdevumu risinasana.

161. piemeérs. Pieradit, ka telpas vektoriem pastav nevienadiba |é+5|£|é|+|5|,
neatsaucoties uz trijstiira nevienadibu.

Atrisinajums. Apskatisim vektoru a un b projekcijas uz patvaligas ass | caur fiksétu
punktu O; §is projekcijas ir skaitli a un b. Vektora a + b projekcija uz §1s paSas ass ir skaitlis
a + b. Nevienadiba |é+5|£|é|+|5| skaitliem pazistama no skolas kursa. Ja @ + b
projekcija uz katras ass neparsniedz a un b projekciju summu, tad ar1 projekcijas vidéja
vertiba k| é+5| neparsniedz a un b projekciju vidgjo vertibu summu, tatad
k:|a+b |<k|al+k-|b|. Saisinot ar pozitivo koeficientu k, iegiistam vajadzigo.

Pardomajot §1 pieméra risinajumu, secinam, ka ir speka Sads visparigs princips (cik
mums zinams, atklata forma pirmais to formulgjis A. Bérzins):

lai pieraditu identisku linearu nevienadibu starp telpisku vektoru garumiem, pietiek
pieradit atbilstoSu nevienadibu realu skaitlu moduliem.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

252. lIzliekts daudzstiiris atrodas otra daudzstiira iekSpusé€. Pieradit, ka pirma daudzstira

perimetrs neparsniedz otra daudzstiira perimetru.

253. Vairaku plaknes vektoru garumu summa ir 7 Pieradit, ka no tiem var izvéleties

dazadus vektorus, kuru summas garums nav mazaks par 1.

254. Izliekta daudzstiirT neviena mala un neviena diagonale nav garaka par 1. Pieradit, ka
ta perimetrs ir mazaks par 7.

255. Projicgjot izliektu sl€gtu Iiniju uz jebkuras taisnes, iegiist nogriezni, kura garums ir 1.
Pieradit, ka linijas garums ir 7.

256. Viena trijstiira piramida atrodas otras piramidas iekSpus€. Pieradit, ka iek$gjas
piramidas Skautnu garumu summa nav garaka par 4/3 no argjas piramidas Skautnu
garumu summas.

(Piezime: uzdevuma apgalvojums nav trivials: iek$&jas piramidas Skautnu garumu
summas attieciba pret argjas piramidas Skautnu garumu summu var biit neierobezoti
tuva skaitlim 4/3. Pacentieties konstruét atbilstoSos piemérus!)

257. Pienemsim, ka ABCDA1B1C1D; ir paral€lskaldnis (AAz || BBy || CCy || DD, ABCD ir
skaldne). Pieradit, ka AA1 +AB +AD+AC; >AB1 +AD;1 +AC.
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5. 5. Dazadas bezgalibas izpratnes un to salidzinasana

Visi lidzsingjie Dirihl€ principa un vidgjas vértibas metodes lietojumi attiecas uz viena
vai otra izpratné galigam kopam. Pats Dirihl€ princips variantos D1 un D2 izriet€ja no galigu
kopu elementu salidzinasanas; pat tajos gadijumos, kad pétijam bezgaligas kopas, tam eksist&ja
kaut kadi galigi raksturojumi (galigs krasu skaits, kuras nokrasotas grafa Skautnes; galiga
summa, kuru iegust, saskaitot skaitlus I kvadranta riitinas; funkcijas galiga vid€ja vertiba).

Tagad apliikosim spriedumus par "lielam" un "mazam" kopam (atcerieties: So jédzienu
analize biitiba ar1 ir vid&jas vertibas metodes pamata) gadijuma, kad tas ir principiali bezgaligas:
neizmantosim nekadus So kopu galigus raksturlielumus.

2..2..1. Ka var salidzinat neskaitot

Ja mums janoskaidro, vai dejas zale atrodas vairak z€nu vai meitenu, tad viens no
panémieniem var but tads: izskaitam, cik ir z&nu, cik ir meitenu, un salidzinam abus iegttos
skaitlus. Saja gadijuma aprakstitais panémiens vienmér novedis pie mérka; parasti més
iedomajamies, ka tas noved pie mérka jebkura gadijuma, kad jasalidzina 2 galigas kopas - kura
no tam vairak elementu. (To iedomajoties, mes aizmirstam, ka praktiski cilvékam nav iesp&jams
saskaitit, cik, piem@ram, Gidens molekulu ir Zemes atmosfeéra.) Tatad, pienemot, ka jebkura
galiga kopa més praktiski varam atrast tas elementu skaitu, mums ir pan€miens, ka par jebkuram
2 galigam kopam pasacit, vai tajas elementu daudzums ir vienads, un, ja n&, tad kurd kopa
elementu ir vairak.

Lai lietotu $adu pan€mienu, pilniba ir japarvalda naturala skaitla jédziens. Bez tam japrot
salidzinat p&c lieluma jebkuri 2 naturali skaitli. Tie§am, ja miisu riciba nav jédziena par naturalu
skaitli vai ja m&s neapzinamies, ka naturali skaitli var biit neierobezoti lieli, tad mums var rasties
Saubas, vai jebkura galiga kopa var atrast naturalu skaitli, kas izsaka tas elementu skaitu. Tatad
apskatita metode galigu kopu elementu daudzumu salidzinasanai (m&s sacisim ar1 - galigu kopu
salidzinasanai p&c to apjoma) prasa jau samera attistitus matematiskus jédzienus.

Tomér misu riciba ir panémiens, kas lauj atrisinat $o uzdevumu bez naturalo skaitlu
izmantoSanas. Demonstrésim to pieméra ar dejas zali - ligsim orkestri sakt spélét valsi. Tad
katrs z€ns uzaicinas meiteni (ar1 ta, diemZel, ir abstrakcija, tomér piepemsim, ka neviens
nepaliks, drizméjoties pie zales durvim), un tad pats par sevi noskaidrosies, vai zénu un meitenu
skaits ir vienads, vai ar1 z€nu ir vairak, vai arT meitenu ir vairak.

Kada ir §1 pag€miena biittba? M@s apvienojam pa pariem elementus no vienas kopas ar
elementiem no otras kopas. Sadu apvieno$anu izdaram tik ilgi, kamér pietriikst vai nu vienas,
vai otras kopas elementu. Ja abu kopu elementu pietrikst vienlaicigi, tad tajas ir vienads skaits
elementu; ja viena kopa elementu pietrukst atrak, tad tas elementu skaits ir mazaks neka otras
kopas elementu skaits.

Nemsim véra, ka noteikti vajadzigs, lai meés apvienotu paros pa vienam elementam no
katras kopas. Ja orkestris saks spélét "Sudmaligas" un dazas ¢etru cilvéku grupas bis tris zéni un
viena meitene, bet citas - otradi, tad, kaut arT mala nepaliks neviens z&€ns un neviena meitene,
meés nevarésim apgalvot, ka zé€nu un meitenu zal€ ir vienads skaits.

Sads panémiens tika lietots jau ilgi pirms naturala skaitla jédziena rasanas. Pienemsim, ka
kada pirmatngja cilts vac uzturam putnu olas, un ir noskaidrots, ka katram cilvékam vajadziga 1
ola. Ka vakara noskaidrot, vai olu ir pietickami? (Mazie b&rni un sirmgalvji vakSana nav
piedalijusies.) Skaidrs, ka visvienkarSakais panémiens ir nolikt katram prieksa pa olai. Ja kads
paliek bez olas, tad vakSana jaturpina; turpreti, ja katram iznak pa olai vai arT tas paliek pari, tad
darbu var partraukt.

Lidzigi pirmatngjie cilveki rikojas tad, kad vajadzg€ja noskaidrot, vai svesa ciltl ir vairak
virieSu neka vigu ciltt - no ta bija atkarigas attiecibas ar sveSiniekiem, un daudzos citos
gadijumos. Pamazam izveidojas dabiskie etaloni - kopas, ar kuram salidzinaja citas, vél
nepazistamas kopas. Sadi etaloni bija Méness (kopam, kas sastav no 1 elementa), acis (kopam,
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kas sastav no 2 elementiem), roka (kopam, kas sastdv no 5 elementiem) utt. Pieméram,
izteiciens "vinu bija roka un vélreiz roka" apziméja, ka sveSinieku bijis tik daudz, ka uz katru no
2 roku pirkstiem iznacis pa vienam.

Un tikai péc gadu tikstoSiem, kad aizvien vairak un vairak nacas skaitit dazadus
priekSmetus un pazinot to skaitu citiem, izveidojas jédziens par naturalu skaitli un radas speciali
apzimé&jumi dazadiem skaitliem: "viens", "divi" utt.

JaatzZim€, ka visu naturalo skaitlu apzim&umi neradas uzreiz. Daudzam miisu dienas
dzivojosam ciltim, kas atrodas uz zema attistibas Iimena, vél Sodien skaitiSana ir apméram $ada:
viens, divi, daudz. Tas norada, ka So cilSu locekli neatSkir vienu no otras galigas kopas, kuras ir
vairak ka 2 elementi, bet apzimé to elementu skaitu ar vienu vardu "daudz". Ar1 eiropiesi nebiit
ne tik sen nonaca pie misdienu uzskatiem par naturalu skaitlu neierobezotu virkni; vél
3.gs.p.m.&. Arhiméds sarakstija specialu traktatu "par smilSu graudinu skaitiSanu", kura
pieradija, ka eksiste arT tadi naturali skaitli, kas ir lielaki par smilSu graudinu skaitu, kads
novietojas sfeéra, kuras radiuss ir vienads ar attalumu no Zemes lidz Saulei. Tatad tada iesp€ja
toreiz vl netika uzskatita par acimredzamu.

Tikai pamazam matematiki nonaca pie neierobezotas naturalo skaitlu virknes 1, 2, 3,...,
kura aiz katra naturala skaitla seko nakamais skaitlis un katrs atseviskais naturalais skaitlis ir
galigs, bet pasu naturalo skaitlu ir bezgaligi daudz. Katrs naturalais skaitlis ir elementu
daudzuma apzim&ums grupai galigu kopu; piem&ram, ar 7 var apzim& gan ned€las dienu
skaitu, gan Liela Laca zvaigznaja zvaigznu skaitu, gan daudz ko citu. Ko nozimé teiciens
"naturalo skaitlu ir bezgaligi daudz"? To, ka naturalo skaitlu kopas elementu daudzumu nevar
izteikt ne ar kadu naturalu skaitli, ka visus naturalos skaitlus nevar apvienot paros ne ar kadas
galigas kopas elementiem. Tada pati jéga ir izteicieniem "punktu plakné ir bezgaligi daudz",
"rinka liniju telpa ir bezgaligi daudz" utt. Salidzinasim divas situacijas. Dazas visatpalikuSakas
ciltis skaita "viens, divi, daudz", uzskatidamas, ka tas kopas, kuras ir vairak neka 2 dazadi
elementi, nav atSkiramas viena no otras péc elementu daudzuma tajas. Més zinam, ka $adas
kopas ir Skirojamas - piem&ram, nevar apvienot paros Liela Laca zvaigznes ar cilvéka kreisas
rokas pirkstiem ta, lai katra pari butu 1 zvaigzne un viens pirksts un neviena zvaigzne un
neviens pirksts nebiitu divos paros. Tatad starp Liela Laca zvaigznu kopu un rokas pirkstu kopu
elementu daudzuma zina pastav bitiskas atskiribas.

Vairums misdienu cilvéku atzist naturalos skaitlus. Tomér par tadam kopam, kuras
elementu daudzums netiek izteikts ar galigu skaitli - piem&ram, jau minéta plaknes punktu kopa,
naturalu skaitlu kopa utt. - gandriz visi saka "tajas ir bezgaligi daudz elementu", sikaka analizé
neiedzilinoties. Vai jums neliekas, ka §ada pieeja zinama nozimé sasaucas ar ieprieks apliikoto?
Un, ja nu izradas, ka "bezgaligi daudz" ari sevi ietver dazadas iesp€jas, tapat ka dazadas iesp€jas
ietver pirmatngjo cilSu "daudz"?

Lai atbild€tu uz So jautajumu, mums jaizvélas nostaja, saskana ar kuru mes nospriedisim,
vai 2 bezgaligas kopas elementu daudzuma zina atSkiras vai né€. Ja atbalstisim sakuma min&to
nostadni - kopas salidzinat péc to elementu skaita, tad nekur netiksim, jo bezgaligdm kopam nav
naturalo skaitlu, kas izteiktu to elementu daudzumu - tieSi tapéc tas ir bezgaligas. Toties jo
plasas iesp€jas paveras, izmantojot talak apskatito panémienu - Kopu elementu apvienoSanu pa
pariem. Ka jau redz€jam, $ada pieeja neizmanto naturala skaitla jeédzienu, tatad ir piemérojama
ar1 bezgaligam kopam. Bezgaligo kopu pétiSana to pirmais pieméroja izcilais vacu matematikis
Georgs Kantors (1845-1918).

Galigu kopu gadijuma vargjam runat par to, ko nozimé, ka divam kopam ir vienads
elementu skaits; katras kopas elementu daudzumu vargja izsacit ar naturalu skaitli. Bezgaligu
kopu gadijuma vardiem "elementu skaits" nav jégas, jo nav naturala skaitla, kas izsacitu to
elementu daudzumu; ar naturaliem skaitliem var izsacit tikai galigu daudzumu. Tapéc
bezgaligam kopam vajadzigs cits jédziens.
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Definicija. Divas kopas sauc par ekvivalentam kopam, ja to elementus var apvienot pa
pariem ta, ka katra parf ieiet pa vienam elementam no katras kopas un neviens elements nepaliek
arpus pariem, bet ieiet tieSi viena pari (ne vairak un ne mazak!). Sacisim, ka starp So kopu
elementiem nodibinata savstarp€ji viennozimiga atbilstiba.

Ieverosim, ka $1 definicija dota gan galigam, gan bezgaligam kopam.

162. piemers. Kreisas rokas pirkstu kopa ir ekvivalenta ar labas rokas pirkstu kopu.

Tiesam, mes varam "apvienot"” pirkstus pa pariem sadi:

kreisas rokas 1kskis - labas rokas 1kskis,

kreisas rokas raditajpirksts - labas rokas raditajpirksts,

kreisas rokas vidgjais pirksts - labas rokas vidgjais pirksts,

kreisas rokas ceturtais pirksts - labas rokas ceturtais pirksts,

kreisas rokas mazais pirkstins - labas rokas mazais pirkstins.

Viegli parliecinaties, ka definicijas prasibas izpilditas.

163. piemérs. Naturalo skaitlu kopa no 1 lidz 10 ekvivalenta ar naturalo skaitlu kopu no 11
lidz 20. Apvienojums paros paradits shema.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
J (A R
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Skaitlus vargja apvienot paros ari citadi:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
{ T R
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11

Abos gadijumos izpilditas visas definicijas prasibas.

164. piemérs. Darbojosos universitasu kopa ir ekvivalenta ar darbojosos universitasu rektoru
kopu.

Veidojam parus $ada cela: viena parl apvienojam universitati un tas rektoru. Skaidrs, ka
pari nepaliks neviens universitates rektors un neviena universitate, un katrs no viniem bis
ieklauts viena pari.

Viegli redzet, ka galigu kopu gadijuma divas kopas ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja tajas
ir vienads elementu skaits. Tatad miisu kopu ekvivalences jédziens visparina jédzienu par divu
kopu elementu skaita vienadibu.

165. piemers. Visu naturalo skaitlu kopa ir ekvivalenta ar visu negativo veselo skaitlu
kopu. Apvienojums paros paradits shéma.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T T
-1 -2 -3 -4 -5 -6 =17 -8 -9 -10 -11

Apvienojot naturalu skaitli k parT ar veselu negativu skaitli -k, m&s izpildam visas
definicijas prasibas: gan katrs naturals, gan katrs vesels negativs skaitlis ir ieklauts viena un tikai
viena pari, un katra parf ir viens naturals un viens vesels negativs skaitlis.

Saja vieta ir ieteicams apstaties un salidzinat $o gadfjumu ar galigo kopu gadijumu.
Ievérosim, ka més biitu vargjusi apvienot skaitlus paros art $adi:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
! ! ! ! ! !
-1 -2 -3 -4 -5 -6

Sadi apvienojot, katra parT biitu viens naturals un viens vesels negativs skaitlis, katrs
negativais skaitlis biitu tiesi viena pari, katrs naturalais skaitlis biitu ne vairak ka viena pari, bet
ne katrs naturals skaitlis batu kada pari: bezgaligi daudzi naturali skaitli nav apvienoti pari ne ar
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kadiem veseliem negativiem skaitliem. M&s tatad esam nodibinajusi savstarpgji viennozimigu
atbilstibu starp nepara naturaliem skaitliem un veseliem negativiem skaitliem. Galigu kopu
gadijuma nekas tads nav iespg&jams: ja starp kopu A un B elementiem nodibinata savstarpgji
viennozimiga atbilstiba, tad nevar nodibinat savstarp&ji viennozimigu atbilstibu starp kopas A
elementiem un dalu no kopas B elementiem, ja vien §1 dala nesakrit ar paSu kopu B: pretgja
gadijuma kopas A elementu skaits biitu vienads gan ar kopas B elementu skaitu, gan ar kopas B
kadas dalas elementu skaitu, bet tas nav iesp&jams.

166. piemers. To punktu kopa, kas atrodas uz rinka linijas, kuras radiuss ir 1 cm, ir
ekvivalenta ar to punktu kopu, kas atrodas uz rinka linijas, kuras radiuss ir 2 cm.
Novietojam abas rinka Iinijas ta, lai to centri sakristu.
Apvienojumu paros ilustré 207. zim&ums. Par1 apvienojam divus punktus, kas atrodas uz viena
lielakas rinka linijas radiusa.

A B

207. Zim. 208. zim.

167. piemérs. To punktu kopa, kas atrodas starp nogriezna galapunktiem, ir ekvivalenta ar
visas taisnes punktu kopu. "Salocisim" So nogriezni ta, lai tas izveidotu pusrinka liniju. Mums
janodibina savstarpéji viennozimiga atbilstiba starp Si salocita nogriezna iekséjiem punktiem
(t.i., visiem td punktiem, iznemot galapunktus) un kadas taisnes punktiem. Novietojam "salocito"
nogriezni ta, lai ta veidotas pusrinka linijas diametrs AB buitu paraleéls dotajai taisnei.

Ka nodibinat savstarp&ji viennozimigu atbilstibu, klust skaidrs, apliikojot 208. zZim&umu.
Jaatceras tikai, ka punktiem A un B nav vajadzigi atbilstoSie punkti uz taisnes - tie ir nogriezna
galapunkti, bet més interes€jamies tikai par iek$&jiem punktiem.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
258. AA,...A, ir regulars 100 - stiiris. Aplikosim visus izliektos daudzstirus, kuru virsotnes

atrodas daZzos no punktiem A, A,,.., A, Pieradit, ka to daudzstiru, kuriem viena no

virsotném ir A1, ir vairak neka to daudzstiru, kuriem A1 nav virsotne.
Noradijums. Nodibiniet savstarpg€ji viennozimigu atbilstibu starp to daudzstiiru kopu, kuriem A1
nav virsotne, un dalu no tiem daudzsttiriem, kuriem Ay ir virsotne!
259. Doti divi nogriezni (kopa ar galapunktiem): viens 1 cm, otrs 2 cm garS. Pieradit, ka So
nogrieznu punktu kopas ir ekvivalentas.
260. Pieradit, ka visu naturalo nepara skaitlu kopa ir ekvivalenta ar visu naturalo skaitlu kopu.

Bezgaligo kopu salidzinaSana mes esam nonakusi apméram tik talu, cik talu bija nonakusi
pirmatngjie cilveki taja laika, kad vini iemacijas noskaidrot, vai divas galigas kopas ir vienads
elementu daudzums, nodibinot starp to elementiem savstarp€ji viennozimigu atbilstibu. Taisnibu
sakot, m&s vel neesam tikusi gluzi pat tik talu, jo m&s ve€l nezinam nevienu gadijumu, kad starp
2 bezgaligu kopu elementiem nevarétu nodibinat savstarp&ji viennozimigu atbilstibu. Sadus
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piemérus redz€sim nakamaja punkta. Tagad sikak p&tisim vienu 1pasu bezgaligu kopu klasi - tas
kopas, kuras ir ekvivalentas ar naturalo skait]u kopu.

Definicija. Kopas, kas ir ekvivalentas ar naturalo skaitlu kopu, sauc par sanumurgjamam
kopam. Jau ieprieks redz€jam, ka negativo veselo skaitlu kopa ir sanumur&jama (165. piemeérs).
Nakosa shéma parada, ka visu naturalo parskaitlu kopa arf ir sanumurgjama.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
R A
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Sim piem&ram vajadz&tu vismaz nedaudz parsteigt. Ir nodibinata savstarpgji viennozimiga
atbilstiba starp naturalo skaitlu kopas dalas elementiem, no vienas puses, un visiem naturalajiem
skaitliem, no otras puses. Atcerieties, ka galigu kopu gadijuma nekas tads nebija iesp&jams! Ta
ka mes ceram, ka kopu ekvivalences jédziens zindma nozimé& visparina jédzienu "vienads
elementu daudzums", tad redzam, ka apgalvojums "veselais nevar biit vienads ar savu dalu" Saja
interpretacija bezgaligu kopu gadijuma nav speka.

Loti daudzas dabiski lietojamas kopas ir sanumur&jamas. Pieradisim, ka, pieméram, visu
veselo skaitlu kopa arT ir sanumur&jama. Vajadzigo savstarpgji viennozimigo atbilstibu parada
shéma.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
! 1 A ) )
0 1 -1 2 -2 3 -3 4 4 5 -5 6 .

Vel viens piemers: paradisim, ka ir sanumurgjama no nullém un vieniniekiem sastaditu visu
galigo virknu kopa.
Ievérosim, ka galigu virknu, kas sastav no 0 un 1 un kuru garums ir n simboli, ir 2".

HEE | |

1. 2. 3.

Tie$am, pirmo simbolu taja var izvéléties 2 veidos: 0 vai 1. Katrai no $im izvélém 2 veidos
var piekartot 2. simbolu: arT 0 vai 1. Tatad galigu virknu garuma 2 ir 2-2 = 4. Lidzigi turpinot,
var paradit, ka virkpu garuma 3 ir 2% = 8 utt. Pilnigu pieradijumu iegilist ar matematisko
indukciju.

Tatad iegiistam §adu tabulu:

Virknes simbolu skaits (virknes garums) Virknu skaits ar attiecigo garumu
1 2
2 4
3 8
4 16
n 2]1

Tagad ideja jau apmeéram skaidra. M&s varam izrakstit vienu aiz otras visas galigas
virknites, izrakstot vispirms Vvisas virknites, kuru garums ir 1, p&c tam visas virknites, kuru
garums ir 2, péc tam visas virknites, kuru garums ir 3, utt., atdalot tas vienu no otras ar
atstarp€m un zem $tm virknit€m parakstot péc kartas visus naturalos skaitlus:

0 1 - 00 01 10 11 000 001 010 011 100 101..
S TN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ..

Skaidrs, ka $ada veida ir nodibinata savstarp&ji viennozimiga atbilstiba starp visiem
naturaliem skaitliem, no vienas puses, un starp visam galigam nullu un vieninieku virknit€m, no
otras puses. Tatad musu apgalvojums pieradits.
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Pieradiet patstavigi lidziga cela, ka ir sanumurjama no latvieSu alfab&ta burtiem
izveidoto visu galigo virknu kopa!

Teorému par to, ka visu veselo skaitlu kopa ir sanumurgjama, uzskatami var izt€loties ta:
iedomasimies bezgaligu lenti, kas sadalita kvadratinos:

Skaidrs, ka, izv€loties kadu kvadratinu par centralo un pierakstot tam vértibu 0, m&s varam
uzskatit, ka ST lente attélo visus veselos skaitlus.

-51-4]-3|-2|-140]|11213|4 |56

Fakts, ka veselo skaitlu kopa ir sanumur&jama, nozimé to, ka riitinas var ierakstit naturalos
skaitlus ta, lai katra ratina batu 1 naturalais skaitlis, dazadas riitinas butu dazadi skaitli un
neviens naturals skaitlis nepaliktu neierakstits:

121100 8| 6| 4|21 ]|3]5{7 19 |11 [13

6 5 43210123 45 8

(ST atbilstiba starp naturalajiem skaitliem un veselajiem skaitliem atSkiras no tas, kas bija
attelota ieprieks).
Atrisinasim l1dzigu uzdevumu: pienemsim, ka plakne sadalita kvadratinos ka rutinu lapa.
Pieradisim, ka kvadratinu kopa ar1 ir sanumurgjama.
Risinajumu viegli saskatit $aja tabula:

26 1271281291303l
25110111 11211332
24191213 [14(33
2318114 ]15(34
22|17 165]16]35
44 121 120119 | 18|17 |36
43142 4140|3938 |37

209. Zim.

Ar lidzigu panémienu risinams nakamais uzdevums.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
261. Telpa sadalita vienados kubinos, velkot 3 savstarp€ji perpendikularas paral€lu plaknu
saimes. Pieradit, ka So kubinu kopa ir sanumur&jama.

Atzimésim Vel dazus uzdevumus patstavigai risinaSanai. Tie nemti no gramatas [6], ko
loti ieteicams izlasit.
Visos $ajos uzdevumos mingtas "viesnicas" ir bezgaligas un veidotas péc Sada parauga
(vienkarSotas shémas):
10

1. 2. 3 4 5 86 17 8
Katrs kvadratin§ apzimé vienu viesnicas numuru. Katram viesnicas numuram ir savs
kartas numurs, kas zZim&uma uzrakstits zem attiecigd kvadratina. Atkartojam, ka katra
aplukojama viesnica ir bezgaligi daudz numuru.
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262. Pienemsim, ka katra viesnicas numura dzivo pa iemitniekam. Tom&r viesnica ierodas vél
viens celotdjs. Vai administrators var dot celotdjam atsevisku numuru, tai pasa laika
neizliekot no viesnicas nevienu tas iemitnieku un nekadus 2 iemitniekus nenovietojot
viena numura? Administrators drikst parlikt iemitniekus no viena numura cita.

263. Pienemsim, ka ir 2 apskatita tipa viesnicas, pie tam abas viesnicas katra numura dzivo pa
vienam iemitnieckam. P&ks$ni vienu viesnicu slédz, un visus tas iemitniekus parsiita uz
otru viesnicu (kura visi numuri jau aiznpemti). Vai otras viesnicas administrators var
izvietot jaunpienakusos (bezgaligi daudzos) iemitniekus ta, lai joprojam katra numura
butu 1 iemitnieks un neviens iemitnieks nepaliktu bez numura?

264. Pienemsim, ka ir viena aprakstita tipa viesnica. Katra numura dzivo viens iemitnieks.
Peksni no viesnicas aizbrauc 2., 4., 6. numura iemitnieki - resp., visi tie iemitnieki, kas
dzivoja parskaitlu numuros. Ka administratoram rikoties, lai tom&r neviens numurs
nepaliktu tukss?

Atzim&sim vél vienu 1pasibu, kas parada sanumurgjamo kopu sevisko stavokli starp
bezgaligam kopam. Sava zipa ta parada, ka sanumurgjamas kopas no visam bezgaligajam
kopam ir pasas vienkarsakas.

Lemma. Katra bezgaliga kopa ir sanumur&jama dala.

Nemsim kaut kadu bezgaligu kopu A. Taja noteikti ir vismaz viens elements, apzim&sim
to ar x1. Iznemsim elementu x1 no kopas A un pari palikuso kopas A dalu apzim&sim ar Aj.
Skaidrs, ka A; ir bezgaliga kopa, jo ta atskiras no kopas A tikai ar vienu elementu. Tap&c no
kopas A1 var iznemt citu elementu X2 un parpalikumu apzimét ar Az. Ari kopa A> ir bezgaliga
kopa, un mes varam aprakstito procesu atkartot vél un vél. To turpinot, ieglisim elementus X1,
X2, X3,..., kas visi ir kopas A elementi un acimredzot veido sanumurg&jamu kopas A dalu: katra
elementa numuru norada ta indekss.

Ir skaidrs, ka katra kopa, kura ir sanumurgjama dala, ir bezgaliga, tapéc iegiistam Sadu
teorému.

Teoréma. Kopa ir bezgaliga tada un tikai tada gadijuma, kad ta satur

sanumuréjamu dalu.

Lidz ar to redzams, ka bezgaligas kopas jédzienu, ko parasti defin€ ka kopu, kuras elementu
daudzumu nevar izteikt ne ar kadu naturalu skaitli, var definét ar1 ka "kopu, kura ir
sanumuréjama dala". ST definicija ir daudzgjada zina parocigaka par pirmo - pirmaja definicija
tiek runats par kaut ko, kas nepastav, par kaut ko, ko nevar izdarit. Turpreti otraja definicija

kopas bezgaligums saistas ar kaut ko pozitivu, ar kaut ko, kas eksisté. Parasti $adam definicijam
tiek dota priekSroka.

Aplikosim divas punktu kopas: katra no tam ir nogrieznis ar galapunktiem. Abu nogrieZnu
garumi ir vienadi. Japierada, ka pirma nogrieZzna punktu kopa ir ekvivalenta ar otra nogriezna
punktu kopu.

So kopu ekvivalenci pierada 210. Zimgjums.

L [

: A, 210. Zim.
Nogriezni AB un A1Bi1 novietoti ta, ka ABB1A; ir paralelograms. Velkam caur patvaligu
nogriezna AB punktu C taisni, kas paraléla BBi1. S1 taisne krusto nogriezni Ai1B1 kada punkta
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C1. Punktus C un Ci apvienosim pari, nodibinot savstarp&ji viennozimigu atbilstibu starp
nogriezna AB punktiem un nogriezna A1B: punktiem. Tadgjadi paros apvienosies, pieméram,
punkts A ar Ai;, B ar Bi. Skaidrs, ka katrs punkts ietilps tikai viena parT un neblis neviena
punkta, kurs neietilptu kada pari. Tatad abu kopu ekvivalenci esam pieradijusi.

Tagad mazliet mainisim uzdevumu: nogriezna AB galapunktus atstasim, bet nogriezna
A1B1, vieta nemsim gandriz tadu paSu nogriezni, kads ir A1Bj, tikai bez galapunkta B;. Atkal
prasits pieradit abu punktu kopu ekvivalenci.

Viegli parliecinaties, ka ieprieksg€jais pieradijums nepalidz: pie tadas apvienoSanas paros
Soreiz punkts B paliks bez para. Pirms lasiet talak, pacentieties pasi atrast tadu apvienojumu
paros, kas pieraditu abu So punktu kopu ekvivalenci! Bridinam no dazam izplatitakajam
kludam: uz taisnes nogriezna nevienam punktam nav "blakus eso$a" punkta: ja, piem&ram,
pienemtu, ka punkts F ir punktam E "blakus esoSais punkts" jeb "nakamais punkts" p&c punkta
E, tad nonaktu pie pretrunas, jo starp punktiem E un F ir vél citi punkti. Tap&c izmantot
spriedumus, kas saistiti ar "blakus esoSajiem punktiem" un "nakamajiem punktiem", ka to
vargja dart 261. - 264. uzdevuma risinajumos, $oreiz nevar. Saja gadfjuma mis uz pareiza cela
var uzvest iepriek$¢ja paragrafa beigds pieminéta lemma: katra bezgaliga kopa ir
sanumurgjuma apakskopa. Abas miisu apliikojamas punktu kopas, protams, ir bezgaligas: tajas
ir bezgaligi daudz punktu.

A..x X D X E B

32 g1 ]

L —

[ I
T 1 1

lA1 A Y, D, y'1 E,

B, _
211. Zim.
Novietojam nogriezni AB paraléli A1B: ta, ka AA11AB. Izdalisim uz nogriezna AB
punktus Xi, X2, Xs,... tada veida: xi ir AB viduspunkts, x2 ir AXz1 viduspunkts, X3 ir AX
viduspunkts, x4 ir AXs viduspunkts utt. Lidziga cela uz nogriezna A1B; izdalam punktus y1, Yo,
Y3,...
Vajadzigo apvienojumu paros izdarisim divos posmos. Pirmais posms biis
visbiitiskakais. Saja posma més veidojam $adus parus:
B apvienojam parT ar yu,
X1 apvienojam pari ar yz,
X2 apvienojam pari ar ys,

Tas paradits 211. zZim&uma ar slipam linijam. ST posma rezultata paros apvienoti punkti
B, X1, X2, Xa,... no nogriezna AB un punkti Y1, Y2, Y3, ... no nogriezna A1Bi. Parejam pie otra
posma. Redzesim, ka pirmais posms ir likvid&jis nogrieznu AB un Ai1B: atSkiribu. Gan uz
nogriezna AB, gan uz nogriezna A1B1 (kuram nav galapunkta B:) ir vél palikusi punkti, kas nav
apvienoti paros. Tomér nav griti redz&t, ka uz abiem nogriezniem palikusi neapvienoti vieni un
tie pasi punkti. Sos punktus més apvienojam paros, novelkot vertikalas Iinijas perpendikulari
AB (skat. 211. zim. DDy, EE; utt.) Galarezultata esam ieguvusi, ka paros apvienoti visi abu
nogrieznu punkti, katrs punkts no viena nogrieZzna apvienots pari tieSi ar vienu punktu no otra
nogriezna un neviens nav palicis bez para.
Nevar noliegt, ka izmantota ideja ir loti skaista un risinajums interesants. Tomeér var viegli
atrast daudz grutakus uzdevumus, kuros tiesi pieradit divu kopu ekvivalenci neizdodas. Min&sim
pieméru.

165



Uzdevumi patstavigai risinasanai
265. Pieradit, ka trijstira punktu kopa ekvivalenta ar rinka punktu kopu (abas figtiras
apskatam kopa ar to kontiiram).
266. Pieradit, ka rinka punktu kopa, ieskaitot ta kontiiras punktus, ir ekvivalenta ar jebkura
cita rinka punktu kopu, kura konttiras punkti nav ieklauti.

Ja katram $adam uzdevumam naktos izgudrot tadas maksligas metodes, ka nupat izmantota,
tad kopu ekvivalences noskaidrosana biitu stipri apgriitinata. Tapéc rodas dabiska vajadziba péc
cita kritérija, kas daudzos gadijumos lautu pieradit kopu ekvivalenci.

Iekams aplukot sadu kritériju, atceresimies, ka dazreiz pierada, ka divi skaitli a un b ir
vienadi. Viens no panémieniem varétu biit $ads: vispirms pierada, ka a < b, bet péc tam pierada,
kaa > b. Tad no abam §im pieraditajam nevienadibam seko, ka a =b.

Teorémai, kuru més apliikosim, pamata ir ta pati ideja, kas nupat minétajam spriedumam.

Ekvivalences teoréma. Pienemsim, ka dotas divas kopas A un B. Ja eksisté
tada kopas A dala A; un kopas B dala By, ka A ir ekvivalenta ar Bi, un B ir
ekvivalenta ar A, tad A ir ekvivalenta ar B.

So teorému més nepieradisim, tikai nedaudz apspriedisim to. Ja kopa A ir ekvivalenta ar
kopas B dalu Bi, tad gribétos teikt, ka A "nav vairak elementu ka B", jo "A ir tikpat elementu,
cik kopas B dala B1". No otras puses, ja B ir ekvivalenta ar kopas A dalu Aj, tad B "nav vairak
elementu ka A". Sie izteicieni likti pedinas tapéc, ka tiem nav stingras matematiskas jégas: més
bezgaligu kopu gadijuma neesam defingjusi, ko nozimg, ka viena kopa ir vairak elementu neka
otra kopa. Teoréma tatad $ada intuitiva izpratn€ nozime, luk, ko: "ja kopa A nav vairak elementu
ka kopa B un kopa B nav vairak elementu ka kopa A, tad tajas ir vienads daudzums elementu"
(ja ar vardiem "ir vienads daudzums elementu" vienojamies saprast to, ka §is kopas ir
ekvivalentas). Tomér stingri jauzsver, ka $adi spriedumi nekada gadijuma nevar biit minétas
teorémas pieradijums un tikai aptuveni paskaidro tas jegu.

Paradisim ekvivalences teor€mas izmantoSanas iespgjas: ar tas palidzibu pieradisim
paragrafa sakuma min€to nogriezna AB punktu kopas un nogriezna AiB: punktu kopas
ekvivalenci.

1. Pieradisim, ka nogriezni Ai1Bi1 ir dala, kas ir ekvivalenta ar nogriezni AB. TieSam,
nogriezna AiBi1 iekSpus€ ir iespgjams izveleties nogriezni CD ar abiem galapunktiem. Skaidrs,
ka nogrieznis CD ir ekvivalents ar nogriezni AB. So ekvivalenci paskaidro 212. zZim&jums.

2. Pieradisim, ka nogriezni AB ir dala, kas ir ekvivalenta ar nogriezni A1B1 (bez galapunkta
B1). Nogriezna AB iekSpusé varam izveleties nogriezni EF ar galapunktu E, bet bez galapunkta
F. EF ekvivalenci ar A1B1 pierada tapat ka 1. punkta.

A B 212. Zim.
Pamatojoties uz ekvivalences teorému, varam apgalvot, ka AB un A1B: punktu kopas ir
ekvivalentas.
Ar aprakstito metodi viegli var pieradit 265. un 266. uzdevuma min&tos apgalvojumus.
Paradisim vél vienu ekvivalences teorémas pielietojumu: pieradisim, ka racionalo skaitlu
kopa ir ekvivalenta ar naturalo skaitlu kopu.
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Vispirms pieradisim, ka racionalo skaitlu kopa var atrast dalu, kas ir ekvivalenta ar
naturalo skaitlu kopu. Tas ir acimredzams. TieSam, racionali ir skaitli
1 1 1 1 1

3 g

Skaidrs, ka sadu skaitlu kopa ir sanumur&jama: skaitli % no minétas kopas apvienojot

pari ar naturalu skaitli n, ieglisim savstarpgji viennozimigu atbilstibu starp visiem naturalajiem

skaitliem, no vienas puses, un naturalo skaitlu apgrieztajiem skaitliem, kas veido racionalo
skaitlu kopas dalu, no otras puses.

Tagad japierada, ka var nodibinat savstarp&ji viennozimigu atbilstibu starp visiem

racionalajiem skaitliem, no vienas puses, un dalu naturalo skaitlu, no otras puses. Tas ir

nedaudz grutak.

Atcerésimies, ka katru racionalu skaitli var izsacit forma r% , kur m ir vesels skaitlis, bet n

ir naturals skaitlis. Pacentisimies vispirms sanumurgt visas $ada tipa dalas.
Numeraciju izdarisim $§ada veida:

9 o 1 S0 1 -1 2 =2
1 21 13 2 2 1 1
O
! 2 3 4 5 6 7 8 9

Paskaidrosim, kas tiek darits. Vispirms uzrakstita vieniga dala, kurai saucg€ja un skaititaja

absoliitas vertibas summa ir 1, ta ir dala % P&c tam uzrakstitas 3 vienigas dalas, kuru saucgja

un skaititaja absoliitas veértibas summa ir 2; tas ir y, % un — % . Péc tam uzrakstitas 5
vienigas dalas, kuru saucgja un skaititaja absoliitas vértibas summa ir 3, utt. Skaidrs, ka jebkura

dala n% , kur n ir naturals skaitlis, bet m - vesels skaitlis, Saja saraksta paradisies vienu un tikai

vienu reizi. Tatad varam izveidot savstarp€ji viennozimigu atbilstibu starp visiem naturalajiem
skaitliem, no vienas puses, un $adam dalam, no otras puses.

Saja vieta var rasties maldigs prieksstats, ka jau ir nodibinata savstarpgji viennozimiga
atbilstiba starp visiem naturalajiem skaitliem, no vienas puses, un visiem racionalajiem
skaitliem, no otras puses, un lidz ar to miisu pieradijuma pirma dala nemaz nebija vajadziga.

Tomer ta nav. Katru racionalo skaitli r% , var izsactt bezgaligi daudzos veidos: pieméram, }/ :

y, y, izsaka vienu un to pasu racionalo skaitli. Lidz ar to paSreiz aprakstitaja atbilstiba

katram racionalajam skaitlim atbilst bezgaligi daudz naturalo skaitlu, un misu iedomata
savstarp&ji viennozimiga atbilstiba nav nodibinata.

Izdarisim $adu darbibu: katram racionalajam skaitlim atstasim tikai to vinu izsakoSo dalu,
kas shéma paradas pirma; par€jas dalas lidz ar tiem atbilstoSiem naturalajiem skaitliem
izmetisim no shémas. Tad shémas sakums izskatisies §ads:

-1 -1

1 % 2
U
4 6 7

-2
i
!
9

R0 €D

) €= | m—

0
1
!
1

Tadgjadi augseja rinda katrs racionalais skaitlis paradisies tieSi vienu reizi, bet apaksgja
rinda paradisies tikai dala naturalo skaitlu. Ir nodibinata savstarp&ji viennozimiga atbilstiba starp
visiem racionalajiem skaitliem, no vienas puses, un dalu naturalo skaitlu, no otras puses. Ta ir
otra atbilstiba, ko mums vajadzgja iegtt.
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Pamatojoties uz ekvivalences teorému, secinam, ka ir iesp&ams nodibinat savstarp&ji
viennozimigu atbilstibu starp visiem naturalajiem skaitliem, no vienas puses, un visiem
racionalajiem skaitliem, no otras puses, respektivi, ka racionalo skaitlu kopa ir sanumurgjama.

Patlaban m&s esam ieguvusi dazas iemanas, lai varétu noteikt, vai divas kopas ir
ekvivalentas, vai n€. M&s esam arl ieguvusi vairakus pasu vienkarSako bezgaligo kopu -
sanumurgjamo kopu piemérus. Tomer viena zipa, veidodami bezgaligo kopu salidzinasanas
metodes, més vel esam atpalikusi no pirmatng€jam ciltim, kad tas Iidzigi veidoja galigo kopu
salidzinaganas panémienus. STm cilim jau pirms naturdlo skaitlu jédziena ievieSanas bija
zinams, ka eksisté galigas kopas, starp kuru elementiem nevar nodibinat savstarpéji
viennozimigu atbilstibu: pieméram, cilvéka acu kopa un labas rokas pirkstu kopa. Mums,
turpreti, vél nav neviena tada pieméra, kura biitu 2 bezgaligas kopas, kas nav ekvivalentas.
Skaidrs, ka $adu kopu eksistence vai neeksistence misu izstradajamai teorijai ir loti biitiska: ja
izraditos, ka visas bezgaligds kopas ir sava starpa ekvivalentas (tad tas visas bitu
sanumurgjamas), tad misu teorija butu triviala un no tas nebtitu nekada labuma.

Par laimi ta nav. Saja punkta apliikosim vairakus tadu bezgaligu kopu piemérus, kas nav
sanumurgjamas. Atceroties, ka jebkura bezgaligd kopa ir sanumur&jama dala, Sis rezultats
paradis, ka eksisté kopas, kuras ir "vairak" elementu neka jebkura sanumuréjama kopa. Lidz ar
to me&s busim pieradijusi, ka jédziens "bezgaliba" nebit nav tik vienveidigs, ka tas parasti liekas,
bet ka eksiste vismaz divas kopu ekvivalences nozimé dazadas bezgalibas.

5.5.3. punkta m&s pieradijam, ka tadu galigu virknu kopa, kas sastdv no nullém un
vieniniekiem, ir sanumurgjama.

Tagad aplukosim kopu, kura ir visas bezgaligas virknes, kas sastaditas no nullém un
vieniniekiem. M&s paradisim, ka $ada kopa nav sanumurgjama.

Pienemsim no pretgja, ka $ada kopa ir sanumurgjama. Tad visas bezgaligas virknes, kas
sastaditas no nullém un vieniniekiem, var izt€loties uzrakstitas kolonna vienu zem otras: pirma
virkne, otra virkne, tresa virkne utt. tada kartiba, kada tas ir sanumurétas.

1 QL Oy Oy
2 oy Oy; Oy
3 0y oy gy
4 o, O, Oy

n anl an2 a’nB an4

Te ar simboliem ajj apziméts i-tas virknes j-tais elements. Visiem i un j ouj ir vai nu 0,
vai 1.

Atbilstosi miisu piep€mumam $aja saraksta pa reizei sastopama katra bezgaliga virkne,
kas sastav no nullém un vieniniekiem. Pieradisim, ka $ads pienémums ir nepareizs, t.i.,
apskatisim bezgaligu virkni, kas sastav no nullém un vieniniekiem, bet kuras noteikti nav miisu
saraksta.

Apzimésim $o virkni ar B1, B2, B3, B4, ... .

{O, jaa, =1

Defingésim to $adi: jebkuram naturalam n "o Ljao, =0 a5 nozime, ka
— 0,jacy, =1 -_{O’jaazz =1 _ {O’jaass =1 utt

' Ljae, =0 " {Ljao, =0 " Ljaa, =0 '
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Citiem vardiem sakot, m&s nemam izveidotas tabulas diagonali - ar apliSiem apvilktos
elementus - un mainam tos ar pretéjiem elementiem: O par 1, 1 par 0. Ja shémas sakums bitu
bijis $ads:

le>0 11 01 01 01
2¢>1 011 01 011
3¢>1 11 0 0 0 01 1
4¢—>0 01 01 1 1 0 O

............................................................

tad miisu konstruéjamas virknes sakums butusads: 1 101 ....

Pieradisim, ka konstruéta virkne B1, B2, B3, B4, ... nevar atrasties $aja shéma. Lidz ar to biis
ieglita pretruna pienémumam, ka shéma sanumurétas visas bezgaligas virknes, kas sastav no
nullém un vieniniekiem.

Pienemsim, ka virkne B1, B2, B3, B4, ... atrodas $aja shéma. Tad ta aiznem $aja shéma kadu
rindu; apzimésim §1s rindas numuru (tai atbilstoSo naturalo skaitli) ar m. Tas nozimé, ka om1=P1,
om2=P2, om3=P3, ..., tmn=Pn, ... .

Aplukosim skaitli amm. No nupat iegiitajam vienadibam izriet, ka amm=Pm.

. {O’ja amm = 1

Bet atcerésimies definiciju: Ljaa,,=0

pierada vajadzigo rezultatu.

Sprieduma beigu dala bija mazliet formala. To labak saprast palidzes $ads apstaklis:
B1, B2, B3, Ba, ... tika konstruéta ar tadu noliku, lai ta "mazliet" atSkirtos no jebkuras tabula
esosas rindinas: no n-tas rindinas ta atikiras vismaz n-taja vieta. So faktu izmanto mingtais
formalais pieradijums.

Iepriek§ apskatito metodi sauc par Kantora diagonalmetodi. Ta vél Sodien ir viens no
spécigakajiem argumentiem kopu teorijas, matematiskas logikas, algoritmu teorijas un
teorétiskas kibernétikas pétijumos. Parasti to lieto, lai konstru€tu objektu, kas noteikti atSkiras
no sanumuréjama daudzuma jau iepriek§ dotu objektu (misu gadijuma, lai konstruétu virkni,
kas noteikti atSkiras no sanumur&jama daudzuma jau ieprieks dotu virknu).

tatad noteikti Bm # omm. legiita pretruna arl

Izmantosim Kantora diagonalmetodi, lai pieraditu, ka visu realo skaitlu kopa, kas atrodas
starp O un 1, nav sanumur&jama. (Aplikosim tikai skaitlus, kas atrodas stingri starp 0 un 1, t.i.,
pasus skaitlus 0 un 1 aplikojama kopa neieklausim.) Vispirms jaatceras, ka katru realu skaitli
starp 0 un 1 var izsacit ka bezgaligu decimaldalu:

0, a1, a2, oz, o4,...,
kura vismaz viens no cipariem o1, 02, 003, 0l4,... ir atskirigs no nulles. Vél vairak: gandriz jebkuru
Sadu realu skaitli ar bezgaligu decimaldalu var izsacit viena vieniga veida. Iznémums ir vienigi
decimaldalas, kuram, sakot no kadas vietas, atkartojas tikai devitnieki: katrai tadai bezgaligai
decimaldalai var atrast citu bezgaligu decimaldalu, kurai, sakot no kadas vietas, atkartojas tikai
0 un kura izsaka to paSu realo skaitli, ko sakotng&ja decimaldala. Teikto vislabak var ilustrét ar
piemé&riem:

1,9999999999... un 2,0000000000... , ka ar1
0,37869999... un 0,378700000...
izsaka vienu un to pasu realo skaitli.
Pienemsim no pret€ja, ka realos skaitlus starp 0 un 1 ir iespgams sanumurét. Tada
gadijuma iedomasimies shému, kura §is numeracijas kartiba ierakstitas bezgaligas
decimaldalas, kas izsaka atbilstoSos realos skait]us:
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1 <0, o, o, ay; o
2 €30, a, 0y Oy Oy
34730, oy oy Oy O,
4 <0, a, oy, 0y Oy

Pie tam Saja shéma nerakstam tas decimaldalas, kuras, sakot no kadas vietas, ir tikai
devitnieki: tas aizstdjam ar decimaldalam, kuras, sakot no kadas vietas, ir tikai nulles. Miisu
shema tatad ir visu to realo skaitlu, kuri atrodas starp 0 un 1, att€lojumi.

Uzbtvésim jaunu decimaldalu, kuras noteikti nav $aja saraksta: 0, B1, B2, B3, B4,..., Kur

_ {1, jao, #1

katram naturalamn = (2.Jao,, =1

Tapat ka ieprieks pierada, ka dala PBn nevar atrasties Saja shéma. Bet §1 dala izsaka kadu
realu skaitli, kas atrodas stingri starp 0 un 1 un kuram ir tikai viens att€lojums ar bezgaligas
dalas palidzibu. Tatad, pret€ji miisu pien€mumam, §a reala skaitla att€lojuma nav misu shéma.
Iegita pretruna pierada misu apgalvojumu.

Lidziga veida pierada, ka visu realo skaitlu kopa nav sanumurg&jama.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
267. Pieradit, ka no latvieSu alfabéta burtiem sastadita bezgaligu virknu kopa nav
sanumurgjama.
268. Izmantojot realo skaitlu att€lojumu ar bezgaligam decimaldalam, pieradit, ka nogriezna
punktu kopa ir ekvivalenta ar tada kvadrata punktu kopu, kura mala vienada ar So
nogrieznil.

Iepriek$gja punkta redz&jam, ka no kopu ekvivalences viedokla bezgaligo kopu ir vismaz
2 dazadi tipi: sanumuréjamas kopas un kopas, kas ekvivalentas to realo skaitlu kopai, kuri
atrodas starp 0 un 1 (var pieradit, ka bezgaligo nullu un vieninieku virknu kopa ir ekvivalenta ar
to realo skaitlu kopu, kas atrodas starp 0 un 1, ka ar7 ar visu realo skaitlu kopu). Kopas, kas ir
ekvivalentas ar visu realo skaitlu kopu, sauc par kontinualam jeb kontinuuma apjoma kopam,
jeb saka, ka $adu kopu apjoms ir kontinuums, jeb, piemeram, ka realo skaitlu ir kontinuums.
Tatad visam mums [idz $im pazistamam bezgaligam kopam, kas nav sanumur€amas, ir
kontinuuma apjoms.

Var rasties jautajums, vai ir vél arT citi bezgaligo kopu tipi, kas no ekvivalences viedokla
atSkiras gan no sanumurgjamam, gan no kontinuuma apjoma kopam. Ta ir, no kopu
ekvivalences viedokla pa pariem atSkirigu bezgaligu kopu ir bezgaligi daudz. Tomeér to
nepieradisim: lasitajs var iepazities ar pieradijumu gramata [6]. Saja punkta paradisim, ka var
izmantot nesanumuréjamu kopu eksistenci jaunu rezultatu iegiiSanai.

Teoréma. Eksiste iracionali skaitli.

Jis, protams, atceraties pieradijumu, ka V2 ir iracionals skaitlis. Dosim pavisam
atSkirigu teoréma minéta fakta pieradijumu.

5. 5. 5. punkta pieradijam, ka realo skaitlu kopa, kas atrodas starp 0 un 1, nav
sanumurgjama. 5. 5. 4. punkta pieradijam, ka visu racionalo skaitlu kopa ir sanumur&jama.
Tapéc ari to racionalo skaitlu kopa, kas atrodas starp 0 un 1, ir ne vairak ka sanumurgjama, jo ta
ir dala no visu racionalo skaitlu kopas (isteniba §1 kopa ir sanumur&jama: pieradiet to patstavigi,
izmantojot ekvivalences teorému). Tapéc starp 0 un 1 bez racionalajiem skaitliem, kuru ir
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sanumurgjams daudzums, jabiit vél kadiem citiem realiem skaitliem, resp., skaitliem, kas nav
racionali - iracionaliem skaitliem.

Protams, teorému, ka eksisté iracionali skaitli, var pieradit ar1 citadi, uzradot tieSus
piemérus (~/2 u.tml.) vai arT aplikojot jebkuru neperiodisku decimaldalu (un izmantojot
teorému, ka katru racionalu skaitli var izsacit tikai ar periodisku decimaldalu). Bez tam S$im
pieradijumam ir viens liels trikums: tas nedod nevienu konkrétu iracionalu skaitli, tikai parada,
ka tadi eksiste.

Tomer pieradijumam ir arT savas priekSrocibas. Pirma - tas apstaklis, ka iracionalo skaitlu
eksistence te iegiita no loti visparigiem apsveérumiem. Sanumuréjamu un nesanumurgjamu kopu
salidzinasana atbilst lielu un mazu kopu salidzinasanai galigu kopu gadijuma.

Otra prieksrociba ir ta, ka miisu pieradijums parada, ka iracionalo skaitlu ir "daudz vairak"
neka racionalo. Tiesam, ir pavisam viegli izspriest, ka iracionalo skaitlu ir nesanumur&jams
daudzums, bet racionalo skaitlu - tikai sanumur&jams daudzums. Piepemsim, ka iracionalo
skait]u starp O un 1 butu sanumurgjams daudzums, un apzimesim tos numeracijas kartiba ar az,
az, a3,... Ar by, by, bs,... apzZimésim sanumurétos racionalos skaitlus starp 0 un 1. Tad ar shému

a, b, a, b, a,, b,,
1 2 3 4 5 6

butu nodibinata savstarpgji viennozimiga atbilstiba starp visiem naturaliem skaitliem, no vienas
puses, un visiem realiem skaitliem, kas atrodas starp 0 un 1, no otras puses (jo katrs reals
skaitlis, kas atrodas starp O un 1, ir vai nu racionals, vai iracionals, tatad ir atzZim&ts augsgja
rinda). Bet ta ir pretruna, jo m&s zinam, ka readlos skaitlus, kas atrodas starp 0 un 1, nevar
sanumuret.

Tomér izmantotas pieradijuma metodes galvena veértiba ir ta, ka to var lietot arT daudzu
citu lidzigu problému risinasana. Visi $ie pieradijumi balstas uz faktu, kura pamatojums ir
acimredzams.

Teoréma. Ja kopa A ir sanumuréjama, bet kopai B ir kontinuuma apjoms, tad
kopa B eksisteé elements, kas nepieder kopai A.
ST teoréma arf ir Dirihlé principa analogs bezgaligu kopu salidzinasana: kopa B (trusu
kopa) ir "vairak" elementu neka kopa A (biiru kopa), tapec katram trusim nevar biit savs bris.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

269. Skaitli a sauc par algebrisku, ja tas ir sakne kadam algebriskam vienadojumam ar
veseliem koeficientiem.
Pieradit, ka ir tikai sanumur&jams daudzums algebrisku skaitlu, un no ta secinat, ka
eksiste skaitli, kas nav algebriski (tadus skaitlus sauc par transcendentiem).

270. Pieradit, ka eksiste skaitli, kurus nevar aprakstit ne ar kadu galigu tekstu latviesu valoda.

271. Pieradit, ka katra neierobezoti maza Dekarta koordinatu plaknes rinkt eksisteé punkts, kas
ir dazados attalumos no visiem punktiem ar veselam koordinatam. No Sejienes secinat,
ka katram n eksisté tada rinka linija, kuras iekSpus€ atrodas tiesi n punkti ar veselam
koordinatam, bet uz rinka Iinijas pasas $adu punktu nav.

272. Atrisinat ieprieks$gjo uzdevumu, ja rinku vieta apluko kvadratus.

273. Pieradit, ka eksiste funkcijas, kuru argumenti ir naturali skaitli un kas pienem vértibas 0
un 1, bet kuru aprékinasanai principa nav iesp&ams uzrakstit nekadu programmu
neviena eksist€josa programmesanas valoda.
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6. Dazadas nevienadibu pieradiSanas metodes
Saja nodala apkopoti pieméri, ka var lietot nevienadibu pieradisana un daZreiz ari
atrisinasana spriedumus, kas saistiti ar vid€jas vertibas metodi. Vairakus no te apliikotajiem
uzdevumiem var€tu ievietot arT citas nodalas (pieméram, 5. nodala ieder&tos uzdevumi, kas
saistiti ar integralu izmantoSanu).

6. 1. Nevienadibu atrisinajumu eksistences pieradijumi
Vispirms apliikosim uzdevumus, kas saistiti ar Dirihlé principa un vidgjas vertibas
pieradiSanas metodes klasiskajiem variantiem.
168. piemérs. Doti 7 skaitli (pozitivi, negativi vai 0). Pieradisim, ka starp tiem var
izveleties divus skaitlus, kas apziméti ar x un y, ta, lai butu spéka nevienadiba
X—y 1

0< < .
1+xy V3
Atrisinajums. Apzim&sim dotos skaitlus nedilstosa kartiba ar ai; az; ...;a7. Acimredzot

eksiste tadi skaitli no intervala (- % , %), kaai=tgoi (i=1;2; 3; ...; 7) (skat. 213. zim.).

A a7
a6
a1

213. zim.

Aplikosim summu S = (02 - a1) + (03- o2) + ... + (a7- o). Taka S = o7- oy, tad S < 7.
Lielums S ir izsacits ka seSu starpibu summa; tad vismaz viena no §Im starpibam ir mazaka

1
par s, Pienemsim, ka O<a, -o0,< % Tad 0 <tg(a,,, ~a,) < /‘/5

tgo, ,, — tgo a, —a
‘g(am _ ak) = k+1 k .7_ k+1 k .
Bet 1+tga, -tga,,, * 1+a,-a,, Tatad varam apzimét aks1 = X Un ak = .
Ka redzams, $aja risinajuma galvena nozime bija interpretacijai - uzdevuma

partulkoSanai no algebras valodas piemérota trigonometriska forma.

169. piemérs. Doti 8 nenulles skaitli a; b; ¢, d; e, f; g,/ h. Pierddit, ka vismaz viens no
skaitliem ac + bd; ae + bf; ag + bh; ce + df; cg + dh; eg+fh nav negativs.

Atrisindjums. Soreiz izmantosim geometrisku interpretaciju. Aplikosim 4 vektorus ar
koordinatam (a; b), (c; d), (e; 1), (g; h). Apskatamie sesi skaitli ir to skalarie reizinajumi pa 2.
Mums japierada, ka vismaz viens skalarais reizinajums nav negativs.
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214. zZim.
Atliksim Sos vektorus no viena punkta O (skat. 214. zim.) pulkstena raditaju kustibas

virziena; interes€simies par lepkiem starp viens otram sekojoSiem vektoriem. Skaidrs, ka
o+P+y+d = 360°. Saskana ar vidgjas vertibas teorémam vismaz viens no visiem lenkiem
neparsniedz 90°. Atbilstoso vektoru X un y skalarais reizinajums, kura vértiba ir

| X |-| Y |-cos(X, Y ), acimredzot nav negativs, jo neviens no Siem reizinatajiem nav negativs.

170. piemers. Dots, ka A, B, C ir naturali skaitli, kas neparsniedz 100. Pieradit, ka var
atrast tadus skaitlus a, b, c, kas visi reizé nav nulles un apmierina sistému
faA +bB+cC=0

la <18
||b|518

U <18
Atrisinajums. Apskatisim visas dazadas izteiksmes S = a-A + b-B + ¢-C, kur a, b, c ir
veseli skaitli, pie tam [a] < 9, |b|] < 9, |c| < 9. Ta ka katram no skaitliem a, b, ¢ var bt 19
dazadas vertibas neatkarigi no abiem pargjiem skaitliem, tad pavisam S$adu izteiksmju ir
19-19-19 = 6859. Pieradisim, ka starp tam atradisies divas izteiksmes, kuru vertibas ir
vienadas. Tiesam, S lielaka iesp&jama vertiba ir 9-100 + 9-100 + 9-100 = 2700; S mazaka
iespgjama vertiba ir (-2700). Tatad S pavisam var biit ne vairak ka 2 - 2700 + 1 = 5401 dazadu
veértibu - visi veselie skaitli no (-2700) Iidz 2700. Ta ka 6859 > 5410, tad jaatrodas
divam summam, kuru vértibas ir vienadas. Apzim&sim tas ar S1 = a1A + b1B + c;C un Sz = &
A+b2B+c2C.
No vienadibas aiA + biB + ¢1C = a2 A + bz B + ¢2 C iegiistam (ar-a2)A+(b1-b2)B+(c1-c2)C=0.
Taka |ai| < 9un faz] < 9, tad |ar-a2| < |as|+|azj= 18. Lidzigi [bi-b2|<18 un |c1-C2|<18.
Tatad més varam izvéléties a = az-a2, b = bi-b2, ¢ = c1-C2. Ievérosim, ka, ta ka S1 un Sz ir
dazadas summas, tad tajas ir dazadi koeficienti pie vismaz viena no skaitliem A; B; C, tapéc
vismaz viena no starpibam ai-az, b1-b2, c1-c2 nav 0.
Lasitajs pats var méginat atrast nupat pieraditajam faktam geometrisku interpretaciju,
apliikojot vektorus (A; B; C) un (a; b; ¢) trisdimensiju telpa.
Nakosie pieméri biis saistiti ar integrala jédziena izmantoSanu.

171. piemers. Dots, ka ai, ay, ..., an - kaut kadi reali skait]i. Pieradit, ka var atrast tadu
skaitli x, ka pastav neviendadiba a1C0SX + a2C0S2X + a3C0S3X +.....+ ancosnx > 0.

Atrisinajums. Apzimé&sim nevienadibas kreiso pusi ar f(x). Piepemsim, ka visiem x
pastav nevienadiba f(x) < 0. Tad, ta ka f(x) ir nepartraukta funkcija, jabut speka nevienadibai

2
rf(x)dx <.
0

Bet

2n 2n

sin2x sin nx

2 2 2 2
ff(x)dx = j‘cos xdx + ,rcos 2xdX + ... + ,rcos nxdx = sinx[>” +
0 4] 0 0

0

0 n
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=0+0+ ...+ 0=0.[egqita pretruna.
Ja me&s papildus vél prastu pieradit, ka f(x) nav konstanta funkcija, tad no ieguta rezultata

2

_rf(x)dx =0

0 varétu secinat, ka eksisté tads x, kuram f(x) > 0.
C

215. zim.
Tiesam, pienemsim no pretgja, ka visiem x pastdv nevienadiba f(x) < 0; ta ka f(x) nav
konstanta funkcija, tad pastav tads skaitlis c, ka f(c) < 0. Ta ka f(x) ir nepartraukta funkcija,
tad f (c) < O ar1 kada punkta c apkartné (skat. 215. zZim.). Atceroties noteikta integrala
geometrisko interpretaciju, redzams, ka jau $aja apkartné integrala vértiba ir negativa; parcja

2
. . . . rf (x)dx< 0, .
intervala [0; 2m] dala integrala vertiba nav pozitiva. Tapeéc mes iegiitu a bet ta ir

pretruna. Tatad musu pienémums ir nepareizs, un japastav tadam x, ka f(x) > 0. Lidzigi varétu
pieradit, ka pastav arT tads x, ka f(x) <0.

Vai misu ieviesta funkcija f(x) ir vai nav konstanta? Protams, ja a;=a,= ...= an = 0, tad
f(x)=0 visiem x. Pienemsim, ka ne visi koeficienti ai, az, ..., an ir 0, un pienemsim, ka ax ir
pats "talakais" no nenulles koeficientiem. Ar matematiskas indukcijas metodém p&c parametra
n var paraléli pieradit divus apgalvojumus:

a) katram n cosnx = Pn(cosx), kur Pn(t) ir argumenta t n-tas pakapes polinoms ar veseliem
koeficientiem un pozitivu koeficientu pie vecaka locekla,

b) katram n sinnx = sinX. Qn-1(cosx), kur Qna(t) ir (n - 1)-as pakapes polinoms ar
veseliem koeficientiem un pozitivu koeficientu pie vecaka locekla. (Pieradit to patstavigi.)

Izmantojot $o rezultatu, iegiistam, ka f(x) = Tk(cosx), kur Tk(t) ir k-tas pakapes polinoms
ar argumentu t. Ja f(x) = ¢ visiem x (c - konstante), tad Tk(t) = ¢ visiem t no intervala [-1; 1].
Bet k-tas pakapes polinomam nav vairak par k realam sakném; tapéc intervala [-1; 1] jabut
tadiem skaitliem to, ka Tk(to) # c. Tatad f(x) nav konstante.

172. piemérs. Dots, ka ai, a2, ..., an - kaut kadi reali skaitli. Pieradit, ka visu

a.ay

/.

iespejamo izteiksmju I+7~1 symma, kur i un J neatkarigi vienam no otra ir vertibas no
1 lidz n, nav negativa.

Atrisinajums. Aplikosim funkciju fX) =2, +a,X+ax*+ ... +2a x| glaijdrs, ka (f(x))? > 0.

If 2dx> 0.
Tapec ar1 o Bet

= 8 .4 v 2 . n-1
P_aldl+ald2x+ala3x +..+arax' +

+aXxa +aXax+axax+.. +axax+
2 2 n
+ax?a +axraXx+ax>ax?+. .. +axtax™ +

+ax"la +ax*lax+axtax®+..+ax"lax>.
n 1 ) 2 n 3 n n
Tatad
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-a a,-a a a, -
Idex__ 1 l. + 1 2 2 + 1 3‘x3 + . +. 1 n'xn +
0 0 2 0 3 o n o
a,-a a,-a ' a-a a o
. -a
2 1 2 2 2 3 2 3 4 2 1
5 +Tg X AT X s +1" o+
0 0 0 n 0
1 1 ' 1°
N anr'lal X" ar: +a12 LBl +o 4 ;l;lfri . x211—1
0 0 0 kas, ka  viegli

parliecinaties, ar1 ir uzdevuma nosacijumos minéta summa.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
274.° Doti 5 reali skaitli. Pieradit, ka no tiem var izvéleties un apzimét ar burtiem x un y tadus
0< 2=y <1.
divus skaitlus, ka ~ 1+XY
275.° Doti 6 nenulles skaitli a; b; c; d; e; f. Pieradit, ka vismaz viens no skaitliem
ac+bd ae + bf ce+df

Va2 4022+ d® Vol +bP Vel 12 Vo2 +d? Vel +£? nav mazaks par(-%).

276. Pieradit: lai kadi ari butu skaitli a; b; ¢; d, nevienadibai |atbcosx+ccos2x+dcos3x|>|b +
d| eksiste atrisinajums.
277.% Apskatisim vienadojumu sistému
a,X, +a,X, +a,X,+..+a, X, =0
25X, +2pX, +a,X,+. 42, X = 0

laplx] +a,X, +a X, +..+a, X =0
kura mainigo skaits q ir divas reizes lielaks par vienadojumu skaitu p, bet visi
koeficienti ajj ir no kopas {-1; 0; 1}. Pieradit, ka Sai sistémai eksisté atrisinajums, kura
visu mainigo veértibas ir veseli skait]i, vismaz viena no tam nav 0 un neviena mainiga
vertiba péc modula neparsniedz q.
278X Doti n reali skaitli x1; X2;...; Xn, kas apmierina sakaribu X2+ X2+ X 2= 1 gpaitlis k
ir naturals, k>2. Pieradit, ka var atrast tadus veselus skaitlus ai; az; ...; an, kas visi reizé
nav nulle, neviens pé€c modula neparsniedz k -1 un apmierina nevienadibu
(k-1vn
lax, +ax, + rax)s k'-1 °
279.* Funkcija f(x) ir visur defingta, un tai eksist€ atvasinajums visos skaitlu taisnes punktos.
Pieradit, ka eksiste tada x vértiba, ka [x| < 2 un f'(x) <1 + (f(x))%

al a‘2 an =
280. Dots, ka 2o A AT V017 % pieradit, ka  vienadojumam

2 —_ . N . —
a,taXx+ax+ . +ax"=0irsakne c, kas apmierina nosactjumus 0 < ¢ < 1.

281.* Atrisinat 172. pieméru, ja saskaitamos i+j-1 aizstaj ar saskaitamajiem i+]
282. Dots, ka au, az..., an - kaut kadi lepki. Pieradit, ka eksisté tads x, ka

lcos(x + a,)| + [cos(x + a,)| + ... + |cos(x + )| > 2%_

175



283. Intervala starp 1 un 1000000 atrodas 101 reals skaitlis. Pieradit, ka no tiem var izvél&ties

un apzimét ar x un y divus skaitlus t, ka ir speka nevienadiba O <X -y <1+ 33/xy.

6. 2. Varbiitibu teorijas metodes nevienadibu pieradiSana
Mgs uzskatam, ka lasitajs pazistams ar varbiitibu teorijas elementarakajiem jédzieniem
un faktoriem. Misu spriedumos galvena nozime biis $adiem rezultatiem.
Teoréema. Ja Ai, A2, ... ,An - pa pariem nesavietojami notikumi un to
iestaSanas varbutibas ir atbilstosi p(A1), p(A2),.., p(An), tad
P(A1)+p(A2)+...+p(An)<1.

Teoréma. Ja kaidam no notikumiem A1, Az, ... ,An neizbégami jaiestajas un to
iestaSanas varbutibas ir atbilstosi p(Ai1), p(A2), .., Pp(An), tad
p(A1)+p(A2)+..+p(An)> 1.

So teorému sakars ar vidéjas vértibas metodi vislabak redzams, atceroties
varbiitibu geometrisko interpretaciju. Ja kvadrats, kura izméri ir 1 x 1, att€lo visu
pilno notikumu (neizb&€gamo notikumu, kura varbiitiba ir 1), tad notikumus Az,
Ao, ..., An attelo $T kvadrata dalas; to varbiitibas var interpretét ka atbilstoSo dalu
laukumus. Ja notikumi ir nesavietojami, tad dalam nav kopigu punktu; tatad to
laukumu summa neparsniedz liela kvadrata laukumu, t.i., 1. Ja kadam no
notikumiem Az, Az, ... ,/An noteikti jaiestajas, tad atbilstoSas dalas parklaj visu
kvadratu, tatad to laukumu summa nav mazaka par kvadrata laukumu, t.i., par 1.
Paradisim, ka §1s teorémas tiek lietotas uzdevumu risinasana.

173. piemers. Pienemsim, ka p un q ir pozitivi skait]i un p+q=1, bet m un n ir naturali
skaitli, m > 2.unn > 2. Pieradit nevienadibu (1 - p™)" + (1 -gq")" >1.

Atrisinajums. Aplukosim taisnstiirveida tabulu, kas sastav no m x n riitinam. Pienemsim,
ka katra riitina ar varbutibu p tiek ierakstita nulle un ar varbiitibu q tiek ierakstits vieninieks.
Katra riitina ierakstiSana notiek neatkarigi no pargjam rutinam (216. zim.).

Aplukosim vairakus saliktus notikumus un aprékinasim to varbutibas.

216. zZIm.
n

N1: visas kadas (patvaligi izveletas) kolonnas riitinas ierakstita nulle. Ta ka $adu rutinu
pavisam ir m, tad notikuma N1 varbatiba ir p™.

N2: kaut viena kadas (patvaligi izvélétas) kolonnas riitina ierakstits vieninieks. Ta ka N2
ir pretéjs notikumam N1, tad N2 varbitiba ir 1 - p™.

N3: katrd kolonna kaut viena ratina ierakstits vieninieks. Sis notikums sastdv no n
neatkarigajiem notikumiem, no kuriem katrs ir N2 tipa. Tapéc N3 varbatiba ir (1 - p™)".

N4: notikumam N3 pret&jais notikums, kura varbitiba tatad ir 1 - (1 - p™" ir $ads: "ir
kaut viena kolonna, kura neviena ratina nav vieninieka", vai, citiem vardiem, "ir kaut viena
kolonna, kas sastav tikai no nullém."
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Analogiski spriezot, ieglistam, ka notikuma N5 "ir kaut viena rinda, kas sastav tikai no
vieniniekiem" varbitiba ir 1 - (1 - g")™.

Notikumi N4 un N5 ir nesavietojami. Tie$am, ja tie iestatos vienlaicigi, tad tabula
vienlaicigi butu no nullém sastavosa kolonna un no vieniniekiem sastavosa rinda, un tad nav
skaidrs, kas atrastos $is rindas un kolonnas "krustpunkta". Bet nesavietojamu notikumu
varbiitibu summa neparsniedz 1, tapec

1-(1-p")"+1-(1-9")"<1, (%)

no kurienes viegli ieglistam vajadzigo.

Viegli saprast: jam > 2 unn > 2, tad bez notikumiem N4 un N5 iesp&jamas arT citas
situacijas, t.i., N4 un N5 neveido "izsmeloSu" notikumu sist€ému. Tapéc nevienadiba (*) klust
stingra, un Iidz ar to stingra klust ar pieradama nevienadiba.

Aplikosim pieméru, kad varbiitibu aprékins ir sarezgitaks.

174. piemers. Dots, ka pi+p2+ps = 1 un p1 >0, p2> 0, ps > 0. Pieradit, ka
(I1-p’F+(1-p’P21+2p°-p/.

Atrisinajums. Aplikosim 217. zim&uma paradito shému, kas sastav no 5x5
kvadratiska rezga forma izvietotiem apliSiem; tabula atzimé&tas abas diagonales.

217. zZim.
Pienemsim, ka katru apliti nokraso zalu, dzeltenu vai sarkanu, pie tam katra aplisa

krasoSana ir neatkariga no pargjo apliSu krasas un katra apliti krasu izv€les varbiitiba ir
attiecigi p1, P2, Un ps. Tapat ka iepriek$8ja piemera, ir viegli aprekinat, ka 1 - (1 - p2®)° ir
varbiitiba notikumam A1: "eksisté rinda, kura visi aplisi ir zali", bet 1 - (1 - p2°)° ir varbiitiba
notikumam A;: "eksisté kolonna, kura visi aplisi ir dzelteni".

Aplikosim vel notikumu Asz: "vismaz viena no abam 217. zZim&uma att€lotajam
diagonalém visi aplisi ir sarkani", un aprékinasim p(As).

Ja Cyun Cy ir notikumi, kad augSupejosa, resp., lejupejosa diagonale visa ir sarkana, tad
acimredzot p(As) = p(C1) + p(C2) - p(C1&C2); viegli saprast, ka p(C1) = p(C2) = ps°, bet
P(C1&C>) = ps®. Tapéc p(As) = ps™+ pa> pa°= 2 p3° - pa’.

Skaidrs, ka notikumi Az1; Az; Az ir pa pariem nesavietojami. Tapéc

1-(1-p2°)°+1-(1-p2°)°+2ps°-ps®< 1, no kurienes iegiistam vajadzigo.

(Ta ka iesp&jams ari, ka neiestajas ne notikums Ai, ne Az ne As, tad patiesiba
P(A1)+p(A2)+p(A3z) < 1 un ir pieradits, ka nevienadibas zimi " <" var aizstat ar "<".)

DazZreiz nevienadibu pieradijjumos min&to metodi lieto, izmantojot ari daudz
sarezgitakus zZim&jumus.

175. piemérs. Dots, ka p1> 0; p2> 0; ...; ps> 0, p1 +p2 +... +ps = [. Pieradit, ka (1-pF+
+(1-p’P+1-p’)l-p’F+1-p)I-p])23+p/
Atrisinajums. Apskatisim 218. zZim&jumu.
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218. zZim.

Pienemsim, ka katru apliti kraso kada no krasam 1; 2; 3; 4 vai 5 (krasa i - ar varbutibu pi)
neatkarigi no pargjiem apliSiem. Tapat ka ieprieks€jos piemeros, viegli aprekinat, ka

1 - (1 - p1®)3ir varbiitiba notikumam Al: "kada no trim vertikalém pilniba nokrasota krasa
1%

1 - (1 - p2°)® ir varbiitiba notikumam A2: "kada no trim horizontalém pilniba nokrasota
krasa 2";

1-(1-ps®)(1 - p3°) ir varbiitiba notikumam A3: "kada no diagonalém, kas iet virziena /,
pilniba nokrasota krasa 3";

1-(1-ps)(1 - ps) ir varbiitiba notikumam A4: "kada no diagonalém, kas iet virziena \,
pilniba nokrasota krasa 4";

ps’ ir varbiitiba notikumam AS5: visi ar kvadratiniem apvilktie aplisi nokrasoti krasa 5.

Ta ka A1 Az Az A4 As ir pa pariem nesavietojami notikumi, tad

P(A1)+p(A2)+...+p(As) < 1, no kurienes seko vajadziga nevienadiba.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

284. Pieradit nevienadibu (1 - p)> < (1-pH(1-p?),ja0 <p < 1.

285. Pieradit nevienadibu 1 + p3 < (1-g%)°+ (1-n%3 ja p, g, n>0un p+g+n=1.

286. Visparinat iepriek$€ja uzdevuma nevienadibu.

287. Pieradit nevienadibu (1 - p2°)° + (1 - ps®)2 + (1 - ps*)® > 2+ p1®, jap1 >0, ..., pa>0un
P1t+p2tp3t+ps=1.

288. Pieradit nevienadibu p1’+ p2’ < (1 - ps’)3, ja pi+p2+ps= 1 un p1 >0, p2 > 0, ps > 0.

289. Pieradit nevienadibu (1 -X1Xz... Xn)™ + (1 -y1™)(1 -y2™)... (1 -ya™) >1,jaxi>0,yi >0
un xi+yi=1 (i=1; 2; ...; n).

290. Pamgginiet pasi sastadit un pieradit lidzigas nevienadibas!

6. 3. Nevienadibu pieradiSana, izmantojot jedzienu par smaguma centru
4. nodala redzg€jam, ka je€dzienu par vid€jo vertibu var visparinat "materialiem
punktiem", un paradijam ieglita smaguma centra jédziena lietojumu geometrijas uzdevumu
risinasana.
Seit paradisim, ka $o jédzienu var izmantot nevienadibu pieradisana. Vispirms mingsim
mums nepiecieSamos faktus.

Smaguma centra koordinatu formulas
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Ja Dekarta koordinatu plakn€ Oxy doti punkti Ai(Xi, yi) (i =I; 2;...; n), pie tam i -ja punkta

ievietots smagums m; (i = 1, 2;..;, n), tad smaguma centra Kkoordinatas ir
_ mX+..+m X _my+..Amy,
o~ o~
m,+...+m, yn m,+...+m_

Sis formulas acimredzami seko no formulam, kuras iegiitas 142. lpp. un izsaka smaguma
centra attalumu Iidz asij. Tiesam, Dekarta koordinatu plakn€ Oxy punkta A abscisa ir ta
attalums lidz Oy asij, bet ordinata - ta attalums lidz Ox asij.

Jedziens par izliektu figtru

Figtru F sauc par izliektu, ja tai piemit §ada 1pasiba: izvéloties jebkurus divus F punktus
A un B un novelkot taisnes nogriezni AB, visi §1 nogriezna punkti arT pieder figtrai F.
Izlicktas figliras pieméri ir rinkis, kvadrats, visa plakne, parabolas y = x? apgabals starp
tas zariem (pieradit patstavigi!). Figiira, kas paradita 219. zimgjuma, nav izliekta, jo uz
nogriezna AB atrodas punkti, kas nav §is figtiras punkti.
A B

219. Zim.
Loti svariga ir nakosa izliektu figtiru Sk€lumu Tpasiba.
Jebkura daudzuma izliektu figiiru Sk€lums (t.i., kop&ja dala) arT ir izliekta figtra (skat.
220. zim.).

220. Zim.

Tiesam, pienemsim, ka punkti A un B pieder izliektu figiiru F1, F2, Fs,... Sk€lumam, t.i.,
katrai no §tm figiiram. Ta ka Fi (1 =1; 2;...) ir izliektas, tad viss nogrieznis AB pieder So figtru
Skelumam. Tatad Sis Skelums ir izliekta figiira, kas arT bija japierada.

Smaguma centri izliektas figtiras

Mums biis svariga S$ada teoréma par smaguma centra
novietojumu.
Teoréma. Ja izliektai figirai F pieder n punkti A1, A2, ..., An, Kuros
ievietoti attiecigi smagumi mi, mz,..., Mn, tad smaguma centrs ari pieder
figurai F.
ApzZim&sim pirmo i punktu Ai, Agz,..., Aj smaguma centru ar Si un pieradisim $o
apgalvojumu ar matematisko indukciju.
Baze. Jan=1, S1=A1e F.

Ja n = 2, apgalvojuma pareiziba izriet no ta, ka divu materialu punktu Ai un Az
smaguma centrs S, atrodas uz nogriezna A1A», tatad saskana ar izliektas figtiras definiciju
pieder F.

Induktiva pareja. Piepemsim, ka apgalvojums jau pieradits pirmajiem i punktiem Aj,
Az,...,Ai un to smaguma centrs S; pieder figiirai F. Tad i + 1 punktu A1, Az,..., Ai, Ain
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smaguma centru var atrast ka Si un Aij+1 smaguma centru, saskana ar pieradito bazi pie n =
2 ar1 Sis smaguma centrs Si+1 pieder figirai F. Induktiva pareja izdarita, apgalvojums
pieradits.

Lasitajs var viegli pieradit ar1 $adu rezultatu: iepriek$€jas teorémas situacija minéto n
punktu smaguma centrs atrodas izliektas figiiras iekSpusé, iznemot gadijumu, kad visi punkti
A1, A,..., An pieder taisnes nogrieznim, kas viss atrodas uz figtras kontiira (specialgadijuma
visi Sie punkti sakrit).

Jédziens par izliektu funkciju

Sakuma aplikosim tikai visur definétas nepartrauktas funkcijas y = f(x).

Funkciju sauc par izliektu uz augSu (dazreiz vienkarS$i par izliektu), ja Dekarta
koordinatu plaknes apgabals uz leju no tas grafika (ieskaitot arT pasu grafiku) ir izliekta figtra.

Uz augsu izliektas funkcijas piemérus skat. 221. zim&juma.

/\y y I\y
y =X y =Inx

ol

N 2o

//I
/ y:-x2

221. zZim.

Funkciju sauc par izliektu uz leju (dazreiz vienkar$i par ieliektu), ja Dekarta
koordinatu plaknes apgabals uz augSu no tas grafika (ieskaitot ar1 pasu grafiku) ir izliekta
figtra.

Uz leju izliektu funkciju piemérus skat. 222. zim&juma.

A y
Ay y ./
/ A
L—"7 . = o«
, % y=2
y —
Y/ X X = X
0 i 0 i 0 -
222. ZIm.

Viegli saprast: y = f(x) ir izliekta uz leju tad un tikai tad, kad y = - f(x) ir izliekta uz
augsu, un otradi.
Loti daudzas nevienadibas ir nakosas teorémas specialgadijumi.
Jensena nevienadiba. Ja f(x) ir uz augsu izliekta funkcija un mi, mz,..., mn - kaut kadi
pozitivi skaitli, tad patvaligiem X1, X2,..., Xn pastav nevienadiba
f m, X, +m,X,+...+m X, . m,f(x,)+m,f(x,)+..+m f(x )
m, +m,+...4+m, - m, +m,+...+m, '
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Ja f(x) ir uz leju izliekta funkcija, tad nevienadibas zZime mainas uz pretgjo.

Pieradijums. Apskatisim uz augsu izliektas funkcijas gadijumu. Aplikosim uz tas grafika
punktus ar koordinatem (x1; f(x1)), (X2; f(X.2)), ..., (Xn; f(Xn)); ievietosim tajos attiecigi
smagumus mz; my; ...; Mn. Saskana ar formulam 188. Ipp. smaguma centra koordinates ir

_ X, +myX, +...+m, X, uny, = mlf(xl)+m2f(x2)+...+m“f(xn).
m, +m,+...+m, ° m, +m,+...+m,

Saskana ar teorému par smaguma centra novietojumu punkts ar koordinatam (xo;Yo)

atrodas vai nu zem funkcijas y = f(x) grafika, vai uz ta (skat. 223. zim.).

Ay AY

0

223. zim.

Pirmaja gadijuma f(xo) > Yo, otraja gadijuma f(xo) = Yo. Lidz ar to Jensena nevienadiba ir
pieradita.

Lasttajs pats var pieradit nevienadibu uz leju izliektas funkcijas gadijumam. Skaidrs, ka
vienadiba yo= f(x) pastav tikai tad, ja X1 = X2 =... = Xn vai ari visi punkti x1; X2;...; Xn pieder
tadam apgabalam, kura funkcija f(x) ir lineara (atbilstoSie grafika punkti atrodas uz taisnes
nogriezna, kas pieder izliekta plaknes apgabala robezai).

Ka pielietot Jensena nevienadibu

Acimredzot, lai varétu pielietot Jensena nevienadibu, japrot pazit uz augSu (uz leju)
izliektas funkcijas.

Iepazisimies ar diviem krit€rijiem tam, lai nepartraukta funkcija f(x) biitu izliekta uz
augSu. Tos stingri pierada matematiskas analizes kursa.

1. kriterijs. Funkcija ir izliekta uz augsu, ja tai eksisté otrais atvasinajums un tas nav
pozitivs neviena skaitlu ass punkta.

2. kriterijs. Funkcija ir izliekta uz augsu, ja katriem diviem argumentiem x1 Un Xz pastav

£ (xl +x2) , fxp)+f(xy)
nevienadiba 2 - 2 '

Pirma kritérija jeéga ir §ada. Ja f "(x) < O, tas nozimé&, ka pirmais atvasinajums f '(x) ir
neaugoSa funkcija. Tatad funkcijas grafika pieskares virziena koeficients kliist arvien mazaks,
respektivi, pieskare kliist aizvien "l€zenaka", pieskarSanas punktam virzoties pa grafiku uz
labo pusi. Tatad pieskare "apliec" grafiku no augsas (sk. 224. zim.), tapec ar1 plaknes dala zem
grafika ir izliekta figiira.

fi(x,) > f(x,) > f(x,) =
= tga, > tga, > tga,

224. Zim.
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Otra kriterija nosacijums izsaka $adu faktu: funkcijas y = f(x) grafika katras hordas AB
viduspunkts C atrodas uz grafika vai zem ta (skat. 225. zim.).

f(x1) +f(x2)
2

X X1+X2 X

> 225. zim.

Mgs apgalvojam, ka nepartrauktas funkcijas gadijuma no ta seko, ka visi hordas AB
punkti atrodas uz f(x) grafika vai zem ta; tada gadijuma, protams, apgabals zem f(x) grafika ir
izliekta figtira. Tatad mums japamato pasvitrotais apgalvojums.

Izklasta Tsuma labad vardu "zem" lietosim nozimée "vai nu zem grafika, vai uz ta", "vai
nu zem otra punkta, vai sakrit ar to" utt.

Hordas AB viduspunkts C atrodas zem grafika, t.i., zem atbilstosa grafika punkta Ci. Tapéc
AC viduspunkts un CB viduspunkts atrodas zem AC; un C1B viduspunktiem, bet AC; un C1B
atrodas zem grafika, tatad ar1 AC un CB atrodas zem grafika (skat. 226. zim.).

1 2

B

226. zim.

Lidzigi turpinot, iegistam, ka arT punkti, kas dala hordu AB astonas, seSpadsmit,..., 2",
... vienadas dalas, atrodas zem grafika. Sauksim Sos punktus par vienkarSiem punktiem.

Tomeér uz hordas AB atrodas ar1 punkti, kas nav vienkar$i, pieméram, punkti, kas
sadala AB tris vienadas dalas. Siem punktiem miisu apgalvojums pagaidam nav pieradits.
Izdarisim to. leverosim, ka katram punktam Q var atrast tadu vienkarSu punktu virkni x1, X2, ...,
Xn,..., kas tiecas uz Q. Visi vienkarSie punkti atrodas zem grafika. Funkcijas nepartrauktibas
de] ar1 Q jaatrodas zem grafika. Lidz ar to krit€rija pareiziba ir pamatota.

Ievérosim, ka 2. kriterijs lietojams daudz plasakam funkciju lokam neka 1. kritérijs,
tomer 1. kritériju lietot ir daudz vieglak.

Lidzigi min&tajiem krit€rijiem pamato to variantus, kas lietojami, lai noskaidrotu, vai
nepartraukta funkcija ir izliekta uz leju.
1'. kriterijs. Funkcija ir izliekta uz leju, ja tai eksist€ otrais atvasinajums un tas neviena skaitlu
ass punkta nav negativs.
2'. kritérijs. Funkcija ir izliekta uz leju, ja katriem diviem punktiem X1 un Xo pastav
nevienadiba

¢ (xl +x2) L fex)+E(xy)
2 - 2 )
Iesakam lasitajam pamatot tos patstavigi.

176. piemérs. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x1, X2, ... , Xn ir spéka nevienadiba
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4, 4 4 4

Xy A XKoot 4K (x, +x2+...+x“)

n - n " Noskaidrot, kados gadijumos pastav vienadiba.

Atrisinajums. Acimredzot, pieradama nevienadiba ir Jensena tipa nevienadiba ar funkciju
y= x* Kur atbilsto$os grafika punktos ievietotds 1 vienibu liclas masas (m1 = mp = ... = My =
1). Saskana ar 1'kritériju parbaudam, vai y" > 0. Tiesam, ta ir: y' = 4x3 un y" = 12x%> > 0.
Nevienadiba pieradita.

Ta ka y' = 0 tikai viena punkta (x = 0), tad funkcijas grafika nav taisnes nogriezna. Tap&c
vienadiba iesp&jama tad un tikai tad, ja x1 = X2 =... = Xn (tad visi smagumi atrodas viena
punkta uz grafika un arT smaguma centrs, protams, atrodas turpat); citos gadijumos smaguma
centrs atrodas virs grafika un nevienadiba ir stingra.

Lidziga tipa spriedumi piem&rojami ar1 funkcijam, kas nav izliektas uz visas skaitlu ass.
Sacisim, ka funkcija f(x) ir izliekta uz augsu, respektivi, uz leju, kopa A(x € A), ja ir speka
Sads nosacTjums: ja x1€ A un X2 € A, tad horda, kas savieno punktus (x1; f(x1)) un (x2 f(x2)),
atrodas uz leju, respektivi, uz augsSu no f(x) grafika (skat. 227. zim.).

X

b - e e e - -

1

1

i

|

|

1 |

1 H

] |

| '

i i

U 1

1 | t
It e

227. z2im.

Gadijuma, ja kopa A ir visa skaitlu ass, iegiistam iepriek$€jo definiciju. No citiem
gadfjumiem miis interesés tie gadijumi, kad A ir skaitlu ass galigs segments vai stars. Sajos
gadijumos pareizi ir kriteriji, kas 11dzigi 1. un 2. (resp. 1'. un 2'.) kritérijiem ar acimredzamam
izmainam: 1., resp., 1'., krit€rija nevienadibai f "< 0, resp., f "> 0, jabiit speka visos kopas A
punktos; 2., resp., 2'., krit€rija x1 Un Xz janem no kopas A.

Misu paplaSinatais izliektas funkcijas jeédziens saskanots ar izliektas figtiras jédzienu.
Tiesam, ja funkcija y = f(x) ir izliekta uz augSu segmenta (a; b), tad plaknes apgabals, kas
atrodas uz leju no y = f(x) grafika un starp taisném x = a un x = b, ir izliekta figtira (skat. 228.
zim.); ja funkcija y = f(x) ir izliekta uz augsu bezgaligaja stara (a; +oo0), tad plaknes apgabals,
kas atrodas uz leju no y = f(x) grafika un pa labi no taisnes x = a, ir izliekta figlira. Lidzigas
analogijas viegli saskatit segmenta (stara) uz leju izliektam funkcijam (tad izliektie plaknes
apgabali atrodas virs grafika).

228. Zim. 229. zim.

v
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177. piemers. Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem x1, X2, .... Xn ir spéka nevienadiba

ifxf + X+ XD 5 :,\,/xf F XX
n n Kad pastav vienadiba?

Atrisinajums. Apzim&jam x;® = aj, i = 1; 2;...; n. Tad nevienadiba parveidojas par

4 4 4 4

3.4 x3 3 3

X+ X3+ AX] (31 +a2+'”+an]
n

n

~

pozitiviem a1, , a2,..., an. levérosim, ka funkcija f(X) = X3 ir izliekta uz leju apgabala x>0;
1 2

4 2 4 2
.. f==x3unf"=—x3>0.
tiesam 9
Tapec nevienadibas pareiziba izriet no Jensena nevienadibas. Tapat ka ieprieksgja
pieméra, izspriezam, ka vienadiba pastav tad un tikai tad, kad x1 = X2 = ... = Xn.

178. piemers. Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem x1, X2, .... Xn ir spéka nevienadiba
X, + X, +.. X

22X %, X,
n 172" Kad pastav vienadiba?

Atrisinajums. Pirmaja bridi liekas, ka Jensena nevienadibu Seit nevar izmantot: labaja
pus€ nevienadibas zimei atrodas nevis summa, bet reizinajums. Tap€c vispirms parveidosim
reizinagjumu summa; ka zinams, to var izdarit, lietojot logaritmisko funkciju.

Logaritmgjot abas nevienadibas puses (lietojam naturalos logaritmus), iegistam ekvivalentu

In X tXp o A%, Inx, +Inx,+..+Inx_
nevienadibu dotajai: : n n Sis nevienadibas pareiziba

actmredzami seko no Jensena nevienadibas, ieverojot, ka funkcija y = Inx ir izliekta uz augsu

apgabala x > 0; tie§am, y'= %( uny" = %{2 <0 Ka parasti konstatgjam, ka vienadiba ir speka
tad un tikai tad, ja X1 = X2 = ... = Xn.
Nosléguma paradisim vél vienu pag€mienu, ka konstatét, ka funkcija ir izliekta uz augSu
(uz leju).
Teoréma. Ja fi(x), f2(x),..., fn(x) ir uz augsu izliektas funkcijas, tad funkcija,
kuru defingé vienadiba f(x) = min(f1 (X), f2(X),..., fn(x)), arl ir izliekta uz augsu.
Pieradijums. No dota seko, ka Dekarta koordinatu plaknes apgabali, kas atrodas
attiecigi zem fi, fo,..., fn grafikiem, ir izliektas figiras. Tapéc to kopg€ja dala ari ir izliekta
figira. Bet to kop&a dala ir tieSi tie punkti, kas atrodas zem f(x) grafika (parbaudit
patstavigi!). Tatad f(x) ir izliekta uz augSu, kas art bija japarbauda.
Lasitajs pats patstavigi var pamatot $adu rezultatu: ja fi(x),..., fa(X) ir uz leju izliektas
funkcijas, tad funkcija, kuru defingé vienadiba f(x) = max(fi(Xx),..., fa(x)), arT ir uz leju izliekta
funkcija.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

( Y

X+ X2+ X l n

n

}

1 1 1
n L Hoh —-J

291. Pieradit nevienadibu pozitiviem skaitliem X X

343
sing +sinB +sinys —,jaa+Pf+y=nuna>0,p>0,y>0.
292. Pieradit nevienadibu * P ! 2 J Pty P Y

e By 1
in—+sin—+sin-<—,jaat+tp+ry=nuna> 0, >0,v>0.
293. Pieradit nevienadibu > 2 "2 T ong SgrlrerPry=runa>0.6>0.y
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a p Y .
t2—+t2—-+t2——21,a +3+vy= una>0, >0’ >0
294. Pieradit nevienadibu 2 2 = 2 93 jaatpty== p Y

295. Pieradit, ka pozitiviem a un b pastav nevienadiba

a’+a’+b’+b’—la’> —a’l-b*> - b’ (a+b)2 (a+b)3 a+b)2 (a+b)3
2 + + -
2 2 2 2 2
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7. nodala. Metodes izmantoSana datorzinatné

Saja nodala aplikoti dazi Dirihlg principa un vidgjas vértibas jédziena lietojumi teorétiskaja
datorzinatne - viend no modernakajam zinatnes nozarém, kas radusies tikai 20.gs. 30. gadu
beigas. Protams, me&s nevaram S$eit aptvert visus daudzveidigos vid€jas vertibas metodes
lietojumus $aja joma, turklat jar€kinas ar to, ka lasitadjam nav vajadzigo priekSzinasanu.

Katra punkta ietvaros tiks sniegti pamatjédzieni, kas nepiecieSami ta izpratnei. Mes
uzskatam, ka lasitajs ir pazistams ar visparigo algoritma jédzienu.

7. 1. Stratégiju optimizéSana
Saja punkta aplikosim panémienus, ka dazadu uzdevumu risinasanai tiek izstradati
optimali algoritmi un pieradita to optimalitate. Dirihl€ princips un vidg€jas veértibas metode ir
galvenie Iidzekli algoritma optimalitates pieradijumos.

Apskatisim turnirus, kuros piedalas n dalibnieki (n > 2) un katram ar katru paredzgts
sacensties tieSi vienu reizi, pie tam neizSkirtu rezultatu nav. Dalibniekus biezi att€losim ar
punktiem un apzimé&sim ar burtiem (varbiit lietojot arT indeksus). To, ka dalibnieks A uzvargjis
dalibnieku B, att€losim ar pierakstu A— B.

Aplukosim tikai monotonus turnirus. Par monotoniem sauc tadus turnirus, kuros
uzvarétajs pieveic visus savus sancenSus, otras vietas ieguvejs - visus, iznemot ¢empionu,
bronzas medalas ieguvéjs - visus, iznemot ¢empionu un viceCempionu, utt.; ped€jas vietas
ieguvejs zaude visiem citiem turnira dalibniekiem. Var izt€loties, ka sp€létaju prasmi raksturo
skaitli (visiem spélétajiem tie ir dazadi), un savstarp&ja sp€lé no diviem vienmer uzvar tas, kam
Sis skaitlis ir lielaks.

Pienemsim, ka par turniru jau ir zinams, ka tas blis monotons. Ka to organizet, lai butu
jaspele iesp&jami maz spelu?

Atbilde uz jautajumu atkariga no ta, ko més vélamies noskaidrot ar turnira palidzibu.

7.1.1.1. Uzvarétaja noskaidrosana

Ja m@s velamies tikai noskaidrot paSu spécigako turnira dalibnieku, var rikoties $adi.

Vispirms sacenSas divi dalibnieki. Uzvarétajs sacensas ar kadu no pargjiem
dalibniekiem, §1s spéles uzvarétajs atkal sacenSas ar kadu no pargjiem utt., kamer visi dalibnieki
izsp€lgjusi vismaz vienu spéli. Pedgjas, (n-1)-as spéles uzvarétajs tiek pasludinats par visa
turnira uzvarétaju.

Tas, ka $ada cela noskaidro turnira uzvarétaju, ir gandriz acimredzams. Tie$am, katrs
cits, iznemot pedgjas spéles uzvarétaju, kadam ir zaudgjis, tatad nevar pretendét uz visstipraka
speletaja godu.

Vai meérki nevargja sasniegt ar mazaku spélu skaitu neka n - 1? Pieradisim, ka né - misu
uzraditais algoritms spé€lu skaita zina ir visekonomiskakais. TieSam, neatkarigi no ta, ka tiek
organiz€ts turnirs, katra spelé zaud&jumu cies viens spélétajs. Ja tiktu izspélétas ne vairak ka n -
2 speles, tad ne vairak ka n - 2 spélétaji bitu kadreiz zaud&jusi (zaud&juso speletaju varetu but
pat mazak, ja kads no tiem bitu zaudgjis vairak neka viena spél€). Tatad biutu vismaz n-(n-2)=2
speletaji, kas nav zaud€jusi ne reizes. Katrs no tiem var bt visspécigakais, un lidzsing€jo sp€lu
rezultati nelauj starp tiem izvéleties cempionu. Tatad ar n - 2 spélém ¢empiona noskaidroSanai
nevar pietikt neviena gadijuma. Atzim&sim, ka shému, péc kuras atradam c¢empionu, var
uzskatami att€lot, ka paradits 230. zim&juma (tur n = 6):
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230. zZim.

Ja divi spélétaji atrodas "jumtina" /\' apaksgjos punktos, tad virsotng ierakstam to,
kas uzvargjis vinu savstarpgja spéle. Ar [a,b] apziméts spélétajs, kas ir specigakais starp
spelétajiem ar numuriem a; a+ 1;a+ 2;...; b.
Lidz$ingjo spriedumu rezultatus var formulét teorémas veida.
Teoréma. Monotona turnira c¢empiona noskaidro$anai nepiecieSamas un
pietieckamas (n -1) spéles, ja n ir turnira dalibnieku skaits.

7.1.1.2. Cempiona un vice¢empiona noskaidro$ana

Tagad apskatisim sarezgitaku situaciju - kad janoskaidro gan spécigakais, gan otrais
specigakais spéletajs (piemeram, janoskaidro wvalsts parstavis olimpiadé un rezervists).
Uzskatamibas labad I1dz ar visparigo gadijumu apskatisim gadijumu, kad n = 16.

Pirma doma, kas nak prata - vispirms atrast cempionu ar ieprieks€ja apakspunkta metodi,
bet péc tam no atlikuSajiem n-1 spélétajiem ar to paSu metodi atrast spécigako - tas bis
viceCempions. Tadgjadi bius jaspéle (n - 1) + (n - 2) = 2n - 3 spéles (miisu specialaja gadijuma
29 spéles).

Tacu ir Saubas par Sada pap€miena lietderibu. PatieSam, §adi rikojoties, viceCempiona
atraSanas procesa gandriz nemaz netiek izmantota ta informacija, ko esam ieguvusi, meklgjot
¢empionu (izmantojam tikai to faktu, ka par Cempionu nebiis viceCempions, un tapec
viceCempionu meklgjam nevis ka specigako starp 16 spélétajiem, bet ka spécigako starp 15
speletajiem). Varbiit cempionu var atrast citadi neka iepriek$gja apakSpunkta?

Apskatisim 231. zZim&uma atteéloto shému; lietotie apzim&umi ir tadi pasi ka 230.
ZImgjuma.

[1,16]
[1,8] [9,16]
[1,4] [5.8] [9.12] [1316]
[1,2] [3.4] [56] [7.8]  [910] M13  [13.14] [15,16]
A1 A2 A3 A4 A5 AG A7 AB AQ A10 A11 A12 A13 A14 A15 A16
231. zZim.

Te paradits, ka tiek noskaidrots cempions péc klasiskas olimpiskas shémas:
astotdalfinals, ceturtdalfinals, pusfinals un finals. leverojiet, ka ar1 te cempions tiek noskaidrots
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ar 15 spelém! Tomér, kaut ar1 §1 shéma tiek plasi lietota, finala zaudetajs (ko parasti pasludina
par viceCempionu) nebiit garanteti nav otrais spécigakais spelétajs. TieSam, var tacu gadities, ka
A ir stipraks par Az, Az par As ..., Ais par Aze. Tad par viceCempionu péc klasiskas olimpiskas
sh&mas tiks pasludinats Ag, kura meistariba patiesiba ir vajaka neka pusei turnira dalibnieku!

Kads papildu darbs vel japaveic, lai, lietojot klasisko olimpisko shému c¢empiona
atraSanai, par viceCempionu ar garantiju klttu otrs spécigakais spelétajs?

Vispirms ieveérosim, ka uz viceCempiona godu var pretendét tikai tie sp€létaji, kas
zaudgjusi cempionam. TieSam, katrs sp€létajs A, kas zaudgjis nevis ¢empionam, bet kadam
citam spéletajam B, ir vajaks gan par B, gan par cempionu, tatad nevar biit otrs spécigakais.

Lai arT kurs spélétajs butu kluvis par cempionu, cela uz to vins izcinijis 4 uzvaras. Tatad
viceCempions jaatrod starp tiem 4 spélétajiem, kas zaud@jusi cempionam. M@s jau zinam, ka
spécigako no tiem var noteikt ar 3 sp€lu palidzibu (vai nu péc 230. zim., vai 231. zZim. att€loto
shému parauga, vai varbiit vél ka citadi). Tatad ¢empionu un viceempionu var noteikt, kopa
izspelejot 15 + 3 = 18 spéles. Vispariga gadijuma péc §is metodes spelu skaits biis ne lielaks par
n - 2 + [logen]. ( Paskaidrojums: ar [x] apzim& mazako veselo skaitli, kas nav mazaks par X.
Pieméram [5] =5 ; [3,8] = 4.) Vai nevar izstradat metodi, kas Jautu sp&lu skaitu vél samazinat?
Paradisim, ka tas nav iesp&jams.

Pienemsim, ka n sp€létaju turnirs beidzies un atrasti gan ¢empions C, gan viceCempions
V. Tas nozimg, ka neviens no pargjiem n - 2 sp€létajiem vairs nepretendeé uz viceCempiona
godu. Bet tad katrs no viniem zaudgjis kadam spé€létajam, kas nav cempions. TieSam, ja kads
spelétajs X nav zaudgjis nevienam, iznemot C, tad nav pamata uzskatit, ka V ir stipraks par X.
Tatad ir notikusas vismaz n - 2 spéles bez ¢empiona C lidzdalibas.

Paradisim, ka m&s nevaram garantét, ka ¢empions izsp€l€s mazak par [logon] spelem.

Pasludinasim katra turnira bridi par spélétaja A nozimibu skaitli 2%, kur a - $aja bridi A
izcinito uzvaru skaits. Par turnira intrigu I katra bridi sauksim visu to sp&létaju nozimibu
summu, kuri §aja bridi vél pretendg kliit par cempioniem (t.i., nav zaudgjusi).

Skaidrs, pieméram, ka pirms turnira sakuma katra spélétaja nozimiba ir 2° = 1, bet
turnira intriga ir 1 + ... + 1 = n (visi pretendg biit par ¢empioniem).

Pienemsim, ka pirms A un B savstarpgjas spéles turnira intriga ir . ApzZimesim turnira
intrigu A uzvaras gadijuma ar Ia, bet B uzvaras gadijuma - ar Is.

Lemma. la+ Ig = 2-1.

Lai lemmu pieraditu, pietiek atzimét, ka uzvaras gadijuma A, resp., B, nozimiba
divkarSojas, zaudejuma gadijuma ta klust 0, bet par€jo spélétaju nozimiba A un B spéles
rezultata nemainas. Lemma pieradita.

No Sejienes varam secinat, ka vainu la > I, vai lg > 1.

Pienemsim, ka turnira visas sp€les beidzas ta, ka turnira intriga vai nu nemainas, vai
palielinas (mums jabut gataviem ar1 uz tadu paveérsienu).

Tas nozim&, ka turnira beigds vieniga cempiona nosaukuma pretendenta (paSa
c¢empiona!) nozimiba ir vismaz n.

Bet sakuma ta bija 1 un katras vina izspéletas spéles rezultata palielingjas 2 reizes. Ja
Cempions izspélgjis x spéles, tad jabht 2*> n, no kurienes X > logon. Ta ka x - vesels skaitlis,
tad x > [logzn].

Tatad ar cCempiona piedaliSanos izspélétas vismaz [logen] spéles, bet bez vipa
piedaliSanas -vismaz (n - 2) spéles. Tatad kopa sp&lu skaits nav mazaks par n - 2 + [logzn].

Iegiitos rezultatus var formulét teorémas veida.

Teoréma. Monotona turnira ¢empiona un viceCempiona noskaidroSanai
nepiecieSamas un pietickamas n - 2 + [logzn] spéles, ja n ir turnira dalibnieku
skaits.

Atzimésim $§1s teorémas bitisko atSkiribu no teorémas par cempiona atraSanu. Tur tika
pieradits, ka nekados apstaklos ¢empionu nevar atrast ar mazak neka n - 1 spélem. Saja teoréma
"nepiecieSams" jasaprot citadi: lai kadu turnira organizéSanas strat€giju més izveletos, var
gadities, ka naksies izspélét vismaz n - 2 + [logon] spéles (bet var arT gadities, ka més tickam
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gala ar mazaku spelu skaitu; pieméram, ja gadas ta, ka A1 > A2 >...—> An1 — An, tadarn -1
spélém esam noskaidrojusi gan to, ka A1 ir Cempions, gan to, ka Az ir viceCempions).

7.1. 1. 3. Cempiona, vicetempiona un bronzas medalas ipa$nieka noskaidro$ana

Seit més dosim tikai dazus noradijumus un formulésim rezultatus. Pieradijumus, izmantojot
ieprieks€ja apakspunkta veiktos spriedumus ka paraugus, izdariet patstavigi!

Teoréma. Cempionu, vicetempionu un bronzas medalas ipa¥nieku var atrast,
izspélejot ne vairak ka n - 3 + 2 [logzn] spéles (ja n = 16, $is skaits ir 21).

Pieradijuma ieverojiet, ka uz bronzas medalu pretendé tikai tie sp€létaji, kas zaudgjusi
viceCempionam vai nu cempiona noteikSanas, vai viceCempiona noteikSanas procesa!
Padomajiet (tas ir loti butisks pieradijuma etaps), ka organiz€t viceCempiona atrasanu p&c tam,
kad cempions jau atrasts, lai garantétu iesp&jami maz kandidatu uz bronzas medalu (ieprieksgja
apakSpunkta vicecempionu var meklet jebkura veida)!

Teoréma. Cempiona, viceCempiona un bronzas medalas ipasnieka atrafanai
jaizspéele vismaz n - 3 + [logz(n (n - 1))] spéles (ja n = 16, Sis skaits ir 21).

Pieradijuma atseviSki uzskaitiet spéles, kuras nepiedalas ne ¢empions, ne viceCempions
(tam jabit vismaz n - 3), un spéles ar vinu piedaliSanos! Otra tipa sp&lu uzskaitiSanai izdevigi
ieviest jédzienu par spélétaju para nozimibu, ka tas Iidzigi tika darits 7.1.1.2. apakSpunkta ar
jédzienu par speletaja nozimibu.

Abu min&to teorému rezultati parada: ja Fz(n) ir mazakais sp€lu skaits, kas garanté pirma,
otra un tresa laureata noteikSanu, tad n - 3 + [log2(n(n - 1))] < F3(n) < n -3 + 2[logz2n].

Nav griiti saprast, ka $adi iegtitas "augsejas" un "apaks$gjas" robezas atSkiras ne vairak ka
par 1, bet var arT sakrist (piem&ram, pie n = 16 ). Tatad Fs(n) vertibas ir noskaidrotas "ar
precizitati Iidz 1". Tomér ir bezgaligi daudz tadu n, kuriem minétas robezas tieSam par 1 atSkiras
viena no otras, pieméram, n = 11. Gandriz nevienam $adam n preciza F3(n) vértiba nav zinama.
Iesakam pacensties patstavigi izdarit atklajumu.

7. 1. 1. 4. Monotonu turniru pilniga sakartoSana

Iepriek§ centamies noskaidrot minimalo sp€lu skaitu, kas monotona turnira Jauj atrast
¢empionu, viceCempionu un tre$as vietas ieguveju. Tagad centisimies noskaidrot, kads ir
minimalais sp€lu skaits, kas lauj péc sp€lu prasmes pilnigi sakartot jebkura monotona turnira
dalibniekus. So sp&lu skaitu n dalibnieku turniram apzimésim ar M(n).

Skaidrs, ka M(2) = 1.

Apskatisim gadijumu, kad n = 3 un turnira piedalas spéletaji A, B, C. Varam uzskatit, ka
pirmaja spelé A — B. Ja otraja spéle B—C, tad citas spéles vairs nav vajadzigas. Ja turpreti
otraja spéle C —B, tad divu sp€lu rezultata esam tikai noskaidrojusi, ka B ir visvajakais turnira
dalibnieks, bet cempiona noskaidrosanai vél jaizsp€l€ spéle starp A un C.

Savukart, ja otraja spélé satiekas A un C, tad iznakuma A —C gadijuma (un uz tadu mums
jabut gataviem) més vél nezinam, kur§ no spélétajiem B un C ir turnira pats vajakais. Ta
noskaidroSanai jaizspéleé spéle starp B un C.

Mingtie spriedumi parada, ka M(3) =3.

Apskatisim gadijumu, kad n = 4. Pati vienkar§aka doma ir izsp€lét visas spéles; to pavisam
ir 6 (AB, AC, AD, BC, BD, CD). Tad c¢empions ir tas, kas uzvargjis visas 3 spélgs,
viceCempions - tas, kas uzvargjis visas spélés, iznemot spéli pret cempionu, tre$as vietas
ieguvejs - tas, kas zaudgjis tikai cempionam un viceCempionam, bet p&d€jais - tas, kas zaudgjis
visiem pargjiem. Pagaidam mes zinam, ka M(4) < 6.

Pieradisim, ka vienu spéli var ieekonomét. Sadalisim vispirms turnira dalibniekus 2 paros
un liksim katram parim spélét sava starpa. Péc tam liksim spélét abu paru uzvarétajiem. Sis
speles uzvarétajs ir cempions. Liksim spélét abu paru zaud€tajiem; Sis spéles zaudetajs ir
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visvajakais turnira. Abi pargjie spe€letaji savstarp&ja speleé noskaidro, kur§ no tiem ir otrais, bet
kurs - treSais.

Sis spriedums lauj secinat, ka M(4) <_5. Tomer paliek jautajums - vai ar vel "viltigaku"
panémienu nevarétu 4 dalibnieku monotonu turniru sakartot vél atrak? Pagaidam atliksim §1
jautajuma risinasanu uz vélaku laiku.

Apskatisim gadijumu, kad n = 5.

Pasai vienkarS$akajai metodei, kad katrs sp€létajs spele ar katru, nepiecieSamas 10 spéles
(AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CE, CD, DE). Tad ¢empions ir tas, kas uzvargjis visas spéles,
viceCempions - tas, kas uzvargjis visas spelés, iznemot spéli ar cempionu, utt. Pagaidam zinam,
ka M(5) < 10.

Varétu rikoties nedaudz "viltigak". No iepriek$gja zinams, ka ar 5 sp&lém varam sakartot 4
dalibniekus; pienemsim, ka iegtta kartiba ir A - B — C — D. Liekot piektajam dalibniekam E
spelét pec kartas ar A, B, C, D, atrodam vietu, uz kuru vingu parvietot jau izveidotaja k&dite.

Acimredzot, §1 metode parada, ka M(5) < 9.

Rikojoties ar lielaku apdomu, varétu iztikt arT ar 8 spelém. Pec tam, kad iegtta k&dite A —
B —» C — D, lickam E spéléet ar B. Ja E — B, tad ar vél vienu spéli starp A un E ieglstam
pilnigu turnira sakartojumu; ja B — E, tad vél lickam E spélét ar C un D. Lielakais iesp&amo
spélu skaitsir5+1+2=38.

Paradisim vél vienu veidu, ka varétu iztikt ar 8 sp€lém. Vispirms ar trim sp&lém sakartosim
tris dalibniekus, p&c tam liksim sava starpa sp€lét abiem pargjiem dalibniekiem. Ar Cetru sp&lu
palidzibu esam ieguvusi divas pagaidam nesaistitas "kédites" (o)) A— B — Cun (8) D — E.

Tagad apvienosim §is kédites. Vispirms liksim sava starpa spelet C un E. Sis spéles
zaud@tajs ir pats vajakais dalibnieks: ievietojam to veidojamas turnira tabulas p&dgja ailé un
iznemam no atbilsto$as keédites o vai . Péc tam lickam sava starpa spélét vajakajiem
spelétajiem, kas vel palikusi kedit€s o un 3; §ts speles zaud&tajs ir otrais vajakais turnira, utt.

Actmredzot, $adi jaturpina tik ilgi, kamér viena no k&ditém (o) vai (B) pilniba "pariet" uz
veidojamo turnira tabulu. Tad atlikuSo vél neiztukSotas k&dites dalu vienkarsi pieraksta turnira
tabulas sakuma. Sadai kedisu pakapeniskai parne$anai uz tabulu var biit nepieciesamas 4 spéles
(p&c 3 spelem gan (a), gan (B) vél var bat palicis pa vienam spélétajam). Kopa mums jarékinas
ar 3+1+4=8 spelem.

Tatad tagad més zinam, ka M(5) < 8. Tomeér izradas, ka arT ta nav galgja robeZa.
Paradisim, ka 5 spélétaju monotonu turniru var pilniba sakartot ar 7 spelem.

Vispirms liksim sava starpa spélét diviem sp€létaju pariem un péc tam to zaud&tajiem.
Varam uzskatit, ka ieglita 232. Zim€juma paradita aina:

A B C a B Y C A B C E
*—>0—>0 *—>0—0 >@ o—

D D D

232. Zim. a 233. zim. b

Tad liekam spé€lét B un E. Ja E — B, liekam spélét A un E; ja B — E, liekam spéglét C un E.
Jebkura gadijuma iegiistam vienu no 233. Zim&uma paraditajam ainam, pie tam 233. zim&uma
b situacija rodas tikai tad, ja aprakstitajas spéles B — E un C — E; citos gadijumos rodas 233.
zim&juma a situacija, kur offy var biit attiecigi ABE, AEB vai EAB.

Pagaidam notikusas 5 spéles. Talak 233. zim&juma b gadijuma liekam D spélét ar A un B,
iegtstot pilnigu sakartojumu, bet 233. zim&juma a gadijuma lieckam D spélét vispirms ar [, bet
talak ar o, ja D — B, un ar vy, ja B — D. Ta rezultata iegiistam pilnigu turnira sakartojumu,
pavisam izmantojot ne vairak ka 7 spéles.
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Tatad tagad jau zinam, ka M(5) < 7. Vai ta ir galiga robeza? Pieradiet patstavigi, ka
M(6) < 10, izmantojot nupat icgito rezultatu! Pam&ginasim atrast M(n) noveértéjumu no augsas
vispariga gadijuma.

Rikojoties péc visvienkarSaka algoritma (katrs spelé ar katru), patéréto spélu skaits ir
V(n)=Cy? = % n (n - 1), t.i., aptuveni proporcionals lieclumam n?. Tados gadijumos saka, ka

algoritms V ir "ar sarezgitibu n?".

Apskatisim algoritmu B, ar kura palidzibu més pirmo reizi paradijam, ka M (5) < 8.
Vispariga gadijuma §1 algoritma biitibu var aprakstit $adi: ja ir jau sakartoti n spélétaji, tad
(n+1)-am spélctajam liekam spélét ar vidéjo (vai vienu no vidEjiem) Saja n spélétaju
sakartojuma. Atkariba no S$is spéles rezultata (n + 1)-ais sp€létajs jau jaievieto n spélétaju
saraksta kreisaja vai labaja pus€; to daram, atkal salidzinot vinu ar atbilsto$as puses vidgjo
spéletaju utt.

Pieméram, ja jau iegiits 7 spélétaju sakartojums A—B—>C—->D—->E—F—G, tad astota
spelétaja H "ievietoSanu" taja parada 234. zim&juma att€lota sheéma.

D pretH

D->H/ HoD

F pret H B pret H

G pretH E pretH C pretH A pretH
234. Zim.

Ka redzams, shéma lauj atrast, kura no 8 iepriek§¢jam vietam (pirms A; starp A un B; ...;
péc Q) jaievieto H, izsp€lgjot pavisam 3 spéles.

Sadu algoritmu B sauc par binards ievieto$anas algoritmu. Pieradiet patstavigi, ka n-ta
speletaja "ievietoSanai" n - 1 sp€létaju virkné vajag ne vairak ka [logzn] spéles! Tatad visu n
spelétaju sakartoSanai ar binaras ievietoSanas algoritmu iegiistam B(n) < n[logzn]. Matematiki
saka, ka binaras ievietoSanas algoritms ir "ar sarezgitibu n logn."

Binaras ievietoSanas algoritms ir bl_;,;[iski labaks par ieprieks apskatito "parasto" algoritmu

V. Iegiito noveértejumu attieciba ir 2log,n ¢ tuvojas bezgalibai, ar1 §is attiecibas vertiba
tiecas uz bezgalibu. Pie n = 1 000 000 ta ir ~ 25 000. Tatad jau pie n=10° algoritms B ir
apméram 25 000 reizes labaks par algoritmu V.

Apskatisim vispariga veida algoritmu S, ar kuru m@s otro reizi pieradijam, ka M(5) < 8.
Algoritma S biitiba ir sadalit turnira spélétajus divas iesp&jami vienadas dalas Aun B, sakartot
katru no tam atseviski un péc tam apvienot dalas viena saraksta, pakapeniski salidzinot abu dalu
vajakos spélétajus. Dalas A un B ar1 pasas tiek kartotas [1dzigi.

Piem@ram, 8 spélétaju turniru vispirms sadala grupas A un B pa 4 sp€létajiem katra. Katru
grupu A un B sadala grupas A1 un Az, B1 un Bz pa 2 spéletajiem katra. Katru no §Tm grupam
sadala 2 grupas pa 1 spélétajam katra. Pec tam, apvienojot 1 sp€létaju grupas pa 2, ar 4 spélem
iegtistam Az, Az, B1, B2 sakartojumus. Apvienojot A1 ar Az, un Bz ar Bz (katru reizi patérgjot 3
spéles), ieglistam A un B sakartojumus. P&c tam ar 7 sp€lém apvienojot A un B, ieglistam visa
turnira sakartojumu; kopa S(8) < 4.1+ 2.3+ 7 =17.

Algoritmu S sauc par salieSanas algoritmu. Tas ir tipisks "skaldi un valdi" tipa algoritmu
parstavis, kuru galvena biitiba ir sadalit problemu atseviskas dalas, risinat to katrai dalai
atseviski un péc tam iegiitos rezultatus apvienot.
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Apzimé&jot maksimalo algoritma S patéréto spelu skaitu n sp€létaju turnira gadijuma ar
S(n), iegiistam sakaribas

JS(I) =0
S(2n)<2S8(n)+(2n-1)
*) S(2n+1) < S(n)+S(n+1)2n.
Paradisim, ka arT algoritms S ir ar sarezgitibu n log n: pieradisim, ka visiem naturaliem n
pastav nevienadiba S (n) < nlogon. Pieradijuma izmantosim matematisko indukciju.
Bazi pie n = 1 parbauda tiesi.

Pienemsim, ka nevienadiba S (k) < klogok pareiza visiem k, kur k < n. Apskatisim S(n).
Skirosim divus gadijumus.

1. n - parskaitlis, n = 2k. Tad saskana ar (*), ta ka k <n, iegiistam

S(n)<2S(k)+(2k-1)< 2klogok + (2k - 1). Lai pieraditu vajadzigo, pietiek pieradit, ka
2klogok + (2k - 1) < 2Kklogo(2k), kas potencgjot ekvivalents ar

k2k-22k'1S (2k)2k ij k2k-22k'l§ 22k k2k.

Sis nevienadibas pareiziba ir acimredzama.

2. n - nepara skaitlis, n = 2k + 1. Tad saskana ar (*), ta ka k <n, ieglistam

S(n) < S(k) + S(k + 1) + 2k < klogzk + (k+ 1)logz(k + 1) + 2k.

Lai pieraditu vajadzigo, pietiek pieradit, ka

klogok + (k + D)loga(k + 1) + 2k < (2k + 1)log2(2k + 1), kas potencgjot ekvivalents ar
K(k+ 1) K122k < (2Kk) L jeb (4K? + 4K)K-(k + 1) < (4K? + 4k + 1)X(2k + 1).

Ar1 §1s nevienadibas pareiziba ir acimredzama.

Tatad gan binaras ievietoSanas algoritms B, gan salieSanas algoritms S ir ar sarezgitibu n
log n, t.i., lieliem n tie izturas "apm&ram vienadi".

Variet patstavigi parbaudit, ka S(24) < 89 un B(24) < 89, t.i., 24 spélétaju gadijuma abi
algoritmi dod vienadus rezultatus. Vai tos iesp&jams uzlabot? Izradas, ka ja: apvienojot abu
minéto algoritmu rezultatus viena, spélu skaitu var ievérojami samazinat.

Aplikosim spécigaku algoritmu - Forda - Dzonsona algoritmu, kas ta nosaukts savu
izgudrotaju - divu amerikanu matematiku varda. ST algoritma patéréto spélu skaitu n spélétaju
turnira gadijuma apzimésim ar FD(n).

Algoritma darbibu ilustrésim 24 spé€létaju turnira gadijuma.

1. Vispirms sadalam 24 spélétajus pa pariem un liekam katra pari apvienotajiem
speletajiem spélet sava starpa.

2. Apskatam atseviski zaudetajus. Sakartojam tos péc spéles prasmes (ka to izdarit,
apskatisim vélak). legiita situacija paradita 235. zim&uma, kur ar Z1, Z»,..., Z12 attéloti zaudetaji,
bet ar Uy, Ua,..., U1o - ar tiem viena parT bijusie uzvarétaji.

: U1 Z1 22 23 24 Zs ZG Z7 Za Zg 210 Z11 Z12
PPN RRT
U2 U3 U4 U5 UG U7 UB UQ U10 U11 U12

235. zZim.

levérosim, ka patlaban virkné jau sakartoti 13 spéletaji (u, Z1, 22, ..., Z12) un pargjie 11 (uz,
Uz,.... U12) japievieno Sai virknei.

Saskana ar FD algoritmu vispirms galvenaja virkné jaievieto uz. Skaidrs, ka usz taja
atradisies pa kreisi no zs. Liksim us spélét ar zi1. Ja us — z; tad talak usz spel€ ar uz ;ja z1 — Us,
tad talak us spélé ar z2. Péc §Tm divam sp&lém uz vieta galvenaja virkng ir noskaidrota.

Atkariba no sp€lu iznakumiem sh&mas kreisais gals tagad var izskatities divejadi (sk. 236.
Zim.).
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U1 Z1 Z2 U3 a B Y Z
*— —>0 *—>0—>0—>¢
u
2 U2
a 236. Zim. ‘ b

a gadijums iesp&jams tikai, ja uz zaudgjis gan z1, gan z»; b gadijums rodas, ja uz uzvargjis
vai nu z1 , vai otraja spél¢ z». éajé gadijuma o, B un vy var biit us, U1, Z1; U1, U3, Z1; U1, Z1, U3.

a gadfjuma uy vietu galvenaja virkné noskaidrojam ar ne vairak ka divam spélém (liekot uz
spelét ar z1 un uzvaras gadijuma- vél ar u1). b gadijuma uz vispirms spé€l€ ar 3 un p&c tam ar o
vai v.

Tadejadi us un Uz abi divi ir ievietoti galvenaja virkn€, kopa izmantojot ne vairak ka 4
spéles.

Ieveérosim, ka loti biitiski bija izvietot us un U tiesi $ada kartiba. Padomasim, cik spéles
tiktu izmantotas, ja vispirms galvenaja virkng ievietotu uz Un p&c tam us.

Skaidrs, ka u, ievietoSanai virkn€ jarékinas ar 2 spélém. Péc tam, kad u2 jau ievietots
galvenaja virkn@, us jaievieto starp 4 spélétajiem uz, U1, Z1, Z2; m&s to protam izdarit tikai ar 3
spélém, un var pieradit (ka, tiks skaidrots turpmak), ka atrak tas nav izdarams. Tatad kopa més
patérétu 2+3=5 spéles - par vienu vairak neka FD algoritma.

Viegli saprast, kads mehanisms rada So atSkiribu. Sakuma uz "pielaujama intervala" ir 2
spelétaji: ur un z1. P& uz ievietoSanas virkné us pielaujamais intervals, salidzinot ar up
pielaujamo intervalu, papildus sanem uzreiz divus sp€letajus: ui uUn zi, un taja ir 4 speletaji.
Maksimalais pielaujamais intervals, kura var ievietot spelétaju, izspel&jot 2 spéles, ir 3; tatad
Saja gadijuma uz mes ievietojam 1saka intervala, neka varétu, un tapec uz nacas ievietot jau parak
gara intervala.

Ja turpreti virkn@ vispirms ievieto us, tad ta pielaujama intervala ir 3 sp€letaji: uy, z1 Un z.

P&c us ievietoSanas uz pielaujamais intervals, salidzinot ar us pielaujamo intervalu, noteikti
zaudé 1 spélétaju z2 un varbit ieglist vienu jaunu spélétaju us, tatad atkal sastav no ne vairak ka
3 speletajiem. Saja gadijuma abu spélétaju pielaujamie intervali tiek sadaliti 1idzigak, un tas ar
lauj ietaupit vienu spéli.

P&c u3z un u ievietosanas iegiistam 237. zim&juma paradito ainu.

o g Y 8 & ® Z, Z, Z, Z, Z, Z, Z, Z, Z,
237 7im U, “ U, U, U, U, U, U L/:'n U,

Tea, B, v, 9, €, @ ir kaut kada seciba izvietojusies spelétaji uy, Uz, Us, Z1, Z2, Z3.

Ta ka 7 ir lielakais jau pilnigi sakartotu speletaju skaits, starp kuriem var ievietot nakoSo
speletaju, izmantojot 3 spéles, tad FD algoritms ka nakoSo ievieto virkne us, bet péc tam - Us,
kopa patergjot 6 spéles (tas notiek ar binaras ievietoSanas algoritma palidzibu). Rezultata
izveidojas 238. zim&juma paradita aina.

ZG Z7 ZB ZQ Z?O Z‘H 212
238 Zim. U6 U7 UG UQ U10 UH U12

Lielakais jau pilnigi sakartotu spélétaju skaits, starp kuriem var ievietot nakoSo spélétaju,

izmantojot 4 spéles, ir 15. Saskana ar FD algoritmu ievietojam galvenaja virkn€ ui1, Uio, U, Us,

Uz, Us, kopa pateérgjot 6-4 = 24 spé€les. Pec tam ievietojam taja uip, patéréjot 5 spéles. (Tiek
izmantota binaras ievietoSanas metode.) Lidz ar to visi 24 spélétaji sakartoti.
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Esam pater&jusi 12 spéles sakotngjos paros, 2-2 + 2-3 + 6-4 + 1.5 = 39 spéles ievietosanai
virkné un veél pagaidam nenoskaidrotu sp€lu daudzumu 12 zaud@taju sakartoSanai, kas tika
minéta algoritma apraksta otra punkta sakuma. ST sakarto$ana ari notiek ar $o pasu Forda -
Dzonsona algoritmu (més aprakstisim, ka). Tapéc iegiistam vienadibu

FD(24) =12 + 39 + FD(12) (1)
3. Kartosim 12 zaud@tajus ar FD algoritmu. Vispirms sadalam tos paros un lickam katra
para spélétajiem sp€lét sava starpa; pate€réjam 6 spéles. Péc tam zaudétajus sakartojam péc
spéles prasmes (ka, aprakstisim vélak). leglisim ainu, kas paradita 239. Zimgjuma.

eyl

Rikojoties talak pec jau aprakstita panémiena, visas "astites" varam ievietot galvenaja
virkng, izmantojot 2-2 + 2.3 +1-4 = 14 spéles. Tatad esam patér&jusi 6 spéles paros, 14 spéles
ievietoSanai virkné un vél pagaidam nenoskaidrotu spélu daudzumu 6 zaudétaju sakartoSanai.
So sakartosanu atkal veiksim ar FD algoritmu. Tap&c iegiistam vienadibu

FD(12) =6 + 14 + FD(6) (2)
4. Lasttajs pats var parbaudit, ka, rikojoties [1dzigi, ieglistam
FD(6) =3+44 FD(3) (3)

5. Mums janoskaidro FD(3) vértiba. Sim gadfjumam piemit ipatniba, kura paradas
pirmoreiz: kartojamo spélétaju skaits ir nepara skaitlis. Tados gadijumos FD algoritms
paredz lieko, bez para palikuSo spélétaju uzskatit par uzvarétaju un novietot pa labi no
visiem istiem uzvarétajiem (piemé&ram, 7 spelétaju gadijuma skat. 240. zZim&juma a). Miisu
gadfjuma iegiistam 240. zim&juma b paradito ainu:

FETT -

a N 240. Zim. b
Skaidrs, ka ieglistam vienadibu
FD(3)=1 +2+FD(1) (4)

Tiesam, '"astites" ievietoSanai vajadzigas 2 spéles; turpinot aizsakto algoritma
konstrukciju, mums japarada, ka ar FD algoritmu karto zaud€taju kopu, kura sastav no zaudétaja
. Protams, tam nekadas spéles nav vajadzigas, tapec FD(1) = 0.

Saskaitot (1), (2), (3), (4) un saisinot lidzigos loceklus, ieglistam FD(24) =81.

Ka redzams, iegiits ieveérojams uzlabojums, salidzinot ar binaras ievietoSanas un
salieSanas algoritmiem, kas deva B(24) = S(24) = 89. Ja n palielinas, §1 starpiba klust vél lielaka
un tiecas uz bezgalibu, ja n — oo.

Vai Forda - Dzonsona algoritms ir pats labakais? Acimredzot tas apvieno sevi biitiskas
divu iepriek§ aplikotu algoritmu - binaras ievietoSanas un salieSanas - iezimes. Binaras
ievietoSanas metode tiek lietota, papildinot galveno virkni ar "astitem"; salieSanas ideja tiek
izmantota, apvienojot viena saraksta vairakus neatkarigi sakartotus parus. Tomeér ir arl citas
idejas, kuras, kombingjot ar apskatitajam, spelu skaitu var biitiski samazinat. Ir pieradits, ka
pastav tads turnira kartoSanas algoritms (apzimé&sim to ar A), ka FD(n) - A(n) —> o, jan — oo.
Tomeér tas ir tehniski loti sarezgits, un Seit to neapskatisim.

Jaatzime, ka pats jautajums par to, vai viens vai otrs algoritms ir pats labakais, nav
vienkarss, un uz to parasti var atbildét dazadi. Apskatitie kartoSanas algoritmi, protams, netiek
lietoti tikai "sportiskiem" mérkiem (un patiesiba vispar sportistiem mérkiem netiek lietoti). To
galvenais pielietojuma lauks ir datu kartoSana elektronisko skaitlotaju atmina: spélei starp
diviem turnira dalibniekiem atbilst divu ierakstu salidzinasana; minimalais spélu skaits atbilst
mazakajam salidzinaSanas operaciju skaitam, kas jaizdara, kartojot patvaligu no n ierakstiem
sastavosu masivu. Sis uzdevums ir praktiski loti svarigs: apméram 30% no komerciala
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masinlaika pasaulé tiek pateréts dazadu kartoSanas uzdevumu risinasanai. Tomér maldigi domat,
ka algoritms ar mazako salidzinaSanu skaitu sliktakaja gadijuma ir ar labakais vispar. Pirmkart,
pasi sliktakie gadijjumi paradas samera reti, praktiski svarigak butu minimiz&t vid€jo
salidzinasanu skaitu. Otrkart, ja algoritmu ir Joti sarezgiti noprogrammeét, tad iegulditais darbs
un kliidu laboSana var izradities dargaka par iegiito efektu. TreSkart, censanas par katru cenu
samazinat salidzinasanu skaitu var palielinat citu operaciju skaitu, un algoritms kopuma atkal
var klut neefektivs. Ceturtkart, ne visi algoritmi strada vienlidz labi uz visiem datoriem: ja
programma ir Joti sarezgita vai kartojamie masivi - Joti lieli, var nakties lietot argjos atminas
nes€jus, kas atkal var biitiski sadardzinat algoritma izmantoSanu. Lidzigu uzskaitijumu varétu
vél turpinat. Tapéc jau pats uzdevums - katra konkréta gadijuma saprast, kads algoritms Sim
gadijumam ir pats labakais - ir Joti sarezgits, un apmierino$a atrisindgjuma tam nav lidz pat §im
bridim. Tomér salidzinasanu skaits sliktakaja gadijuma ir viens no paSiem galvenajiem
kartoSanas algoritma kvalitates raditajiem.

7.1.1.5. KartosSanas algoritmu apaksgjie novertéjumi

Ieprieks€jos apakSpunktos redzgjam, ka monotonu turniru kartoSanai pastav daudzi
algoritmi. Piem&ram, 5 sp€létaju turnira sakartoSanai mes vienu p&c otra izstradajam 4 aizvien
sarezgitakus algoritmus, kas $im mérkim patérgja attiecigi 10; 9; 8; 7 spéles, bet varbiit ari ta vél
nav galiga robeza un, labi papiloties, mums izdotos atrast algoritmus, kas garanté $ada turnira
sakartoSanu ar 6 spelem.

Ja lasitajs méginajis $adu "superoptimalu" algoritmu atrast, vin§ dro$i vien ir cietis
neveiksmi. Bet vai tikai ilgsto$as neveiksmes vienas paSas var biit par pamatu apgalvojumam, ka
tada algoritma nav? Ka var pieradit, ka kaut kadu minimalo sp€lu skaitu samazinat vairs nevar -
ne tagad, ne p&c miljons gadiem?

Apskatisim pieméru - shému, kas att€lo triju spélétaju A, B, C turnira pilnigu
sakartoSanu (241. zim.).

¥
ApretB

A->B B-oA

B pret C | ApretC

C—Hf/ B-C A—)C/ &_m
ApretC BpretC

241. zZim.

Taisnstiiros ierakstitas izspéléjamas spéles. No katra taisnstlira izejos$as bultinas atbilst
abiem iesp&jamiem spéles iznakumiem. Ja bultina beidzas ar ovalu, tad talakas spéles vairs nav
nepieciesamas, un ovala ir ierakstits turnira dalibnieku sakartojums péc spéles prasmes, kas
atbilst notikusajam sp€lem. Iepazistoties ar 241. zim&uma att€loto kartoSanas shému
(parbaudiet tas pareizibu patstavigi), redzam, ka tai ir 6 izejas. Vai ta ir nejausiba, vai arl to
vargja paredzet jau ieprieks?

Ieverosim, ka 3 spélétajus A, B, C péc spéles prasmes var sagrupét 6 dazados veidos: ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Turnira organizatoriem jabut gataviem uz jebkuru Sadu
sakartojumu.
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Loti svarigs ir apgalvojums: katram iesp&jamam sakartojumam shéma jabut paredzetai citai
izejai (241. zim&juma attelotaja shéma ta arf ir). Parliecinasimies par §1 apgalvojuma pareizibu.

Tiesam, pienemsim, ka diviem dazadiem sakartojumiem o un [ turnira organizatoru
paredz&taja shéma atbilst viena un ta pati izeja. Tas nozim&, ka gan sakartojuma o, gan
sakartojuma [} tiks izsp€l€tas vienas un tas pasas spéles, kas beigsies ar vieniem un tiem paSiem
rezultatiem. Tatad gadijuma, ja patiesais spélétaju sakartojums biis o, turnira rikotaju riciba ta
nosléguma biis tada pati informacija ka gadijuma, ja patiesais spelétaju sakartojums bis [3. Bet
tas nozimé, ka turnira rikotaji, pamatojoties uz savu izstradato shému, nevar atskirt sakartojumu
o no sakartojuma f3, respektivi, vismaz viena sakartojuma gadijuma bis spiesti klidities (vai
vismaz minét uz labu laimi), kas nav pielaujams.

Tatad triju spélétaju turnira ta rikotaju izstradatajai shémai tie$am jabiit ar vismaz 6 izejam
(vards "vismaz" lietots tapec, ka kadam sakartojumam var€tu atbilst arT vairakas izejas).

Nav griti saprast, ka ar7 katru algoritmu, kas paredz€ts n dalibnieku turnira kartoSanai, var
att€lot ar 241. zZim&juma redzamajai shémai lidzigu shemu. Ta ka n dalibniekus var sagrupéet
1.2.3-...n =n! dazados veidos, tad §adai shémai jabiit vismaz n! izejam.

Ja pienemam, ka kads kartoSanas algoritms neviena gadijuma nepatére vairak par k spelém,
tad tam atbilstoSajai shémai nevar bt vairak par 2" izejam. To viegli saprast, aplikojot 242.
Zim&jumu, ieverojot, ka vienas papildu spéles pielauSana iesp&jamo izeju skaitu var ne vairak ka
dubultot (katras izejas vieta paradas spéle, kuras abu izejoso bultinu galos ir pa vienai izejai).

= = %}{
242, zim. = VAN '/\L:B%{' A

Apzimgjot shémas kartoSanas algoritma izeju skaitu ar I, bet $1 algoritma vissliktakaja
gadijuma patéréto spelu skaitu ar k, no aug§minéta iegistam: 2> 1>n!

No $ejienes seko nevienadiba: 2“>n! jeb k > loga(n!).

No matematiskas analizes pazistama Stirlinga formula, kas lauj novértét lielumu n!

n! = +/2nn (%) QL

n n
n!ZVZnn(—-j,
(n > 2). Tatad e un no nevienadibas k > logz(n!) seko, ka

k > n-log,n —n-log.e + %logzn + %logz(Zn).

Galvenais (visstraujak augoSais) saskaitamais labaja pusé ir n-logon. Tapéc no §i rezultata
un salieSanas un binaras ievietoSanas algoritmu analizes seko, ka n sp€létaju turnira sakartoSanai
minimalais pietieckamais spélu skaits S(n) apmierina sakaribu,

Sim)  _,
ison-log,n
t.i., 8T lieluma galvena dala ir n-logzn jeb Sis lielums "bezgaliba uzvedas" apméram tapat ka
n-logan.

Lasitajs pats var parbaudit, ka pie n = 5 nevienadiba 2X > 5! jeb 2> 120 dod k > 7
(jaatceras, ka k ir naturals skaitlis), bet pie n = 24 nevienadiba 2X > 24! dod k > 80. Tatad
7.1.1.4. nodala aprakstitais algoritms 5 spé€létaju turnira gadijuma ir optimals, bet Forda -
Dzonsona algoritms gadijuma n = 24 ir vai nu optimals, vai arT dod rezultatu, kas no optimala
atSkiras par ne vairak ka vienu spéli (atceramies, ka FD (24) =81). Vai patiesiba 24 spélétaju

Saskana ar $o formulu " Kkur o - vieniniekam tuvs, bet par to lielaks skaitlis
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turniru var vai nevar sakartot ar 80 sp&lu palidzibu, Sodien nav zinams; ta ir neatrisinata
matematiska probléma.

Lasttajam, kas ir pazistams ar informacijas teorijas pamatiem, varam dot $adu iegita
apaks€ja novert€juma pamatojumu. Katra spéle mums sniedz vienu bitu informacijas (1 bits ir
informacijas daudzums, kas atrodas atbild€ uz jautdjumu, kur§ pielauj tikai divas dazadas
atbildes; maisu gadijuma - kur§ no abiem spéles dalibniekiem ir spécigaks). Ja tiek izspélétas k
speles, ieglistam k bitus informacijas. Bet ar k bitiem var kodet 2X atskirigas situacijas
(uzskatami iesp&jamas 2X dazadas k vardu virknites, kuras katrs vards ir "ja" vai "ng", vai arf 2X
nullu un vieninieku virknites). Ta ka ar §is informacijas palidzibu mums jaskiro n! dazadi
gadTjumi, tad jabit 2X> n!, no kurienes seko vajadzigais.

AugSminéta sprieduma d&] aprakstito metodi biezi sauc par informacijas teorijas apaks€jo
noveért€jumu (information theory lower bound). Ta v€l Sodien ir galvena metode, ar kuras
palidzibu iegiist dazadu kombinatorisku algoritmu apaks€jos novert€jumus, t.i., robezas, talak
par kuram algoritma darbibas novértéjums nav uzlabojams.

Paradisim vél vienu §1s metodes pielietojumu. Analiz&jot Forda - DZonsona algoritmu un
binaras ievietoSanas algoritmu, mums biezi nakas ievietot vienu spélétaju jau sakartota n
speletaju virknite€. No aprakstitajiem piemériem bija skaidrs, ka to var izdarit ar k sp€lu
palidzibu, ja n < 2K - 1. Pieradisim, ka tas ir labakais novertéjums, proti, ja n > 2K tad n
spelétaju sakartotd virknité ievietot (n + 1)-o sp€létaju ar ne vairak ka k spelu palidzibu nav

iesp&jams.
Tiesam, apskatam n sp&letaju sakartotu virkniti (243. zim.).
r—>0—>0—2>0—>: - - - - - - *—>0—>0—>0
A, A, A, A, A, A A
243 zim,

"levietojamais" sp€létajs B var ienemt taja jebkuru no $adam pozicijam: pirms Az; starp
A1 un Az; starp Az un Agz; ...; starp An-1 un An; aiz An.

Tatad B iesp&jamas n + 1 pozicijas. Pienemsim, ka B ievietoSanai izstradats algoritms,
kas garant€ mérka sasniegSanu, neizspé€lgjot vairak par k sp€lém. Spriezot lidzigi ka ieprieks,
ieglistam nevienadibas 2> | > n + 1 (eit I - algoritma izeju skaits), no kurienes seko 25>n+1
jebn < 2%- 1, ko arT vajadzgja pieradit.

Lasitajs patstavigi var parliecinaties, ka ar1 7.1.1.2. un 7.1.1.3. apakSpunktos ¢empiona
un vicecempiona, un bronzas medalas ieguv€ja atraSanai izmantoto algoritmu apaks€jos
novertéjumos tika izmantota §1 pati pieeja.

Tomeér informacijas teorijas metodes nav vienigas, kas lauj iegiit apaks$gjos
noveértgjumus. Par to vargam parliecinaties jau 7.1.1.1. apakSpunkta: Cempiona atraSanas
algoritma apaks€jais novert€jums, ja tas tiktu ieglits ar nupat aprakstito metodi, biitu tikai
[logen], bet patiesiba, ka més to redz&jam, $is novertgjums ir n - 1.

Paradisim vél vienu piemeru, kur apaks€jos noverte§jumos tiek lietotas citas metodes, kas
tomer ar balstas uz vid&jas vértibas metodi.

Mes apskatijam salieSanas algoritmu, kura biitiska sastavdala ir divu jau sakartotu
speletaju virknu apvienoSana viena virkn€. Mes redz€jam, ka divas n spéletaju virknes, no
kuram katra ir pilnigi sakartota, var apvienot viena virkn&, izmantojot ne vairak ka 2n - 1 spéles.

Pieradisim, ka §is rezultats nav uzlabojams, t.i., pieradisim, ka katrs algoritms divu $adu
virkniSu apvienoSanai viena vai vismaz dazos gadijumos patérés ne mazak par 2n - 1 spelem.

Pienemsim, ka sakuma dotas divas sakartotas sp€létaju virknes (244. zim.):

*—>0—>0—> - - - - - —>—>e
A, A A A A

2 3 n-1 n
—>—e—> - - - - —>0—>e
B1 Bz B3 Bn-1 n

244 zim.
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Pienemsim, ka, tas apvienojot, notikuSas ne vairak ka 2n - 2 spéles. Miisu algoritmam
jabut gatavam ar1 uz sadiem rezultatiem:
a) Ai A un Bi —>B;, ja starp §Tm sp&lém ir spéle starp Aj un A;j (Bi un Bj) uni<j,
b) Ai —B;, ja starp $im sp&lém ir spéle starp Ai un Bjuni < |,
) Bj— Aj, ja starp $im sp&lém ir spéle starp Aj un Bjuni > j.

Pienemsim, ka visas apvienoSanas procesa notikusas spéles beigusas tiesi ar Sadiem
rezultatiem. Apskatisim $adus sp&létaju parus (to skaits ir 2n - 1):

(A1, B1), (A2, B2),....(An-1, Bin-1), (An, Bn)
un
(A2, B1). (As, B2), ....(An, Bn-1).

Ta ka ir izspeletas ne vairak ka 2n - 2 spéles, tad vismaz viena pari minétie spelétaji sava
starpa nav spél&jusi. Parbaudiet patstavigi, ka neviens no abiem iesp&jamiem vinu savstarp&jiem
speles rezultatiem nav pretruna ar lidz Sim notikuSo spelu gaita iegiito informaciju! Tatad
notikusas spéles vél nelauj iegiit pilnigu priekSstatu par visu spélétaju pilnigo sakartojumu un ar
2n - 2 spelém abu virknu apvienosSanai nepietiek.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

296. Janis iedomajies naturalu skaitli, kas neparsniedz 1000. P&teris var vipam uzdot
jautajumus, uz kuriem atbilde ir "ja" vai "n€". Pieradit, ka 10 ir mazakais jautajumu
skaits, ar kuriem P&teris var garantéti uzzinat Jana iedomato skaitli.

297. Pieradit, ka 20 un 21 spélétaju gadijuma turnira pilnigai sakartoSanas nepiecieSamas un
pietiekamas 62, resp., 66 spéles.

298. Pieradit, ka, lai apvienotu divas jau sakartotas spélétaju virknes, kuras ir n un n + 1
speletaji, nepiecieSsamas vismaz 2n spéles.

299. Dotas n péc ar¢ja izskata vienadas monétas. No tdm n -1 monétam ir vienada masa, bet
viena monéta ir smagaka. Doti arT sviras svari bez atsvariem. Uz svaru kausiem var
novietot patvaligu monétu daudzumu. Pieradit, ka [logsn] ir vismazakais svérSanu skaits,
ar kuru garant€ti var atrast smagako monétu. (Norade. Padomajiet, cik dazadi iznakumi
Soreiz iesp&jami katrai sveérSanai!)

300. Katra Saha galdina riitina ierakstits cits naturals skaitlis no 1 lidz 64. M@s varam ar vienu
jautajumu noradit uz jebkuru ritinu kopu, un ka atbildi mums pasacis to skaitlu kopu,
kuri ierakstiti Sajas rutinas (bet nepasacis, kur§ skaitlis kura riitina ierakstits). Kads ir
mazakais jautajumu skaits, ar kuru més varam noskaidrot katra rutina ierakstito skaitli?

301. Kvadrats sastav no n-n ratinam. Katra ritina ierakstits naturals skaitlis. Visi ierakstitie
skaitli ir dazadi. Bez tam zinams, ka katra kolonna skaitli pieaug no augsas uz leju un
katra rindina - no Kreisas uz labo pusi. Ar vienu jautagjumu més varam par jebkuru riitinu
uzzinat, kads skaitlis taja ierakstits. Kads ir mazakais jautajumu skaits, ar kuru var
garant@ti uzzinat, vai tabula ierakstits skaitlis M?

7.1, 2. Ka skersot tuksnesi
ST punkta rezultatus ieguvusi S.Sedola (skat. [4]).
Populara M. Gardnera gramata [8] formul&ts §ads uzdevums:
"TuksneSa mala atrodas benzina kratuve, kura ir n normas benzina (n - naturals skaitlis).
Par normu sauc tadu benzina daudzumu, ar kuru masSina var nobraukt vienu kilometru.
Automasina var ieliet tikai vienu normu benzina. Braucot benzins tiek pateréts vienmerigi,
proporcionali nobrauktajam cela gabalam. Cik dzili tuksnest var iebraukt automasina, ja
1) tai ir jaatgriezas atpakal;
2) tai nav jaatgriezas?
TuksnesT jebkura vieta drikst ierikot benzina kratuves, turklat benzina zudumu nav."
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Turpmak tiks dots $a uzdevuma atrisinajums (M. Gardners dod uzdevuma atbildi, tacu
nepierada, ka dzilak tuksnesi iecbraukt nevar), ka art méginajums to péc iesp€jas visparinat.
Gramata uzdevuma 1.variantam dota $ada atbilde: masina var iebraukt tuksnesi a,¥ kilometrus,

1 1 1

kur an(l):l+— o
2 6 2n

Pieradisim, ka to patieSam var izdarit. No pieradijuma izriet€s ar1 brauksSanas algoritms.

Ja ir viena norma benzina, maSina nobrauc % km un atgriezas atpakal tuksnesa mala. Ja ir

divas normas benzina, masina panem vienu normu, nobrauc % km, atstaj tur % normas
benzina un atgriezas mala. Tur ta panem atlikuSo normu, nobrauc lidz benzina kratuvei, panem

no tas % normas un iebrauc vél % km dzilak tuksnest, tad atgriezas pie kratuves, panem no

tas pedgejo % normas benzina un atgriezas tuksnesa mala.

Talak pieradijuma izmantosim matematisko indukciju. Indukcijas bazi, ja n = 1 un n=2,
dod jau minétie spriedumi.
k
1

Induktiva hipotéze ir $ada: ja ar k normam benzina var iebraukt tuksnesi i=1 2i km dzili,
k+1
1

japierada, ka ar k + 1 normu var iebraukt = 21 kilometrus.
Paradisim, ka masina, kuras riciba ir k + 1 normas benzina, var nogadat attaluma
1 P
2(k+1) no tuksnesa malas 2(k+D normas benzina. Liksim tai izpildit $adu kustibas
algoritmu (245. zZim.):
vy

>l 1. solis
3. solis
4. solis
_ Beigas
245, zZim.
1

1. solis: masina panem 1 normu benzina un iebrauc 2(k+1) km tuksnest; pariet uz 2. soli;
2. solis: ja mala vél ir benzins, Fﬁriet uz 3. soli, pret€ja gadijuma pariet uz 4. soli;

3. solis: novieto kratuvé 1 - (K+1) normas benzina, atgriezas mala un pariet uz 1. soli;
1

4. solis: novieto kratuve 1 - 2(k+1)  normas benzina un beidz algoritma izpildi.

Viegli pamanit, ka 3. solis tiek veikts k reizes, bet 4. solis - 1 reizi. P&c §a algoritma izpildes
1 1 2k* +2k+2-1 1

k(1 - )+l - ———— = —~ =K+

kratuve ir (k+1) 2(k+1) 2(k+D 2(k+1) normas benzina. No tam

1
2(k+1) normas biis nepiecieSamas, lai no §is kratuves tiktu atpakal tuksneSa mala, tatad var
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1

teikt, ka, parvietojot kratuvi tuksnesi par 2(k+1) km, paliek k normas benzina. No induktivas
k
1
hipotézes izriet, ka ar STm k normam no kratuves jaunas atraSanas vietas var iebraukt vel i=! 2i
1

km dzili tuksnesi, atgrieZoties pie kratuves; péc tam var papemt tur esosas 2(k+1) normas
benzina un atgriezties izejas punkta. Tatad aplukotais algoritms rada, ka ar k + 1 normam
1 k 1 k+1 1
PV Z'— =L
benzina iesp€jams iebraukt 2(k+1)  F2i T21 km dzili tuksnesi un atgriezties atpakal.
Induktiva pareja izdarita. Tatad ir pieradits, ka ar n normam var iebraukt a,' km dzili un
atgriezties atpakal.
Atliek pieradit, ka nav tada algoritma, kura izpilde dotu iesp&ju iebraukt v&l dzilak

tuksnest.
p o 1+ ; . ;
< ) : S C—‘) \ '.
5 L : >
| — : L :
A B A= X, X, X, X, B=x
246. Zim. 247. Zim.

Uzzimésim patvaligi izvéletu automaSinas kustibas trajektoriju (246.zim.). Isteniba visi
trajektorijas posmi atrodas uz vienas taisnes, tatu uzskatamibas labad zZim&sim tos, izverstus
plakné.

- |

Japierada, ka attalums |AB| neparsniedz = 21 kilometrus.

Sadalisim [AB] n intervalos ta, lai visu trajektorijas nogrieZnu garumu summa katra
intervala biitu tiesi 1 km (247. zim.). Apzimésim dalfjuma punktus ar Xo, X1, X2, ..., Xn, sakot ar
vistalako trajektorijas punktu un beidzot ar sakumpunktu. Tada gadijuma pa labi no jebkura
punkta Xm trajektorijas nogrieznu garumu summa ir tie$i m kilometru.

A :

[} i

1 i

] ]

] |

! >m+1 !
! — ;

] 1

t 1

X >m+1 |
] [}

] 1

t [}

) ]

\ 1

] ]

1 { 1 ‘>
Xm+1 X Xm

248. Zim.

Apliukosim viena $ada intervala ]Xx m+1; X m [ kadu punktu x (248.zim.). Pienemsim, ka Saja
punkta masina ne reizi nemaina brauksanas virzienu. Cik reizes So punktu Skérso trajektorija?

Pozitiva virziena punkts x masinai jaSkeérso ne mazak ka m + 1 reizes, jo pa labi no punkta
Xm atrodas m km trajektorijas, un, lai Sos m kilometrus nobrauktu, uz punktu x jaatved vismaz m
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normas benzina. Lai nobrauktu ari posmu [X; Xm], nepiecieSams vél kads daudzums benzina,
kura atveSanai javeic vél vismaz viens reiss.

ArT negativa virziena masina skérsos punktu x ne mazak ka m + 1 reizes, jo gan kustibas
sakuma, gan beigas masina atrodas pa kreisi no punkta x, tatad punkts x negativa virziena
Skérsots tikpat reizes, cik pozitiva virziena. Lidz ar to pieradits, ka punkts x Skersots vismaz
2m+2 reizes. Iznémums ir tikai galigs skaits punktu, kuros masina kadu reizi maina braukSanas
virzienu. Sauksim Sos punktus par IpasSiem punktiem.

Atgriezisimies pie 247. zimgjuma.

Pirmaja intervala [xn; Xn-1] katrs iek$€jais punkts, kas nav 1pass punkts, ir skérsots ne mazak
ka 2n reizes. Visu trajektorijas nogrieznu garumu summa $aja intervala ir 1 km, bet ipaso punktu
taja ir tikai galigs skaits. Tatad §a intervala garums Xn1 - Xn apmierina nevienadibu

X, —X < Z
Analogiski ieglistam

1
xz—x3.<_g,

1
XI—XZSZ,

1
XO—XIS'Z—.

1 1 |
) ) ) AB|=x -Xx <—+—+..+—(km .
Saskaitot §1s nevienadibas, iegiistam, ka |AB] L | 2n ), kas ar1 bija

japierada. Tatad nav tada algoritma, kuru izpildot buitu iesp&jams iebraukt dzilak tuksnesi.
Otraja varianta, kad maSinai nav jaatgriezas tuksneSa mala, maksimalo iebraukSanas

1 1 |

. . o 1+-+—-+..+ km.

dzilumu izsaka izteiksme 3 5 2n-1 '
A ‘ :
[} [}
] 1
! t
! >m !
[} 1
' >2m+1 !
| B i
] [}
' '
1 1
[} [}
' ]

X1 X X
249. zim.

Algoritmu, p&c kura masinai jabrauc, katrs var atrast pats péc iepriekS€ja parauga. Mes
pieversisimies tikai abu variantu biitiskajam atSkiribam.

Sadalam visu trajektoriju nogrieznos un apliikojam vienu patvaligu nogriezni, tapat ka
ieprieksgja gadijuma (249.zim.). Pozitiva virziena katrs punkts x, kas nav ipass punkts, ir
Skérsots vismaz m + 1 reizes (spriedums tads pats, ka ieprieks).

Toties negativa virziena masina braukusi vismaz m reizes. ST vértiba ir mazaka, jo kustibas
beigas masina atrodas pa labi no punkta x, un tas pozitiva virziena tiek Skérsots par vienu reizi
vairak neka negativa virziena. Tatad kopa punkts x tiek Skérsots vismaz 2m + 1 reizi.
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Intervalu garumi apmierina nevienadibas

< 1
xn-l -xn" zn_l’

1
xn-2 - Xn-l < 2(n—1)_1’

1
X,—-X <1+-+ ...+ km
Saskaitot ieglistam ° " 3 2n-1 (km) , kas arf bija japierada.

Nedaudz mainisim uzdevuma nosacijumus. Pienemsim, ka mums ir nevis viena, bet
vairakas masinas. Par galveno sauksim to masinu, kura iebrauc visdzilak tuksnesi. Parejas
masinas sauksim par paligmasinam; tas var tuksnesi veidot kratuves, kas dod iesp&ju iedarbinat
arT galveno masinu vai citas paligmasinas.

Vispirms pieradisim $adu apgalvojumu: no paligmasinam, kuram jaatgrieZas tuksneSa
mala, nav nekada labuma, tas nedod iesp€ju palielinat galvenas masinas iebrauksanas dzilumu.

Patiesi, ja paligmasinam jaatgriezas, tad optimalitates pieradijuma nekas nemainas, jo ir
vienalga, kura masta S$k€rso patvaligo punktu X, - svarigi, cik reizes tas Sk&rsots. Tatad
maksimalais iebraukSanas dzilums ar $adam paligmaS§inam ir tads pats, ka bez tam. Bet
maksimalo dzilumu var sasniegt arT bez §Tm paligmasinam. Tatad tas ir liekas.

Tapec aplukosim tikai tadu gadijumu, kad paligmaSinas var palikt tuksnesi. V&l vairak -
pienemsim, ka mums ir neierobezots skaits $adu masinu. Pieradisim, ka tad maksimalais
1

) 1
' ' ' aP=l+ -+ +.. 4+ o _
iebrauk$anas dzilums ir an® km, kur : 2 3 N (ar galvenajai maSinai nav
jaatgriezas).
Algoritms $ads: n maSinas pagpem n normas benzina un nobrauc % km, viena maSina te
paliek, bet taja atlikusas N _% normas benzina tiek sadalitas starp paréjam n - 1 masinam. Sis

n-1 masinas nobrauc katra % _1 kilometrus. Viena ma$ina paliek uz vietas, bet tas atlikusSais

benzins tiek sadalits starp paréjam masinam, utt. Stingru pieradijumu ar matematisko indukciju
lasitajs var veikt pats. Pieradit, ka iebraukt dzilak tuksnesi nevar, ir vél vienkar$ak. Katrs
intervala [xm+1; Xm] 1ek$€jais punkts, kas nav 1paSs punkts, tiek Skérsots vismaz m + 1 reizes.
Tapéc intervalu garumi

n-2 n-1 n__l’
.

1
XI—XZSZ,
xn—x,sln.

1
X —-X < N

Saskaitot §is nevienadibas, ieglistam
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Lai lasitajam neliktos, ka ir parak liela iz8kérdiba, ietaupot benzinu, pamest tuksnesi
masinas, piebildisim, ka $is gadijums atgadina kosmiskos lidojumus, kuros kosmosa kugis,
izlietojis degvielu, pamet izmantotas kuga pakapes.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
302. Pienemsim, ka tuksne$a mala ir n normas benzina un k masinas. Cik dzili var iebraukt
tuksnest galvena masina,
1) ja tai jaatgriezas tuksneSa mala,
2) ja galvena masina var palikt tuksnesi?
Nevienai no paligmasinam nav jaatgriezas. Ta ka metode ir zinama, piedavajam
lasitajam pasam pieradit Sadus rezultatus:
pirmaja gadfjuma maksimalais iebraukéanas dzilums tuksnesT ir anx® km, kur

CT L U e

i=1 l i=k+2 21+1 k
otraja gadijuma attiemgals attalums ir

4

B = 121: iz 21— k( m).

303. (Téma skolénu zinatniskajai biedribai.) Pienemsim, ka viena punktad uz rigka Iinijas
atrodas sala, bet pargjo rigpka liniju aiznem okeans. Uz salas bazgjas galvena lidmasina
un paliglidmasinas. Uz salas ir arT n vienibas degvielas. Katra lidmaSina var uzpemt
vienu vienibu degvielas un ar So daudzumu degvielas var nolidot 1 vienibu attaluma;
degvielu lidmasinas gaisa var momentani nodot viena otrai. Lidmasinas bez degvielas
krit okeana. Kads ir lielakais rinka linijas garums, ko galvena lidmasina var nolidot un
atgriezties uz salas? Ieveérojiet, ka paliglidmasinas var sagaidit galveno lidmasinu arT no
otras puses! Skirojiet 4 gadijumus, ievérojot, ka

a) paliglidmasinu var biit neierobezots daudzums vai ar galigs skaits k,
b) var bt prasiba, ka visam paliglidmasinam ar1 jaatgrieZas uz salas, vai arl var
atlaut tam krist okeana.

(km);
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Uzdevumi patstavigai risinasanai
302. Pienemsim, ka tuksnesa mala ir n normas benzina un k masinas. Cik dzili var iebraukt tuksnest galvena
masina,
1) ja tai jaatgriezas tuksnesa mala,
2) ja galvena mas$ina var palikt tuksnesi?
Nevienai no paligmasinam nav jaatgriezas. Ta ka metode ir zinama, piedavajam lasitajam paSam
pieradit $adus rezultatus:
pirmaja gadijuma maksimalais iebraukéanas dzilums tuksnesi ir anx® km, kur

8, = Z Z 2i+1-k (KM

i=1 l i=k+2
otraja gadijuma attiecigais attalums ir

4

B = 121: iz 21— k( m).

303. (Téma skolénu zinatniskajai biedribai.) Pienemsim, ka viena punkta uz rinka linijas atrodas sala, bet
pargjo rinka Iiniju aiznem okeans. Uz salas bazgjas galvena lidmasina un paliglidmasinas. Uz salas ir
arT n vienibas degvielas. Katra lidmaSina var uznemt vienu vienibu degvielas un ar So daudzumu
degvielas var nolidot 1 vienibu attaluma; degvielu lidmasinas gaisa var momentani nodot viena otrai.
Lidmasinas bez degvielas krit okeana. Kads ir lielakais rinka linijas garums, ko galvena lidmasina var
nolidot un atgriezties uz salas? Ieverojiet, ka paliglidmasinas var sagaidit galveno lidmasinu arT no otras
puses! Skirojiet 4 gadijumus, ievérojot, ka

a) paliglidmasinu var biit neierobezots daudzums vai arT galigs skaits k,
b) var biit prasiba, ka visam paliglidmasSinam ar1 jaatgriezas uz salas, vai ar1 var atlaut tam krist
okeana.

7. 1. 3. Par plapigiem kaiminiem

Saja punkta apliikosim uzdevumus, kas saistiti ar atriem informacijas izplatidanas algoritmiem. Tapat
ka iepriek$€jos punktos, katrai §adai problémai ir divas dalas - izstradat optimalo algoritmu un pieradit, ka tas
patiesam ir optimals. Ka parasti, Dirihl€ princips vai vidgjas vertibas novertejums tiek izmantots optimalitates
pieradijuma.

Apskatisim ciematu, kura dzivo n kaimini. Pienemsim, ka vini vienlaicigi uzzina katrs vienu jaunu zinu
(katrs citu). Kaimini ir ieintereséti, lai visi uzzinatu visus jaunumus. Ka to vislabak panakt?

Atbilde acimredzot ir atkariga gan no ta, kadus Iidzeklus drikst lietot informacijas izplatiSanai, gan ar1
no ta, ko sauksim par labu un ko - par sliktu informacijas izplatiSanas algoritmu. Dazos gadijumos var bt
svarigi, lai "pilniga inform&tiba" iestatos iesp&jami atri, citos - lai tiktu izmantoti iespg€jami mazi tehniskie
resursi (véstules, telegrammas, telefona liniju noslodzes laiks utt.).

Aplukosim dazadus uzdevumus, kadi rodas, cenSoties So problému atrisinat. Visos gadijumos
pienemsim, ka ciemata ir vismaz 2 iedzivotaji.

7.1.3. 1. Véstules

Pienemsim, ka informacijas izplatiSanai tiek lietotas v@stules, pie tam katra véstulé var uzrakstit visus
rakstiSanas bridi zinamos jaunumus. Kads mazakais v€stulu skaits jauzraksta, lai visi n ciemata iedzivotaji
uzzinatu visus jaunumus?

Nav griti saprast, ka $adu meérki var sasniegt, uzrakstot pavisam 2n - 2 véstules. Iesp&jami vairaki
varianti, ka to izdarit.

Luk, divi no tiem.

1. Visi ciemata iedzivotaji, izpemot vienu iedzivotaju A, uzraksta véstules §im vienam iedzivotajam. Ta
rezultata A zina visus jaunumus, un ir uzrakstitas pavisam (n - 1) véstules. Talak A uzraksta pa vestulei visiem
pargjiem n - 1 iedzivotajiem, un pilniga informeétiba ir sasniegta. Kopgjais vestulu skaits ir

(n-1)+(n-1)=2n-2.

2. Sanumurésim iedzivotajus pec kartas: A1, Az,..., An. To, ka iedzivotajs X raksta vestuli iedzivotajam Y,
att€losim ar pierakstu X — Y. Lasitajs pats var parbaudit, ka $ada 2n - 2 v@stulu seciba: A1 — Az; A2 — Ags;




Az = Az An2 = Antl Ant = An An = Ant Ani—An2; An2 = Anasi...; Az = A2; A2 — A arT nodroSina
pilnigu informétibu.

Iesakam patstavigi atrast vél citus algoritmus, kas katrs izmanto 2n - 2 véstules.

Tomér uzdevums vél nav lidz galam atrisinats, jo més neesam noskaidrojusi, vai 2n - 2 ir vismazakais
vestulu skaits, ar kuru var panakt pilnigu informétibu. Pamatosim to.

Aplikosim to bridi v&stulu rakstiSanas procesa, kad pirmais no visiem ciema iedzivotajiem ir uzzinajis
visas jaunas zinas. Apzimésim $o bridi ar T. Tatad bridi T precizi viens no iedzivotajiem - apzimé&sim to ar A -
jau zina visus jaunumus.

Ta ka A ir uzzindjis visu paréjo n - 1 iedzivotaju jaunumus, tad katrs no Siem pargjiem ir uzrakstijis
vismaz vienu vestuli (vai nu A, vai kadam citam); pret€ja gadijuma atbilstoSais jaunums butu palicis pie ta
sakotngja "ipasnieka" un nebutu nonacis lidz A. Tatad pirms laika momenta T uzrakstitas vismaz (n - 1)
vestules.

Ta ka momenta T pargjie (n - 1) iedzivotaji, iznemot A, v€l nezina visus jaunumus, tad péc momenta T
katram no viniem jasanpem vismaz v&l viena véstule; tatad péc momenta T tiks sanemtas v&l vismaz (n - 1)
vestules. Tapéc kopéjais vestulu skaits tieSam ir vismaz

(n-1)+(n-1)=2n - 2.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka 2n - 2 tieSam ir mazakais vestulu skaits, ar kuru var sasniegt pilnigu
informétibu.

Uzmanigs lasitajs biis pamanijis misu sprieduma zinamu defektu: formali nemot, $is spriedums nav
speka, ja vairaki cilveki vienlaikus klast pilnigi informé&ti laika momenta T. Iesakam lasitajam novérst $o
defektu patstavigi (tas nav griti).

7.1. 3. 2. Telefona sarunas
Daudz griitaks (un arf interesantaks) ir gadijums, kad informacijas izplatiSanai tiek lietoti telefona sakari.
Vispirms apskatisim situaciju, kura kopgjais telefona sarunu skaits ir mazsvarigs, bet butiski panakt, lai visi
jaunumi izplatitos iesp&jami atri.
Piepemsim, ka katram no n iedzivotajiem majas ir telefons, ka katra telefona saruna ilgst vienu stundu un
ka katras sarunas laika abi tas dalibnieki pavesta viens otram visus jaunumus, kurus vini $aja bridi zina. P&c
kada mazaka stundu skaita visi var zinat visus jaunumus?
Izradas, ka atbilde ir atkariga no skaitla n paritates.
Teoréma. Mazakais stundu skaits, péc kura visi iedzivotaji var zinat visus jaunumus, ir a)
[logzn], ja n - parskaitlis,
b) [logz2n] + 1, ja n - neparskaitlis.
Piezime. Ar [x] apzZim€&jam mazako veselo skaitli, kas nav mazaks par x. Pieméram, [4]=4, [4, 8] =5

utt.

Pieradijums. Vispirms pamatosim, kapéc atrak par noradito laiku uzdevuma prasibas nav sasniedzamas.
Apskatisim gadijumu, kad n ir parskaitlis.

Izvélesimies jebkuru jaunumu. P&c pirmas stundas to zina tikai divi iedzivotaji - jaunuma sakotné&jais
"TpasSnieks" un tas, ar kuru vin$ $is stundas laika sarunajas. Otras stundas laika no viniem So jaunumu var
uzzinat vél ne vairak ka divi citi cilveki, tade] p&c otras stundas to zina ne vairak ka 4 cilveki utt., lidzigi
turpinot, ieglistam, ka péc k stundam apskatamo jaunumu zina ne vairak ka 2* cilveki. Lai biitu sasniegta
pilniga informétiba, jabiit 2 > n, tatad k > logzn. Ievérojot, ka k ir naturals skaitlis, ieglistam k > [logzn], ko
ar1 vajadzgja pieradit.

Ja n ir neparskaitlis, tad ievérosim, ka pirmas stundas laika vismaz viens iedzivotajs sarunas nepiedalas,
tatad vina jaunumu péc pirmas stundas zina tikai viens iedzivotajs. Talakie spriedumi ir lidzigi jau mingtajiem
parskaitla n gadijuma.

Tagad pieradisim, ka ar minéto stundu skaitu pietiek, lai sasniegtu pilnigu informétibu.

Vispirms apliikosim gadijumu, kad n ir divnieka pakape, n = 2 Mums japierada, ka pilnigu
informétibu var sasniegt [logz2k] = k stundas.

Izmantosim matematisko indukciju p&c parametra k.

Baze, ja k =1, ir acimredzama.



Pienemsim, ka misu apgalvojums ir pareizs, ja k = m, t. i., pienpemsim, ka 2™ iedzivotaju gadijuma
pilnigu informétibu var panakt m stundas. Apskatisim 2™ jedzivotdjus. Mums japierada, ka vinu pilnigu
informétibu var panakt m + 1 stundas.

Sadalisim 2™ jedzivotajus divas grupas pa 2™ cilvekiem katra. Saskana ar induktivo hipotézi katras
grupas ietvaros var panakt pilnigu informé&tibu m stundas. P&€dgjo stundu izmantosim, liekot sava starpa runat
2" cilveku pariem (katra pari ir pa vienam cilvékam no katras grupas). Tad€jadi pilniga informétiba bis
panakta. Pieradijums pabeigts.

Aplikosim gadijumu, kad n ir neparskaitlis. Tada gadijuma n atrodas starp divam divnieka pakapem,
kas seko viena otrai; varam piepemt, ka 2% < n < 2¢'1, Tad [logzn] = k + 1, un mums japierada, ka panakt
pilnigu informétibu k + 2 stundas.

Varam rikoties, pieméram, $adi. Sadalam visus n iedzivotajus divas grupas: grupa A, kura ir 2K
iedzivotaji, un grupa B, kura ir (n - 2¥) iedzivotaju. Saskana ar k izvéli grupa B ir mazak iedzivotaju neka
grupa A.

Pirmaja stunda katrs B iedzivotajs sarundjas ar kadu no A iedzivotajiem (dala A iedzivotaju Sajas
sarunas nepiedalas). Pe&c tam k stundas A iedzivotdji sava starpa panak pilnigu informétibu (ka to izdarit,
paradits ieprieks). Pec tam pedgja stunda katrs B iedzivotajs, sarunajoties ar kadu A iedzivotaju, arT uzzina
visas vinam vél trukstos$as zinas.

Atliek apskatit gadTjumu, kad n ir parskaitlis, bet nav divnieka pakape. Atkal varam piepemt, ka 25 <n < 2K,
Mums japierada, ka sasniegt pilnigu informetibu k + 1 stundas.

Apzim@sim n = 2m, m ir naturals skaitlis, un izveidosim divas vienadas regulara m-stira formas
platformas, kas atrodas tiesi viena virs otras un nostiprinatas uz kopigas vertikalas ass.

Katras platformas katra stiirT novietosim pa ciemata iedzivotajam: uz augs€jas platformas - Ag, A, ...,
Anm, uz apaksgjas - By, Bo, ..., Bm, pie tam A un B; atrodas tiesi viens virs otra (i =1; 2; ...; m).

Pirmaja stunda sava starpa sarunajas tie iedzivotaji, kas atrodas tiesi viens virs otra. Pirmas stundas
beigas augsgjo platformu pagriezam par vienu vienibu pulkstena raditaju kustibas virziena ("vieniba" $aja
gadijuma ir lenkis 2"/, t.i., lenkis, par kadu japagriez regularais m - stiiris ap ta centru, lai katra virsotne
nostatos nakosas virsotnes ieprieks€ja vieta). Tagad atkal liekam sarunaties iedzivotajiem, kas atrodas viens
virs otra. Otras stundas beigas pagriezam augs€jo daudzstiiri par divam vienibam, treSas stundas beigas - par
Getram,... , k - tas stundas beigas - par 2 vienibam. (Ievérosim, ka 2¥ > m.) Lasitajs pats var izsekot, ka katrs
jaunums ir izplatijies starp visiem ciemata iedzivotajiem.

Lidz ar to teoréma pieradita.

Tagad aplikosim citu nostadni: miis neinteres€, lai zinas izplatitos atri, bet gan tas, lai jaunumu
izplatisanas notiktu ekonomiski. Kads mazakais telefona sarunu skaits garanté pilnigu informétibu ciemata
iedzivotaju vidia?

Lasitajs var viegli parbaudit, ka, ja n = 2, tad nepiecieSama un pietieckama viena saruna, bet, ja n = 3,
tad ir nepiecieSamas un pietiekamas 3 sarunas. Turpmak apskatisim gadijumu, kad n >4.

Ta ka, véstules rakstot, informacija izplatas tikai viena virziena, bet telefona saruna - abos virzienos,
varétu likties, ka minimalajam pietiekamajam telefona sarunu skaitam jabiit apméram divas reizes mazakam
neka veéstulu skaitam, t.i., ~ n. Tomér parsteidzosi, ka §1 informacijas "abpus€ja" izplatiSanas nedod gandriz
nekadu efektu.

Teoréma. Ja n > 4, tad nepiecieSamais un pietiekamais telefona sarunu skaits, kas lauj
sasniegt pilnigu informétibu, ir 2n - 4.

Pietiekamiba. Sadalisim iedzivotajus 2 grupas A1, Az, ..., Am un Bi, By, ..., Bk ta, lai katra no tam biitu
vismaz 2 iedzivotaji; tatad m>2, k>2 un m+k=n. Noorganiz&sim vispirms sarunas A:-Az, Az - Asz, .... Am-1 -
Am un B1-By, B> - Bg, .... Bkt - Bk (tiesi $ada kartiba). Péc Stm m + k - 2 sarunam Am-1 Un Am zina visus grupas
A jaunumus, bet Bk-1 un Bk - visus grupas B jaunumus. Talak noorganiz&jam sarunas Am-1 - Bk:a un Am - By;
péc tam Am-1, Bk-1, Am, Bk zina visus jaunumus. Beidzot kads no viniem piezvana atlikusajiem n - 4 cilvekiem
un pastasta tiem visus jaunumus. Kopa patérétas (m+k-2)+2+n-4=(m+k)+n-4=2n-4 sarunas.

NepiecieSamiba. Tagad pieradisim, ka ar mazak neka 2n - 4 sarunam prasito panakt nav iesp&jams.

ST fakta pieradijums ir sarezgits; sava laika nopietnos zinatniskos Zurnalos tika publicéti 3 nepareizi
pieradijumi! Talak dotais pieradijums izveidots, kombingjot amerikanu matematiku B.Beikera, A.Hajnala,
E.Milnera, R.Sostaka un ungaru matematika E.Semeredi atrisinajumus.




Risinajuma cilvékus att€losim ka grafa virsotnes, bet sarunas starp viniem - ka grafa Skautnes. Teiksim,
ka grafa virsotne kluist universala, ja taja esoSais cilvéks zina visas zinas.

Uzskatisim, ka sarunas notiek pec kartas: s(1), s(2),..., s(z).

Talak seko 2 lemmas par informacijas izplatiSanos.

1. lemma. P&c n - 2 zvaniem nav nevienas universalas virsotnes. (Grafs ar n virsotném nevar biit sakarigs,
jatajair < n - 2 skautnes, tad€] arT nevar biit nevienas universalas virsotnes.)

Risinajuma patstavigi ar matematisko indukciju pieradiet apgalvojumu: "Ja dots sakarigs grafs ar n
Skautném, tad taja ir ne vairak ka n + 1 virsotne"!

2. lemma (lemma par mainiSanu).

Ja sarunas s(a), s(a +1), s(a + k) notikusas tikai starp cilvékiem Aj, Az,..., Am, bet nakos§as sarunas s(o +
k+ 1), s(a + k+ 2),...s(a +k + V) - tikai starp cilvékiem Bi, By,..., B, pie tam visiem i, j AiB;, tad no
cilvéku informétibas viedokla galarezultata nekas nemainisies, ja sarunu grupas s(a),..., S(o + k) un s(a + k +
1),..., (o + k + v) laika zina samainis vietam.

TieSam, tas, vai sarunas starp cilvékiem A ir notikuSas vai n€, nekadi nevar iespaidot pargjo cilveku, taja
skaita arT cilvéku B, informétibu, un otradi.

Talak seko pamatapgalvojums (kur§ sastav no divam dalam), kura pieradijjuma lietosim matematisko
indukciju pec k:

1) péc n + k - 4 zvaniem nav vairak par k universalam virsotném;

2) ja ir tieSi k universalas virsotnes, tad sarunas var parkartot ta (galarezultata nemainot vispargjo
informétibu), lai pedgjas k sarunas

s'(n-3),s'(n-2),...,s'(n+k-4) butu starp §Tm k universalajam (beigas) virsotném.

Indukcijas baze.

Jak=0,k=1, k=2, tad no l.lemmas skaidrs, ka péc n - 4, n - 3 vai n - 2 zvaniem nav nevienas
universalas virsotnes.

Induktiva pareja.

Piepemsim, ka, ja k <t (t € N - patvaligs naturals skaitlis), tad esam pieradijusi, ka

1) péc n + k - 4 zvaniem nav vairak par k universalam virsotném,

2) ja ir tieSi k universalas virsotnes, tad sarunas var parvietot ta, lai pe€dgjas k sarunas biitu starp $tm k
beigas universalajam virsotném.
Pieradisim, ka arT tad, ja k =t, ir speka abas §1s pieminé&tas 1pasibas.

1. Pieradam, ka péc n + t - 4 zvaniem nav vairak ka t universalas virsotnes. Pienemsim pretgjo, t. i., ka péc
N +1 - 4 sarunam ir t + 1 universalas virsotnes.

Ta ka vienas sarunas laika var nakt klat ne vairak ka 2 universalas virsotnes, tad péc n + t - 5 sarunam bija
vismaz t - 1 universalas virsotnes X1, X2, X3,..., Xt-1; Xt UN Xt+1 radas ar (n + t - 4) - o sarunu. Pécn + (t-1) - 4
sarunam tatad ir t - 1 universali punkti. Tatad p&c induktiva pien€muma sarunas $aja posma var parkartot ta, ka
sarunas s(n +1 -4),s(n +2-4),...,s(n+ (t- 1) - 4) ir starp X1, X2, X3,..., Xt-1. P& 2. lemmas var mainit §o t - 1
sarunu bloku ar p&dgjo sarunu. Ieglistam, ka p&c n - 3 sarunam bis 2 universali punkti - X¢ Un Xe+1 (JO Xt UN Xt+1
kltst universali péc n + t - 4 sarunam, bet p&€d€jas t - 1 sarunas neviens no tiem nepiedalas). legiita pretruna 1.
lemmai.

2. Tagad pieradisim otro dalu.

Pienemam, ka péc n + t - 4 zvaniem ir t universali punkti (sarunas s(l), s(2),..., s(n + t - 4), ka ieprieks).

Apskatam pirmos n - 2 zvanus s(I), s(2),..., S(n - 2) un raduSos grafu. Taja ir vairakas komponentes (t.i.,
grafs nav sakarigs). Pieradisim, ka Saja grafa nevar biit izoléta virsotne x. Piepemsim pret€jo, t.i., ka tada
atrodama. Dotaja bridi nav nevienas universalas virsotnes, tatad ar atlikuSajam t - 2 sarunam virsotnei x
jasavienojas ar vél vismaz t - 1 universalajiem punktiem. Tatad t - 2 Skautné€m jasavieno t punkti, kas nevar
biit.

Tatad grafa, kas izveidojies péc n - 2 sarunam, nav izol€tu virsotnu, un katra grafa komponent€ ir notikusi
vismaz viena saruna.

Lidz ar to p&c 2. lemmas varam, nemainot informé&tibu p&c n - 2 sarunam, samainit sarunas ta, lai s(n - 3)
un s(n - 2) butu dazadas komponent€s. Veicam $o samaini$anu.

Tagad parejam tiesi pie apgalvojuma pieradijuma.



Pienemam, ka ne visi pedgjie t zvani ir starp beigas universaliem punktiem. Tad ir tads p, p< t, kap -1
pedgjie zvani

s(n+t-p-2),..,s(n+t-5),s(n+t-4)
ir starp universaliem punktiem, bet p - tais zvans no beigam - s(h +t - p - 3) - nav.

1. Aplikojam gadijumu, kad p =t.

Tad saruna s(n - 2) ir starp beigas universaliem punktiem, bet saruna s(n - 3) - nav. Ta ka s(n - 2) un s(n -
3) ir dazadas komponent€s, tad tas var mainit vietam. Samainot tas, jau saruna s(n - 2) nebls starp
universaliem punktiem. Tatad Sis gadijums nereduc€jas uz nakoso.

2.p<t.

Apskatam zvanu s(n+t-p-3). Tas skar vai nu vienu, vai arT nevienu péc n+t-4 sarunam universalu punktu.
Ja s(n+t-p-3) neskartu nevienu universalu punktu, tad péc 2. lemmas to varétu mainit ar visiem nakoSajiem
punktiem, un tad biitu iegtti t universali punkti jau péc n+t-5 zvaniem, kas ir pretruna ar induktiva pienémuma
1. dalu. Tatad s(n +t - p - 3) skar tiesSi vienu universalu punktu.

s(t) s(n+t-p-3) s(n+t-p-2) s(n +t-4)
I 1 I L
n+t-p-4sarunas t p - 1 zvani starp pécn +t-4
§1 saruna skar tieSi vienu sarunam universaliem punktiem

universalu punktu _
250, zim.

Atceramies, kap <t.

Apskatam pedgjo p sarunu veidoto grafu. Taja izdalam komponenti C, kura ir saruna s(n +t-p - 3).
Pienemsim, ka C satur r $kautnes (r < p), apzimgjam tas ar s(I) = S(n+t-p-3), 5(2), s (3), ..., 5 (r) - pie
tam tada kartiba, ka tas paradas sakotngja grafa (t.i., jai <], tad S (i) notiek pirms s (j)).

Analogi visas pargjas Skautnes (kas beigas nenonak komponenté C) apzim&jam ar S (1), S (2),..., S (p-
r).

Bet tad p&c lemmas par mainiSanu, nemainot informé&tibu péc n +t - 4 zvaniem, sarunas var parkartot §ada
seciba
s(1), ..., s(n+t—p—-4), 5(1), ..., Sp-1), §(1), ..., §()
sarunas arpus  sarunas kompo-
komponentes C nenté C
Komponente C ir r Skautnes, tatad < r + 1 virsotnes. Vismaz viena no tam nav universals punkts, jo s(n +
t - p - 3) savienoja vienu universalu un vienu neuniversalu punktu. Tatad komponente C atrodas < r universali
punkti.
Tapéc, notiekot sarunam s(l), .... s(n +t-p-4), S (1), ..., S (p - r), ir radies vismaz t - r universalu punktu.
Skautnu skaits teir(n+t-p-4)+ (p-r)=n+(t-r) - 4. Takar >0, tad péc induktivas hipotezes 1. dalas
p&c $Tm sarunam ir radies ne vairak ka t - r universalu punktu. Tatad p&c $adi sakartotam n + (t - r) - 4 sarunam
ir tiesi t - r universali punkti.
Péc induktivas hipotézes 2. dalas varam parkartot pirmos n +t - r - 4 zvanus ta, lai péd&jie t - r no tiem
biitu starp universaliem punktiem (kas nav komponenté C):
s’(1), 8°(2),...,8’n—4), ..., s’(n+t—r—4), $(1), $(2), ..., (1)
rsp<t
Bet tad sarunas s' (n - 3),..., 8" (n +1 - r - 4) var mainit vietam ar sarunam S (1), S (2),.... S (r) (zvani s'(n-3)
, vy S'(N+t-r-4) ir arpus komponentes C, bet zvani S (l),..., S (r) - komponentg C):
s’(1), s’(2),..., ’(n —4), §(1), 5(2), ..., S(), s'(n=3), ..., 8’ (n+t—-r~4).

Ta ka sarunas s' (n - 3), ' (n - 2),..., $' (n +t - r - 4) rada tieSi t - r universalus punktus, tad p&c sarunam
s'(), s'2),..., s'(n - 4), s(), S(2),.., s(r) bus raduSies tieSi r universali punkti. Bet tad péc induktiva
pienémuma §1s sarunas var parkartot ta, lai pe€d@jas r sarunas biitu starp beigas (t.i., péc n + r - 4 sarunam)
universaliem punktiem:

s”(1), s"(2),..., 8"(n—4),s"(n—3), ..., s"(n+ t—r—4),
starp universaliem punktiem.
Tatad visa parkartotaja sarunu virkng s"(1), s"(2),..., s"(n +r - 4), s'(n - 3),..., S'(n +t - r - 4) pedgjasr +t - r
= t sarunas biis starp beigas universalajam virsotném.



Tadgjadi pieradits art otrs induktivas parejas apgalvojums, bet tade| pieradits ari, starp citu, ka katram k
péc n + K - 4 sarunam ir ne vairak ka k universalas virsotnes.

Bet tad arT p&c 2n - 5 zvaniem ir ne vairak ka n - 1 universalas virsotnes, tatad - lai visas virsotnes kliitu
universalas, ir nepiecieSamas 2n - 4 sarunas. Teoréma pieradita.

Uzdevumi patstavigai risinasanai

304. Pieradit, ka tad, ja ir nepara skaits kaiminu, nav iesp&jams telefona sarunas noorganiz€t ta, lai katrs
kaimins katru jaunumu dzirdétu tikai vienu reizi.

305. Pieradit, ka iepriek$gja uzdevuma minéto mérki var sasniegt, ja n = 2%, keN, un ja n=12.

306. Pieradit, ka 304. uzdevuma minéto mérki var sasniegt, ja n ir parskaitlis, kas lielaks par 18.

307. Kada konference piedalas n delegati: kimiki un alktmiki. Kimiki vienmér runa patiesibu; alkimiki dazreiz
runa patiesibu, bet dazreiz melo. Profesors Ciparin$ grib par katru delegatu uzzinat, kas vins ir: kimikis
vai alkimikis. Sai noliika vinam at]auts jebkuram delegatam A jautat par jebkuru citu delegatu B: "Kas ir
B?" Kimiku kongresa ir vairakums. Kads ir mazakais jautajumu skaits, ar kuru Ciparig$ var sasniegt savu
mérki?

7. 2. Kodesana

Ar informacijas kodéSanu més sastopamies daudzas situacijas. Piem&ram, nositot telegrammu, katru
burtu vai atstarpi starp vardiem aizstaj ar noteiktu punktu vai svitru (isu un garu signalu) kombinaciju saskana
ar specialu kodesanas likumu - Morzes abeci vai Bodo kodu. Televizijas parraides laika attéls tick parversts
speciala tipa radiosignalos, noraidits €tera un peéc tam televizijas aparata atjaunots (jeb dekodéts) parastaja
vizuali uztveramaja forma. DNK molekulas struktiira ar génu palidzibu kodétas cilveka bitiskas 1pasibas.
Datoru atmina ar elektronisko elementu stavoklu palidzibu tiek kodéti vardi, cipari, atté€li. Gramata ar burtu
palidzibu tiek kod&tas idejas un jutas. Pilsona kods raksturo varas iestadém svarigakos faktus par vinu. Misu
izrunatie vardi kodé misu domas. Var sacit, ka jebkura informacijas apstrade ir saistita ar tas nepartrauktu un
daudzpusigu kodéSanu un dekodésanu.

No daudzajam problémam, kas saistitas ar informacijas kod@anu un dekod&Sanu, mes Seit
pieskarsimies tikai divam, pie tam Joti elementara limeni, cenSoties ilustrét tas ar olimpiazu tipa uzdevumu
palidzibu.

7.2. 1. Ka cinities ar sakaru traucéjumiem

Skoléniem daZreiz Skiet, ka gramatika ir absoliiti nevajadzigs priekSmets, jo katra teikuma jéga ir skaidra
tapat, ka teiktu Sodien, "konteksta" - atkariba no sarunas vai lasama teksta vispargjas ievirzes. Par pretgjo
varétu parliecinat $ada pasaka. Veicot daudzus varondarbus, varonis X nonak giista pie launa karala, kas vinu
notiesa uz navi. Varonis jau nodots bendes rokas, kad no karala (kuru pierunajusi vina meita, kas ir
iemil&jusies varoni X) pienak véstule ar trim vardiem:

PAKART NEDRIKST APZELOT

Acimredzot, véstulé izdzisis viens komats. Lasitdjam paSam skaidrs, ka atkariba no ta, starp kuriem
vardiem S§is komats atrodas, véstules jéga kardinali mainas.

Otru piemé&ru milgja stastit akadémikis R. Dobrusins. Vins apgalvoja, ka tas esot patiess gadijums.

Kada Maskavas universitates studentu grupa ziemas brivdienas aizbraukusi uz Karakuma tuksnesi.
Noteiktaja laika studenti majas nav atgriezu$ies. Vecaki, protams, loti uztrauku$ies. Uztraukums kluvis vél
lielaks un apvienojies ar neizpratni, kad péc dazam dienam viena no gimené€m sanémusi telegrammu:

“Saniepxanbl GapaHami. CooGLIATe Fie KaHAT.” (Mis aizturéjusi auni. Pazinojiet, kur ir tauva.)

Parpratums noskaidrojies, kad studenti atgriezuSies. Izradas, telegramma nepareizi uzrakstiti tikai dazi burti.
Patiesajam tekstam bija jabiit Sadam:

“3anepxanb! 6ypadambl. CoobIIMTE BCKAHaT.” (Mis aizturdjuSas smil§u vétras. Pazinojiet uz
dekanatu.)




TreSo lidziga tipa pieméru reiz var&ja verot Latvijas Universitate, kad cienijams profesors (un lidz ar
vinu visa auditorija) ilgi centas saprast, kapéc uz tafeles paradijies mainigais Xo - indeksam nebija jabit -
kamer kads pamanija, ka nullite nav vis indekss, bet krita putekli, kas sakrajusies ap tafelé iedzitas naglas
galvinu.

Sie pieméri parada, ka, pat minimali mainot tekstu, ta jéga var izmainities lidz nepazidanai. Tai pat
laika skaidrs, ka dazadu neparedzé€tu un neparedzamu apstaklu d€] (vadu vai citas aparatiiras bojajums,
parrakstiSanas, defekts papira, uz kura nodrukats zinojums, utt.) mums jabiit gataviem uz S$adiem
paversieniem.

Ko var darit, lai noverstu $adu notikumu nevélamas sekas?

Skaidrs, ka nav un nevar bat lidzeklu, kas novérstu jebkuras kludas: ja var notikt patvaligas
parrakstiSanas, tad, protams, viena sakariga teksta "aizej uz kino" vietd var paradities cits sakarigs teksts
"Sodien sapému "desmit" algebra", un nevienam nevar rasties aizdomas par kliidu iesp&jamibu. Tomér parasti
kludas gadas reti. Ja més izv€lamies tadu kod€sanas sistému, lai vienas (vai nedaudzu) kludas gadijuma no
viena sakariga teksta koda nevar€tu rasties cita sakariga teksta kods, tad vienas (vai nedaudzu) kludas
gadijuma mes nesagpemsim sakarigu tekstu, un mums vismaz bus skaidrs, ka kaut kur notikusi apzinata vai
neapzinata zinojuma izkroplosana.

Aplikosim piemeru.

179. piemérs. llirijas armija katra karavira kods ir 6 ciparu virkne (pielaujamas ari virknes, kas sakas ar
vienu vai vairakam nullém, kurds cipari atkartojas, utt.). Katram divam virkném jaatsSkiras vismaz divas
pozicijas. Kads lielakais karaviru skaits var biit llirijas armija?

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka vairak par 100000 karaviriem biit nevar. levérosim, ka pavisam
seSu ciparu virknu ir tieSi miljons - no 000000 Iidz 999999 ieskaitot. Katrai $ai virknitei aplikosim tas "asti" -
pedgjo 5 ciparu veidoto virkni. Ta, piem&ram, virkn€s 306977 "aste" ir 06977. Skaidrs, ka ir iespgjamas tiesi
100000 "astes" - no 00000 Iidz 99999. Ja karaviru butu vairak neka 100000, tad saskapa ar D1 vismaz divu
karaviru virkném "astes" butu vienadas. Tad §is virknites var€tu atskirties ne vairak ka ar vienu ciparu - pirmo,
bet tas nav pielaujams.

Paradisim, ka uzbuvét 100000 virknites, kas apmierina nosacijumu par atskirSanos vismaz divas vietas.
Aplikosim visas iesp&jamas "astes" (to ir 100000) un katrai "astei" prieksa pierakstisim "astes" ciparu summas
pedgjo ciparu. (Pieméram, ja "aste" ir 32726, tad tai priekSa pieraksta summas 3+2+7+2+6= 20 p&dgjo ciparu
0, iegustot virkniti 032726.)

Viegli saprast: ja divam §adi veidotam 6 ciparu virkném sakristu 5 pozicijas, tad sakristu arl sesta
pozicija. Bet katras divas §adi iegiitas virknites atSkiras vismaz viena pozicija, jo tas iegiitas ar dazadam
"astem". Tatad tas sakrit ne vairak ka 4 pozicijas, t. 1., atSkiras vismaz divas pozicijas, ko ari vajadzgja
pamatot.

Skaidrs, ka, lietojot $adu kodeSanas sist€mu, mes esam absoliiti nodroSinajusies pret klidam, kuru
rezultata karavira koda "izkroplots" viens cipars: prasiba par pedgjo ciparu ka par&jo summas ped€jo ciparu
vairs netiks izpildita, un mes sapratisim, ka kaut kas nav kartiba. Vairuma gadijumu m&s "nokersim" ari tadas
kludas, kuru rezultata biis "izkroploti" divi cipari: ja klidiSanas nav apzinata, tad maz ticams, ka abas kludas
viena otru "dzesis". Tomer par So ieguvumu ir jamaksa: ar 6 ciparu virknit€m, ar kuram, visparigi runajot,
varétu apzimét miljonu karaviru, més varam apzimét tikai 100000. Citadi spriezot, piecu simbolu virknites
vieta, ar kuru pietiktu absolitas precizitates gadijuma, par kodu jalieto seSu simbolu virknite. Papildu simbolu
tados gadijumos sauc par kontrolsimbolu vai kontrolbitu.

180. piemérs. Kadu lielako virknisu skaitu, kas sastav no 7 cipariem un kam katrs cipars ir vai nu 0, vai
1, var izveéleties ta, lai katras divas izvéletas virknites atskirtos vismaz 3 vietas?

Atrisinajums. Pienemsim, ka o ir patvaliga 7 ciparu virknite, kas sastav no 0 un 1. Par §is virknites
apkartni sauksim to virkniSu kopu, kas atSkiras no a ne vairak ka viena vieta. Skaidrs, ka o apkartné atrodas
pati virknite a; bez tam o apkartné ir vél 7 citas virknites, no kuram katra atSkiras no o tiesi viena vieta. Tatad
o apkartn€ atrodas 8 virknites.

Pienemsim, ka ou un og ir divas no tam virknit€m, kuras esam izvélgjusies saskana ar uzdevuma
nosacljumiem. Més apgalvojam, ka nav tadas virknites, kas vienlaicigi pieder€tu gan ou, gan oo apkartnei.
TieSam, pienemsim, ka tada virknite B eksisté. Ta ka B atSkiras gan no o1, gan no o ne vairak ka viena vieta,



tad B sakrit gan ar a1, gan o vismaz 6 vietas; tapéc o UN o sakrit viena ar otru vismaz 5 vietas, tatad atSkiras
ne vairak ka 2 vietas. Ta ir pretruna ar uzdevuma prasibam. Tatad o1 un o apkartném nav kop€ju virknisu.

Ta ka katram no septiniem virknites elementiem neatkarigi no par&jiem ir veértiba 0 vai 1, tad apskatamo
virkni$u ir pavisam 27 = 128. Apzimé&sim ar n uzdevuma prasito skaitu; tad saskana ar pieradito par apkartném
to apkartn€s kopa ir 8n virknites. Skaidrs, ka jabut spéka nevienadibai 8n < 128; no Sejienes n<16. V&l
japarada, ka 16 virknites patieSam var izvél&ties. Viens no iesp&jamiem piemériem ir $ads:

1) 0000000;

2) 1111111,

3) 1101000 un visas virknites, kas ieglistamas no S§is virknites, cikliski parkartojot taja ciparus (t.i.,
pakapeniski parnesot pirmo, otro,... ciparu no virknites sakuma uz tas beigam);

4) 0010111 un visas virknites, kas ieglistamas no §is virknites, cikliski parkartojot taja ciparus.

Parliecinaties par pieméra pareizibu var lasitajs pats.

Ja lietosim kodu, aizstajot burtus, ciparus vai tml. ar $adam 7 ciparu virknitém, tad ne tikai konstat€sim
kludas eksistenci (ka ieprieksgja pieméra), bet arl paSi sp&sim to izlabot, ja vien biisim parliecinati, ka
kodéSanas rezultata nepareizs nav vairak ka viens cipars. To garanté "pietickami lielas atSkiribas" starp
kodgsana lietotajam virkném. Sadus kodus sauc par paskorektgjosiem kodiem. Miisu mingtais piemérs ir t.s.
Hemminga koda specialgadijums. Hemminga kodam bez paskorektéjamibas piemit vél virkne izcilu pasibu.

181. piemérs. Pienemsim, ka izmantojam kodesana n ciparu garas virknites, turklat vélamies, lai tds
sastavetu tikai no 0 un 1 un lai katras divas izmantotds virknites atskirtos viena no otras vismaz divas vietas.
Kadu lielako daudzumu virknisu var izmantot kodeésana?

Atrisinajums. Pavisam ir 2" nullu un vieninieku virkniSu garuma n. Apvienosim tas pa pariem. Katra pari
ieklautajam divam virknit€m pirmie n - 1 cipari sakrit, bet pedgjais cipars viena no tam ir 0, otra 1.

Izveidojas pavisam 2" pari. Ja kode$ana izmantosim vairak neka 2" virknites, tad kaut kadas divas no
tam biis no viena para, t.i., atSkirsies tikai viena vieta. Ta ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem, tatad vairak
par 2" virknitém nevar tikt lietotas. V@l japarada, ka iespgjams izvéleties 2" virknites saskana ar uzdevuma
nosacijumiem. Skaidrs, ka to var cerét izdarit tikai, jan >2.

Ar matematiskas indukcijas metodi pieradisim $adu apgalvojumu: visas n ciparu virknites (n > 2), kas
sastaditas no nullém un vieniniekiem, var sadalit divas kopas Xn un Yh, ta ka

1) katras divas virknites, kas abas atrodas vai nu kopa Xn, vai kopa Yn viena no otras atSkiras vismaz
divas vietas,

2) katra no kopam Xn un Yy ir 2 virknites.

Baze. Varam izveidot x2 = {00; 11} un y = {01; 10}.

Induktiva pareja. Pienemsim, ka k ciparu virknites jau sadalitas kopas Xk un Yk ar prasitajam ipasibam.
Izveidojam §adas k + 1 ciparu virkniSu kopas:

a) kopa Xk+1 iecklaujam visas virknites no Xk, kam sakuma pierakstita 0, un visas virknites no Yk, kam
sakuma pierakstits 1,

b) kopa Yk+1 ieklaujam visas virknites no Xk, kam sakuma pierakstits 1, un visas virknites no Yk, kam
sakuma pierakstita 0.

Skaidrs, ka gan Xk+1, gan Yis1 atrodas 251 + 2 k1= 2.2k1 = 2k = 2 kD1 yirknites. Katras divas Xks1
virknes, kas "radusas" no Xk virknit€m, atSkiras vismaz 2 vietas saskana ar induktivo pien€émumu; katras divas
Xk+1, virknites, no kuram viena radusies no Xk virknites, bet otra no Yk virknites, atSkiras pirmaja vieta un bez
tam V&l vismaz viena vieta, jo kopu Xk un Yk apvienojuma visas virknites ir dazadas. Induktiva pareja izdarita.
Tatad meklgjamais daudzums ir

21,

Piezime. Konstrukciju vargja izdarit ne vien induktivi, bet arT pasludinot, ka par meklgjamam var nemt tas
virknites, kuras vieninieku skaits ir parskaitlis. Pieradiet patstavigi, ka §is risinajums arf ir pareizs!

7. 2. 2. Par prasmi saprotami beigt
Atmodas laika sakuma Riga bija populara anekdote.
"PSKP CK Politbiroja loceklim Liga¢ovam jauta:




- Jegor Kuzmicg, kada ir jiisu attieksme pret sarkanbaltsarkano karogu?

- Labs karogs, loti labs karogs! (P&c pauzes.) Tikai vajadzetu pievienot stiirT piecstaraino zvaigzni. Un
vél - balto svitru nokrasot sarkanu!"

Lidzigu gadfjumu stastija par profesoru Steinu - arkartigi gudru, interesantu un atjautigu cilvéku un lielu
zinatnieku. Kadas lekcijas laika, rakstot kustibas daudzuma formulu mv, vins (acimredzot, parrakstiSanas péc)
attiecigaja vieta uzrakstija mv.

- Profesor, - kads godbijigi ierunajas, - vai formulai nav jabit citadai?

Prof. Steins uzmeta acis tafelei un ar smaidu pagriezas pret auditoriju.

- Es vel neuzrakstiju Iidz galam, - vin$ gardi nosméjas un pievienoja formulai kvadratsakni, iegiistot

myv? .

Ar lidzigam problémam més sastopamies ar1 kodéSanas procesa. Pienemsim, ka zinojumi tiek kodéti ar
nullu un vieninieku virkném un ka esam vienojusies "ja" kodet ar virkni "000", bet "ne" kodet ar "00". Pa
telegrafu noraidot atbildi "ja", pedgjais cipars drukas iekartas defekta dé] netiek nodrukats. Lidz ar to atbildes
"ja" vieta mes iegustam atbildi "n€", un, protams, rikojamies neatbilstosi patiesajai situacijai.

Actmredzami $adas kltidas iesp&jamibu radija apstaklis, ka viena kod@Sana lietota virkne ir otras virknes
sakuma dala. Lidzigi parpratumi var rasties ar1 telefona sarunas, ja aparata defekta dél mes nesadzirdam kada
varda beigas; ta, piem&ram, varda "Maskava" vieta varam sadzirdet "maska".

Minéta valodas 1patniba kodeSanas procesa rada griitibas ne tikai iespgjamo sakaru liniju defektu del. Ja
mg&s lietojam tadu kodu, kura viena ar noteiktu jégu apveltita simbolu (burtu, ciparu utt.) virkne ir otras tadas
pasas virknes sakuma fragments - un m&s redzam, ka latviesu valoda ir tiesi tads kods - tad lidz ar $adu virkni
janorada ari tas beigas, kas prasa papildu simbola lictoSanu (latvieSu valoda $ada simbola loma parasti ir
atstarpei starp vardiem). Pret&ja gadijuma, pieméram, lasot burtu virkni "DAINUVITE", més nesaprastu, vai
tiek runats par meiteni ar poétisku vardu, vai par tautasdziesmu virkni.

Varétu iedomaties, ka $adas griitibas nerodas, ja visas kod€Sana izmantotas simbolu virknes ir vienada
garuma. Taisniba! Bet tas rada lielakus izdevumus. Ja, piem@ram, ar viena un ta pasa garuma nullu un
vieninieku virkném tiek kod€ts gan biezi sastopams burts A, gan reti sastopams burts H (latviesu valoda uz
1000 burtiem A sastopams vidéji 111 reizes, bet H - 1 reizi), tad kodéta zinojuma garums bis daudz lielaks
neka tad, ja bieZi sastopami burti tiks kodeti ar 1sam virkném, bet reti sastopami burti - ar garam virkném,;
atbilstosi pieaugs arT kod€Sanas, zinojuma noraidiSanas un dekodéSanas izmaksas un laiks.

Galvenais rezultats, kas "regule" minétas problémas risinajumu (ka izvairities no ta, ka viena kodéSana
lietota virkne ir otras virknes sakums) ir nakosa teoréma, kuras pieradijums ir klasisks vidgjas vertibas metodes
pielietojums.

Teoréma (Krafta nevienadiba). Pienemsim, ka no n dazadiem simboliem izveidotas a1 virknes,
kuru garums ir 1, a2 virknes, kuru garums ir 2,..., ak virknes, kuru garums ir k, pie tam neviena
P . . - 31-+ 3’;—+...+a—tsl.
izveidota virkne nav citas virknes sakuma fragments. Tad n n n

Pieradijums. Katrai virknei, kuras garums ir i (i = 1; 2; ...; k - 1), gala var pierakstit k - i simbolus ta, lai
iegiitu virkni, kuras garums ir k; tadgjadi katrai virknei, kuras garums ir i, ir n** "pagarinajumi" - virknes, kuru
garums ir k. Visam teoréma minétajam virkném kopa ir

a1-n“+a-n* 2+ | + ak1-n+ ak pagarinajumi.

Mes apgalvojam, ka nekadi divi no Siem pagarinajumiem nesakrit. Tie§am, attieciba uz vienas virknes
diviem pagarinajumiem vai divu vienadi garu virknu pagarindjumiem tas ir acimredzams. Ja virkne o bitu
1saka par virkni B, bet kads virknes o pagarinajums sakristu ar kadu 3 virknes pagarinajumu, tad acimredzami
virkne o biitu virknes 3 sakuma fragments; ta ir pretruna ar teorémas nosacijumiem. Ta ka pavisam iesp&jamo
virkni$u, kuru garums ir k, ir n¥, tad iegiistam ai-n*+ax-n* 2+ .. + a.1-n+ ax < n, no kuriem, izdalot ar n¥, seko
vajadzigais.

182. piemérs. Kolokolo cilts valoda ir tikai divas skanas: a un b. Neviens Sis valodas vards nav otra
varda pagarinajums. Vai kolokolo valoda varbit 3 vardi, kas sastav no 3 skanam, 4 vardi, kas sastav no 4
skanam, 6 vardi, kas sastav no 5 skanam, 8 vardi, kas sastav no 6 skanam un 9 vardi, kas sastav no 7 skanam
katrs?



Atrisindjums. Lietosim Krafta nevienadibu. Soreiz n = 2 un k = 7. Parbaudot hipotétisko sakaribu

3 4 6 8 9 129
T+ o+t o+ o< L _ _ , . T >1L

8 16 32 64 128 konstat€jam, ka ta nav pareiza: kreisas puses vértiba ir 128 Tatad $ada
situacija nav iesp&jama.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
308.° Pieradit: ja no nullém un vieniniekiem tiek izveidotas vairakas virknes garuma n ta, lai katras divas
~n

izveidotas virknes atskirtos vismaz tris vietas, tad izveidoto virknu skaits neparsniedz n+1
309. Kads ir lielakais trisciparu skaitlu skaits, kurus var izveidot, izmantojot tikai ciparus 1; 2; 3;...; k, ta, lai
katri divi skaitli atSkirtos vismaz divas vietas?
k6
310. Pieradit: ja atlauts izmantot tikai k dazadus burtus, tad var izveidot ne vairak ka 6k—35 6 burtu virknes ta,
lai katras divas izveidotas virknes atSkirtos viena no otras vismaz 3 vietas.
311.* Pieradit, ka Krafta nevienadiba dod arT pietickamo nosacijumu tadas galigu virknu sist€mas (ar dotiem
virknu garumiem) eksistencei, kura neviena virkne nav otras virknes sakuma fragments.
312* Apliikojiet vélreiz 181. piemé@ra atrisinajumu! Ka redzams 251. zZim&juma, pie n = 2 un n=3 izvélétas 2"*
virknes var att€lot ka kvadrata un kuba virsotnes (ar melnam virsotném attélota kopa Xn, ar baltam
virsotném - kopa Yh):

01 D 11 010
00 10

P&c kada principa virsotném pierakstitas virknes?
Pé&c kada principa tas sadalitas grupas Xn un Yn? Vai So risinajuma ideju var pielietot ari
lielakam n vertibam?

251. zim.

7. 3. Ko nevar galigs automats
Lai saprastu So t€mu, ieteicams iepazities ar galiga automata (un vislabak ar Tjuringa maSinas)
jédzieniem.

7. 3. 1. Galigo automatu piemeéri un visparigais jedziens

Aplukosim shému, kas ilustré galda lampas iedegSanos vai neiedegSanos atkariba no tas slédza
stavokla. Baltais aplitis 252. zim&uma apzimé stavokli, kad lampa deg, tumsSais - kad ta nedeg. Liektas
bultinas parada, ka slédza nospieSana ietekmé lampas stavokli: ja slédzi nospiez tada stavokli, kad lampa deg,
tad ta nedziest (to att€lo augs€ja bultina), bet, ja slédzi nospiez tada stavokli, kad lampa nedeg, tad ta iedegas
(to attelo apaksgja bultina).

-«

252. Zim.
Ir dabiski uzskatit, ka sakuma lampa nav ieslégta, t.i., tumSo apliti var uzskatit par lampas sakuma
stavokli; to shema parada plata, melna bulta.



Aprakstita shéma lampas darbibu raksturo loti vienpusigi: ta nesniedz informaciju par to, vai kupols ir
pacelts vai nolaists, neko nepasaka par lampas novietojumu attieciba pret prick$metiem istaba utt. Saja shéma
lampa tiek apliikota ka lieta, kas var atrasties tikai divos atSkirigos stavoklos (degt vai nedegt) un kas maina
savu stavokli vienas vienigas ar&jas iedarbibas - sleédza nospiesSanas rezultata; citas aréjas iedarbibas uz lampu
netiek apskatitas.

Aplikosim citu, sarezgitaku pieméru. Smaragda pilséta daudzas vietas ir uzstaditi gaz&ta tdens automati.
Sie automati ir konstruéti ta, ka tajos var iemest tikai 1 daldera monétas. Ja automata monétu uztvergja atrodas
1 dalderis un tiek nospiesta poga, automats ielej glaze tideni, iemet monétu sava krajkas€ un sak gaidit jaunas
mongetas.

Neinteres€joties par automata krasu, formu, par to, vai tas atrodas uz ielas, vai telpas u.tml., skaidrs, ka
tadam automatam japrot atskirt divas dazadas iedarbibas: pogas nospieSanu un monétas iemesanu uztvergja.
Turklat automata reakcijai uz §tm iedarbibam jabiit atskirigai atkariba no ta, vai automata monétu uztvereja jau
atrodas 1 daldera monéta (tada gadijuma citas mong&tas jadod atpakal, bet uz pogas nospiesanu jareagé ar
glazes piepildiSanu un jaiemet monéta krajkas€), vai ar1l tur monétas nav (tada gadijuma pogas nospieSana
jaignoré, bet, sanemot viena daldera mongtu, jasagatavojas talak rikoties ta, ka aprakstits ieprieks). Sada
automata darbiba ir att€lota 253. zZim&juma paraditaja shema.

1 dalderis
atdot to
atpakal

uztvergjair
1 dalderis

poga / pieliet glazi

253. zZim.

Katra bulta attélo automata reakciju uz vienu argjo iedarbibu: pie bultas virs slipas svitras pierakstita
iedarbiba uz automatu, zem svitras - automata reakcija uz to. Automata riciba ir atkariga no ta, kura no diviem
stavokliem tas atrodas. Ka redzams, argjas iedarbibas rezultata automats ne tikai attiecigi reage, bet var pariet
no viena sava stavokla otra vai arT nemainit stavokli.

183. piemeérs. Uzziméjiet tada gazeta iidens automdta shému, kurd ari var iemest tikai viena daldera
monétas, bet kas uz pogas nospiesanu reagé sadi: ja poga tiek nospiesta bridi, kad monétu uztvéreja ir 1
dalderis, automats ielej glazé uideni bez sirupa, bet, ja pogu nospiez bridi, kad monétu uztvéréeja ir 3 monétas,
automats ielej glazé iideni ar sirupu.

Norade. Sadam automatam nepiecie$ami vismaz 4 stavokli.

Ieprieks apliikota Smaragda pilsétas gazeta tidens automata darbibu var aprakstit ar1 citadi. Apzimésim
automata stavokli ar qi, kad ta uztveérgja monétu nav, bet ar qz - stavokli, kad ta uztvergja ir 1 daldera monéta.
Lietojot $adus apzim&jumus, automata darbiba ir izsakama ar $adam teksta rindam:

Jo poga — nekas netiek darfts, qo;

Jo, 1 monéta — nekas netiek darits, q1 ;

J1, 1 monéta — atdod monétu atpakal, qz ;

i, poga — pielej glazi, qo.

Katrai 253. zZzim&juma sh&mas bultinai atbilst viena rinda. Tas kreisaja pus€ noradits automata stavoklis un
argja iedarbiba uz automatu, bet labaja pus€ - automata reakcija "uz arpusi" un stavoklis, kura tam japariet.
Varam §1s rindas saukt par gazeta tidens automata komandam, bet qo - par gazéta idens automata sakuma
stavokli.

Apliikosim 254. zZimgjuma atteloto shemu, nesaistot to ar kadu konkrétu fizisku ierici. ST shéma varétu
atbilst jebkurai tadai iericei, kas saskaita divus binaraja sistéma pierakstitus skait]us: ierice vispirms sanem abu
saskaitamo pédgjos ciparus (tie tiek pierakstiti virs slipas svitras pie komandu bultinam) un reagé uz tiem,
pazinojot summas péd&jo ciparu (tas pierakstits pie komandu bultinam zem slipas svitras). P&c tam ierice



sanem abu saskaitamo priekSpedgjos ciparus un reag€ uz tiem, pazinojot summas priekSpeéd€jo ciparu, utt.
Stavoklis qo atbilst gadijumam, kad parnesums no iepriek$gjas Skiras nav radies; stavoklis qi atbilst
gadijumam, kad, saskaitot kart€jos ciparus, tiem japieskaita arT parnesums no ieprieksgjas skiras.

/0

254. zim.
Apskatamaja shéma paredzets, ka ciparus iericé ievada pa pariem: vienu - no viena saskaitama, otru - no
otra saskaitama. Ja viena skaitla cipari tiek ievaditi atrak, uzskatisim, ka Sis skaitlis tiek papildinats ar nullem
skaitla prieksa. Kad shéma ievaditi abu saskaitamo n cipari (no labas puses), ta atbild€jusi, izvadot summas n

ciparus (no labas puses). Ja ievaditi abi saskaitamie, tad, lai parbauditu, vai summa nav vél viens cipars, shema

jaievada vél ¢, t.i., abi saskaitamie japapildina ar vél vienu nulli skaitla priek3a. Shéma reag@s ar 0 (ja tiesi

pirms tam parnesums nav radies) vai ar 1 (ja tas ir radies).

Uzdevumi patstavigai risinasanai
313. Cik stavoklu un cik bultinu (komandu) nepiecieSams shémai, kas [idziga veida realizétu divu skaitlu
saskaitiSanu decimalaja pieraksta?
314. Uzzimét lidzigu shému, kas realizé triju skaitlu saskaitiSanu binaraja pieraksta. Parbaudit shémas
pareizibu ar dazadiem piemériem.

Galiga automata jédziens matematika ieviests tap&c, lai var€tu vispariga veida pétit tadas ierices, kuru
iesp€jas atceréeties iepriek$ sanemtu informaciju ir galigas (ierobezotas). Tads, pieméram, ir dators bez argjas
atminas iericém. TieSam, dators sastav no galiga skaita dazadam mehaniskam, elektroniskam, magnétiskam
utt. iericém un elementiem, katrs no tiem var atrasties galiga skaita stavoklu. Lidz ar to arT paSa datora stavoklu
skaits ir galigs: apzimésim to ar N. Ja dators nonak N + 1 dazadas situacijas, tad vismaz divas no tam vina
"iek§eja pasaule" atspogulojas vienadi, un vin$ nespgj tas atskirt vienu no otras. Tatad, ja datoram piegadata
informacija satur k bitus un 2% > N + 1, dators visu 30 k bitu informaciju "atceréties" nespég;.

Galiga automata jedziens matematika tiek precizéts daudzos veidos atkariba no konkrétajam problémam,
kuru pétiSanai tas paredz€ts. M@s aplukosim visvienkar§ako variantu - galigu automatu ar ieeju un izeju. Ta ir
ierice, kas var atrasties galiga skaita stavoklu (apzim€sim tos ar o, qu,.... On). Viens no Siem stavokliem ir tas,
kura automats sak darbu; parasti par to izvélas qo. So stavokli sauc par automata sakuma stavokli.

Automats sp€j atskirt galigu skaitu dazadu ar€ju iedarbibu uz sevi; apzimésim §is iedarbibas ar ai; az;...; a.
Pieméram, datoram S§is iedarbibas ir klaviatiiras taustipa nospieSana. Saka ari, ka automata var ievadit
a1;az;...;ak jeb ka ta ieeja var padot ai; ap;...; a.

Atkariba no ta, kurd stavoklt automats atrodas un kada argja iedarbiba uz to Saja stavokli izdarita,
automatam ir precizi noradits,

1) ka argji reaget uz So iedarbibu (pieméram, datoram - ko paradit uz ekrana);

2) kada jauna stavokli pasam automatam "parkartoties" (pieméram, datoram - ka mainit savu elektronisko,
mehanisko un citu elementu stavokli).

Uztverot nakamo argjo iedarbibu, automats jau rikosies saskana ar tam instrukcijam, kas paredzetas Sim
jaunajam stavoklim. Skaidrs, ka arT automata ar€jo reakciju skaits ir galigs un nevar parsniegt (n + 1)k (t. i.,
stavoklu skaits, pareizinats ar dazado iedarbibu skaitu uz automatu). Ja automats reagé ar reakciju r, teiksim
ar1, ka tas izvadar.




Pieméram, 254. zZim&uma aplikotaja shéma attélots galigs automats skaitlu saskaitiSanai binaraja
pieraksta ar diviem stavokliem qo Un Qi; tas sp&j atskirt Cetras ar€jas iedarbibas (visus iesp&jamos binarciparu
parus), un tam ir divas reakcijas - O un 1.

Automats sak darbu stavokli qo. Tabula paradita automata darbiba viena konkréta pieméra.

0 0 (1 11110 0 (1 {0 0
0 1 11 01 40 1 11 (1 1

Argéja iedarbiba (ievada)

Pariet uz (stavokli) 9 {9 {9, q, 4,1 9% | 9 | 9, | 9, q,

Reakcija (izvada) 0 1 0 0 1 1 1 0 0,0

Saja pieméra labi redzama automata stavok]u jega: katrs stavoklis atbilst savai situacijai, kuras automatam
jaatskir cita no citas, jo tajas jarikojas atSkirigi. Stavoklis qo atbilst situacijai, kad parnesuma nav, bet stavoklis
Q1 - situacijai, kad parnesums ir.

7. 3. 2. Uzdevumi, kurus nav iespéjams atrisinat ar galigiem automatiem
Ieprieksgja iedala aplikojam uzdevumus, kuru risinasanai ir iesp&jams uzbtivet galigos automatus. Izradas, ka
pastav art tadi uzdevumi, kurus ar galigo automatu palidzibu atrisinat nav iespg&jams.

184. piemers. Paradisim, ka nav iespéjams uzbiivet galigu automatu, kas ka aréjo iedarbibu uztver
tikai ciparu 1 un ar "ja" atbild tad un tikai tad, ja automata ievadito vieninieku skaits ir naturala skaitla
kvadrats (ti., 1, 4, 9; 16;...), bet ar "né" - pretéja gadijuma.

Atrisinajums. Pienemsim pret&jo - ka tads galigais automats ir iesp&jams. Apzimesim ta stavoklu skaitu
ar n. Automata shéma no katra stavokla iziet tikai viena bultina, un pie tas ir rakstits 1/ja vai 1/né. Sakot ar
automata sakuma stavokli, virzisimies automata shéma pa bultinpam. Ta ka stavoklu pavisam ir n, tad péc ne

vairak ka n soliem atgriezisimies stavoklt A, kura jau esam bijusi (255. zim.).
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255. zim.

Pienemsim, ka automata péc kartas ievadam vieniniekus. Tad starp pirmo un otro pareju stavoklit A
(skat. 255. zZim.) automats biis reag€jis uz taja ievaditajiem vieniniekiem ar kaut kadu vardu "ja" un "ng"
virkni. Turpinot automata ievadit vieniniekus, ta darbiba atkal virzisies pa to pasu celu no A lidz A (jo
automata ricibu nosaka vienigi stavoklis, kura tas atrodas, un arga iedarbiba uz automatu). Tatad
atkartosies ar ta pati automata reakciju "ja" un "n&" virkne, kuras garums neparsniegs n. Tadgjadi automats
neatskir, vai tas ir stavokli A pirmo, otro,... reizi.

Talak skirosim divus gadijumus.

1. Starp pirmo un otro atrasanos stavokli A automats nav pazinojis nevienu atbildi "ja". Tad tas ar1
turpmak nepazinos nevienu atbildi "ja". Bet ta nedrikst biit, jo naturalo skaitlu kvadratu ir bezgaligi daudz,
tapec atbilde "ja" japazino bezgaligi daudzas reizes.

2. Starp pirmo un otro atraSanos stavokli A automats kaut reizi pazinojis atbildi "ja". Tad katra nakama
atbilde "ja" sekos péc ne vairak ka n vieninieku ievadiSanas automata. Bet ta nedrikst biit, jo, piem&ram,




(n+1)? - n® = 2n + 1 > n, tatad, ievadot pé&c kartas 2n vieniniekus (no vieninieka, kura numurs ir n? + 1, lidz
vieniniekam, kura numurs ir n? + 2n), visam automata atbildem jabiit "ng".

legtitas pretrunas rada, ka misu piep€mums ir nepareizs un galigs automats, kas pazist, vai vieninieku
skaits ir pilns kvadrats, nav iesp&jams.

Iz8kiroSais moments pieradijuma bija izceltie vardi par automata atgrieSanos jau bijusa stavokli, kas
tiesi izriet no Dirihl€ principa. Automata atmina ir parak maza, lai ta spétu atSkirigi atspogulot visas
dazadas iesp&jamas situacijas, kuras jaatSkir viena no otras (katru situaciju - zaki - ievietot sava bur).
Tapéc automats spiests "vairakus zakus ievietot viena buri" (vairakas principiali dazadas situacijas
atspogulot ar vienu un to pasu stavokli) un tapéc vismaz viena no tam kludities.

Lidzigi spriedumi ir pamata ar1 visiem citiem neiesp&jamibas pieradijumiem par galigiem automatiem.

Uzdevumi patstavigai risinasanai
315. Pienemsim, ka apliikotaja pieméra automatam ar "ja" ir jaatbild tikai tajos gadijumos, kad ievaditu
vieninieku skaits ir naturala skaitla kvadrats, kas neparsniedz 1000000. Pieradit, ka tadu automatu
var uzbuvet.
316. Pieradit, ka neeksisté galigs automats, kas veic skaitlu reizinaanu binaraja pieraksta. Sadam

automatam vajadzetu atskirt argjas iedarbibas g%} (binarciparu parus), un p&c katra ievadita binarciparu
para (pédgja, priekSpeédgja utt.) automatam vajadzEtu reag€t ar kart€jo reizinajuma ciparu (p&dgjo,
priekSpedgjo utt.).

Noradijums: pienemt, ka eksiste tads automats ar n stavokliem, un parbaudit, vai tas pareizi reizina

10 ... 0010 ... 00 un 10 ... 0010 ... 00.
S N Nyt Nmgreed

skaitlus  10n n+2 10n n+2

Piezime. ST uzdevuma rezultats lauj dzilak izprast aritmétisko operaciju dabu: tas parada, ka skaitlu
reizinaSana ne tikai Skiet sarezgitaka par saskaitiSanu, bet tieSam tada arf ir. SaskaitiSanu var realizét ar
galiga automata palidzibu, bet reizinaSanu nevar; reizinaSanas procesa jasaglaba daudz vairak
informacijas, ko sniedz abi darbibas locekli, neka saskaitiSanas procesa.

317. Pieradit, ka neeksisté galigs automats, kas spgj atskirt argjas iedarbibas a un b, reagét uz tam ar "ja" vai
"n&" un kas reage ar "ja" tad un tikai tad, ja ievaditaja burtu a un b virkng burtu a skaits vienads ar burtu b
skaitu.

Noradijums: pienemt, ka eksisté tads automats ar n stavokliem, un apliikot, ka automats reagé péc virknu

n+k n n n ilevadiSanas, kur k - automata stavoklu skaits taja sistemas "cilpa", kura tas
nonak, ja automata péc n burtu b ievadiSanas sak ievadit tikai burtus a.

318.* Pieradit, ka neeksisté galigs automats, kas ka argjas iedarbibas spgj atSkirt visus decimalciparus un kas
reagé ar "ja" tad un tikai tad, ja ievadita ciparu virkne ir kada naturala skaitla kvadrata pieraksts
decimalaja sistéma (ciparus ievada no skaitla sakuma).

319.* Pieradit, ka neeksisté galigs automats, kas ka argjo iedarbibu uztver tikai ciparu 1 un reagg ar "ja" tad un
tikai tad, ja ievadito vieninieku skaits ir pirmskaitlis.

Noradijums: izmantot faktu, ka neviens no skaitliem n! + 2, n! + 3,..., n! + n nav pirmskaitlis (pamatot to
patstavigi).

320. Pieradit, ka neeksisteé galigs automats, kas ka ar&jo iedarbibu uztver tikai ciparu 1 un kas, ievadot taja
bezgaligi daudz vieninieku, izvada skaitla J2 decimalciparu virkni, t.i., ciparus 1; 4; 1; 4; 2; ....

321. Kadiem bezgaligiem decimaldalskaitliem A var uzbiivét galigu automatu, kur§ uz taja ievaditu bezgaligu

vieninieku virkni reagg, péc kartas pazinodams A ciparus? Uzzimét $ada automata shému, ja A = % .
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