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levads

Vienadojumu sisemu risiraSana ir vissaresgtaka skolas algebras kursa sastda; af
algebras k zinatnes ietvarosatpiesaista daudzu nozaru spaéistu uzmafbu. Pietiek atimét
kaut vai to, ka sistmu loti specils gadjums - vieradojumi un to risiaSanas metodes - devis
sakotnejo impulsu visai msdienu abstrakt algebras atftibai. Vieradojumu sistmu
risinaSark tiek plasi lietotas citu mateatkas nozaru - matefitiskas anaizes, geometrijas,
skaitliskas materatikas utt. - metodes.

Misdieras vieradojumu sisEmu risiraSana iegst sevigu praktisku nouni sakag ar
autonatisko projekeSanas sisu izstadi.

Neskatoties uz to, skolas Kkars vieradojumu sistmu risiraSana aprobezojas ar
saskaitSanas un ievietoSanas nppamieniem (un dazreiz - Gausa metodi), tarktikai
vienkarSakajos gagjlumos. Tas ierobezo lako risimtaju redzesloku un radaniem giitibas,
saskaroties ar “nestandarta” uzdevumiem matikas olimpadges, ka af, lasot matertisko
literatiiru.

JaatZzime, ka pasaules literata mums nav izdevies atrast avotu, kioitu apkopotas
galverss skok pieejanas vieradojumu sistmu risiraSanas metodes.

Seit neginats aizpildt mingto “robu”. Bez “nestandarta” metooh apskatas af
“parasis” metodes, ilustjot tas ar sarefitakiem pientriem nek parasti. Uzdevumi
klasificéti saskaa ar risirasSanas metaan. Protams, katru uzdevumu vaggmat atrisirat an
ar ciitm meto@m, neld te paadits. Visiem uzdevumiem doti atrigijumi.

Tiek aptikota tikai sistmu risiraSana relo skaifu kopas ietvaros.

Macibu lidzekli var izmantot skolafi, matenatikas pulchu vadtaji, ka an skokni, kas
padzlinati interegjas par matetiku.

Darbs izstidats Latvijas izgitibas sistmas informatiZcijas invesiciju projekta
letvaros.



1. noddalLinearu vienadojumu sisttmas

1. uzdevumsAtrisinat piecu lin@aru vieradojumu sistmu

-y = 2
{xzy— xy> = b
2. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
X + X 4+ X = 6
Xx + X + X = 9
X + X + X = 3
X, + % + X = -3
X5 + X + X = -9
X + X + X = -6
X+ X + X = -2
X + X + X = 2

3. uzdevumsAr kadam k vertibam vieradojumu sisgtmai
X + vy =1
kx + y = 2
X + ky = 3
eksist atrisirajums?
4. uzdevumsNo skaitiemx, X, X3, X4 UnXs izveidotas desmit So skhitparu summas, kuras
apZmesim aray, &, ..., ao, zinams, ka s visas ir dadas. Pieidit, ka, zinotay, &, ..., &0,
bet nezinot, kuraartiba atbilst kuru divu skdit summai, var atrast skaisx;, X, X3, X4 UNXs.

5. uzdevumsNo cetriem skaifiem ir izveidotas seSas So skajaru summas;as ir 1, 2, 4,
6, 8 un 9. Atrast Sa%trus skaius.

6. uzdevumsgAtrisinat ¢etru linaru vieradojumu sisgtmu:

X + 7y + 3v + 5u = 16
8X + 4y + 6v + 2u = -16
2Xx + 6y + 4 + 8 = 16
5x + 3y + v + u = -16

7. uzdevumsBezgaigas papa lapasitinas salikti rali skaitli ta, ka:

a) skaiti jebkuras divas ritinas viera rinda, kas atrodas 198ztinu atéluma, ir vieradi,
b) katrs skaitlis ir& divu horizonilo kaiminu vidgjais aritnetiskais.

Pierdit, ka kata rinda visi skaiti ir vienadi.



8. uzdevumsRitinu lap uzamets patvédigs kontirs ar platumu latina (skat., piem., 1im.)
Katra konfira fitina ieraksits pa skaitlim. Kornttra iekSpus esoSdjs ritinas af jaieraksta pa
skaitlim @, lai kata iekSpug esoSdj ratina ieraksttais skaitlis [tu ta ¢etru horizordlo un
vertikalo kaiminu vidgjais aritnetiskais.

l.zim
a) pieadit: ja viss konftira ihtinas skuma ieraksttas nulles, tad via@ga iesgja izpildit
uzdevuma prabas ir— aff konftira iekSpus visas fitinas ieraksit nulles;
b) piefadit: ja kontira ritinas sskuma ir ierakstti patvdigi skaifi, tad uzdevumu vienan
var izpildit, turklat iekSpug esosajs ritinas ieraksimie skali ir noteikti viennozmigi.

9. uzdevumsAtrisinat viemadojumu sistmu:

10x, + 3% + 4% + %X, + X = 0

1Ix, + 2% + 2X, + 3% + X, = 0

15, + 4%, + 5% + 4% + X = 0

2%+ X = 3K + 12, - 33X + X + X =0
6, — 5% + 3% - X + 1/xx, + x = 0

X + 2% - 3% + 4x, + X - 16x; + 2X, = O
a4, - 8% + X + X + 33X + 1% = 0.

10. uzdevumsAtrisinat vienadojumu sistmu
X + 2% 4+ 2% + 2X, + 2% + ... + 2X, =1
X + 3% + 4 + 4x, + 4x
X + 3% + 9% + 6x, + 6%
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11. uzdevumsAtrisinat vienadojumu sistmu

2% + X 4+ X o+ o+ X, + X = 1
X + 2% + X 4+ ..o+ X, + X = 2
X + X o+ 2% 4+ ...+ X, + X = 3
X + X o+ X o+ + 2x,, + X, = n-1
X + X + X 4+ ..+ X, + 2X, = n
12. uzdevumsAtrisinat vienadojumu sistmu:
X + 2%, + 3% + .. + (h-Dx,., + nx, = 1
X, + 2% + 3%, + + (-Dx, + nx = 2
X3 + 2%, + X + ... + (h-Dx, + nx, = 3
X., + 2%, + 3% + ... + (n-Dx., + nx,, = n-1
X, + 2% + 3% + .. + (h-Dx,, + nx, = n

13. uzdevumsPiegdit, ka eksist n veseli pozitvi skaifi x;, %,..., X, kuriem vienlaiggi
izpildas &das sakabas:
2x1-xm =1,
Xl tExp-xen = Ljak=2 3 . on-1;
Al tax, = 1
Seitn ir para skaitlis.

14. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu
X — X2 2
Yy Y _ a
J1-X%+y?
y- XX -y'
J1-X2+y? ’

kura unb ir doti skaiti, pie tam &-b’<1.

15. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

X X X

L+ 2+ + =1
a:l._bl ai_bz a:l._bn

X X X

L+ 2 + + n =1
a, b1 a, bz az_bn

X X X

L + 2 + o+ n = 1
an _bl an _b2 an _bn

kur skaiti ai, &, ... , &, by, by, ..., by visi ir sawa star@ atkirigi.



16. uzdevumsAtrisinat vienadojumu sistmu

1 + x + %X, + ..+ x, =0
1 + 2, + 4%, + .. + 2"x, = 0
1 + 3% + 9% + .. + 3%, =0
1 + nx + n°%X, + .. + n"%, = 0.

17. uzdevums Ir zinams, ka x=p, y=Q, z=r, w=s ir vierigais atrisidgjums lineru
vienadojumu sistmai x + ay + a°z + a°w = a*, kuri=1,2,3,4 Izteikt ar lielumiemp, g, r, s
atrisirajumus vieadojumu sistmai

X +a%y +a'z +3°w =a® kuri= 1,2,3,4.



1. noddas Atrisinajumi

1. uzdevumsSaskaitot visus piecus det sisEmas vieadojumus

X + Yy + zZ 4+ u =5
y + z + u + v =1
Z + U + VvV + X = 2
u + v + x + vy =20
V + X + Yy + z =4

un rezulstu izdalot ar 4, ie@sim vieradojumu:
X+y+z+u+v=3.
Tagad no iegta vienradojuma aftemam ¢ kartas katru doto vieadojumu, lai atrastu meito
atrisirgjumu:
Xx=2,y=1 z=3 u=-1 v=-2.

2. uzdevumsSaskaitot das sistmas vieadojumus

X + % + x = 6 ()
X + X% + X% = 9 (2
 + X + % = 3@
X + X% + X% = -3(4)
X + X% + X = -9(0)
X + X + X% = —6(6)
XX + X + x = —2()
X + X + % = 2 (8

legustam trskarsotu visu neziimo summu:
(X1 + X2+ X3+ Xa + X5+ Xg + X7 + Xg) = 0.

Saskaitot (1), (4) un (7) viadojumus, iegstam

X1 + X2+ X3 = 6,

X4+ X5 + Xg =-3

X7+ Xg + X1 =-2,
iegiastam, ka

Xp+ (X1+ Xo+ X3+ Xg+ X5+ Xg + X7+ Xg) = L

Ta ka visu neziamo summa ir vieida ar nulli, tad seko, k& = 1. Saskaitot (2), (5) un (8)
viemadojumus, iegstam, kax, = 2. Talak - pec kartas no katra vieidojuma - izsaka

=3 =4 %=-4 %=-3 x=-2, %=-1



3. uzdevumsSaskaitot das vieradojumu sistmas
X + vy =1
kx + y = 2
X + ky = 3
otro un treSo vierdojumu, ie@gstam x + y +k(x + y) = 5. Nemot \&ra sisemas pirmo
vienadojumu, atrodam meglamok vertibu: k = 4.
Jak = 4, dofi vienadojumu sistma ir
X + vy =1
4x + y = 2
X + 4y = 3
y

Izsakot no sigmas pirm vieradojuma un ievietojot to sistmas tresaj

X
2 2

i . . ¥=,betx=1- -
viemadojuma, iegistam, ke 3 3

4. uzdevumsAtzimesim, ka
ata+...+tap= 4(X1+X2+X3+X4+X5) =4S

kur S=x + Xo + X3+ X4 + X5 Ta ka visi g dazdi, tad at visi x ir dazadi. Pimmemsim, ka
X1<X2<X3<X4<X5 UN a;<az<as<...<ajg. Tada ir divu mazko skaitu summaa;= X; + X, bet
A0=X4+Xs. TapeC S =a+ Xz+ayp un&c lieluma vidjais skaitlis

1
x3=N-a1-ai= Z(ﬂl taz + . tan)-a-an

Otra mazka summa anoteikti ir X1 +X3, fatad x;= az - %3, betxo = a;-x;. Lidzgi
atrod xs=ag-X UN X4 = aj0-Xs, jO Vislielaka summa ir ¥+xs, bet otra liedka ir xz+xs.

5. uzdevumsJa starp mekjamiem skaitiem kitu vieradi, tad at starp to pru sumnam bitu
viemadas. Bpec visi mekEjamie skaili ir dazadi. Piepemsim, kaxy, X, X3 un X ir cetri
mekletie skaiti un ka tie apmierina neviadibas x;<X»,<x3<x4. Vismazka divu skaifu
summa ir x+x,, otra mazka ir X;+xs; vislielaka summa ir %+x,, otra lielaka ir xo+x4. Tapec
ir iespejami divi gadjumi, kuri atbilst dotajm ¢etru skailu paru summam. Sos gagiumus
apraksta vieidojumu sistmas:

X + X =1
X + X = 2
X + X, =4 )
X, + X3 = 6
X, + X, = 8
X, + X, =9

un
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X3 + X = 9

Katra no Siem gagumiem saskaitot visasaps summas, iagstam trskarsSotu skaifu x;, » , X
3 UNX4 summu.

Tatad x3 + X2+ X 3+ X4= 10.

Vispirms atrisiasim vieradojumu sistmu (1). Ahemot taj no oté vienadojuma pirmo ,
legustam, ka x3 - % =1, betnemot \&ra, ka x; + x3 =6  (tas ir ceturtais viadojums),
atrodam xz = 3,5, bet tadx, = 2,5. Talak no @rgjiem vieradojumiem izsakm x;= - 1,5
un x4 = 5,5

Analogiski atrisiram vieradojumu sistmu (2), kuras atris@gums ir
x1=-05 %=15 x%=25 x=6,5.

NepiecieSamagobaude; i paiada, ka atrisigjumi der.

6. uzdevumsSaskaitot pirmo vieadojumu ar ceturto un otro ar treso,istam, ka

6(x+u)+10(y+Vv)=0
{10(x+ u)+10(y+v)=0.

No Sejienesx+u=y+v=0. Tas nomg, ka x=-u un v=-y. levietojot §s vieradibas
sisEmas pirmaj un otraj vieradojuma, mes iedisim
-4x + 4y = 16
6x - 2y = -16
Izmantojot vieadojumu saskai$anas vai ievietoSanasggenienu, atrisilm So vieadojumu
sisEmu un iegistamx=-2, y=2, lidz ar to u=2 un v=-2.

7. uzdevumsTa ka ik pec 1982 fitinam skaiti atkartojas, tad vied rindina ieraksttiem
skaifiem eksist vismazka veértiba; pimemam, kax; ir viens no maakajiem kidas rindnas
ot

i =

skaifiem. ApZmgjam rakosos s rindinas skailus arxy; Xs; ... Tad 2 “™ vainu
Xo>X1, JaXg > X1, vai al Xp = X1, jJaXs = X1.

LTdZTgi pierﬁdém, kaX3 >Xo, Xa>X3,..., X1982 > X1981, X1983 > X1982 BetX1985=X1. Ta ka rindinﬁ
nav mazku skaitu parx;, tad no pdejas nevieadibas seko, ka X; = Xig9g kas ir

iesEjams tikai gaguma, ja X;=X2= ... = X1981 = X1082.

8. uzdevumsVaram uzskat, ka pa #tinu linijjam iet koordiratu asis. Dalga veida varam
NnuUMUEt rutinas ar veselu skait pariem (,]) . Ar X ; apamesim skaitli, kas ierak#s ritina
ar numuru(,j )

a) aémredzot, vigs iek&jas ritinas ierakstot nulles, uzdevuma pizess ir apmieriatas, jo

0+0+0+0 _. . . . . .
0=—————_ Pimemsim no pre&ja, ka izdevies apmierith uzdevuma nosgamus un

vismaz viea iek&ja ritina ierakstts nenulles skaitlis.
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Aplikosim variantu, kad starp nenulles skaih ir poziivi skaifi (gadjumu, kad visi
nenulles skait ir negaltvi, apskataidzgi). Ta ka konftira iekSpus ritinu ir gaigs skaits,
starp ierakstajiem skailiem var atrast visli@ko. Pimemsim, ka tas ir M (skat. 2rm.)

e
H*—PEM
]

2 Fim.

Taki M = X+y+z+t

, tad

AM=x+y+z+t (1)

TakaM2>x, M2y, M>z, M>t (2), taddM > x+y+z+t, un vieradiba (1) var paavét
tikai, ja (2) @arversas vieadibas M=x, M=y, M=z, M=t; tatad liekkais skaitlis ieraksts af M
ratipas “kaimiu ratinas”. Lidzigi no sakaibam

At=M+u+r+v
unt > u, t> r, t> v, t=Miegastam, ka aru=r=v=M.

Tapat turpinot, agri vai &u noraksim lidz kontiram un iegsim, ka kda konfira ritina
lerakstts skaitlisM>0. Bet & ir pretruna, jo uzdevuma nosgenos dots, ka konta rmtinas
ieraksttas tikai nulles.

Tatad ntisu sikotngjais pimmémums nepareizs, un uzdevums atétsn

b) uzdevuma ofis ddas atrisidjuma izmantosim dazus faktus no lira vieradojumu

sisemu teorijas, kas saistar to atrisiajumu eksistences nogaamiem.

Uzdevuma nosagimus var pierakdtar linearu vieradojumu sistmu

Xy T X TX X g
X = 1 :

rakstot pa vienam viadojumam Kkatrai komira iekEjai ratipai un to lalas puses
saskalimo viet, kas atbilst koriira ritinam, ierakstot Sap fitinas @tkuma dotos skaius.
legita sisema saturn viemadojumus unn neziramos fi — kontira iekSpus esoSo iitinu
skaits).

Uzdevuma a) dai atbilst idziga sistma, kura afi§iras no b) dis sistmas tikai ar to, ka
kontira rhtinam atbilstods konstantes ir nulles.aad abas sisinas atgiras viena no otras
tikai ar biivajiem locekiem. Ta ka a) ddas sistmai eksist tikai viens atrisipjums (nes to
pieradijam), tad sistmas determinants nav @gda gadjuma af b) ddas sistmas determinants
nav 0, bet tad b) dias sistmai eksist viens viefgs atrisiajums.

Uzdevums atrisigts.

9. uzdevumsDotajai vieadojumu sistmai

10x, + 3% + 4% + %X, + X = 0

1Ix, + 2% + 2X, + 3% + X = 0

15, + 4x, + 5% + 4% + X = 0

2%+ X = 3 + 12, - 33X + X + X =0
6x, - 5% + 3% - X + 1/x, + %X = 0

X + 2% - 3% + 4x, + X - 16x; + 2X, = O
4, - 8% + X + X + 33X + 1% = 0

11



piemt tadaipadba, kak-taja viemadojuma koeficientsak pie X« peéc modda ir lielaks par visu
pargjo koeficientu modiu summuNemam ¥ra Soipasbu: pimemam, kax, péc modda

ir lielakais no xi, %, ..., X7. Tad, jaxm=0, mtaja vienadojunma loceklis anxyn pec modda ir

lielaks par visu prejo loceu summu. Betanevar lit, jo vieradojuma labd pus atrodas 0.
Tapec xn—=0. Rec modda x, bija lielakais no x;, %, ..., %, t@pec eksist viens viefgs

atrisimajumsx;=X,=...=x7=0.

10. uzdevumslLai atrisiraitu vieradojumu sistmu @emot \éra, kan=100)

X+ 2X, + 2% + 2X, + 2X + ... 4+ 2%, = 1
X + 3, + 4x; + 4x, + 44X + ... o+ AKXy, = 2
X + 3X, + 5% + 6x, + 66X + .. + 06X, = 3

X + 3X, + 5% + 7Xx, + 9% + .. + 19%, = 100
atpemam no katra viaidojuma iepriek§o. Uzraksim sisEmas @dejo un priekSpdgjo
viemadojumus:

X1+ 3+ Bxg + ... + 19799 + 199%190= 100

X1+ 3o+ BXz + ... + 19799 + 198X100= 99
Vienadojumu kreisajs puss atkirigi ir tikai pedejie saskad@mie, tipéc, ahemot no pdgja
viemadojuma priekspdgjo , iegistamxyo=1.
Tagad uzrakatn sistmas 99. un 98. viedojumus:

X1+ 3o+ 5Xz + ... + 193Kg7+195%gg + 19799 + 198X100= 99
X1+ 3o+ 5X3 + ... + 193Kg7+ 195%gg + 196KXgg + 196X100 = 98

Seit vieradojumu kreisajs pugs atkirigi ir divi pedejie saskaimie, un,nemot \era, ka
X10=1, iedistamxge=-1. Sada veida, no katra vieadojuma atiemot iepriek§jo, iegistam, ka
x=1, ja k ir @ra skaitlis, ung=-1, jak ir nefra skaitlis.

11. uzdevumsSaska#im visus sistmasn vieradojumus

2% + X o+ X o+ .+ X, + X, =1
X + 02X, + X + ..o+ X4, + X, = 2
X o+ X o+ 2% + ..o+ X4, + X = 3
X + X 4+ X o+ ..+ 2X, + X, = n-1
X + X 4+ X + ..+ X4, + 2X, = n
un daim rezulitu arn+1, tad iegsim
ala+ 1)
ot A 1+ 2+, +» > M
X1ttt Txaa = = = —
e n+l n+l 2
No vieradojumu sistmas pirma vieradojuma iegstam
e
M= 1- =
Xy + (Xt Xot+...+Xn1+Xy) = 1, tatad 2,
5 M
. _ . x2= _ —
No ota viemadojumax + (X1+ Xot...+Xn.1+X,) = 2 seko, ke 2.

12



M
3=3_ — s En T M —

Analogiski iegastam * 2’ 2.

12. uzdevumsSaskaitot visus si@has n vieradojumus

X 4+ 2X, + 3% + .. + (h-Dx,., + nx, = 1
X, + 2% + 3%, + ... + (-Dx, + nx =
X + 2%, + 33X + .. + (-Dx, + nx, = 3
X., + 2x, + 3% + .. + (n-Dx,., + nx,, = n-1
X, + 2% + 3% + .. + (h-Dx,, + nx, = n
142434 =D
unnemot \era, ka 2 , iegastam
+1 +1
”':”2 ) (1ot )= ”':”2 )

tatad X +xo+...+X,=1.

Atnemot no sisimas pirna vienadojuma otro, iegstam

(1-n) X3 +Xo+Xg+... +Xn1+Xn =-1.
Parveidojam So vieadojumu &da veida
-nXg + (X3 +Xo+Xs+. . +XnatXn ) =-1;
x1=X1 trtox, t IZE

tad 7 M.

Analgiski, ahemot no sisimas ot vieradojuma treso, iggstam

X1+(1-n) Xo+Xzt... +Xn1+Xn =-1

2

xz=—

un ».
#

T2 Atnemot sistmas pirmo vieadojumu no pdeja,

ntxt . tx,tx-a+l Z2-n 2
. x1He+. e H-x=n-1un Xn=|: R w1+ ) = —
legustam M M #
2 2
X=AT=XI= . A= —, An——— 1
Tatad: P b

Tiesi @ipat atrodan’ > ¥

13. uzdevumsNo vieradojuma Zj-x;=1 izsakim Xx,=2x;-1 un ievietojam x, izteiksmi
nakoSap vienadojunma -x; +2x; -3 =1; ta varam izteiktxs=3x;-3. Analgiski iegistam
Xq=4%3- 6,
Xs=5x1-10,
Xe=6x1-15,
X7=17X1-21,

2, 0
jak=2: 3; ...;n-1. Ss formulas piexda ar matemtisko indukciju. & ka n ir para skaitlis, tad
n=2m, kur m ir vesels skaitlis. Izsak Xn.1=X2m1 un X,=Xom Vispariga veida (*) un
ievietojam dotaj viemadojuma -x,1+2x,=1. Tad iegstam

(2002 - 1}52;?3 "2 4 a2 2m(2§z -

[(2m-1)x1- =1.
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M

- . . . xX1=m . . .
Atrisinot So vieadojumu, iegstam, ka 2. Ta ka n ir para skaitlis, tadm ir vesels
skaitlis, idz ar tox; ir vesels skaitlis. Tad &citi x; saskaa ar (*) iznak veseli.

14. uzdevumsViemadojumu sistma

X—yyxi-y?
J1-X2 +y? -
y—xyxZ—y? o

ir redu&jama uz linaru vieradojumu sistmu. Saskaitot abus dotos viglojumus un atemot
tos vienu no otra, betep tam sareizinot rezalus, iegisim x>-y’=a®-b? no kurienes

a

seko\/x2 —y? =+/a> —b? . levietojot Sos rezuitus dotaj vieradojumu sistma un risinot to
ka linearu sisemu

X — yJa’-b*> = aJl-a®+b’
y - xJa’-b®> = byl-a®+b?,

a+bva?-b? un y:b+a\/a2—b2
V1-a? +b? V1-a? +b?

sakiit ar dotagm, ja mainaa ar x un b ar -y, lauj mums neveikt gzbaudi: no atrisisjumu
formulam ka secirajumu iedist dots formulas, mainat ara uny ar-b.

Atzimesim, ka nekas nematns, ja dais vieradojumu sistmas viei bitu Sda:

legasim atrisirsjumu  x = . Tas, ka iegtas formulas

x—yf(x*—y?) 3
J1- £2(¢ - y?)
y—xf(x* - y?%)

V1= £20¢ - y?)
kur f ir jebkura funkcija, kasge modda nefarsniedz 1.

15. uzdevumsPiegemsim, ka ras jau kaut kda veida esam noteikuSi viaiglojumu sistmas

A, % fop =1
a, —b a, —b, a, —b,
B + %2 + o + %n = 1
a2_bl az_bz az_bn
X + % + .+ % = 1
an_bl an_bz an_bn

atrisimajumus; xq, X, X3,..., X Nav neziamie , bet kaut &di noteikti skaili, kas apmierina
doto vieradojumu sistmu. Sagidam vieradojumu

X X
Ao X T qo, *)

z-b z-b, z-Db,
kura z uzskaisim par neziamo. Reiziiam S0 vieadojumu ar kopsawfu un iedistam
ekvivalentu vieadojumu:

X1(z-)(z-ks)...(z-b) +X2(z-b) (z-1y) ... (z-) +.. . +Xn(Z-0) (z-1) . . . (z-bn-1) -
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-(z-)(z-k)...(z- by)=0 (**)

Nemot \&ra doto vieadojumu sistmu, § viemadojuma saknes iz=a;, z=ay, ..., Z=a,
tatad n-tas pakipes vieadojumam (**) ir n saknesz=ai, z=a,, ..., z=a, Ia ka
viemadojumam (**) ir saknez=a;, vieradojuma kreig puse dais ar(z-a,). TieSi tipat & daks
af ar (z-&), (z-a), ..., (z-a), t.i. vieradojuma (**) kreis puse dais ar reiziajumu

-(z-a)(z-&). .. (z-a). O
Ta ka reizingjums (***) ir n-tas pakipes polinoms atti@ba uz z ar to pasu koeficientu (-1)
pie z nias pakipes, Kds ir viermdojuma (**) kreisaj pu<, tad izteiksmei (***) un
vienadojuma (**) kreisajai puseiapat identiski vieradam:
X1(z-0p)(z-bs).... (z-n) +X2(Z-b0) (z-ks) ... (Z-B) +... . +Xn(Z-D1) (Z-bp) ... (Z-Bh-0)=
= (z-a)(z-&)...(z-a).

Esam ieguvusi identiti attieaba uz z. Piepemot, kaz=ly, iegistam

X1(b1-02)(b1-b3).... (b1-by) =- (b1-ap)(bs-ay)...(bs1-a,), no kurienes
—_ (b —ay )by —ay). (b —a,)
(B = 4,00k, —B,). (b — 8]

Analogiski pierada, ka

)by may) hy —ay)
(by —dy)(dy —d3). {8y —By) ’

by )y —ag )by —as) (B e, )
(By =0y )(hy — )by — By ) (B — 0] ’

— l:‘b?e _alj(b?e _aﬂj'--(‘bx _axj
b, - b, —B) (B b )

Esam pieidijusi, ka, ja dotajai sid8tai eksist atrisirajums, tad tas ir izteiktsada veida.
Bet iesgjams, ka Sai si8ai atrisisjums nemaz neekséstlevietojot ie@ito atrisirgjumu
dotap vieradojumu sistma, varam prliecinaties, ka tas tien apmierina So vigidojumu
sisemu.

16. uzdevumsSo uzdevumu var risih [idzigi iepriek&jam. Pimemsim, kaxy, Xo, Xa,..., % i
viemadojumu sistmas

1 + x + X + ..+ x, =0
1 + 2 + 4% + ... + 2'x, = 0
1 + 3% + 9% + ... + 3%, = 0
1 + nx + n°%, + .. + n"x, = 0

saknes (pigemam, ka Sai viadojumu sistmai eksist atrisirsjums). Sadgidisim
vieadojumu  ¥x;z+xZ+...+x,2'=0, ku@ z ir nezirimais.
Nemot \&ra doto viermdojumu sistmu, Sim vieddojumam ir sakneg=1, =2, ..., z=n.
Tagad Tkojamies idzigi ka iepriek&ja uzdevum un seciam, ka izteiksme

1+X1Z+%Z+. .. +XnZ" ) (*
daks ar

(z-1)(Zz2)(2-3).. (z-N=Z"+An1Z A7 2+ .. +AZ+HA (**)

Ta ka izteiksneém (*) un (**) abam ir viena un 2 patin-ta pakape attietba pret maifgo z,
tad &s viena no otras var &igties viengi ar konstantu reiziaju. Ja n@s izdaisim (**) ar
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A=(-1)"-1-2-3...n= (-1)n!, tad tai liis tas pats lvais loceklis 1, kas ir izteiksmei (*). No
Sejienes seko idenite

1+mz s+ 4=
(-1F
nl

(2l 27+l 22+ iz Ay

'l _ -0 _ -0
ﬂ_g, ep AplT an-l; Xn— B ..
2! nl ! kur koeficientus
A1, Ay ..., A, nosaka (**). Bpat ka iepriek$ja uzdevum atliek @rbaudt, ka Sis rezulits
tiesam apmierina doto vieadojumu sistmu, ka tas tiedm af ir.

(-1
7! un seko, ka

A x2=

X1=

17. uzdevums No atrisisjuma vienguma seko, ka visi skdiita;, ap, as, a4 ir dazdi.
Apskatim ceturtis pakipes vieadojumu

t*—( p+qt+rt?+st’)=0 *)
Nemot \&ra doto vieradojumu sistmu x+ajy+ai’z+a°w=a*, kuri=1,2,3,4,
vienadojuma (*) saknes iai, a, ag Unay, tapec (*) kreisa puse izsaks ka
(t-ag)(t-ap)(t-az)(t-as)=aiazazas-(a1axas+aazay+aagay+aazas)t+
+ (udtaidstaidntasast adutasds) U-(antastagtas) t+th (**)
Pielidzinot koeficientus pie viewlam t pakapem izteiksnes (*) un (**), iegastam:

PT-dldndsdd, g Zﬂiﬂ;ﬂw Zﬂzﬂy 5= Za

ik o
Lidzgi, jax, y, zunw ir vienadojumu sistmas
X +a%y + g’z + 3°w = a® kuri= 1,2,3,4, atrisijumi, tad,nemot \&ra, ka
(2-a,2) (P-a%) (t-a6?) (P-ad)=a 28, adas-
P a’alas+ar " an raPas A +as as’as)+
+t¥(alar+ ... +agad) (e +atras+ad) HE,

varam izteikt vieadojumu saku un koeficientu sak#u:

r=- ali'azi'as,ﬁﬂf:_ﬁ
y= Zaj a =[Za —E[Za ]cz a,a.a, =g° - 2pr,

ik iz ik i f

2
oSt = S| +2| Spe)[ S -2 -
i Lzﬁ'{.'i;

Hj‘

=prit+2qs+2p,

S - [z] S g, =,

!(Ij'
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2. nodda Vienadojumu sistemu atrisinaSana ar ievietoSanas pgmienu

1. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

{x+y:8

2

X + 33Xy + y° = 79

N

2. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
X+ Y 82
33X + 4y = 31

3. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

1 - xx, =0
1 - xx =0
1 - x.%x, =0
1 - xx =0

un no\rtét atrisirsjumu pie daidiemn.

4. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
2y
2X

5. uzdevumsAprekinat izteiksmesab+cd vertibu, ja

1

EENE N
| |
N N

a + b =1

¢ + d* =1

ac + bd = 0

6. uzdevumsAtrast visus vieidojumu sistmas

Xl(xe + Xz) = X + X
X; (X1 + Xs) = X T X
X3(X2 + X4) = X + X
Xy (Xs + Xs) = X% X
Xs (X4 + XG) = X5 + X
Xe(Xs+X) = X + X,

17



realos atrisiragjumus.

7. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

C+y)(xP+y?) = 2b°
X+Yy = b

8. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

X + y = a
X + Yy = b

9. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

X + + z =
X + y + 2 = &
X+ Yy + 22 = a
10. uzdevumsAtrast visus vieadojumu sistmas
X + X 4+ ..+ X, =1
XX+ X+ + X =1
X+ X o+ + x =1
realos atrisirajumus.
11. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu
Xyz - XX -y - 7 =0
X + vy 4+ z =2b
X + y - 2 = b

18



Atrisin ajumi (2. nodala)

1. uzdevumslizsakim no vieradojumu sistmas pirma vienradojumax=8-y un ievietojam to
sis€Emas otraj vienadojuna:

(8-y)+3(8-y)+y*=79.

Atrisinot  kvadatvieradojumu  y*+8y-15=0, iedgisim dofis vieridojumu sistmas
atrisimjumus:x;=3, y1=5 unx=5, y,=3.

2. uzdevums lzsakm no dofs vieradojumu sistmas oté viemadojuma x:i;'yun,
ievietojot to sistmas pirmaj vienadojuma, iegistam
25y-248y+223=0.
42 23
. =-1—="-156, m=8_—-=28,°%2
No kurienesq=9, ;=1 unxz 75 Y2 25 )
3. uzdevumskatZzmg, ka vieradojumu sistmas
1 - x%x, =0
1 - XX =0
1 - x4,x, = 0
1 - xx =0
visi %, 1=1,2,...n, ir atkirigi no nulles.
1
..'-’f]_=.x3=_
No sisEmas pirmajiem diviem vieadojumiem seko, ki *2. No sisEmas rakoSajiem

diviem vieradojumiem: 1x3x,=0 un } x%=0 seko, kaxz=xs, bet no sisimas oté un tred
viemadojuma ie@st x;=x4 u.t.t. Jan ir negra skaitlis, tadx,;=x,, un no pd¢ja sisemas
vienadojuma seko, ka;= +1, bet no pirm viemadojuma izrak, kax,=x;. Tatad, jan ir negara
1
o= —
skaitlis x;3=x,=...=xp.1=Xp=*1. Jan ir para skaitlis unx;=a, tad : @, un atrisimjumi ir
1

X=X3=. . =]~ X2=Xq=. . =p— —
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2

4. uzdevumslzsakot no sistmas pirma viemadojuma y = un, ievietojot to sismas

4-x*

2
otraj vieradojung, iegisim 2Xx = 4—( ] , kas ir cetusts pakipes vieadojums. No 8

vienadojuma seko, ka* —8x* +8x=0.
Parveidojam to reizigjuma
X(X® —8x+8) = X(X® + 2X* — 2X* — 44X — 4X+8) = X(X— 2)(X* +2x—4) .

Tatad x(x-2)(X%+2x-4)=0. Atrisinot $o vieadojumu, iegistam dais vieradojumu sistmas
atrisirajumus:

(0:2), (2:0), (-1-4/5:-1-45), (-1+4/5-1445)

5. uzdevums No dotis vieradojumu sisgtmas pirma vienadojuma seko, ka un b nevar
vienlaiagi bat vienadi ar nulli. Pimemsim, kaa= 0 (pretja gadjuma, ja b= 0, tad skaifus
a, bunc, dkatia part var maint vietam). Atrisinot sistmas treSo vierdojumu attietba pret
C.

_bd
a

CcC=

(*)
un ievietojot to sistmas otrg§ vieradojuma, iegistam vieAdojumu
b*d? _(@%+b%)d?

==

+d?
a’ a

1,
no kurienespemot \&ra sissmas pirmo vieadojumu, seko, ka’=d®. Izmantosim sakabu
(*) un parveidosim izteiksmi

bd? b(a? -d?)
a a '

ab+cd=ab-

Nemot \&ra vieradibu a’=d? iegistam, ka ab+cd=0.

Otrais risingSanas veidsReizinot sistmas tred viemadojuma kreiso un labo pusi aad+bc,
iegastam

(ac+ bd)(ad + bc) = a’cd + d“ab+ c*ab+ b*cd = ab(c® + d?) + cd(a® + b*) = 0.
Nemot \&ra dotas vieradojumu sistmas pirmos divus viaglojumus, iegstam, ka
ab+cd=0.

6. uzdevums No dotis vieradojumu sistmas pirmd un ceturd vienadojumiem iegstam
Sadus divus vieadojumus

(X1X4-1) (X3 +X5)=0
(X1X4-1) (X6+%2)=0. *)
No sisEmas tred un sest vieradojumiem:
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(XaXe-1) (X2+X4)=0
(XaX6-1)(Xs+X1)=0, (**)
bet no sistmas oté un pieké vieradojumiem:

(XoX5-1) (Xa+X6)=0,

(X2X5-1)(X1+X3)=0. (***)
Ja pieidzinam nullei iedito vieradojumu pirnas iekavas, seko, ka
1 1 1 . . : ,
X =—, X, =—, X, =—, pie kam neviens na, X, ..., X nav vierads ar nulli.
X4 X5 X6

levietojot §s sakabas dotaj vieradojumu sistma, iegistam &du vieradojumu sistmu:

X X, = X
XXX, = 1
X3X, = X,

kuras atrisigjums irx;=X,=X3=1 un idz ar tox;=xs=xs=1.
Ja pieidzinam nullei vieradojumu (*), (**), (***) otr as iekavas, iegsim, ka
X3=-X5=X1=-X3, [1dz ar tox;=x3=Xs=0,
Xo=-Xe=-X4=X¢ , APEC Xo=X4=Xe=0.

Vienlaicgi viemadojumu (*), (**), (***) abas iekavas nevardb vienadas ar nulli, jo o#s
iekavas dod atrisBjlumu x;=x,=...=X=0, bet pirnas iekavas ir vieidas ar nulli tad, ja
seka ir nosagums, ka neviens nq, X,...,Xs hav vierads ar nulli.

levietojot atrisimjumus (0;0;0;0;0;0) un (1;1;1;1;1;1) datajvieradojumu Sistma,
parliecinamies, ka tie der.

7. uzdevumsNo vieridojumu sistmas oté vienadojuma izsakm x*+y? unx>+y*:
x> +y® = (x+y)? —2xy=b* — 2xy,
x® +y® = (x+ y)(X* — xy+ y?) = b(b* - 3xy).
levietojot s izteiksmes das vieradojumu sistmas pirmaj vieradojuma:
b(b? — 3xy)(b? — 2xy) = 2b°,

iegistam 6x°y* —5b°xy—b* = 0, tad

b
_ 5% £v250' +240° 50’ £70% Xy (X)2=-—
- 12 12 '

Tagad jrisina divas vieadojumu sistmas:

Xy

Xy — b2 _ b2
{ un Xy = 6 -
X+z = b x+y = b
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Pirmajai vieadojumu sistmai reala atrisirajuma nav, jo diskriminants ir ne@es, bet, risinot
otro vieradojumu sistmu, iegistam, ka

x=%(3i\/ﬁ) un y=%(37m/f3).

levietojot Sos atrisifjumus dotaj vienadojumu sistma, parliecinamies, ka tie tiesin der.

8. uzdevumslzsakim (x>+y°), nemot \&ra abus sistmas viedojumus
X + y = a
X5 + y5 — b5,
(X+Yy)° = x> +5xy* +10x*y® +10x°y? + 5x*y + y° =
=5xy(x® + y*) +10x°y?* (x+ y) + x> + y° = a°.
Ta ka x+y=a, x>+y°=b° unxC+y3=(x+y)(x*-xy+y?)=a(a’-3xy), iegist
Sax’y*-5a°xy+a>-b°=0

_ 5a°+/25a° —20a(a® -b°)  5a® ++/5a° + 20ab°
1Ca 1Ca '

Jarisina divas vieadojumu sistmas:

un

Xy

X+y = a X+y = a
5a° ++/5a° + 20ab®  un 5a° —+/5a° + 20ab® -
o= 10a o= 10a

levietojoty=a-x: (—x* + ax) -10a = 5a° +/5a°® + 20ab’
iegastam dads vieradojumu sistmas atrisigjumus:

_ 52+ 25" F10av/5a° + 20ab° - J-25a* T10av/5a° + 20ab°

1Ca 1Ca

9. uzdevumsKapinam vieradojumu sistmas pirmo vieadojumu kula:

(X+y+2z+)° =3+ Y  + 22+ 3(XPy + Y + X°Z2+ 2X + Yz + zyF + 2XyD) = o

=X} + Y + 22+ 3(x+ Y)Y+ 2)(Xx+ 2)

Ta ka no sistmas tre$ vieradojuma seko, ka®+y>+z°=a® | bet no pirma vienadojuma, ka

(x+y+z)°=a® tad viedojuma (*) pedgjais saskaitmais ir vierads ar nulli:
3(x+y)(y+z)(z+x)=0.

Pielidzinam katru reiziataju nullei:

ja x+y=0, tad no sistmas pirm viemadojuma seko, ka&=a, un no oti viemadojuma, ka
x=y=0. Analogiski atrod ar citus atrisiajumus, pieidzinot nullei otro un treSo iekavuatad
sisemas atrisiajumi ir (0;0;a),(0;a;0), (&;0;0).
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10. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu

X + X + ..+ x, =1
X + X + ..+ X =1

X+ X + ..+ X =]
apskaim sadus gagumus:
X o+ X =

1
X + X =1

kuras viemgie ralie atrisirajumi ir (1;0) un (0;1);

1) jan=2, tad arisina &ida sis@ma{

X + X + X =1
2)jan=3, tad jirisina &ida siskma<x> + x5 + x5 = 1 *)
X + X + x5 =1

Kapinam sistmas (*) pirmo vieadojumu kula

(X + X, + %)% = x>+ + x5 +

+ (X X2+ X X2+ X XE A+ XX+ X, XE + XgXE + 2XYD) = (**)

= X2+ X + X5 +3(X, + X,) (X, + X5 )(X, + Xs).
Nemot \&ra, ka (x+Xo+x3)°=1, kas seko no s8has (*) pirna vieradojuma, un sigmas (*)
tre3o vieadojumu: x’ + x5 + x5 =1, no vieradojuma (**) seko, ka

3(X, + X,) (X, + X5) (X, + X;3) =0..

Pielidzinam katru reiziataju nullei:

a) jax3+x,=0, tad no sigmas (*) pirna vieradojuma seko, kaz=1, bet no ot vieradojuma,
kax;=x2=0:

b) jaxotx3=0, tadx;=1, betx,=x3=0;
C) jaxitx3=0, tadx,=1, betx;=x3=0.
Tatad sistmai (*) eksisg tris atrisirgjumi (0;0;1), (0;1;0), (1;0;0);
3) jan>4 dots vieradojumu sistmas atrisigjumi ir

(1;0;...;0), (0;1;0;...;0), (0;0;...;0;1).
Pieadisim, ka dotajai viexdojumu sistmai citu atrisigjumu nav.

X+ X5 et X = () (X)) (X)) = (XX 4+ X2)P = 2(X0XE 4 XX A+ X2 XD).

No §s vieradibas iegstam, ka2(x’ x5 + x5 +...+ x>, x*) =0. Tas nommg, ka skaili x;, %,
..., %, iznemot vienu no tiem, ir vieadi ar nulli.
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11. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu

xyz - X - y* - 722 =0
X + vy + z = 2b
x>+ Y zZ = b

apskaim divus gagumus: jab=0 un ja bz 0. Gadjuma, ja b=0, tad frisina &da
vienadojumu sistma

3 3 3

Xyz = X + Yy + z
X 4+ y + z =0 *
X = zZ - Yy

No §s sistmas oté vieradojuma izsakm x=-(z+y), tad
X? =(y+2)°% =y +2yz+7°. (**)
levietojot $aj vieradojuma sisemas (*) tre$o vieidojumux’=z>-y?, datu 2y(y+z)=0.

Pielidzinam katru reiziataju nullei: jay=0, tad no sigimas (*) ota vieradojuma seko, ka=-
z. levietojotx=-z sisEmas (*) pirmaj vieradojuma, iegist -3¢=0,

tapec Saj gadjuma atrisirajums irx=y=z=0;
jaz+y=0, tad, spriezot anateski, iegistam to pasu atrissjumu x=y=z=0.

Gadjuma, ja b= 0, doto viermdojumu sistmu varam prraksit Sadi:

2 + X + y = 3xyz - b
X + vy + z = 2b
v - 2 = b - X

Kapinam §s vieradojumu sistmas otro vieadojumu kula
8b° = (x+ y + 2)°,
(X+y+2)° =x3+y* + Z2 +3(X*(Y+ 2) + Y (X+ 2) + Z° (X + Y)) + 6Xyz
No sistmas oti vieradojuma izsakm x+y=2b-z, x+z=2b-y un y+z=2b-x tad
80° =x}+yl+ 22 +6b(X* +y* +2°)-3(x*+y*+ 2% =
=6b(x? + y? + 22)-2(x* + y* + 2°).

Nemot \&ra sisemas pirmo vieadojumu, iegistam, ka x°+y*+z>=b% Bet sistmas otrais
vieradojums ir x*+y%Z=b?,

tatad z=0, un sistma ir $ida:

X o+ y® = b
X + y = 2b
x> + y* = Db’

Sai sistmai atrisirijuma nav.
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3. nodda Vienadojumu sistemu atrisinasana, ievedot jaunu maiigo

1. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

{x— y = xy + 11
2

2

Xy — yx + 30

Il
o

realos skaitos.

2. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

realos skaitos.

3. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

pozitvos skailos.

4. uzdevumsAtrast visus raélos vieradojumu sistmas

X + Yy
x* + y!

| Il
~N R

atrisirgjumus.
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5. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

JX - % - W o+ 3Z =
X + iz - 4wW? - 977 =
Y
XX - §%- ~- 8W® 4+ 27Z° =
X2+i4—1alv4—8124=
Y
6. uzdevumatrisinat vienadojumu sistmu
2x + Xy =
2y + Yy°’X =
2z + 7°y = X

7. uzdevumsAtrisinat vienadojumu sistmu

4xy(2x* 1) =1
x>+y? =L

8. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

{.ﬁ& + Ja-xl-y) =a
JXA-y) + Jy@d-x) =h.
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Atrisin ajumi (3. nodala)

1. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu

2

X -y = xy + 11
Xy — y’x + 30 = 0,

apZmgjam u=x-y unv=xy. Tad doto si$tmu varam uzrak#tsada veica

u = v + 11
uv + 30 = 0,

kuras atrisigjumi ir (6;-5) un (5;-6).

Tagad, risinot vieadojumu sistmas:

X-y =6 un X—-y =5
Xy =-5 Xy =-6,

iegasim dofis vieradojumu sisgtmas atrisigjumus:

(1;-5), (5;-1), (2;-3), (3;-2).

2. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu

Xy = X + Yy

XX + y? =1
apZmgjam xy=x+y=a. Tad no sigimas oti vieradojuma iegstam

a®-2a=1, kur a=1++/2.

Sisemai xy=x+y=1+ V2 nav ralu atrisirajumu, bet sistmai

—J2+1-y22-1 —J2+1+420/2-1
2 ’ 2 '

Xy=X+Yy= 1-/2ir atrisingjumi [

3. uzdevumsRisinot viedojumu sistmu

—
w TN
+

< <
w N
[

NN
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apZmejam a=x+y unb=xy, tad sistmu var uzrakst Sadi

a®-2b =2
a(@*-3b) =2

a’-

- . . . : 2 o - .
No §s sistmas pirna viemadojuma izsakm b = un, ievietojot to & sistmas otraj
viemadojuma, iegistam vieadojumua® —6a+ 4= 0,

kuru varam sadd#l reizimatagjos (a-2)(a’+2a-2)=0. Sim viemdojumam ir tfs
atrisimgjumi:

+y =2

atrodam, ka=y=1,;
Xy =1

X
1. atrisimjums: jaa=2, tadb=1. Risinot sis‘imu{

2. atrisimjums: jaa=-1+ V3, tadx uny nevar It pozitvi skaiti, ka tas ir prags uzdevuma
noteikumos, jd=xy<0;

3. atrisimjums: jaa=-1- /3, tad af x unznav pozitvi skaiti.

Tatad doss vieradojumu sistmas viefigais pozitvais atrisiajums ir  x=y=z=1.

4. uzdevumsParveidojam dads vieradojumu sistmas

otro vieradojumu &da veida:

(C+y)=23y=7. (*)
Apzimgjam x*+y*=u unxy=v, tad viemdojumu (*) varam uzrakat
P-2v°=7 . (**)

Kapinot kvadata sisemas pirmo vieadojumu, ie@sim el vienu nosagumu izteiksngm u
unv:

u+2v=1. (***)

Izsledzot u no vieridojumiem (**) un (***), iegastamv?-2v-3=0. Atrisinot $o vieadojumu,

iegistam, kav;=3 unv,=-1. Tad attiewi u;=-5 unu,=3. Taka u = x> + Yy un nis interes

tikai realie vieradojumu sistmas atrisigjumi, tad pirmou un v pari atmetam. Otro
atrisirejumu ari izmantojam ddats vieradojumu sistmas atrisigjumu noteikSanai:
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x*+y> =3
Xy =-1

Sai vierdojumu sistmai eksist ¢etri reali atrisinajumi

{1“/3,1—\/5} (1—\/5_1+\/§j (—1—\/5_—1+\/§j (—1+\/§_—1—\/§}

2 2 2 2 2 2 2 2

Parbaudot iegtos atrisimjumus, redzam, ka dotajai vieojumu sistmai der tikai divi
pirmie atrisirmjumi.

5. uzdevumsApzimgjam x = VX, yzé, z=-3Z unw=2W. Tad doi viemadojumu sistma

izskags &idi
X + 'y = w + z + 1
X + y =W + Z + 3
X + y =w + 22 - 5
x + vy = w + 78 + 15

Kapinam sisEmas pirmo vieadojumu kvadita un, izmantojot otro vietdojumu:

X2Hy 2+ 2xy= WP+ Z2+ 1+2(Wz+w+2),
Xo+y?= Wi+z%+3,

legasim, kaxy=-1+ wz+w+z. Q)
Talak reizinam sisemas pirmo vieadojumu ar otropemsim \ra ai treSo vieadojumu un
levietosim ie@taja vieradojuna sisemas pirmo vieadojumu un vieAdojumu (1), tad
iegasim:

wz= 3+w+z (2)

Xy=2+2w+2z (3)

Kapinot sistmas otro vieadojumu kvad&ta un nemot \&ra sisemas ceturto vieidojumu,
legasim

XyP=-3+ 3w+ 37+ W7 (4)
Tad kapinam kvadéta vieradojumu (1) un, izmantojot vi@adojumus (4) un (2), idggtam
3wz=1-w-z (5)
No sisEmas pirma vieradojuma un vieddojuma (2) iz&kinam w=2z=-1; no sisEmas

pirma vienadojuma un vieadojuma (3), iegstamx;=-2 uny;=1 unx=1 uny,=-2. Pirmais
atrisirejuma @ris neder, jox = VX , tatad x> 0. Esam leguvusi atrisijumus:
1 1 1

A=L =, W= m 2= o . : . o
2 2 3, kurus ievietojot dotajvienadojumu sistma, parliecinamies,

ka tie patiedm der.
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6. uzdevumsLai atrisiratu So vieadojumu sistmu
2Xx + Xy =
2y + YX =
2z + 7y = X

apazmgjam x=tg « , kur o € (E'Ej
' 2'2)

No sisEmas pirma vieradojuma izsakoty, iegisim yzl_zx2 =tg2a, no sistmas ota
viemdojuma: z=tg4a, bet no sisimas tre§ viemadojuma: x=tg8«. Tatad
x=tga =tg8«x, tas ir & =rk. Tatad az%k. Pie kam x=tg7r7k, y=tgzl7k un

Z—tgﬂk
7 .

Parbaude pada, ka , jak € {— 3-2— ];0;1;2;3}, iegatie 7 skailu x, y, zkomplekti ir daZdi un
ir dotas vieradojumu sistmas atrisigjumi.

7. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu
4xy(2x* -1) =1
x> +y? =1,

apZme x=cos tuny=sin t
Tad sistmas otrais vieddojums f@arversas identite, bet pirmais:
4sint cos (2cost-1)=1,

kuru parveidojot, ied@ist sin4t=1 un no kuriene$ =g+gk,

kur k=1,2,3 Tatad dotajai vieadojumu sistmai ir cetri atrisirsjumi X, :co{g+gkj un

Ye :sin[E+E J
8 2

Atradisim, piengram, Xo un VYo Pec kosinusa divik§&a argumenta formulas

V2 T 2+4/2

2coszg—1= cos% =5 no kurienes X, = cosg = Analogiski atrodam

N2-42
0 2 .
8. uzdevumsSo uzdevumu var atrigindivos veidos.

1. veids Apzimgjam u=\/g/ un v=,/@0-x)1-y), tad @20, 220, w20 un vz20,

Sis€émas pirmo vieadojumu uzrak$im, ka

u+v=a, *
bet V’=1-x-y+u? , no kurienes ietptam, kax+y=1+u*V?. Lidz ar to sistmas otrais
vienmadojums ir uzrakgims %da veida:

1+ 2uv—-v? —u”® =b’. (**)
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Izsakot no vieadojuma (*) v=a-u un ievietojot to viekdojuma (**), iegastam

++/1-b? F/1-b?
4u® —dau+a’+b*-1=0, no kurienesu:#, betv:a—u=%, kur

b<1. Lai atrastw uny vértibas, firisina divas vieadojumu sistmas:

a++1-b? a—+/1-b?
& Tl W T2

1. )
Jaxay = a2 Ay %

2

Parveidojot pirmo vieadojumu sistmu, iedgistam

Xy = %(a2+2a\/1—b2+1—b2)
X+y = 1+av1-b?,

no otd vieradojuma izsakm y=1+ay1l-b* —x, ko ievietojam pirmaj vieradojuma:

x> — (L+ avl- bz)x+%(a2 +2aV1-b* +1-b*) =0 un atrodam
2 a2 2 T a2
X:1+a\/1 bzib\/l a uny:1+a¢1 b2+w1 a’

Risinot otro vieadojumu sistmu, iegistam:

1-av1-b? +bV1-a? 1-av1-b? Fby1-a?
X= > uny= > :

levietojot Sos atris@umus dotaj viemadojumu sistma, parliecinamies, ka Sai sismai ir
cetri atrisirgjumi:

(1+mf1—f;.2 +bd1-a* 1+av1-* -b1-4°

2 ’ 5 )
1+ ad1-0% —bf1-a® 1+avd1-2° +hd1-4°
[ 5 : 5 I
T—ad1-8% +Bf1-a® 1-a1-2% -2d1-4°
[ 5 : 5 1,
l—and1-82 —bf1-a® 1-ad1-% +bf1-a°
[ > : 5 .

2. rising8anas veids ApZimgjam x=sin’t un y=sinv, kur 0<t<n0<v<n. Tad doto
vienadojumu sisgmu varam uzrakgtsadi:

|sintsinv| +|costcosv] =a
|sintcosv|+[sinvcost| =b

un izmantojot trigonometriskosiveidojumus , iegstam
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cost-v)| =a
sint+v)| =b.
arccos, cost-v)=>0, arcsinb,

varam uzrakst ¢etras vieadojumu sistmas:

f—v = arccosa fE—v = —@arccosc
13 L 2) L
i+v = arcsin &b f+v  =arcsm &
f—v = -—arccosda E—w =arccos i
2 o, 43 o
it+v =m—arcsin & f+v =m—arcsin b

T VA
kurO<t<— unO<sv<—.
2 2

Risinot pirmo vieAdojumu sisEmu ar saskaibanas pgmienu, iegistam, ka
1 . 1 .
t= E(arccosa+ arcsinb) unv = E(arccosa— arcsib ), tad
. . o1 .
X, = sin’t = sin’ E(arccosa+ arcsirb).

Izmantojot trigonometrigls formulas:
: 1
sin?Z = =(1- cosa),
2 2

COSAICCOX = X,
sinarcsinx = X,

co|arcsinx = v1— x?,

sinarccosx = v1-x*,ja 0< x<1,

X, = % (L- cos(arccoa+ arcsirb) =

1 . : : .
== (1- (cosarccosacosarcsirb — sinarccossinarcsimb)) =

=%(1- aV1-b? +by1-a%),

y, =sin’v= % (1 cos(arccoa — arcsinb) =

1 . : . .
== (1- (cosarccoscosarcsim + sinarccossinarcsinb)) =

= % (- aV1-b? —by1-a?).

Risinot otro vieAdojumu sisgtmu, iedistam, ka tzz(arcswb— arccoa )

1 .
V= E(arc3|rb+ arccosa ) idiz ar to
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o sint +v) >0,
Nemot ra, kat-v= un t+v= . _
—arccos, cost-v)<O0 n—arcsinb, sint+v) > 0,

un



xzzsinzt:yl:%(l—aﬂ—bz— b/1- &) un

1
y, =Sin’ v= x1:§(1— a/l- F + b/1- &).
Risinot treSo viefdojumu sistmu, saskaitot abus viatojumus, iegstam

1 ) 1 _
t= E(” —arcsirb— arccoa unv= E(” —arcsinb+ arccoa )lidz ar to

X, =%(1+ aVl- b - b/1- &) un

1
A :§(1+ aVl- B + b/1- &).
o . 1 _
No cetursis vieradojumu sistmas seko, kd = E(ﬂ —arcsirb+ arccoa un

1
V= 5 (7 —arcsinb— arccosa ,)tad

X, = ySZ%(l-f- a/l- 7 + b/1- &) un

y, = x3=%(1+ a/l- ¥ — b/1- &).

Esam ieguvusi visus tos paStetrus atrisigjumus, Kdus atradm risinot doto sigmu
algebriski.
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4. nodda

4.1. Vienidojumu sisemu atrisingSana, saskaitot, aemot vai reizinot sigtnas
viengdojumus

1. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

a = bcd
a+b = cd
atb+c = d
atb+c+d = 1

2. uzdevums Atrast visus iesgamos piecu pozivu skaitu komplektus, kuriem izpiks
nosagums: jebkuru is skaitu summa ir vieda ar @argjo divu reizirgjumu.

3. uzdevums Atrast visus iespamos septiu realu skaifu komplektus, kuriem izpik
nosagums: jebkuruietru skailu summa ir vieida ar [@ar¢jo tris reizirgjumu.

4. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

X(X+y+2)=a
y(x+y+2)=b
Z(x+y+2)=c

realos skaitos.

5. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

Y,
Z

x_y
y

yz_.
X

realos skaitos.
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6. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

{x+xy+y 2+3J2

X +y? = 6.

7. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

xX*+(y-2°=a
Y +(x-2°%=b
2> +(x-y)*=c.

8. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

x*=a+(z-y)®
y? =b+(z-x)?
2 =c+(x-y)>.
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Atrisin ajumi (4.1 nodda)

1. uzdevumsAtpemot no siggmas

a = bcd

a+b = cd
atb+c =

atb+c+d = 1

cetur vieradojuma treSo, no tr@Sviemadojuma otro, un no drvienadojuma- pirmo,
legistam vieadibas:

d=1-d,
c=d-cd,
b=cd-bcd,
vy Lt
no ku@m pec kartas |e®std—2, c= 3 b= - tapec a—42.

2. uzdevums Apzimesim mekEjamos skaius ara, b, ¢, dune. Ta ka a+c+d=be un
b+c+d = ae, tad, atemot Sos vieidojumus, iegst a— b= be— ae=( b- & eNemot \era
nosagumu, ka visi skait ir pozitivi, tad § viemadiba izpilchs viengi gadjuma, kada=b. Ta
ka skaifi a un b ir brivi izvéléti, tad esam piadijusi, ka visi Sie pieci skditsawa starf ir
vienadi. Tapec 3a=a” un, & ka a ir pozitivs, iegistam, kaa=b=c=d=e=3.

3. uzdevums Apzimesim dotos skaltis ar ab, c, d, e, ing. Ta ka a+c+ d+ e= bfgun
b+ c+ d+ e= afg tad, atemot otro vieadojumu no pirm, iegist a—b=(b— @ fg. Ja
a= b, tadfg=-1. Nemot \era, ka skaili a unb ir brivi izvéléti, tad, jaa = b, tad jebkuru divu

pargjo skaifu reizirsjums ir vierads ar -1. Piegram, fg=-1, fc=-1 ungc=-1, tad f =—1,

g
f= 1 , tadg=c, nevis g = —l. Te ir iedita pretruna. Tas nore, ka visi septii skaifi ir
c C

vienadi: a=b=c=d=e=f=g. Tatad 4o=a° un idz ar to
a=b=c=d=e=f=ge{02-2}.

4. uzdevumsSaskaitot visus s&nas
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X(X+y+2z)=a
y(X+y+2)=b
Z(x+y+2)=c

viemadojumus, iegstam &+ y+ zf = a+ b+ cC.

Jaa+b+c<0, tad atrisiajuma nav.

Jaatb+c=0, tadx+y+z=0, un no dats vieradojumu sisEtmas iegstam, ka atrisifjlums ir
tikai tad, jaa=b=c=0, un tad par atrisijumu der jebkuré{x; Y z) , kamx+y+z=0.

Jaatb+c>0, tad x+ y+ z=++/a+b+c, un no dais vieradojumu sistmas iegstam divus
b c

+ + 1+
Ja+b+c WJa+b+c Ja+rb+
obligata, jo atrisi@jumi iegiti tieSi no sistmas.

atrisirajumus: (x;yz):( J Parbaude Soreiz nav

5. uzdevumslJa, pierdram,a=0, tad no dais sistmas

_,
VA

xz_y
y

yz_
X

pirma vienadojuma seko, ka=0 vaiy=0, bet kikdam no grgjiem vieradojumiem kreig puse
nav defirgta. Tapec, ja kaut viens no skéigkma, b, cir vienads ar nulli, vieadojumu sisgtmai
atrisimmjuma nav. Jaa =0, b= 0, c# 0, tad sareizinot visus viedojumus, iegst xyz=abc

Dalot 30 vieadojumu ar sisimas viemdojumiem, iegst z2=bg VY =a¢ X= ab
Tatad, ja starp skdiema, b, cir dazadu Zmju skaiti, tad atrisiajuma nav. Ja visiem, b un
c zZimes ir vieadas, tad x= i\/a_b, y= +Jag z=++/ bc Jnoskaidro, kuras mju
kombiracijas ir defgas. No sigmas vieadojumiem redzams: ja>0, b>0, c>0, tad no 8
atrisimrajumiem (x; Y, z) = (Tr x/ﬁﬁx/_acix/_@ der tiecetri, kuros ir ara skaits “-* Zmju; ja
a<0, b<0, c<0, tad der tigetri, kuros ir nepra skaits “-* Zmju. S fakta noskaidro3anas gait
notiek ar atrisirajuma @arbaude.

6. uzdevumsReizinot siggmas

{x+ Xy+y = 2+3J2

xX*+y> = 6

pirmo vieradojumu ar divi un saskaitot ar otro viglojumu, ie@st
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X2+ 2Xy+ y2 + 2(x+y) =10+ 62,
tad
(x+y+1° =11+ 6\/2_2(3+ x/i)z,
no kurienes seko
(x+ y+1):i(3+ \/E)

Jax+y=-4- V2, tad no dats sistmas pirm vienadojuma seko, ka

xy=6+4\/_2

un, izsakot
(x=y)" =(x+y) —4xy=(4+2) - 46+ 4/ I=—6 § x 0,

kas nav iesgjams.

Ja x+y=2++2, tad xy=2V2, no kurienes iegst, kax;=2, n=+2 un xz:ﬁ, Vo=2.
levietojot abus atris@lumus dotaj vieradojumu sistma, parliecinamies, ka tie abi der.

7. uzdevumsAtverot iekavas Vvisos trijos séshas

x*+(y-2°*=a
Yy +(x-2°%=Db
Z?+(x-y)’=c

vienadojumos un no pirmo divu viadojumu summas a¢mot treSo vieidojumu, paliks
2

(x—y+z) =a-b+c 1)
Rikojoties analgiski, iegisim \€l divus vieradojumus:

(x+ y-— 2)2 =a+ b-¢ (2)

(y+ z— x)2 =b-ct a (3)
Viegli parliecinaties, ka ir ar otradi - do@é vieradojumu sistma ir So vieadojumu (1), (2), (3)
sekas, piegram, ja saska vieradojumus (2) un (3), idgtam dois sisEmas otro
vienadojumul.

Apzimeésim: a, =+vb+c-a,b =+va-b+c, ¢, =va+b-c.
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Tagad vieadojumu (1), (2) un (3) si@nu varam uzrak#t ka astqu pirmas pakipes
vienadojumu sistmu:

X—-y+z = =*Db
X+y-z = =g
-X+y+z = *a,.

No vieradojumiem, kuriem labag puss ir plusa mmes, iegstam to viefgo atrisirijumu:
+ a,+c b,+a
bl C1 , y — 1 1 . Z= 1 1
2 2 2
puss, atra@sim €l septius atrisimjumus:

(—b12+cl;a1;q;—t12+ ai) (Q;q;ai;q; bﬁz 81) (blzcl;—aiz—q; Q—zai),

X = . Kombirgjot visos veidos imes vieadojumu labajs

(—bl—cl_ai—cl.—m aij’ (—bﬁcl_—aﬁq;—ta— aij’

2 27 2 2 2 2
(blgcl;—aiz—q; lq—z ai) (—blz—cl;—aiz—q;— QZ— aij_

Sie astai atrisirajumi ir ari visi do@s vieradojumu sistmas atrisigjumi.

8. uzdevumsParnesot vieadojumu sistma

x*=a+(z-vy)®
y? =b+(z-x)*
2> =c+(x-y)?

visus neziamos uz vieAdojumu kreisgim pu€m un sadalot tos reizitajos, iedistam &du
SisEmu:

(x+y-zfx-y+2z) = a
(x+y-z(-x+y+z) = b
(x-y+z)(-x+y+2z) = c

Apzimésim t=(x+u-z), u=(x-y+z), v=(-x+y+z),tad vieradojumu sistma izskais &di:

tu=a
tv=>b
uv=_c.

Ar ievietoSanas pgmienu izsakm
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No Sejienes seko, ka

ac
X—y+z =+[—
b
cb
- X+y+z =+ ]—.
a

ApzZimesim t1=1/a—;),u1=1/a—k;:,vl=1/%), tad no vieAdojumiem, kuriem labag puss ir

plusa zmes, iegsim to viengo atrisirgjumu:
(ot Vit Uty
Tt YT T
Kombirgjot visos veidos imes vieadojumu labajs puss, iedisim el septhus
atrisirajumus:

(_u1+t1.vl+tl._ul+vlj (U1_t1.V1_t1.u1+V1) (ul+t1._vl_t1.u1_vlj
2 2 2 ' 2 2 2 ' 2 2 2 '

(_ul_tl.vl_tl._ul+ V1) (_U1+t1._vl+t1._u1_ Vlj

2 27 2 2 2 2
(ul_tl,_vl_tl_ul_vlj (_ul_tl,_vl_tl__ul_vl)
2 2 2 ) 2 2 2 '
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4.2.Vienrdojumu sisemu atrisingSana ar saskaitanas paemienu, reizinzjumu
pielrdzinot nullei

1. uzdevumsAtrisinat viemradojumu sistmu
{ x*-y® = 2b

Il
(ep

X2y — xy’
realos skaitos.

2. uzdevumsAtrast visus vieidojumu sistmas

A*+B?=6C
B’ +C?=6A
C?+A*=6B

atrisirajumus.

3. uzdevums Atrast visus iesflamos atrisiajumus (X;y;z), kas apmierina nosgemu: ja
kadam no neziamajiem lielumiem pieskaita abuinggjo neziramo reizirgjumu, tad rezulita
iegast 2.

4. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
y? = x® = 3x% + 2x
x* =y®—3y® +2y.

5. uzdevumsAtrisinat viemradojumu sistmu
u? +vi+w=2
Vi+W +u=2
W2 +u’+v=2
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Atrisin ajumi (4.2 nodala)

1. uzdevumsSadaim do@s sistmas abus vieadojumus reiziatajos un otro vieadojumu
pareiziram ar -2:

=2xy(X—=Y) =-2b

Saskaitot abus viadojumus, iegstam(x— y)(x2 — Xy+ 3?) =0.

Pielidzinam katru reiziataju nullei:

jax-y=0, tadx=y unb=0;

ja x*-xy+y?=0, tadx®+y*=xy, bet &§im vieadojumam nav atrisijuma relos skaitos, izzemot
x=y=0, jo reiliem skaitiem jaizpildas nevieadibaia®*+b*> |aH .

Tatad, jab= 0, tad sistmai atrisirijuma nav, jeb=0, tad ir bezgad)i daudz atrisiBjlumu x=y.

{(xy)(x2+ xy+ ¥) = 2b

2. uzdevumsVienadojumu sistmas

A’ + B*=6C
B*’+C’=6A
C’+A*=6B

kreisais puses ir kvadtu summas. Tas nore, ka lielumiA, Bun C ir pozitivi. Atpemot no
sisEmas pirm viemadojuma otro, iegstam:

(A-C)( A+ C+6) =0.
Tatad A-C)=0, jo A+C+6>0. Tas noune, ka A=C. Analggiski, no sistmas pirma
vienadojuma aiemot treso, iegstam, kaB=C. Tatad A=B=C. Tada gadjuma sisemas pirmo
vienadojumu varam uzrakitka 2A%=6A, no kura seko, k&=0 vai A=3. Lidz ar to sigimas
atrisimrajumi ir A=B=C=0 unA=B=C=3.

3. uzdevumsVienadojumu sistma, kuru jatrisina, ir &da:
X+ yz=2
y+zx=2
Z+ Xy=2.
Atpemot no sisimas pirma vienadojuma otro un no airvieradojuma treso, iagstam
(Xx-y)(1-2)=0 un {y-2(1-x)=0.
Apskatm katru nocetriem gagumiem:
jax-y=0, tadx=y un, ievietojot siggmas pirmaj un treS&§ vieradojumos, iegstam
(x-2(1-x)=0, no kurienes seko, ka
D x=y=z, tadx*+x-2=0 unx;=1, %=-2;
2) x=1 uny=1, tad arz=1.
Apskatot @arejos tiis gadjumus, ie@st analg@iskus atrisigjumus:
x=y=z=1un x=y=z=2.
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4. uzdevumsAtnemot no sigmas
y? = x> —3x% + 2x
x> =y®-3y* +2y

pirma vieradojuma otro, iegsim, ka f (x) = f(y):

(Y=X(Y + xy+ X-2% 2y 2=0 *)

Ja ¥ vieradojuma pirmais reizigtajs ir vierads ar nulli, tadx=y. levietojot vieadojumu
sisEma x=y, iegust

-4+ 2x=0,
kur x1=0, =2++12, 15=2-+/2 un attieggi Y1 =0 22=2+/2, 33=2-4/2

Parbaudim vai vieridojuma (*) otrais reiziftajs (Y+xy+x>2x-2y+2) var it vierads ar
nulli. No do@s sistmas vieadojumiem varam seciit, kax>0 uny> 0, jo vieradojuma
Vo4 X3+ 2X=X(+2)
kreiss puse ir kvaditu summa, aad nenegats lielums, bet vieidojuma labd pus
reizinatajs x*+2>0, no & seko, kax> 0. No sistmas ot# vieradojuma tdzgi seciram, ka at
y> 0. Vienadojuma (*) otro reiziataju varam @arveidot:
(yP-2y+1)+(-2x+1)+xy=0,

(y-1)*+(x-1)*+xy=0.
Pedgjam vieradojumam rélu atrisirejumu nav, jo vienlaitgi visi tris saskaitmie nulles
nevar lit: ja x=y=1 (pie 3m \erttbam pirmie divi saskafimie parvérsas par nudim),
xy=1#0. Te pnem \era, ka xy> 0, jo x>0 un y> 0. Lidz ar to ir piegdits, ka
viemadojuma (*) otrais reiziatajs nekad nav nulle, un dotajai viEglojumu sistmai
atrisimejums ir tikai tad, jax=y : x=y=0, x=y = 2++/2 un x= y:2-x/§.

5. uzdevumsleerojot, ka sistmas
u? +vi+ w=2
V4w +u=2
W2 + U2 + v=2.

divu vieradojumu starfbu var sadal reizinatajos, uzrakstm pirma un oté vienadojumu
starpbu un pirna un tred vieradojumu starfbu

u? —w? +w—u = 0=(u—w)u+w-1)-0,

V2 —W2 + W—v=0=(v—w)v+w-1)=0.
Nemot Sos divus iagos vieradojumus kop ar dosis sistmas treSo vieadojumu, iegstam
sekojosu sismu:

(U-wfu+rw-1) = 0
(V-w)v+w-1) = 0 *)
w2 +ul+v: o= 2

Visi Sis vieradojumu sistmas atrisijumi apmierina ardoto vieradojumu sistmu, jo arf
visus dois sistmas vieadojumus var iegt no vieradojumu sistmas (*), saskaitot un
atpemot $s sistmas vieadojumus, dpec visi siskmas (*) atrisiajumi ir aff dots sistmas
atrisirejumi, §s sisémas ir ekvivalentas.

Sisemu (*) var sadat 4 sekojo3s sistmas:
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=W =0 HowW =
{ V=W =1 (1) v w =1 = (2]
W +ut 4yt =2 wiagd eyt =9
[ w+w-1 =0 wtw-—1 =
L v w =10 (3 v+w-1 = 4
"w2+z‘¢2+v2 =2, w? gyt vyt =2

Nemot \era ieprieksS teikto, So vigsgojumu sistmu atrisirajumi ir afif do@s vieradojumu
sisEmas atrisigjumi. Katru no $m 4 sistmam var parveidot par kvaditvienadojumu, kuram
eksist 2 atrisirajumi:

-1+v17
no sisémas (1) :2w* + w—2=0 W= u= v= —
. ) 1+3
no sistmas (2) :2w°- —-w-1=0, w= u=T, v=1-w
5 1+5
no sistmas (3) :3w“- -w-3=0 w=v=——, u=1-w

4
3
no sistmas (4) :2w*-3w=0 w =0 w =5 U= v=1- w
Dotajai vieradojumu sistmai eksist 8 atrisirajumi:

(UVM ( 1+4/17 —1+4\/_7 1+4x/_7j

(—1—\@_—1—\@.—1—\@

2 : 1 ; 1 J(nosis@mas 2Q));

(0;1;1); (%—%—3 (no sistas (2));
(1,0:1); (_%%_3 (no sismas (3));
(1;L,0); (_%;_%;%j (no sismas (4)).
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4. 3. Viermdojumu sisému atrisingSana ar saskaianas paémienu, nenegatvus
saskaiimos pieidzinot nullei vai izmantojot neviafdibu ipagbas

1. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

5 b+c
a®+3a+1= 5
a+c
b* +3b+1= Yy
a+b
¢’ +3c+1l=—1—.
2
2. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
1+ % = 2X%,
1+ x5 = 2x,
1+ %5 = 2x,
realos skaitos.
3. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
2%
1+x> 2
2X5
=X
1+x: °°
2x;
1+x;  F

realos skaitos.

4. uzdevumsKadiemn eksisg pozifivi skaifli X;, %,..., %, kas apmierina vieitibas

1 1 1
X1HXo+.. . +Xn =3 un —+—4--p—=237
Xl X2 )§1
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5. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

realos skaitos.

6. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

realos skaitos.

1 1

X :E(XZ +X—2

1 1

X, ZE(X3+X—3

1 1

X3 ZE(X4 +X—4

1 1

Xy ZE(X1+Z

2X, = Xl+71

2

2X5 = X, +X—2
2X, =X 4 +——
n-1

2X, = X, +—
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Atrisin ajumi (4.3 nodda)

1. uzdevumsSaskaitot sigtnhas

) b+c
a +3a+1:7
a+cCc
b2+3b+1=T
a+b
CZ+3C+1=T

visus tfs vieridojumus, iegstam (a+1)°+(b+2°+(c+2)*=0 Ta ka visi tis §
vienadojuma saskaitie ir nenegavi, tad § viemadiba ir iesgjama tikai tad, ja katrs
saska#dmais ir vierads ar nulli:

(a+1)?=0, (b+1)?=0 un(c+1)?*=0. Tatad dosis vieridojumu sistmas atrisigjums ir
a=b=c=-1.

2. uzdevumsSaskaitot visus sisEmas

1+ x> = 2X,
1+ X2 = 2x,
1+ x5 = 2x,

vienadojumus, iegstam 3+ x. + x> + XX = 2+ 2+ 2¢ un [@rgruggjot:
(xf—2x1+1)+(x§—2x2+ ])+(>§— 2% + jz Q

tas ir (xl—1)2+(x2—1)2+(x3—])2=0
Ta ka visi tris § viemadojuma saskaitmie ir nenegavi, tad katrs saskaitais ir vierads ar
nulli: (xl—l)2 =0, (x2 - ])2 =0 (x3 - ])2 = 0 No Sejienes seko, ka dst sistmas
atrisimajums ir x;=x,=X3=1, un farbaude #da, ka Sis atrisiums der.

3. uzdevumsApskatot doto viexdojumu sistmu
2x2

redzams, ka visi & neziamie var kit vieradi ar nulli tikai vienlai@gi. Nemot \era, ka visu
neziramo reizirajums ir atkirigs no nulles, apskah vieradojumu sistmu, kuru iegst dogs
sisEmas katras vieiuojuma déas viet rakstot tai apgriezto ¢la
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1 1 1
2xf+§_x_2:
1 1 1
2¢ 12 % 0
1 1 1
2X§+§—X—l=0.

Pareizinot iegtas sistmas katru vieadojumu ar 2 un saskaitot visus vaelojumus, iegstam

1 2 1 2 1 2 .
1+ —-——|+|1+——-——|+|1+—=—-——|=0, t.i.
Xl Xl X2 X2 X3 X3
1) 1)* 1Y)’
X, % %

no kurienes redzams, ka katrs sagkadtis ir vierads ar nulli, ipéc ir sgka vienadiba
X1=X2=X3=1, kas kop arx;=x,=x3=0 aff ir dotas vieradojumu sistmas atrisiajumi.

4. uzdevumsRisinot So vieadojumu sistmu
X+ X+ -+ % =3

1 1 1
—+—+-+— =3,
Xl X2

1
Izmantosim nevietdibu x+; > 2, jax>0 (pie tam vieadiba ir tikai ga@iuma, kadx=1). Ta

ka uzdevuma nosgamos ir teikts, kaxy, X, ..., X% ir pozitvi skaifi, tad saskaitot abus

vienadojumus, iegsim
bl
Xi+— [+ X +— |+ -+ X, +—| =6,
Xl X2 Xn
1
kur katrs saskamais x; +Zz 2,1=1,2,...n. Redzams, ka maksitais n=3 ir gadjuma,

++/5 3-+5

3 . . . .
kad x;=x>=x3=1. Jan=2, tad x; :T un X, = > Sos atrisigjlumus iedgist, risinot

kvadiatvienadojumu. Jan=1, tad vieadojumu sistmai atrisirsjuma nav.

5. uzdevumsApskatot sistmu

1 1
Xl—E X2+X—
2
1 1
XZZE X3+X—
3
1 1
X3:§ X4+X—
4
L L #g
4_2 Xl Xl ’
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parliecinamies, ka visi skalt x;, X, X3, X4 Ir ar vieradam zZmem. Piememsim, ka tie visi ir
pozitivi (preja gadjuma mairisim Zmi visos sistmas vie@dojumos). No neviettibas

1
a+i2 > 2labl | kas ir pareiza jebkuriemaiem skaitiem, iegist, kax+~ 22, kur vieradibas

_ L o o 1 ,

zime ir sgka tikai gadjuma, ja x=1. Nemot \&ra, ka x+;22, no dois sistmas
viemadojumiem seciam, ka x, 21, x, 21, X, >21un X, >1. Saskaitot das vieradojumu
sisEmas visus vierdojumus, iegstam

1 1 1 X
X+ X+ X+ Xy=—+—+—+— *)
Xl X2 X3 X4

un npemot \&ra, ka x, >1, i=1,2,3,4, vieadibas zme vieradojuma (*) ir iespgjama tikai
gadjuma, ja x;=X>=X3=X4=1. Gadjuma, ja visi neziamie ir negalvi, atrisirajums ir
X1=Xo=X3=X4=-1.

6. uzdevumsApskatot vieadojumu sistmu

parliecinamies, ka visi skalt x,, kurk=1,2,...n, ir ar vieradam Zmém. Pimemsim, ka visi
X0 (pregja gadjuma mainsim ZAmes visos sigtmas vieadojumos). Pieadisim, ka

X, >~/2, kurk=1,2,...n. Nemot \&ra nevieridibu a? + b? > 2/al}, kas ir pareiza jebkuriem
realiem skaitiema unb, varam rakst, ka

2 / 2
X, +— =22 xk—=2\/5. ™*
Xk Xk

levietojot So nevieddibu dotaj viemadojumu sistma, iegistam, ka X, > V2, kur
k=12,...n. Saskaitot visus sistas vieadojumus, iegstam
2 2 2
Xy + Xpt o+ X, :Z+Z+---+Z **)

Nemot &ra neviemdibu (*), admredzams, ka viewibas Zme Seit ir iespama tikai
gadjuma, kad visi neziamie ir vieradi ar V2. %0 atrisigjumu ir viegli @rbaudt, ievietojot
to dotaj vienadojumu sistma. Sis ar ir vieriigais pozitvais atrisimjums. Mainot zmi visiem
nezirimajiem, n&s iegistam &l vienu reilu atrisirgjumu x, = X, =--= x, = —/2. Sie abi ir
vierigie dots vieradojumu sistmas atrisiajumi.
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5. nodda

5. 1. Vierzdojumu sisému atrisingSana, no¥rtejot mainrgos [&c lieluma

1. uzdevumsAtrast vieadojumu sistmas

XY=z
y* =X
"=y

pozitivos atrisijumus.

2. uzdevumsPieadit, ka viemdojumu sistmai
X+y+2z =0

—+—+—=0
X Yy z

nav atrisimjuma realos skaitos.

3. uzdevumsAtrast visus vieidojumu sistmas
x*+yi=1
x*+yt=1

atrisirajumus.

4. uzdevumsNovertéjot neziramos &c lieluma, atrisiat viemradojumu sistmu
XX+ X% =X+ %=X+ %=10.

5. uzdevumsNo\ertgjot neziramos &c lieluma, atrisiat vieradojumu sistmu
X+y' +7Z =3

xX}*+y+7Z =3
x*+y3+z=3

pozitvos skailos.

6. uzdevum$Nowvertgjot neziramos &c lieluma, atrisiat vieradojumu sistmu
2x(1+ y+ ¥) = C{1+ y')
2y(1+ z+ 2) =4 1+ ¢
271+ x+ ¥) = {1+ X).

7. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu

X+ y+Z+ =1
X*+y+Z7+ U0=1
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8. uzdevumsPatvdigam vertibam n € N un a € R atrisirat viemadojumu sistmu
X, + X+ X, = a

X2+ X+t X = &

9. uzdevumsKatram értibu @rim k,n € N atrast visus iegpmos nenegatu skaitu xi, »,
..., % komplektus, kuri apmierina séshu

k k k _
Xp + Xp e X, =1

(1+ xl)(l+ xz)x~--><(1+ )gq) =2
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Atrisin ajumi (5.1 nodda)

1. uzdevumsja kads no mairgajiemx, v, zir 1, tad viegli atrast, ka=y=z=1. Ja, pierdram,
x>1 uny>1, tad ar z>1, un tad no si8tnas sekax<z, z<y, y<x— pretruna. kdzgi iegist
pretrunu, ja divi no maigajiem mazki par 1. Tatad atrisiajums irx=y=z=1.

2. uzdevumsSkaidrs, k&, y, z0. Lai pieaditu pretrunu vieadojumu sistma
X+y+z =0
—+—+—=0"
X 'y z
pietiek pieadit, ka visiem skaltem x, y un z ir jabat ar vierndam zZimém. Piengram,
pieradisim, kax uny ir ar vieradam zZmem, tas irxy>0:
111 (x+y)_z

z X 'y Xy Xy
no 3ejienes seko, kay=7>0. Analgsiski pierada, kaxz=y*>0 un zy=xX>0. Saskaitot 15
vienadu Zmju skaitus, sumra iegat nulli nevar.

3. uzdevumsNo sistmas

x*+y®=1

x*+y'=1
otra vienadojuma seko, kax <1 un |y| <1. Jax<1, tad af x> <1 un no sistmas pirna
vienadojuma seko, kay > 0. Analagiski pierada, ka @ x > 0. Ja0< x <1, tad x*>>x*, tapat

af, ja O<y<1 , tad y’>y* un sistmas vieadojumi ir pretrud viens otram. 3pec
vienadojumu sistmai ir tikai atrisirajumi, jax=0, y=1 unx=1 uny=0.

4. uzdevums Viemadojumu sistmas X +X, = X + % = X + X =10 atrisirgjums ir
X, = X, = X; = 2. Pieadisim, ka citu atrisisjumu nav. Dots, ka¢’ + x; = 10. Paytisim, kas

notiek, ja izmaina;:
- jJa <2 (samazina), tac, ir japalielina. Tas, savukt, liek samaziat x;. Bet tagad

X + % <10, ir iegita pretruna;

- ja X>2 (palielina), tadx, ir jasamazina. Tas, savark, liek palielirit x;. Bet tagad
X3 + % >10. Atkal iegita pretruna.

Ja mainas un xs, spriedumi iridzgi.

5. uzdevumsViegli ieraud1t, ka viermdojumu sistmas
X+y'+27Z =3

xX}*+y+7Z =3

X*+y+2z=3
atrisirajums irx=y=z=1. Pieadisim, ka citu atrisijjumu nav. Apiikosim visus gagumus:
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y’+2° =2
1) Jax=1,tady y+7* = 2

yi+z =2
jay=1vaiz=1, tad iegstam jau miato atrisirajumu;
jay>1 unz>1, vieradojumu kreigs puses ir ligkas par 2;
jay<l unz<l, vieradojumu kreigs puses ir makas par 2;
ja y>1 un z<1, iedistam pretrunu starp pirmo un treSo vi@ojumiem
(y2 <y*unz’< z)
e jay<lunz>1l, atkal pretruna starp otro un treSo agojumiem.

2) Jax>1:
: e jay>1lunz>1 tad gkotngja sisema vieradojumu kreigs puses ir lielkkas par 3;
e jay>1lunz<l] tadir pretruna starp pirmo un treSo ddojumu;
e jay<lunz<l] tadir pretruna starp pirmo un otro vaelojumu;
e jay<lunz>1 tad ir pretruna starp otro un treSo \Aeojumu.

3) x<1: izpcta analogi 2. gaghmam.

6. uzdevumsTa ka visiem raliem t pasv nevieraidibat® +t+1> 0, tad no sisimas
2x(1+ y+ yz) = C{1+ y‘)
2y(1+ z+ 2) = 4 1+ 2)
271+ x+ ¥) = 1+ %)

vienadojumiem seko, ka>0, y>0 unz>0.

Pienemam, ka vislielkais (vai viens no li@kajiem) neziamajiem irx, tad x>y un x> z.
No sisEmas [gd¢ja vienadojuma iegstam, ka

2x(1+ x+ ) = {1+ ),
pec parveidojumiem no Sejienes seko, ka
(3x? + 4x+ 3(x-12°< 0
Ta ka visiem raliem x
3x% +4x+3>0, tadx=1. No sistmas seko, kg=1 unz=1. Ja lielikais no neziamajiem ir
y vai z, tad spriedumi iritlzgi.

7. uzdevumsNo\ertgjot sisemas
{x2+y2+ Z+ =1

X*+y+ 2+ =1

pirmo vieradojumu, redzam, kix| <1, M <1, |4<1unlu<l
Tas nommg, kax*<1, y’°<1, <1, <1 *)
un x*< X%, y*< y?, Z2< Z, U< 4. (%)

Atnpemot no sisimas pirma vienadojuma otro, iegstam
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x?(1- x+y2( )é-l-zzl— 2+ G6(1- u=0

Nemot \&ra nevierdibas (*), seko, ka katrg ¥ieradojuma saskaitmais ir nenegais, bet
summa ir nulle. idz ar to Kkatrs saskaihais ir vierads ar nulli:

X*(1-x =0, y(1-y=0Q Z(= 2=0 4+ h=0

Tas nozmg, ka vai nux=0, vaix=1, @pat ar pargjie neziramie.

Gadjuma, ja kads no neziamajiem ir vierads ar 1, tad ievietojot Soémibu dotaj
viemadojumu sistma, redzam, ka PEjiem neziramajiem gbat vieradiem ar nulli. Htad

atrisirgjumi ir (1,06,00,(0100,( 0010( 00,01

8. uzdevums Atzimésim, ka jebkuram ie{12;..n}, neziamo komplekts
X =4a, X=-+=X,=X,=-= X=0 apmierina doto viegdojumu sistmu
X + X+ -+ X = a

X2+ X+t X = &

Pieladisim, ka citu atrisisgjlumu Sai sistmai nav.
1)Jan=1, iedistam viefgo atrisimjumu x;=a.
X + X =a

2)Jan=2, ir sistma:
X; + % =a’,

no kuras iegstam nosagumu (xl + x2)2 —(xf + xf) =2x%%=0.

Tapecvainux,=a un x%=0,vaix, =0 un x=a

3)Jan> 3, tad katram sigtnas atrisigjumam ir vismaz divi nosgcmi:
X2+ X+ X = &,

X2+ X+ -+ X = a’.
Jaa=0, tad no pirra nosagjuma iegistam, kax;=X,=...=x,=0.

X \° x \?
Jaa=z 0 tad(—lj +---+(—“j =1,
a a

3 2
i <1, bettas nameg, ka (ﬁj < (i) )
a a a

tapec visiemi=1,2,...n: |

32505 _

2
X
no kurienes seko, ka jebkuranr speka vienadiba (Zl) (E—l) =0, tas ir, vai ni=a, vai

x=0. Ja kdami €{1;2;...n} izfdas, kax=a, tad, pemot \&ra doto vieradojumu sistmu,
Visi pargjie neziramie Xi,...,X-1,%+1,-..,% If viemadi ar nulli (un otédi). Tatad visos fis
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iepriekS aprak®ajos gagumos iegitie skaitu komplekti un tikai tie apmierina doto
vienadojumu sistmu.
9. uzdevumsKatrami €{1;2;...n} neziamo komplekts
=1 X=r=X,;=X,="=%=0
apmierina doto vierdojumu sistmu
X+ XA X =1
(1+ xl)(1+ Xz)x---x(l—i- )gq) =2

Pieadisim, ka citu n nenegatu skaitu komplektu, kas apmierina doto viglojumu sistmu,
nav. Atzmesim, ka , jax, > 0, kuri=1,2,...n,un x + xt+--+x* =1, tad x <[0:1].

Mums ir \&l viens vieradojums:

2= (1+ xl)(1+ X2)><---><<1+ x]) _

:1+(x1+x2+-~-+>g1)+ Z>§>g+-~-+)§>5-~-~- %(21+( £+ k+-t §()+

Ki<j<n

+ Z Xixj+"'+X1X2"'")ﬁ =2+ Z )I()](

I<i<j<n I<i<j<n

tapec ZXi X, =0. No Sejienes seko, ka visiem nezmajiem, iziemot vienu, gbut

I<i<j<n
viemadiem ar nulli (ja atrodas nezmo aris X, un Xy, Kuri atkirigi no nulles pigp<q, tad
izpilditos nevieadiba Y x X = %, % >0). Beidzot, ja kdam i e{1;2;...n} visi neziamie

X, =X ==X%,=X%X,=-=X% =0, tad no viedadojumu sistmas noteikumiem seko, ka
X=1.
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5.2. Viemzdojumu sisémas, kas simetriskas attig®z pret visiem maifgajiem

1. uzdevumsAtrast visus vieidojumu sistmas

X, + X, = %
X, + Xy = X
Xy + X, = X
X, + X = X
X5+ % =%

pozitivos atrisimjumus.

2. uzdevums Atrodiet tis skaitus, katrs no kuriem ir viads ar divu préjo starpbas
kvadiatu.

3. uzdevums Atrodiet 11 skaius, katrs no kuriem ir vieds ar @aréjo desmit summas
kvadrtu.

4. uzdevumsAtrast visus vieadojumu sistmas

(x+ y)3 =z
(y+ 2)3 =X
(x+2°=y

atrisirejumus.

5. uzdevumsAtrast visus vieidojumu sistmas

(x3'+x4+x55:3><1
(x4+x5+ x1)5=3x2
(x5+xl+ x1)5:3>g
(x1+x2+ x3)5:3>g
(x2+x3+ x4)5=3xS

atrisirgjumus.
6. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
X2 =ax, +1

2

X; =ax+1

2 _
X999 - a‘XiOOO +1

Xlzooo =ax +1
kur air dots skaitlis, kas apmierina nogamu |a| > 1.
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Atrisin ajumi (5.2 nodda)

1. uzdevumsApzZimesim ar X un'Y atbilstoSi vislieitko un vismazko skaitli noxs,xo,...,%.
Tad no dats vieradojumu sistmas

X, + X, = %
X, + Xy = X
X3+ X, = Xé
X+ X=X
Xo % = %
seko, kaX?<2X un Y >2Y *)

Ta ka jaatrod ir pozitvie atrisirgjumi: X >0 un Y >0, tad no neviekdibam (*) iegast
2<Y < X <2 Tatad dotajai vieadojumu sistmai eksist tikai viens pozilvs atrisirijums
X1=Xo=...=X5= 2.

2. uzdevumsNemot \era uzdevuma nosgaomus, varam saadit Sadu vieradojumu sistmu

x=(y-9
y=(z-%?,
z=(z- %°

kuras atrisigjumi ir (0;0,0) vai afl viens no nezi@majiem ir vierads ar nulli, bet divi prejie
ir vienadi ar 1. Pieidisim, ka Sie atrisifjumi ir vieriigie iesgjamie, Visi tiis skaiti x, y, zir
nenegavi. Uzdevuma simetriskumaet- visiem trim neziamajiem lielumiem vieadojumu
sis€ma ir vienlidzigi nosagumi - tos varam uzskatpar sakrtotiem Ec lieluma: apEmésim
tos dilstod kartiba x>y >2>0. Tadx—2z>y-22>0, no kurienes

(x-2°>(y-2". (*)
Taka (x-2°=y un (y ¥ = x no nevieadibas (*) ie@istam, kay> x, bet esam

pienemusi, kax >y . Tapéc x=y. Tada gadjuma no dotis vieradojumu sistmas seko, ka=0
unx=x’, tatadx=0 vaix=1.

3. uzdevumsApzimesim dotos skaltis arxy, %, ... , %1, pie kam uzdevuma simetriskumél d
varam pi@aemt, ka

X, £ Xy S0 L X ™*
Apzimésim So skalu summu a6, tad uzdevuma nosggmus varam pierakgtsada veida
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2
X, = (S— xl)
2
X = (S_ XZ)
(**)
X = (S_ )9_1)
Skaidrs, ka visk; negaivi.
No nosaguma (*) seko, ka
2 2 2 ok
(S_X_) Z(S— )4() Z...Z(S— 1)§) (***)
levietojot nosagumu (*) vieradojumu sistma (**), iegastam nevieadibu
2 2 2
(s-x) =(s- ¥ =-<(s x). ()
Nemot \&ra nevieradibas (***) un (****), iegastam
2 2 2
(S— )&) :(S_ g) :...:( S 1)&) .
1
Tatad x, = x, =--= X, = x. No sisémas (**) seko, kax = (10x)* un x=-—— vai x=0.

10C

4. uzdevumsNemot \era uzdevuma simetriskumu:

(x+ y)3: z
(y+ 2)3: X
(x+2° =y,

varam pi@emt, kax>y un x> z. Tad(y+ z)3 = x> y=(z X°. Tas nomg, ka
y+2z>2z+x, tatad y > x. No § nosagjuma seko, kg=x. Lidzgi pierada, kax=z.

Tad no sistmas seko vierdojums &=x, kuram ir tfs reilas saknes:

1 2 1 2
Xl:O' X2:2—\/§:T’ X3 -

Tatad dotis vieradojumu sistmas atrisiajumi ir

(x¥:2z)=(0:00, [QQQN—%;——Z-;——ZJ.

44 "4 4 4

T2 a4

58



5. uzdevumsNemot \era vienadojumu sistmas

(x3+ X, + x5)5:3>g
(% + %+ %) =3%
(%+ %+ %) =3%
(% + %+ %) =3
(x2+x3+ x4)5=3>g5

simetriskumu, pigemam, kax; > X,, X, = X3, X = X,, X, = X.. Tad

(x3+u)5:3x_23x2:(u+ )g)s.

Tas noIme, ka x; + X, + X, = X, + %+ X, tatad X, < X;. No nevieadibam

X, < X, Un X, > X, seko, kag=xz. Nemot \&ra, ka*1=%32 %5, saldzinam

te seko, kax, > x,. Ta ki ¥1=%32 %5, tad af Xs=X3=Xu.

LidZgi pierada, kax;=X,=X3=X4=Xs=X. levietojot to dot& sisEma, iegistam vieddojumu
(3x)° = 3x, kuram ir tis reilas saknesx=0 un x = ié. Tatad dotajai vieadojumu sisgtmai
ir Sadi atrisirajumi:

ramgmtnoom(LL LI 4L 1 1
(xlrxz;x .rx“-ij/ll I: s :I_ LR - 3? 3? 3? 3? 3 .

6. uzdevums Aplikosim tikai ga@iumu, kada>1 (jo ga@umu , kada<-1, ievietojot

a'=-a, >g’ = — X, varam redust uza>1). Ta ka sisemas
X =ax, +1
x5 = ax, +1

2 _
X999 - aXiOOO +1

2
Xigoo = &% + 1

viemadojumu kreigs puses ir nenegaas, tad
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1 .
X >-—>-1, i=1.2,...,1000. (*)

Sisemas simetriskumaatl varam piaemt, ka
Xi=max(x). (**)

1. gadjums Jax;>0, tad no sisimas [@dgja vienadojuma seciam, ka x>, >1, tatad

‘xmoo‘ >1, bet no nosamma (*) seko, kaxipos>-1. Tatad X, =1 Nemot to &ra, varam
secirat, ka ar Xy, > 1, u.t.t. Nemot \&ra nosagumu (**), iegust

X=X, = X=X = ax+1> ax+1 =

:>X22X3 = X32X4 == Xlooozxm

Tada veida esam ieguvusi, ka=x,=...=X1005=t1, Kurt;>1 ir vieradojuma

t2-at-1:0 (***)
a+va’+4
saknet, = > :

2. gadjums x1<0. Tad arxi<0, i=1,2,...,1000. Esam piemusi, kax;=max(x), tapec
X, 2X=> X <X = as+l< ag+ls x< x= ¥2 k= X2 X K o
Tas nommg, ka

Q) X; 2 Xy 2 Xg 202 Xgg9 2 X, TAIAA X = Xy = Xg == Xggq UN

b) X, < X, < X << Xppo S X, fAtad X, = X, = X == X0

Doto vieradojumu sistmu tagad varam redeicuz &du:

xZ =ax, +1
X5 =ax +1,

no kurienes(xl - xz)(x1+ x2) =— e( X— >§)

Jaxg=Xp, tadx;=X,=...=X1000=t2, Kurts ir viemadojuma (***) negaiva sakne

a-va*+4

="

Jaxg+X,=-a, %=-a-X; un no vieadojumax; = —a( a+ x1)+1 iegastam

x? +ax +(a& -1)=0.
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- . . . . . 2 . .
& vieradojuma diskriminants ia? —4(a? - 1) = 4- 3%, tapec, ja a> N vieradojumam

sakau nav.

—a++/4-3a°
Ja1<a£%,tadx1= > :

Tatada>1, tad sistmai vienngr ir atrisirgjums X, = X, =...= X, = 5 (a++ & +4).

2 . et et e
Jal<a<—,sisemai ir &l Sadi atrisirajumi:

NE

X =X = X999—2( a+
X, = X, == Xlooo:%(_ a- 4—36?)
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6. nodda DazAdas metodes

1. uzdevumsNoteikt visus atrisiijumus vieradojumu sistmai

X+Yy+2Z+W = 10
X*+y*+z°+w = 30
x*+y*+Z22+w® = 100

XyzZwW = 24

2. uzdevumsAtrisinat vienradojumu sistmu
X+y+z =6

Xy+ yz+ zx= 11

Xyz = 6.

3. uzdevumsDoti raciorali skaitli a unb, pie kama = 0. Pieiadit, ka var atrastaduscetrus
racioralus skaitus (starp tiem varit ai vieradi), kuru summa ig, bet reiziajums irb.

4. uzdevums Pozitviem skaitem a;,a,,...,a un b,b,,...,h izpildas vieradiba
a, +a,+..+a =b +b,+...+h. Pieadit, ka taisndtra veida kxn tabulas wtinas var

ieraksit nenegavus skailus, starp kuriem ir vismék —1)(n—1) ndju , lai skaitu summas
rindipas bitu a,, a,,...,a,, bet kololas - b,b,,...,h,.

5. uzdevumsPiegdit, ka vieradojumu sistmai
VX2 —a? +\y* - a* =1
JY -b A - =1
V- +Z- =1

. N . 3
eksist atrisirajums, ja a+ b+ c= B

6. uzdevumsAtrisinat vieradojumu sistmu

a+b+c =3
(a—b+0(-a+ b+ g(ar b- £=1
pozitvos skailos.
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7. uzdevumsPozitvi skaifli X, yun zir vienadojumu sistmas
2

x2+xy+y—:25
, 3
Y 2
—+z =9
3"

2’ +zx+ X =16

atrisirgjumi. Aprekinat lielumu xy + 2yz + 3zx.

8. uzdevumsVai eksist ¢etri daadi skaifi, kuriem izpildis nosagums, ka jebkuriem diviem
XunY no Siencetriem skailiem ir sjgka sakatba

X 4 XY XY +Y =1 2
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Atrisin ajumi (6.nodala)

1. uzdevums Parbaudot atrisisjumu (1;2;3;4), prliecinamies, ka tas der visiermdetriem
sisemas
X+y+z+w = 10

X*+y’+7Z+wW = 30
x*+y+ 22+ W =100

XyZwW = 24
vienadojumiem.Nemot \era, ka visi dois sistmas vieadojumi ir simetriski attietba pretx,

Yy, Zun w, ar visas @argjas 23 So skaitl 1, 2, 3 un 4 permatijas his §s vieradojumu
sisEmas atrisipjumi. Visu cetru vieradojumu pakpju reizirgjums ir 41=24, #pec citu
atrisirajumu dotajai sisgmai nav.

2. uzdevumsRisinot vieadojumu sistmu
X+y+z =6
Xy+ yz+ zx= 11
Xyz = 6,

atceramies sakdnu starp tress palipes vieadojuma ar vienu maigo sak@m un
koeficientiem:

a—(x+y+ @& +(xyr yz Nza xyz0.

Redzam, k&, yunzsakit ar treds pakipes vieadojuma

a®-6a’+1la-6=0 sakrem.
Sadalot So viesdojumu reizinatajos, iedistam
(a-1(a-2)(a-3 =0, kura=1,2,3.

Ta ka viemadojumu sistma ir simetriska attigba pret x, y un z tad visi seSi sigsmas
atrisimgjumi sakit ar seSiem So skt komplektiem

(xy,2=(123,(232,(218( 231( 321 ;392

3. uzdevumsLai atrastu So&etrus skaius, apskam vieradojumu sistmu:

a

X, + X+ X+ X,
a=0.

X+ X Xo X, =D

Jab=0, tad der skadlit x;=a, X,=X3=X4=0.
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Jab=0 unb=1, mekbsim skaitus &, ka x;+x,=a, betxszt+x,=0; tad xs=-X4; un pirmais
1 1

z, bz, —,——, . .
vienadojums izpildis. Ja ras iz\Elesimies skaius z  z tad to reiziajums ir b;
atliek atrast ta, lai—bz+z=a.Varampemt z = 5
ab a 1-b b-1
1-b’1-b" a ' a
Ja b=1, tad x;+Xo=a, Xs=-Xs, bet x;-X,- X;- X, =1. Viens atrisiagjums Saj gadjuma ir

Tatad mekéjamie skaili var hat, pieneram, —

4. uzdevumsUz nogriena, kura garums iB=a,+a,+...+ax=b;+b,+...+b,, atliekam punktus
Ai=C, Ag, Ay, ... Au1=D UNB=C, By, Bs, ... ,Bus=D t3, ka|A A, |=a un \ BB, =D

visiemi=1,2,...kunj=1,2,...n. leraksim tabulas-taja rindina unj-taja kolora skaitli, kas ir
vienads ar nogriegu AA.; un BjB;,; parklaSaras garumu. §da veida aizpildot visas tabulas
ritinas, skaiu summai-taja rindipa ir vienada ar nogriegu A/Ai.1 un BjB;:; kopgjas ddas
garumu, tas namg¢, ka So skalu summa ir vieada ar AA.; - tas ir skaitlisa. Tapat
parliecinamies, ka skalti summaj-taja kolora ir vienada arb;. Tabuk ir tik nenulles
elementu, cik dias nogriezniCD sadala visi nogrieis AiAi+1 un B;Bj+1 galapunkti. Nogriega
CD iekSpus tadu punktu skaits ir tieSi viads vai mazks par lielumu
(k=1 +(n-1=k+ n-2 un tie sadala nogriezni ne akirka k+n-1 ddas. Lidz ar to
starp visiem tabadlieraksttajiem skailiem ir vismazkn—(k+ n-1) =( k=2)( n-1 ndlu.
Piengrs: a1=2, &=2, ag=2, ,=0,5, b,=3, b3=0,5, y=1, bs=1.
A

Al z Az Ay
o & E E E; I,
3.2Tm.
b1 &3 b by bs & sumina

al 0.5 1,5 0 0 0 2

g 0 1,5 0.5 0 0 2

a3 0 0 0 1 1 2

b summa 0.5 3 0.5 1 1

Tabuk ir 9 nulles:CD ir sadaits 6 nogriegos, ir 7 nogriegu galapunkti (galapunkfs un B,
sakit). Tatad k=3, n=5 un ndlu skaits tabalir 9, kas nav maks par (3-1)(5-1)=8.

5. uzdevumsLai pie@aditu, ka vieadojumu sistmai
VX2 - a? +\/y2— a’=1
JY -p A - =1
V- +Z- =1
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eksist atrisirajums, apskam reguéru trijstari XYZ kura malu garumi ir vieadi ar 1; tad 4

3
augstuma garums H? .

Izvelésimies patvAgu punktuO ta iekSpus. JaO attlumi lidz XYZ makm ir a, b, ¢
(4.Zzim.), tad no fakta, kXYZlaukums vieads arXQY, YOZun ZOXlaukumu summu, viegli

V3

seko, kaa+b+c=7.

Pieadisim af apgriezto apgalvojumu: ja+b+c=§ una, b, c— pozitvi skaiti, tad

AXYZ iekSpus atrodasads punkts, kura aumi lidz makm XY, YZ, ZXr atbilstoSia, b, c.
Novelkam taisnes; unt; paratli atbilstoSiXZ unYZ atélumosc unb no &m (5.2m.); to
krustpunktu apmmgjam arO.

Y

A NN

X t Z

5.2Tm.

JaO attalumu lidz XY apZme ar x, tad no vieadibasL(XYZ)=L(XOY)+L(YOZ)+L(ZOX)

2 2
Tatad O at@lumi lidz AXYZ makm tieEm ira, b, c.

Vel japamato, Epec taisnedl unt2 krustojasAXYZ iekSpus. Pamatojiet to patdiigi,
pieradot, ka pretja gadjuma batu b+c>1 (pieradijuma izmanto laukumus).

Apzimesim punktaO atélumus idz AXYZ virsotrem: x=0X, y=0Yun z=0Z Ta ka a<x,
a<y, b<y, b<zun c<z, c<x (perpendikuls no punktadz taisnei irisaks par jebkuru gbni),
tad visas dais sisEmas zemsaju izteiksmes ir pozivas. No Pitagora teémas (4.zm.)
AXOZ: \x?—a? +yy*— a> = XY=1, kas ir dois sistmas pirmais vieidojums;

AYOZ: \/yz — b’ +VZ - I = YZ=1, kas ir dods sisEmas otrais viezdojums;

1 1 1 3
sekoE-x-1+—-b-1+—- c-1:7 un x+b+c=§. Ta ka an a+b+c:§, tad x=a.

AXOZ: X - +4 22— @ = XZ=1, kas ir dois sistmas tre3ais viewojums.
Lidz ar to ir pieddits, ka dotajai vierdojumu sisEtmai eksist atrisirajums.
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6. uzdevumsLai atrisiratu vieradojumu sistmu

a+b+c =3
{(a—b+c)(— at b+ ¢g(ar b- =1

apskaim divus gagumus:
a) sistmas otraj viemadojuma visas iekavas ir pozuas,
b) kads no reiziatajiem (iekavam) ir negatvs.

a) Ja visas 1s iekavas ir poztas, tad:

-a+b+c>0, fatadb+c>a,

a-b+c>0, atada+c>b,

a+b-c>0, atada+b>c.
Sap gadjuma katrs no skajtem a, bun c ir mazks par abu @rgjo skaifu summu ungemot
véra uzdevuma nosgamu, ka atrisinjums ir pozitvos skailos, varam pigemt, kaa, bunc
ir trijstara malas. Btrijstira laukumu varam uzraksar Herona formulu

S:Jp(p_a)(p_b)(p_c):\/a+b+c'a+b+c—2a.a+b+c—2b'a+b+c—2c _

2 2 2 2

:%\/(a+ b+c)-a+b+c)a-b+cla+rb-c). (¥

Nemot \&ra sisemas pirmo vieadojumua+b+c=3, kas ir $ trijstira perimetrs, un si@nas
otro vieradojumu (-a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)=1 un ievietojot & abas izteiksmes trijsa

laukuma vieadojuma, iegistam, ka S:%\@. No visiem trijsiriem ar dotu perimetru

vislielakais laukums ir viesdmalu trijstirim; ja perimetrs ir 3, tad Sis Iaukums—j{rx/é . Tatad

musu trijstiris ir regubrs trijstiris ar malu garumiera=b=c=1, kas arir dofas vieradojumu
sisEmas atrisiajums.

b) Apskaim gadjumu, ja Kida no dais vieradojumu sistmas oté vieradojuma iekagm ir
mazka par nulli. Bda gadjuma divam iekaam jabat negaivam, jo triju iekavu reizigjums
ir pozifivs. Pimemam, kaa<b<c una, b, cir pozitvi skaifli; tad negava var it tikai
iekavaa+b-c. Te ir pretruna - divas iekavas nevat hegaivas. lidz ar to 8ds gadums, kad
kada no iekag&m ir mazka par nulli nav iespams.

7. uzdevumsLai no vieradojumu sistmas
2

x2+xy+y—:25
, 3
Y 2
—+z =9
3"

2’ +zx+ X =16

aprkinatu lielumuxy+2yz+3xz, apskaim taisnleka trijstiri XYZ kura malas iXY=5, XZ=4
un Z2Y=3. Sadalm AXYZ trijos trijstiros: AXOZ, AYOZ un AXQOY, kuriem lexki O attiedagi

ir 12, 9¢° un 150, bet nogrieiti OX=x, OZ=zun QY = A

=
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Ve 5 Y

0.ZIm.
Tada gadjuma sisemas pirmais vierdojums izsakaAXOY malasXY garuma kvaditu pec
kosinusu tea@mas:

2
XY? =5° = ¥ +(lj —2xycosl50 ; *
NE y *)
3
. _eoglhlt=—-— . . _
ta ka 2 , tad vieadojumu (*) varam uzrakgtka

2
25=x* +y?+xy,

kas ir sistmas pirmais vierdojums.

Sistmas otrais viekdojums izsakaAYOZ malasZY garuma kvaditu pec Pitagora
2 2
y : y
teoemas: ZY?* =3* = 7 +(—j Jtasir, 9=272°+"—.
V3 3

Sistmas treSais vialojums izsakaAXOZ malas XZ garuma kvaditu pec kosinusu
teofmas:

XZ? = 4% = x? + 2% - 2xzcos12C°.
1

120°=-
Ta ka cos 2, iegastam sisgtmas treSo vierdojumu: 16=x*+7°+xz.
Uzrakstim AXYZ Iaukumu ki So tiis trljsturu laukumu summu:
4.3 1 xzl3 zy  xy
=——=6=_ x&inl20’ + —=+—~=sinl =
Sixyz 2 6 5 XBi ¢+ \/_+ \/—SI 50° = 2 +2\/§+4\/_3

Pareizinot iegto izteiksmi ar4/3, atrodam mekto lielumu:
xyt+iyzt+iExz=24 43

8. uzdevums Sadi ¢etri skaiti, no kuriem jebkuriem diviem izpid sakaiba
X+ x2y+ xy+ y°=1, neeksist. Reizinot 30 vieidibu ar x-y, més ieditu, ka

—y"=x—vy, tas ir x**— x= y"'— y= c. Tad funkcijai f(t) =t -t +c péc uzdevuma
nosagjumiem vajadztu bit ¢etram dazdam sak@m. Tas nav iesgams, jo f'(t) ir tikai
divas saknes.
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Nobeigums

Macibu ldzeki aplikotas izplattakas “nestandarta” metodes, ko skain materatikas
olimpiadés patlaban lieto vigdojumu sistmu risireSanai. Sakar ar izgitoSanas procesa
informatizciju talak batu velama &du uzdevumu klasSu izveide un to riganas metozu
izstrade, kuros reigz ar teogtiskiem spriedumiem pielietojumusity af skaitliskais
eksperiments.
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