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levads

Ekstréemu uzdevumu daudzveidiba, pat to, kas risinami ar
elementariem panémieniem, ir parsteidzosi liela. Gramatas 1. dala plasak
tika apliikota ievérojama nevienadiba G <A, kas saista vidgjo
geometrisko un vidgjo aritmétisko. Savukart 2. daJa galvena loma tika
atv€leta citai klasiskai nevienadibai — KoS$1 nevienadibai. Gramatas 3. dala
abas §1s nevienadibas tiek plasi lietotas vairaku citu uzdevumu risinasana.

Par vissenakajiem ekstrému uzdevumiem uzskata ta devetos
1zoperimetriskos uzdevumus (kada figiira ierobezZo vislielako laukumu, ja
uzdots tas perimetrs?). Jau Aristotelim (4. gs. p. m. €.) bija zinams, ka
“visietilpigakas” figiiras ir rinkis un lode attiecigi starp plaknes un telpas
figiram. Geometriskie maksimumu un minimumu uzdevumi sastopami
senatnes visu tris dizako matematiku — Eiklida, Arhiméda un Apolonija —
darbos. Saskana ar Enciklopédisko vardnicu [EV, 55.1pp.] Eiklida
slavenajos “Elementos” (6. gramata) atrodams visvienkarsakais un,
ticams, ka arT visvecakais ekstrému uzdevums, proti, kadam taisnstirim
ar uzdotu perimetru ir vislielakais laukums? Apméram pusi no darba
3. dalas aiznem materials par izoperimetriskiem daudzstiriem. Darba
ipasa vieta ir ieradita klasiskajai Z&€nodora problémai: kadam n-stlirim ar
uzdotu perimetru ir vislielakais laukums? AtseviSsks punkts veltits
maksimala daudzstiira (un vispar uzdevuma atrisinajuma) eksistences
problémai.

Pargjas peéc apjoma mazakas nodalas dots divu citu klasisku
uzdevumu - Arhiméda un Fanano uzdevuma— risinajums, ka ari
aplikotas dazas funkciju klases, kuram ekstrémus var noteikt ar
elementaram metodém.

Darba dota gan teorétiska, gan praktiska dala. Turklat ne visi
uzdevumu risinajumi izklastiti tradicionala veida, kad mérki cenSas
sasniegt pa iesp&jami “taisnako” celu, t. 1., ekonomgjot laiku vai izklasta
apjomu. Praksg, risinot kadu jaunu problému, mums reti kad izdodas
uzreiz (bez kludam, bez eksperiment€Sanas) atrast 1sako, vienkarSako
risinajumu. Cela uz mérki, laiku pa laikam tiek apliikoti dazadi sancelini,
skolénu raksturigakas kliidas, maldus risinajumi utt.

Elementaro metozu aspekts ir loti piemérots skolénu un skolotaju
vajadzibam, seviski gatavojoties matematikas olimpiadém.

Izmantotas literatiiras saraksts ir dots darba beigas.



11. nodala Izoperimetriski daudzstiri

Ar izoperimetriskam figiram (griecku iS0S nozim& vienads,
vienlidzigs; perimetros — plaknes figliras robezas garums) saprot figiiras,
kuru perimetrs ir nemainigs lielums. Ar izoperimetrisku uzdevumu saja
nodala sapratisim tadu uzdevumu, kura jamekl€ noteikta tipa daudzstiris
ar maksimalo laukumu, ja uzdots ta perimetrs, bet izoperimetriska
uzdevuma atrisinajumu Tsak sauksim par maksimalo vai optimalo
daudzstiiri. Izoperimetriski uzdevumi, visparigi runajot, ir tadi uzdevumi,
kuros janosaka ekstréms kadam lielumam, ja apliko noteiktas klases
figiras ar uzdotu perimetru. Sis lielums ne vienmér ir laukums, var biit,
pieméram, figiiras diametrs, smaguma centra augstums.

Labu, skoléniem piemérotu gramatu “Izoperimetri” ir uzrakstijis
D. A. Krizanovskis (1883-1939) [Kr]. Taja galvena uzmaniba tiek veltita
problémai: kadai no visam plaknes figiiram ar vienu un to pasu perimetru
ir vislielakais laukums? Jau senaja Griekija bija zinams, ka rigpkim ir
lielaks laukums neka jebkurai citai figiirai ar tadu paSu perimetru, ka
lodei ir lielaks tilpums neka jebkuram citam kermenim ar tadu paSu
virsmas laukumu. Tiesa, zinat vél nenozimé prast pieradit. Pitagora
figiram ir ripnkis pamata, droSi vien, ir So figliru optimalitate. Grieku
matematikis Zeénodors maksimalajam figtiram ir veltijis specialu traktatu
“Par figtiram, kuram ir vienada periférija”’. Vina sacergjums diemZzgel nav
saglabajies. Par laimi Pappa (3. gs.) un Aleksandrijas Teona (4. gs.)
darbos ir minéti 14 Z&nodora apgalvojumi. Svarigakie no tiem:

1) no diviem regulariem daudzstiiriem ar vienadu perimetru lielaks biis
tas, kam lielaks lenku skaits;
3) ja rinkim un regularam daudzsttirim ir vienads perimetrs, tad rinkis
bis lielaks;
11) no visiem daudzstiiriem ar vienadu perimetru un vienadu malu
skaitu vislielakais biis regulars daudzstiiris;
14) katrs no pieciem regulariem daudzskaldniem mazaks par lodi ar
tadu paSu virsmas laukumu.
No 3) un 11) Zeénodors secindja, ka no visam figiram ar vienadu
perimetru vislielakais laukums ir ripkim. Stingru ripka un lodes
optimalitates pieradijumu 1884. gada uzradija vacu matematikis Svarcs
(Schwarz K. H. A., 1843-1921) [BB2].



Zenodora uzdevums
(Zenodorus, 3 — 2 gs. p. m. €., sengricku matematikis.)
No visiem n-stiriem ar uzdotu perimetru atrast n-stiuri ar vislielako
laukumu. [T, 16. Ipp.]
Pirms analiz€t visparigo gadijumu aplikosim vairakus atseviskus
uzdevumus un dazadus elementarus panémienus, metodes to risinasana,
ka arT sniegsim 1sas vesturiskas zinas. Ja mérki var sasniegt, ejot pa vienu
celu, vai ir verts iepazities ve€l ar citiem celiem? BieZi vien to darit ir
verts. Vairaku pan€mienu izmantoSana, apgiiSana viena un ta pasa
uzdevuma risinaSana var biit noderiga ne tikai redzesloka paplaSinasanai
vai ka trenin§ skoléniem. Svarigi apzinaties, ka kads no atseviska
uzdevuma risinajumiem var bit piemérots citu sarezgitaku uzdevumu
risinaSana, var kalpot ka atsléga plaSiem visparinagjumiem. Kaut gan
Zgnodora uzdevums ir matematikas “klasika”, kuru slip&jusi daudzi izcili
matematiki, tomer ta risinaSana vél var atrast jaunas nianses.

Zenodora uzdevums trijsturim

Regularam trijstirim piemit $ada izoperimetriska Tpasiba:
Izoperimetriska teoréma trijstiiriem. No visiem trijstliriem ar vienu un to
pasSu perimetru vislielakais laukums ir regularam trijstiirim.

Kadreiz So teorému pieradija ta. Piepemsim, ka ABC ir maksimalais trijsttris ar
perimetru p. Tad ta visam malam jabiit vienadam. Tie$sam, ja AB nav vienads ar BC,
tad var konstruét vienadsanu trijstiri AB;C ar to pasu pamatu AC un to pasu
perimetru p, bet ar lielaku laukumu neka maksimalajam trijstirim. legiits absurds,
proti, ka izoperimetriskajam trijstirim AB1C ir v@l lielaks laukums neka
maksimalajam trijstirim ABC.

Gramata [Kr] ir izklastiti divi $adas izoperimetriskas lemmas pieradijumi.

No diviem dazadiem trijstiuriem ar vienadiem pamatiem un viendadam
sanu malu summam mazaks laukums ir tam, kuram pieder mazakais un
lielakais lenkis no Cetriem lenkiem pie minétajiem pamatiem.

No $§is lemmas izriet trijstira AB;C eksistence.

Lemmu sava 1. metod€, pieradot rinka izoperimetrisko 1pasibu
izmantoja, vacu matematikis J. Steiners (Steiner J., 1796-1863). Vin3 lidz
18 gadu vecumam nebija ieguvis faktiski nekadu izglitibu, pat rakstija ar
grutibam un tomer, ka raksta D. Krizanovskis kluva par geometrijas
geéniju. Labs apstiprinajums teicienam: mdacities nekad nav par velu.

Apliikosim vairakus lemmas pieradijumus.

1. pieradijums balstas uz lemmas geometrisku ilustraciju, ko dod elipse,
kuras fokusos atrodas trijstiru kop€ja pamata galapunkti. Elipsi var
definét ka Iikni, kuras patvaligam punktam attalumu summa lidz diviem
dotiem punktiem (fokusiem) ir nemainigs lielums.




2. pieradijums ir vienkarss, bet diezgan garS. Tas veikts ar elementaras
geometrijas lidzekliem. Turpmak dotais pieradijums atSkiras no originala
[Kr, 28.-30. Ipp.] tikai ar nebiitiskam izmainam.

Novietojam trijstirus ACB un ADB uz kop&ja pamata ta, lai garakas abu
trijstiru malas izietu no pamata viena un ta pasa galapunkta (1. zim.). Tad attiecigie
trijstiiru lepki ar virsotni A biis mazaki neka trijsttiru lepki ar virsotni B:

a<B, y<d vai a<p, y<d
(vienadibas zime attiecas uz to gadijumu, kad viens no trijstiriem ir vienadsanu; abi
trijstiri nevar but vienadsanu nebiidami taja pasa laika kongruenti)

1. zim.

Lepki a un b nevar but vienadi, jo pret§ja gadijuma trijstiri butu kongruenti.
Pienemsim, ka oo >y. Tad 6 > > a >, jo trijstira ADB virsotnei D jaatrodas arpus
trijstira ACB (pretg§ja gadijjuma perimetri nebiitu vienadi). Tatad pieradits, ka
vislielakais un vismazdkais no cCetriem lenkiem pie pamata pieder vienmeér vienam un
tam pasam trijstirim. Pieradisim, ka tam paSam trijstirim pieder arT visgaraka un
visisaka mala, t. i., AD > AC > BC > BD.

Ja AD = AC, tad ar1 BC = BD (jo sanu malu summas vienadas); bet §ada gadijuma
trijstiiri biitu kongruenti, kas pretruna ar nosactjumu. Tagad pienemsim, ka AD < AC.
Tad, spriezot ka ieprieks, bus BD > BC. Pirma no §tm nevienadibam parada, ka lenkis
ACD mazaks neka lenkis ADC, bet otra, — ka lenkis BCD, kas ir tikai lenka ACD
dala, lielaks neka lepkis BDC. Bet tas nav iespgjams, jo lenkis BDC ir lielaks neka
lenkis ADC. Tatad pieradama sakariba starp sanu malam vienmeér patiesa.

Tagad paradisim, sekojot Steineram, ka laukums trijstiirim ADB, kuram saskana ar
pierddito, vienlaicigi ir gan vislielakais un vismazakais lenkis, gan visgaraka un
vistsaka mala, ir mazaks neka laukums trijstiiim ACB (1. zim.).

Ta ka y <, tad BE < AE. Tapéc, ja uz EA atlick Nogriezni EF = EB, tad F
atradisies starp A un E. Atliksim uz EC nogriezni EG = ED. Punktam G jaatrodas
starp E un C. TieSam, ja G sakristu ar C, tad trijstiri CEF un DEB biitu vienadi un
mala CF biitu vienada ar DB. Bet

AC+CB=AD+DB
jeb

AC +CE +EB =AF + FE + ED + DB;

no Sejienes, nemot véra vienadibas

CE=ED, EB=EF,
dabtjam, ka

AC = AF + DB = AF + FC,

kas nav iesp€jams.



Ja punkts G1, kuram EG;= ED, atrastos uz EC pagarinajuma punktam C otra
pusé, tad analogisks spriedums novestu pie absurda rezultata, ka taisne AC vienads ar
lauztu liniju AF G;C.

Ta ka trijsturi EDB un EFG ir vienadi, tad laukums trijstirim ADB vienads ar trijsttiru
AEB un EFG laukumu summu, kas kopuma ir tikai dala no trijstira ACB, Tatad
laukums trijstarim ADB ir mazaks neka trijstarim ACB, kas ari bija japierada.

No pieradita izriet, ka katram trijstirim, kurs§ nav vienadsanu, ir vislielakais un
vismazakais lenkis, tapéc ta laukums ir mazaks neka vienadsanu trijsttira (ar kop&ju
pamatu un perimetru) laukums.

3. pieradijums. Kombingjot geometriskos un algebriskos lidzek]us
uzradisim 1saku lemmas pieradijumu.
1. uzdevums. Pieradit nevienadibu

(P—X)(P—Y) < (p—x1)(p— Y1)
jax+y=X;+Yy;unyj atrodas starp skaitliem x un y.

Izteiksim x; = X +y — y;. Tad japierada
P-=X)P-y)<(P-x-y+y)(P-Yy1)
P-X)P-y-p+y)<(P-y)(Yi—Y)
(Yi-Y)(p—X-p+y)<0
(y1=y)(yi—x) <0.
Ja neviens no reizinatajiem nav nulle, tad tie ir ar dazadam zZimém, jo y;
atrodas starp skaitliem x un y.

Apzimésim (sk.,1.zim): AD=a, AB=Xx, BD=y, AC-=x,
BC =y, punL trijstira ABD pusperimetrs un laukums. Tad péc Herona
formulas:

L =p(p-2a)(p-x)(P-VY).
Var izmantot 1.uzdevuma pieradito nevienadibu, jo p(p—a)>0,
X +Y =X; +y; péc lemmas nosacijuma, bet tas, ka y; atrodas starp x uny,
izriet no lemmas pieradijuma pirmaja dala iegltas nevienadibas
AD > AC > BC > BD. Tatad
L? (ADB) < p(p —a)(p — X1)(p — Y1) = L’(ACB).

Ieverosim, ka izoperimetriskas teorémas pieradijuma tika izmantota
nevis pati izoperimetriska lemma, bet sekas no tas, proti, ka vienadsanu
trijstiurim AB,C ar to pasu pamatu AC un to pasSu perimetru p, ir lielaks
laukums neka trijstiurim ADC. Atzimesim, ka nevienadibu

Laukums(AB;C) > Laukums(ADC),
kas pastav starp vienadsanu trijsturi AB;C un patvaligu izoperimetrisku
trijstiirit ABC, var pieradit visai 1si un vienkarsi, neizmantojot So lemmu.
Tacu Sai lemmai ir ne tikai vesturiska nozime, ta ir noderiga vairaku citu
uzdevumu risinasana. Pirms iepazities ar turpmak doto nevienadibas
pieradijumu (sk. 1. lemmu), pamé&giniet atrast pasi savu.
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J. Steiners iepriek$ min&to izoperimetriskas teorémas pieradijumu esot uzskatijis
par pareizu un stingru. Tomér tas vinu nav apmierinajis pilniba. Vins norada: ja doti
divi dazadi izoperimetriski trijstiiri, viens vienadmalu, bet otrs né&, tad S$ads
pieradijums nedod iesp€ju tiesi paradit, ka lielakais laukums ir vienadmalu trijsttirim.
Sai sakara D. Krizanovskis raksta:

“Mes teiktu, ka uzraditais pieradijums aizklata (slépta) veida piepem vislielaka
trijstiira ar doto perimetru eksistenci un ka tiesi $is apstaklis Steinera izraisa vajadzibu

_ .y . - . _ . — -1 = 1
pec tieSas divu trijstiru — vienadmalu un ne vienadmalu — salidzinasanas )»

Komentara 1) vin§ atzimé, ka tomér nav skaidrs, ka Steiners vargja biit apmierinats ar
teorémas par rigki pieradijumu, kura art tiek pienemta mekl&jamas maksimalas figtiras
eksistence.

Nenemos apgalvot, ka maksimala trijstiira eksistence bija tiesi tas, kas
1zsauca zinamu neapmierinatibu ar lemmas pieradijumu. Gandriz drosi,
ka diskomfortu Steineram sagadaja tas, ka trijstira aizstagana ar
vienadsanu trijstliri var nekad nenovest (péc galiga solu skaita) lidz
vienadmalu trijstlirim. Iledomasimies, ka mums dots trijstliris ar malam
(3; 5; 6). Pirmaja solt aizstasim $o trijstiri ar vienadsanu trijstiiri (4; 4; 6),
saglabajot perimetru, bet palielinot laukumu. Ta turpinot, otraja soli
leglisim trijstiiri (4; 5; 5) ar tadu pasSu perimetru, bet lielaku laukumu,
treSaja soli — (4,5; 4,5, 5), ceturtaja — (4,5; 4,75; 4,75) utt. Var pieradit, ka
ta konstruéta trijstiru virkne tiecas uz vienadmalu trijstiiri, turklat
neatkarigi no sakotngja trijstira izveles. Ideju, kad tiek konstruéta
izoperimetrisku vienadsanu trijstiru virkne, katrreiz palielinot (vai
vismaz nesamazinot) trijstira laukumu, ir izmantojis S$veicieSu
matematikis Luljérs (L’Huillier S. A. J., 1750-1840). Ta ka te ir dariSana
ar bezgaligu procesu, korektai idejas realiz€Sanai vajadzeétu izmantot
nebiit ne elementaro robeZas jédzienu. Tacu Seit nav vajadzibas lietot
robezas jédzienu, jo var iztikt ar elementaras matematikas lidzekliem.
Tada veida pieradijumus, kuri mis bezgaligi tuvina mérkim, bet nekad
nenoved pasa meérki, slavenais vacu matematikis L. Dirihlé
(DirichletP. G. L.,  1805-1859) nosauca  par  asimptotiskiem
pieradijumiem.

J. Steiners izdomaja aspratigu, izteikti geometriska rakstura
teorémas pieradijumu, kura patvaligs trijstiiris tiek salidzinats ar
vienadmalu trijstiiri un pieradits, ka péd€jam laukums ir lielaks.

Steinera pieradijums

Doto trijstiiri ar perimetru p parveido par vienadsanu trijsturi ACB saglabajot
perimetru un nemot par pamatu AB garako (vai vienu no garakajam) dota trijstura
malu, sk. 2. zim. Ta ka pamats AB ir garaks par katru no sanu malam, tad tas ir garaks
par perimetra treSdalu. Tapéc, ja uz pamata atlieck nogriezni BD, kas vienads ar
perimetra treSdalu, tad punkts D atradisies starp A un B.
Uz malas BC pagarinajuma vienmer atradisies tads punkts E, ka

DE + EC=DA + AC,
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kas nozimé, ka trijstiru ABC un DEB perimetri ir vienadi.

E

F 2. ZTm.
Ta ka BC mazaks neka perimetra tresdala, tad BC < BD, ta ka lepkis BDC mazaks
neka lepkis BCD, un tatad lepkis ADC lielaks neka lenkis DCE, t.i., no diviem
izoperimetriskiem trijstiriem ADC un DCE pirmajam ir lielaks lenkis pie pamata. P&c
izoperimetriskas lemmas laukums trijstirim ADC ir mazaks neka trijstarim DCE.
Pieskaitot trijstira DCB laukumu dabiijam, ka laukums trijstirim ACB mazaks neka
laukums trijstiirim DEB. Tagad konstrugjam uz pamata BD vienadmalu trijstiiri DFB
ar to pasu perimetru p. Ta laukums ir lielaks neka izoperimetriska trijstira DEB
laukums, jo pamats vienads ar p/3, bet sanu malas vienadas. Tadgjadi trijstaris DFB ir
vienadmalu un péc laukuma parsniedz patvaligi izvéletu izoperimetrisku trijstiri. [Kr,

33-34. Ipp.]

Pieradijums, izmantojot Hérona formulu.

Aplikosim patvaligu trijstiiri ar uzdotu perimetru. Ja a, b, c, trijstiira

malas, p — pusperimetrs un L laukums, tad péc Hérona formulas

L= p(p-a)(p-b)(p-0).
Reizinataju (p—a)(p —b)(p —¢) summa ir nemainigs liclums, tapéc S$is
reizingjums un lidz ar to ar1 laukums bus vislielakais, ja tie visi bus
vienadi, t. i., a = b= c, kas ar1 bija japierada.

Ka redzams, pieradijums ir loti 1ss. Tiesa, tas klutu ieve€rojami
garaks, ja to vajadz€tu papildinat ar Heérona formulas un faktiski Seit
izmantotas nevienadibas G < A (starp geometrisko un aritmétisko vid&jo)
pieradijumu.

Piezime. Uzdevumu “Noteikt trijstiiri ar doto perimetru 2p, bet maksimalo laukumu”
neparasta veida — ar Lagranza reizinataju metodi (!) — risindjis E. Leimanis

[Lei, 130. Ipp.]. Turklat netiek apspriests jautajums, vai ar o metodi atrastais punkts
dod maksimumu.

12



Zénodora uzdevums Cetrstirim

Japierada, ka no visiem 4-stiiriem ar uzdotu perimetru P vislielakais
laukums L ir kvadratam K.

Geometrisks risinajums.

Pieradijumu veiksim péc klasiskas shémas, kura patvaligs 4-stiiris
pakapeniski tiek parveidots par lielaku (péc laukuma) Cetrsturi, kamér
iegust kvadratu. Nevienadibu kedites

L(ay, ay, a3, a4) < L(a, a,as,a4) <L(a, a,b,b)<L(c,c,c,c)<L(K)
legisanas mehanisms balstas uz diviem vienkar$i pieradamiem
apgalvojumiem, kuri turklat tiek izmantoti ar1 citu uzdevumu risinasana.
Nosauksim tos par lemmam.

1. lemma. No visiem trijstiriem ar uzdotu pamatu un pargjo divu malu
summu vislielakais laukums ir vienadsanu trijstiirim.

2. lemma. No visiem trijstiriem ar uzdotam divam malam vislielakais
laukums ir taisnlenka trijstirim.

Dosim uzskatamu Ilemmu pieradijumu. (Veérigs lasitajs So
apgalvojumu pareizibu var saprast péc 3.-4. zZimgjuma, iztiekot pat bez
paskaidrojoSas dalas.)

1. Aplukosim vienadsanu trijstiri AD;B, kur AB un AD; + D,B ir
fikseti lielumi, sk. 3. zim. Salidzinasim §1 trijstira laukumu ar cita
trijstira ACB laukumu, ja pédéjam AC + CB = AD; + D;B. Novelkam
pamatam AB paral€lu taisni DC. Trijstira laukums vienads ar ta pamata
un augstuma reizinajuma pusi. Tapec trijstira ACB laukums nav atkarigs
no virsotnes C atraSanas vietas uz §Ts taisnes. Vienadsanu trijsttirim ADC
perimetrs ir mazaks neka trijstirim ACB, jo

AC+CB=AC+CB;>AB;=AD +DB; =AD + DB.
Tagad atliek ieverot, ka vienadsanu trijstira AD,B laukums ir lielaks par
trijstira ADC laukumu.

2. Aplikojam patvaligu trijstiri ar malam OC un OE4, kur punkts E;
atrodas uz nogriezna OB pa kreisi no B, ST trijstiira laukums ir mazaks
neka trijstira COB laukums, sk. 4. zim. Savukart trijstira COB laukums
ir mazaks neka taisnlenka trijstira DOB laukums, jo péd€jam ir lielaks
augstums. leveérosim, ka augstums CE =Yy <r klust maksimals tad, kad

y=r.
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3. Zim. 4. 71m.

Piezime. Lemmu 1si pieradijumi, izmantojot Hérona formulu un nevienadibu
G < A ir doti gramatas pirmaja dala.

Algebrisks risinajums, izmantojot 4-stiira laukuma formulu.
Pienem, ka a, b, c un d ir izliekta 4-stoira ABCD malu garumi, S un &
ta pret&jie lenki un L laukums, sk. 5. zim. Tad
4L =2absing + 2cdsino. (1)

P&c kosinusu teorémas
a’ + b?— 2abcosf = ¢ + d* — 2cdcosS
a’ +b*—¢®— d* = 2abcos — 2cdcosd. (2)
Kapinam (1) un (2) abas puses kvadrata un saskaitam iegiitas vienadibas:
16L° = 4a’b’sinS? + 8abcdsingsing + 4c?d%sins?

(@ + b? — c? — d%)? = 4a’b’cosB? — 8abcdcos S coss + 4c’d?coss .
(@ +b? — c? — d%)? + 16S? = 4a’h? — 8abcd(cosf coss —singsing) + 4c’d?

Izmantojam formulu divu lepku summas Kkosinusam un veicam
vienkarSus parveidojumus.
(a% +b? — c? — d%)? + 165 = 4ah? — 8abcd(cos(S + o) + 4c’d?

1612 = 4a’h? + 4cd? — (% + b? — 2 — d?)? — Babcdcos(B + o) )
16L° = (2ab + 2cd)’ - 8abcd — (a° + b” - ¢* — d*)® — 8abcdcos( + )
1612 = (2ab + 2cd)?— (a? + b? — c? — d?)? — 8abcd(1 + cos(B+ ) =

= (2ab +2cd —a®—b?+c?+d%)(2ab +2cd +a® + b?—c®— d?) —16abcd cos? ﬂf
16L2= [(c + d)>- (a— b)?][(a + b)? —(c — d)?] —16abcd cos? @

16L%=(c+d—a+b)(c+d+a—b)(a+b—c+d)@a+b+c—d)—16abcd cos? '826.

Apziméjama+b+c+d=2p. Tad
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16L2= (2p —2a)(2p ~2b)(2p ~2c)(2p — 2d) — 16abed cos? 2 ;

+0
2

L= (2p — 2a)(2p —2b)(2p —2¢)(2p — 2d) —16abcd cos? p

2 B+0
2

\/(p a)(p—b)(p —c)(p —d) —abed cos (4)

legiita formula cetrstira laukuma aprékinasanai, kas péc bitibas ir
Heérona formulas visparinajums. No §1s formulas izriet, ka laukums L bus
maksimals tad, kad kosinuss no atbilstosa lenka bis nulle, t. i.,

coszgzo = f+05=180°.
Tatad

L<(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) ©®)
Tagad izmantosim nevienadibu G < A, saskana ar kuru zemsaknes
izteiksme biis maksimala tad, kad visi 4 reizinataji vienadi, kas dod :
a=b=c=d,
L<(p-a)’=(2a—a)’=a>
Lidz ar to esam atrisinajusi Z&nodora uzdevumu 4-stiirim.

Piezime. Nosacijumu: (S + o) = 180° vargja iegit atrak, sk formulu (3). Tas laba puse
biis maksimala, ja cos(f+ 0) =— 1.
Piezime. Formula (4) ir atrodama vairakas gramatas, sk., pieméram, [Bla, Zet], kur
dots ar1 tas izvedums. Savukart loti akuratais V. BlaSke [Bla, 46. Ipp.], pieradot
formulu Cetrstiira laukuma F aprékinasanai:

F2=(5S—51) (S—S2) (S—S3) (S — S4) — 51525354€05°6),
Kur 2s = 53+ S, + 83 + Sy, bet 6 — divu pretgjo Cetrstiira lenku vid&jais aritmétiskais,
atsaucas uz 1914. gada vacu valoda iznakuSu gramatu. Atzimésim, ka vacu geometra
V. Blaskes (1885-1962) ievérojama gramata pirmo reizi iznaca 1916. gada.

Sekas no Cetrstiira laukuma formulas (4).

e Herona formula trijstirim. (Nemt d = 0).

e No visiem 4-stiriem ar uzdotam malam vislielakais laukums ir tam, ap
kuru var apvilkt ripka Iiniju. (Vispirms secinam, ka maksimalajam
Getrstiirim pretéjo lenku summa ir 180°. Tad atsaucamies uz skolas
geometrijas faktu: ja 4-stiira pretgjo lenku summa ir 180°, tad ap to var
apvilkt rinka liniju.)

e No visiem Ccetrstiiriem ar kop€u pamatu un tris vienadam malam
vislielakais laukums ir vienadssanu trapecei. (Ja Cetrsturis ABCD, sk.
5. zim., ir ievilkts rinki, tad tam ievilktie lepki CAD un BDA ir
vienadi, jo balstas uz vienadam hordam. Tas pats sakams par lenkiem
CAB un BDC.)
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D 5 zim.

Vai otrajam secinajumam varat atrast geometrisku pieradijumu?

Risinajums, izmantojot Heérona formulu un K081 nevienadibu.
Izteiksim cCetrstiira laukumu L peéc Hérona formulas ka divu trijsttiru
laukumu summu, sk. 6. Zzim&jumu.

D 6. zim.

Alpgc = J(@+b+x)(a+b—x)(x+a—b)(x—a+b) =

=J[(a+b)? —x*)][(x* - (a—b)?]
Alacp = Jc+d+x)(c+d —x)(x+d —c)(x—d +b) =

JIie+d)? = x)I[(x2 - (c—d)?]

4L = J[(x* —(a-b)?l[(a+b)2 —=x})] + [(c+d)? —x)[(x* - (c—d)?]

Lietosim Ko§1 nevienadibu xu+ yv </x? + y2vJu? +v? :

4Ls\/[(x2 —@-b)?+c+d)?-x[a+h)?-x*>+x>-(c-d)?]1= (¥

=\ [(c+d)* —(a-b)*+][(a+b)* - (c—d)’]
L1dz ar to cita veida un nedaudz 1sak esam ieguvusi jau minéto

nevienadibu, sk. (5).

4L</(c+d+a-b)c+d-a+b)(a+b+c—d)a+b—c+d) **)
Cetru reizinatagju summa ir konstants lielums (divkarSots 4-stiira
perimetrs), tap&c reizinajums biis maksimals, ja tie visi bus vienadi, t. i.,
a=b=c=d. Ko$1 nevienadiba Kklist par vienadibu, ja Xxv =uy.
Izmantojot $o proporcionalitates nosacljumu no (*) dabiijam x =a+/2, kas
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nozimé, ka lenkis starp maksimala 4-stiira malam AB un BC, ka arf starp
CD un DA ir taisni. (Te vargja izmantot ar1 faktu, ka no trijstiriem ar
uzdotam divam malam vislielakais laukums ir taisnlepka trijstirim.)
Tatad no visiem Cetrstiiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir
kvadratam.

Sekas.
a+b+c+d

Starp Cetrstira laukumu L(a, b, ¢, d)un pusperimetru p= >

pastav nevienadiba

L(a, b,c,d) < J(p-a)(p-b)(p-c)p-d).

Zeénodora uzdevums sesstiirim
Japierada, ka no visiem izoperimetriskiem 6-stiiriem vislielakais
laukums L ir regularam 6-stirim R.

[zoperimetrisko problému 6-stiirim risinasim péc shémas:
L(as, &z, a3, a4, as, ag) < L(a, a, b, b, c,c) <2L(a, b, ¢,) < L(R).

Pirma nevienadiba izriet no 1. lemmas, kuras “realizacija” atspogulota
7. zim&juma. No patvaliga 6-stira ABCDEF, nepalielinot ta perimetru un
saglabajot ar raustito Iiniju att€lotos nogrieznus, ieglstam 6-stlri
AB]_CD]_EF]_, kam ABlzB]_C, CD1= D]_E, EF]_:F]_A. Nﬁkamajﬁ sol1
6-stirt AB;CD;EF; apgazam trijsturi D;EF;. Ilegiitajam 6-stiirim
AB;CF,DE; saglabajas gan laukums, gan perimetrs. Kaut gan laukums
nav palielin3jies, tomér tas nenozimé, ka 2. parveidojums ir bijis bez
jeégas. P&c §1 parveidojuma tiek ieglits 6-sturis, kas sastav no diviem
vienadiem 4-stiriem. Tas nozZimg, ka ir pamatota otra nevienadiba
L(a,a, b, b, c,c)<2L(a, b,c,).

[zoperimetrisko problemu 6-stirim esam reduc€jusi uz tada
maksimala 4-stira mekleéSanu, kam uzdota tris malu summa. Tagad
pieradisim lemmu, no kuras izriet, vajadzigais rezultats, proti, ka no
visiem 6-stiriem ar uzdotu perimetru, maksimalais laukums ir regularam
6-stirim.

Lemmas par vienadsanu trapeci

L1. No visiem 4-stiuriem ar uzdotu tris malu summu vislielakais
laukums ir vienadsanu trapecei — regulara 6-stiira pusei.

L2. No visiem 4-stiriem ar uzdotu pamatu un tris vienadam malam
vislielakais laukums ir vienadsanu trapecei.
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Fy

7. Zim.

Algebrisks pieradijums. Meklgjama 4-stira (6. zim.) malu garumus
apzim&sim ar @, b, ¢ un d un uzskatisim, ka dota malu AB, BC un CD
summa: a + b + ¢ = 3s. Tad saskana ar ieprieks iegiitajam Sekam
L(a b, c,d) < J(p-a)(p-b)(p-c)(p-d).
Zemsaknes 1zteiksmé pirmo tris reizinataju summa ir konstants lielums,
tap&c §1 izteiksme biis maksimala tad, kad tie visi ir vienadi, t. .,
p—-a=p-b=p-c= a=b=c=s=
_a+b+c+d Ca- 3s+d se s+d

2 ) T~
p—dzw_d:&%—d
2 2
\/(p a)(p-b)(p-c)p-d) < \/S"‘d s+d S-;d 332d _

:\/4—8(s+d)(s+d)(s+d)(9s—3d) .

Zemsaknes izteiksmé Cetru reizinataju summa ir konstants lielums, tapec
reizinajums biis maksimals, ja tie visi bus vienadi:
S+d=9s-3d = 4d=8s = d=2s.

1 , |1 ,  9s? 34357
L(a,b,c,d)g\/4:8(s+d) _\/4:8(S+25) N

Tatad nevienam 4-stiirim laukums nav lielaks ka regulara 6-sttira pusei.

Aprékinasim laukumu vienadsanu trapecei, sk. 8. zim.

AE = FD—bTa

2 2 2
CF?= CD>- FD?= aZ-(b;aj e
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2 _ 2
L = a+bCF:a+b l4a® —(b—a) N
2 2 4

4L = (a+b) /42’ —(b—-a)* = (a+h),/(3a—b)(a+b)

Tatad vienadsanu trapeces gadijuma nevienadiba kliist par vienadibu. No
§1 risindjuma pagaidam nav skaidrs, vai trapece ir vieniga figiira ar
maksimalo laukumu. Lai to uzzinatu, atgriezisimies pie izmantotas
nevienadibas un noskaidrosim, kad ta kltst par vienadibu. Vienlaicigi
leglisim otras lemmas pieradijumu, proti, ka
L(a, a, a, b) < L(vienadsanu trapecei).

Izteiksim 4-stira ABCD laukumu ka divu trijstiru laukumu summu, sk.
8. zimgjumu. Trijstiriem ABC un CDA laukumu var aprékinat péc
Heérona formulas.

4L(a, a, a, b) =/ x*(4a? - x?) + [(a+b)? —=x)][(x* —(a-b)’] <

< X2 +[(@a+b)? —x?) -y/(4a® —x*) +[(x* —(a—b)’] =

(a+b)/4a’ —(b—a)* = 4L (trapecei).

Seit lietota Ko$1 nevienadiba xu+wv <.x2+y’>~u’>+v?. Ta klast par

vienadibu, tikai tad, ja x : U =y ! v (proporcionalitates nosacijums):
XIUSY: Ve XVoyu o XAV =y’ o

X[x — (a—b)?] = [(a + b)* - x*](4a’ - x*)
X' —x? (a—b)? = (a + b)* (4a” — x*) — 4a>* + x*
—x? (a—b)? = (a + b)* (4a® — x*) — 4a’x*
X’ [4a® + (a + b)*— (a—Db)’]= 4a’(a+ b)?
x* (4a® + 4ab)= 4a*(a + b)?
x*= a(a+h).

Tagad atliek ieverot, ka 4-stiiris, kuram cCetras malas ir a, a, &, b un
diagonale ar tikko atrasto garumu, nosakams viennozimigi. Sis 4-stiiris
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nav nekas cits ka vienadsanu trapece. Tai diagonales garums ir, sk.
8. Zimgjumu:
AC? = AF? + FC?

AF=p_ P-a_b+a CFzzaz_(b—ajzz%z—(b—a)z
2 2 4
2 2 2
X2:(a+b) +4a —(b-a) _a(a+h).
4 4

Tatad trapece ir vienigais maksimalais Cetrstiiris abas lemmas.

L2 geometrisks pieradijums.
Cetrstiiri ABCD papildinasim Iidz vienadsanu trapecei AC,B;D, veicot
§adu konstrukciju (9.-11. zZim.):

Cy ka B:

9. Zim 10. zZim

11. zZim.

1) Izveidojam ABCD samazinatu kopiju A;B;C;D; ta, lai garaka
mala AD péc samazinasanas sakristu ar BC. Citiem vardiem, nemam
Cetrstiirim ABCD lidzigu Cetrstiiri A;B;C1D; ar malam kd, ka , ka, ka, kur
lidzibas koeficients Kk izraudzits ta, lai kd =a.

2) Cetrstiri A;B,C,D; pievienojot sakotngjam Cetrstirim ABCD
iegiistam daudzstiri ABC;B;CD. Malas AD un C;B; ir paralélas, jo
krustlenki T un U, kados taisne BC krusto taisnes AD un B;C; ir vienadi
(ar 180° — o — B).

3) Trijstiirt ABC; un DCB; ir vienadi, jo tiem starp divam vienadam
malam atrodas vienadi lenki: lenkis B;CD = 360° —o.—y = B + 8.
Trapecei laukums vienads ar pamatu pussumas (viduslinijas) un augstuma
h reizinajumu. Trapecei AC;B;D viduslinijas garums (d + ak)/2 ir
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nemainigs lielums. Lai iegiitu maksimalo laukumu, janem iesp&jami liels
augstums h. Iev€rosim, ka palielinot vienadsanu trapeces sanu malas
garumu, vienlaicigi palielinas ar1 augstums. Ta ka AC; garums
neparsniedz malu AB un BC; garumu summu, tad maksimalo malas
garumu trapecei AC;B;D dabu, “iztaisnojot” lenki ABCy, t.i., nemot
B +5=180"

Piezime. So secinajumu var iegit ari, lietojot Pitagora un kosinusu teorému:

h? =| AC, [* ~| AK |

2
No Sejienes redzams, ka trapeces augstums h biis maksimals, ja cos(p + 8) = —1.

2
h? = a? + (ka)? — 2ka cos([3+6)—(d - ka)

Tatad maksimalajam Cetrstiirim pretejo lenku summas ir vienadas un
lidz ar to ap maksimalo Cetrstiiri var apvilkt rinka Iiiju. Nosacijums, ka
pretéjo lenku summas ir vienadas kopa ar nosacijumu, ka cetrstiirim tris
malas ir vienadas, dod vajadzigo rezultatu, ka ABCD biis vienadsanu
trapece.

Pamgginiet So geometrisko pieradijumu piemérot visparigam
gadijumam, lai pieraditu, ka no visiem cCetrstiriem ar uzdotiem malu
garumiem vislielakais laukums ir tam, ap kuru var apvilkt rinka liniju.

Cetru $arniru metode
Mehanika ar Sarniru (lociklu) saprot kada mehanisma atsevisku dalu tadu
savienojumu, ka viena dala var rotét attieciba pret otru. Ka piemérus, kur
lieto Sarnira savienojumus var minét logu, durvju viras; Skéres, dazadus
cirkulus, satveérgjus utt.

Ka Joti vienkarSu konstrukciju ar etriem Sarniriem varam izteloties
rombu, kur Sarniru loma biis ta virsotnes. (12.zim.). Trijstiri var
viennozimigi uzdot ar tris malam, bet pargjo daudzstiiru viennozimigai
raksturosanai ar malu garumiem vien v&l nepietick. Nemainot malu
garumus, bet mainot lenkus var iegtit dazadas formas rombus (12. zim.).
Ka zinams, maksimalo rombu (p&c laukuma) iegtst tad, ja visi ta lenki
klust taisni. Turpmak apliikotaja Sarniru metode taisnam lenkim ir biitiska
nozime.

<>o

12. zim.
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Nav jadoma, ka kustigas konstrukcijas jabiit vismaz Cetriem Sarniriem.
Pieméram, 13. Zim&uma redzamaja konstrukcija ir tikai viens Sarnirs —
punkta C. Turklat uzdevums noteikt lenki starp malam AB un BC, lai
laukums OACB biitu maksimals, nebuit nav trivials. Atrisiniet uzdevumu,
pienemot, ka lenkis O taisns un ka stienu AC un BC, kas savienoti ar
Sarniru punkta C, gali A un B var slidét attiecigi pa taisnem OA un OB.

O B
13. zim.

Steiners ieteica vienkar§u geometrisku konstrukciju, kura lauj palielinat
plaknes figtiras (ja vien ta nav rinkis) laukumu, saglabajot tas perimetru.
Ta ka Saja konstrukcija izmanto 4 Sarnirus, to meédz saukt par Cetru
Sarniru Steinera metodi. Tas saturu ilustrésim, aplikojot kadu simetrisku
figiiru F, pieméram ka 14. zimgjuma. Uz figiiras F robezas izvélas kadu
punktu A, lai lenkis BAD nebiitu taisns. Tad simetrijas ass galapunktos,
punkta A un tam simetriskaja (pret BD) punkta C “novieto” Sarnirus
(15. zim.). Mainot Sarniru cCetrstirim lenkus, mainas ta laukums, bet
apskatamas figiiras F dalai arpus §1 Cetrstiira saglabajas gan laukums, gan
perimetrs. Cetrstira ABCD laukums palielinas vienlaicigi ar trijstiira
ABD laukumu. Bet trijstirim BAD ar fiksétam malam AB un AD
laukums bis vislielakais tad, ja lenkis A bis taisns. Tatad tiklidz no kada
punkta figliras simetrijas ass redzama lenki, kas nav taisns, ta figlras
laukumu iesp&jams palielinat.

A A

14. zim. 15. zZim.
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Piezime. Ka rikoties, ja sakotngjai figlirai nav nevienas Simetrijas ass? Pavisam
vienkar$i. Sada gadijuma veic nelielus prieksdarbus. Figiiru parveido par simetrisku
figiru, saglabajot perimetru un palielinot tas laukumu. P&c Steinera figiras
simetrizaciju veic izvéloties uz liknes (figliras robezas) divus punktus, kuri perimetru
sadala vienadas dalas un savieno Sos punktus ar hordu. Horda figiiru F sadala divas
dalas, kas var atSkirties péc laukuma. Izvéelas to dalu, kurai laukums lielaks un
izveido simetrisku figiiru, kura sastav no izvélétas dajas un tas spogulattéla. Steinera
figiiras laukuma palielinasanas metode ir publicéta darba [Steiner, Gesammelte
Werke, Berlin, 1882, 2. sg&j.]

Izmantojot Cetru Sarniru metodi un nevienadibu G < A uzradisim vél
vienu lemmas L2 pieradijumu. Ievérosim, ka L2 apgalvojums ir
lidzvertigs $adam:

No visiem vienadmalu seSstiriem ar uzdotu malu vislielakais laukums ir
regularam sessturim.

Pieradijums. Ja Cetrstiiris ABCD nav vienadsanu trapece, tad tam vismaz
viens no lenkiem ABD vai ACD nav taisns. (Ja abi Sie lenki ir taisni, tad
trijstari ABD un ACD ir vienadi ka taisnlenka trijstiri ar vienadam
kateteém. Lidz ar to lenki BAD un CDA ir vienadi). Att€losim Cetrstiiri
ABCD simetriski pret pamatu AD (16. zim.). Uzskatisim, ka lenkis ACD
nav taisns. Tad iedomasimies, ka Cetrstira ACDE virsotnés ir Sarniri.
Kada stavokli jaatrodas Cetrstira ACDE malam, lai ta laukums biitu
vislielakais? Ta ka trijstirim ar divam fiks€tam malam (AC un CD)
laukums ir vislielakis tad, kad lenkis starp §$Tm malam ir taisns, tad ACDE
(tas sastav no diviem vienadiem trijstliriem) biis maksimals, ja lenkis
ACD ir taisns (17. zZim.)

B 4 ¢
a a
A D >
\
E
16. zZim. 17. Zim.

Pec sada parveidojuma jaunajam seSstlirim malu garumi ir tie pasi, bet
laukums lielaks. Turklat jaunais seSstiiris ir “tuvaks” regularam
(salidzinajuma ar iepriek$€jo) tai zina, ka lenki ACD un AED ir taisni.
lenki. (Tevilkti lenki, kas balstas uz rinka linijas diametru ir taisni.) Ja
lenkis ABD nav taisns, tad aprakstito procediru principa var atkartot
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velreiz. DiemzZgl tas “izbojas” ieprieks saniegto — lenkis ACD vairs nebiis
taisns.
Tagad risinasim uzdevumu:
No visiem cetrsturiem ABCD ar tris vienadam malam un un taisnu lenki
ACD atrast maksimalo.
Apzimésim lenka B pusi ar f un cosp ar u. Tad

L = Lasco = Lasc + Lepa

L :%a2 sin B+a’ sin%: a®(sin pcosp +sin B)

Lai noteiktu funkcijas g := sincosp + sinf3 = sinB(cosp + 1) maksimumu,
érti apliikot tas kvadratu. (funkcija g sasniedz maksimumu turpat kur g
jo visiem pielaujamiem argumentiem g > 0).
g° = sin?B(cosP + 1)? = (1 — cos’B)(cosP + 1)
g°= (L-u)(1 +uy
39°= (3-3u)(1 +u)(1+u) ) +u).

Cetru pozitivu reizinataju summa ir nemainigs lielums, tapéc reizinajums
bus maksimals, ja tie visi vienadi.

3-3u=1+u

u =cosp =0,5.
Ta ka B ir Saurs lenkis, tad tas ir vienads ar 60 gradiem. Tatad lenkis B
vienads ar 120 gradiem, kas ar1 bija vajadzigs.

Zenodora uzdevums piecsturim

Japierada, ka no visiem izoperimetriskiem 5-stiiriem vislielakais laukums
L ir regularam 5-sttrim R.
Apliikkojamais uzdevums piecstirim salidzinajuma ar seSsturi, Skiet, ir
“cietaks rieksts”, vismaz ar iepriek§ lietotajiem pap€mieniem vien
neizdodas parkost So riekstu.

Pirmkart, ja pieradijumu veic péc shémas

L(ay, @, a3, a4, as) < L(as, as, @z, a4, as) < L(as, ag, a7, a7, as) <

<L(b,b,b,b,c)<L(a a, a a a)< L(R),

tad nepiecieSama jauna ideja, lai pamatotu, ka maksimalajam piecstirim
visas malas bis vienadas. Aizstajot divas blakusesosas malas ar divam
vienadam malam (saglabajot to summu), m&s varam iegiit piecstiiri ar
etram vienadam malam (piem&ram, p&c 6. Zim. dota parauga). Sads malu
vienadoSanas process, visparigi runajot, nekad var nenovest lidz mérkim
— vienadmalu daudzstirim. SeSstlirim problemu izdevas atrisinat
elementara veida, jo seSstiiri varéjam aizstat ar diviem vienadiem noteikta
tipa Cetrstairiem sk. 3. lemmu.
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Otrkart, art tad, ja més zinam, ka piecstiirim visas malas ir vienadas,
veél ir japarvar gritibas, lai pieraditu, ka ari visiem lenkiem jabut
vienadiem.

Nevienadibas L(a, a, a, a, a) < L(R) pieradijums

Vispirms ieverosim, ka pietiek apliikot tikai tadus vienadmalu
piecstirus, kuriem lenki pie pamata vienadi, jo
No visiem Cetrsturiem ar kopéju pamatu un tris vienadam malam
vislielakais laukums ir vienddsanu trapecei. (sk., pieméram, sekas no
4-stiira laukuma formulas; apgalvojuma dazi citi pieradijumi aplikoti
turpmak.)

Izteiksim piecstiira (sk. 18. zim.) laukumu ka tris trijstiiru laukumu
summu.

L(a,a,x) :2 43’ —x* =

L=2Vaa? —x? + &Jax? —a?
2 4

18. zim.
a

Novértésim laukuma L izteiksmes katru locekli, izmantojot loti
vienkarSu nevienadibu.

(ku —Vv)?>0 = 2uv <ku’ +? k>o0.

Jaa \/4x2 —a? -

4L = 2xy/4a% — x® +aax? —a® = 2(px) = 1
2,2 2,2 2 .2 2
s(px)2+4é1 ZX G Za = pz—inr% x* + i2+q—— 12 a’

p 2 2q P> q p° 2 2q

Izvelesimies $adus p un q:

p? =+/5-+/20
92 =/5++/20 .

Kapéc tada nebit ne acimredzama, ja ne mistiska, izvéle? Noslépums driz
tiks atklats. Pirmkart, skaitli p un q ir nemti ta, lai koeficients pie x* bitu
nulle. Ievérosim, ka

p2q? =5, q*=5++20,

un veiksim vienkarSu parbaudi
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1 2
pl- =+ -0
p? o’

2, 2 _ 1
P T

2
plq?+2=1
p
q4
p’q*+2=
p’q?

5+2\/§=5+@.

Otrkart, skaitlus p un q vajadzétu izraudzities ta, lai izdaritais
novertejums biitu precizs jeb lai atlikusSais loceklis

2
(iﬁq__%az
p° 2 29

sakristu ar regulara piecstiira laukumu. Vai to vispar var panakt? Ja, var!
Par to liecina saméra vienkarSa parbaude. Ir speka
4 gq> 1 5

pz 2 2q2 - pz '
Tiesam,
4 9> 1

qg° 1 1 q*-1_1

5
P2 27 pr 2 2 pP 28 p?
q4p2_p2=2q2<:>q4p4_p4=2q2p2©5—(5—@)=2\/§@@:@_

2
Vel japierada, ka 5%:4L(R), t. 1., ka vienadibas kreisa puse nav
p
nekas cits ka regulara piecstiira laukums. Aprékinasim L(R) ka piecu
vienadu trijstiru laukumu summu. Ja trijstira pamats ir a un augstums h,
tad

2 0 2
L=52 12 _ctga60 = h=2ctg36® = L(R) - 22 196" __Sa .
22 2 4 Actg54
. 542 542 - oy =
No vienadibas = secinam, ka jabiit

5_J20 ctg54°
ctg54° = /5-/20.
Pirmaja bridi, Skiet, parsteidzo$i, ka ctg54O iespejams izteikt ar
kvadratsaknu palidzibu. Ka var parliecinaties par iegtitas sakaribas
ctg54° = /5-+/20 pareizibu? “Parlieciba”, ko dos kalkulators vai dators,

izskaitlojot ~abiem lielumiem vairakus ciparus aiz  komata
(0,7265425280...) ve&l nav stingrs pieradijums. Formulu krajumos
trigonometrisko funkciju veértibas, ka likums, tiek dotas tikai lenkiem,
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kuri ir 15 gradu daudzkartni (30, 45, 60, 75, 90). Pattkams izpémums ir
formulu krajums [CC]. Taja [107. lpp.] ir dotas visu cetru
trigonometrisko funkciju (sin, cos, tg un ctg) vertibas 18, 36, 54, 72 gradu

lieliem lenkiem. To skaita:
o B+l o V5-+5 o 5+l o V10-25
sin 54" = , C0s54° = , 954" = ——, cighd" =——.
4 242 J10-24/5 J5+1
Parbaudisim, vai abas ctg 54° izteiksmes sakrit.

—Vlj_ngm/s_m 10— 25 = (5-+/20)(/5 +1)?
+

10— 2+/5 = (5—/20)(2+/5 + 6) <> 10+/5 + 30 — 20 — 6+/20
10-2+/5 =10+10+/5 -124/5.

Z@nodora problémas risinajums vél nav pilnigs, jo tika pienemts, ka
piecstirim visas malas ir vienadas. Lemma par malu vienadibu tiks
pieradita peéc komentariem, turklat vispariga gadijuma.

Risinot izoperimetrisko problému piecstiirim, ka blakus rezultatu
esam ieguvusi vienkar$aku, “kompaktaku” formulu ctg54° =/5-/20
salidzinajuma ar ieprieks apliikoto.

Komentari. Ir vairaki papemieni, ka ar kvadratsaknu palidzibu izteikt
trigonometrisko funkciju veértibas lepkiem, kuri ir 18 gradu daudzkartni. Viens no
tiem pamatojas uz trigonometrisko parveidojumu izmanto$anu, kuru rezultata tiek
legiits kvadratvienadojums attieciba pret mekl&jamo vertibu.
Apzimé x = 18°. Tad
cos(4x +x) =0
C0s4X cosx — sindx sinx =0
COS4X COSX — 2Sin2X c0s2x sinx = 0
C0S4xX COSX — 4sinx cosx €cos2x sinx =0
cos4x — 4sin®x cos2x = 0
2c052 2X —1 — 2(1 — c0s2X)c0s2x = 0
4c0s” 2x — 2c0s2x — 1 = 0.

1++/5
C0S2X :T.

Saskana ar apzim&jumu cos2x = c0s36" ir pozitivs skaitlis. Tapec

1+\/§
1

cos36° =

Izmantojot So formulu, dabiitu

cos54° sin36°  v1-cos?36° 4,16 - (1+ 2+/5 + 5) J10-245
sin54°  cos36° cos 36° 4(1+/5) 1++5)
Zelta griezuma izmantoSana. Zelta griezuma skaitlis @ (lieto art citus apzZim&jumus)

ctg54° =
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1+./5
2

ir viena no matematikas fundamentalajam konstantém, kurai ir veltitas pat veselas
gramatas, sk., pieméram, [Vas]. Seit aprobeZosimies tikai ar vienu §1 slavena skait]a
izmantoSanas aspektu. Aplikosim trijsturi, kads redzams 19. zim&uma. Tads
Zim&jums, nepamatojot ta korektumu, ir dots gramata [Vas]. Ja pamata garums ir
@ un lenki pie pamata 72 gradi, tad kapec DE = 1?

Novelkot lenka A bisektrisi AE, iegiist vienadsanu trijstiri ABE. Ta ka AE =
EB un AE=AC =® , tad ar1 AE = AC = ®. DE, kas novilkts paraléli pamatam AC,
garumu apzimé&sim ar v. Tad no trijstiru ABC un DBE lidzibas

o v+

— = = ®*=v?+VvD.
\Y; ()

o =

No Sejienes un vienadibas
O =D +1
izriet
VAV —D—1=0 = (V—1)(v+d) =0.
Takav+®>0,tad v =1, kas ar1 bija japamato.
Papildinam 19. zZzim&umu, novelkot taja DF perpendikulari AE (20. zim.) Tad

FE _ c0s36° = @ _ c0s36°.
DE 2

Vel pieradisim, ka ctg 540 = V5-+/20 . Ertakai aprékinu veikSanai lietderigi izmantot

parveidojumus:
l=q>—1:>i2:(q>—1)2 =2-0
) )

DF? 1-FE* 4

ctg?254° = - = T 1=4(2-D)-1=7-4Dd =5-2.5.
g FE? FE? ®? ( )

Funkcija, kas izsaka piecstira laukumu nav vienkarSa. Tiem, skoléniem vai
studentiem, kuri zina atvasinajumu, ieteicams izm&ginat savus spekus $is funkcijas
maksimuma atraSana.
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36°

54° 36°

1 D/2
F

()

19. zZim. 20. zim.

Trijstarus ar lepkiem (36°, 36°, 108°) un (36° 72° 72° m&dz saukt par zelta
trijstiriem. No zelta trijstiira nogriezot zelta trijstiiri, atkal var iegit zelta trijstiri.

Zinot trigonometrisko funkciju vértibas 15 un 18 gradu daudzkartpiem, var
iegiit So funkciju veértibas 3 gradu daudzkartpiem.

Par minimizacijas uzdevumu.

2
min(iz+q—— 1 J:?,pienosacijuma pz—i+£=0.

p 2 2q2 2 q2

TieSa cela sasniegt So mérki ar musu riciba esoSajiem lidzekliem biitu visai

apgrutinosi. Tapéc izmantosim “mazas viltibas”. Ievérosim, ka lietota nevienadiba
2

ouv < Ku? +
k

parversas par vienadibu tikai tad, kad
2
v
ku=v = ku®= e

t. 1., kad labas puses abi saskaitamie ir vienadi. Tas nozimég, ka laukuma izteiksmes
novertéjuma vienadiba varés pastavet tikai tad, kad

, 4a®—x? a’q® 4x°-a

(pX) = 2 ! = 2
P 2 2q

2

jeb
p’x=+4a®-x*, aq®=+4x"-a’.
Regularam piecsttrim legkis starp malam ir 108 gradi. Tapéc (sk. zim.)
%:a:sin 54° = x = 2asin 54°.

Tagad skaitlus p un g var noteikt pavisam vienkarsi:

0 Vaa® —x? _ \4a’(1-sin54°) _

= ctg54°
X 2asin 54° g
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[Av2 _ a2
g2 = Y= fi6sin?540 1.

a
Sekas.  ctg54° —tg54° + 2 =0. Grataks bus uzdevums $§ada
V16sin 254° —1
formulgjuma: kas lielaks ctg54° — tg54° vai 2 ?

V16sin254° —1

Atrisinat minimizacijas uzdevumu

P 2 2q
Atrast minimumu funkcijai
_ 2 4
f) =21 -X gy,
4x(1—x7)

Uzdevums iegiits no ieprieks€ja uzdevuma, izsakot q un ievietojot to minimiz&jamas
funkcijas izteiksmé.

Atrast maksimalo vértibu izteiksmei 8uv ++/16u® —1, jau 24vi=1.

Atrast maksimumu funkcijai 4sin 2t ++/16sin*t—1.
Atrast maksimumu funkcijai 4sint++/7—8cost .

Par nevienadibu L(a, a, a, b) < L(vienadsanu trapecei)

Ieprieks izmantotais pieradijums, kas balstas uz Cetrstiira laukuma formulu (4)
nav no 1sakajiem.

Merki atrak var sasniegt, ja lieto Kos1 nevienadibu (21. zim.)

L(a,a,8,b) = L \pe + Lepa = 2\/4a2 —x? +%\/[(a+b)2 -x*][x* -=(b-a)*] <

S‘EJX2+(a+b)2—X2-J432—X2+x2—(b—af==%(a+b)J4a2—(b—aY.

Tagad atliek tikai ieverot, ka iegiita izteiksme ir laukums vienadsanu trapecei ar
pamatu b un sanu malu a.

21. zim.

Lemma par vienadmalu n-sturi
Malu vienadiba ir nepieciesams nosacijums, lai n-stirim ar uzdotu perimetru biitu
vislielakais laukums.
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Citiem vardiem, optimalais n-stiiris jamekl€ starp vienadmalu
n-stiiriem.

Dazkart lieto ari $adu (neprecizu) formul&jumu: No visiem izoperimetriskiem
n-stiriem lieldks laukums ir tam, kuram visas malas vienddas. Formul&ums var radit
divdomibas. Piem@ram, taisnstlirim ar malam 1 un 3 laukums ir 3 un perimetrs 8. Bet
vienadmalu Cetrstiirim (rombam) ar tadu pasu perimetru laukums var bt arT mazaks.

Lemmu var pieradit negaiditi vienkar$i. Pieradijums balstas uz divu
trijstiiru laukumu salidzinasanu: no diviem trijstiriem ar malam (x, y, c)
un (a, b, ¢), kur x <a<y un x+y=a+b lielaks laukums ir otrajam
trijstirim. Izteiksim laukumu péc Herona formulas. Tad japierada
nevienadiba

p(P—Xx)(P —Y)(p—c) <p(p —a)(p - b)(p - ©).
jeb, kas ir lidzvertigi,

P-X)P-y)<(P-a)p-b) <
P-X)pP-y)<(P-a)p-x+ta-y) <
P-X)P-y)<@P-a)pE-x)+(p-a@-y) <
P-X)p-y-p+a)< (p-a)@a-y) <
(P-x)@-y)-(p-3)@-y)<0 <
(a-y)(a—x)<0.

P&édgja nevienadiba un lidz ar to arT nevienadiba starp trijstiru laukumiem
ir pareiza, jo (saskana ar doto x < a <) reizinataji (a —y) un (a—Xx) ir ar

dazadam zimém.

Aplukosim patvaligu n-stiiri. Ar M, m un A apzZim&sim attiecigi ta
malu maksimalo, minimalo un vidéo garumu (A = perimetrs/n).
Piepemsim, ka $im n-stlirim ne visas malas ir vienada garuma (pretgja
gadfjuma vajadzigais biitu pieradits). Tad m < A < M. Novietojam 1sako
un garako malu blakus vienu otrai. To var izdarit, nemainot n-stiira ne
perimetru, ne laukumu. Malu parkartosanas shéma paradita 22. zim&juma.
Ja FC un AB ir attiecigi visgaraka un visisaka mala, tad péc trijstiira FBA
“apgasanas” vajadzigas malas BC un AB nonaks blakus.

Pec tam, kad malas ar garumu m un M ir novietotas blakus, aizstajam tas
ar malam A un m + M —A. Nemot veéra ieprieks pieradito, ir speka:

L(M, m,c)<L(A,M+m-A,c).
Tas nozimée, ka iegiits jauns n-stiiris ar to pasu perimetru, bet ar lielaku
laukumu. Turklat jaunajam n-stirim vismaz viena mala vienada ar
aritmétisko vid&jo A. Sadu malu vienadosanas procediiru atkarto tik ilgi,
kame@r visas n-stiira malas klist vienadas ar A. Mérka sasniegSanai bis
javeic ne vairak ka n-1 aizvietoSanas operacija:
m—->A M->(M+m-A).

Der atzimét, ka tieSi uz S$adu aizvietoSanas operaciju balstds viens no

visisakajiem un “visskaistakajiem” nevienadibas G <A pieradijumiem. Sk.,
pieméram, [Cibl]. Izradas, ka malu aizvietoSanu ar aritmé&tisko vidgjo ir lietojis jau
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R. Sturms (1841-1919, vacu matematikis) sava gramata “Maxima und minima in der
elmentaren Geometrie, Teubnier, 1910. D. Krizanovskis [Kr, 57. Ipp.] piezim¢, ka $is
interesantais panémiens maksimumu un minimumu pétiSana agrak acim redzot nav
ticis lietots, kaut gan R. Sturms par to ir zinojis jau 1884.gada (Journal fur
Mathematic, 97)

22. 7Zim.

Zénodora teoréma
No visiem n-stiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir
regularam n-stiirim.

Pieradijums. Pietiek apliikot tikai izliektus n-stiirus. Ja n-stliris nav
izliekts, tad, nepalielinot perimetru, no ta varétu iegit izliektu n-stiiri ar
lielaku laukumu, piem&ram, p&c 23. zim. paradita parauga.

IS W n

23. zim.

Meklgjamo n-stiiri, kuram ir vislielakais laukums un uzdots perimetrs
1sak sauksim par maksimalo n-stiiri. Saskana ar lemmu par vienadmalu
daudzstiiri maksimalais n-stiiris bis vienadmalu n-sttris. L1dz m&rkim vél
atlicis tikai “viens” solis — pieradit, ka ari visiem lenkiem jabiit
vienadiem. Vards “viens” pédinas likts apzinati, jo §1 sola veikSanu,
telaini izsakoties, var salidzinat ar Gordija mezgla atSketinaSanu.
Atkariba no izvéleéta pieradijuma p&d¢jais ““solis” var sastavet, visparigi
rungjot, no bezgaligi daudziem sikakiem soliem. Ja neiedzilinas
“stkumos”, tad So Gordija mezglu var parcirst ar vienu vézienu. Liik, ka!

Ja maksimalajam n-stirim batu divi dazadi lenki, tad varétu
uzkonstruét jaunu n-stiri, kuram ir tads pats perimetrs, bet laukums
lielaks. Iegiita pretruna, jo maksimalais n-stiiris jau p&c definicijas ir tads,
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par kuru lielaka (p&c laukuma) vairs nav. Tatad piep€émums par lenku
dazadibu ir aplams.

Dazi panémieni, ka pierada maksimala daudzstiira lenku vienadibu
1. Hérona uzdevuma izmanto$ana. [T, 19. Ipp]
Ja maksimalajam n-stlirim ne visi lenki ir vienadi tad starp tiem noteikti
bus divi tadi, kas atrodas viens otram blakus un nav vienadi. Ja n > 4, tad
bus ar1 divi tadi, kuri neatrodas viens otram blakus un nav vienadi.
Tiesam, nemsim viens otram sekojosus lenkus, a, B, v, 9, €, kur a # .
Tad, apgalvojums pareizs, ja a. =y vai B # 9. Atliek analizét situaciju a,
B, o, B, €. Ta ka 1. un 4. lepkis ir dazadi, mérkis sasniegts. Tadejadi no
aplikojama n-stira var izvéléties divus dazadus vienadsanu trijstiirus,
kuriem nav kop€ju iek§€ju punktu. Pienemsim, ka tie ir FED un POR
(24. zim.). Noteiktibas d&| uzskatisim, ka lenkis E ir liclaks neka lenkis O.
Parvietosim Sos divus trijstiirus ka paradits 25. zim. Tagad atcerésimies
ieprieks risinato Heérona uzdevumu. Kur jaatrodas punktam H uz taisnes
TU, lai attalumu summa PH + HF bitu vismazaka? Ka zinams, attalumu
summu minimize tads punkts H, ka lenkis PHF vienads ar lenki FHU.
Tadgjadi trijstirus FED un POR var aizstat attiecigi ar FHD un PHR,
“ietaupot” perimetru. V&l vairak, arT laukumu summa ir pieaugusi, t. i.,
Lrep + Lpor < Lphr + Lrnp-
Tiesam, aizstajot trijstiri POR ar PHR, laukumu esam samazinajusi par
2LpHE, toties, aizstajot trijstiri FED ar FHD, laukumu esam palielinajusi
par 2Lre. Viegli saprast, ka

2Lphe < 2LfHe.
Ta ka trijstiriem PEH un FEH ir kopg€js pamats, tad lielaks laukums ir
tam, kuram lielaks augstums, t. i, : Lppe < Lrpe.
Tatad uzraditais panémiens dod iesp&ju palielinat apskatama n-stira
(ja vien tam ir dazadi lenki) ar uzdotu perimetru po laukumu, pat
samazinot ta perimetru. Skaidrs, ka no n-stlira ar perimetru p; var iegit
jaunu n-stiiri ar perimetru po > P1, nesamazinot pirma laukumu.
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2. Izmanto malu pagarinasanu. [Kr, 61. Ipp.]
Sis panémiens, manuprat, nav tik elegants ka pirmais. Apliko vienadmalu
daudzstiiri, kur§ nav regulars. Tam bus divi dazadi lenki, kuri atrodas
blakus. Pienemsim, ka tie ir lenki ABC un BCD, un ka pirmais no tiem ir
lielaks. Malas AB un CD pagarina lidz krustpunktam O. Pastav tris
iespgjas, sk. 26.-28. zim&umu, kur vienadmalu n-stira loma nemts
piecstiris ABCD. Krustpunkts O var atrasties viena vai otra malas BC
pusé€ (26.-27.zim.), vai ar1 malas AB un CD ir paral€las (28. zim).
Gadijuma, kad malas AB un CD nav paral€las, samainam vietam malas
OB un OC, ta ka B un C nonaks attiecigi punktos P un R. Ta ieglistam
jaunu daudzstiiris ARPDE. Ja malas AB un CD ir paral€las, tad jauno
n-stirit ARPDE konstrugjam péc 28. zimejuma dota parauga. (Punktu P
legiist ka punkta B ortogonalu projekciju uz taisni CD un punktu R ka
punkta C ortogonalu projekciju uz taisni AB.)
Ta ka péc pienémuma lenki ABC un BCD ir dazadi, tad taisnes CB un PR
nevar sakrist, un taja pasa laika ir speka
BR=CP, BC=PR
un trijsturu BCP un BPR laukumi ir vienadi.
Tatad n-stirim ARPDE ir tads pats laukums un perimetrs ka sakotng€jam
n-stirim ABCDE. Bet, tagad jaunajam n-stiirim malas AR un RP nav
vienadas. Aizstajot trijstiirt ARP ar vienadsanu trijstiiri, saglabajot to pasu
pamatu AP, meés palielinasim laukumu, nepalielinot perimetru R.
Tadejadi neregulars n-sturis nevar but maksimalais pat tad, kad tam visas
malas vienadas.

0
R C
B
R C
D
A
A\/ D
E 0 E
26. zZim. 27. Zim. 28. zim.
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Abi Sie panémieni peéc lenku vienadoSanas “izboja” malu garumus. Ja
sakuma n-stiirim visas malas bija vienadas, tad péc parveidojuma dazu
malu garumi var nebiit vienadi. Nakamaja punkta uzradits panémiens,
kuram S$is triikums nepiemit.

3. Izmanto lemmu par vienadsanu trapeci.

Ja vienadmalu n-stiris nav regulars, tam bus divi dazadi lepki, kuri
atrodas blakus jeb kuriem ir kop€ja mala. Pienemsim, ka tie ir lenki B un
C (29. zim.). Tad saskana ar lemmu par vienadsanu trapeci Cetrstiirim
ABCD ar fiksétu pamatu AD un tris vienada garuma malam vislielakais
laukums bis tad, kad tas kliis par vienadsanu trapeci. Vienadsanu trapecei
lenki pie pamatiem ir vienadi, kas ar1 vajadzigs.

C

A 29. zim.

Piezime. Uzraditajam pieradijumam piemit defekts. Kads? Nav pamatota maksimala
n-stira eksistence. Var precizét, ka eksistences probléma izveletaja pieradijuma
shéma attiecas tikai uz vienadmalu daudzstiriem. Visu tris iepriek$ aprakstito lenku
vienadoSanas papemienu lietojums ir §ads: ja vienadmalu maksimalais n-stiris nav
regulars, tad var iegiit jaunu n-stiiri ar lielaku laukumu un to pasu perimetru. Sada
tipa defekts — ne tik viegli pamanama, “smalka klida”, gramata [RT, 166. Ipp.]
raksturota ka loti rupja logiska klida, kura esot palikusi nepamanita divus gadsimtus
un kura pirmoreiz esot atklata tikai 19. gs. otraja pusé. Kludas atklaj&js ir slavenais
vacu matematikis K. VeierStrass. (Weierstrass, 1815- 1897). Eksistences pamatoSana
biezi vien ir saistita ar neelementaru Iidzeklu izmantoSanu. Ekstrému uzdevumu
teorija viens no Sadiem pamatlidzekliem ir VeierStrasa teoréma. Vienkarsaka
gadijuma ta apgalvo, ka nogriezni definéta nepartraukta funkcija sasniedz savas
ekstremalas vertibas.
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Par eksistences problemu

Kamer neiedzilinas “sitkumos” problémas biezi vien nerodas, netiek pat
apzinatas. Lai nu kur, bet matematika eksistences jautajumiem japievers
un ari tiek pieveérsta 1pasa uzmaniba. Daudzu citu profesiju parstavjiem
eksistences jautajumi vispar nesagada raizes vai pat, un ne bez pamata,
Skiet traucg€josi (vinu arguments: mes analiz€jam, aprakstam, pétam tikai
to, kas eksisté). Parlieku detalizéta katra sola pamatoSana var stipri
aizkavet vai pat padarit par neiesp&jamu mérka sasniegSanu. Ir pazistams
trapigs salidzinajums, ka tira matematika péta ta ka vajadzigs to, ko var,
bet lietiska to, kas vajadzigs, ta ka var.

Divu izcilu fiziku teicieni:

- Es kategoriski uzskatu, ka no matemdtikas, ko mdca fizikiem, jaizmet visadas
eksistences teorémas, parlieku stingri pieradijumi utt. (Nobela prémijas laureats
(1962) fizika Levs Landau)

- Normalam cilvekam nav neka atbaidoSaka ka kliniska definiciju, aksiomu un
teorému seciba, kuru radijusi tiro matematiku darbi. Logiska stingriba, kas sasniegta
ar tamlidzigiem pétfjumiem, ir arkartigi vertiga, tau ta nez vai var paradities pirms
meés esam uztverusi pasu ideju” (D. Zaimens).

Senie grieki rékinaja garumus, laukumus, tilpumus dazkart visai
sarezgitam geometriskam konstrukcijam, bet jautajums par tadu liclumu
pastavésanu viniem neradas. Z&nodoram, vélak Steineram un daudziem
citiem maksimala n-stira eksistence bija pati par sevi saprotama.

Dirihlé esot nesekmigi centies parliecinat savadnieku Steineru par vina
pieradijumu nepietieckamibu. Tomer apgalvot, ka Steiners eksistences jautajumu ir
ignorgjis pilniba, bitu nepatiesi. Viena vieta [Steiner, Gesammelte Werke, Berlin,
1882, 2. s€j. 197. Ipp.] vins ir piezim&jis “...tieSam, pieradijums veicams loti 1si, ja
pienem, ka vislielaka figiira eksiste” [Bla, 13. Ipp.]

Pardomu verta ir it ka paradoksala situacija, ka “pliks” pien€mums
par maksimala n-stiira eksistenci ir tik augligs. Sada situacija, kad
pienémums par kada ekstremala elementa eksistenci dod iesp€ju sasniegt
mérki atrak, vienkarsak, neka ar citiem panémieniem, novérojama ne tikai
ekstremu uzdevumos. Matematika tas nav nekas neparasts. Eksistences
pienémumu var izmantot (un to ari izmanto), lai iepriek§ prognozétu,
kads var€tu biit mekl€jamais elements, objekts. Pien€émumi, kas balstas uz
ticamibu vai aklu parliecibu, ne vienmer ir pareizi.

Turpmak piedavati vairaki pieméri, kuros maksimalais vai minimalais
elements neeksiste.

Perrona piemeérs
Lai ilustrétu defektu pieradijumos, kuros eksistences pienémumu uzskata
par passaprotamu, Perrons (1880-1975, vacu matematikis) piedavaja loti
vienkarsu, taCu pamacosu pieméru.
Apzimésim ar N vislielako naturalo skaitli.

36



(Analogijai — apzim&sim ar P maksimalo n-stri)
Pieradisim, ka N =1. TieSam, ja pienem, ka N>1, tad
M = N-N > N. Iegiita pretruna, proti, M ir lielaks par vislielako
skaitli N.
Tatad pienémums, ka N > 1 nav pareizs. No Sejienes izriet, ka
N=1.

Gramata [Han, 48. lpp.] Sis piemérs nosaukts par Perrona paradoksu.

Maksimalais attalums starp punktiem

Piemérs no [RT, 164. Ipp.], kuru autori izv€l&jusies ka “gal&ji” vienkarsu, lai 1pasi &rti
varetu izgaismot jautajuma principialo pusi. Autori ir devusi loti detaliz&tu analizi.

“Dots trijstiris (izt€losimies, ka tas izgriezts no kartona.) Kadi divi trijstira
punkti P un Q (ieskaitot malas) atrodas vistalak viens no otra? (30. zim.) Uzmin&t
atbildi Seit ir pavisam vienkarsi: tie biis visgarakas trijstiira malas galapunkti. Bet, ka
to pieradit? Visiem $ada veida pieradijumiem ir viena kopgja recepte, kas atri dod
rezultatu. Spriez ta: ja viens no punktiem P un Q, pieméram, P atrodas trijstiira
iekSieng, tad attalums starp tiem nebts maksimalais, jo uz nogriezna PQ turpinajuma
ir vél punkts P1, kas atrodas no Q vél talak un tomer vél aizvien trijstiira iekSieng. Ja
abi punkti atrodas uz trijstira malam, bet ta, ka viens no tiem, piem&ram P, nesakrit
ar trijstiira virsotni, tad gluzi tapat uz tas pasas malas var atrast punktu P;, kur§ no Q
atrodas talak ka P. Par to viegli parliecinaties ar elementaru spriedumu palidzibu, gan
gadijuma, kad nogrieznis PQ perpendikulars tai trijstira malai, uz kuras atrodas P
(31. zim.), gan ari gadijuma, kad
tas nav perpendikulars (32. zim.) Tad€jadi maksimums iesp&jams tikai taja gadijuma,
kad abi punkti ir trijstiira virsotnes. Tap&c nogrieznim PQ jabut trijstiira malai turklat,
dabiski, visgarakajai.

B

P'—'Q

A C 30. zim.

Kluda, kuru satur tikko izklastitais risinajums, kltis acimredzama, ja més meéginasim
lietot miisu metodi Sada arkartigi vienkarsai figtrai. (33. zim.) Skaidrs, ka Sai figiirai,
kas turpinas lidz bezgalibai, nevar uzradit tadu punktu pari, kuri biitu viens no otra
maksimala attaluma; jo talak, piem&ram, punkts P pavirzas pa labi, jo lielaks biis
attalums MP. Neskatoties uz to, sprieSanas metode, ko més tikko esam aprakstijusi, ir
lietojama arT Sai figurai.
C C
P2
P P Q

P1 Q P1

A B A B
31. zZim. 32. Zim.
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Lai kur arT atrastos punkti P un Q, figiiras iekSien€ vai uz tas perimetra, pat tad, kad P
un Q atrodas kadas divas no Cetram figtras virsotném, var, acimredzami, atrast tadu
punktu P; punkta P tuvuma, kur§ atrodas no Q vél talak, iznemot vienu vienigu
gadijumu, kad PQ ir nogrieznis AB. Mg@s lietojam Seit to pasu principu; visiem
punktveida pariem, iznpemot A, B, atrodam tadu pari, kuram attalums klust lielaks;
neviens paris, iznemot A, B, nevar dot maksimumu. No Sejienes, stingra atbilstiba ar
iepriek$€jo pieradijumu, mums vajadzetu secinat, ka Sis maksimums ir AB.
Actmredzami, ka p&c formas $is izvedums ir pilnigi analogisks iepriek$éjam. Bet Seit
tas noved pie nepareiza rezultata. No kurienes gan mums zinams, ka tas dod drosu
rezultatu ieprieks€jos gadijumos.”

A
C
M :
p
D
B

33. zim.

Maksimalais pirmskaitlis
Ne tik “caurspidigs” ir jautajums par maksimala pirmskaitla eksistenci.
Kapéc gan, tas nevarétu eksiste€t? Lik, cik aspratigi sprieda Eiklids!

Piepemsim, ka py, P2, ..., Pk ir visi iesp&jamie pirmskaitli. Aplikosim
visu $o pirmskaitlu reizindjumu un pieskaitisim tam 1. Tad
P=p1P2...pxt+1

ir jauns pirmskaitlis. Tas tapéc, ka p nedalas ne ar vienu no pirmskaitliem
un bez tam nesakrit ne ar vienu no tiem. Tatad pien€émums, ka pirmskaitlu
skaits ir galigs dod pretrunu. Tas nozimé€, ka maksimala pirmskaitla
nemaz nav.

Maksimalais pirmskaitlis intervala (n, 2n)

Daudz sarezgitak butu noskaidrot, vai vienm@r starp n un 2n ir vismaz
viens pirmskaitlis. Ja ne vienmér, tad apliikota veida pirmskaitlu kopa
varétu izvirzit jautdjumu par maksimala pirmskaitla eksistenci.
Atzim&sim, ka Bertrana (1822-1900, francu matematikis) hipotézi: “Starp
nun 2n — 2 katram naturalam n > 3, eksisté vismaz viens pirmaskaitlis.”
pirmais 1859. gada pieradija P. CebiSevs. (krievu matematikis un
mehanikis, 1821-1894)

Ieprieksgjie piemeéri var radit iespaidu vai pat parliecibu, ka kopas
maksimalais elements neeksisté tapéc, ka kopas elementi nav ierobezZoti
no auggas. Vards J. Steineram: “Ja figiram ar dotu perimetru var biit
dazadi laukumi, un ja tiem tomér nav iespéju bezgaligi pieaugt, tad starp
figiiram jaeksiste vai nu vienai maksimalajai, vai vairakam dazadu formu
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maksimalajam figiiram, t. i., figiiram, kuru formas ir dazadas un laukumi
vienadi un kuras parspéj visu citu figiru laukumus”. [KR, 18. lpp.].
SalidzinaSanai Iidzigs apgalvojums: ja izoperimetrisku daudzstiiru
laukumi ir ierobezoti no apaksas, tad jaeksist€é minimalajam daudzstiirim.
Apgalvojums ir nepatiess, jo gandriz vai acimredzami, ka minimalais
daudzstiiris neeksisté. Savadi, ka J. Steiners §adam salidzindgjumam nav
pieversis uzmanibu.

Ar to vien, ka kopa ir ierobezota no augSas nepietiek, lai eksistetu
maksimalais elements.

IerobeZota kopa, kurai neeksisté ne maksimalais ne minimalais
elements
Kopa, kas sastav no visiem racionaliem skaitliem q, kuri atrodas intervala

0, 1).

Bezgaliga summa
Ar ko vienada summa
S=1-1+1-1+1-1+...=7
Annina. Skaidrs, ka S = 0.
S=1-1)+(1-1)+@-1)+...=0.

Janitis. Rindas elementus, sakot no otra, ievietoju iekavas.
S=1-1-1)+(1-1)+...=1-0-0-..=1.

Paijina. Parrakstu S izteiksmi $adi

S=1-(1-1+1-1+...).
Lielums, kas atrodas ickavas nav nekas cits ka S, ko nosaku no sakaribas
S=1-S.Dabiju S =0,5.

Kam taisniba?

Kadreiz $adi parveidojumi likas paSi par sevi saprotami pat raditiem
matematikiem. Piem&ram Pizas universitates profesors Gido Grandi (1671-1742) esot
uzskatijis, ka veids ka no S = 0 var iegtit S = 1, ir pamatojums tam, ka dievs no neka
radija kaut ko. Savukart vienadibu S = 0,5 esot atzinis par pareizu plasa profila izcilais
vacu zinatnieks Leibnics (1646-1716). Vina pamatojums balstijas uz geometrisko
progresiju

1-Xx+x2 —x3+...:i.
1+x
Nemot x = 1 iegust S = 0,5.

39



Sofisms
Atrast izteiksmes absina + cdsing vislielako vértibu, ja a, b, ¢ un d
pozitivi skaitli, kuru summa a +b+c+d=S.

Annina. Dotd izteiksme man ir pazistama, — ta nav nekas cits ka
divkarsots cetrstiira laukums.

2L = absina + cdsing< ab + cd < %;+

ss ¢
44 8°
Seit es izmantoju faktu, ka sinuss neparsniedz 1, kas starp citu nozimg,
ka atbilstoSie lenki ir taisni, ka ari zinaSanas par to, ka no visiem

Cetrstliriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir kvadratam. Ja

perimetrs ir S, tad kvadrata mala actimredzami ir % :

Janitis. Aplikosu gadijumu, kad
S=4,a=b=0,c=d=2.
2
Tad ab + cd = 4, kas ir vairak neka 5 % =2. Tatad Anninai kaut kur
ir klida.
Annina. Piemérs nav korekts, jo dots, ka a, b, ¢c un d pozitivi skait]i.

Janitis. Labi, lai ta butu. Manu pieméru var uzlabot. Nemsu

S =4, a:b:l , C:dZE.
2 2

Tad ab+cd:1+9:9>2.
4 4 4

Ka So uzdevumu risinatu jis?

Trijstaris ar maksimalo laukumu
Sis loti pamacosais piemers (sofisms) ir izklastits darba 1. dala.

Trijstaris ar minimalo perimetru

Dotaja trijstiiri ievilkt trijstiiri ar minimalo perimetru. Vai uzdevumam
eksiste atrisinajumes, ja trijstiiris nav Saurlepka.? (Sk. 15. nodalu.)

Rinki ievilktu un ap rinki apvilktu daudzstiiru ekstremalas 1pasibas
Ar Zénodora uzdevumu cie$i saistiti ir uzdevumi, kuros jamekle

optimalais daudzstiiris, kas ievilkts dotaja rinki vai apvilkts ap doto rinki.
Ekstrému uzdevumos rinkim ir ipasa nozime. lesaksim ar sofismu.

Sofisms
Kadam trijsturim, kas ievilkts rinkT ar radiusu R, ir vislielakais laukums?

Annina. Izsaku trijstira ABC laukumu ka vienadsanu trijstiru AOB,
BOC un COA laukumu summu (34. zim.). So trijsttru lenkus ar virsotni

40



7rinka centra O apzZimé&Su attiecigi ar a,  un y. Katram no tiem laukumu

e v = 1 . - . _ C e
aprékinasu péc formulas: L= SXysino. Ta ka visas sanu malas ir vienadas
ar apvilkta rinka radiusu, tad

L :%Rz(sin o +sin B +siny)

34. zim.

Pec kosinusu teorémas iegiistu sakaribas starp malam un lenkiem.
| AC|?=a? =2R?(1-cosa)
| AB|?=b? = 2R?(1-cosp)
|BC |?=c? =2R?(1-cosY).

Izsaku lenkus
2
cosa :1—a—2
2R
2
cosf :1—b—2
2R
2
cosy :1—0—2 .
2R

2 \? 2 4
sina=+1-cos’a=_[1—|1— a | = 8._2_ a4 = azx/4R2—a2.
2R R 4R 2R

P&c analogijas
sin =L2\/4R2 _p?
2R

sin y :% 4R? —c?.
2R
Tagad péc sinusu aizvietoSanas iegiistu, ka
L =%(a\/4R2 ~a® +bV4R? ~b? +cv4R? —cz)

2 2

+y

Novertesu laukuma izteiksmi, lietojot nevienadibu xy < X

1(a%+4R%?-a% b%2+4R%-b%2 c2+4R%2-c?) 3R?
L<= + + = .
4 2 2 2 2
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Nevienadiba parverSas par vienadibu, ja a=Db =c. Tatad vislielakais
laukums ir vienadmalu trijstiirim.

Janttis. Tavs risindgjums ir parak gars. Aprékinasu laukumus
trijsturiem AOB, BOC un COA péc vienkarsakas formulas: pamats reiz
augstums dalits ar divi. Augstumus Siem trijstiuriem var aprékindt péc

Pitagora teoremas.
2
hy =R? _aT :%\/4R2 ~a?,

Analogiski
h =%\/4R2 _b?
he :%\/4R2 —c?,
Tatad

L:%(ha+hb+hc),

kas izversta veida ir ta pati izteiksme, ko ieguva Annina.

Maijina. PieradiSu, ka maksimalajam trijstirim visi lenki ir vienadi.
Pienemsim, ka ta nav. Tad var uzskatit, ka atSkirigie lenki atrodas pie
pamata AC, sk. 35. zim. Aplikoju patvaligu dotaja rinki ievilktu trijsttri
ABC. Fiksgju pamatu AC un mekl€ju punkta B stavokli uz rigka Iinijas,
lai ABC laukums biitu maksimals. Laukums ir puse no pamata un
augstuma reizinagjuma. Ta ka pamats fiksets, tad augstums biis maksimals
tad, ja punkts B bus AC vidusperpendikula galapunkts. Pien€mums, ka
maksimalajam trijsttrim ir dazadi lenki dod pretrunu. Tatad maksimalais
trijstiiris ir vienadmalu.

B

A\y C
35. zim.

Péteritis. Maijinas pieradijums ir iss un skaists. Tomer tas man ne
visai patik. ledomasimies trijstiri ar 10, 40 un 130 gradu lieliem
lenkiem. Tad pec pirmas lenku vienadoSanas Maijina var iegiit
vienddsanu trijstiuri ar 70 gradu lenkiem pie pamata. Péc otras
vienado$anas iegiitu vienadsanu trijstiri ar lenkiem 55°, 55° un 70°. Ta
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vina pamazam tuvotos vienadmalu trijsturim, nekad to precizi
nesasniedzot.

Es piedavasu vel isaku pieradijumu. Ta ka trijstira malu garumi ir
proporcionali loku garumiem, kuri balstas uz $§im malam, un Ioku
garumu summa ir 2zR, t. i, ta nav atkariga no malu garumiem, tad
mums faktiski ir jarisina izoperimetriskais uzdevums. Labi zinams, ka
no visiem trijstiiviem ar uzdotu perimetru, vislielakais laukums ir
vienadmalu trijstiirim.

Atrodiet kliidas vai nepilnibas ieprieks izklastitajos risinajumos.

2
Karlitis. Regulara trijstira ar malu a laukums ir a f Ja tas ir
2
ievilkts rinkT ar radiusu R, tad a® = 3R% Tatad L(R) = 3R4\/§. Salidzinu So
lielumu ar Anninas iegiito novertéjumu.
2 2
LRy~ R V3 _3R
4 2
J3<2.

ParsteidzoSi, ka Anninai tomer ir ieguts lielaks laukums.

Janitis. Tas nav nekas parsteidzoSs, jo Anninas novert§jums nav
precizs.

Annina. Ka nav? Pats vari parliecinaties, ka mans noveértgjums

1(a®+4R?—a® b’ +4R? b’ +c2+4R2—CZJ_3R2

L<—
4 2 2 2 2
ir precizs. Vienadibu iegiistam, nemot a = b = C.
Janitis. Man pagaidam nav ko iebilst.
Karlitis. Bet man ir! Galu gala jauzrada konkrétas a, b un c vértibas,
kuram nevienadiba parvérSas par vienadibu. Annina “pa celam” lietoja

vél vienu nevienadibu
2 2

X“+y
Xy < )
y 2

neparbaudot, vai ta var klut par vienadibu.
Annina. Parbaudisim! ST nevienadiba kliist par vienadibu tad, kad
X =Y. Nevienadiba tika lietota, lai novertétu tris reizinajumus
aV4R?—a2, bV4R? b2, cy4R? -2
Zinot, ka a = b = c, pietiek parbaudit tikai nosacijumu

a:\/4R2 Py .

Nosaku a:
a’ = 4R* - a’
2a% = 4R?
a’ = 2R?
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a=R+2.

Janitis. Parbaudisim, vai §ads a ir pielaujams. Rinki ievilkta regulara
trijstiira malas garums ir vienads ar R+/3, kas ir lielaks neka Anninas
piedavatais malas garums a=R+2. Kaut kada mistika, ka ar 1sakam
malam var iegiit lielaku laukumu!

Ka $o uzdevumu risinatu jiis?

Ir speka Sadas divas teorémas par rigkT ievilktiem daudzstiiriem:

T1. No visiem n-stiriem, kas ievilkti rinki vislielakais laukums ir
regularam n-stirim.

T2. No visiem n-stiriem, kas ievilkti rinki vislielakais perimetrs ir
regularam n-stirim.

Piezime. Pirmas teorémas apgalvojumu var raksturot ka paSu par sevi saprotamu, jO
no visiem n-stiiriem ar uzdotu perimetru vislielakais laukums ir regularam n-sttirim un
to var ievilkt rink1. Tacu otrais apgalvojums pirmaja bridi var samulsinat, jo no visiem
n-stiriem ar uzdotu laukumu regularam n-stiirim ir nevis vislielakais, bet gluzi otradi
— vismazakais perimetrs.

Pieradijums. Abas teorémas var pieradit ar vienu un to pasu metodi.

Izmantosim jau ieprieks lietoto panémienu par malu vienadoSanu.
Aplukosim patvaligu n-stiri. Ar M un m apzimésim attiecigi ta malu
maksimalo un minimalo garumu, bet ar h dotaja rinki ievilkta regulara
n-stiira malas garumu. (h ir tadas hordas garums, kura savelk rinka linijas
loka n-o dalu). Pienemsim, ka $im n-stirim ne visas malas ir vienada
garuma (pretéja gadijuma vajadzigais biitu pieradits). Tad m <h < M.
Parkartojam n-stiira malas ta, lai 1saka un garaka mala butu blakus vienu
otrai. To var izdarit, nemainot n-stiira ne perimetru, ne laukumu, ka ari
neizejot arpus dota rinka. Malu parkartoSanas shéma paradita
36. zim&juma. Ja DC un AB ir attiecigi visgaraka un visisaka mala, tad
pec trijstira ABC “apgasanas” vajadzigas malas AB un DC nonaks
blakus.
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“Lemmas par vienadmalu n-stiiri” pieradijuma malas ar garumu m un M
tika aizstatas ar malam, kuru garumi ir A un m+M-A t. i, lai
saglabatos malu summa. Tagad, kad n-stiiris ir ievilkts rinki, Sis
panémiens neder, jo mums jaraugas, lai péc malu aizstaSanas to
galapunkti atkal atrastos uz dotas rigka linijas. Uzskatisim, ka péc malu
parkartoSanas n-stiira garaka mala ir AC, bet 1saka CB (37. zim.). Trijsttri
ABC aizstasim ar trijstiiri ADC, saglabajot pamatu AC. Rinka Iinijas
punkts D ir izvelets ta, ka DC ir $aja rinki ievilkta regulara n-sttira mala.
Saskana ar apziméto m = |[CB|<|CD|=h <M. Japierada, ka trijsturis
ADC parspgj trijstiri ABC gan péc laukuma, gan péc perimetra. Tas, ka
Lapc > Lagsc

ir gandriz vai acimredzams. Abiem trijstiiriem ir kop€js pamats, bet
pirmajam ir lielaks augstums.
Citu pamatojumu Sai nevienadibai var giit no sprieduma par perimetriem.
Lai pieraditu, ka ar1

Perapc > Peragc

izmantosim trijstiru ADP un CBP lidzibu. Siem trijstiriem visi lenki ir
vienadi, jo lenki ADP un ABC ir vienadi ka ievilkti lenki, bet lenki APD
un CPB ka krustlenki.

A C 37. zim.

Lidzigiem trijstiiriem malas ir proporcionalas, t. 1.,

IAD| = k|BC|
IDP| = k|PB|
IPA| = k|PC].

Ta ka AD > BC, tad k > 1. Salidzinasim summu AD + DC ar AB + BC.
Péc vienkarSiem un lidzvertigiem parveidojumiem secinam, ka pirma
summa ir lielaka
AD +DC>AB +BC
AD +DP +PC>AP +BP +BC
k|BC| + k|PB| + PC > k|PC| + BP + BC
(k—1)BC| + (k—1)|PB| > (k — 1)|PC|
|BC| + |PB| > |PC|.
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(Trijstura divu malu summa ir lielaka par treSo malu.)

Piezime. Pieradijumus var atrast, pieméram, [JB]. Tur trijstiru perimetru
salidzinasana veikta nedaudz garak ar citu pap€mienu, izmantojot zim&uma
papildinasanu.

No visiem trijstiiriem, kas ievilkti ripki vislielaka malu summa ir
regularam trijstirim. Vai Sis rezultats saglabasies, ja malu summu
aizvietosim ar malu kvadratu summu?

B B
Y
YA
R
AB C 2ve A C C

38a. zim. 38b. zim.

Rinkt ievilkts trijstiiris. Kada gadijuma malu kvadratu summa ir vislielaka? [VR, 41.
Ipp.] Izmantosim sinusu teorému. (38a. zim.)
2 _ D _ ° 5
siho sinf sinvy
a=2Rsina; b=2Rsinp; c=2Rsiny
Mums jaaprékina
a®+b%*+c®> =4R%sin* o +4R*sin*B+4R?sin*y = 4R?(sin > o.+sin *p +sin *y) =*
levérosim, ka a+B+y=m, y=mn—(a+B) un sin?(mx—(o+p)) =sin’(a+p)
Tapéc

* = AR*(sin ? o+ sin > B +sin *(a +P) =
:4R2(1—0052a+1—0032[3
2 2

+1—cosz(a+B)j =

COS 20 + C0S 23

=4R2(1—2 +1—cosz(a+[3)j:

= 4R*(2 —cos(o. + B) cos(a — B) — cos” (o + B)) =
(atdalisim pilno kvadratu)

=4R*(2—(cos*(a+P) + 2-%cos(a+[3)cos(a—[3) +%cosz(a—[3)) =
= 4R*(2 - (cos(a +P) +%cos(oz—ﬁ))2 +%COSZ(Q—B))
lekavu vértiba biis lielaka, ja cos”(a—B) =1 un cos(a +p) + %cos(a -B)=0

Ja cos®(o—B) =1, tad cos(a—B) =1, o —B=0, a=p
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Tatad cos(o+ ) + %cos(a -B)=0

c032a+l:0:>cosza:-1
2 2

2a:2—n;a:E;tad B:E un y:n—z—n:E
3 3 3 3 3

Vislielaka malu summa ir vienadmalu trijsttrim.

Racionalaks risinajums. P&c kosinusu teorémas:

a? = 2R2(1—cos X)

b? = 2R2(1—cos y)

c? :2R2(1—cosz) :
kur — X, y un z lenki, ko veido apvilkta rinka radiusi R, sk. 38b.
zim&jumu. No Sejienes

a? +b%+c? = 2R2(3—cosx—cosy—cosz).
Pieradisim, ka

3
cosx+cosy+coszZ—E

COS X 4+ COS Y + COS(X + y)z—g.

Apzimésim: X=u+v, y=u-V. Tad
COSX+COSY =2C0SUCOSV UN  COS(X+Y) =cos2u =2cos?u—1 un japierada

nevienadiba

2

3
2c0sSUcCosv+2cos“u—-12> _E =

2

4cosucosv+4cos“u+1>20 <

(2cosu +cosv)2 +1-cos?v>0.

Piezime. Saskana ar pieradijumu nevienadiba
3
COSX+COSY+C0SZ = _E

ir spéka ne tikai trijstiira lenkiem, bet patvaligiem lenkiem, kuru summa ir 180 gradu.

Ir speka Sadas divas teorémas par daudzsturiem, kas apvilkti ap rinki:

T3. No visiem n-stiriem, kas apvilkti ap rinki, vismazakais laukums
ir regularam n-stirrim.

T4. No visiem n-stiariem, kas apvilkti ap rinki, vismazakais perimetrs
ir regularam n-stirim.

Ievérosim, ka §1s teorémas ir [idzvertigas. Tas izriet no formulas
L =pr,
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saskana ar kuru, minimiz&jot laukumu, vienlaicigi tiek minimizets
perimetrs, un otradi, minimiz€jot perimetru, vienlaicigi tiek minimizets
laukums.

Vispirms apliikosim apvilktus trijstiirus.
1. uzdevums. No visiem vienadsanu trijstiriem, kas apvilkti ap doto rinki,

atrast to, kuram ir vismazakais laukums.
B

D C 39 zim.
Apzimesim dotd rinka radiusu ar r, apvilkta viendadsanu trijstiira pamata
AC garumu ar 2x, un trijstuira ABC virsotnes lenka lielumu ar 2 un
augstumu pret AC ar h. Tad
L = xh.
P&c Pitagora teorémas
[EB[ = |OBf — |OEf*= (h—r)* —r? = h®— 2rh.

Sakaribu starp X un h iegtisim no trijstiiru ADB un OEB lidzibas

AD OE X r

Eind e P S

DB EB h EB

rh

Vh? = 2hr

levietojot atrasto x laukuma izteiksmé, dabiijam

X =

L rh?
vh? —2hr
Tagad pieradisim nevienadibu
rh?
L=——  >3/3r’ o
Vh? = 2hr

h* > 27r2 (h? - 2hr) =
h® —27h%*r +54r° >0 <
(h? —=6hr +9r?)(h+6r) >0 <
(h—3r)*(h+6r)>0.
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No Sejienes secinam, ka laukums biis minimals, tikai tad, ja h = 3r. Tas
nozime, ka OB =2r, = 30° un divreiz lielakais lenkis ABC vienads ar
60°. Ja vienadsanu trijstirim viens lenkis ir 60°, tad tas ir regulars
trijstiiris. Tatad no visiem vienadsanu trijsturiem, kas apvilkti ap rinki,
regularam trijstirim ir vismazakais laukums.

2. uzdevums. No visiem trijstiiriem, kas apvilkti ap doto rinki, atrast to,
kuram ir vismazakais laukums.

Vispirms iepazisimies ar $ada uzdevuma risinajumu

No visiem trijstiriem ar dotu lenki o, kuri apvilkti ap doto rinki, atrast trijstiiri ar
vismazako perimetru un tadgjadi ar vismazako laukumu [Zet, 93. Ipp.]

“Izsakot trijstiira pusperimetru ar ievilkta rinka radiusu r, dabaijam:

B

a Y
=rctg—+rctg-+rctg- =
p 92 92 92

o B o a+f
=r|ctg—+rctg—+ctg| 90" —— || =
{gz 92 g( 2 ﬂ
a B 0 X+B a B (X+B
=rctg—ctg—| 90" ———— |=r ctg—ctg—-tg———.
g2 92( 2 j g2 gzg 2
p

. : . o+ . a
Perimetram vismazaka vertiba ir vienlaicigi ar ctg Etg TB ,ti.,jap=90°- r
(Te autors atsaucas uz ieprieks atrisinatu $adu uzdevumu.)

Kadam x funkcijai

y—tgf-ctg(HX
2 2
ir vismazaka vertiba, ja a — Saurs lenkis (nemainigs)?
Ir speka:
.o
sin —
1—-— £
sin Xcos X sin| e x|-sin & sin| &+ x
B 2 2 2 2 2
y X . a+X B [ a .o B .o
cos - sin sin| —+x [+sin — sin —
2 2 2 1. 2

. (a
SiNn| —+ X
2
Pieaugot pozitivam lielumam sin (% + Xj, dalas skaititajs aug, saucgjs dilst, tapec Y,

pieaugot pozitivam Sin (% + Xj , aug. Tadel y vertiba ir vislielaka vienlaicigi ar

vislielakosin (% + X] vértibu, t. i., kad %+ x =90°; no $ejienes x = 90° —% .

Vislielaka y vertiba ir

tgl 45° = % |ct 45°+3j=t 2(45°—Ej.
g( 4) g( 4)" 79"
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Un ta mekl&jamais trijstiiris ir vienadsanu ar doto virsotnes lenki o..”

Cits risinajums.

Apliikkosim vienadsanu trijstirt ABC, kur§ apvilkts ap doto rinki un
kuram viens lenkis fikséts (40. zim&juma tas ir lenkis B) Pieradisim, ka
jebkuram citam trijstirim ar to pasu lepki B laukums ir mazaks.
Izvelamies kadu punktu P uz rinka Iinijas, kas nesakrit ar malas AC
viduspunktu. Uzskatisim, ka P atrodas zem lenka bisektrises BD.
Novelkot perpendikulari radiusam OP malu EG, iegiistam ap doto rinki
apvilktu trijstiri BEG. Ar K apzim&jam AC un EG krustpunktu. Saskana
ar P izveli, tas atradisies zem bisektrises. Tapéc AK < KC. Lai pieradrtu,
ka

Leec > Lasc,
salidzinasim trijstiru KAF un KEC laukumus. Ieverosim, ka pietiek

pamatot nevienadibu
Lkar < Lkec,
kas péc zim&juma ir it ka actimredzams. Parliecinasimies, ka FK < KM.
Uz malas BE atliksim punktam F simetrisku (attieciba pret bisektrisi BM)
punktu F;. Tad MF, = MF, lenki B F;M un BFM ir vienadi, bet lenkis
BEF ir mazaks neka lenkis MF;E:
/ BEF =180° - « BFM — £ FBE
/ EF;M = 180° - Z/BFM.

TrijstiirT pret mazaku lenki atrodas 1saka mala, tapec

FK<FM=FM =ME <KE.

40. zim.

Tagad no CK > KA, EK > KF un lenku CKE un AKF vienadibas izriet
vajadziga nevienadiba

Lkar < Lkec.
Tatad esam pieradijusi, ka
no visiem trijstiuriem ar fiksétu lenki, kuri apvilkti ap doto rinki,
vismazakais laukums ir vienddsanu trijstarim.

Atzimésim, ka vienlaicigi ar laukumu tiek minimizets ari trijstiira
perimetrs P, kas ir tieSas sekas no laukuma formulas L = pr.
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No Sejienes un ieprieks€ja uzdevuma izriet
Teoréma. No visiem trijstiriem, kas apvilkti ap doto rinki, vismazakais
laukums un vismazakais perimetrs ir regularam trijstirim.

Kur kluda?
Noteikt minimumu izteiksmei

tgx + tgy + tgz,
jax +vy+z=180%un visi lenki $auri.
Annina.  leverosim, ka dotas izteiksmes minimuma mekleéSana ir
lidzveértiga jau aplikotajam uzdevumam par rinkim ar radiusu r apvilkta
minimala trijstira meklésanu, sk. 41. zZim.

41. zim.

Trijstira ABC laukumu izteikSu ka sesSu taisnlenka trijsttiru laukumu
summu. Divu vienadu taisnlenka trijstiru ar katetém b un r laukums ir br.
Ta ka b = rtgx, tad br = r’tgx. Saskaitot trTs $ada tipa lielumus, iegistu, ka
trijstira ABC laukums L izsakams ka
L = r’(tgx + tgy+ tgz).
Vel japarbauda dotais nosacijums par lenku summu. Tas ir speka, jo
summa 2x + 2y+ 2z vienada ar 360 gradiem. Zinams, ka no visiem
trijstiiriem, kas apvilkti ap uzdotu rinki, minimalais laukums ir regularam
trijstirim. Tam ir speka 2x = 2y =2z =120° = x=y=z=60° =
tgx + tgy + tgz = 33.
Janitis. 1zteikSu z.
z=180°— (x +y) = tgz = —tg(x +y).

T =1tgx+1tgy — loxrigy _ (tgx + tgy)(l— ;]

1—tgxtgy 1— tgxtgy
T = (tgx + tgy)M .
1-tgxtgy
_ 3
Jax=y,tad T= . Ztgzx . Parbaudei nemsu x = 60°:
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YO PN I 3
2th600 _-2(3) a3
1— 19260 1-3
Saja gadijuma iegiita tada pati vértiba ka Anninai. Tagad nemsu x = 30°.
Tad

“2G°80° L o

1-1t9%30° 3
Tas nozimé, ka Annina nav ieguvusi minimumu. Vinai jameklg klida.
Annina. Tev paSam jamekl€ kliida, ja negativas vertibas vispar nevar
rasties. Katrs no saskaitamajiem tgx, tgy un tgz tacu ir pozitivs, nu vismaz
nenegativs.
sin( X+ y) Tad
COS XCOS Y
sin(x+y) sin(x+y) _
COSXCOSY COS(X+Y)

=sin( X + y)( ! - ! j =
COSXCOSY COS(X+Y)
Cos(X + y) —CcoS XCcos y _sin(x+) —sin xsin y _
COS XCOS y COS(X + Y) COS X COS Yy COS(X + V)
= —tg(Xx + y)tgx tgy — min .

Saskana ar Anninu vajadzetu biit nevienadibai

—tg(x+ y)tgx tgy > 33,
par kuras pareizibu es stipri Saubos. Jo, npemot x = 0, iegiitu, absurdu:
0>343.
Annina. Es savukart Saubos, par tavas izvéles pareizibu. Manuprat, X = 0
nav Saurs lenkis.
Maijina. Es vél neesmu beigusi savu spriedumu. Ja jau nevienadiba ir
nepareiza ar x =0, tad ta bis nepareiza arT nulles tuvuma. Citiem
vardiem, nemot x > 0, bet tuvu nullei, iegiisim, ka nevienadibas kreisa
puse ari bus tuva nullei.

Maijina. IzmantoSu formulu tgx + tgy =

tgx+tgy —tg(x+y) =

=sin( X+ Y)

Dosim 1saku pieradijumu tam, ka no visiem trijstiiriem, kas apvilkti
ap doto rinki, vismazakais laukums ir reguldaram trijstirim.

[zmantosim laukumu formulu (sk. 41. zZim., ka ar1 Annipas risinajumu):
L = r¥(tgx + tgy + tgz).
Izsakot z = 180° — (x + y), iegiisim:

T:=tgx+1tgy + tgz = tgx + tgy —tg(x + y) = tgx+tgy—M.
1-tgxtgy
T (tgx +tgy)tgx tgy 2,/tgx tgytgx tgy B

tgxtgy-1  tgxtgy-1
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Te lietota nevienadiba A > G. Saucgjs ir pozitivs lielums, jo tads ir T un
tam turklat skaititajs ir pozitivs. Apzimé reizinajumu tgxtgy ar t>. Tad

3
7> & 123\/5.

t2

Pedgjas nevienadibas pareiziba izriet no parastiem parveidojumiem:
2t° > 3/3(t* —1) < 2t°-3J3t2+34/3>20 <
(t2 =243t +3)(2t ++4/3) 20 < (t—+/3)*(2t++/3)>0.
Redzam, ka vienadiba tiek sasniegta, ja t =+/3. Savukart nevienadiba (1)
klust par vienadibu, ja tgx = tgy. Tas nozime, ka visi seSi taisnlenka
trijstiiri (41. zim.) ir vienadi un ka trijstiris ABC ir regulars, kas ar1 bija
japierada.

Gramata [Tot] 1. nodalas 3. paragrafa “Regularu daudzstiru
ckstremalas 1pasibas” konspektiva forma dots Joti skaists T3 pieradijums,
kuru varetu raksturot ka matematikas perli jeb ka mil€ja teikt slavenais
Pauls Erdess (1913-1996) tas ir pieradijums no Gramatas.

Pienem, ka:
k — uzdots rinkis;
Q — ap ripki k apvilkts regulars n-stiiris;
P — patvaligs n-stiris, kas apvilkts ap rinki k;
K —ap Q apvilkts regulars n-sturis
Sk. 41. Zim&jumu, kas atbilst gadijumam n = 4.

“Segmentus, ko no K atskel P malas, kas nemtas cikliska seciba,
apzimé&sim ar sy, S, ..., Sp. Laukuma P dalu, kas atrodas rinka K iekSieng,
var izteikt §ada veida:

PK=K—-(5y+Sy+ ...78p) + 515, + 5583...F Sp Sy
pictick ieverot, ka s; + S, + ...+ s, — (S1Sy + S»S3...1 sy S1) izsaka visu to K
dalu kop€jo laukumu, kuras ir arpus P, Tad¢jadi

PK>K—-(s1+s+...+5s5) =Q.

un vienadiba tiek sasniegta tikai tad, kad neviena no P virsotném
neatrodas K iekSiené. Ta ka pedgjais nosacijums ir speka tikai gadijuma
P = Q pieradijums Iidz ar to ir pabeigts pilniba.” [Tot, 26. Ipp.]
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41. Zim. 42. 7im.

Komentari par pieradijumu. Pierddijuma lietotie apzim&umi var radit divdomibas.
Isaku pierakstu dé] més dazkart vienu un to paSu apzim&umu lietojam dazadas
nozim@s. Piem&ram, ar AB saprotam gan nogriezni, trijstira malu, gan ta garumu.
Pieradijuma apzimg&jums “PK” nozimé divu figiiru P un K kopg&jo laukumu. Ar sy, S,
, ..., Sp tick saprasts gan pats segments, gan ta laukums, ar “reizinajumu” s;S; tiek
saprasts divu apliikoto segmentu kopgjais laukums. Kapéc vienadiba
PK=K-(S1+S2+...+8,) + 5152 + S5383...% 8, S1
paradas lielumi s1Sp , SpS3, ..., sp ? Atskaitot no liela rinka laukuma “K” segmentu
Spun S laukumus, més divas reizes esam atskaitijusi So segmentu kop€jo laukumu
“s182”, sk. 42. zZim. Lai saglabatu vienadibu, tas japieskaita. Kapéc
K-(s1+s;+...t8,)=Q?
Vienadiba acimredzama gadijuma, ja si, Sy, ..., sn ir lield rinka K segmenti, kurus
veido Sai rigkd ievilkta regulara n-stiira malas un tam atbilstosSie loki (42. Zzim&uma
regularais n-sturis ir kvadrats ABCD, kura malas no K atskel 4 segmentus). Ta ka
visas liela rinka hordas, kuras pieskaras mazajam rinkim ir vienadas (péc garuma) ar
regulara n-stira malu, (sk. 43. zim&umu, kur [AB| = |EF|) tad visi segmenti sy, Sy, ...,
Sy ir vienadi (péc laukuma) ar segmentu, ko no licla rinpka atSkel ap mazo rinki
apvilkts regulars n-stiris.

Y,
\/
~_

43. zim.

Teémas patstavigam darbam
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Vai varat atrisinat Z&€nodora problému, izmantojot tikai elementaras
matematikas lidzeklus?

(Risinajumi, kuros izmanto bezgaligus procesus, robezparejas Seit netiek uzskatiti par
elementariem. Pietiek pieradit, ka no visiem vienadmalu n-stiiriem ar uzdotu
perimetru vislielakais laukums ir regularam n-stiirim.)

Vai varat atrast geometriska rakstura pieradijumu tam, ka no visiem Cetrstiiriem
ABCD ar uzdotam malam AB =BC =CD =a un AD = b # a vislielakais laukums ir
trapecei. Noskaidrojiet, vai der §ads pieradijums? Tas veikts tris solos.

1. L(a a, a, b)<L(x, a, vy, b), kur L(x, &, y, b) — laukums attiecigam cCetrstiirim, kura
malas x, y veido vienadus lenkus ar pamatu un x + Yy < 2a.
Uzskatisim, ka Cetrstirim ABCD lenkis A ir lielaks neka lenkis D (44. zim.).

B B
C 1
Hl A E F H D E1
44. 7im.

Novelkam augstumus BE un CF. Konstrugjam trijstiiri DB1E1, kas vienads ar trijsttri
ABE, kur punkts E; atrodas uz malas AD pagarinajuma. Uz pamata AD izvElamies
tadu punktu H, kas minimiz€ attalumu summu CH + HB;. Saskana ar ieprieks risinato
Heérona uzdevumu punktam H piemit 1pasSiba: lenkis CHF vienads ar lenki B;HE;.
Aplikosim cetrstiiri H1BCH, kur§ konstruéts ta, ka trijsturis HiBE vienads ar trijsttri
HB4E;. Cetrstarim H;BCH perimetrs ir samazinajies, bet laukums palielinajies, jo:

L(H;BA) = L(HB;D) > L(CDH).
(Trijsturiem HB1D un HCD ir kopg€js pamats, bet péd€jam augstums ir mazaks.) No
Sejienes izriet, ka

L(H,BCH) > L(ABCD).

Cetrstiirim H;BCH saskana ar konstrukciju lenki pie pamata ir vienadi. Taéu H;BCH
vel nav vienadsanu trapece, jo mala H;B ir garaka, bet mala CH 1isaka neka a.
Nakamaja punkta konstruésim vienadsanu trapeci, kurai laukums lielaks neka
Cetrstiirim H1BCH. , bet kurai ar tadiem paSiem palielinasim pieradisim, ka Ta ka So
malu summa ir mazaka par a, tad var iegiit vienadsanu trapeci

2.L(x,a,y,b)<L(z a,z b),kurL(z, a, z, b) — laukums vienadsanu trapecei ar z < a.
Nevienadibas pieradijuma izmantosim vienkar§i kostat§jamu faktu, ka
vienadsanu trapecei diagonale ir garaka neka viduslinija. Tiesam, ja VG (45. zim.) ir

trapeces ABCD viduslinija un CF L AD, tad VG = AF. (Trijsturis FGD ir
vienadsanu.) Ta ka taisnlenka trijstiirim hipoteniiza garaka par kateti, tad AC > AF.
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J
L=,

A F 45. zZim.

Tagad cetrstiiri H1BCH (46. zim.) papildinam Iidz vienadsanu trapecei H1BTH un IJ
izvélamies ka vienadsanu trapeces KBTC vidusliniju. Tad trapece HjlJH ir
vienadsanu trapece ar malam, kuru garumi neparsniedz a.

3. L(x, ¥, X, b) < L(a, a, a, b), kur L(x, y, X, b) — laukums vienadsanu trapecei ar
pamatu b un malam, kas neparsniedz a.

Vienadsanu trapeci ar isakam malam var paplaSinat lidz vienadsanu trapecei ar
garakam malam palielinot laukumu.

B T

| /£ A\J
/ N\
/K C\
Hj_ H

46. Zim.

Vai, izmantojot 47. zimgjuma redzamo konstrukciju, jiis varétu pieraditu nevienadibu
L(a, a, &, b) < L(vienadsanu trapecei).

[ 47, 7im.

D. Krizanovska gramata ir ieklauts redaktora papildinajums “Luljéra uzdevums
un Kramera uzdevums”. Taja apliikkotas divas ievérojamas teorémas, kuram ir cieSs
sakars ar klasisko izoperimetrisko uzdevumu. (Starp citu, man nav zinams, vai §is
teorémas ir atrodamas ar1 kada matematikas enciklopedija)
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Luljera teoréema.

No visiem (izliektiem) n-stiriem ar dotiem lenkiem oy, oy, ..., an Un malu summu, kas
vienada ar p, vislielakais laukums ir tam, kuru var apvilkt ap rinka liniju.

Kramera® teoréma.

No visiem (izliektiem) n-stiriem ar dotam malam ay, ay, ..., a, (un doto lenku summu,
kas vienada ar 2d(n — 2)) vislielakais laukums ir tam, kuru var ievilkt rinka linija.

NosacTjums par lenku summu 2d(n — 2) ir lieks, jo izliektam daudzstiirim citadi
nemaz nevar bit. Sis teorémas var formulét nedaudz 1sak:

No visiem (izliektiem) n-stiariem ar dotiem lenkiem un perimetru maksimalais
laukums ir tam, kura malas pieskaras rinka linijai.

No visiem n-stiriem ar dotam malam vislielakais laukums ir tam, kura virsotnes
atrodas uz rinka linijas.

Formul@sim Luljéra un Kramera uzdevumu vienkarSakaja gadijuma:

Luljéra uzdevums. Pierdadit, ka no visiem izliektiem Cetrstiiriem ar uzdotiem lenkiem
un uzdotu perimetru vislielakais laukums ir tam, kura var ievilkt rinka liniju.

Kramera uzdevums. Pieradit, ka no visiem izliektiem Cetrstiiriem ar uzdotiem malu
garumiem vislielakais laukums ir tam, ap kuru var apvilkt rinka liniju.

Ar Siem péc formul&juma vienkarsajiem uzdevumiem ir nodarbojusies daudzi cilveki.
Ir atrasti dazadi risinajumi, sk. pieméram, [JB, Zet, Pal, Lusterniks]. Starp tiem ir ar1
tadi, kuros izmantoti tikai elementaras matematikas Iidzekli.

IpaSu ievéribu ir pelnijis Viktora Palamodova (dz. 1938.g. Ribinska)
risinajums, kur§ gramata [Kr, 103. Ipp.] raksturots ka loti elegants. Vin§ abu
uzdevumu tiri geometriskus risingjumus esot piedavajis 1952. gada. Tas nozimg, ka
vinam tad bija tikai 14 gadu. Skoléns (no Maskavas) vélak savu risindjumu ir
publicgjis augstvertiga krajuma Mamemamuueckoe npoceewernue, [Pal] kas tagad ir
kluvis par bibliografisku retumu. DiemZ€l minétais krajums ir piedzivojis tikai 5 (?)
izlaidumus (s€jumus).

V. Palamodovs ir kluvis par ievérojamu matematiki, doktora (“liela” jeb habiliteta)
gradu ieguvis 28 g vecuma, veicis petijumus diferencialvienadojumu, funkciju teorija.

Vai vadoties p&c autora risinajuma izmantotas konstrukcijas (48. zim.), kura tiek
salidzinati divu Cetrstiiru laukumi, jiis varétu atrisinat Kramera uzdevumu? Manuprat,
V. Palamodova risinajums [Pal] ir saméra gar§ un diezgan griiti parskatams. Vismaz
tads iespaids radas péc pirma lasijuma. Lai lasitajs novertétu risindjuma elegantumu,
protams, vajadzetu iepazities ar pirmavotu.

Vai gadijuma, kad Ccetrstirim tris malas ir vienadas, jiis var€tu atrast
vienkarsaku risinajumu?

Vel viens Kramera uzdevuma risindjums, kura izmanto figiiru lidzibu un ari
algebriskus parveidojumus ir dots gramata [SCJ2, 241.-243. Ipp.; JB].

1) Cramer G., 1704-1752, §veicieSu matematikis.
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48. zim.

Vai varat atrast ripki ievilkta n-stiira laukuma formulu, ja tam ir
uzdoti visu malu garumi?

Uzdevums. P&c ¢etram malam noteikt rinkT ievilkta Cetrstiira laukumu. [Zet, 178. Ipp.]
Pienem, ka rinki ievilkts Cetrstiris ABCD ar malam AB=a, BC=b,CD =cun
DA =d. (49. zim.) Apzimé&sim BF ar x, CF ar y. Tad, nemot véra, ka lenkis BCA
vienads ar lenki BAD (rinki ievilktiem Cetrstiiriem pret€jo lenku summas ir vienadas
ar 180 gradiem), iegiisim

a+x _d, c+y

y b’ x
bc+by=dx; bx—dy=-ab; dx-by=bc.

%; ab + bx = dy;

49. zim.
Tagad veicam parveidojumus:
b(dc + ab) b(bc+ad)
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atb+c+d=2p; x+y+b=2p;
,_b(c+b+a-b) b(p-b)

2(d —h) d—b
- b(a+b+d-c) b(p-c)
~ 2(b+d)  b+d

:b(b+c+d—a) :b(p—a)

p-y

2(b+d) b+d

,_b_b(b+a+C—d)_b(p—d)

P=0= 2d-b)  d-b
Sore =25 J(P-aXp-BX(P—C)(p—)
10 = (PP -BX(P—)(p—0)

S=\(p-a)(p-b)(p-c)(p-d).

Dazi uzdevumi
ar praktisku ievirzi, kurus var atrisinat ar izklastitajiem pan€mieniem vai iegiit ka
sekas no atbilstosa vispariga rezultata.

Optimala rene, gravis, kanals.

No tris vienadiem deliem ar platumu a cm jaizgatavo rene, kuras Skérsgriezumam ir
trapeces forma. Ka to izdarit ta, lai remes caurlaides spéja butu vislielaka
(Skersgriezuma laukums vislielakais) [Nag, 49. Ipp.]

No tris vienada platuma défiem jaizgatavo iidens noteces rene, kuras Skérsgriezumam
ir vienadsanu trapeces veids. Kadam jabiit lenkim starp trapeces sanu malu un
pamatu, lai renes caurlaides spéja butu vislieldka, t. i., lai trapeces laukums biitu
vislielakais? [S1]

No skarda jaizgatavo valéja rene ta, lai tas biitu vienddsanu trapeces forma, kuras
pamati un sanu malas ir vienadas ar 5 dm. Kadam jabit renes platumam, lai taja
ietilptu visvairak iidens? [Sav, 66. Ipp.]

Purvu nosusindsanai jaizrok valéjs kanals, kura Skersgriezums ir vienddsanu trapece.
Kanals jaieriko ta, lai zudumi, kas, iidenim tekot, rodas berzes dé|, biitu vismazakie.
Kadam slipuma lenkim Sie zudumi biis vismazakie, ja kanala Skérsgriezuma laukums
ir S, bet dzilums h. [Sav, 66. Ipp.]

Jumikis vélas izgatavot visietilpigako valéju iidens tekni, kurai dibens un sani biitu
10 cm plati un kuras sani attiectba pret dibenu biitu viendada slipuma. Kadam jabit

idens teknes platumam tas augsa. Atb. 20 cm. [GL, 328. Ipp.]

Aplikosim simetrisku piecstiiri, kuram 4 malas ir vienadas un uzdots perimetrs
P =4a + ¢ (50. zim.). Ta laukumu izteiksim ka tris trijstiiru laukumu summu.
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L;= %x\/(4a2 —x2) , Lo= %c\/(4x2 —c2)
L=2L1+ L, = 4L =2xy(4a2 —x2) +cy (4x2 —c2) .
Vai varat pieradit nevienadibu

2
4L = 2 xy/(4a% —x?) +c/(4x -2 <P
5V5-+/20

Piepemsim, ka laukuma izteiksme tiek noveértéta ar sadu nevienadibu

2

(x-y)’>0= 2xy£qx2+y7, q>0.

4L<qX2+M+£+4X2_C2 = q—l—kz X2+£ r_l +£
B q 2 2r q r 2 r q

Vai iesp&jams izveleties q un r ta, lai

(q_£+ZJX2+ﬁ(r_1j+4a2 < P2 2
q r 2\ r) a9 55,20

c 50. zZim.

Pieradiet, ka no visiem izoperimetriskiem trijsturiem vislielako ievilktu
rinki satur vienadmalu trijsttiris (50. zim.). Vispariniet rezultatu.

“\¢  51.7im.

Pieradiet, ka katram trijstirim ABC ir speka nevienadiba

r< WES < 73 p<iR,

3 9 2

kur r, ir trijsttrt ABC (50. zim.) ievilktas, R ap to apvilktas rinka linijas
radiuss, p — pusperimetrs un S trijstira ABC laukums.

Pieradiet vienkarsaku nevienadibu
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rs%R jeb R>2r,
kada pastav starp ievilkta un apvilkta rinka radiusiem. Kada gadijuma
pastav vienadiba? Ka mainas konstante % , ja visu trijstiiru klasi sasaurina

uz taisnlenka trijstiiriem?
Atzimésim ka “vid€ja” nevienadiba

J_ f 3

*2p jeb L<—(2p)

ir ta saucama slavena izoperzmetrzska nevzenadzba. Ta dod atbildi uz jautajumu, kads
var bt vislielakais laukums figiirai (konkrétaja gadijuma trijstiirim) ar uzdotu
perimetru. Sada tipa uzdevumiem ir praktiska interese. Kadu vislielako zemes gabalu
var ierobezot, ja misu riciba eso$ais materials lauj uzcelt Zogu ar garumu 2p un ja
mums jabiivé noteiktas formas zogs (piem&ram, trijstiiris vai Cetrstiiris). Ka mainas
risindjums, ja uzdevuma noteikumi paredz kadus citus ierobezojumus? Pieméram,
zemes gabals var atrasties pie kadas €kas sienas, upes un ne visur ta ierobezosana
jaizmanto Zogam paredzétais izejmaterials? Sk, [Kr, SCJ].

Uzdevumi patstavigai risinasanai
1. uzdevums. Pieradit, ka no visiem 4-stiiriem ar pamatu d un uzdotu par&jo tris malu
summu s, s > d, vislielakais laukums ir vienadsanu trapecei ar tris vienadam malam.

2. uzdevums. Atrast maksimalo vértibu funkcijai

3sin 20+ 2+/3sin % a.
3. uzdevums. Pieradit nevienadibu

Sin 20+ 2sin 2B + 2sin a\/4sin2B—sin 2 <3+/3..
4. uzdevums. Pieradit nevienadibu
sin 2 +sin 2B +sin 2y + 2./(sin a.+sin B+ sin y)(sin o +sin B —sin y) x
x [(sin o.—sin B +sin y)sin B —sin o.+sin y) <33 6))

jaa, B, un vy Sauri lenki.
5. uzdevums. Atrast maksimalo vértibu funkcijai

3xv1— X2 + 2+/3x2.

6. uzdevums. Pieradit nevienadibu
XV1— X% +2y31— Y2 + X,/4y® — X2 < i

7. uzdevums. Pieradit nevienadibu
xv1—x* + y\/l— y? +z1-2° +

+\/(x+y+z)(x+y—z)(x—y+z)(y—x+z)s% (2)

Visi §is grupas uzdevumi ir sastaditi, izmantojot izoperimetrisku 6-stiiru
ekstremalo Ipasibu, proti, no visiem 6-stiiriem ar uzdotu perimetru vislielakais
laukums ir regularam 6-stiirim.
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Aplikosim 6-stiiri, kuram visas malas vienadas ar 1 un izteiksim ta laukumu L
ka 4 trijsturu laukumu summu. Apzimésim AC =X, CE =y, EA =z. (52. zim.). Tad

X Yy Bz v
2

.o .
—=sin—, ==sin—,

2 2" 2 2" 2

52. zim.

X+Y+Z X+y—2 X—y+Z y—X+2Z _
2 2 2 2

L=1 sin 0L+1 sin[3+l sin y+\/
2 2 2

L:l(sina+sin[3+siny)+ sing+sinﬁ+sin1 sing+sinE—sin1 X
2 2 2 2 2 2 2

x sing—sinEJrsinl sinE—sinngsinI
2 2 2 2 2 2
33

Zinams, ka maksimalais laukums ir regularam 6-sttirim, tapéc max L = —

Nevienadiba (1) no iegiita rezultata atSkiras tikai ar apzim&jumiem. Nevienadiba (2)
izriet no (1), jo
sin 2a. = 2sina.coso, = 2sina,/1—sin * o .

Atrisinasim 2. uzdevumu, lietojot Kos1 nevienadibu:
3sin 2a.+ 2+/3sin 2 o = 3sin 20+ \/5(1— cos2a) = /3 +3sin 20— +/3¢c0s 20 <

<+/3+/9+3-+/sin? 20+ cos? 2a =343
Atrisinasim 6. uzdevumu, vairakkart lietojot vienkar§u nevienadibu
2uv < U? + V2,

f= xV1— %% + 2y 1- y? + xJ4y? —x* =

N Vi-y? x
p

= px- +2py- + Ayt —x* <
p
2.2 2 2 2 2 2 2
<pX+— +p2y2+1_¥+x +p(4y _X):

2 2p° P 2p° 2

, 1 4p>), 1 1 , 1), 3
= -——+— |y + +—==[3p " —— |y +
( p> 2 d 2p*  p? P p y 2p?

Nemsim p tadu, lai koeficients pie y2 biitu vienads ar nulli. Sadas izvéles pamata ir
tas, ka me&s v€lamies atrast funkcijas f iesp€jami precizu novertejumu.
, 1 3 33
p = — f < 3 =
J3 2p 2
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Vienadiba max f = % tiek sasniegta, ja x=y = 73

Vai, izdarot piem&rotu novertéjumu, jiis varétu pieradit nevienadibu (2)?

10. uzdevums. Noteikt maksimalo vértibu summai ab + cd, jaa, b, cund
pozitivi skaitli, kuriem a® + b? = ¢ + d.
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12. nodala Funkcija f=—"
(t-a)"

Vispirms atrisinasim divus piemérus, kuri ir atsevisks funkcijas f
gadijums. Tad apliikosim dazus saistoSa rakstura piemérus, kuros paradas
aplikojama veida funkcija.

Saja nodala bieZi lietosim §adas sekas no nevienadibas G < A:
ja pozitivu lielumu summa ir nemainigs lielums, tad to reizindjums ir
maksimals, ja tie visi vienadi. Isak §is sekas apzimésim ar SK (summa
konstanta).

X2
x-1
Uzdevumu atrisinasim ar vairakiem panémieniem ar merki kadu no tiem
turpmak piemérot funkcijas f minimuma noteiksana.

1. piemérs. Atrast funkcijas

vismazako vertibu, ja x > 1.

1. (vertibu kopas izmantoSana)
2

X C
1= y izslégsim x:

No sakaribas

X2 =y(x—1)
X2 — yx+y=0.

Lai kvadratvienadojumam attieciba pret x bitu atrisinagjums, ta
diskriminantam D jabiit nenegativam.
D=y*—4y>0
y(y—4)=0.

No Sejienes y>4 vai y<0. Gadijjums y<O0 neder, jo saskapa ar
nosactjumu x > 1 jabiit y > 0. Tas nozime, ka ynin = 4. So veértibu iegiist,
nemot X = 2.

2. (substitlicijas izmantoSana)
Apzimésim t = X — 1. Tad pozitiviem t jamekle minimums funkcijai
2 2
(1+tt) =1+2'i+t :%+t+2.

Labo pusi novertésim, izmantojot nevienadibu starp aritmé&tisko un

geometrisko vidgjo.
%+t+222‘/%-t+2:4.

Vienadibu dod t = 1. Tatad x = 2 ir minimuma punkts.

3. (apgriezta lieluma izmantoSana)
Mekl€&sim maksimumu dalai
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x-1 1 1

x?  x x?

Apzimgjot tzi dabiijam kvadratfunkciju t—t% kura maksimumu

sasniedz tas virsotné t=0,5. Tatad sakotngja funkcija punkta x =2
sasniedz minimumu.

2
Atbilde. min =~ = 4. Minimums tiek sasniegts punkta X =2.
x>1 X~
t? . : .
Sekas. min P 4a. Minimums tiek sasniegts punkta X =2a.
t>a L—@

3

2. piemérs. Atrast funkcijas vismazako vertibu, ja X > 1.

x-1
Viegli saprast, ka tagad mérki neizdosies sasniegt ar pirmo pan€mienu.
Atskiriba no ieprieksgja pieméra, tagad minimums jamekle sarezgitakai
funkcijai
1+1)° :1+3t+3t2 +t° 1 osiias
t t t
Tomer otrais pan€miens ir derigs, jo labo pusi var parrakstit vajadzigaja
forma:

8t
Iekavas ieklautajiem saskaitamajiem piemit pasiba — to reizinajums nav
atkarigs no t. Saskana ar nevienadibu A > G saskaitamo summa bis
minimala, ja tie savstarp€ji vienadi. Vel vairak, abi iekavas ieklautie
lielumi savu minimumu sasniedz viena un taja pasa punkta, jo:

L iatet 4= i+3t)+(i+i+t2j+3.
t 4t 8t

3 =3t=>t= 1
4t 2
ool
8t 2
: X 27T . : - 3
Atbilde. min 1= Minimums tiek sasniegts punkta x = >
x>1 X—
ot 2T, e . : _. 3
Sekas. min AT Minimums tiek sasniegts punkta t = Sa.
tsa (—a

Dazi saistoSi uzdevumi.
3. piemérs. Atrast vienadsanu trijstiri ar vismazako laukumu, kurs
apvilkts ap doto pusrinki. (53. zZim.)
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A 0 X 53. Zim.

Apvilkta trijstira ABC augstumu pret pamatu AC apzim&sim ar h un
laukumu rékinasim péc formulas

L = xh.
P&c Pitagora teorémas |[AC]° = x? + h% Ieglisim sakaribu starp x un h,
1zsakot divos veidos trijstuira ABC laukumu (var izmantot ar1 trijstliru un

lidzibu):
xh=ryx*+h?.

Nav bitiski, kuru no nezinamajiem X vai h izteikt, jo tic abi sakariba
ietilpst simetriska veida.

x?h? =r?(x* +h?)

Xz(hz —-X2) — r2h?

- rZhZ
_'hz__rz'

Laukuma vieta aplikosim ta kvadratu (pozitivas funkcijas kapinasana
kvadrata nemaina minimuma punktu).

r’h*
L2 — X2h2 — h2 _r2
Apzimgjot t = h® dabajam funkciju
r2t2
f(t) = .
t—r?

Izmantojot kadu no minétajiem tris panémieniem, iegiisim, ka tmin = 2%,
h? = 2r%. Tas nozimé, ka minimalais laukums biis vienadsanu taisnlenka
trijstirim.

Sekas. No visiem rombiem, kas apvilkti ap doto rinki, vismazakais
laukums ir kvadratam.

4. piem@rs. No visiem vienadsanu trijstiiriem, kas apvilkti ap doto rinki, vienadmalu
trijstirim ir vismazakais laukums un vismazakais perimetrs. [Zet, 69. Ipp.]
23

. . .. r .
Noradijums. Izteikt laukuma kvadratu ka funkciju L = X2 , kur x — trijstora
X—=2r

augstums, r- rinka radiuss.
5. piemérs. Ap puslodi apvilkt konusu ar vismazako tilpumu. Atrast
optimala konusa virsotnes lenki.
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Konusa augstumu apzimésim ar X, pamata radiusu ar R, tilpumu ar V
un lodes radiusu ar r (54. zim.). Tad

V = 17tR2X )
3
B
D
r
C
A O R 54. 7im.

Starp mainigajiem R un X pastav sakariba

RX =rvR? +x* .
(To 1egust, divos veidos izsakot taisnlenka trijstira BOC laukumu, vai,
izmantojot trijstiru BOC un BOD Iidzibu.) Izsakot R:
X2r2
x2 _r2’
un ievietojot to tilpuma izteiksmée, iegtitu funkciju
1 x°
V =Zar? :
3 x*-r’
3 3

—— atSkiras no aplikojama veida funkcijas
X —=r t-a

sauc€ja mainigais ieiet 2. pakape). Ka rikoties? Viena no iesp&jam meklet
piemérotu substitiiciju. Noskaidrosim, ka mainas tilpuma izteiksme, ja
1zsakam otru mainigo X.

R* =

Dalijums W = (tam

3

Apzim&jot R*=t, dabujam apskatamad veida funkciju —, kura

minimumu sasniedz punkta t = grz (sk. 2. pieméru). Tatad

3 R%r?
:_rZ, X2=ﬁ:3r2

2 R —r
Minimala konusa virsotnes lenki a var noteikt, vispirms nosakot puslenka
sinusu

R2

.o r 1 1
SN —=—=— = o =2arcsin —

2 x 3 V3

vai uzreiz no laukumu vienadibas: |BC|’sina = 2RXx.

3
2RX ZZ\E"@:NE
R2+X2 2_,_3 3

. . 242
SN o = :>OL=8.I’CSIHT.
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Minimala konusa virsotnes lenkis izteikts grados ir 70,528...

Piezime. Ka blakus rezultatu esam ieguvusi $adu vienadibu

1 22
2arcsin — = arcsin ——
V3 3
3 3
Substitiiciju, ar kuras palidzibu no funkcijas ——— var pariet uz funkciju _—
X°—r —-r

. . . r
satur pieméra lietota sakariba RX =rvR? +x°. Apzimésim X = N Tad

y3

X“—r°= -r°= : = . P&dgjo vienadibu kapinot

2 2
-r X°=r r/yz_rz

kvadrata un y? apzimgjot ar U, ieglisim vajadziga veida funkciju

3

u-r?’
6. piemérs. Ap lodi ar radiusu r apvilkt konusu ar vismazako tilpumu.

Atrast minimala konusa virsotnes lenki.
Atrast vismazako tilpumu konusam, kurs apvilkts ap lodi ar radiusu a. [GK, 114. Ipp.]

Iegiistiet patstavigi ap lodi apvilkta konusa tilpuma formulu

2
V:Enrz. X ,
3 X—2r

kur x konusa augstums.
Saskana ar 1. pieméru tilpums V biis minimals, ja X =4r. Zinot So
sakaribu, viegli noskaidrot, ka minimala konusa tilpums ir divas reizes
lielaks neka dotas lodes tilpums. Minimala konusa virsotnes lenki 3 var
noteikt no sakaribas

sin E ' E
2 3r 3

Tagad 2. pieméra risinajumu visparinasim patvaligam n. Uzskatisim, ka
t > aun funkcijas f izteiksmg, nemsimt =ay. Tady > 1 un

f: t — a y :an—l' y .
t-a ay-a y—
ApzZimésimx=y—1. Tadx>0,y=x+1un
f:an—l-(x+1)n
X

Skaitliskais koeficients neietekmé minimuma atrasanas vietu, tapec
meklésim minimumu funkcijai

9(x) =
1.Jan=1,tad funkcija g ir monotona, jo

(x +1)
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ISEI TN
X X
Funkcijai minimuma nav. Funkcijas g vertibas var biit p&c patikas tuvas

skaitlim 1, nekad to nesasniedzot, jo x > 0.

2.Jan=2,tad
ming(x) = g(1) = 4,
(1+x° :l+x+2>4
N X -

3.Jan =3, tad saskana ar 2. pieméra risinajumu
3
g(x) GRS (xz +i+ij+(i+3xj+3
X

X 8x 8x 4x
: 1) 27
min g(x)—g@_T
4.Jan =4, tad
4
Q(X)=M=X3+4x2+6x+1+4:
X X

, 1 1 1 , 4 4 6
=| X"+ + + +4X° + —+— |+| 6X+— [+4.
81x 81x 81x 27x 27X 9x
Katrs iekavas ieklautais lielums kliist minimals, ja:
1 4 6
3 2

2 bx=—

X' =—, 4X° = .
81x 27X 9x

o e - . o - 1
No Sejienes iegiistam minimuma punktu vertibu x = 3 un

min g(x) =g 1)_2%
3) 21’
Vai ari visiem pargjiem n, lidziga veida var atrast funkcijas

(x+1)"
X
aplikojam atseviSkas n vertibas, var izvirzit hipotézi, ka §1 funkcija

g(x) = , x>0, minimumu? Vadoties no risindjumiem, kad

. . . _ 1 ... - 4 . .
minimumu sasniedz punkta x, = Jeb, citiem vardiem, ka visiem
pozittviem X un n > 1 ir speka nevienadiba:

(x+1)" S n"

x  (n-p°

P&éc Niitona binoma formulas:
(L+x)" =D Crx¥,
k=0

kur C; = — kombinaciju skaits no n elementiem pa k.

n!
(n—k)Ik!
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1 1 CO 2 3 1
“@Q+x)"=C, +—"+C x+C x+..+Cx"".
X X

Labo pusi uzrakstisim ka C! + f, + f, +..+ f_, kur

C2
= " +ClX,
(n=1)°x
2 3
Cn +C3X2,

kCﬁ-+ 3
Funkcijas f; labas puses saskaitamo reizinajums ir nemainigs liclums (nav
atkarigs no X). Tapec So saskaitamo summa biis minimala, ja
_ G =C’X =>X=——.
(n-n°x " (n-1)°
Lidzigi spriezam par f,, vispirms to parveidojot ka tris saskaitamo
summu:

+CEx.,

3
fzzL”3+Cﬁx2:Cﬁ 13 + 13 +x% .
(n=1)"x (n=D°x (n=1)°x
Funkciju fy uzrakstam ka k + 1 saskaitamo summu, kuru reizinagjums nav
atkarigs no X:

kel 1 1 1 K
f,=C, o T R Tt X |
(n-D*x (-D)"x (n-Dx
Ta ka katra funkcija fy,....f, minimumu sasniedz viena un taja pasa punkta

X = ﬁ , tad taja pasa punkta to sasniedz ar1 funkcija g.

Un tomér pieradijuma viena vieta ir palikusi nepamatota. Vai varat
saskatit kada?

Mg&s neesam pamatojusi, ka funkcijas fi,....f, ietilpstoSo attiecigo
0

. . C .
saskaitamo summa ir vienada ar—", t. i., ka
X

(ni)z i (nzfi)a o (<nn_—l)1§:“2 =t Jeb kz;(?n_—liﬁﬁ o

Paméginiet So interesanto sakaribu pieradit patstavigi!

Tagad uzradisim citu 1saku un vienkar$aku funkcijas f minimuma
atraSanas panémienu.

Meklesim maksimumu apgrieztajam lielumam

hzizt—a: 1 _a 1 1_3
f " tn—l t" tn—1 t

67



Apzimesim, %: y. Tad
yn—l n-1
h= A-y)=ky “(@1-y).

an—l

Nemot véra, ka koeficients kK neictekmé minimuma punkta atraSanas
vietu, aplikosim reizinajumu
_ 1
V' -y =y y ey ln-1- (- Dyl
Pirmo n reizinatdju summa ir nemainigs lielums, tap€c reizinajums ir
vislielakais, ja tie visi vienadi.
y=n-1-(n-1)y

yn=n-1
_n-1
==
P&c ievietosanas ieglistam, ka funkcijas f minimuma punkts ir
thin = 20 un min t’ = (- _
- t>g t—a nnan—l

Uzradisim vel dazas funkcijas, kuru minimumu vai maksimumu var atrast
lidziga veida.

Polinoms P, =x(1-x)"
Meklésim maksimumu polinomam P, pozitiviem X. Ta ka P, ir negativs,
jax>1, tad pietiek apliikot tikai X no intervala (0, 1).
Kapinasim polinomu n-ja pakapé un parveidosim reizinajumu ta, lai
varétu lietot sekas SK:
P"=x"(1-x")"

nP" = (nx")1—-x")...1—x")
Pozitivu reizinataju summa ir nemainigs lielums, tapéc reizinajums bis
maksimals, ja tie visi vienadi:

nx" =1-x"
1
X" =—
n+1
1
X=n .
n+1
Tatad visiem pozitiviem X ir spéka nevienadiba:
1 n
x(L-x") < —_—
¥Yn+l n+l

v e . v . N . 1
No Sejienes var iegiit dazadas citas nevienadibas. Nemsim x = e tad
n

l[ 1) 1 n n® -1 n
1-—|< . = <n

/n n) Yn+l n+1 n® n+1
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Polinoms t"(1 —t)
Apzimgjot x = 1-t, ieglistam ieprieks analiz€to polinomu.

n

Dalijjums f = x>a>0

x?—a?’

Janosaka minimumus. Mekl€sim maksimumu apgrieztajam lielumam.
1 x*-a* 1 a?

f Xn Xn—2 Xn

2
1t 2
f Xn—2 X2

Substitiicija t = % : % = é , lauj pariet uz polinomu:
A
== 1-t%).
f a"? ( )
g=t@1-1)

Parveidosim polinomu, kapinot to kvadrata, ar noltiku izmantot sekas SK.
g’ =t (1-t)1-1).
Apzim&jam y = t>. Tad

k
o= yk(l—y)(l—y)=ck[%] 1-y)a-y)
Izv€lamies c, lai reizinataju summa
ﬂ+1— y+l-y =(5—2jy+2
c c
nebitu atkarigano y, t. 1., c = g Tad reizinajums biis maksimals, ja
X =1- y
c

y=c—cy, y(l+c)=c
¢k
S 1+c 2+k’
Tagad nosakam minimuma punktu X:

— / k k
t: = _— jX:'\/I=4 .
y k+2 k+2

y—H . Atrast minimumu, jay > a.
(y-a)

Tas minimumu var noteikt, ar dazadiem papémieniem. Viens no tiem — izmantot

%. (Sada sakariba
t°—r

Piemérs. Funkcija h =

iepriek$ aplikoto funkciju f un tas izteiksmé ievietotx =
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paradijas uzdevuma par minimala tilpuma konusu, kur§ apvilkts ap lodi, sk
5. pieméru) Tad

) r2t2 ) ) r.2t2 ) r.4
X :tz_rz y X0 =T :tz_rz_r :tz_rz :
f B Xn B rntn(tZ _r2) B rn—4tn
Cx2or? no s}
(t2_r2)2r4 (t2 _r2)2
- I,2n—8t2n
- (tz _rz)nfz )
n—4yn

Apzimgjot y = t%, iegiistam funkciju h, = —, kas no h at3kiras tikai ar

(y-a)"
skaitlisku reizinataju. Tacu ir ertaks panémiens, kurs turklat lauj analizet plasaku
funkciju Klasi.

Polinoms Q = t*(1 — t)"
Janosaka polinoma Q maksimums pozitiviem t, ja k, m naturali skait]i.
Lai varetu lietot sekas SK, parrakstam polinomu Q cita forma:

Q::ck(lj 1-t)",
C

IzvElamies C ta, lai K + m reizinataju summa S nebiitu atkariga no t.

S :E+m(l—t):(5—mjt+m.
C c

_ k C e . _ e e e e ..
To panak, nemot ¢ =— . Reizinajums bus maksimals, ja visi reizinataji
m

vienadi:
£:1—t = t=c-ct = t(l+c)=c
c
. c k
1+c m+k’
Tadgjadi
k m
math(l—t)m :k—rnk1 trmx = K '
0 (k +m)“™ m-+k
yk
Dalijjums ———.
(y-a)

Janosaka minimums, ja y > a un k > m — naturali skaitli.
Meklésim maksimumu apgrieztajam lielumam

(y-a)" _ 1 '[(y_a)jliﬁl‘gjm
y" y“ "Ly y“ "y

Apzimgjam t = % . Tad % = g un péc ievietosanas iegiist polinomu pret t,
kuru pareizinot ar 8™, dabiijam jau apliikota veida polinomu Q. Tadgjadi
minimuma punkts ir
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k K m-k
- ak un miny—:ak’mM_
k—m y>a (y—a)" m

min m

Piemérs. Atrast maksimumu funkcijai

P=x*(1-x%),jax>0.
Ievero, ka pietiek nemt X no intervala (0, 1). Lai varétu lietot sekas SK, apliikosim
funkcijas kubu un to parrakstisim forma:

3 3
P —xe—x%) = | 2| 2 |amxya— )y 4

2 2 9
Pirmo piecu reizinataju summa ir nemainigs lielums, tapec reizinajums bis
maksimals, ja

3
3%:1—x3 — 3 =2-2x3 = 53 =2

\F
X=3=.
5

Visparinasim $o pieméru.

Polinoms Q = x*(1 — x™)
Noteikt maksimumu, ja x > 0, un k un m naturali skait]i.
Apzimésim t = X™. Tad x =%t , x* =%t" .

Q=Y @a-1

Q" =t*@—t)"

Iegiits jau izanaliz€tais polinoms. Tam maksimuma punkts ir t =

Tadejadi
k
max X (L—x") = — K o Xpge =1 k_
x>0 m+k\ (k+m) k+m

Aplikoto pieméru var visparinat uz gadijumu, kad k un m racionali
skait]i.

Funkcija f(x) =4x@-%x)"

Atrast maksimumu.

Noradijums. Apzimé t=¥x, Tad x=t™ un f = Kfm (1-t)". Kapinat abas
puses k-ja pakap€ un izmantot ieprieks izanalizéto polinomu

k+m'

Uzdevumi patstavigai risinasanai
2

.. X . .
1. Atrast funkcijas 5 vismazako vertibu, ja x > .

2

2. Atrast funkcijas ZX vismazako vértibu, ja x > 1.
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XZ

2X+1
2X

3. Atrast funkcijas

vismazako pozitivo vertibu.

vismazako vértibu.

4. Atrast funkcijas

X

2x

5. Atrast funkcijas vismazako vertibu.

X

X

6. Atrast funkcijas 2X41—1 vismazako vertibu.

X

7. Atrast funkcijas % vislielako vértibu.

3
8. Atrast funkcijas (g +1)° vismazako vertibu.

lox
9. Atrast maksimumu funkcijai

, X>a.
NG

10. Ar T, un T, apzim&sim minimalos trijstiirus, kuri apvilkti attiecigi ap rinki un
pusrinki. Kuram no Siem trijstiriem ir mazaks laukums, ja zinams ka rinkis un
pusrinkis ir vienlieli.

11. Atrast maksimumu reizindjumam tg(% +X) tgx , ja x ir 1. kvadranta lenkis.

- : X z . o :

12. Atrast minimumu summai ctg 2 +Ctg % +Ctg > jax+y+zir trijstiira lenki.

13. Atrast minimumu summai tgo + tgp +tgy, jao+ B +y = ®© un neviens no lenkiem
nav plats.

14. Atrast maksimumu reizinagjumam tg(o + B)tgo tgp, ja o un B ir pirma kvadranta

lenki, kuru summa lielaka neka 90 gradu.
3

2tg°X
tg?x -1

15. Atrast pozitivu minimumu funkcijai

16. Pieradit vai atspékot nevienadibu 33+ tg(x+ y)tgxtgy<0, jaxununy ir
pozitivi un to summa lielaka neka g .

17. Pieradit vienu no nevienadibam:

1 ~ 1 2002 3 1 ~ 1
20022 2003

18. Atrast maksimumu funkcijai sin®(1 — sinx) ja x ir 1. kvadranta lenkis.

19. Atrast minimumu funkcijai (tg° — 1)tg*, ja 0 <t < % .
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13. nodala Arhiméda uzdevums

Arhiméds bis slavens,
kamer dzivs bis kaut viens matematikis.
G. Hardijs

Arhiméds deva ne tikai formulas ripka Iinijas garuma, rinka laukuma lodes
tilpuma u. c. lielumu aprékinasanai, bet pirmais piedavaja metodi, ar kuras palidzibu
var aprékinat minétos lielumus dazadam geometriskam figiiram. Vina metode péc
bitibas sakrit ar integralrékinu pamatidejam. Tadgjadi Arhim&ds par daudziem
gadsimtiem apsteidza diferencialrékinu un integralrékinu pamatlic€jus, ka arf $o géniju
priekstecus: Kepleru, Ferma, Paskalu.

Arhim&da darba “Par lodi un cilindru” ir $§adas teorémas:
1. Lodes virsmas laukums ir vienads ar ¢etrkarSotu tas liela rinka laukumu, t. i.,
S = 47R%.
2. Lodes tilpums ir vienads ar CetrkarSotu tada konusa tilpumu, kura pamata ir lielais

. ) . . 4
rinkis, bet augstums vienads ar lodes radiusu, t. i., V = gnR3 .
3. Cilindra tilpums ir pusotras reizes lielaks neka cilindra ievilktas lodes tilpums.
. ) . . o 3 ..
4, Cilindra virsmas laukums, ieskaitot pamatus, ir vienads ar > cilindra ievilktas lodes

virsmas laukuma. [Br, 19. Ipp.]

Neviena no citétajam teorémam netiek skarts kads ekstrému uzdevums. Arhiméds ir
nodarbojies arT ar rinka izoperimetriskas un lodes izopifanas ipasibas pamatosanu, t. i.,
ka rinkim ir vislielakais laukums un lodei vislielakais tilpums attiecigi starp
izoperimetriskam un izopifanam figliram. Jédziens izoperimetrisks jau ir skaidrots.
Lidziga nozimé lieto vardu izopifans. Ar izopifanam figiiram saprot tadas telpiskas
figtras (kermenus), kuram ir viens un tas pats virsmas laukums. Arhiméda darbos, kuri
saglabajusies lidz misdienam, izoperimetriska probléma netiek min€ta un mums
diemZel nav zinams vina ieguldijums tas risinaSana. Tomer viena izopifana probléma ir
formul@ta un risinata vina darba ‘“Par lodi un cilindru”.

Arhiméda uzdevums (izopifanais)
(Archimedes, apt. 287 — 212 p. m. &., sengricku matematikis, fizikis.)

Atrast lodes segmentu ar vislielako tilpumu no visiem segmentiem ar
uzdotu sferiskas virsmas laukumu. [T, 31. 1pp.]

Vispirms iepazisimies ar pasa Arhiméda risinajumu. Tas ir izteikti
geometriska rakstura risinajums. Toreiz matematikiem nebija iesp&ju
izmantot algebras lidzeklus. Algebra ka tada nemaz nepastavéja.

Apliko lodi ar radiusu R un tas segmentu ar augstumu h un virsmas

laukumu Ss. Lodes segmentu salidzinasim ar puslodi, kurai ir tads pats
virsmas laukums Sy ka segmentam (55. zZim.).
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55. zim.

o<

Sekojot Arhim&dam, atliksim uz taisnes A;A (56. zZim.) tada garuma
nogriezni OH (Protams, apzim&jumi un izklasta stils ir cits), ka konuss ar
augstumu HM un pamata radiusu MB ir vienliels ar lodes BAB;
segmentu. Uz nogriezna OA; turpinajuma atliksim nogriezni A;K, kurS§
p&c garuma vienads ar lodes radiusu R. No konusa un segmenta tilpumu
vienadibas Arhiméds dabii proporciju

HM|  |KM|

AM| A M|
Parbaudisim So proporciju. [zmantosim no skolas zinamas konusa un
lodes segmenta tilpuma formulas:

V, = g|HM| |MB|2— konusa ar pamatu MB un augstumu HM tilpums;

V, = §(3R —h)h*— lodes segmenta ar augstumu h tilpums (R — lodes radiuss).

B

Aq OS M\A ‘.
=

B

PN

56. Zim.
Tevérosim, ka [MB[® = [MA,|-|MA|. Tad
V, :%|HM| IMB|? :%|HM| IMA,|[MA| =V, =

T 2T 2
:(§(3R—h)h j_ “mav? .

No Sejienes uzreiz izriet minéta proporcija.
Tagad no puslodes un segmenta (46. zim.) virsmu vienadibas: Sg = S
secina, ka
|AB| = |ED|.
Tiesam,
[ED|=rV2, |AB[*5 AA, ||AM]
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Otra vienadiba izriet, no taisnlenka trijstiru A;AB un AMB lidzibas
(47. Zim.):
|AB| |AM|

[AA| - |AB]
n|AB|* = 27Rh =S, =S, = 2ar? = 7|ED|* = |AB|=|ED| .
Nakamaja soli Arhiméds atliek nogriezni AS (46. zim.) , kas péc garuma
vienads ar puslodes radiusu r un pierada nevienadibu:
|AS|-|AS|>AM][-|AM| < (2R-r)r>(2R—-h)h, h=R.
Nevienadibu vin$ pamato geometriski: no diviem taisnsttriem ar vienadu
perimetru lielaks laukums ir tam, kuram lielaks 1sakas malas garums.
Perimetri taisnstiiriem attiecigi ar malam 2R—r, r un 2R—h, h acimredzami ir vienadi;
bet salidzinot malu garumus biitu japierada, ka min{2R—r, r}> min{2R— h, h}). Dosim
algebrisku nevienadibas pamatojumu.
(2R-r)r>(2R-h)h < 2R(r—h)>r?>-h* < (r—h)(2R-r—-h)>0.
Bez papildu nosacijuma §1 nevienadibu, visparigi rundjot, nav spéka. Tacu mes vél
neesam izmantojusi to, ka segmenta un puslodes virsmas laukumi vienadi. No $o
laukumu vienadibas dabiijam:

S, =S, @ 2m’=2mRh < r’=Rh.
Skirojam divus gadijumus. Ja r > h, tad abi reizinataji ir pozitivi, jo
r>h = 2Rh=2r>>r?>+h*>rh+h?=(r+h)h.
Lidzigi, ja r < h, tad abi reizinataji ir negativi, jo
r<h =2Rh=2r><r’>+h®<rh+h®=(r+h)h.
Ir speka (no vienadibas Ss = Sp):
A" =| AM|-|AK| (& r?=Rh).
Saskaitot So vienadibu ar nevienadibu

|AS|-|AS| > AM|-|AM| (& (2R-r)r>(2R-h)h, h=R),

dabii
|AS||AA, | > KM |AM| (<> 2Rr > (3R—h)h)
Pareizinot ar ]AM| un nemot véra (1), ieglistam
|AS||AA, | |AM] > |[KM| |AM|2 (< 2Rrh > (3R-h)h?)  (2)

Izmantojot ieprieks iegiitas sakaribas

IKM||AM[” = |[HM||MB|” (sk.(1))

An,||av| = a8 = ED = 2r°

|AS| = |CD| =r (péc konstrukcijas)
no (2) izriet

g|CD| ED[* > g|HM| IMB|® =V, =V,

vV =28 ST aR_myh2 =V,
3 3

p

kas ar1 bija japierada.
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Ievérojami 1sak Arhiméda uzdevumu var atrisinat izmantojot sekas SK no
nevienadibas G < A: ja pozitivu skaitlu summa ir konstants lielums, tad to
reizinajums ir maksimals, ja tie visi vienadi.
Bet vispirms iepazisimies ar §adu risinajumu.

Kam taisniba?
Annina. Mums jarisina uzdevums

V, :ﬂhZ(R—g)—>max,

nemot véra nosacijumu r> =Rh. (Tas iegiits no segmentu virsmu laukumu
vienadibas: S, =S, < 22’ =27Rh < r? =Rh.)

2
Izsaku h= % un ievietoju to segmenta tilpuma izteiksme

VxRl

3R, =nr (3R2— r)
Pareizinu abas puses ar 2 un labo pusi sadalu tris reizinatajos:
6R*V, = r’- r’(6R* — 2r?)
Reizinataju summa ir konstanta, tapec vienadibas laba puse savu
maksimumu sasniedz tad, kad tie visi ir vienadi.
r’ =6R* — 2r°
r’ = 2R?
r=RJ2.
No $ejienes un nosacijuma r” = Rh iegistu:
r’=2R*=Rh,h =2R.
Tas nozimg, ka vislielakais tilpums ir segmentam, kura augstums sakrit ar
lodes diametru. Citiem vardiem, $is segments sakrit ar visu lodi.
Kam taisniba? Arhiméds apliilkojamo segmentu salidzinaja ar puslodi un
paradija, ka tam virsmas laukums lielaks.
Izskaidrojiet kladu!

Arhiméda uzdevumu par maksimalo lodes segmentu ievérojami 1sak un
vienkar$ak var atrisinat, izmantojot nevienadibu G < A.

Algebrisks risinajums.

Jameklé maksimums funkcijai

v :ﬂhz(R—g),ja 27Rh = S,

Izsakot R no dota nosacijuma, iegiisim:

3
V = ,zh(___)_s_h_”h_
2zh 3° 2 3

=£h(§—h )
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Aplikojam funkcijas V kvadratu; to sadalam reizinatajos ta, lai reizinataju
summa biitu nemainigs lielums.

, 7’ ,u38 L0358,
v =ﬁ'(2h )(Z_h )(Z—h ).
Saskana ar SK reizinajums biis maksimals, ja

2h? = 35 h.
2
No $ejienes S = 2th?. Tagad no vienadibas
2nRh =S

secinam, ka R = h. Tas nozimg, ka segmenta tilpums ir maksimals, ja ta

augstums sakrit ar radiusu, t. i., ja segments ir puslode.

Komentari

Arhim@da uzdevumu var atrisinat ar elementariem Iidzekliem, turklat si, ja vien
iepriek§ zinama lodes segmenta tilpuma formula. (Jazin ari segmenta virsmas laukuma
formula2ntRh = S). Ka var iegit So formulu? Ideja ir daudz vienkar$aka neka tas
stenoSanas process. Lodes segmentu aizstaj ar vienkarSakiem objektiem — cilindriem,
tiesa liela skaita, sk. 57. zim&jumu, kur redzams shematisks lodes segmenta sadaltjums
pa slaniem. Atrod cilindru tilpumu summu; ta tuvinati izsaka lodes segmenta tilpumu.
Ja izdodas novertet So tuvinasanas (jeb ta saucamo aproksimacijas) kliidu un paradit,
ka ta péc patikas maz atSkiras no nulles, tad var uzskatit, ka mérkis sasniegts.

Ve

/1
/|

57. zim.

Segmenta augstumu |BD|=H sadalam n vienadas dalas un vienas dalas garumu
. : H . . : .
apzim&jam ar h, t.i,, h e Turpmak vienkarsaka pieraksta de| vairakas reizes
lietosim formulu
hn=H @
Cilindru tilpumus rékinam péc formulas: pamata laukums reiz augstums. Visiem

izvéletajiem cilindriem ir viens un tas pats augstums h. Cilindru pamatu radiusus
apziméjam ar ry,..., ry. Tad

V, =xr’h
V, =ar/h
V, =xar’h

V, +..+V, =ah(r7 +..+r?).
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Apzimésim d = R — H, kur R — lodes radiuss. Izteiksim cilindru radiusus ri,..., rx péc
Pitagora teorémas (sk., zim.):

r>=R?—(d+h)’

r; =R? —(d + 2h)?

r> =R*—(d +kh)®

Izveidojam radiusu kvadratu summu:

S, :irk2 =nR? —nd? —2dhzn:k—hzik2
k=1 k=1 k=1

Vienadibas laba puse satur divas n péc kartas npemtu skaitlu summas. Pirma no tam ir
aritméetiska progresija

Y k=1+2+..+n :M,
k=1 2
bet otra ir kvadratu summa.
~n(n+1)(2n+1)

n

Y kP=142+ . +n’=

n=1 6
So formulu var pieradit, pieméram, ar indukciju. Cits mazak zinams pieradijums, kas
balstas uz matematisko rotallietu izmantoSanu un ir saistits ar geometrisku objektu
pakosanu uzradits nodalas beigas.

S, =nR?—nd? - 2dh

n(n+1) h? n(n+21)(2n+1)
2 6
Tagad izmantojam sakaribu (1).

hS, = HR? — Hd? —dHh(n +1) - Hh? (WFDEN+D)

6
=H(R? = (R-H)?) - (R—H)H? —dHh—%Hh2(2n2+3n+1):

2 2
:H(2RH—HZ)—(R—H)HZ—%H3—dHh—H h—Hg =
3 2
—HeR- T g PN H

3 2 6

Tatad esam ieguvusi, ka
3
V. =7r(H2R—H?)—k1h |

2
kur k;, =7(dH + Hh

+?). Atzimésim, ka lielums kh p&c patikas maz atSkiras no

nulles, jo més varam npemt péc patikas mazu h. (Jo vairak slanos sadalam lodes
segmentu, jo mazaku h vertibu ieglstam). legiita cilindru tilpumu summa ir lodes
Segmenta tilpuma noveért&jums no apaksas, t. i.,

H 3
V, =z(H?R —?) —kh <V,
Lidzigi var iegiit noveértgjumu no augsas
3
V, <z(H’R —H?) +k,h.

Apvienojot abus novért€jumus, iegiist, ka lodes apskatama segmenta tilpums péc
patikas maz atSkiras no
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H3
Z(H?R-),
( 3)

ko arT pasludina par lodes segmenta tilpumu.

6(1% + 22+~ + n?) = n(n+1)(2n+1)

SKATIES!
| i y //
V4 /
_ /
// //
N\
\\

Atsevisks bloks (klucis — piramida) sastav no (1> + 2° + = + n?)
vienadiem kubiem. No seSiem vienadiem blokiem saliek paral€lskaldni ar
izm€riem  n(n+1)(2n+1). SalikSanas shéma ir visai vienkarSa un
vienveidiga visiem n.
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DazZi Arhiméda uzdevuma analogi

Maksimalais rinka segments

Vai jiis varétu atrisinat (ar elementariem Iidzekliem) Arhiméda uzdevuma
analogu, ja lodes segmentu aizstaj ar rinka segmentu? Pirmaja bridi varétu
lesaukties, ka, — protams, jo rinkis ir plaknes figiira un plakné viss ir
vienkar§ak. Tomér ta nav. Uzdevums par maksimalo rinka segmentu ir
butiski sarezgitaks. Uzdevuma geometriska ilustracija dota 58. zim.
Iedomasimies, ka mums ir elastiga stieple ar garumu g, kuras gali var brivi
slidet pa taisni. Kuram no visiem rinka segmentiem, bus vislielakais
laukums? Atbildi (péc analogijas ar Arhiméda uzdevumu lodes
segmentam) viegli uzmin&t. Maksimalais segments bis pusrinkis. Bet, vai
var atrast arT analogisku pieradijumu? Nez vai. Lodes segmenta tilpumu
1zsaka kubiska funkcija, bet rinka segmenta laukumu pavisam cita tipa
funkcija, kas turklat nav polinoms.

[\

58. zZIm.

Laukumu L rinka segmentam var aprékinat ka atbilstosa sektora un

trijstiira laukumu starpibu (59. zim.). Laukums sektoram ar centra lenki X
2

ir vienads ar L, = rTx, bet laukums trijstiirim ir L, = % r?sin x.

r2
L=—(x-sin x).
2( )

Loka, kurs atbilst centra lenkim X, garums ir vienads ar g = rx. lzteiksim
no Sejienes I' un to ievietosim segmenta laukuma izteiksme.
L g® x-—sin x
2 x°
Luk, kadai funkcijai butu jameklé maksimums! Ar diferenciarékinu
palidzibu tas nav griiti izdarams, bet vai to var izdarit ar elementariem

[idzekliem?

59. zZim.
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Maksimala kaste.

60. zZim.

Kadai valgjai kastei ar uzdotu virsmas laukumu S ir vislielakais
tilpums? (Materials kastes pamatam nav jatér¢; kastes vieta var biit kada
¢ka, baseins u. C.)

Jamekle maksimums tilpumam V = Xxyz, ja 2zx + 2zy + Xy = S.
Apzim@sim a = 2zx, b = 2zy, ¢ = xy.

Tad a + b + ¢ = S un abc = 4(zxy)’. Izmantojam nevienadibu G < A:
a+b+c) S°
J-5

4(zxy)? = abc < (

3

Xy <. |— .
Y 12

Vienadiba pastav, ja a = b = ¢, kas dod x=y = 2z. Tas nozim¢, ka kastes
maksimalas kastes pamats ir kvadrats, bet tas augstumam jabut divreiz
mazakam ka pamata malai.

81



14. nodala Funkcija f(x)=+ax? +bx+c +dx

Viens no 1paSi pievilcigiem uzdevumiem, kur§ reduc€jams uz
virsraksta izceltas funkcijas minimuma mekléSanu ir gramatas 1. dala

analizetais uzdevums par biSu Siinu.
“Stinas apliikojamas dalas kopg&ja virsma

2
S =3a(2b-x) +3a,/3x2+3% -x."”[0, 159. - 160. Ipp.]

Nozimiga veésturiska informacija par atseviskiem ekstrému uzdevumiem un to
risinaSanas metodém ir sniegta kanadieSu zinatnieka Mize raksta [Mus]. Raksta autors ir
izvilcis no aizmirstibas indieSu matematiki Ramcéandru un vina traktatu “Treatise on
Problems of Maxima and Minima, Solved by Algebra”, London:WM. H. Allen&CO. 7,
Leadenhall Street, 1859.

Sis traktats, jadoma, ir pirmavots vairakiem ekstrému uzdevumiem un to elementaram
risinaSanas metodém. Viens no raksta [Mus] citétajiem izvilkumiem attiecas uz $aja
nodala aplikojamo funkciju. Ram¢andra sava traktata risina $adu uzdevumu.

Kugis izbrauc no vietas A virziena AQ. Taja pasa laika laiva izbrauc no vietas B, lai
pietuvotos kugim. Piepemot, ka laivas un kuga atrumi doti, atrast virzienu kada jabrauc
laivai, lai ta pietuvotos kugim, cik vien iespéjams tuvu. (61. zZim.)

N

A a C X D Q 61. zim.

Ramcandras risinajums

“Pienem, ka kuga atrums pret laivas atrumu attiecas ka m: n; ka vietas D un F ir tas,
kuras kugis un laiva ir vistuvak viens otram; ka ap centru B novilta rinka Iinija, kas iet
caur F. Tad attalums DF, budams vistuvakais attalums, un punkts F atrodas uz taisnas
linijas BD Tagad, lai ieglitu DF izteiksmi algebriskos terminos, pienemsim, ka BC ir
perpendikulars AQ un pemsim AC = a BC = b, CD = x Tad bus

JVBC?+CD? =+b?+x?. Turklat ta ka m : n :: AD jeb a + x: BF, mums bis
BE — na + nx

un tadgjadi

na + nx na nx .
DF =vb? +x? — =vb? +x? —— -2 =min,
m m m
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. nx na . . . —
ko apzimésim ar g, .. vVb? + x> ——= = q+—, ko pienemsim = r. Tagad ir acim redzams,
m m

na . . . . . na . .
ka, ta ka — ir nemainigs lielums, un q = min., tad jabut art q+-— jeb r=min.
m m

nx . : nx .
b +x* ——=min.=r jeb vb* +x* =r+—, un tapéc
m m

2nr - n’x®
b? +x* =r’ + =——x+—;
m m
2nrx
— X% — =r?-b?,
m m
2
, 2rmn (r* —b?)m?
X — 72 X = 72 ()
Atrisinot So kvadratvienadojumu, atrodam

mnr_ (r? =b*)m*(m? —n®) + m?n’r?) _

2 2 — (m? —n?)?

2

X =

m-—n

mnr +\/{m2(m2—n2)+m2n2}r2—bzmz(mz—nz) B
~+

m2 —n (mz_nz)z -

__mnr +\/m4r2 —b?m?(m? —n?)
m2—_n2 (m? —n?)?

Jaatzimeé, ka 81 probléma klist neatrisinama, ja m ir mazaks ka n, jo Saja gadijjuma

lielumam —b?(m?® — n?)m? jaklist pozitivam un tadgjadi nepaliek nosacijuma, lai

r varétu kliit minimals. Tagad ir acimredzams, ka m*r? jeb r nevar panemt tik mazu, lai

sakne kliitu neiesp&jama. Tadgjadi, kad r = min. jabiit

2 2

bvm® —n
m*r? =b*m*(m? —n®)un ..r=——— un
m
mnr nb _ na + nx na
X= = ;arf DF =4b* + X ———=r——=

—n? Im? —n? m m
bym?-n* na_bvm®-n®-na

m m m
No iepriek§ teikta ir redzams, ka ta ka DF ir jabut realam pozitivam lielumam, §1

: no kurienes F stavoklis ir zinams.

risinajuma metode ir deriga tikai gadijuma, ja m ir lielaks neka n, un bvm? —n? lielaks
nekana: ...”
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Komentari

Turpmak tiks izklastiti ar1 citi (€rtaki) panémieni apliikojamas funkcijas
ekstrému noteiksanai.

Vairaki citi saistoS$i uzdevumi, kuri reducgjami uz funkcijas f ekstrému
mekléSanu, formuléti nodalas beigas.

Apzimgjot %:k <1 (kuga atrums lielaks neka laivas atrums.) un

lietojot to pasu metodi (ko lietoja Ram¢andra) mérki var sasniegt atrak.
VO? +x2 —kx=q < b®+x* =k’x* +2kxq+q°> <
x*(1-k?)-2kxq+b*-q*> =0
_kaxk2g® - (1-K*)(b* —q%) _ka*4/q’ - (1-K*)b?
v 1-k? - 1-k? '
NosacTjums, ka zemsaknes izteiksmei jabut nenegativai: q° > (1 — k*)b?

dod meklgjamo minimumu q,;, =bv1-k* . Minimums tiek sasniegts punkta
KOy K
W = _

C1-kT 1ok

Elegantu risinagjumu iegist, lietojot substiticiju X=Dbtgt un Kost

nevienadibu:
Vb2 + x? —kx =b4/1+tg?t —kigt =
_ b(l-ksint) > bg _bm
==~ >hq, = ,

cost
jo pec Kosi nevienadibas

g, cost+ksint <./g> +k> =1.

No Sejienes nosaka g, =v1-k?* .

Par vertibu kopas izmantoSanu

Viena no elementaram metodém ekstrému uzdevumu risinasana ir funkcijas vertibu
kopas izmanto$ana. So metodi ir izmantojis Raméandra, risinot apliikoto uzdevumu par
minimalo attalumu starp kugi un laivu. Darba 1. dala Sai metodei ir veltita neliela apjoma
nodala. Uzdevumu risinasana, kuros jaatrod funkcijas vislielaka vai vismazaka veértiba
uzdotam (konkrétam) koeficientu skaitliskam veértibam, parasti ir butiski vienkarSaka
neka vispariga gadijuma, t. i., ar nenoteiktiem koeficientiem, analize. Metodes lietoSana
nenoteiktu koeficientu gadijuma var biit visai apgriitino$a. Atzimésim galvenos
momentus tas lietoSana meklgjot ekstrémus funkcijai

vax? +bx+c+dx =y

ax?+ bx + ¢ = (y — dx)? = y* — 2dxy + d%°
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(a—d?)x*+ (b +2dy)x +c—y* = 0.

Iegtts kvadratvienadojums attieciba pret x. Ta diskriminantam jabut nenegativam
(pret€ja gadijuma nebiis atrisinajuma realos skaitlos).

D:= (b +2dy)*—4(@-d)(c-d)>0
b + 4bdy + 4’y — 4(ac — ay’ — cd” + dy?) 20
day? + 4bdy + b? + 4cd? —4ac >0 *)

Sis kvadratnevienadibas (attieciba pret y) pétisana savukart var noderét diskriminants Do:
D, = 16b°d? — 16a(b® + 4cd® — 4ac) =
= 16(b%d® — ab® — 4acd® + 4a’c) = 16(b* — 4ac)(d* — a).
Vai izmantojot So informaciju, jiis varétu uzradit aplikojamas funkcijas ekstrémus un

punktus, kuros tie tiek sasniegti? Ekstrémi biis atkarigi no koeficientiem a, b, ¢ un d.
Izdalisim visparigas nevienadibas (*) pasu gadijumu, kad b = 0.

ay’ >c(a—d?) (**)
Sofisms
Atrast pozitivu minimumu funkcijai y =vx* -2 —2x
Annina.

X —2-2x=y o x> —2=(y+2x)
X*—2=y? +4xy+4x* < 33X +4xy+2+y* =0
D=16y* —12(2+y?) =4y* - 24
D>0< y2-620, y>>6 y>+6.
Tatad y,,, =+/6.
Janitis. Lai risinajums butu pilnigs, tev v&l jauzrada x, kuram tiek sasniegta
§1 minimala vertiba.
Annina. Nosaku X, risinot kvadratvienadojumu:
VX2 =2 -2x=+/6 = x? =2 =2x+/6
x? =2 = 4x? + 46X+ 6
3x? +46x+8=0
_—2J6+24-3.8 -2.6
v 3 -3
Janitis. Tomér veiksu parbaudi:
I —2—ax= 245, 46 6 46 516 5,
9 3 3 3 3
Kaut kada mistika! Minimala pozitiva y vértiba nav 6, ka tas izriet no
Anninas risindjuma.
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Kapéc lietota metode (veértibu kopas izmantoSana) apskatamaja pieméra
nelauj atrast minimumu?

Paijina. Meés kart€jo reizi esam saskaruSies ar neeksistences problemu
Metode nevar atrast to, ka nav. Ievérosim, ka funkcija y pienem tikai
negativas veértibas:
2 2 2
y= /—X2_2_2sz 2-4x° 3x° -2 <0.

\/x2—2+2x_\/x2—2+2x

Juritis. Man Skiet, ka ar1 Paijina kludas. Vismaz nav tiesa, ka y pienem tikai
negativas vertibas. Ta biitu, ja pielautu tikai pozitivus X.

Ka So piemeéru risinatu jus? Labakai izpratnei loti ieteicams uzzimét
funkcijas y grafiku.

Tris nevienadibas. Pieradit vai atspekot §adas nevienadibas nenegativiem a
un tiem p, kuriem tas definétas:

(1) Vx* +a® — px>ayl-p?;
(2) Vx*—-a* - px<-ayp®-1;
(3) va® —x* + px<ayl+ p?;

Annina. IzmantoSu visparigaja gadijuma iegitos nosacijumus, sk. (*), (**).
Pirmas nevienadibas gadijuma mums ir:
a=1,b=0,c=a%d=-p.

Veicu parbaudi:
ay’>ca—-d*) < y*>a*(l- p?)

y>ayl-p°.

Tatad pirma nevienadiba ir speka.
Otraja gadijuma:
a=1,b=0c=-a%d=-p
y?>cla-d?) =y’ >-a’(l-p?)=a’(p*-) =

y>ayp’®-1.

Secinu, ka otra nevienadiba nav speka.
TreSaja gadijuma:
a=-1,b=0,c=a*d=p
ay’ >c(a—-d?) o -y*>a’*(-1-p?)=-a’(1+p’) =

y <ayl+ p?

Tatad tresa nevienadiba ir spéka.
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Janitis. ParbaudiSu nevienadibu pareizibu ar tieSo pan€mienu, kapinot

kvadrata.
VX +a? > px+af1- p®
x*+a’>px® +2apxﬁ+a2(1— p?)
x*(1- p2)—2apxﬂ+a2p2 >0
(x\/1—7—ap)2 >0.

Tatad pirma nevienadiba pareiza.
Tagad parbaudu otro nevienadibu:
(Vx*—a® < px—ayp°-1
x> —a® < p°x? —2apx\/m+a2(p2 -1)
0< x*(p®—1)—2apx,/ p’ —1+a’p?

0< (x,/ p?—1- ap)2 :

A1 otra nevienadiba ir pareiza.
Beidzot parbaudu treSo nevienadibu:

va® —x* <a 1+ p® - px

a’? —x*<a’(l+ p®)—2apxy1+ p® + p°x?
0< x*(L+ p®)—2apxy/1+ p® +a’p?

0< (x\/1+ p — ap)2

Arf ta ir pareiza. Tatad visas tris nevienadibas ir pareizas.
Kam taisniba? Atrodiet kliidu Anninas risinajuma.

1. piemérs. “Cilveks atrodas uz salas 6 judzu attadluma no taisna krasta. Vin$ vélas
nokliit krasta punkta, kur§ atrodas 10 jidZu attaluma no salai tuvaka krasta punkta. Ja
vin$ var airét 3 judzes stunda un iet pa krastu 5 judzes stunda, tad kads ir vina atrakais
cels?” [PCC, 263-265]

Salai tuvako krasta punktu apzim€sim ar T (62. zim.) Merki, kura
janonak — ar M. Ar B apzimésim pagaidam nezinamo krasta punktu, kura
vispirms janonak, lai mérki M var€tu sasniegt visatrak. Attalumu no punkta
T Iidz punktam B apzim&sim ar X. Tad

BC=v62+x?,MB=10-x.
Laiks, kas vajadzigs cela BC un MB veikSanai attiecigi ir:
_BC _36+x° 10- X

t NRFX o, = .
1773 3 275
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Saskaitot iegiitos lielumus, dabiijam funkciju, kas izsaka kopgjo laiku

atkariba no cela X.
V36+x* 10-x
+
3 5

T(x) =

M 10-x B X T

62. Zim.
Funkcijai jameklé minimums. To var atrast ar elementariem panémieniem,
turklat vairakos veidos.
1. Vertibu kopas izmantoSana.

\/36+x2 10—x

No vienadibas T = izsaka X:

2 2

( ) 36+X (T—2+§j —4+ X

5 9
(TZ)ZCFZ)X4XZCF2) KTz XX
- — — =4+— < +— —_———
25 9 9 25

O 21 _g)-(-22+4-0 ()

225
Lai kvadratvienadojumam attieciba pret X, biitu atrisindjums, ta diskriminantam D jabut
nenegativam.
100 256

D~ (T =2 =L@ (T=2)) = 2 (T -2 -2 20
(T-2)2>256
IT-2|>16.

No Sejienes T>3,6 vai T<0,4. Otra nevienadiba neder, jo saskana ar uzdevuma

nosacijumiem
V36+x* 10-Xx _ V36+X°

T= + > 2\/%:2.
3 5 3 3

Tatad atrakais laiks, kura var sasniegt mérki, ir T = 3,6. Atrodam X, kas atbilst $im
laikam. To var iegit ka kvadratvienadojuma (*) sakni:

2
ST-2)+/D
X =2 _2.16.28 _45.
32 "5 32
225

Ka redzams, risinajums ar $o panémienu ir samera gars.
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2. Eilera substitiicijas izmantoSana.
Ta lauj atbrivoties no kvadratsaknes. Eilera substitlicijas pazistamas matematiskaja
analizg; tas lieto integréSana, lai racionalizétu noteiktas klases funkcijas.

Pariesim uz jaunu mainigo t:
V36 +X° =X+t

3B+X =X+ 2t +t°
X_36—t2 _18 t

2t t 2
levietojam X minimiz&jamas funkcijas T izteiksmge:

Tzl t+§_£ +2_l E_l =
3 t 2 50t 2

:ﬂ+g+2221/4t;12+2=2-ﬂ+2=3,6-
15 b5t 15-5t 5

Te lietota nevienadiba A > G diviem saskaitamajiem. Vienadiba tiek
sasniegta, ja

A2 g,
15 &5t

No Sejienes

_36-t7

T

t=3 =X

45.

3. Trigonometriskas substitiicijas izmantoSana.
Apzim&jam x = 6tgt. Tad

T=2 1+tgzt+2—gtgt:

_ 2 ﬂ+2=2(5—3smt)+2.
cost 5 5cost

5-3sint

Tagad rodas jautajums, ka atrast minimumu funkcijai ? Katra zipa

tas ir izdarams ar elementariem lidzekliem, jo m&s varam no S§is
trigonometriskas funkcijas pariet atpakal uz jau aplikoto funkciju. Bet vai ir
kads cits ertaks panémiens. Ja, ir!

Eleganti pieradams, ka %2 4, Jo 4cost+3sint<5 péc Kosi
nevienadibas. Kad pastav vienadiba? Tad, kad ir spéka proporcionalitates

nosacijums. 4: 3 = cost : sint. No kurienes vienkarsi iegit, ka

sint = g, cost = %, tot =% un tadejadi x = 6tgt = 4,5.
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Ir speka $ads visparinajums: Ja a > b > 0 un cost > 0, tad
a—bsint > Ja? —p? .
cost
Vienadiba pastav tikai tad, ja sint = g :

Apgalvojuma pareiziba uzreiz izriet no KoS1 nevienadibas (ta detalizeti
aplikota darba 2. dala):

va? —b? cost +bsint <+va’-b*+b* =a.

Tagad nedaudz modific€sim $o uzdevumu, pienemot, ka sala atrodas 16
judZzu attaluma no krasta. Vai tada viena skaitla aizstasana ar otru var biitiski
ietekmét risinajumu ? Skiet, ka n&. Bet nesteigsimies ar secinajumiem, pirms
neesam atrisindjusi §o jauno uzdevumu.

Annina. Tagad jamekl€ minimums funkcijai
V162 +x2 10—«
+ :
3 5
Atrisinasim uzdevumu, lietojot trigonometrisko substitiiciju x = 16tgt. Tad

/ 2 : :
16/1+1g“t _
T :;9+2_16tgt: 16 _16S|nt+2:16(5 3sin t)+2.
3 5 3cost 5cost 15cost

T(x) =

Tapat ka ieprieks, funkcija T minimumu sasniedz tur, kur to sasniedz dala
5-3sint

“ost >4, t. 1., kad tgt:%. Tas nozim¢, ka funkcijas T minimums ir
s

vienads ar %+ 2 = %.
15 15
Janitis. Zinot, ka tgt = % aprekinasu x = 16tgt = 12 277

Tas ir absurds, jo X var mainities tikai intervala [0, 10]. Tatad Anninpa kaut
kur ir kludijusies.
Annina. Man ir pretarguments. Tas, ka x = 12 nav nekads absurds. Vajag
vienigi pareizi interpretét iegiito rezultatu.
Janitis. Ka?
Annina. Nu, pieméram, ta, ka vispirms aizbraucam uz punktu B, kur§ atrodas
12 judZu attaluma no T un tad braucam uz mérki M.
Juritis. Tada braukSana gan nevar biit atraka. Skaidrs, ka braukSana uzreiz uz
mérki prasis mazak laika. Parbaudisu, vai cela CM veikSanai vajag vismazak
laika. Tas nozimé¢, ka japarbauda nevienadiba
V16® +x* 10-x_ V16 +10° _ /356
3 5 3 3

T(X)>T(10) <
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Parbaudei izmantoSu trigonometrisko formu, sk. Anninas risindjumu. Man
japierada vai jaatspéko nevienadiba

_ 16(5-3sint) Lo \356

15cost 3
_ 5-3sint
Taka st 2 > 4, tad japarbauda nevienadiba
fg 2> “3:356 PN 15 “35 & 94>54356 <> 94>10./89 < 8836 >8900.

Secinu, ka tiesais cels CM tomer nav visisakais.

Paijina. Ja mekl&tais ekstréms neatrodas intervala iekSien€, tad tas, drosi
vien, atrodas intervala galapunkta. Galapunktu x = 10 jau izbrak&ja Juritis.
Atliek parbaudit otru galapunktu x = 0.

1r2 | 2 _ a2 | 2
T(x)>T(0) < 163“ +105Xz%+2 @—163” z%%

Kapinu abas puses kvadrata
16> x* _16° 32x x° 16x* _ 32x
— 22—t —+— & > —
9 9 9 15 25 225 15
Tatad arf Sis galapunkts nedod minimumu.
Peteritis. Es tomer pats parbaudiSu galapunktu X = 10. Dro8ak ir veikt tieSu

parbaudi neka pariet uz trigonometrisko formu.

162 +x% 10—x _ V162 +102

< x=30.

T(x) = + > —k o
3 5 3
2 2 2 2
16" +x z(k—zﬂj S k=27 + X k-2)+ X
9 5 5 25
16xC @—(k 2)2>0.
225

Lai kreisa puse biitu nenegatlva, to javar 1zteikt ka kvadratu, t. 1., forma

2
(‘11—;( -~ MJ . Atliek parbaudit sakaribu:

225(k_2)2=256_(k_2)2 (2125 j(k 27 _ 256

16 9
Izvelkam no abam pusém kvadratsakni:
V2 16 64 64
—k 2 o k-2=—2_ & k= +2.
( )< 3 3241 3v241

\/356

[egtita pretruna, jo k = —

Ka $o uzdevumu risinatu jiis?
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1. pieméra visparinajums

Cilveks atrodas uz salas C. Attalums no salas lidz taisnam krastam ir b.
Vigam janoklist krasta punkta M, kur§ no salai tuvaka krasta punkta T
atrodas attaluma a, sk. 1. zim. Kads ir minimalais laiks, lai sasniegtu merki
M, ja vin$ var parvietoties pa tideni ar atrumu V un pa krastu ar atrumu w,
w > Vv? (63. zim.)

M a—Xx B X T
63. Zim.

P&c analogijas ar 1. pieméru ieglistam minimiz&jamo funkciju
Vb*+x?  a-x
+

T(X) = y "

Apzimé&sim X = btg t. Tad

T byl+1tg’t btgt .2
v wow
b (w—vsintj a_ bvw? —v? .

a
~vwl  cost w VW w'

Seit lietota KosT nevienadiba vw? —v? cost +vsint <w. Vienadiba pastav tikai

tad, kad

2

2 2

W™ -V

_cos’t Sigt=
v? sin % t w2 —v?

bv
Jw? —v?
mekl€jamais minimuma punkts. Tad

[Wb?+x® a-x| bJyw?P-v? a bv
min + = +—, X =
v w

No Sejienes x = btgt = . Ja §ads X atrodas intervala [0, a], tad tas ir

w VW

Pretgja gadijuma, t. i., kad
bv

2

—>a @

W™ -V

javeic papildu analize.
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Pieradisim, ka pastavot nosacijumam (1), laiku raksturojosa funkcija
Vb? +x? La-X

v W
ir dilstoSa intervala [0, a] un tad€jadi minimumu sasniedz galapunkta a.

T=

Nem x <y, k= Y <1. Tad japierada nevienadiba (saskaitamo % var atmest,
w

jo tas monotonitati neietekme):
\/m — kx> \/m -ky <
K(y=x)> b2 +y? —b2+ x> <
k(y—x)(\/b2 +y2 ++/b° +x2)> b>+y>-b*-x* <
k(\/b2 +y? +/b? +x2)> y+X.
Pedgjo nevienadibu sadalam divas atseviskas nevienadibas, viena no kuram
satur tikaiy un otra tikai x. Pietiek pieradit vienu no tam.

kyb>+y? >y < kz(b2+y2)> y?
k’h* > y*(1-k?) <

k’b® > y?
1-k?
Izejot no (1), vienkarsi parveidojumi lauj iegtit vajadzigo nevienadibu:
bv bkw kb k*b? 2 2
——>a > ————>a > —— = s>a’xy”.
w? —v? w? — (kw)? 1-k? -k

Vispariga gadijuma analize

Lai pieraditu, ka uzdevumu \/azxz +a,X+a, +bx+b, —extr var atrisinat ar
elementariem Iidzekliem, lietderigi to aizstat ar vienu no Sadiem tris

pamatuzdevumiem.
Vx? +a® +kx+b > extr
Vx? —a® + kx+b > extr
va® —x* +kx+b > extr.

. — . e e a . .
AizstaSanu veic ar substiticiju x:t—z—l. Kura tipa uzdevums tiks
a’Z

iegiits, tas atkarigs no izejas funkcijas koeficientiem.

Pieradisim sadu teoremu.
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Teoréma. Pienem, ka x>0,a>0 un f(x) =vx?+a” +kx. Tad
e firaugosa,jak>0;
o firdilstosa, jak<-1;

. ak i
e min f(x)=f =avl-k*,ja -1<k<0.
[vl—kzl .

Pieradijums. Ja k =0, tad f(x) =vx*+a® ir augosa. Ja k>0, tad f ir augosa

ka divu augosu funkciju summa.
2

a

vat+x? +x

Ja k < -1, tad izmantojot identitati va®+x* —x= , T parrakstam

sada forma:
a2
Va2 + x> = x+(1+k)Xx= ———+ (1 +k)x.
va®+x% +x
2
Funkcija \/zia—z ir dilstosa, jo tas saucgjs ir augosa funkcija ka divu
a’+x° +x

augosu funkciju summa. Ar1 funkcija (1 + k)X ir dilstosa (ja k < -1). Tatad
vienadibas labaja pusé esosa funkcija ir dilstoSa, kas art bija japierada.
TreSo apgalvojumu var pieradit ar kadu no iepriek§ aplukotajiem
pan€mieniem, var veikt art tieSu parbaudi, ko arT izdarisim:
f(x)=Vx*+a’ +kx > avl-k*> <
x> +a’>a’(l-k?)—2akxv1-k* +k*x* <
x*(1—k?) +2akxv1-k? +a’k’ >0 <

(x\/mntak)z >0.

Pieradiet patstavigi §1s teorémas analogus funkcijam:

g(x) =va® +x* +kx
h(x) =va® — x* +kx.

Uzdevumi ar praktisku ievirzi
Balozu lidojums. (sk. darba 1. dalu)

Virs Gidens palaists majas balodis lido uz savu majvietu ta, lai patérétu iesp&jami
maz energijas. Pienemot, ka e; un e, (g1 < ey) ir energijas patérins laika vieniba attiecigi
virs sauszemes un virs tdens un ka tas ir proporcionals nolidotajam attalumam, iegust
sadu ekstremu uzdevumu (64. zim.).

min( e,va® +x* +e,(b—x) =?
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» M
64. zim.

A, B, C ir 3 taisnstara virsotnes, |[AB| = a, [BC| =b. B un C savieno taisna Soseja. Gajéja
atrums pa Soseju ir vy, Citur v, < vj. Ka jaiet gajéjam, lai no A noklatu C visisaka laika?
[E, 5. Ipp.]

“Dzelzcels uzbiivets gar juras krastu, sk zim. 200 km attaluma no dzelzcela atrodas sala
S. Uz salu S produktus ved no pilsétas A, kura atrodas 600 km attaluma no punkta B.
Kravu no A var transportét uz salu tieSi pa juru vai kombinétd veida, vispirms pa
dzelzcelu un p&c tam pa juru. Parvadasanas atrums pa dzelzcelu ir 50 km/st, bet pa juru
30 km/st. Kravas vienibas parvadasanas izmaksas pa dzelzcela 1 km ir divas reizes
dargakas neka pa jlru. Janosaka parkrauSanas punkta M vieta ta, lai parveSanas laiks biitu
minimals.” [Cer, 120-121. Ipp. ]
Apzimgjot attalumu AM ar X, parkrauSanas laiku raksturoSanai ieguist funkciju:
X J(600—x)? + 2002
50 30 '
Mingtaja gramata tas minimums mekl&ts ar atvasinajuma palidzibu. Turklat no

atrastajiem “kritiskajiem” punktiem, minimuma punkts izvelets bez stingra pamatojuma,
atsaucoties uz uzdevuma geometrisko jégu.

K

65. zim.

J
No punktiem A un B (65. zim. ) bultinu noraditaja virziena vienlaicigi izbrauc kugis un
jahta. To atrumi attiecigi ir ve= 40 km/st., v; = 16 km/st. Péc cik ilga laika attalums starp
tiem biis vismazakais, ja AB = 145 km? [Nat, 15. Ipp.]

Minimiz&jama funkcija, kas raksturo jahtas nobraukto celu laika t, biis $ada:

V/1856t> —11600t + 21025 . Redzams, ka ta nesatur linearo dalu un ir aplikojama veida
funkcijas vienkarss gadijums. Pietiek noskaidrot zemsaknes izteiksmes (kvadratfunkcijas)
minimumu.

“Minu kugis noenkurojies 9 km attaluma no krasta vistuvaka punkta; no minu kuga
janosita zinnesis uz kara nometni, kas atrodas 15 km attaluma, mérot pa krastu, lidz
krasta punktam, kas vistuvak minu kugim. Ja zinnesis, ejot kajam, var veikt 5 km stunda
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un airgjot 4 km stunda, tad kada krasta punkta vinam japiestaj, lai pasp&tu noklit
nometné visatrakaja laika?” [GL, 327. Ipp.]

“Cilveks airu laiva atrodas 1 judzes attaluma no vistuvaka krasta punkta. Izdzirdgjis
ugunsgréka signalu, vins steidzas uz ugunsdz€s€ju depo, kas atrodas 5 judzu attaluma no
minétd punkta. Ja vin$ var parvietoties ar atrumu 4 judzes stunda air§jot un 5 jidzes
stunda skrienot, tad ka vinam vajadze€tu parvietoties, lai ugunsdz€s€ju depo sasniegtu
visatrak?” [Hur, 179. Ipp.] Tur prasits atbildét vél uz sadiem jautajumiem: “Cik atri vins$
sasniegtu depo, ja vins varétu airét 3 judzes stunda? Cik atri vins sasniegtu depo, ja vins
varétu noskriet 4 jidzes stunda un ja depo atrastos 2 judzu attaluma?”

“Trists iet no punkta A, kas atrodas uz Sosejas, uz punktu B, kura attalums Iidz Sosejai ir
8 km. Attalums starp A un B ir 17 km. Kura vieta tiiristam janogriezas no Sosejas, lai
visisaka laika nonaktu punkta B, ja vina parvietoSanas atrums pa Soseju ir 5 km/h, bet
péc nogriesanas no $osejas — 3 km/h?” [KZZ,166. Ipp., S1]

“Riupnica A atrodas attaluma b no pilsétas B un attaluma a no dzelzcela, kas iet uz pilsétu
B. Kada lenkt pret dzelzcelu jabiivé Soseja, lai kravas parvadajumu izmaksa no riipnicas
uz pils€tu bitu vismazaka, ja parvadajumi pa Soseju izmaksa K reizes dargak neka pa
dzelzcelu?”  [Nag, 51. Ipp., S1]
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15. nodala Fapano - Svarca uzdevums

(J. F. Toschi di Fagnano, 1715 — 1797, italu matematikis.)
(Schwarz Carl Hermann Amandus, 1843 — 1921, vacu matematikis.)
Uzdevuma formul&jums un vesturiskas zinas dotas darba 1. dala.

Fanano uzdevums

Dotaja saurlenka trijstiuri ABC ievilkt trijsturi UVW ar vismazako perimetru.
[Ko, 38.-39. lpp.] Vairakas gramatas [RT, Zet, KR], kur risinats $is uzdevums, pats
Fanano netiek minéts. Uzdevumu Fanano formulg&jis 1775. gada un to esot atrisingjis ar
“rekinu”( npu nomowu sviuucnenu ) palidzibu [KG, 108. lpp.] Ar “rekiniem” tur domati
diferenciarékini.

Fanano uzdevums pazistams arT ka Svarca uzdevums, sk., pieméram, [GT, 170. Ipp.]:

Uz katras no uzdota trijstira malam atrast pa tadam punktam, lai iegiitajam trijstirim
biitu vismazakais perimetrs.

(Ievérosim, ka $aja formuléjuma nav prasibas par to, ka trijstirim jabuit Saurlenka. Var
uzskatit, ka par Svarca uzdevumu saucams Fanano uzdevums, kura formul&juma izmests
vards “Saurlenka”.)

Izmantojot HErona uzdevumu (tas aplukots darba 1.dala) viegli
uzminét Fanano uzdevuma atbildi. Aplikosim trijsturi ABC (66. zim.), kura
ievilkts trijstiris UVW. Fiks€jam punktus U un W. Kur uz malas AB
jaatrodas punktam V, lai attalumu summa UV + WV biitu vismazaka?
Saskana ar He€rona uzdevuma risinajumu attalumu minimizeé tads punkts,
kuram kriSanas un atstaros$anas lenki vienadi, t. i., ZAVW = ZBVU. Tatad
meklI&jama trijstiira visas virsotnes jakonstrug ta, lai biitu speka miné&ta lenku
vienadiba. Vai to vienmér var izdarit un, ja var, tad ka? Saurlenka trijstiirim
to var izdarit vienmeér, turklat, mekl€amais trijstiiris nav nekas cits ka
ortocentriskais trijstiiris. Ne velti Fanano formulé uzdevumu Saurlenka
trijstirim. Atgadinasim, ka par dota trijstira ABC ortocentrisko trijstiiri sauc
tadu trijstiiri, kura virsotnes ir dota trijstira augstumu krustpunkti ar ta
malam.

Svarca risinajums )
Tas balstas uz spogulattéloSanu un ortocentriska trijstiira IpaSibu izmantoSanu. Svarcs
izmantoja $adu teorému par ortocentrisku trijstiiri:
Ortocentriska trijstira GEF (67. zZim.) malas veido vienddus lenkus ar dotd
trijstira ABC malam, turklat Sie lenki ir vienadi ar dota trijstiira pretéjas
virsotnes lenki, t. 1.,

/ZAFG = ZBFE = £ZC

/AGF = /ZCGE = /B

/CEG = ZBEF = ZA.
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4
A F B

66. zim. 67. Zim.

Pieradisim So teor€mu, pamatojoties uz rinki ievilktu lenku ipaSibam.
(68. zim.) Ta ka lenki AGH un AFH ir taisni, tad ap Cetrstiri AGHF var
apvilkt rinpka Iniju ar diametru AH. Analogiski rinka Iiniju ar diametru BH
var apvilkt ap Cetrstiiri BFHE. Ir speka:
Z AHG = Z AFG (abi lenki balstas uz vienu un to pasu loku).
< AHG = Z EHB (krustlenki).
Z EFB = Z EHB (abi lenki balstas uz vienu un to pasu loku).
No Sejienes izriet, ka £ AFG = £ BEF. Lai iegiitu vienadibu

/ZAFG = /BFE = £C
ieverojam, ka

/HFE + Z/EFB = 90°.

ZGBC + ZGCB = 90°.
Ta ka pirmie divi lenki vienadi (HFE un HBE balstas uz vienu un to pasu
loku), tad arT EFB un GCB ir vienadi.
Lidzigi spriezot, iegiist pargjas divas teoréma formulétas lenku vienadibas.
Teoréma pieradita.

Ortocentriska trijstiira TpaSiba
Ja trijstari ABC att€lo simetriski pret malu BC, tad ortocentriska trijstiira
malas FE attéls FE’ atradisies uz GE turpinajuma. (68. zZim.)

Apgalvojuma pareiziba izriet no ta, ka ortocentriskajam trijstirim lenkis
BEF un ir vienads ar lenki CEG. Mala FE attelojas par F’E ta, ka lenkis FEB
vienads ar lenki BEF’. TieSi tikpat lielu lenki veido malas GE turpinajums
GF’ ar ar malu EB.
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G
E
H
[
68. zim. 69. zim.

Tagad pariesim pie Svarca pamatidejas izklasta, kas atspogulota
69. zZimgjuma. Atspogulosim trijstiri ABC pret malu BC ; ta iegiito trijsturi
A’BC atspogulosim pret malu CA’; iegtto trijstiiri atkal atspogulosim pret
malu A’B’ un ta seSas reizes, kamer iegiisim trijstiirt A”B”C”. Ieverosim, ka
peédgjo trijsturi var iegiit no ABC ar paralelu parnesi. Izdarot pirmos divus
spogulatt€lus, més iegistam to paSu rezultatu, ko dod trijstira ABC
pagrieSana ap virsotni C par lenki 2C. Gluzi tapat nakamo divu spogulattélu
rezultats ir Iidzvertigs trijstira AB’C’ pagrieSanai ap virsotni B’ par lenki
2B. Beidzot, pagriezot trijstiri A”B’C’ par lenki 2A, més nonakam gala
stavokli. Tadgjadi, kopéjais pagriesanas lenkis ir vienads ar 360°, kas
nozimé, ka sakotngjais trijstliris parejot uz gala stavokli ir saglabajis savu
orientaciju.

Izsekosim, ka mainas ortocentriska un patvaliga trijstira UVW
stavokli, izdarot §is atspoguloSanas. Pamatojoties uz ortocentriska trijstiira
ipasibu (sk. Sekas), mala FE gan pirmaja spogulatt€loSana, gan visas par¢jas
atradisies uz FE turpindjuma — taisnes FE”. Nogrieznis EE” sastav no
seSiem nogriezniem, kuri ir ortocentriska trijstira EFG malu garumi, t. i.,
EE” garums ir vienads ar divkarSotu ortocentriska trijstiira perimetru.
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69. zZim. A c”

Lidzigi attiecigas lauztas linijas, kas savieno U un U”, garums ir vienads ar
divkarsotu trijstira UVW perimetru. Sis lauztas linijas garums nav Tsaks par
nogriezna UU” garumu. Turklat UU” un EE” garumi ir vienadi (Cetrstiiris
UU”EE” 1r paralelograms, jo UE = U”E” un BC paralé€ls B”C”.)

Tadgjadi ortocentriska perimetrs nav lielaks par jebkura cita dotaja trijstiirt
ievilkta trijstlira perimetru, kas art bija japierada.

Citu, ne mazak skaistu atrisinajumu, atrada H. Svarca students, vélak ievérojams ungaru
matematikis — Leopolds Fejers (Fejer). Svarcam Fejera pieradijums esot arkartigi paticis.
Risinajums pamatoti tiek saukts par elegantu un pieskaitams pie elementaras geometrijas
Sedevriem. So risindjumu var atrast, pieméram, H.Koksetera klasiskaja gramata
H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry, New York-London, 1961. Pirmoreiz §is
pieradijums ir publicéts gramata [RT].

Fejera risinajums

Pienem, ka UVW ir dotaja Saurlenka trijstirt ABC ievilkts trijstiris.
Meklgjam trijstiiri ar vismazako perimetru, ja Sim trijstlirim viena virsotne
atrodas fikséta malas BC punkta U. Konstru€jam nogriezni U’U”, kur punkts
U’ ir punktam U simetrisks punkts attieciba pret malu AB. Savukart U” ir
punktam U simetrisks punkts attieciba pret malu AC. Nogriezna U’U”
krustpunktus ar trijstiira malam apzimgjam attiecigi ar N un M. Trijstiiris
UNM ir meklatais. ST trijstiira perimetrs ir vienads ar U’U” garumu, jo péc
konstrukcijas U’N =NU un U’M = MU. Jebkurai citai punktu V un W
izvelei (uz malam AB un AC) lauztas linijas U"WV U’ garums biis lielaks
neka nogriezna U’U” garums.

Tadgjadi uzdevums reducéts uz punkta U tada stavokla atrasanu, kuram
U’U” garums ir minimals. levéro, ka U”A = AU = AU’, t. 1., tristiris
U’AU” ir vienadsanu. Vel vairak, Sim trijstirim ir nemainigs virsotnes
lenkis U’AU”. Tas ir vienads ar divkarSotu dota trijstira lepki A, jo
ZU”AB = ZUAB un ZU’AC = ZUAC. Vienadsanu trijstirim ar fiks€tu
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virsotnes lenki pamats bis visisakais, ja ta mala biis iesp&jami 1sa. Bet ta ka
AU’ = AU, tad 1sakais pielaujamais malas AU’ garums ir vienads ar trijstiira
ABC augstumu AE (71. zim.)

A
U’, ______________ W 1Y \ \\\\
\ \\\\
S M \\\\
\\\ V == u’
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
B U .
70. Zim.

Tagad konstru€ mekl&jamo minimalo trijstiiri (71. zZim.) ka trijstiri EFG, kur
E ir augstuma AE projekcija uz pamatu BC un E”E’ konstruéts saskana ar
pieradijuma lietoto simetrijas principu. Salidzina patvaligu ievilktu trijstiiri
UVW ar trijstiiri EFG. Ja U nesakrit ar E, tad saskana ar veikto pieradijumu
attiecigais nogrieznis U”U’un tadgjadi perimetrs bis garaks neka E’E’. Ja U
sakrit ar E, bet kada no virsotném V vai W nesakrit attiecigi ar G un F, tad
taisnes dalas E”GFE’ vieta iegiitu lauztu Imiju E”"WVE’, t. 1., trijstira UVW
perimetrs lielaks neka trijstira EFG perimetrs.

A 7 E’
G »\4"
E’
B E
Ir zinami arT citi aplukota uzdevuma risinajumi. Sk. pieméram, [Zet; | Papildus zinas par

citiem §1 uzdevuma aspektiem (pieméram, ja trijstiiri ABC aizstaj ar patvaligu trijstiiri; ja
trijstlira vieta apliko Cetrstiiri)un visparinajumiem var git [RT, 237-240. Ipp.]

71. zim.
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