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IEVADS

Matematika un it seviski ekstrému uzdevumu teorija izliektibas jédzienam ir ipaSa
nozime. Te€laini izsakoties, m&s to var€tu salidzinat ar aisbergu, kur§ no elementaras
matematikas viedokla redzams tikai virspus€ji, fragmentari un nav aptverams visa ta
krasnpuma un vareniba. Matematika ir izveidojies atsevisks virziens — izliekta analize, kura, ka
jau rada pats nosaukums, galvenais p@tniecibas objekts ir tieSi izliektiba. Izliekto analizi
parasti raksturo ka matematikas nozari, kas atrodas starp geometriju un analizi. To varétu
raksturot ari ka geometrijas un analizes simbiozi (starpstavokli, krustpunktu). Izliektas
analizes geometriskos pamatus ir izstradajis vacu matematikis un fizikis H. Minkovskis
(1864-1909). Izliektajai analizei ir daudzveidigi lietojumi dazadas nozar€s, piemé&ram,
optimizacija, variaciju rekinos, funkcionalanalizé, teor&tiskaja mehanika, ekonomika,
linearaja un nelinearaja planosSana (programmeésana). Ir pat virziens ar nosaukumu “izliekta
programmeésana”. Vairaki izliektas analizes jautdjumi ir pieméroti darba ar skoléniem
(fakultativajas nodarbibas, gatavojoties matematikas olimpiadém, matematikas pulcinos,
skolénu konkursa darbos).

ST gramatas dala veltita galvenokart izliektam funkcijam un daZiem to lietojumiem
ekstrému uzdevumu risinasana. Tapat ka iepriek$ tiek aplikotas tikai elementaras ekstrému
uzdevumu risinasanas metodes. Ekstrému uzdevumu daudzveidiba, pat to, kas risinami ar
elementaram metodém, dazadiem panémieniem, ir parsteidzosi liela.

Kaut gan izklasts ir pasniegts tada limeni, ko pienemts saukt par elementaru, tomer, lai
lasttu un saprastu piedavato materialu, skoléniem biis nepiecieSama diezgan liela gariga
piepiile un matematiska sagatavotiba. Skolas matematikas kursa jédzieni “izliekta kopa”,
“izliekta funkcija”, manuprat, vispar netiek aplikoti (vismaz kaut cik sistematizéti). Saja
gramatas dala (atSkiriba no ieprieksg€jam) “teorétiskais” materiala izklasts aiznem ieveérojami
lielaku vietu neka konkr&tu uzdevumu risinasana.

Izliektibai ir veltita plasa literatura, tiesa, ta nav paredz€ta skoléniem. Cik zinams,

latvieSu valoda Iidz §im nav ticis izdots neviens skoléniem paredzets macibu lidzeklis, kas
bitu veltits “izliektibai”. Ir dazi studentiem paredzeti macibu lidzekli optimizacija [Eng; Ra],
kuros izliektibai ir veltiti atseviski punkti. Saturigu speciali izliektibai veltitu rakstu ir
publicgjis M. Bergers [Ber]. Klasika ir amerikanu matematika R. Rokafellara gramata
“Izliekta analize”[Rok], sk. arT [http://www.amath.washington.edu/people/faculty/rockafellar/]
Ta ir pirma monografija, kas veltita izliektajai analizei. Gramatas [Rok] tulkotaji atzime, ka
R. Rokafellars ir aptveris Joti plaSu materialu, turklat devis vienkarSu ta izklastitu, ka autors ir
tirs analitikis, par ko liecina tas, ka gramata, kas piesatinata ar geometriskiem jédzieniem un
spriedumiem, nav neviena Zim&juma.

Ekstrému uzdevumu risinasana liela nozime ir nevienadibam, pasi tam, kas saista

dazadus ta saucamos vid€jos lielumus. Gramatas 1. dala [C1] plasak tika aplukotas
divas ievérojamas nevienadibas: nevienadiba starp vidgjo aritmé&tisko un geometrisko
un Kos1 nevienadiba. Tagad goda vieta celta izliektas analizes svarigaka nevienadiba —
Jensena nevienadiba. Abas iepriek§ min&tas nevienadibas var iegit ka sekas no
Jensena nevienadibas.

Darba var atrast témas, kas piemérotas skolénu patstavigiem pétijumiem. Risinats
kombinatoriskas geometrijas uzdevums par minimala izliekta rezgu daudzstira

noteikSanu. Salidzinajuma ar raksta [Rab] atrodamajiem rezultatiem Cetros gadijumos


http://www.amath.washington.edu/people/faculty/rockafellar/

ir uzraditi daudzstiiri ar mazakiem laukumiem. Risinajuma izmantota Pika formula,
kura pati par sevi ir interesanta un skoléniem piemérota t€ma. Dotas Tsas zinas par

formulas autoru A. Piku.

Darba beigu dala doti vairaki pamacosi pieméri par funkciju ekstrémiem. Tie var biit noderigi
ar1 darba ar studentiem.
Izmantotas literatiiras saraksts ir dots darba beigas.



16. nodala Izliektiba

Matematika ir izveidojies atseviSks virziens — izliekta analize, kura, ka jau rada pats
nosaukums, galvenais pé&tniecibas objekts ir tieSi izliektiba. Vairaki izliektas analizes
jautajumi ir piemeroti darba ar skoléniem (fakultativajas nodarbibas, gatavojoties
matematikas olimpiadém, matematikas pulcinos, skolénu konkursa darbos). Saja nodala
galvena uzmaniba pieversta izliektu funkciju ekstremalajam ipaSibam, bet izliektas kopas
apliukotas tikai nedaudz. Vairakus ekstrému uzdevumus par izliektam figiram var atrast
gramata [JB]. Tas priekSvarda autori izsaka apgalvojumu, ka izliektu figiiru teorija ir vieniga
miusdienu matematikas nodala, kas neizmanto biitiski nekadas ta saucamas “augstakas
matematikas” dalas. Ka §is teorijas metodes ir loti skaistas, aspratigas un nereti nebiit ne
vienkarsas, bet tas, ka likums, ir pilnigi elementaras un var tikt izskaidrotas vecako klasu
skoléniem... Ka laba ilustracija teiktajam ir A. Aleksandrova gramata “Izliekti daudzskaldni”
[Al]. Tagad, kad pagajusi vairak neka 50 gadu, kop$ rakstiti Sie vardi un public€tas minétas
gramatas, daudz kas ir mainijies. Manuprat, tagad skoléenu un pat daudzu matematikas
skolotaju sagatavotiba ne tuvu nav atbilstoSa tam, lai varétu lasit un saprast [Al]. Skoléniem
padzilinatai lasiSanai par izliektam figiram var ieteikt gramatu “Izliektas figtiras un
daudzskaldni” [Lus].

No ekstrému uzdevumu teorijas viedokla izliektibai Tpasu nozimi pieskir tas, ka izliektas
funkcijas lokals ekstréms ir ar1 globals.

Izliektas kopas un funkcijas

Jedzieni — izliekta figiira, kopa, funkcija, Iikne — nav svesi ar1 elementaraja matematika. Sk.,
pieméram, [REM, 351. Ipp.], kur dota $ada visparpienemta definicija.
“Figtiru sauc par izliektu, ja nogrieznis, kas savieno divus (jebkurus) §1s figiiras punktus ir §is
figiiras apakskopa, t. 1., ja visi §1 nogriezna punkti pieder pie figliras.”

Gadijuma, kad figura ir daudzstiiris, nereti tiek lietotas Sadas definicijas:

e Daudzstiiri sauc par izliektu, ja visi ta lenki ir mazaki par 180 gradiem.

e Daudzstiri sauc par izliektu, ja tas atrodas viena pusé jebkurai taisnei, kas ir §1
daudzstiira malas pagarinajums.

Katrs trijstiiris ir izliekts. Bet jau starp Cetrstiiriem pastav ari neizliekti Cetrstiiri, t. 1., tadi, kas
nav izliekti, sk. 1. Zim&umu.

1. zZim.

Vairakdimensiju gadijuma izliektu kopu definé Sadi:

1. definicija. Kopu A c R" sauc par izliektu, ja visiem x,, X, € A nogrieznis [x,,x, | A.

2. definicija. Kopu [x,y]={zeR":z=Ax+@-1)y, LA €[0,1]}sauc par nogriezni
n-dimensiju telpa R ".



Lieto ar1 sadu algebriska tipa definiciju.

3. definicija. Kopu K cR" sauc par izliektu, ja ta satur visas savu elementu izliektas
kombinacijas.

4. definicija. Par elementu X;, Xz, .., X, izliektu kombinaciju sauc jebkuru linearu
kombinaciju A1X; + ...+ AnXn ar nenegativiem koeficientiem Ak, Kuru summa vienada ar “1”.

Ja apliiko nogriezni plakng, kura galapunktu koordinatas ir (X1, Y1), (X2, ¥2), (SK. 2. zZim), tad
iegiist formulu
AMX1, Y1) + (1= R)(X2, Y2) = {Ax1 + (1= L)Xz, Ay1 + (1- A)y2}

Turpmak §1 formula mums nodergs izliektas funkcijas geometriskai raksturoSanai.

(X2, ¥2)

(X1, Y1)

2. ZIm.

Dazas ekstrému problémas izliektam kopam

Atrast vismazako kopu, kas satur tris uzdotus punktus.
Kads var bt vismazakais laukums izliektai figtirai, ja tas iekSieng iesp&jams pagriezt vienibas
nogriezni par 360 gradiem?
Kadai izliektai figtirai ar uzdotu diametru un platumu ir vismazakais laukums?
Izliektam plaknes figiram ir speka $adas nevienadibas:

nD® > 4L

P? > 4nL

D >P.

kur D, L un P ir attiecigi figiiras diametrs, laukums un perimetrs. [JB, 6. paragrafs]

Izliektu rezga daudzstiiru minimalie laukumi

Kads ir vismazakais laukums izliektam rezga n-sttirim?

Turpmak vardu “rezga” (tur, kur nevajadz&tu rasties parpratumiem) biezi vien nerakstisim.
Cik zinams, vispariga gadijjuma §1 probléma nav atrisinata. Problémas formul&ums un
rezultati par pirmajiem 22 daudzstiiriem ir apkopoti S. Rabinovica raksta [Rab]. Tur dotas
daudzstiru laukumu minimalas (vai uz to bridi labakas zinamas) veértibas, bet ne pasi
daudzsturi. Turpmak dotaja tabula pedg€jas tris kolonnas ir nemtas no tikko minéta raksta.
Minimalo daudzstiiru meklesanai atseviska nodala tika veltita Inetas Umbrasko bakalaura
darba (LU, Riga, 2003). Divos gadijumos (n =15 un n = 19), vinai izdevas atrast daudzsturi
ar mazaku laukumu neka raksta [Rab], toties liktenis atsp€l&jas dazos citos gadijumos, kuros
vinai neizdevas atkartot noraditas laukuma vertibas.

Atrisinasim formuléto ekstrému uzdevumu pirmajiem seSiem n-stiiriem. Turpmak
izmantosim Pika formulu:

. b
Ln=|+5—1,



kur L, ir n-stiira laukums, bet i un b — rezgu punktu skaits attiecigi apskatama n-stiira iekSiené
un uz ta robezas.

Isas vesturiskas zinas

Georgs Aleksandrs Piks ir dzimis 1859. gada 10. augusta, Vin€. Doktora gradu vins ir
ieguvis Vines Universitate, 1880. gada, aizstavot disertaciju par Abela integraliem. Piks ir
macijies pie divam slavenibam — austrieSu fizika un filozofa Ernsta Maha (1838-1916) un
vacu matematika F¢liksa Kleina (1849-1925). Piks mira 1942. gada 26. julija Theresienstadt
koncentracijas nometné. Pika formula daudzstira laukuma aprékinasanai pirmo reizi publicéta
1899. gada. [Pick G. Geometrisches zur Zahlenlehre — Z. d. Vereines Lotos, Praga, 1899.]
Plagak pazistama ta kluva 1969. gada péc polu matematika Hugo Steinhauza (1887-1972)
saisto§i uzrakstitas gramatas Mathematical Snapshots, sk. ari [Sth]. Skoléniem ieteicama
lasamviela par Pika teorému un vairakiem tas lietojumiem ir raksts [Vas]. Pika teorémai ir
dazadi visparinajumi, sk. pieméram [Var].

Pika formulas pieradijums

Viens no vienkars$akajiem un skoléniem piem&rotakajiem pieradijumiem ir veicams p&c Sadas
shémas: vispirms pierada Pika formulu taisnstirim, tad taisnlepka trijstirim, p&c tam
patvaligam trijstiirim un beidzot daudzstirim, ped€jo sadalot trijsturos.

Taisnsturis

Aplakosim patvaligu taisnstiiri, ar malam m un n, sk. 3. zZim&umu. levérosim, ka rezga
punktu skaits uz taisnstiira horizontalas un vertikalas malas ir attiecigi m + 1 un n + 1, bet
rezga punktu skaits So malu iekSieng ir attiecigi m—1 un n—1. Aprékinam taisnstiira
laukumu:

L=mn;
rezga punktu skaitu i taisnstiira iekSiené:
i=(m-1)(n-1);
un rezga punktu skaitu b uz taisnstiira malam:
b=2(m-1)+2(n-1)+4=2m + 2n.

VienkarSa parbaude apstiprina Pika formulas pareizibu taisnstiirim

i+g—1:(m—1)(n—1)+m+n—1:mn—m—n+1+m+n—1:mn.

m m
o
n n < )
) J
//
3. zZIm. 4. 7zim.

Taisnlenka trijstiiris
Apzim@sim ar j, t un d attiecigi punktu skaitu taisnlenka trijstiira iekSien€, uz ta robezas un uz
hipoteniizas, neskaitot tas galapunktus. Papildinam taisnlenka trijstiri [idz taisnstiirim, sk.
4. zim&jumu. leverosim, ka starp taisnstiira un trijstiira punktu skaitu pastav sadas vienadibas:
i=2j+d
b=2(t-d)-2.

10



Izmantojot §1s vienadibas un Pika formulu taisnstiirim, iegtstam:
L:i+g—1:2j+d +t—d —1—1:2j+t—2:2(j+%—1),
kas arT nozime Pika formulas pareizibu taisnlenka trijstiirim.
Patvaligs trijstiris
Trijsturi T4 papildinam Iidz taisnstiirim T, sk. 5. zZim. Gadijums, kad trijstiiri papildinot lidz

taisnstiirim, tiek izmantoti tris taisnlenka trijstiiri un viens taisnstiris, (sk. 6. zZim&umu)
analiz&jams lidzigi.

T2 Ts

5. zZim. 6. zZim.

Trijstiru Ty, k=1, 2, 3,4 laukumu, iek§&jo un robezas punktu skaitu apzimésim attiecigi ar
Lk, ix un by. Ar i un b, tapat ka ieprieks, apzimésim taisnstira T iek$&jo punktu un robezas
punktu skaitu. Trijstira T4 laukumu L4 var izteikt no vienadibas:

L=Li+Ly+Ls+ Ly
kur L ir taisnstira T laukums. Saskana ar ieprieks konstatéto Pika formula ir pareiza
taisnlenka trijstiriem un taisnstiiriem, tapec japierada, ka (ertaka pieraksta dé| laukumu
vienadibas formulas L = L; + L, + L3 + L4, abas puses pareizinatas ar 2):

2i+b-2=2i1+b1 -2+ 2i,+h,—2+ 2i3+b3—2+ 2is+bs—2
2i+b—2:2(i1+i2+i3+i4)+(b1+b2+b3)+b4—8.

Iekavas ieklautos lielumus var izteikt no $adam gandriz acimredzamam vienadibam:

b1+b2+b3:b+b4
i:i1+i2+i3+i4+b4—3.

(Trijstura T4 virsotnes vienadibas by + b, + bs = b + b, abas pusés ir ieskaititas divas reizes;
otraja vienadiba “3” jaatskaita, jo trijstiira T, tris virsotnes ietilpst ta robeZas punktu skaita by).
Tatad

2i+b-2=2(i—bs+3)+b+2by,—8

2Qi+b-2=2i+b-2,

kas ar1 bija japierada.
Patvaligs daudzsturis
Pika formulas pareiziba patvaligam daudzstirim D izriet no ta, ka daudzstiiri var sadalit
trijstiiros un no $ada apgalvojuma:

Ja D ir sadalits ar diagonali divos daudzstiros D; un D, un Pika formula ir pareiza
daudzstiiriem D; un Dy tad ta ir pareiza art daudzstiirim D.

11



Daudzstiiru D, D; un Dy, iek$&jo un robezas punktu skaitu apzimésim attiecigi ar |, iy, Ip, b, by
un b,. Punktu skaitu uz D diagonales, (kas atdala daudzstiirus D; un D>) neskaitot tas
galapunktus, apzimésim ar d. Tad, izmantojot vienadibas
i=ip+i,+d

b=b;+b,—2d-2,

iegtistam Pika formulu daudzstirim D.
2L=2L1+2L,=2i1+b;—2+ 2i,+b,—2=
2(ip+i) +(by+b)-4=2(I-d)+b+2d+2-4=2i+b-2.

Piezime. Pika formulai ir zinami arf vairaki citi pieradijumi. Gramatas [AZ, Sa] ta pieradita,
izmantojot slaveno Eilera formulu. Eilers P&terburgas zinatnu akadémijas rakstos 1758. gada
publicgja formulu: V- M + S = 2, kas saista jebkura izliekta daudzskaldna virsotnu, malu un
skaldpu skaitu. Plaknes gadijuma daudzskaldna vieta var apliikot sakarigu grafu ar V
virsotném, S apgabaliem (skaldném) un M malam (Skautném) un Eilera formulu pierakstit ka
V+S-M=1

Minimalais trijsturis
Jebkuram rezga trijstiirim b > 3, jo uz ta robezas ir vismaz tris rezga punkti. Péc Pika
formulas
L, :i+9—12i+§—1:i+£21.
2 2 2 2
Rezga trijstirus, kuru vienigie rezga punkti ir trijstira virsotnes, parasti sauc par
elementariem trijsturiem. Jebkura elementara trijstiira laukums ir 0,5.

. .. . . . . . n
Piezime. No ta, ka elementara trijstiira laukums ir 0,5 izriet vienkarSs noveértgjums: L, > >

Izliektam n-stiirim §is novért&jums ir precizs tikai pirmajam divam n vértibam: n =3 un n = 4.

Ar?

Nevienadibas labaja pusé lietotas “iekavas” nozimé veselo dalu no augSas. Ja n=3, tad

27 —‘=(0,68..ﬂ=1. Ja n=4, tad 2L,>2. Parbaude

Ar?

3
Raksta [Rab] ir dots Sads netrivials un butiski labaks novertgjums: 2L, Z{n——‘

saskana ar So noveértgjumu: 2L, 2[

nakamajai n vertibai rada, ka ar7 §is noveért§jums nav precizs: 2Lg > HZ—E—‘ = |_3,16...—‘ =4,]jo
T

ka pieradits punkta “Minimalais piecstiiris”, nav tada izliekta rezga piecstiira ar laukumu 2.
Minimalais Cetrstiiris
. n .. _ . _ s q- v g
Saskana ar noveértgjumu L, > > minimalais laukums, kads var bit izliektam rezgu 4-sttrim

ir 1. To var secinat arT neatsaucoties uz $0 novertéjumu.
Rezgu Cetrstirim uz ta robezas ir vismaz 4 rezgu punkti (virsotnes), kas nozimé, ka b > 4. Péc
Pika formulas:

L, =i+9—12i+£—1=i+121.
2 2

Viegli paradit, ka novértgjums ir precizs, sk. 7. zim&umu. Redzams, ka uzdevuma
atrisinagjumam nav unitates. Ir bezgaligi daudz izliektu cetrstiiru, ar minimalo laukumu.
Visiem Siem Cetrstiriem ieksgjo rezgu punktu skaits ir 0.

12



Minimalais piecsturis

Pieradisim, ka jebkuram izliektam rezgu piecstlrim ir speka novert&jums:

5
Le> 2.
°= 9

Piecstiiris ar $adu minimalo laukumu ir uzradits 9. Zzim&uma.

Minimalo piecstiri apzim&sim ar M. levérosim, ka minimalajam piecstirim b =5. Citiem
vardiem, daudzstiira virsotnes ir vienigie rezga punkti uz daudzstira M robezas. Tiesam, ja
izliekta piecstlira mala, neskaitot tas galapunktus, saturétu vél kadu rezga punktu, tad no $ada
piecstira varétu iegtt izliektu piecstiri ar mazaku laukumu. Tatad M nebttu minimalais
piecstiiris. Pieméram, no 8. Zzim&juma redzama piecstira ABCDE, kura mala DE satur rezgu
punktu F, var iegut izliektu piecstiiri ABCFE.

Iedalisim daudzstura virsotnes péc to koordinatam $adas Cetras klases:
(nepara, nepara), (nepara, para), (para, nepara), (para, para).
Ieverosim, ka vienas klases virsotném piemit §ada svariga 1paSiba:
nogriezna viduspunkts, kas savieno vienas klases virsotnes ir reZga punkts,
(jo, gan divu parskaitlu, gan divu neparskaitlu pussumma ir vesels skaitlis) Izliektibas d€] visi
nogriezna punkti, to skaitd armT mis interes€joSais viduspunkts, pieder apskatamajam
daudzstiirim. Ja daudzsttirim ir 5 virsotnes, tad vismaz divas no tam pieder vienai un tai pasai
klasei, jo virsotnu ir vairak neka klaSu. Tatad So virsotnu savienojosa nogriezna viduspunkts
V ir rezga punkts. Ta ka V neatrodas uz minimala daudzstiira malas, tad tas ir iek$gjs punkts,
t.i., 1 > 1. Péc Pika formulas dabajam:
Ly =i +9—121+§—1=§.
2 2 2
Piezime. Uzdevums pieradit, ka jebkura izliekta piecstiira, kuram virsotnes ir rezga punktos,
laukums nav mazaks par 2,5 ir piedavats 1990. gada Ziemelamerikas matematikas sacensibas
[The William Lowell Putnam Mathematics Competition http://www.unl.edu/amc/a-
activities/a7-problems/putnam/ ; http://www.kalva.demon.co.uk/putnam/putn90.html]

Sekas. Katrs izliekts rezga piecstiiris satur vismaz vienu iek$&ju rezga punktu, bet minimalais
piecstiris satur tiesi vienu iek$€ju rezga punktu.

Atzimésim, ka minimalais piecstliris nav viens vienigs. Pieméram, minimals laukums

ir 9. Zim&juma redzamajam piecstiirim ar virsotném: (0, 0), (1, 0), (2, 2), (1, 2), (0, 1) ka ar1
simetriskam piecstiirim, kads redzams 10. Zim&juma.

13


http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnam/
http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnam/
http://www.kalva.demon.co.uk/putnam/putn90.html

A\ 4

10. zim. Ls=2,5
9. zZim.

8. zim.

Minimalais seSsturis
Pieradisim, ka minLg = 3. Sesstiiris ar minimalo laukumu ir uzradits 11. Zim&juma.
Uz seSstiira robezas izv€lamies tris péc kartas sekojoSas virsotnes, kas veido trijstiiri un,
savienojot tas, sadalam sesstiiri divas dalas - trijstirT un piecsturi. Ta ka

L; >0,5unLs>25,
tad ir speka noveértéjums Lg > 3. Cits spriedums: ta ka izliektam piecstirim i > 1, tad ari
seSsturim i > 1. Pika formula se$stiirim dod noveértéjumu Lg > 3.

11. zZim. Lg =3

Minimalais septinsturis
Teoréma. Izliektam 7-stiirim ir vismaz Cetri iek$€ji reZga punkti.

Pieradijums. Apzim&sim minimala izliekta n-stira iek$&jo punktu skaitu ar m(n) un
pieradijumu veiksim péc $adas shémas;

m7)>1 = m@)>2 = m(7)>3 = m(7)>4.
Nevienadiba m(7) > 1 izriet no ieprieks iegtta novertg§juma m(5)>1, jo izliekta 7-stira
piecas virsotnes veido izliektu 5-stiiri.

Iek3gju 7-stiira punktu apzimésim ar X un caur to novilksim taisni. Sai taisnei viena
pusé atrodas vismaz Cetras 7-stiira virsotnes (virsotne var atrasties arf uz pasas taisnes). STs
Cetras virsotnes kopa ar punktu X veido izliektu piecstiri. Ta ka izliektam piecstiirim ir
vismaz viens iek$gjs punkts, tad m(7) > 2.

Ja 7-stari ir divi ieksgji punkti, tad apgalvojuma “m(7) >2 = m(7) > 3” pieradijums
péc bitibas ir tads pats ka tikko uzraditais. Caur 7-stiira diviem iekS§€jiem punktiem X un Y
novelk taisni XY. Taisnei XY viena pusé atrodas vismaz Cetras 7-stlira virsotnes (virsotne var
atrasties arT uz pasas taisnes), sk. 13. zZim&umu. Sis etras virsotnes kopa ar punktu X veido
izliektu piecsturi. Tatad m(7) > 3.
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12. zZim. 13. zZim.

Ja 7-stirT ir tr1s iek$&ji punkti X, Y un Z, tad savienojam Sos punktus ar taisném XY,
YZ un ZX, sk. 12. zim&jumu. Ja visi tris punkti atrastos uz vienas taisnes, tad, spriezot tapat
ka ieprieks, iegiitu izliektu piecstiiri un tadgjadi art vajadzigo noveértgjumu m(7) > 4. No tris
taisnem XY, YZ un ZX izv€lamies to, kuras viena pus€ ir vismaz tris 7-stiira virsotnes un
kuras otra pusg ir punkti X, Y un Z. Tada taisne vienmer eksiste. (Ja katrai taisnei XY, YZ un
ZX taisnes taja pus€, kura nesatur trijstiiri XYZ, butu tikai divas 7-stiira virsotnes, tad tas
kopa nevaretu veidot 7-stiiri.) IzvEl&tas taisnes divi punkti kopa ar 7-stiira tris virsotném veido
izliektu piecstari (13. zim&juma tas ir piecstiiris ABCYX), kura iekSieng ir vismaz viens rezga
punkts. Tatad m(7) > 4. No Sejienes un Pika formulas izriet:

L :i+9—124+z—1:6,5
2 2

Izliekts 7-stiiris ar minimalo laukumu ir paradits 14. zZimg&juma.

N

14. zZim. L; =65 15.zim. Lg =7

Uzdevums. Uzradit citu izliektu rezga 7-stiri ar laukumu 6,5. Noskaidrot, vai minimalo
7-sturu ir bezgaligi daudz? Vai starp tiem ir simetrisks 7-stliris? Kuram no minimalajiem
7-stiiriem ir vismazakais perimetrs?

Minimalais astonstiris

Minimala astopstiira laukuma noteikSana nesagada jaunas griitibas, jo no 14. Zim&uma
redzama minimala 7-stira vienkarsi iegiit 8-sturi ar 4 iekS€jiem punktiem, sk. 15. Zzim&umu.
Ta ka m(8) > m(7), t. i., ieks€jo punktu skaits minimalajam 8-stlirim nevar but mazaks ka
7-sturim, tad Péc Pika formulas

Lg :i+9—124+§—1:8.
2 2
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Pargjam n vértibam, n = 9, 10, ..., 20, ir atrasti $adi izliekti n-stiiri, sk. 16.-28. zim. Vai varat
samazinat laukumu kadam no uzraditajiem n-sttriem?

16. zim. Lo = 10,5 17. zim. L1g = 14

18. zim. Lll = 21,5 19. zim. L12 =24
g /

AR

f /
N 7

20. zZim. L13=325 21. zim. L14 = 40

"
7
i
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22.7zim. L35 =51,5 23. zim. L1=59

N
O=C
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24. zim. 117 =76,5 25. zim. Lyg =87

JJ//
O
Py

Daudzstiiri, kas redzami 16.-19., 21.-23. un 26-27. zim. atrodami Inetas Umbrasko bakalaura
darba “Rezgu daudzstiri”, Riga, LU, 2003.

Atrodiet patstavigi izliektu 22-stiiri, kuram laukuma vertiba ir tada ka noradits tabula!
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26. zim. L1 = 116,5
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27. zim. Lyo= 121
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28. zim. L21 = 151,5
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Rezultatu tabula

Virsotngu Laukums | Apaksgja | Minimala Augsgja
skaits robeza vertiba robeza
n L 2L(n) 2L(n) 2L(n)
4 1 2 2 2
5 2,5 4 5 5
6 3 6 6 6
7 6,5 9 13 13
8 7 13 14 14
9 10,5 19 21 27
10 14 26 28 28
11 21,5 34 [39, 43] 49
12 24 44 48 50
13 32,5 56 65 81
14 40 70 80 82
15 51,5 86 [99, 109] 125
16 59 104 118 126
17 76,5 125 [147, 173] 183
18 87 148 174 184
19 116,5 174 [209, 241] 257
20 121 203 242 258
21 151,5 235 [285, 327] 349
22 164 270 328 350

Laukuma vertibas, kas atzimé&tas treknak, ir mazakas salidzinajuma ar tam, kas uzraditas
raksta [Rab] dotaja tabula.

Saskana ar So tabulu 11-stiiris ir mazakais daudzstiiris, par kuru nav drosi zinams, vai uzradita
laukuma vertiba tieSam ir minimala.
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Laimigu beigu probléma [http://mathworld.wolfram.com/HappyEndProblem.html]

Apliko plaknes punktu konfiguracijas, kas atrodas vispariga stavokli, t. i., nekuri tris punkti
neatrodas uz vienas taisnes. Noteikt vismazako plaknes punktu skaitu g(n) ta, lai tie vienmér
defin&tu izliektu n-stari.

Problému ta nosaucis slavenais P. ErdeSs, jo divi pirmie problémas risinataji (E. Klein un
G. Szekeres) velak apprecgjusies.

29. zim.

Pieméram, g(3) =3, bet g(4) > 5, jo Cetri plaknes punkti ne vienmér veido izliektu
Cetrsturi, sk. 1. zim&umu. Izradas, ka jebkuri pieci punkti (vispariga stavokli) definé kadu
izliektu &etrstari, t. i., g(4) = 5. So faktu pamatoja E. Klein, pieradot, ka katra piecu punktu
konfiguracija ir [idzvertiga vienai no tam, kas dotas 29. zZzim&juma.

30. zZim.

Cik punktu jagem, lai tie vienmer definétu kadu izliektu piecstiiri? No 30. zZim&uma redzams,
ka astonu punktu vel nepietiek. Vienadibu g(5) = 9 ir pieradijis E. Makai.

To, ka g(n) eksisté katram n ir pieradijis ErdeSs un Szekeres (1935), vini ir ieguvusi
novertéjumu
2" 2 41<g(n) <CALt +1,

1998. gada ir iegtti $§adi novertejumi:
g(n)<CX* +7-2n

g(n) <C2° +2.

Izliektas funkcijas
Aplikosim vienargumenta funkcijas, kas definétas kada realu skaitlu kopa X. Parasti X

ir intervals (@, b), nogrieznis [a, b] vai visa realo skaitlu kopa R. Daudzi no formul&tajiem
rezultatiem ir vienkarsi visparinami ar1 uz vairakargumentu funkcijam.
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4. definicija. Izliekta kopa X definétu funkciju f sauc par izliektu, ja visiem x;, X, no X
ir speka nevienadiba

fOX +@A-A)X,) <A (x)+@—2) F(xy) (IN)
un par ieliektu jeb (antiizliektu), ja nevienadiba (IN) nemta zime “>”.
Funkciju f sauc par stingri izliektu, ja nevienadiba (IN) nem stingras nevienadibas
zimi, ieverojot dabisku atrunu 1 =0, 1#1 X, #X,.
(IN) sauksim par izliektibas nevienadibu.

So nevienadibu sauc ari par Jensena nevienadibu, sk., pieméram, [JT, 178. Ipp.].
Lietosim ari nevienadibas (IN) ekvivalentu pierakstu (apziméts: A, = 1— 1)
(A X +20%) S A F(X)+2A, T(Xy).

5. definicija. Funkciju, kas definéta izliekta kopa un tas punktos apmierina

nevienadibu
f X1+X2 < f(Xl)+ f(XZ) (\]2)
2 2
sauc par J-izliektu funkciju jeb izliektu péc Jensena.
(Jensens Johans Ludvigs, 1859-1925, danu matematikis, izstradaja izliektu funkciju teorijas
pamatus.)

Izliektu funkciju nereti defin€ ar nevienadibu (J2), proti, ja visiem X, X2 no kada intervala ir
speka nevienadiba (J2), tad funkciju f sauc par izliektu $aja intervala. Sk., pieméram, [ME],

793. lpp]. Skaidrs, ka (J2) izriet no (IN), ja pedgja ievieto A = % Prasiba (J2) ir vajaka neka

(IN). Defingjot kadu jédzienu, vajakas prasibas pasas par sevi rada logisku interesi un lauj
operét ar plasaku funkciju klasi. Tiesa, vajaki piepémumi var sarezgit izvedumus, prasit
labaku matematisko sagatavotibu un ne vienmer biit piemé&roti macibu procesa.

Kadi nosacijumi japrasa no funkcijas f, lai abas definicijas biitu Iidzvertigas, t. i., lai no (J2)
izrietétu (IN)? Izradas, “pavisam maz”. Var pieradit, ka pietiek ar funkcijas nepartrauktibu.

6. definicija. Funkciju f: X cR"—>R sauc par izlicktu, ja tas virsgrafiks jeb epigrafs
epif :={(X, ¢): xeX, ceR, ¢ > f(x)}ir izliekta kopa.
Virsgrafika piemérs shematiski att€lots 31. Zzim&uma ka ietonéta plaknes dala.

Vingrinajums. Pieradit, ka 4. un 6. definicija ir [idzvertigas.
c

1 >

31. zZim.

2 (13

Piezime. Macibu literatiira var atrast jédzienus “izliekts uz augSu”, “izliekts uz leju” un
izliektas funkcijas definicijas, kuras izmanto pieskares jédzienu. Turklat funkcija, kas
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“mums” ir izliekta, citur var tikt saukta par ieliektu, sk., pieméram, [BS, KRB, Oz,
S1, 172-173. Ipp.].

“Likne apskatama punkta ir izliekta jeb konveksa, ja blakus punkti atrodas zem tangentes, kas
iet caur apskatamo punktu” [Oz, 148. Ipp.]

“f grafiks ir ieliekts, ja visi liknes punkti atrodas virs jebkuras no pieskarém, kas novilktas
liknes punktos; pret€ja gadijuma grafiks ir izliekts” [BS, 119. Ipp.]

“Diferencgjamas funkcijas y = f(x) grafiku intervala ]a; b[sauc par izliektu jeb par izliektu uz
augsu, ja tas atrodas zem grafika jebkuras pieskares minétaja intervala.” [KRB, 307. Ipp.]
Izliektas funkcijas definicija ar (IN) palidzibu ir ekstrému uzdevumu teorijas klasika, ta
salidzinot ar tikko miné&ta tipa definicijam ir vienkar$aka un piemérota plasakai funkciju
klasei. Pieméram, vai funkcijas F1(X) = X, F2(X) = — X, F3(x) = |x| ir izliektas?

Visas §1s funkcijas apmierina nevienadibu (IN) un tatad ir izliektas. Atzim&sim, ka funkcijai
Fs punkta x =0 pieskare neeksisté. Tas nozim&, ka definicijas, kuras izmanto pieskares
jédzienu, nedod atbildi (vismaz bez preciz€Sanas) par §is vienkar$as funkcijas izliektibu.
Viena no gramatam matematiskaja analizeé, kur izliektiba defin€ta ar nevienadibu (IN) ir
[Zor].

2. Izliektas funkcijas geometriska interpretacija

Izliektas funkcijas grafiks atrodas zem hordas (t.i., ne augstak ka horda), kas savieno
jebkurus divus grafika punktus.

Apskatisim piemérus, kuri ilustré So ipasibu. 32. zZim&uma paraditas funkcijas ir izliektas.
Otra no tam nav stingri izliekta. Savukart 33. Zim&uma redzamas funkcijas nav izliektas.
Funkcijas F1(x) = x, F2(X) =—x ir izliektas, bet nav stingri izliektas.

AT el

32. zIm. 33. zZim.

Pienemsim, ka ir dota funkcija f, kuras grafiks paradits 34. zim&uma. Izv€lamies divus
patvaligus grafika punktus (xi, f(x1) un (Xo, f(x2) un savienojam tos ar hordu (taisnes

nogriezni).
A

7 (X2, f(x2))
(X]_, f(Xl)

X1 X X2

34. zim.
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Izv€lamies patvaligu X no (X1, X2). Izmantojot nogriezna definiciju, X var izteikt ka
X +(1—-A)X,, kur Ae(0,1). Salidzinasim funkcijas f un hordas vertibu punkta
X = AXy + (1- A) X2). Pec izliektibas definicijas:
f(X)= (X +@—A)X,) SAF (%) +@—A) F(X,).
Saskana ar nogriezna definiciju lielums, kas atrodas §is nevienadibas labaja pusg, ir tiesi
hordas vértiba punkta X, jo nogrieznis ar galapunktiem (X1, Y1), (X2, ¥2), Kur y; =f(xy)un
Y2 = f(X2), uzrakstams ka
A1, Y1) + (1= 1) (X2, y2) = {Axe + (1= )Xz, Ay1 + (1~ A)y2} =
= {Axa+ (1= A)xz, AM(x) + (1= 1)f(x2)}.

Tatad izliektas funkcijas grafiks atrodas zem attiecigas hordas .

Manuprat, skoléniem vienkarsak uztverams butu $ads pamatojums. Atrodam taisni, kas
iet caur diviem punktiem (X1, y1) un (Xz, y2). Taisnes vienadojumu var iegiit, piem&ram, no
lidzigiem trijsttriem:

Y=V _ Yo = Yo= Y1 (X—x)+Y;.
Ja funkcijas f grafiks atrodas zem §is taisnes, tad
)<y =22 o)y,
X2 =%

Nemsim X = Ax; + (1- A) X2), y1 = f(xg) uny, =f(x2). Tad
X=X =AX1 + (1-A) X2 —X1 =X3 (A — 1) + (1- ) x2 = (X2 — x1)(1-A)
un
fOxy + (1= 1) X2)) < (Y2 — Y1) (1= A) + y1 = Ly + (1= A)y2 = A(x1) + (1-2) f(x2),
kas nav nekas cits ka izliektibas nevienadiba.
Tatad funkcijas grafika 1pasiba vienmer atrasties zem attiecigas hordas nozimé funkcijas
izliektibu un otradi — izliektas funkcijas grafiks vienmér atrodas zem attiecigas hordas.

Piezime. Izliektam funkcijam, kuram eksisté pieskare, var dot citu geometrisku interpretaciju,
proti, izliektas funkcijas grafiks vienmer atrodas virs ta pieskares.

Izliektu kopu un funkciju ipasibas

Formul@sim vairakas izliektu funkciju un kopu 1pasibas un vairakas no tam ar1 pieradisim. Ta
ka Saja darba ekstrému uzdevumi tiek apliikoti no elementaro metozu viedokla, tad te apzinati
netiek minétas tas 1pasibas (kaut arT loti svarigas), kas saistitas ar funkcijas atvasinajumu
izmantoSanu. Izliektu funkciju ipasibas var izmantot un tas ari tiek izmantotas daudzu citu
rezultatu iegiSana, tai skaita vairaku svarigu nevienadibu pieradiSana.

I1. Izliektu kopu My, k €1, skélums ir izlickta kopa.
Indeksu kopa I var biit arT bezgaliga, piem&ram I = N.
Piemérs. Divu izliektu kopu, sk. 35. zim&jumu, Sk€lums ir ietonéta dala.
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35. zZim.

Pieradijums. Apzimésim kopu My, K €l, $kélumu ar X un pienemsim, ka kopai X pieder
punkti X3, Xo. Tad saskana ar $k&luma definiciju punkti X3, X, pieder visam kopam My. Ta ka
My ir izliektas kopas, tad jebkuram A € [0, 1] punkts Ax; + (1- L)X, pieder visam kopam My
un tatad arT So kopu sk€lumam X, kas arT nozimé kopas X izliektibu.

Pieméri. Ja M, = {0, %}, k eN, tad visu So kopu $k&lums ir kopa {0}, t. i., kopa, kas sastav

tikai no viena punkta. Savukart, ja M = (0, %} , k eN, tad $o kopu $k€lums ir tuksa kopa, jo

nav tada punkta, kur§ vienlaicigi piederétu visam kopam M.
Izliektu kopu apvienojums var nebit izliekta kopa.

Nakamas 1pasibas formulgjuma tiek aplikotas citas darbibas ar kopam: kopas reizinasana ar
skaitli un kopu saskaitisana. Kopu saskaitiSana nav tas pats, kas kopu apvienosana.
Pienemsim, ka A, B un X ir R apakskopas un ¢ patvaligs skaitlis no R. Tad ¢X defin€ ka kopu
kas sastav no visiem tiem elementiem cX, kur X pieder X. Savukart kopu summu A + B defingé
ka kopu, kas sastav no visiem elementiem a + b, kur a pieder A un b pieder B.

Pieméri. Ja X ={0; 5}un ¢ =6, tad cX = {0; 30}. Ja X =(0, 5] unc =6, tad cX = (0, 30].
JaA=(1,2)unB=(3,4),tad A+ B =(4,6), bet 2A +3B = (2, 4) + (9, 12) = (11, 16).

Skaitliem ir spéka distributiva ipasiba (x + Yy)z = Xz + yz. Vai §is Tpasibas analogs
x+yM=xM +yM

ir speka arT skaitlu kopam M?
Jax=2,y=3un M=(1,2), tad 5M = (5, 10), 2M + 3M = (2, 4) + (3, 6) = (5, 10). Piemérs
apstiprina 1pasibu.
Jax=2,y=3un M ={1, 2}, tad 5M = {5; 10}, bet

2M + 3M ={2; 4} + {3; 6} = {5; 7; 8; 10}.
Tatad vienadiba (x + y)M = XM + yM patvaligu kopu klasé nav spéka. Vai ta ir speka kada
Sauraka kopu klasg?
Annina. Ja, ir! Viegli nojaust, ka vienadiba japierada izliektam kopam. Nemu patvaligu
elementu p no kopas (X + y)M. Tad eksisté kads z no M, ka p=(Xx+Yy)z=xz +yz. Ta ka
xz pieder kopai xM un yz pieder kopai yM, tad So elementu summa xz + yz = p pieder kopai
XM + yM. Tatad esmu pieradijusi ka kopa (x + y)M ir kopas XM + yM apakskopa. Vél atliek
pieradit, ka arT kopa xM + yM ir kopas (x + y)M apakskopa.
Nemu patvaligu p no kopas xM + yM. Tad eksisté kads z no M, ka p=xz +yz = (X +Yy)z.
Tatad p pieder kopai (x + )M, kas arf bija japierada.
Janitis. Fantastika! Tu esi pieradijusi vienadibu (x + y)M = XM + yM, kura augstak ir
atspekota ar vienkarSu pieméru. Turklat nekur neesi izmantojusi izliektibu.
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Maijina. Es zinu, kur “tas suns aprakts”. No ta, ka p pieder kopai xM + yM, neseko, ka eksiste
tads z, ka p=xz+yz. Saja vieta jaraksta ta: eksistt u no M un eksistt v no M, ka
P = XU + YV.

Annipa. Piekritu un laboju savu pieradijumu. NepiecieSams, lai elements p =Xu+ yv
piederétu kopai (x + y)M. Tatad jaatrod tads z no M, lai xu + yv = (X + y)z. Luk, kads bs

mekl&jamais z: z = XWAW,
X+Yy
Janitis. Savadi gan! Joprojam neesi izmantojusi izliektibu.
. . X X .
Annina. Skaties! Apzim&ju A = .Tad 1-A=1- S . Ta ka u un v pieder
X+Yy X+y X+Yy

kopai M, tad ari z = AU + (1- A)v pieder M, kas ari bija japierada.
Un tomér Annipai vél joprojam ir klida. Kada?
(Japrasa, lai koeficienti X un y biitu pozitivi.)

12. Izliektu kopu lineara kombinacija ir izliekta kopa.
Par kopu Xj, ..., X linearu kombinaciju sauc summu ¢ X3 + ...+ ¢, X, Kur ¢;...., Cx — patvaligi
reali skaitli.

13. Izliekta kopa satur visas savu elementu izliektas kombinacijas.
Atgadinasim, ka par elementu Xj, Xp, ..., Xp izliektu kombinaciju sauc jebkuru linearu
kombinaciju A1X; + ...+ AnX, ar nenegativiem koeficientiem Ag un summu “1” (A3 + ...+ A, = 1).

14. Jebkura skaitlu X, Xp, ..., X, izliekta kombinacija ir So skaitlu “vidg&jais”, t. .,
atrodas starp minimalo un maksimalo skaitli:

n
min{ X, } <D Ay %, < max{x,}.
k=1
Pieradijums. Skaitlus X¢ sakartosim nedilstosa seciba. NeierobeZojot visparigumu, var
uzskatit, ka: X; <X, <...< X, . Tad, pemot véra vienadibu A, +---+A, =1, p&c vienkarSiem

parveidojumiem ieglistam vajadzigo izliektas kombinacijas novertejumu.

n n n
X <X = AX SA = D Xy S DT X = X S D) A X,
k=l k=1 k:l

n n n
X S Xy = Ay SAX = D A X S D A Xy = D A X <X,
p=) p=) k=1

I5. Ja izliektas kopas punktos Py, Py, ..., P, ir sakoncentrétas masas my, m,, ..., m;, tad
So punktu masas centrs ari pieder Sai izliektai kopai.

- e 13 1
Masas centra koordinatas aprékina péc formulas X, = —Z M X, Yo = —Z M Yy
m
k=1 k=1

kur m =mjy + ...+ my. Ipasiba I5 izriet no 13. Ieteicama gramata par masas centriem ir [Bal].
16. Funkcijas f:[a, b] > R stingra izliektiba ir lidzveértiga jebkurai no $adam tris
nevienadibam (un tatad §is nevienadibas izriet viena no otras):
FO-10)  F)=T0a) - T06)=T04)  T06) =T
t—X, Xy — Xq Xy — X X, —t
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FO)-T(x) _ T(x)—T(x)
t—Xx; X, —t

kur x; <t <X, patvaligi skaitli no [a, b].

Nevienadibu geometriska jéga ir saskatama no 36. zim&juma. Attiecibas, kas uzrakstitas
So nevienadibu kreisajas un labajas puses, ir attiecigo taiSpu virziena koeficienti. Pirma
nevienadiba nozimé, ka taisnes P1P virziena koeficients ir mazaks neka taisnes P1P; virziena
koeficients. Jeb, ka taisnes P,1P grafiks pa labi no punkta P, atrodas zem taisnes P1P, grafika.
Otraja nevienadiba ir salidzinati taiSpu P;P, un PP, virziena koeficienti. Savukart tresaja
nevienadiba — taiSnu P1P un PP, virziena koeficienti.
Uzradisim stingru 16 pieradijumu. Pirmo nevienadibu parrakstam veida:

Ft) <D= (L),

2~ X
Nevienadibas laba puse nav nekas cits ka taisnes PiP, vienadojums attieciba pret X =t.
Saskana ar augstak izklastito izliektas funkcijas geometrisko interpretaciju $1 nevienadiba ir
lidzvertiga funkcijas f stingrai izliektibai. Tagad atlick pieradit, ka visas tris mingtas
nevienadibas ir lidzvertigas. Viena iespgja ir nemt izliektibas nevienadibu, ievietot taja
piemérotas A vertibas un iegiit formulétas nevienadibas. Ieteicam ka vingrinajumu to izdarit
patstavigi.
Pieradijuma izmantosim citu pieeju, kas merki lauj sasniegt atrak.
Apzim&jam

a="f(t) —f(x1), b=t —xg, c=f(x2) - f(t), d=x, —t.
un parrakstam dotas tris nevienadibas:
a a+¢cC a+c c a ¢
—<—, ——<—, —<—=
b b+d b+d d b d
Ta ka dalu sauc@ji visas tris nevienadibas ir pozitivi, tad katra no SIm nevienadibam ir
lidzvértiga tam, ka ad < bc.

A
y

Akt
P B, f(X]_) - f(t) =P,A;
f(Xz) — f(t) = PzAz

Al P AZ

>

X1 t X2 X

36. zim.
Apgalvojums 16 ir noderigs, pieméram, 1pasibu [7 un 110 pieradiSana.
I7. Funkcijas f: [a, b] — R stingra izliektiba ir lidzvértiga tam, ka katrai fiksétai viena
fx)—f®)
X—t

argumenta vertibai funkcija ir augosSa attieciba pret otru argumentu.
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18. Izliektu funkciju summa ir izliekta funkcija.
S1 ipasiba izriet no 19.

19. Izliektu funkciju nenegativa lineara kombinacija ir izlickta funkcija, t. i.,
(fy, ..., fo—izliektas, ck > 0) = (cify + ...+ cpfy)- izliekta funkcija.

Pieradijums. Katrai funkcijai fy, k =1, ..., n, uzrakstam izliektibas nevienadibu,

fieaXy +R5%5) <Ay fi (%) + 2, Fi (X3),
un to pareizinam ar nenegativu skaitli Cx. Saskaitot §is nevienadibas, iegiistam izteikto
apgalvojumu par linearas kombinacijas izliektibu:

n n n
ch f (AXg +2,%;) < Mzck f (x1) +7‘*22Ck f (x2),
=) =) k=1

110. Izliekta funkcija f: R — R ir nepartraukta.

Intervala (a, b) izliekta funkcija ir nepartraukta.

Ipasiba ir speka ari n-dimensiju telpa R ". Viens no isakajiem nepartrauktibas pieradijumiem ir
atrodams [JT, 182. Ipp.].

Pieradijums. Piepemsim, ka izliekta funkcija f ir definéta kada punkta Xo apkartné un
pieradisim, ka f ir nepartraukta $aja punkta. Neierobezojot visparigumu, uzskatisim, ka
Xo = 0. Pretgja gadijuma més varctu parbidit funkcijas f grafiku, jeb f vieta aplikot funkciju
f1(x) = f(x — Xp). Grafika parbide saglaba gan nepartrauktibu gan izliektibu. Gluzi tapat,
neierobezojot visparigumu, uzskatisim, ka f(0) = 0. Aplukosim kadu punkta 0 apkartni, t. i.,
intervalu I; = (- ¢, €), kurs ietilpst f definicijas kopa. Ta ka f ir izliekta, tad tas grafiks atrodas
zem taisnes, kas savieno punktus (—c, f(—c)) un (c, f(c)). Tas nozimé, ka f ir ierobezota no
augsSas ar kadu skaitli M. Neierobezojot visparigumu var uzskatit, ka M > 0. Citiem vardiem,
visiem x no (- ¢, ¢) ir speka novertejums f(x) < M.

Izvélamies patvaligu € no intervala (0, M) un apzimgjam p=ﬁ, I, = (- pc, pc). Tad
O0<p<lun I, c ;. leverosim, ka jebkuru punktu X no I, var izteikt ka divu intervala I

punktu, proti, %un 0, izlicktu kombinaciju:
X
X = p(EJﬂl— p)-0 =

X
f(x)<p- f(g}r(l— p-fO<p-M (9.
Izsakam 0 ka divu punktu izliektu kombinaciju un atkal lietojam f izliektibu:
0= 1 X+ B =
1+p 1+p{ p

f(O)gLf(x)+Lf[—1] -
1+p 1+p p

_Lf(_ijgif(x) :—pf(—ijﬁ f(x) =
1+p p) 1+p p

-p-M S—pf(—ijs f(x).
p
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No Sejienes un (*) izriet, ka
—-p-M<f(X)< pM .

N C e € . .. . _
levietojot p vieta sakuma izvé€léto vertibu p = VR iegiistam, ka visiem X no intervala

(— ;/I—C, sﬁcj ir speka novertgjums: —¢ < f (x) < ¢, kas arT nozimé f nepartrauktibu punkta

x = 0. (Funkcijas f vertibas tiecas uz nulli, ja ¢ tiecas uz nulli.) }

Sekas. Slegta intervala definéta izliekta funkcija var bt partraukta tikai intervala galapunktos.
Vienkarss sadas funkcijas piemérs:

1L, x=1
f(X):{O,XG[O,l).

111. 1zliektu funkciju fy, ..., f,: X > R maksimala funkcija F(x) := max fi(x), 1 <k <n,
ir izliekta funkcija.
Piemérs. Funkciju f(x) = x? un g(x) = x maksimala funkcija F(x) = max(f(x), g(x)) ir $ada:

F(X):{xz,xg[o,l]
X, Xel[0,1].

Pieradijums. Parbaudam, vai maksimalajai funkcijai F ir speka (IN). Izdarot novértgjumus,
izmantojam funkciju fy izliektibu un to, ka maksimums no divu funkciju summas neparsniedz
atseviski pemtu maksimumu summu:

F O+ (L-2)y) = max i 0x+ (L-2)y) < max [y () + (@-2) fi (y)] <
< mex A (X) + mgx(l—?») f (V) =AF(X)+A-A)F(y).

Vingrinajums. Pieradit vai atspékot, ka izliektu funkciju minimala funkcija ir ieliekta
funkcija.

112. Izliektai funkcijai lokals ekstréms ir ari globals. (Stingri izliekta funkcija
minimumu var sasniegt tikai viena punkta.)

Sai izliektu funkciju 1pasibai un tas visparindjumiem ir IpaSa nozime ekstrému uzdevumu
teorija.

Pieradijums.

Pieradisim formul€to 1pasibu izliektas funkcijas minimumam.

(Izliekta funkcija f:[a, b] > R maksimumu sasniedz nogriezna galapunkta a vai b. Ja
izliekta funkcija maksimumu sasniedz arf intervala iek$gja punkta, tad ta ir konstanta. So
apgalvojumu pamatojums tiek atstats lasitajiem ka vienkarss vingrinajums.)

Dots:
f:X>RunVvxcU(@): f(x)>f(a),
kur U(a) ir punkta a kada apkartne no izliektas kopas X. Japierada, ka
Vxe X:f(x)> f(a).
Pieradisim $o sakaribu no pretéja. Pienemsim, ka 3b e X : f(b) < f(a). Tad,
Ab+(@1-A)ae X,1e(0,1),
jo Xir izliekta kopa. No f izliektibas un nosacijuma f(b) < f(a) dabtijam:
f(Ab+(@1—-A)a)<Af(b)+(1-A)f(@)=A[f(b)— f(a)]+ f(a)< f(a).
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Tatad
f(AM(b-a)+a)< f(a).
Ta ka pietieckami mazam A, punkts A(b—a)+aeU(a), tad punkta a apkartné ir atrasts tads

punkts, kura funkcijas f vértiba ir vél mazaka neka lokala minimuma punkta, kas ir pretruna ar
doto.

113. Stingri izliekta funkcija f: [a, b] — R dilst pa kreisi no tas minimuma punkta X un
aug pa labi no ta, t. i.,

asp<gs<x,= f(p)> f(q),

Xo SU<V<b= f(u)< f(v).

Pieradijums.
Péc (IN)
f(AXg +(@—=2A)V) <A (%) +(@A—A)F(v) < F(Vv)

Nem patvaligu u no [Xo, v]. Izvélas A €[0,1] ta, lai Ax, +(1—A)v=u. Tad

f(u)< f(v).
Lidzigi no

f(Ap+1-2)x) <Af(p)+A-A) f (%) < F(p),

nemot A ta, lai Ap+ (L—1A)X, = iegst

f(a) < f(p).

114. Jafun g irizliektas funkcijas un f ir nedilstosa, tad salikta funkcija h(x) = f(g(x) ir
izliekta.
Pieradijums.
h(Ax+2,y) = F(GAX+2A,Y) <
< (90 +2,9(y)) <A, £(9(x) +2, f(9(y)) =
=2,h(x) +gl,h(y).

Jensena nevienadiba

115. Izliektai funkcijai ir speka Jensena nevienadiba.
Ja fir izliekta kopa X, tad visiem Xg,..., X, no X ir speka:
f[x1+---+anS f(x)+-+ F(X,) (N)
n n

Izliektai funkcijai ir speka visparinata Jensena nevienadiba, to apzimesim ar (VIN):
FAX A F A X)) S A (X)) + o+ A, T (X)),
kur visi Ay nenegativi skaitli un A, +.....+ X, =1. Stingri izliektai funkcijai vienadiba

pastav tikai tad, ja X; = X; = ... = Xp.
Nevienadibu (JN) var “lasit” 8§adi: izliektas funkcijas vertiba no vidgja aritmétiska
neparsniedz funkcijas vertibu vidgjo aritmétisko.
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Piezime. Gramata [Bal, 34. Ipp.] visparinata Jensena nevienadiba formuléta funkcijam, kas
“izliektas uz augsu’:
f(mlx1 +M,X, +~-+mnxnj> m, (X)) +m, f(X,)+--+m (X,)
M M

Biezi vien (VJN) sauc vienkarsi par Jensena nevienadibu. Jensens §is nevienadibas integralo
analogu un izliektu funkciju teorijas pamatus ir publicgjis 1906. gada [Acta Math. 30, (1906),
175-193]. Tacu (VIN) pirms Jensena (1899. g.) ir apliikojis vacu matematikis Helders [MO;
HLP]. Izliektu kopu un funkciju teorijas visparigos pamatus divdesmita gadsimta sakuma ir
izveidojis vacu matematikis un fizikis H. Minkovskis [Rok, 434. lpp.].

Vispirms pieradisim apgalvojumu “(IN) = (VIN)”. Izradas, ka to izdarit ir vienkarSak neka
pieradit apgalvojumu “(J2) = (JN)”.
Lietosim matematisko indukciju p&c n. Ja n = 2, tad (VIN) sakrit ar (IN).
Pienemsim, ka (VIN) ir spéka, ja n = k. Pieradisim, ka tad (VIN) ir speka, jan =k +1.
Skoléniem lietderigi vispirms iepazities ar (VJN) pieradijumu tris mainigo gadijuma, kas
atbilst induktivajai parejai “2 — 3.
Parveidosim pieradamas nevienadibas

F(AX 20Xy +AgX3) S Ay F (X)) + A, T (X)) +A5T(X3),
kreiso pusi un divas reizes lietosim izliektibas nevienadibu (IN)
ApXy + k3x3) <

M

SKJ(M)+G_%0fﬁ§;1M+i§;1
S (X)) +A, T (X)) + A5 T(X3).
Ta ka X; un X3 pieder izliektai kopai X, tad ar1 punkts
Aoy X, + Ag
1-A, 1-A,
pieder funkcijas f definicijas kopai, jo koeficientu summa ir 1:
Aoy N Mg _ Ap+hy Ap+Arg+ri—Ay 1-0

1-a, 1-% 1-), 1-2, S 1-

X3) <

X3

Pieradijums “(IN) = (VIN)” vispariga gadijjuma.
Uzskatisim, ka neviens no Ax nav vienads ar “1”. Pret€ja gadijuma visi pargjie “A—s” biitu
nulles un pieradijums trivials.
Apzimésim
A A
7= 2 “Xo +et k+1

Ta ka visi reizinataji pie “X-iem” ir nenegativi un to summa ir “1”:

Ay I Mg _ Mtho+t g —A 1-4 _1

“Xiq1-

1-2, 1-2, 1-2, C1-n,
tad punkts z pieder izliektai kopai X un saskana ar induktivo piepémumu ir speka:

A

F(2) <22 100) 450 f ().
- 7\’1 AL S

Tagad izmantojot f izliektibu, sk. (IN), vienkarsi ieglistam visparinato Jensena nevienadibu:
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f X+ X+ + Ay X g) = T X +@=2y)2) <A F (X)) +(A-2Ay) F(2) <
Sh PO +A () + -+ A g F (X))

Pieradijums “(J2) = (JN)”.

Vispirms apliikosim (JN) pieradijumu it ka vienkar$akaja gadijuma, t. i., kad javeic pareja no
n =2 uz n=3. Nereti atsevisks gadijums satur tas griitibas, kuru parvaréSana lauj viegli tikt
gala ar ar visparigo gadijumu.

([ X% | f(x)+ T(x,) g X; + Xy + X3 < f(x)+ f(x)+ f(x,)
2 2 3 3
Ja ir Cetri saskaitamie, tad pieradijums ieglistams divas reizes lietojot (J2):
X +X, Xzt X,
f(x1+x2+x3+x4j:f 2 2 <1f(xl+x2+x3+x4]:
4

2 -2 2 2

_1 f((xl +Xp) + (X3 + %)
2 2

Vai lidziga veida iesp&jams iegiit pieradijumu tris saskaitamo gadijuma?

Nav griti saskatit, ka Jensena nevienadibas pieradijuma shéma cetriem mainigajiem ir deriga

8, 16, 32 utt. mainigajiem. Citiem vardiem, pamatosim induktivo pareju K+ 2k . P&c tam

lietosim induktivo pareju “uz leju”.

Piezime. Sada veida aspratigu indukciju nevienadibas starp vidéjo geometrisko un vidgjo

aritmétisko (G < A) pieradiSanai kadreiz lietoja viens no matematiskas analizes pamatlicgjiem

Kosi. Atgadinasim, ka nevienadibu G < A var pieradit ievérojami vienkarSak, iztiekot bez

minéta veida indukcijas, sk. [Cib], bet (JN) salidzinajuma ar G < A ir cietaks rieksts.

]S%f(x1+x2+x3+x4).

Lai iegiitu 1saku un, manuprat, skoléniem vieglak parskatamu pieradijumu (salidzinajuma ar
tiem, kas atrodami citétaja literattira), lietosim apzim&jumus:

fie = (%),
A = % — vidgjais aritmétiskais,

fi+...+ 1 N i
A(f,..., T )= e funkcijas f vertibu vidgjais aritmétiskais.

Zinot, ka (JN) pareiza k saskaitamajiem, japierada, ka ta pareiza art 2K saskaitamajiem, t. I.,
japierada induktiva pareja:
F(A) SA(T,.. Tl ) = T(AL) S AT, To)

Skaitlu X3, X2, ..., Xox Vvid@jo aritmétisko Ay uzrakstisim ka divu lielumu Ay un By vidgjo
aritmétisko, kur Ax saskana ar apzZim&jumu ir pirmo K saskaitamo vidgjais aritmétiskais, bet

X e+ Xy

< k

(J2) un Jensena nevienadibu lielumiem f(Ay), f(By), iegiistam:

ir pedgjo k saskaitamo X1, ..., Xox VidEjais aritmétiskais. Tad, lietojot

(Ay) = f(Ak;Bkjs%(f(Am £ (B,) <
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s%(A(fl,..., £) 4 ACFenrns T )) = A F0).

Indukcijauz leju (k+1) > k.
Pieradisim, ka no (JN) pareizibas (K + 1) mainigajiem izriet (JN) pareiziba k mainigajiem, t. I.,
F(AL) S AT, Ti) = TA) S AT, TL).
Nem X,,, = A,. Tad
(X)X KA A
e k+1 Ck+1 A
Citiem vardiem, Xy+1 ir izvelets ta, lai A,,; = A, . Pateicoties $adai izvélei:

~ (fl+...+fk)+fk+1_kA(fl,,_,,fk)+f(Ak)
f(A) = T(Aur) < 1 = el =

(k+Df(A) <KA(f,.... f )+ F(A) =
f(A)<A(f,.... ).

Piezime. (VIN) pieradijumu var atrast arf skoléniem paredz&ta literatira. Sk., piemé&ram, [Sk]
Saja raksta pieradijuma izklasts ir saméra gar§ un “smagngjs”; funkcijas izliektiba netiek
defingta ar (IN) palidzibu, bet, vadoties péc kadas macibu gramatas “Algebra un analizes
elementi”, tiek lietoti jédzieni “izliekta uz augSu” un “izliekta uz leju”. Autors Sos jeédzienus
definé diferenc€jamam funkcijam atkariba no ta vai funkcijas grafiks atrodas zem vai virs
funkcijas grafika pieskares. Jédziens “funkcija izliekta uz leju” atbilst tam, kas mums ir
izliekta funkcija.

Pieradijjums ar “interpretaciju metodi”, lietojot materialu punktu sistémas masas centra
jédzienu, atrodams 1959. gada izdotaja ievérojamaja gramata [Bal, 155. lpp.]

LatvieSu valoda publicéts (VIN) pieradijums ir atrodams 1993.g. izdotaja brosira
[VA, 19.-21. Ipp.].

Pamatojoties uz formulétajam 1paSibam var konstru€t daudzas izliektas funkcijas.

Vienkarsako funkciju izliektiba

Vispirms apliikosim skolas matematika labi pazistamas funkcijas un pieradisim to izliektibu
vai J-izliektibu péc definicijas.

Lineara funkcija
1. uzdevums. Pieradit funkcijas f(x) = bx + ¢ izliektibu. Vai f ir stingri izliekta?

Ievietojam doto funkciju izliektibas nevienadiba:
f(ou + (1 —2A)v) < Af(u) + (1 —1)f(v)
b(Au+ (1 -A)v) +c < Abu+c) + (1-2)(bv +c).
biu+b(l-A)v)+c< Abu+ic+ (1-A)bv+(1-A)c.
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Ta ka nevienadibas abas puses ir vienadas, f ir izliekta, bet nav stingri izliekta.

Kvadratfunkcija

2. uzdevums. Pieradit, ka funkcija f(x) = X ir J-izliekta.
Japierada nevienadiba (J2), t. i.:
2 2 2
(a;bj <2 Zb & (a-b)?>0.

levérosim, ka 3T nevienadiba A? < K? izsaka saistibu starp vid€jo aritmétisko un kvadratisko
divu saskaitamo gadijuma.

3. uzdevums. Pieradit funkcijas f(x) = x? izliektibu.
Japierada, ka :

U+ @-2)v)? <au? +@1-1)v?
A2u? +(1-2)2vZ + 20(L—A)uv < au? + (1 —A)v?
A =22)Uu? =200 -A)uv + (1-A—(1-2)*)V? >0
A-2)Uu?-2uv+v3) >0 < (A—A%)(u—-Vv)*> >0
leverosim, ka A —A%=A(1—A)>0. Tatad f ir izliekta. Turklat funkcija f(x) = x* ir stingri

izliekta, jo nevienadiba ir stingra, ja 0 <A < 1 un u nesakrit ar v.
kas arT bija japierada.

4. uzdevums. Pieradit funkcijas f(x) = ax? + bx + ¢ stingro izliektibu, ja a > 0.

Izvedumus var veikt péc ieprieks€ja uzdevuma parauga. Tacu merki var sasniegt atrak. Dota
funkcija ir izliekta ka izliektu funkciju summa. Lai funkciju summa bitu stingri izliekta
pietiek, ja kads no summas locekliem ir stingri izliekta funkcija. Aplikojamaja pieméra ax® ir

stingri izliekta funkcija.

5. uzdevums. Pieradit funkcijas f(x) = ax? + bx + ¢ stingro ieliektibu, ja a < 0.

Hiperbola
6. uzdevums. Pieradit, ka funkcija f(x) = % ir izliekta kopa (O, + oo).
Saskana ar definiciju japierada, ka visiem pozitiviem X, y un t € [0, 1] ir spéka nevienadiba
f (tu + (1—t)v) <tf(u)+@L-t)f(v)
tu+(@-t)v u v
w < (tv+@A-tu)tu+(1L-t)v) <
uv < tuv +tl—tv? +tl-tu? + 1-t)’uv <
0<uv(t? + (1-1)° —1)+ta-t)u? +v?) <
0<2uvt(l—t)(u? —2uv+v?) <
0 < 2uvt(l—t)(u —v)?.
No $ejienes secinam, ka f ir stingri izliekta noraditaja kopa.

33



. . 1. ..
7. uzdevums. Pieradit, ka funkcija g(t) =1 ir ieliekta kopa (-0, 0).
Var spriest lidzigi, ka risinot ieprieks€jo uzdevumu. Tau mérki var sasniegt ari atrak.

Funkcijas f(x) =% izliektiba kopa (O, + oo) ir lidzvertiga funkcijas (—%) ieliektibai taja

pasa kopa. Apzimgjot t = — X, ieglistam, ka funkcija t ir ieliekta kopa (-, 0), kas ari bija
japierada.
8. uzdevums. Pieradit, ka pozitiviem a un x funkcija 2 b i stingri izliekta.

X

Dota funkcija ir stingri izliekta ka divu izliektu funkciju summa. Pirma no tam (hiperbola) ir
stingri izliekta funkcija.

. . a .- - . - _ _,- .y
Piezime. Funkcija f =—+bx biezi paradas dazados ekstrému, ka arT matematikas olimpiazu
X

uzdevumos. Gramatas “Ekstrému uzdevumi” 2. dala Sai funkcijai ir veltita atseviska nodala.
Atgadinasim, ka no f stingras izliektibas izriet, ka funkcijai f ir tikai viens minimuma
(globala) punkts.

Eksponentfunkcija

9. uzdevums. Pieradit, ka funkcija 2" ir J-izliekta.
10. uzdevums. Pieradit, ka funkcija 10* ir J-izliekta.
Funkcija f(x) = 10" ir J-izliekta, jo

x+y x oy
10 2 <%(10X+10y)@[102—102J >0.

Lidzigi risinams nakamais uzdevums.
11. uzdevums. Pieradit, ka katram pozitivam a funkcija a* ir J-izliekta.

Logaritmiska funkcija
12. uzdevums. Pieradit, ka logaritmiska funkcija f(x) =—-Igx, x>0, ir J-izliekta.

Tas J-izliektiba ir lidzveértiga nevienadibai G < A divu pozitivu saskaitamo gadijuma:
a+b _1

| >=(lga+Igh
g——>7(ga+igh) <=
Iga+b2%Igab:Ig\/a_b o a;bz\/% (@ b >0).

Te vél izmantots tas, ka lg ir augoSa funkcija.

13. uzdevums. Pieradit, ka katram a > 0 funkcija Ig(1 + ") ir J-izliekta.

Pakapes funkcija

14. uzdevums. Pieradit, ka x” ir stingri izliekta funkcija.

Pieradit prasito var péc definicijas vai atsaucoties uz ipasSibu par saliktas funkcijas f(g(x))
izliektibu.

15. uzdevums. Pieradit, ka x° ir izliekta funkcija pozitiviem X un ieliekta negativiem X.

16. uzdevums. Pieradit, ka +/x ir ieliekta funkcija.
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Trigonometriskas funkcijas
17. uzdevums. Pieradit, ka sinx ir J-ieliekta nogriezni [0, 7]

Japierada nevienadiba
sin(tx+ (L—t)y)>tsin x+ (@—t)sin y, ja x,y [0, x] un t:%.
ApzZimé Xx=u+vVv,y=u-Vv.Tad x+y=2uun
. 1. 1.
sinu > Esm(u +V) +§sm(u —V).

Vienkar$ojam nevienadibu, lietojot sinusa no divu lenku summas un starpibas formulas:
sin u > sin ucosv

Takau=

X + . . . . :
5 Y [0, 7], tad sinu > 0 un pieradama nevienadiba ir lidzveértiga acimredzami

patiesai nevienadibai 1> cosv.
Lidzigi risinams nakamais uzdevums.

18. uzdevums. Pieradit, ka cos X ir J-ieliekta nogriezni [—g, g].

19. uzdevums. Pieradit, ka tgx ir stingri J-izliekta intervala [0, g)

Apzimé x =u+v,y=u-v. Tad x +y=2uun japierada nevienadiba

x+y<1

tg > _E(tg X+1gy) <

2tgu <tg(u +v) +tg( u —v).
Parveidojam nevienadibas labo pusi:
_ 2
2tqu < tgu + tgv N tu —tgv _ 2tgu(1 +tg \2/)
1-tgutgv  1+tgutgv 1 (tgutgv)

Takﬁu:x+y

[0, g) , tad tgu > 0 un nevienadibu var vienkarsot:

2
1< 1+tg°v

1 (tgutgy) 2
Nevienadiba ir speka, ja dalas saucgjs ir pozitivs. Saucgja pozitivitate izriet no ta, ka

2 4
kurienes: 1 > tgutgv.

X — T _ _ L
V= Xy € [— —, Z] un no ta, ka cos(u + Vv) = cosx > 0. Tatad cosucosv > sinusinv, no

20. uzdevums. Pieradit, ka ctgx ir stingri J-ieliekta intervala [0, g) .

21. uzdevums. Pieradit, ka arctgX ir J-ieliekta intervala [0, + o) .

Piezime. Nevienadibu, kas raksturo sinx, CoSX un tgx J-izliektibu, pieradijumi ir atrodami,
piemé&ram, gramata [Siv]

22. uzdevums. Pieradit, ka funkcija f(x) =+/x*+a® irizliekta.
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Pieradisim pé&c definicijas, ka f ir stingri izliekta, ja a nav nulle. NeierobeZojot visparigumu,
var uzskatit, ka a pozitivs. Nem dazadus U, vV no [ a, a] un patvaligu 4 € (0;1) . Tad japierada
nevienadiba

\/(ku +(1-A)V) +a® < Mu? +a? + (1-W)Wv2 +a?
Kapinasim abas nevienadibas puses kvadrata:
M2u? + 200 -A)uv+ (@L-A)%v? +a’ <

<22 +a?)+@-0)2 (W% +a?)+ 20— 1)y (u? +a%)(v? +a?)

20.(L- W)V —a2 < 20(L- W), J(u? +a?)(v? +a?)
Izdalam abas nevienadibas puses ar 2A4(1— 1) >0

uv—a? < \/(uz +a%)(v? +a?)
Kapinam nevienadibas abas puses kvadrata
(uv)? — 2uva® + a* < (uv)® + (ua)® + (av)> + a*.
0 < a?(u—v)2
Stingra izliektiba pieradita.

Jensena nevienadibas dazi lietojumi

23. uzdevums. legtit nevienadibas starp harmonisko, geometrisko, aritmé&tisko un kvadratisko
vidgjo: H < G < A <K ka sekas no (JN).

Lai iegiitu A < K, apliikosim izliektu funkciju f (x) = x*. Saskana ar (JN):

2 2
FA) S A(fy,. f) = A2 T

2 2
A< /xl Jr.r.].+xn _K

Tagad aplukosim logaritmisko funkciju

f(x)=-lgx, x>0.
Tas J-izliektiba pieradita augstak.
Saskana ar (JN):

—lg(A) S—%(Ig X, +...+lg x,) :—%Ig G"=lgG<lgA
Ta ka lg ir augosa funkcija, tad G <A.

) 1 1 .
Nemot X, :tk_l, k =1...,n, nevienadiba K < 6’ leglistam:
1

< < H<G

Piezime. Nevienadibas H <G < A< K ar citiem pan€mieniem iegiitas gramatas “Ekstrému
uzdevumi” 1. dala.
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n n n
24. uzdevums. Iegtt Kost nevienadibu ZXK Yy < \/z X} \/Z yZ ka sekas no (JN).
k=1 k=1 k=1

Uzrakstam (JN) funkcijai f (t) =t2.
(ty +--+ A pty)? <At +oo 0 t]
Uzskatisim, ka neviens no Xx uUn yx nav nulle. Pret§ja gadijuma KoS$1 nevienadiba varétu

samazinat saskaitamo skaitu n un apliikot nevienadibu ar visiem nenulles locekliem.
Nem

2
X uB

B Xy

kur B =x; +---+ X2 . Izvéle likumiga, jo visi A ir pozitivi un to summa ir 1. Ievietojam
2 ,2R2
2 _ X Y«B 2
Ml =X Vi Mg =—-- 2 =Y B
k

Jensena nevienadiba:

25. uzdevums. Pozitiviem X, Y, a un b pieradit nevienadibu x%y° < ax + by, jaa+b = 1.
ST nevienadiba ir nevienadibas G <A visparinajums (divu mainigo gadijuma), ar pedgjo ta

sakrt, ja azbzé.

Xa yb — 1Oalg xloblg y _ 10a|g x+blgy —
= f(algx+blgy)<af(lg x)+bf(lgy)=
a10'"* +b10'9Y = ax +by .
Piezime. Ja a un b racionali skaitli, kuru summa 1, tad nevienadibu X""yb <ax + by,
1

C 1 - . - X+t X
var iegiit ka sekas no visparigas nevienadibas G < A: (X X, -+-X,)" < +—-"",

n
Nemam pirmos m skaitlus §aja nevienadiba vienadus ar X un pargjos n — m skaitlus vienadus
ary:

mx+(n-m)y _ x%y%£@+(l—m)y.
n

1
(menfm)n S
n n

. . y e .11 .
26. uzdevums. Pieradit Heldera nevienadibu: visiem pozitiviem p un g, kuriem —+==1,1ir
q
speka:

n n D % n q é
2labd < Dfad” | b |
k=1 k=1 k=1
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Kol

1
= p q
Apzimésim: A:(i|ak|pjp (Z|bk|qJ , —[ Aj Yy = [%kj . NeierobeZojot
k=L

. . e . . a, b
visparigumu, var uzskatit, ka ax un by ir pozitivi. Tad japierada nevienadiba ZK" . Ek <1.

Iev@rosim, ka visu Xi un yx summas ir vienadas ar “1”. Izmantojot ieprieksgja uzdevuma
pieradito nevienadibu xg yE < ax, +by,, pec vienkarSiem parveidojumiem ieglistam, ka

> T (yk>q<z(—xk+ ykJ S n+ T m il

q

27. uzdevums. legiit Heldera nevienadibu, pienemot, ka funkcija f(t)=t°, t>0, p>1, ir
J-izliekta. Vai varat pieradit $is funkcijas J-izliektibu ar elementaram metodém (neizmantojot
diferenciarékinus)?

28. uzdevums. Atrast maksimalo vértibu summai sinx + siny +sinz, jax+y+z=mxn
Funkcija f(t) = sint ir J-ieliekta nogriezni [0; «t]. Lietojam (JN) ieliektai funkcijai:

f(x)+f(y)+f(z)ssf[¥j

J3
=

sinx+siny+sinz=f(x)+f(y)+f(z)ssf(—x+;’+z):3$in(><+g+zj:3
. N N I o
Tatad sin X +sin y+SInZST.Vlenadlbatleksasnlegta,JaX—y—z_

29. uzdevums. Pieradit, ka no visiem n-stiiriem, kas apvilkti ap doto rinki, vismazakais
laukums ir regularam n-stairim.

Dota rinka radiusu apzimé&sim ar r un ap to apvilkta n-stira M laukumu ar L. Punktus, kuros
rinkis pieskaras n-stiira malam, savienojam ar rinka centru O, sk. 37. zZim. Tad apskatamais
n-sturis ir sadalits n Getrsturos, kuru laukumu summa ir L.

A B

37. zim.

Aprekinasim viena Cetrstiira laukumu:
AB = I’th, Lagoc = 2Lago = r2 th.
Apziméjot attiecigos trijstiira lenkus ar X, ..., Xn, izsakam n-stira M laukumu:

L(M) = r? (tgXy +...+ tgxy).

. o S | _ .
Ievérosim, ka X; +---+ X, = . Tangensa funkcija intervala [0, E) ir J-izliekta, tatad tai ir
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speka (JN). Izvelamies visus A vienadus ar —:
n

tg[xl +-r-]-+ X ] < tg(x,) +~r-1-+tg(xn)

rztg(lef"'JFan: rzthS (2 190xg) +--+19(x,) _ L(M) =
n n n
rztg%s L(M)

Nevienadiba parveérSas vienadiba, ja visi Xk ir vienadi. V@l atliek ievérot, ka nevienadibas
kreisas puses loceklis ir regulara n-stuira, kas apvilkts ap doto rinki, laukums.
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Dazi uzdevumi par izliektam funkcijam patstavigai risinaSanai

30. uzdevums. Pieradit vai atspekot: ja funkcija f : R — R ir izliekta, tad ar [— %) ir

izliekta.

31. uzdevums. Pieradit vai atspekot: ja funkcija f :R — R ir izliekta, tad vismaz viena no
funkeijam % —% ir izliekta,

32. uzdevums. Atrast visas izliektas funkcijas, kuras defing ar formulu vax* +bx +¢ .

33. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka izliektas un nenegativas funkcijas kvadrats ir izlickta
funkcija.

34. uzdevums. Pieradit vai atspekot: ja pozitivas funkcijas kvadrats ir izliekta funkcija, tad ar1
pati funkcija ir izliekta.

35. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka divu izliektu funkciju reizinajums ir izliekta funkcija.

36. uzdevums. Noskaidrot vai funkcijas f(x) =x?, g(x)=x%*-1 ir izliektas un vai to
reizinajums ir izliekts kopa R.

37. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka divu izliektu pozitivu funkciju reizinajums ir izliekta
funkcija.

38. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka divu izliektu funkciju f , g : R— R kompozicija jeb
salikta funkcija f(g(x)) ir izliekta.

39. uzdevums. Noskaidrot vai viena no saliktam funkcijam f(g(x)) un g(f(x)) ir izliekta, ja
f(x)=x? un g(x) =x?-1.

40. uzdevums. Pieradit vai atspekot, ka vismaz viena no saliktam funkcijam f(g(x)) vai g(f(x))
ir izliekta, jaf, g : R—> Rir izliektas funkcijas.

41. uzdevums. Atrast funkcijas f = X%, x > 0, inverso funkciju un pieradit, ka ta ir ieliekta.

42. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka izliektas funkcijas f : R— R inversa funkcija (ja ta
eksiste) ir ieliekta.

44. uzdevums. Pieradit vai atspékot, ka monotona funkcija f :R— R vienmér ir vai nu
izliekta vai arT ieliekta.

45. uzdevums. Pieradit vai atspekot: ja f ir izliekta gan nogriezni [-1, 0], gan nogriezni [0, 1],
tad ta ir izliekta ar $o nogrieznu apvienojuma [-1, 1].

40



17.nodala Funkcija f(x)=+a® —x2 +/b% - (c - x)?

Noskaidrosim, ka funkcijas f ekstrémus var atrast ar elementaram metodém. Atkariba no
konstantém a, b un ¢ funkcija f maksimumu vai minimumu var sasniegt definicijas kopas
iekSien€ vai galapunkta. Vispirms apliikosim piemérus, kas raksturo iesp&jamas situacijas.
Péc tam funkcijas ekstrému pétiSana izmantosim izliektibas jédzienu. Atcer€simies, ka p&c

izskata lidziga funkcija h(x) = \/ a’+x%+ \/ b® +(c—x)? radas, risinot Hérona uzdevumu,
kur$ dazados aspektos ir apliikots darba 1. dala. Vai uzdevumu argja lidziba bus saskatama art

apskatamas funkcijas ekstremalajas 1pasibas? Vai kads no Heérona uzdevuma risinajumiem var
dot pavedienu ar1 §1s funkcijas ekstrému mekléSana.

Piemeri
1. piemérs. Funkcija f maksimumu sasniedz definicijas kopas iek$€ja punkta.
Noteikt ekstrémus funkcijai

f(X) =V1-x2 +41-(1-x)2 .

Nosakam funkcijas definicijas kopu (8is nodalas ietvaros runa ir par ta saucamo dabigo
definicijas kopu):

1-x*>0,

1-(1-x)%>0

-1<x<1, 0<x<2 = x€[0,1].
Pieradisim, ka funkcija maksimalo v&rtibu sasniedz nogriezna [0, 1] viduspunkta:

f(x)sf(%):ﬁ.

Kapinam nevienadibas f (x) < /3 abas puses kvadrata:

1-x2 +1-(1-x)2 + 21— x? J1-1-%)?) <3

1-x2 +1-1+2x - X% + 24/ x?)(2x - x?) <3

2\/x4—2x3—x2+2x§2x2—2x+2

\/X4—2X3—X2+2XSX2—X+1.

Kapinam velreiz abas puses kvadrata:
x*—2x3 —x? +2x < x% —2x3 +3x% —2x+1
—4x? +4x-1<0
—(2x-1)*<0.
Tatad max f(X) = /3.

Pieradisim, ka funkcijas minimala vértiba ir 1. So vértibu funkcija sasniedz nogriezna
galapunktos: f(0) = 1 un f (1) = 1. Kapinam nevienadibas f(X) > 1 abas puses kvadrata

1-x2 +1-1+2x - X2 + 21— x2)(2x — %) > 1

2,/ — x2)(2x — x2) = 2x% — 2 = 2X(x —1)
Nevienadiba ir speka , jo tas laba puse ir negativa, ja 0 <x < 1.

2. piemérs. Definicijas kopa ir tuksa.
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Noteikt ekstrémus funkcijai

f(x) =V1-x% +1-(3-x)2.
Nosakam definicijas kopu:
1-x*>0;1-(3-x)?>0.
-1<x<1, 2<x<4.
Ta ka definicijas kopa ir tuksa, tad var uzskatit, ka uzdevums nav formuléts korekti.

3. piemérs. Definicijas kopa sastav tikai no viena punkta.
Noteikt ekstrémus funkcijai

f(X) =V1-x? +1-(2-%)°
Nosakam definicijas kopu:
1-x*>0,1-(2-x)°>0
-1<x<1,1<x<3

Ta ka definicijas kopa sastav tikai no viena punkta X = 1, tad
min f(x) = max f(x) =f (1) = 0.

4. piemérs. Estréms netiek sasniegts uzdota intervala iekSiené.
Intervala [3, 5] noteikt ekstrémus funkcijai

f=v25-x% +/25-(3-x)? .
Vispirms pieradisim, ka dotaja intervala f ir dilstosa funkcija ka divu dilstosu funkciju
summa. Parabolai 25 — x* zari vérsti uz leju un virsotne ir punkta x = 0, tatad ta ir dilstosa pa
labi no “0”. ArT parabolai

25— (3—-x)? = (2+Xx)(8-x)
zari ir versti uz leju. Tai virsotne ir punkta x = 3, ko var noteikt ka saknu X; =—2, X, =8
viduspunku. Ta ka abas parabolas ir dilstoSas dotaja intervala un kvadratsakne no dilstoSas
funkcijas ir dilstosa funkcija, tad apgalvojums par f dil$anu ir pieradits. Tatad

max f(x) = f (3) = 9 un min f(x) = f (5) = v/21 un

Sarezgitak bitu noskaidrot, vai funkcija f =~/9—x® +,/25—(3—X)? ir monotona,
piemé&ram, intervala X e [0, 1]. Turpmak tiks dota recepte, kas laus noskaidrot ne tikai §is, bet
ar1 jebkuras citas apskatama tipa funkcijas monotonitates intervalus.

Geometriska interpretacija

Vai uzdevumam noteikt maksimalo veértibu funkcijai
f(x) =va? —x2 ++/b? - (c - x)?

var pieskirt kadu geometrisku jégu?

Ja konstantes a, b un ¢ ir pozitivas, tad uzdevuma geometriska interpretacija ir $ada:

Atrast punkta O stavokli uz nogriezpa AD, lai dota garuma nogrieznu BO un CO
projekciju summa AB + CD biitu vislielaka, sk. 38. zim.

Jeb, kadas dalas jasadala nogrieznis AD, lai summa AB + CD bitu vislielaka?

Var iztéloties, ka BO un OC ir divi stieni, kas punkta O savienoti ar Sarniru ta, ka O
parvietojoties pa taisni AD, otri stiena gali slid attiecigi pa taisném AB un DC.
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a’—x? b® - (c—x)*

38. zZIm.

Nosacijumi, kas saista a, b un c
Ta ka funkcija f nav atkariga no a un b zimes, tad uzskatisim, ka Sie lielumi ir pozitivi.
Nosakam pielaujamas X vertibas:

a’-x>20,b%>-(c-x)?20

—a<x<a,c—-b<x<c+b
xe[-a,a]N[c—b,c+b].

So divu intervalu $kélums biis tuks$a kopa, ja a < ¢ — b vai ¢ + b <— a. Tatad, lai f definicijas
kopa nebiitu tuksa, nepieciesams, lai a>c—bunc+ b >—a. Lictojot modula zimi, Sos divus
nosacijumus var pierakstit 1sak:
Icl<a+bh.

Vienkarsi parbaudit (izdariet to patstavigi), ka iegiitais nosacijums ir arT pietickams, lai f
definicijas kopa nebiitu tuksa.
Nosacfjumu: |c| < a + b var iegtt Tsak. Funkcijas f zemsaknes izteiksmém jabiit nenegativam,
tapec

X<afe-x<b = [c[=lc-x+x|<|c—x +[x]<a+b.

Ieverosim, ka
[c-b,c+b]=[a,2a+b],jac=a+b,

[c-b,c+bl=[-a-2b,—a],jac=—(a+Dh).

Tas nozimég, ka vienadibas |c| = a + b gadijuma f definicijas kopa sastav tikai no viena punkta:
X=a,jac=a+b,unx=-a,jac=-(a+Db). Ekstremu noteik$ana funkcijai, kurai definicijas
kopa sastav tikai no viena punkta, ir triviala, tapéc turpmak uzskatisim, ka funkcijas f
parametri a, b (a >0, b > 0) un ¢ apmierina nosacijumu:

Icl<a+bh.

Funkcijas f ieliektiba
Pieradisim, ka funkcija f ir stingri ieliekta. ApzZimé&sim:

f.(x)=+va’>-x*, f,(x)=+b’ —(c—-x)*.

Vispirms pieradisim f; stingro ieliektibu. Funkcijas f; ieliektiba nav atkariga no a zimes, tapéc
neierobezojot visparigumu, uzskatisim, ka a ir pozitivs. Nem dazadus u, v no [- a, a] un
patvaligu A € (0;1). Tad japierada nevienadiba

Ja? —(w+@-2)vP >ava? —u? + 1-a)a? —v2.

Kapinam abas nevienadibas puses kvadrata:
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a? —2%u? - 2A(1-Auv—(1-1)%v? >
>2%a% - 220 + (1-)2a% - (1-0)2v2 + 20 (1- W) /(@% —u?)(a? -v?)

— 2 L=V > (222 —20)a? + 201 - 1)y (@ —u®)@® -v?)

—27»(1—7L)(uv—a2 ++/(a% —u?)(a’ —vz))> 0
Taka 2A(A—-1) <0 tad v&l japierada nevienadiba
J@*-u?)@’ -v?) +uw-a?<o.

Tas pareiziba izriet no parveidojumiem:
(a®? —u?)(@? -v?) < (@ —uv)?

a*— (av)? — (ua)® + (uv)® <a*—2uva’® + (uv)? .
0<a?(u—v)>.

Funkcijas f, ieliektibu var secinat no f; ieliektibas, jo, apzZim&jot X —C =y, iegstam aplikota
tipa funkciju. Tatad f ir ieliekta (stingri) ka divu ieliektu funkciju summa.

Funkcijas f maksimuma punkts
Vispirms noteiksim, kadam vajadz&tu “izskatities” f ekstrému punktam, neriip&joties par
izvedumu stingru pamatotibu. Apzimesim
X = asinx
C — X = bsinv.
Tad funkcijas f maksimuma noteikSanu aizstasim ar $adu uzdevumu:
m=acosu+bcosv — max .

Kapinasim abas puses kvadrata:

m? = a”cos”u+b?cos® v+ 2abcosucosv
legiitajai vienadibai pieskaitisim vienadibas ¢ = asinx + bsinv kvadratu:

c®=a’sin’u+b?sin?v+2absin usin v

m? +c* =a’ +b* +2abcos(u —V)
m? =a® +b* —c? +2abcos(u —V).

Taka cos(u—v) <1, tad
m? <a’+b®—c?+2ab
m<.(a+b)*-c?.
Ekstréms tiks sasniegts tad, ja cos(u —v) =1 jebtad, ja u—v =27k, u=v+27K.

Tevietosim So U vértibu izteiksmés X = asinx un ¢ — X = bsinvi:
x=asin(v+2zk) =asinv.

c—x=Dbsin(v+27kK) =bsin v.

Izdalot pedgjo divu formulu kreisas un labas puses, izteiksim X:

c—-X b c b a+b
X a X a a
ac
X=—
a+b
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Piezime. Sada ekstrému punkta izteiksme pazistama no Herona uzdevuma. Ja ieprieks zinams,
ka kriSanas un atstaroSanas lenki vienadi, sk. 37. zim., tad

X C—X ac
—=— "= xb=zac-ax=> x=
a b a+b

e . . ac . .. .
No ta, ka f ir ieliekta, var secinat, ka punkts x* :—b ir funkcijas f maksimuma punkts.
a+

Stingrs §1 apgalvojuma pieradijums dots nakamaja punkta.

Funkcijas f monotonitates intervali

Teoréma. Pienemsim, ka a, b> 0 un funkcija (x) =va® —x2 ++b2—(c—x)? ir definéta

_ ac . __ e e e . o . *
kopa [X1, Xo] un x* := ir §T nogriezna ieks€js punkts. Tad f ir augosa nogriezni Xz, X ] un

dilstosa nogriezni [X*, X2]. Savukart, ja X nepieder (X, X2), tad funkcija f ir monotona visa
nogriezni [X1, Xz].

Pieradijums. Formuléta apgalvojuma pareizibu var &rti pieradit, izmantojot f ieliektibu. Ja
stingri ieliektai funkcijai f nogriezna ieksiené eksisté maksimuma punkts, tad f ir augosa pa
kreisi un dilstoSa pa labi no $T maksimuma punkta. Savukart, ja izliektai (ieliektai) funkcijai
nogriezna iek$iené nav ekstréma punkta, tad funkcija ir monotona. Pienemsim, ka X pieder
nogrieznim [ X1, Xo] un pieradisim, ka visiem X no $1 nogriezna ir speka nevienadiba.

ac
%)
ac

a+b
2.2 2
f(ij a2 20, b(_j _
a+b ( 2 a+b
2.2
-5 (a+b)? —c? + |b? - bc —J(@+b)*—c? .

Pieradisim nevienadibu:
JaZ =x? +4b2 —(c-x)* <\/(a+b) -

Kapinam nevienadibas abas puses kvadrata:

a’ —x*>+b% —(c—x) +2\/(a2 —XZXbZ —(c—x)z)s(a+b)2 —c?

Atrodam funkcijas vertibu punkta x* =

2(@® —=x? Jbo? —(c— x)* ) < 2x* — 2cx + 2ab

Abas nevienadibas puse izdalam ar 2 un kapinam kvadrata:
a’h® —a’(c—x)* —b’x? +x*(c - x)* < x*(x—c)* +a’b? + 2abx(x —c)

—a%(c—x)°* —b?x* + 2abx(c—x)<0

(a(c—x)—bx)* =0

kas ar bija japierada.
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Sekas. Jaa, b>0una+b>|c|. Tad punkts x* :% ir funkcijas f maksimuma punkts.
+

5. piemérs. Noteikt ekstrémus funkcijai
f =v9-x2 +,/25-(3-x)° , ja x[0,1]

o « a9 . .
Lietojam teorému. Taka x = P = 3 atrodas arpus definicijas kopas, tad f ir monotona un
a+

savus ekstrémus sasniedz dota intervala galapunktos.
Aprekinam funkcijas f ekstremalas vertibas:

minf(x) = f(0) =7, max f(x)= f(1) =8 +v21=7,4...

Saja piemera funkcija ir augosa dotaja intervala. Nakamaja pieméra uzradita apskatama veida
funkcija, kas ir dilstoSa dotaja intervala.

6. piemérs. Noteikt ekstrémus funkcijai
f =v9-x2 +./25-(3-%)% ,ja xe[2, 3]

P&c ieprieksgja piemera X atrodas arpus definicijas kopas. Saskana ar teorému f ir monotona
un savus ekstrémus sasniedz dota intervala galapunktos. Aprékinasim f ekstremalas veértibas:

minf(x) = f(3) =5, max f(x)=f(2)=~5+~24 =71...

Nodalu beigsim ar kontroljautajumu:
Vai apskatamaja funkciju klasé ir tadas funkcijas, kas monotonas visa sava dabigaja
definicijas kopa [X1, X], X1 < X2?
Ja atbilde uz So jautajumu nav skaidra, tad ieteicams vélreiz uzmanigi izlasit ieprieks
izklastito materialu.
Iepriek3gjos divos pieméros apliikotas funkcijas dabiga definicijas kopa ir [- 2, 3]. Saja kopa
funkcija nav monotona, jo

f(-2)=/5<f(0)=7, f(0)> f(3)=5.
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18. nodala PamacoSi piemeri

1. piemers.

Funkcijai, sk. 39. zim., ir divi minimuma (globala) punkti X3 un Xs un bezgaligi daudz
lokala minimuma punktu, kas pieder [Xi, X2). Savukart maksimuma punkti ir ne tikai
X1, X2, X4 UN X, bet ar1 jebkur§ nogriezna [X1, Xo] punkts. Viens un tas pats punkts var
biit gan maksimuma, gan minimuma punkts. Funkcijai f=0 visi punkti ir gan
maksimuma, gan minimuma punkti.

X1 X2 X3 Xa X5 X

39. zim.

2. piemérs. Uzradiet ierobezotu funkciju, kuras grafika skice ir ka 40. zimgjuma, t. i.,
funkciju, kurai ir tieSi viens minimuma un tie$i viens maksimuma punkts. Vai der
polinoms?

40. zim.

Viena no vienkarsakam prasita tipa funkcijam ir f(x) = il Paskaidrojiet, kapéc
+ X

neder polinoms.

3. piemers. Funkcijai f(x) = x nav neviena ekstréma. Uzradiet funkciju, kuras grafika
skice ir tada ka 41. zZim&uma, t. i., ierobezotu funkciju, kurai nav neviena ekstréma.
Der f(x) = arctgx. Vai $ada funkcija var buit divu polinoms dalfjums?

Annina. Nevar! Luk, pieradijums! Pirmkart, saucgja esoSajam polinomam nav realu
saknu. Pretgja gadijuma dalijums nevarétu bt ierobezota funkcija. Tas nozimé, ka $1
polinoma pakapei jabiit parskaitlim. Otrkart, abu polinomu pakapem jabit vienadam.
Pretéja gadijuma grafiks nevarétu tuvoties taisnei X =const>0. TreSkart, sadu
polinomu vecako koeficientu attiecibai jabiit pozitivai, jo polinomu dalijjums pirmaja
kvadranta ir pozitivs. Bet tad daljjums biis pozitivs ar ceturtaja kvadranta, kas
neatbilst 3. zim&juma redzamajam grafikam.

Janitis. Var! Lik, piemérs!

L, x>0,
L, x <0.

1-x
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Kam taisniba?

41. zim. Kopa R definéta ierobezota funkcija, kurai nav ekstrému.

4. piemers. 42. zim&uma ir uzradita grafika skice nogriezni defin€tai ierobeZzotai
funkcijai, kurai nav neviena ekstréma (globala). Sai funkcijai nogriezna galapunkti ir
lokala ekstréma punkti.

A

42. zim. Nogriezni definéta ierobeZota funkcija, kurai nav ekstrému.

5. piemeérs. Vai jebkurai nogriezni defingtai ierobezotai funkcijai vienmér eksisté
vismaz viens lokals ekstréms? Izradas, ka ng€! Aplukojiet funkciju f: [0, 2] — R, kas
punkta X = 1 ir vienada ar 0 un kas racionaliem skaitliem x, x # 1, piekarto x(2—x), bet
par€jiem skaitliem X(X—2).

6. piemérs. Funkcijai y = sinx ir bezgaligi daudz ekstréma punktu. Vai funkcijai var
bit bezgaligi daudz ekstréma (stingra) punktu ari tad, ja ta defin€ta ierobezota kopa?
Var! Konstrukcijas ideja vienkarSa. Izvélesimies funkciju, kas piepem tikai divas
vertibas. Viena no tam biis maksimala un otra minimala veértiba. Funkciju, kas
racionaliem skaitliem piekarto 1 un iracionaliem 0, sauc par Dirihlé funkciju. Dirihle
funkcija ir partraukta katra punkta.

7. piemérs. Vai pareiza hipotéze: ja ierobezota kopa definétai nepartrauktai funkcijai f
ir bezgaligi daudz ekstréma (globala) punktu, tad f ir konstanta kada intervala?

Nav pareiza! Funkcijai sin =, 0 < x < 1, ir bezgaligi daudz ekstréma punktu.
X

8. piemérs. Vai pareiza hipotéze: ja slégta intervala definétai nepartrauktai funkcijai f
ir bezgaligi daudz ekstréma (globala) punktu, tad f ir konstanta kada intervala?
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Nav pareiza! Funkcija f(x)=

Xsin 1‘ , f(0) = 0, savu minimumu sasniedz bezgaligi
X

daudzos punktos X = i k=1,2,...
7K

9. piemérs. Kads izskatas nepartrauktas funkcijas grafiks stingra minimuma punkta
apkartng? Parasti to att€lo tadu ka 43. zim&uma. Kapéc parasti? Vai tad ta nav
vienmér? Pieredze ar “labam” funkcijam (X%, sinx utt.) apstiprina, ka pa kreisi no
stingra minimuma punkta funkcija dilst, bet pa labi aug, ka ari $adas grafiskas
att€losanas lietderibu. Izradas, ka stingra minimuma punkta apkartné grafikam ne
vienm@r jabut izliektam, t. i., tadam ka 43. zZim&juma.

\/

43. 7zim.

Preciz€sim, ka par funkcijas f: X— R stingra minimuma punktu sauc tadu punktu Xp
no X, ka visiem x no X, X # Xo, ir speka nevienadiba
f(x) > f(xo).

Konstruésim funkciju, kuras grafiks “svarstas” starp divam parabolam X% un 4%
Nemsim

f (x) = 3x? +x%, £(0)=0.

-1
sin —
X

Tad punkts x =0 ir funkcijas f stingra minimuma punkts. Ta ka funkcija ir paru (tas
grafiks ir simetrisks pret Y asi) tad pietiek pieradit, ka f nav augosa neviena intervala

(0, ¢). Punktos x = ki funkcijas f grafiks pieskaras apaksgjai parabolai, bet punktos,
n

.1 . .. ) )
kuros sin —=1, t.i., punktos x= , augs§gjai parabolai. Uzradisim X; < Xy,
X

E+2kn

kuriem f(x;) > f(x2). Tas nozimées, ka f nav augosa. Fiksétam C izvélésimies naturalu k
tik lielu, lai punkti x; un x;:

1
X =——<Xpg ="

72T+47zk 27K

atrastos intervala (0, ¢). Tad f(x) =4x’ > x3 = f(X,), jo 2X1 > X,.
Funkcijai f lidzigas funkcijas

X? +10x2sin2 L

X

grafiks ir paradits 44.zim€uma. Koeficients “10” izvéléts peéc daziem
eksperimentiem ar programmu ‘“Mapple”, lai iegitu uzskatamaku grafiku. Nereti
gadas, ka noapalosanas kliidu dgl, datorprogramma izdod grafiku, kas biitiski atSkiras
no funkcijas Tsta grafika.
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44. 7im. Nepartraukta funkcija, kura nav izliekta neviena stingra minimuma (globala)
punkta apkartné.

10. piemeérs. Vai pareizs apgalvojums: ja nepartrauktai funkcijai ir bezgaligi daudz
lokalo ekstrému, tad tai ir ar1 globals ekstréms? Nav pareizs? Sk 45. zim&umu.

11. piemers. Augosas funkcijas, kurai ir bezgaligi daudz parliekuma punktu, grafiks
att€lots 46. zim&juma. Ar nepartrauktas funkcijas f parliekuma punktu saprot tadu
punktu a, kura apkartné f maina izliektibas veidu (virzienu). Precizak, eksisté tads
intervals (a — ¢, a + C), ka 8aja intervala pa kreisi no a funkcija ir izliekta (ieliekta), bet
pa labi ieliekta (izliekta).

12. piemérs. Vai pareizs apgalvojums: ja funkcijai nogriezna iekSiené nav neviena
ekstréma punkta, tad funkcija ir monotona.

Atbilde rodama no 5. pieméra.
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45. zim. Funkcijai xsinX ir bezgaligi daudz lokalo ekstrému,
bet nav neviena globala ekstréma.

121
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o z a4 & g 10 12
*

46. zim. Augosa funkcija “x + sinx”, kurai ir bezgaligi daudz parlieckuma punktu.
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Sofisms par optimalo reni

Udens noteces kanala dzilums ir h; ta $kérsgriezums ir vienadsanu trapece, kuras
laukums L. Cik platam jabut kanalam, lai, Gidenim tekot, berze gar kanala dibenu un
sanu sienam biitu minimala (t. i., $o virsmu laukums biitu vismazakais)?

Biitu interesanti zinat, kadu atbildi paredzg&jusi uzdevumu krajuma [EMP, 38.lpp.]
sastadtta;ji?

Annina.

Jarisina minimizacijas uzdevums, sk. 47. zZim&jumu,
min(2a +x) =?,ja L =(x + y)h,
B X Y ¢

B

a h a

A X D
47. zim.
Taka

h . h . . o :
y=acos, —=sinp = a= _B , tad minimizgjamo izteiksmi var izteikt ka viena
a Sin

mainiga funkciju:
f:2a+(x+y)—y:2a+£—acos[3:a(2—cos[3)+£=h2__c—osl3+£.

h h sin 3 h
Pieradu, ka th\/§+%,

MZ\@ &

sin 3
2—cos[32\/§sinB
2> +/3sin B+ cosp
1> ?sin B+%cosB:sin(B+30°)

L
Vienadiba tiek sasniegta, ja B = 60°. Tatad f minimala vértiba ir h/3 + e

Janitis. Parbaudisu Anninas risingjumu, jaL =h = V3. Tad

f :h\/§+%:3+1:4.

Zinot, ka =60°, nosaku a :_LB =2. Tas nozimé, ka f= 2a+x=4+ x> 4, kas
sin

pretruna ar to, ka f minimala vértiba ir 4.
Annina. Savadi. Mans risinajums ir parak skaists, lai tas biitu nepareizs. Es laikam

zinu, kur ir klida! Tada trapece, kurai laukums vienads ar augstumu nemaz nevar
eksistet.
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. . ) ) 1
Janitis. Tom@r var! Piem@ram, trapecei, kurai X = y=§ un augstums h=1,

sk. 47. zim&jumu, laukums ir tiesi 1.
Annina. Ja, tiesam! Bet $ai trapecei lenkis  nav 60 gradu.
Janitis. Nav un tam dro$i vien $aja gadijuma nav ar1 jabut 60 gradu.

Peteritis. Noskaidro$u, vai funkcijai
2 —cost
9(t) =—
sin t

ir vel kadi citi ekstrémi. Jadoma, ka kads no lokaliem funkcijas g ekstrémiem dos
uzdevuma atrisinajumu JaniSa minétaja gadijuma. Vispirms pieradisu, ka funkcija g ir
dilsto3a intervala no nulles 1idz 60 gradiem. Nemsim 0 < o < 8 < 60°. Tad jabit

() > g(B) < 2—cosa S 2—CcosP

sin o sin 3
(2—cosa)sin B > (2—cosB)sin o < 2(sin B—sin a) > cosasin f—cosPsin a
acosPT%gin P=* s sin(B-a) = 200" %sin P=%
2 2 2 2
. . [_)) + 0
Tagad atliek ievérot, ka 2cos 5 >c0s60" =1.

Lai pieraditu, ka funkcija g aug intervala 60°< o < p < 90°, japierada nevienadiba

p+ p-a

2C0S—— < CoOS—— &
2 2

2cosEcosg—25inEsing<cosEcosg+sinEsing =
2 2 2 2 2 2 2 2
cosEcosg<3sin Esing & 1<3thtg—
2 2 2 2

P&dgja nevienadiba apliikojamaja intervala ir speka. Tatad funkcljal g ir tikai viens
lokala minimuma punkts 1. kvadranta.

Jautrite. Pirmkart, PéteriSa secinajumu par funkcijas g monotonitates intervaliem var

iegtt atrak. Funkciju g var parveidot §adas funkcijas forma ku+ —, kuras ekstrémi un

u
monotonitates intervali kadreiz jau analizéti:
.ot o t ) t
. 2-cost 3sin E+cos 2 3tg 2+1_§tg£+ 1
sin t ot ot t 2 72 t-

2sin —Ccos — 2tg — 2tg —
2 2 g2 92

Otrkart, Annina nav apliikojusi visus gadijumus. V€l pastav tadas trapeces, kuram
augs€jais pamats ir 1saks par apaks€jo. Manuprat, gadijuma, kad trapeces laukums ir
mazs salidzinajuma ar tas augstumu, tieSi starp $adam trapeceém jamekle uzdevuma
atrisinajums.

Ka $o uzdevumu risinatu jus?
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