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IEVADS

Gramatas “Ekstrému uzdevumi” 5. dala ieklautas tris nodalas. Tapat ka ieprieksgjas
gramatas dalas elementari risinajumi joprojam ir galvenais $is dalas saturs. Pirma un lielaka
nodala, kas aiznem apméram tris piektdalas no visa 5. dalas materiala, veltita “attalumiem”.
Attaluma jédzienam, kas raksturo apskatamo objektu tuvibu, matematika ir Ipasa nozime.
Uzdevumi par attaluma noteikSanu veido plasu ekstrému uzdevumu klasi. Noteikt attalumu
starp punktu un taisni, punktu un plakni, starp Sk&rsam taisné€m, starp divam likn€m, starp
funkciju grafikiem, plasaka izpratné — starp punktu kopam, nozimé risinat minimizacijas
uzdevumu. Uzdevumu sarezgitiba var variét loti plasa diapazona: no trivialiem uzdevumiem
I1dz neatrisinatam matematikas problémam. Tiek doti lietoto jédzienu skaidrojumi, ka ar1
uzdevumu risinasanai nepiecieSamo formulu izvedumi.

Daudzus uzdevumus par attaluma noteikSanu, to skaita art studentiem paredz&tos, var
atrisinat ar elementariem panémieniem, metodeém.

Darba saturs nebiit nepretend€ uz apskatamas t€mas plasu vai izsmelosu izklastu. Tas
ir tikai neliels ieskats atseviSska tipa elementari risinamos uzdevumos. Vairakas Seit
neizverstas témas var tikt izstradatas skolénu pétnieciskajos darbos.

Saja darba dala ir ieklauta ari nelicla apjoma nodala par ekstrému noteik3anu
vairakargumentu funkcijam, ka arT nodala par nosacita ekstréma uzdevumiem. Nosacita
ekstréma uzdevumi saméra biezi satopami matematikas olimpiades, tiesa, vardi “nosacitais
ekstréms” to formul&jumos neparadas, jo p€c tiem attiecigaja konteksta nav nekadas
vajadzibas.

Ne visi uzdevumu risinajumi izklastiti tradicionala veida. Ir piedavati arT dazi sofismi
val saméra vienkarSas kliidas saturoSi risinajumi, kuros lasitajam paSam vajadzetu ne tikai
atrast pareizo risindjumu, bet arT saprast, kur citi risinataji pielavusi kadu kladu, pavirsibu.

Kaut izklasts ir elementara ITmeni, tom&r ta satura ‘“sagremoSanai” skol€niem jabut
pacietigiem un pietickami labi matematiski sagatavotiem. Uzdevumu risinajumos biezi tiek
lietotas klasiskas nevienadibas (nevienadiba starp vid&jo aritmé&tisko un geometrisko, Kosi
nevienadiba), kuras detalizeti aplikotas darba ieprieksgjas dalas.

Atsauces uz literatiiru dotas forma [KR], [Sad, 3, 30-31], kur skaitli norada citéta avota

lappuses.



19. nodala
Attalumi

Uzdevumi par attaluma noteikSanu veido plasu ekstrému uzdevumu klasi. Ta satur loti
daudzveidigus un dazadas griitibas pakapes uzdevumus: vienkarSus vingrinajumus
(pieméram, atrast attalumu starp kvadrata diagonales galapunktiem; attalumu no trijstiira
virsotnes lidz ta pamatam, t. 1., trijstiira augstuma garumu, utt.), olimpiazu limena uzdevumus,
ka ari loti sarezgitas un neatrisinatas matematikas problémas. Daudzus uzdevumus par
minimala attaluma noteikSanu, to skaita ar1 tadus, kas paredzeti studentiem, var atrisinat ar
elementariem panémieniem, metodém. Elementari risinajumi ir galvenais §1s iedalas saturs,
tomér tiek doti arT lietoto jédzienu skaidrojumi, ka ari formulu izvedumi. Vards “Piemérs”
lietots, lai apzim&tu tos uzdevumus, kuru formul&jumi nemti no citiem avotiem. ledalas saturs
nebiit nepretendé uz apskatamas témas plasu izklastu. Tas ir tikai neliels ieskats atseviska tipa
elementari risinamos uzdevumos. Vairakas t€mas, kas attiecas uz So iedalu, var tikt izverstas
skolénu pétnieciskajos darbos.

Dazkart skoléniem tiek piedavati $ada tipa nekorekti formuléti uzdevumi: uzzimét
attalumu no “laca Iidz kokam”. Kas ir attalums? Vai tas ir skaitlis vai kada Itnija? Gandriz
drosi, ka tas nav 1sti skaidrs ne tai merkauditorijai, kurai piedavati §adi formuléti uzdevumi,
ne ar1 paSiem sastaditajiem.

Attalumu starp diviem plaknes punktiem A(ai, az), B(bi, by), kur ax (k=1,2) ir So
punktu abscisas un by ordinatas, izsaka formula (iegtst ka sekas no Pitagora teorémas)
d(A B) =/ (2 ~y)? + (2, ~b,)° .
Trisdimensiju telpa attalums starp punktiem A(ay, az, as), B(by, by, b) ir vienads ar
d(A B) = /(ay —b)? + (2 ~b;)? + (a3 —b3)? .
Péc analogijas var definét arT attalumu starp diviem n-dimensiju telpas punktiem
A(ay, az, ..., an) un B(by, by,..., by):

d(A B) = /(a —b)? +(a, —b,)? +--+(a, —b,)? .

Matematika ar attalumu d(X, Y) starp divam figiram X un Y saprot vismazako no
attalumiem d(x, y) starp $o figiiru punktiem (X e X,y e Y).
Attalumu d(A, B) starp diviem punktiem A un B apzimé ar [AB|. Tau nereti vienkarSibas dél
|AB| vieta raksta AB, t. 1., nogriezni AB apzimé tapat ka ta garumu. Ta ir neprecizitate, kas
parasti nerada divdomibas. Runajot par attalumiem, més ar1 dazkart lietosim So &rto pierakstu.
Ar pierakstu F(x,y) sapratisim funkcijas F vértibu punkta (x,y). Punkta koordinatu
atdaliSanai lieto arT semikolu (x; V).

Attalums no punkta lidz punktu kopai

Parasti punktu kopas loma tiek nemti taisnes, plaknes, dazadu liknu, virsmu punkti.
Attalums no punkta Iidz taisnei

Pienemsim, ka jaatrod attalums d(A, T) no uzdota punkta A(p, q) lidz taisnei T: y = kx + b.
Izv&lamies patvaligu taisnes T punktu P(X, y). Tad attaluma kvadrats ir

d*(A, P) = (x—p)* + (y—a)° = (x—p)° + (kx + b — q)°.
1. Atveram iekavas un péc vienkarSiem parveidojumiem iegiistam kvadratfunkciju:



d? = x* — 2px + p*+ (kx)* +2kx(b — q) + o.
d®= (1 + K)X* + 2[k(b — q) — p]x + p* + (b — )",

Viena no iespgjam ir izdalit pilno kvadratu un tad atrast kvadratfunkcijas minimalo vértibu.
Otra nedaudz racionalaka iesp&ja ir noteikt apskatamas funkcijas — parabolas — virsotnes
koordinatas. Tresa iesp&ja, kas nedaudz atvieglina tehnisko darbu, ir $ada. levéro, ka
parabolas

y = ax*— 2bx = x(ax — 2b), a > 0,

.. . . . b e _ .
minimuma punkts ir saknu viduspunkts, t. i., punkts Xqi, =— un vértiba $aja punkta ir
a

2

vienada ar Y, = —%. Izmantojot $o faktu aprékinam d° izteiksmes minimalo vértibu:
g2~ [P=kO=aI® 5 vz (K" (b-0)]-[p—kb-q)I" _
min = 2 p q)° = 2 =

ke+1 ke +1

k?p®+(b-q)*+2pk(b-0a) _ (kp+b-a)® _  _|kp+b-q|

k?+1 k?+1 i Vk2 +1

Uzradisim elegantaku risinajumu, parformul&jot doto uzdevumu citos apzim&jumos.
2. ApzZim&sim U = p — X, V = kx + b — ¢. Tad jarisina $ads uzdevums:

mind® = min(u? + v?) = ?
uk+v=pk+b-aqg.
Lietojam KoS1 nevienadibu
(pk + b —q)? = (uk + v-1)? < (U? + VA)(K? +1) = d*(k? +1).

no kurienes
— 2 —
g2 POD=@ o pkrbodl oy
k®+1 k? +1
Piezime. Ja taisne ir uzdota forma ax + by + ¢ = 0, tad attalums d no punkta (Xo, yo) lidz taisnei

laxq +byg + ¢

va? +b?

Ko$1 nevienadiba ir @&rts Iidzeklis, lai atrastu attalumu no punkta Iidz plaknei ari
vairakdimensiju telpas.

ir vienads ar d =

1. piemé&rs. Atrast attalumu no punkta (2, -2, 3) [idz plaknu 2x —y + 3z =1 un
— X+ 3y +z =-3 skélumam. [EG, 872]

Plaknu Sk€lums biis taisne. Lai noteiktu So taisni, izsakam zZ no otras vienadibas un
ievietojam pirmaja:
z=x-3y—-3,2x—-y+3(x-3y—-3)=5x—-10y —9=1,x=2y + 2.
z2=2y+2-3y-3=-y-1

Taisnes punktus pierakstam forma (2t + 2, t, —t— 1) un sastadam attaluma kvadratu:

d2=(2t+2 -2+ (t+2)*+ (- t—-1 -3 =4+ (t+2)° + (t + 4)° =



6t° + 12t + 20 = 6t(t + 2) + 20.

Minimuma punkts ir t = 1 un atbilsto$a minimala vértiba d * = 38,

Attalums no punkta Iidz Itknei

Attalums d no punkta (p, q) Iidz funkcijas y = f(x) grafikam ir vienads ar
d=+(p-22+(q-(1(x)? .

Ertak ir meklet minimumu attaluma kvadratam
d? = (p—x)?+ (q-f(x))* = min.

Atkariba no uzdevuma mainigais X pieder realu skaitlu kopai vai kadai §1s kopas apakskopai.
Skaidrs, ka punkts, kur§ minimizé attaluma kvadratu, minimizeé ari pasu attalumu. Lidzigi
rikojamies ar tad, kad janosaka attalums no punkta (p, q) lidz Iiknei {x(t), y(t)}. Sai gadijuma
mekl&jam minimumu attaluma kvadratam

d®=(p—x(®)’ + (@ (y(t))* - min,
kad parametrs t pieder kadai uzdotai kopai.

2. piemé&rs. Atrast attalumu no (2, 0) lidz liknei x> + y2 =1.
Tas, ka tuvakais Itknes punkts ir (1, 0) jau pateikts prieksa sada formulgjuma “Pieradit, ka
(1; 0) ir punktam (2; 0) tuvakais punkts uz liknes x* + y* = 1.” [Ant, 248].

Likne x° + y2 =1 ir rinka linija ar radiusu 1 un centru koordinatu sakumpunkta O.
Punkts A(2, 0) atrodas uz X-ass. Ar K apzimésim nogriezna OA krustpunktu ar rinka Iiniju.
Tad no geometriskiem apsvérumiem skaidrs, ka |[KA| ir minimalais attalums no punkta K Iidz
rinka Iinijai. VienkarSs un 1ss ir art algebrisks risindjums. Attaluma kvadrats

d2=(x-2)%+y* = (x-2)*+1-x*=—4x+5
biis minimals, ja X biis iesp&jami liels. Taka x < 1, tad dymin =1, ja x = 1.
Ar1 patvaligam punktam A(p, ) ir speka ipaSiba: attalums no punkta A Iidz rigka linijai

2 2 2%, o . X ¢ . . .. Lo
X“+y =r" ir vienads ar |AK|, sk. 1. Zzim&umu. So geometrisko intuiciju apstiprinasim ar
algebrisku pieradijumu. Parveidojumos izmantosim Kos1 nevienadibu:

d°=(x-p)’+(y-0)° =x"-2px+p°+y’ 20y +q° = 2(px +ay) +p°+ Q" + 1>

—2\/x2+y2 -\/p2+q2 +p2+q2+r2 :—Zr\/p2+q2 +p2+q2+r2 :(\/p2+q2 —r)2 =
d =‘w/p2+q2 —r‘.

A

1. zim.



No proporcionalitates nosacijuma p: g = X : Y izriet, ka punkts (X, y), kas minimiz¢€ attalumu,
atrodas uz taisnes, kas savieno doto punktu A ar rinka Iinijas centru.

2

3. piemérs. Atrast punktus uz elipses, X2 +y?:1’ kuri ir vistuvak punktam a) (2, 0);

b) punktam (+/8; 0). [DG, 295]
Aplikojam attaluma kvadratu no patvaliga punkta (p, 0) lidz elipsei.
d2 ()= (x—p)2+y? = (x—p)*+9—9x* = —8x*—2px + p* + 9
Parabolai zari vérsti uz leju, tapéc ta minimumu sasniedz piclaujama X mainas intervala [-1, 1]
galapunkta(os). Takad? (1) = (p— 1)’ un d*(-1) = (p + 1) tad dmin = d(1) = |p— 1|, jap >0
un dmin =d(-1) =|p + 1|, jap <0.

Piezime. Aplikotaja pieméra punkts ir nemts uz koordinatu ass. Uzdevums par attaluma
noteik§anu no patvaliga punkta lidz elipsei ir butiski sarezgitaks. Tam ir cie$s sakars ar
Apolonija (ap 260-170 p.m.€.) uzdevumu: “Atrast attalumu no punkta lidz elipsei. Cik
normales var novilkt no punkta Iidz elipsei? . [GT, 171, 187-189] (Ar normali saprot taisni,
kas perpendikulara pieskarei.)

4. piemérs. Atrast punktus uz parabolas y = x* + 2x, kuri ir vistuvak punktam (-1, 0).
Gramata [EG, 872] uzdevums ievietots starp tiem, kurus (studentiem) paredz€ts risinat ar
LagranZa reizinataju metodi. Uzradisim elementaru risinajumu.

Meklgjam minimumu attaluma kvadratam:
d? = (x + 1)% + (6 + 2x)> - min.
2
d2=x*+2x+ 1+ (x*+ 2x)2=[(x2 +2x)+%) +%.

No Sejienes secinam, ka mekl&jamo punktu abscisas ir kvadratvienadojuma

J2

x? +2X+§ =0 atrisinajumi, t. 1., X3, = —1i7. Tas, ka minimalais attalums realiz€jas

divos dazados punktos, izskaidrojams vienkarsi, proti, dotais punkts (-1, 0) atrodas uz
parabolas simetrijas ass.

5. piemers. Atrast funkcijas x° + y? ekstrémus, ja 5x° — 6xy + 5y° = 4.

Piezime. Uzdevumam ir $ada geometriska jéga. Punkts P(X, y) ir Iiknes 5% — 6Xxy + 5y2 =4
punkts, bet d?=x?+y? ir attadluma (no P 1idz koordinatu sakumpunktam) kvadrats. Punkts,
kur§ minimizé (vai maksimizg) attdluma kvadratu minimizé ar1 paSu attalumu. Gramata
[TF, 213] prasits “Atrast punktus uz liknes 5x% — 6xy + 5y2 =4, kuri ir vistuvak koordinatu
sakumpunktam”. Studentiem paredz€to uzdevumu var atrisinat nemaz nezinot, ka dota
vienadiba defin€ kadu likni un to kada “izskatas” 1 likne.
Uzradisim 1su un turklat loti vienkarsSu risindjumu. Izmantojot nevienadibu
—(C+y) <2y <X+
—d?<2xy<d?
redzams, ka 5d ? = 5x* + 5y% = 4 + 6xy var mainities §adas robezas: 4 —3d < 5d < 4 + 3d 2.

1
No $ejienes secinam, ka 4 < 8d 2un2d?<4, tapec 3 <d?<2.

Punktus, kuros attalums d sasniedz ekstremalas vértibas, vienkar$i atrast, ja izmanto
nosacijumus, kad lietotas nevienadibas kliist par vienadibam, proti, X =—Yy un X = Y. Pirmaja



V2

: : : 1
gadijuma no vienadibas 5x°— 6xy +5y° = 4 ieglistam, ka X=-y =+ 3 un din, = - bet

otraja, ka x=y=+lund_, =~2.

Attalums no punkta Iidz plaknei

Attalums no punkta (Xo, Yo, Zo) l1dz plaknei Ax + By + Cz + D = 0 ir vienads ar
q =|Ax0+By0+Czo+D|.
VAZ +B? +C?
So formulu var pieradit dazados veidos. Elementaru un su formulas izvedumu iegiist, lietojot
Kos1 nevienadibu. Risinam nosacita minimuma uzdevumu
d? = (x=Xp)* +(y— ¥o)? +(2—2,)* - min
Ax+By+Cz+D=0.

Attaluma formula izriet no vienkarSiem parveidojumiem
| AXg +Byg +Czy+ D|=| Axg + Byy +Czy — Ax—By —Cz|=

| A(Xg — X) + B(y—y0)+C(Z—Zo)|S\/A2+BZ+C2 ~\/(x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2.
| Axg +Byy+Czy +D|

| Axg +Byy +Czy +D|<VA?+B2+C? .d = dyy, =
VA% + B2 +C?

6. piemérs. Aprékinat attalumu no punkta (— 2; —4; 3) Iidz plaknei 2x +y + 2z +3 =0 un no
punkta (3; 7; 4) 1idz plaknei 4x — 3y — 1 = 0. [KZZ2, 89]

Ievietojot doto punktu koordinatas attaluma formula, dabii:

p golm4m4reedl 1o j12-21-1)
V9 3 V25

Piezime. Minétaja uzdevumu krajuma pirma varianta atbilde -“3”- ieviesusies drukas kltda.

2.

7. piemérs. Aprékinat attalumu starp plakném:
2Xx+y—-2z-6=0 un 2x+y-2z2-15=0;
3X—2y+6z-8=0un 3x-2y +6z2—-36 =0;
X+2y+22-9=0 un 2x+4y+4z+15=0

Krajuma [KZZ2, 89] jau iepriek§ pateikts, ka plaknes ir paral€las. Zinot So faktu, var pemt
patvaligu vienas plaknes punktu un aprékinat attalumu no ta 1idz otrai plaknei. Pieméram, &rti
nemt attiecigi Sadus pirmas plaknes punktus (3,0, 0), (0,—4,0) un (9,0, 0) un izmantot
attaluma formulu. P&c vienkarSa aprékina ieglisim, ka attalums starp plakném Sajos tris
variantos attiecigi ir 3 un 4 un 5,5.

treSaja varianta

Attalums no punkta Iidz virsmai

8. piemérs. Atrast min(x* + y? + 7%), jax* —yz = 5.
“Atrast punktus uz virsmas X* — yz = 5, kuri ir vistuvak koordinatu sakumpunktam.” [Ant, 948]

Uzdevums atrisinams divas rindinas. levérojam, ka



Xy +2=5+yz+y 472 = 5+(y+§)2+32225 = di, =5.

Vienadiba tiek sasniegta, jay =z =0 un x* = 5.

9. piemérs. Atrast minimalo attalumu no virsmas XYy-+ 2xz=5+5 punkta lidz koordinatu
sakumpunktam. (Gramata [EG, 870] uzdevums risinats ar Lagranza reizinataju metodi, kas
aiznem apméram 1 lpp.)
Uzradisim elementaru uzdevuma
min( +y? + 2%) =2, xy+2xz=55
risinajumu. No nevienadibas (X — ay)2 > 0 izriet, ka jebkuriem realiem skaitliem X un y un
pozitiviem a ir speka:
x? )
2Xy < Y +ay”.

Izv@lésimies a loma piemérotus skaitlus p un ¢, kuri tiks precizéti vélak, un novert€sim
Xy +2XZ:
2 2
10/5 = 2xy + 4xz < X + py? +2L+2qz2 = (l+g]x2 + py? +2qz°.
Y q P q

Nemsim p un q ta, lai visi tris koeficienti biitu vienadi, t. i., p = 2q un

1 2 5 , b5 J5
—+—=20=>—=20=>(0" =—=>(0=—.
P q 2q 4 2

Pateicoties Sadai izvélei,
10v5 < 2q(x% + y? +z%) = x% +y? +22>10 = d min =4/10.
Atbilstosie minimuma punkti ir (\/g ,1,2)un (—\/g ,—1,-2).

10. piemérs. Aprekinat min(x* +y* + 7%), ja xy’z* = 16.
“Atrast punktus uz xy’z® = 16 grafika, kuri atrodas vistuvak koordinatu sakumpunktam.” [Sw, 769]

Viena no iespgjam, ka iegiit elementaru risinajumu, ir nevienadibas A > G izmantoSana:
16 > y? y* 8 8
d?=x*+y*+22 =x*+y* +—=x* +y—+y—+y—+—3+—3.
Xy 33 3 xy Xy
No vienadibas xy’z* =16 izriet, ka reizindgjums Xy ir pozitivs lielums. Attaluma kvadratu

ey o o L . 64 . -
esam uzrakstijusi ka seSu pozitivu saskaitamo summu, kuru reizinajums ir 27 t. 1., nemainigs

lielums. ST summa blis minimala, ja visi saskaitamie vienadi. Lielumu X aprékinam no

vienadibas (x?)° =? = x° = 2 = d? =6x° =£ = 4\/5, kas ir prasita minimala

7 NE V3

vertiba.

11. piemérs. Atrast punktus uz vienibas sféras, kuri ir vistuvak un vistalak no punkta (4, 2, 1).
[EG, 872]

Doto punktu A savieno ar sferas centru O. Taisnes AO krustpunkti ar doto sféru ir
mekl&jamie punkti. Algebrisku pamatojumu iegiist, lietojot Kos1 nevienadibu, ka 2. piemera.



Attalums starp funkciju grafikiem
12. piemé&rs. Atrast attalumu starp taisném (3t, 2t, t) un (2t, 2t + 3, 2t). [Ant, 948]

Elementars risinajums:
d?=(3t-2t)%+ (2t — 2t —3)* + (t— 2t)> = 2t > + 9, no kurienes dpin = 3.

13. piemérs. Atrast punktu uz parabolas y = x, kurs ir vistuvak taisnei y = 2x — 4. [Min, 150]

Apzim&jam mekl&jamo parabolas punktu ar (t, tz). Soreiz parastais panémiens, kad mekle
minimumu  attaluma kvadratam, tehniski griiti realiz€jams (neracionals). Jo pé&c
parveidojumiem:
d2=(t—x)?+ (- 2x+ 42 = (t—x)? + ((® + 4) - 2x)* =
2= 2xt + X% + (2 + 4)2 —AX(t° + 4) + 4%° =
5X2 — 2X(t + 262 + 8) + t? + (P + 4)* =

2 2 2 2

Jox - 2ATHB Y @UAEHB)T o 2y ay2 s Lis? 152 1 )% — (212 +148)2)
J5 5 5

rodas vajadziba meklét minimumu ceturtas pakapes polinomam.

Merki var sasniegt ievérojami atrak, lietojot formulu (PT), sk. iedalu “Attalums no
punkta lidz taisnei”. Saskana ar So formulu attalums no patvaliga parabolas punkta (1, tz) lidz
taisnei y = 2x — 4 ir vienads ar
-4t t*-2t+4 (t-)°+3_ 3

7 B 5 ¥
No Sejienes skaidrs, ka parabolas punkts, kas minimizg attalumu ir (1, 1).
Piezime. Zinot, ka t = 1, ka sekas ieglistam:

d

P(t):= 5t +5 (® + 4)* — (2t* +t + 8)° > P(1) = 9,

ka arf to, ka $o polinomu var izteikt forma P(t):= ((t — 1) + 3)%.

14. piemérs. Noteikt attalumu no taisnes, kas iet caur punktiem (3; 0), (0; 4), Iidz parabolai
2

y =2x—Xx".

“Taisne | iet caur punktiem (3; 0), (0; 4). Punkts A atrodas uz parabolas y = 2x — x°. Noteikt attalumu

no punkta A 1idz taisnei I, ja A sakrit ar koordinatu sakumpunktu. Noteikt punkta A koordinatas, ja tas

atrodas uz parabolas un attalums no ta lidz taisnei | ir vismazakais.” [KZZ1, 165]

Uzradisim elementaru risingjumu. Zinot, ka OB = 3, OC =4 (2. zim.), aprékinam CB.
P&éc Pitagora teorémas CB =5. Attalumu d no punkta O Iidz taisnei BC nosakam no
vienadibas d:|BC|=|OB|-|OC| (ta izsaka divkarSotu taisnlepka trijstira OBC laukumu).
d=125=24.
Lai atrastu attalumu d = [EP| no parabolas lidz taisnei BC, aplukosim trijstarim OCB
lidzigu trijsturi EDP, sk. 2. zZim&umu.
EP OB 3

EP_OB 3  ep-3pp.
PD BC 4 4
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Taisnes BC vienadojums ir y =4 — % X. Ja parabolas punkta P koordinatas ir (X, 2x — x°), tad
punkta D koordinatas ir (X, 4 — % X) . Aprékinam nogriezna PD garumu:
PD :4—%x—(2x—x2) = x? —%x+4.

.. : 5 . :
Garums |PD| biis minimals, ja X = 3 (parabolas virsotnes abscisa). Tatad

min | PE [= min §|PD|:§- §—5—O+4 :—§+3:E.
4 419 9 12 12
A
C
D
E
P
>
O \ B\
2. zim.

Cik viegli kludities
Atrast attalumu no parabolas y = Jx Idz punktam (c, 0).

Annina. lzsaku attaluma kvadratu starp doto punktu (c, 0) un patvaligu parabolas punktu
(x,v/x):

d2=(c—x)*+x=x>+(1- 2c)x + 2.
Izdalu pilno kvadratu

1-2¢\ (1-22Y) , 1-2¢V , 1
X + - +C°>— +Cc*=-=+cC.
2 2 2 4

Jac -1
>

Izvelkot kvadratsakni, iegistu minimalo attalumu d =

Janitis. Sads rezultats nevar bit pareizs. Acimredzami, ka punkts (0, 0) pieder parabolai un
tatad attalumam vajadzgja iznakt 0.

Annina. TieSam. PrecizeSu, ka iegiita attaluma formula ir pareiza tad, ja zemsaknes izteiksme
ir nenegativa, t. i., ja4c—1>0.

1
Janitis. Ja CZZ’ tad iznak, ka d=0. Bet punkts ar $adu abscisu nepieder parabolas

grafikam!

Maijina. No Anninas risinadjuma skaidrs, kada punkta realiz€jas minimalais attalums. Tas ir

1-2c 1-2c _

tad, kad x+ =0 = x= — - C—% . Vértiba C = % nav pielaujama, jo tad X <O0.

11



) e . ) . 1 . 1
Pielaujami ir tikai tadi ¢, kuriem x=c—=2>0, t.i,c> 5

Janitis. lebilstu, jo tad nepamatoti tiek izslégts, pieméram, punkts X = 0. Saskana ar uzdevuma
nosacijumiem pielaujami ir visi c.

e e 1 . _ ) )
Peteritis. Nu tad atbilde ir $ada: ja ¢ > —, tad minimalais attalums ir tas, ko atrada Annina,

2
bet citos gadijumos d = C.

Janitis. Ja, ta ir, bet tikai ar nelielu precizéjumu: d = [c|.

5. .. . . -1 .
Jautrite. Sis preciz&jums mani neuztrauc, bet mulsina tas, ka formula d = neatbilst

garuma mérvienibai. ledomasimies, ka C=Icm (centimetrs). Tad, kas ta par attaluma
mérvienibu kvadratsakne no “cm”?
Noradijums. Izveidojiet zZim&umu, tad bus vienkarS$ak saprast, kada ir pareiza atbilde.

Piezime. Gramata [TF, 213] prasits: “Atrast punktu uz liknes Yy = Jx , kur§ ir vistuvak

punktam (c, 0): (a) ja ¢ > % (b) ja c <%

Attalums starp taisném

Risinot uzdevumus par attalumu noteikSanu starp taisném, var noderét $ada informacija.
“Divas taisnes sauc par Skérsam, ja tas nekrustojas un nav paral€las. Nogriezni, kura
galapunkti atrodas uz divam dotajam Ské&rsajam taisn€m un kurs§ ir perpendikulars pret abam
Sim taisném, sauc par skérso taispu kopéjo perpendikulu. Attalums starp divam Sk&rsam
taisn€m ir vienads ar So taiSnu kopé&ja perpendikula garumu.

Triju perpendikulu teoréema. Taisne, kas atrodas plaknég, ir perpendikulara pret slipni tad un
tikai tad, ja ta ir perpendikulara pret slipnes projekciju.” [REM]

“Attalumu starp Skérsam taisném var noteikt ar1 Sadi:

1) novelk plakni B, kura ir perpendikulara pret vienu no $kérsajam taisném (a_Lp);

2) projice Saja plakn€ taisnes a un b (a projicgjas par punktu A, bet b par taisni CE);

3) aprékina attalumu no punkta A Iidz taisnei CE, tas ari ir mekl&tais attalums.” [KZZ2, 167]

15. piemérs. Aprekinat attalumus starp tetraedra Skautném, ja tas visas vienadas ar a.

Iesp&jami divi gadijumi: Skautnes krustojas (tad attalums ir 0) un — Skautnes nekrustojas.
Pedeja gadijuma janosaka attalums starp divam Skérsam taisném. Noteiksim attalumu starp
taisném BD un AC (3. zim.). Kur jaatrodas punktam P uz taisnes AC un punktam Q uz taisnes
BD, lai attalums |QP| butu vismazakais? Nav griiti ievérot, ka tie ir nogrieznu AC un BD
viduspunkti. Ja P ir AC viduspunkts, tad DP L AC un BP L AC. Vienadsanu trijstira BDP
augstums PQ ir nogrieznpu BD un AC kopgjais perpendikuls. Ta garumu d nosakam péc
Pitagora teorémas:
2 2
d2=BP2_BQ? =BA? — AP2 _BQ? = a2 —2@) :a?:d :#.
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3. zZim.

16. piemérs. Regularas piramidas SABCD pamata ABCD mala ir a, bet sanu Skautne ir 2a.
Apliko nogrieznus, kuru viens galapunkts atrodas uz pamata diagonales BD, bet otrs uz sanu
Skautnes SC. Noteikt vismazako no $§adu nogrieznu garumiem. [KZZ1, 208. uzd.]

Aplikosim piramidu SABCD (4. zim.). No kvadrata centra O novelkam perpendikulu
OE pret SC (5. zim.). Plakne ASC ir perpendikulara pret plakni ABCD. Tas nozime, ka SC
projekcija uz pamata plakni ir OC. Ta ka BD ir perpendikulars pret OC, tad BD ir
perpendikulars arT pret OE. Tatad OE ir Skérso taiSnu BD un SC kopgjais perpendikuls.
Noteiksim OE garumu. P&c Pitagora teorémas
a’ 7a’ a7

0S?=SC?-0C?=4a%?-"-="2" = 0S="1—
2 2 2

No vienadibas SC-OE = SO-OC (ta izsaka divkarSotu trijstira OSC laukumu) izriet, ka

:a\/7_a\/§=a2\/7:> _af7
o

OE
J2 2 2

2a-OE

5. zZim.

17. piemérs. “Dots kubs, kura Skautnes garums ir a. Aprékinat attalumu starp kuba divu
blakus esoSo skaldnu diagonalém, kuram nav kopigo punktu. [LU iestajeksamenu uzdevums
1999. g., B limenis, 5. uzdevums]
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Interneta ir atrodams $ads “Risinajums: Dots: ABCDA;1B;,C1D; - kubs, AB = a

E, o)
1 LL=mT
1 L':l-l___--’_
:—___F._.F‘\.
By e R .
| : N
1
H Y
: | )
1 ] o
i 1
I 1
| 1
| 1
i 1
| |
B 1
’.-L.-.:---J, ------- C
F “-"'u..:_L.-'__-r"__
A
P i
&

Zimgjuma pamatojums:

1. Projic€ abas diognales plakné A1 ACC;.

2. BD projekcija ir punkts O, jo taisne perpendikulara plaknei .
D;C projekcija - O;C.

3. OK - tuvakais attalums starp taiSnu projekcijam.
Jaaprékina : OK.

AC =+/2a — p&c Pitagora teoréma;

oc-Lac-¥2,
2 2

00, = 4,
01C=‘/a2+1a2 =\/§
2 2
SOOlC :M vai ari Soolc :M, no kurienes seko
OK.-0,C =00, -CO
OK:Ool-CO
0o,C
a-—za
2% V22 23 B
OK: = . g=—+—+a=—-a
J3 2 3 2 3 3

Atbilde;: —a.”

Piezime. Piedavatais risinajums satur dazas pavirSibas un neracionalu pierakstu. Pieméram,
netiek paskaidrots, kapéc attalumu starp $kérsam taisném var aizstat ar attalumu starp $o
taiSnu projekcijam uz jebkuru vai tomér uz kadu piemerotu plakni. Vajadzigais
paskaidrojums atrodams gramata [KZZ2, 167]. Geometriskais risinajums ‘“nepasaka”, kuri
diagonalu punkti realiz€ minimalo attalumu.

Uzdevuma risinajuma labaks izklasts (tiesa, tam nav pievienots zim&jums) ir atrodams,
pieméram, gramata [PS, 18] “Dots kubs ar malas garumu 1. Atrast lenki un attalumu starp
Skérsam divu blakus skaldnu diagonalém.”

Attalums aprekinats $adi: “Viegli parbaudit, ka taisne BD ir perpendikulara plaknei
ACA;Cy; tapéc taisnes projekcija uz So plakni bus nogriezna AC viduspunkts M. Analogiski
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punkta B; projekcija uz $o plakni biis nogriezna A;C; viduspunkts N. Tadg¢jadi attalums starp
AB; un BD ir vienads ar attalumu starp punktu M un taisni AN. Ja taisnlenka trijstiira katetes ir
vienadas ar a un b, bet ta hipoteniiza ir vienada ar c, tad attalums no taisna lenka virsotnes lidz

hipoteniizai ir vienads ar ab/c. Taisnlenka trijstirim AMN katetes ir vienadas ar 1 un 1/+/2 ,
tapéc ta hipoteniiza vienada ar +/3/2, bet meklgjamais attalums vienads ar 1/ V3. [PS, 22-23]

Uzradisim citu algebriska rakstura risindjumu, kura netiek izmantota projic€Sana un kura
geometriskajai izt€lei nav lielas nozimes. Izmantoto metodi var viegli visparinat uz
gadijumiem, kad Sk@rsu taiSnu vieta apliko citas Iiknes.

Bet, vispirms iepazisimies ar daziem “zemudens akmeniem”, kuri var paklupinat vai
samulsinat ne vienu vien risinataju.

Sofisms: Divi kopéjie perpendikuli
Aprekinat (minimalo) attalumu PK starp kuba skaldnu diagonalém, sk. 7. Zzim&umu.

C,
A D,
K
B
7. zim.

Annipa. Apzimgju: PK =d, PD =x, KC = .

Piepemu, ka PK ir taisnu BD un D;C kopgjais perpendikuls. Izsaku KD? divos veidos, no
taisnlepka trijstira PKD, lietojot Pitagora teorému, un no trijstira CKD, lietojot kosinusu
teorému. Ta ka D;C ir kvadrata diagonale, tad lenkis D1CD ir 45 gradi.

d2+x?=a’+y?—ayv2 (1)
Analogi divos veidos izsaku PC*:

d?+y?=a’+x’—axv/2 (2
No (1) atpemu (2):

x2—y?=y? - x% —ay 2 +ax/2

2x2 -2y =aJ2(x-y).
Saisinu vienadibas abas puses ar (X —Y).
2(x+y)= av2,
a2

x+y:T (3).

Saskaitu (1) un (2)
2d? =2a% —ay~2 —ax-/2
2d? =2a% —aJ2(x+y)
Aizstaju X + Y ar sakaribas (3) labo pusi:

2d? :2a2—a\/§-¥=2a2—a2 =a’
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d?2=2- d="C2
a2
-

Tatad minimalais attalums starp BD un D1C ir
Janitis.
Aprekinasu attalumu no D lidz D;C. Kvadratam diagonales ir perpendikularas, tapéc

av2

mekl€jamais attalums ir puse no diagonales garuma, t. i., DK = ja K ir kvadrata

DD;C;C centrs. Redzam, ka Anninai kaut kur ir kltda, jo, vai tad var but divi minimalie
attalumi?

Annina. Kapéc gan ne? Pirmkart, mums nav macits, ka minimalais attalums starp Skérsam
taisn€m var sasniegties tikai viena vieta. Otrkart, paralélam taisném minimalais attalums ir

visas vietas.
e . a2 .
Janitis. Veiksu rupigaku parbaudi. Ja PK = DK = — kur K ir skaldnes DD;C;C centrs, tad

trijstiris PKD ir vienadsanu trijstiiris ar pamatu DP. Bet augstums KE, kas novilkts no
virsotnes pret pamatu DP ir 1saks neka atrastais minimalais attalums DK. Tas ir absurds.

Kur klada?
Janitis. Kluda nav talu jamekl€! Annina vienadibas abas puses saisindja ar (X — Y), citiem
vardiem ir veikusi dali$anu ar nulli. Tas nozimée, ka minimalais attalums realiz€sies gadijjuma,

kad x = .

Jautrite. Ja ta, tad no (1) dabtjam, ka jameklé minimums izteiksmei
d?2+x2=a’+x?—ax/2=>d? =a? —ax+/2 > min .
Nemot X = a, nonakam pie absurda, ka d 2<0.

Izskaidrojiet So sofismu!

18. piemérs. Atrast attalumu starp divam taisném, ja viena no tam iet caur punktiem (0, 0, 0)
un (1, 2, 3), bet otra — caur punktiem (0, 1, 0) un (1, 3, 3).

Dotas taisnes pierakstisim forma (X, 2x, 3x) un (t, 2t + 1, 3t) un sastadisim attaluma
kvadratu starp Siem punktiem:
d2=(x—1)?+ (2x — 2t — 1)® + (3x— 3t)°.
Apzimésim u =X —t. Tad
d?=u?+ (2u-1)>+ (3u)® = 14u* — 4u +1 = 2u(7u - 2) + 1.

- : 1
Minimuma punkts ir Ui, = 7un mekl&jamais attalums d = \/g

Eksamena uzdevuma risinajums ar algebrisku metodi.

Novietosim kubu ta, lai AD atrastos uz X-ass, AB uz Y-ass un AA; uz Z-ass (sk. 7. zim.).
Tad punktu B, D, C un D; koordinatas ir B(0, a, 0), D(a, 0, 0), C(a, a, 0) un Di(a, 0, a).
Taisnes BD punktus uzdosim forma (t, a —t, 0), bet taisnes D;C punktus forma (a, u, a —u).
Parametru veértibas t=0un t=a,u=0un u=a atbilst attiecigi punktiem B un D, D; un C.
Uzrakstam attaluma kvadratu starp apliikojamo taiSnu punktiem:
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d?=(a—t’+u+t—a)’+(@a—u)®>=2t>+t(2u—4a) + a*+ 2(u—a)°.
Iegiita funkcija ir parabola attieciba pret t. Ta sasniedz minimalo vertibu punkta (parabolas
virsotnes abscisa)
_2u-4a _a U *).

4 2

Ievietojot So t vertibu d 2 izteiksmé, iegiitu kvadratfunkciju attieciba pret u. Bet, mérki var
sasniegt nedaudz racionalaka veida. Simetrijas d&] (d ? izteiksme nemains, ja t un U mainam
vietam) formula (*) ir speka, ja t un U mainam vietam. Atrisinam sistému

2t=2a-u 2

:>t:u:@:>d2:3E :>d:a—\/§.
2u=2a-t 3 3 3

Piezime. Sis risinajums Jauj pateikt, kura vieta realizéjas minimalais attalums [PK|. Zinot, ka

t=

2a . . . .
t=u= 3 vienkar$i aprékinat punkta P(t,a—t,0) un K(a,u,a—u) koordinatas:

P E E 0], K|a, @ a . No Sejienes izriet, ka DP = CK = ﬂ. Tas nozimé, ka Janisa
3 3 3 3 3

secinajums (sk. augstak izklastito sofismu) par to, ka minimums realiz€sies gadijuma X =, ir

pareizs.

Atrisiniet elementara veida

1. Atrast attalumu no kuba ABCDA;1B1C1D; virsotnes A Iidz plaknei A;C;D. No kuras kuba
virsotnes attalums 11dz $ai plaknei ir vislielakais.

2. Atrast attalumu starp trijstiiriem A;C;D un AB;C.

. Regularas Cetrstiira prizmas augstums ir h, bet pamata mala — a. Aprékinat pamata malas
attalumu Iidz tai prizmas diagonalei, kas So pamatu nekrusto. [KUK, 53]

. Atrast funkcijas y = x? +1 grafika punktu, kurs ir vistuvak punktam (3, 7). [Sw]

. Atrast attalumu no punkta (-1, 3, 2) lidz plaknei X — 2y + z = 4. [Ant, 948]

. Atrast attalumu starp taisném (3t, 2t, t) un (2t, 2t + 3, 2t)

. Atrast attalumu no punkta (2, 1, —1) lidz plaknei 4x —3y +z =5. [Sw, 769]

(O8]

NN L

Gramata [Ant] doti 16 uzdevumi, kurus paredzets risinat, izmantojot Lagranza reizinatajus.
Dazi no tiem:

8. Atrast taisnes 2x - 4y = 3 punktu, kurs ir vistuvak sakumpunktam. [Ant, 956]

9. Atrast plaknes x + 2y +z = 1 punktu, kurs$ ir vistuvak sakumpunktam.

10. Atrast plaknes 4x + 3y + z = 2 punktu, kur$ ir vistuvak punktam (1, -1, 1).

11. Atrast virsmas xy — z2 = 1 punktu, kurs ir vistuvak sakumpunktam. [Ant, 956]

12. Atrast attalumu no sferas X° + y? + z° = 9 [1dz punktam (2, 3, 4). [Sw, 777]

13. Atrast attalumu no plaknu 3X +2y +z =6, X — 4y + 2z = 8 §k€luma Iidz sakumpunktam.
[Sw]

14. Atrast vistuvako un vistalako rinka Iinijas x* + y? = 45 punktu 1idz punktam (1, 2).
[Ant, 956]

15. Atrast funkcijas y = x° grafika punktu, kur§ ir vistuvak punktam (4, 0) un noteikt §7 punkta
X-koordinatu. [Sw]

16. Atrast punktam (3; 4) vistuvako punktu uz rinka Iinijas x* + y* = 1. [Sad, 27]

17. Atrast koordinatu sakumpunktam vistuvako punktu uz liknes 5x? + 6xy + 5y = 8. [Sad, 27]
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18. Aprekinat punkta M(2; —1; 3) attalumu lidz taisnei. [UKAM, 55]:

) 3 X=t+1, 0

X+ y— Z X—y =4,

H)—="—=—: 2 =-t+2, 3

) 1 -2 1 )Y ){z=3.
7=2t;

19. Aprékinat attalumu starp taisném [UKAM, 55]

Xx-2 y+1 z+3 un x-1 y-1 z+1
1 2 2 1 2 2

20. Koordinatu plakné doti divi punkti A(-8; 0) un B(0; -6) (garums meérits centimetros).
Punkts A sak vienmeérigi parvietoties ar atrumu 0,2 cm/s abscisu ass virziena, bet punkts B
—ar atrumu 0,4 cm/s ordinatu ass virziena. P&c cik sekundém attalums starp Siem punktiem
bis vismazakais? [EMP]

21. Dots kubs ar Skautni a. Cik gara ir 1saka lauzta linija, kas atrodas uz kuba virsmas un
savieno divas pretéjas kuba virsotnes [KUK, 53]

22. Aprekinat min[(x —u)® + (y—v)°],ja x*+ (y—1)’=1un(u-2)*+ v*=1.
23. Divas salas jasavieno ar tiltu ta, lai tilta garums PK, sk. 7. Zzim&umu, biitu vismazakais.
Salu krasti, kuri jasavieno, ir rinka liniju loki ar centru attiecigi taisnstira ABCD

virsotnés B un D un radiusu AB. Zinot taisnstiira malu garumus a un b, aprékinat tilta
minimalo garumu un noteikt vietu, kura tas jabtive?

B C

8. zim.

Attalumu kvadratu summa

Kads punkts minimiz€ attalumu kvadratu summu lidz trijstiira virsotném un kads lidz
trijstira malam? Kads punkts minimizg attalumu kvadratu summu lidz uzdotiem n punktiem?
Uzdevumi, kuros jameklé ekstremalas vertibas attalumu kvadratu summai, parasti ir
vienkarsaki neka uzdevumi, kuros jamekle pasu attalumu summa. Statistika, ekonomika plasi
lieto mazako kvadratu metodi, minimizeta tiek tieSi (novirzu) attalumu kvadratu summa,
nevis pasu attalumu summa. Dazi uzdevumi par attalumu kvadratu summu ir atrisinati darba
iepriek$gjas dalas. Pieméram, ka jaizvelas tris punkti uz rigka linijas, lai attalumu kvadratu
summa butu vislielaka? [C3].

1. uzdevums. Taisnlenka trijsttri ABC katete BC = a un ta veido ar hipoteniizu AC lenki a.

Punkts D atrodas uz katetes BC, un starp visiem BC punktiem ta attalumu kvadratu summa
lidz taisném AC un AB ir vismazaka. Aprékinat BD. [KZZ1]
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Apzimésim |[BD| = X, sk. 9. zim. Tad |DK| = (a — X)sinC un attalumu kvadratu summa S
11dz taisném AC un AB ir vienada ar

S=x%+ (a—x)%in’C = (1 + sin“C)x* — 2axsin’C + a’sin’C.

2
— .. - . asin” o P
Kvadratfunkeijas S minimuma punkts ir X.,;, = ———— un minimala vertiba
1+sin”a
a’sin‘“a , ., a’sin‘a
min =~ ——— - +a‘sin‘o=—"03—.
(1+sin“ o) 1+sin“a
B
X
D
a-X
A C
K
9. zZim.

2. uzdevums. Doti punkti A, B, C un D. Pieradit, ka
AB2+BC?+CD?%+DA? >AC?+BD?
turklat vienadiba tiek sasniegta tikai tad, ja ABCD — paralelograms. [Pr, 9]

Gramata [Pr, 15-16] uzdevums risinats ar vektoru palidzibu, atsaucoties uz daziem
iepriek§ atrisinatiem uzdevumiem. Atrisindsim uzdevumu ar citu metodi. Vispirms
precizésim, ka dotie punkti neatrodas uz vienas taisnes. Pret€ja gadijuma vienadiba var

pastaveét art tad, kad punkti A, B, C, un D neveido paralelogramu. Pieméram,
A(-1, 0), B(-2, 0), C(1, 0), D(2, 0).

Piepemsim, ka punktu koordinatas attiecigi ir (X, Yi). Tad japierada Sada nevienadiba, to
apzimésim ar (*),

(X = %X5) % + (Y1 = ¥2)? + (Xp = Xg)? + (Y2 = Va) % + (X5 = X,)* + (Y5 — Va) +

+ (X4 = %)%+ (Vs = Y1) 2 00 —%3)? + (Y1 = ¥3)* + (X = X0) 2 + (Y2 — ¥a)°.
Apzim@sim: a = X3— X2, D =Xo— X3, C =X3— Xa, d = X4—X3. Tad @+ b =X;— X3, b+ C=X2— X4 Un
a+b+c+d=0. Ievérosim, ka (*) ieglistama ka sekas no $adas nevienadibas

a?+b®+c?+d?>(a+h)’+(b+c)
Par tas pareizibu parliecinamies péc vienkarSiem parveidojumiem:
d?>2ab +b* + 2bc
(a+b+c)?>> 2ab+b*+ 2bc
a? + b% + c® + 2ab + 2bc + 2ca > 2ab + b? + 2bc
a?+c?+2ca>0.

Nevienadiba parvérsas par vienadibu, ja a = —C, t. i., X3— Xo = Xg— X3 UN Y1— Yo = Y4 — V3. legiitas
vienadibas nozimé, ka vektori AB un CD ir paraléli un vienadi péc modula.
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Cik viegli kludities!

Uz taisnes doti tris punkti A, B, C. Atrast punktu X, lai attalumu kvadratu summa no X lidz
A, Iidz B un C butu vismazaka.

Annina.
ApziméSu attalumus starp A un B, B un C attiecigi ar a, un b. Ar X apzimé&ju attalumu no
mekl&jama punkta X Iidz punktam B, sk. 10. zZim.
a X b-x
A B X C

10. zim.

Tad attaluma kvadratu summa ir
S:=(a+x)P2+x2+(b-x)7>

ApzZiméSuu=a+Xx,v=b-x.
Tad jameklé minimums kvadratu summai S = u® + x* + v pie nosacijuma
Uu+x+2v=(a+x)+x+(2b-2x)=a+ 2b.
Lietoju Kos1 nevienadibu
(U+X+2v)2< (12 + 12+ 29)(U? + X* + V)
(a + 2b)% < 6S.

(a+b)?

2
(a+b) un min S = e

Tatad S >

Janitis.
Punktu A, B, C koordinatas apzimé&ju ar a, b, ¢. Nezinama punkta koordinatu apzimg&ju ar X.
Tad jamekleé minimums kvadratu summai
S:=(a—x)*+ (b—x)°+ (c—x)2
Apzim&ua—X=U,b—X=Vv, Xx—C =W un risinu minimizacijas uzdevumu:
minS = min(u? + v* + w?) = ?

u+v+2w=a+bh-2c.

Lietoju Kos1 nevienadibu:
(U+ v+ 2w)’ < (12 + 12+ 2%) (U2 + V2 + WP)
(a+b—2c)* <6(u?+v?+w?) = 68S.

No Sejienes dabtju

min 6S = (a + b — 2c)%

Kam taisniba?

Maijina.

Lai atbild&tu, jasakarto apzZim&jumi, Annina ar Janiti a, b, ¢ lieto dazadas nozimé&s. Anninas a,
b apzim&sim ar aa un ba , bet Janisa ar a;, by un c;. Starp Siem apzim&jumiem pastav $adas
sakaribas:

aa = bJ —ay

bA =C;— bJ

aA+2bA:bJ—&J"‘Z(CJ—bJ):—aJ—bJ+2CJ :—(aj+b3—2CJ)

Ta ka k? = (— k)?, tad abiem iegiits viens un tas pats rezultats.
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Karlitis. V&l varétu pastavét Saubas, vai iegiita nevienadiba var kliit arT par vienadibu. Lai
noskaidrotu minimuma eksistences jautajumu, minimizacijas uzdevumu

minS = min(u? + v¥ + w?) = ?
u+v+2w=a+b-2c

interpretéSu geometriski. Apzimé&ju D= a + b — 2¢c, tad u + v+ 2w — D =0 ir plakne, bet
u? +v? + W? izsaka attalumu no &is plaknes punkta (u, v, W) lidz koordinatu sakumpunktam.
Zinams, ka §is attalums d ir vienads ar

| AXy+By,+Cz, +D| |D| |a+b-2c|

d
A? +B? +C? 6 6

Jautrite. Nesteigsimies ar atbildi. Parbaudisim vél vienu variantu. levérojam, ka ne tikai
Jani$a risinajuma izmantotais lielums U + v + 2w ir konstants liclums, bet art

u-2v—-w=a-x-2(b-x)+c—-x=a-2b+c
ir konstants lielums. Tapat ka Annina un Janitis lietoju Ko$T nevienadibu:

(U—2v+w)?< 12+ 22+ 1% + V2 + W)
(a—2b +¢)* < 6S
2
S > (a-2b+c) .

Apskatisim gadijumua=3,b=6,c =1 (sk. 11. zZim.).

v

13 6

11. zim.
Tad (a—2b +c)®>=(3—12 + 1)* =64, bet (a + b — 2¢)* = (3 + 6 — 2)* = 49.
Tas nozimé, ka visi ieprieksgjie risinajumi tomer nav devusi pareizo atbildi.
Janitis. Ka ta? Vertiba “49” tacu ir mazaka neka taveja “64”.
Jautrite. Mans piemérs parada, ka minimala vertiba nevar biit mazaka par “64”.

Atrodiet defektus Anninas un JaniSa risinajuma. Kada ir pareiza atbilde? Ka $o uzdevumu
risinatu jus?

Noskaidrosim, kads punkts minimize attalumu kvadratu summu un attalumu summu
lidz trijstiira virsotném. Vai abu minimizacijas uzdevumu

min(|OAJ + |OBJ + |OC[%) un min(|OA| + |OB| + |OC])
atrisinajumu dod viens un tas pats punkts Opmin?

Attalumu kvadratu summa Iidz trijstira virsotném

Medianu krustpunkta ekstremala ipasiba
Attalumu kvadratu summu l1dz trijstiira virsotném minimiz€ medianu krustpunkts.
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Pieradijums. Apzimé&sim mekl&jama punkta O koordinatas ar (X, y) un uzskatisim, ka trijsturis
novietots ta, ka A = (0, 0), B=(p, g) un C = (u, 0). Tad

JOA + [OBF + [OCF = x* + y* + (x—p)* + (y—q)° + (x —u)® +y* =
3x*—2x(p +u) +3y*—2yq+p”+q”.

legiita izteiksme ir kvadratiska funkcija, kas savu minimumu sasniedz parabolu
3x%—2x(p + u) un 3y*—2yq
virsotnés, t. I.,
(_PFU . _a
3 3
Ievérojam, ka iegiitais punkts (x, y) nav nekas cits ka medianu krustpunkts.
Medianu krustpunktu me&dz saukt ar1 par centroidu (vai smaguma centru). Pie $ada jédziena
nonaca jau Arhiméds, apliikojot homogenas trisstiirveida plaksnes smaguma centru.
Piezime. Risinajuma nekur netika izmantots tas, ka ABC ir trijstiiris. Citiem vardiem, A, B un
C var biit patvaligi plaknes punkti.

3. uzdevums. Atrast nogriezna [a, b] punktu c, lai attalumu kvadratu summa (c — a)? + (c — b)?
biitu minimala.

4. uzdevums. Uz taisnes doti tris punkti P1, P, un P3. Kur janem ceturtais punkts, lai attalumu
kvadratu summa butu minimala?

Uzskatisim, ka punktu P, P, un P; koordinatas ir attiecigi a, b un c. Tad jaminimizé
funkcija
F=(x—a)’+(x—h)?>+(x—c)?=3x*> —2x(a+b+c)+a’+b*+c%

& . o . a+b+c
Sai kvadratfunkcijai minimuma punkts ir Xpip =

, t. 1., triju skaitlu a, b un ¢ vidgjais
aritmétiskais A. Atradisim F minimalo vertibu
Frmin= 3A% — 6A% + @% + b? + ¢?=
2
—@+a2 +b? +c? :%(3a2 +3b? +3c? —(a+b+c)2):

=§(2a2 +2b? +2¢2 —2ab—2ac—2bc)=%((a—b)2 f(b-0)? +(c-a))

Noskaidrosim, ka visparinama “simetriska” formula
min ((x—a)2 +(x—b)? +(x—c)2)=%((a—b)2 +(b—c)? +(c—a)2)
n punktu gadijuma.

5. uzdevums. Uz taisnes doti n punkti Py, P, ..., Pn. Kads punkts minimizg attalumu kvadratu
summu S? Aprekinat S, ja punktu koordinatas ir attiecigi ay, ay, ..., an.

Ar A un K apzim@sim attiecigi doto skaitlu aj;, @z, ..., a, vid€jo aritmétisko un
kvadratisko. Tad

n n n n
S=Y (x—a)% =) (x*—2xa +a7) =nx’ —2x> & +y_a} = x> — 2xnA+nK?* =
i=1 i=1

i=1 i=1
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=nx(x—2A)+nK? > —nA? + nK? =n(K? - A?).
Minimuma punkts ir vidgjais aritmétiskais Xmin = A, bet minimala vértiba Smin = N(K 2 — A?).

Vingrinajums. Pieradiet, ka
n n
min > (x—a;)? :%-Z(ai -a;)?
i=1

i<j

6. uzdevums. Doti tris punkti A, B un C. Kur janem ceturtais punkts, lai attalumu kvadratu
summa blitu minimala?

7. uzdevums. Doti n plaknes punkti Py, P, ..., Py. Kads punkts minimiz€ attalumu kvadratu
summu S? Aprékinat S, ja punktu koordinatas ir attiecigi (az, by),..., (@n, bn).

Nezinama punkta M koordinatas apzimésim ar (X, y). Tad
IPiIMP = (x—ai)® + (y — bi)? = X* — 2xa; + (&) + y* — 2yb; + (b)*.

Apzimgjam ar A un B, K; un K, attiecigi skaitlu aj, ay, ..., a, un by, by, ..., b, vidgjo

aritmétisko un vidéjo kvadratisko un summgjam visus attalumus, kad i mainas no 1 lidz n:
S = nx® — 2xnA + n(Ka) 2 + ny® — 2ynB + n(Ky)*.

Minimuma punkta koordinatas ir (sk. 8. uzd.)

Xmin = A, Ymin =B Un S, =n(KZ — A*) + n(K{ —B?).

Piezime. Gramata [Zet,193-194] ir pieradita Leibnica teoréma: “Attalumu kvadratu summa no
patvaliga punkta lidz sistemas punktiem ir vienada ar attalumu kvadratu summu no centroida
lidz sistémas punktiem, kurai pieskaitits ar sistémas punktu skaitu pareizindts attaluma
kvadrats no centroida lidz punktam.” No teorémas ka sekas iegits punkts (centroids), kurs
minimize attalumu kvadratu summu. Leibnica teorému vieglak uztvert formulas veida:

n n
> PM? =% PRC?+nMC?
i=1 i=1
Formulas pieradijums. Izversta veida vienadibas kreisa un laba puse attiecigi ir:

S PM? =3 ((x—a)2 +(y-b)?)=
S RC?+nMC? =Y ((a; - A)? + (b — B)? )+ n(x - A)? +n(x—B)?.

SumméSana péc noklusésanas tiek veikta, kad i mainas no 1 lidz n. Formulas pareiziba izriet
no $adiem parveidojumiem:

D> (A-a)=> A->a =nA-nA=0
D (x—a)? =3 (x-A) +(A-a)) =D (x=A?+ D (A-2a)? , jo
D 2(x—A)(A-a;) =2(x— A)D> (A-a;) =0.

Attalumu kvadratu summa lidz trijstira malam
Atrast punktu P, kur§ minimiz€ attalumu kvadratu summu l1dz trijstiira malam.

1. risinajums. Gramata [FL, 29] atrodams $ads risinajums (sk. 12. zim.):

“Ar X, y, z apzimé patvaliga punkta P attalumus lidz trijstira ABC malam BC, AC, AB un ar
a, b, ¢ So malu garumus. Lieto identitati

23



(x2 +y? +22Xa2 +b? +cz): (ax + by +¢2) % +

2 2 2
b ¢ a b

+ (30)

y z |z X |[x vy
(ko parbauda, atverot abas pusés iekavas) un ievero, ka ax + by + cz ir trijstira ABC
divkarSots laukums, tatad neatkarigs no x, y, z. Tadgé] (30) kreisajai pusei un lidz ar to summai
x? + y? + z* minimala vértiba ir tada punkta P, kur
b ¢ cC a a b
y ¢ XYy
“Trijstira ABC punkts, kura attalumu kvadratu summa lidz trijstira malam ir minimala, ir st
trijstira Lemuana punkts. (So rezultatu publicgjis uzdevuma veida Liljg 1809.g.).”

C a
+

:01

:0’7
Z X

Piezime. Pieradijuma lietotaja identitaté pedgjie tris saskaitamie nozimé& determinantus. Pati
identitate pazistama ar nosaukumu Lagranza vai KoS$i-Lagranza identitate, sk., piem&ram,
[C1, 79]. NepiecieSamie paskaidrojumi un Tsas vésturiskas zinas dotas [FL, 23]: “Taisni, kas
attieciba uz trijstira bisektrisi ir simetriska ar medianu, péc Dokana (d'Ocagne) parauga sauc par
trijstiira simedianu. Trijstira simedianas iet caur kopigu punktu K, ko sauc par Lemuana punktu
(E.Lemoine). Par $o punktu Lemuans refergja 1873.g. matematiku kongresa, uzradot kadas desmit ta
Tpasibas, un tadé] to saka saukt par Lemuana punktu. So punktu jau daudz agrak pazinis Liljé (Simon
Lhuilier; Dazreiz to ar1 sauc par Grebe punktu vai simedianu punktu. Terminus "Lemuana punkts",
"Lemuana taisne" ieveda belgu matematiska zurnala "Mathesis" redaktors Neubergs pagajusa
gadsimta astondesmitajos gados.”

Papildu zinas. Emile Lemoine (1840-1912). Ernst Wilhelm Grebe (1804-1874). Joseph
Neuberg (1840-1926). (L’Huillier S. A. J., 1750-1840).

A X c X-C B,
13. zZim.

12. zZim.

2. risinajums. levéro, ka [BC|x + |AC|y + |AB|z = ax + by + cz = 2L, kur L — trijstira ABC
laukums. Lieto KoS$1 nevienadibu:
412 = (ax + by + cz)? < (a2 + b® + ¢?)(x* + y? + 7%), no Sejienes izriet, ka

: 41
2 2, 2
mn( X +y +z°)=———.
( d ) a?+b?+c?
Nevienadiba k]ast par vienadibu, ja X = ak, y = bk, z = ck, kur k = % :
a“+b°+c

8. uzdevums. Doti divi punkti A, B un taisne t. Atrast taisnes punktu C, lai attalumu kvadratu
summa lidz C biitu minimala (13. zim.).

Attalumu [A1Ba| starp punktu A un B projekcijam uz taisni t apzimesim ar C. Tad
kvadratu summa |[ACP+|CBf=x?+a’+b?+ (x—c)° . Sai funkcijai minimuma punkts
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IrXZE, t.i., A:B; viduspunkts. Atzim@sim, ka punkts, kas minimizé |AC|*+ |CB[* nav

atkarigs ne no punktu A un B attalumiem [idz taisnei, ne ar1 no ta vai Sie punkti atrodas viena
vai dazadas taisnes puses.

Mazako kvadratu metode

Lai noveérstu domstarpibas, atzim€sim, ka $T metode nav ekstrému uzdevumu risinasanas
metode. Vajadziba risinat ekstrému uzdevumu rodas saistiba ar §1s metodes pamatojumu.

Atrast noteiktas klases funkciju f, kas atrodas vistuvak uzdotiem plaknes punktiem

Pl(Xla yl)’ PZ(X21 yZ),' L XE) Pn(Xn, yn)-

(Statistika punkti raksturo to vai citu lielumu meérjjumus.) Ko nozimé vistuvak? Mazako
kvadratu metod@ tuvibas raksturoSanai izvélas §adu attalumu kvadratu summu (no kurienes ari

saprotams metodes nosaukums):
n

>y - f(x;))* — min .

i=1
Vienkar$akaja, bet svariga un praktiski biezi lietotd gadijuma tiek mekl&ta optimala (tikko
minétaja nozimé) taisne f(X) =ax+b. Studentiem paredzétos macibu lidzeklos taisnes
koeficientus a un b parasti nosaka ar atvasinajumu palidzibu, sk., pieméram, [RGPB].
Noteiksim koeficientus a un b elementara veida, summu S, uzrakstot ka otras pakapes
polinomu attieciba pret mainigajiem a un b.

n
S=>(y; —ax; —b)*> > min .
i=1
Atvérsim iekavas: (y; —ax; —b)? = yi2 + (axi)? + b? — 2ax;y; — 2by; +2abx; .
Lai saisinatu pierakstu, lietosim apzim&jumus:

n n n n n
k2= X 12 =2y p=2 %, 4=2 Y T=2 %Y.
i1 i1 i1 i1 i1

Tad
S= 12+ a%?*+nb?—2ar —2bq + 2abp = a’k? + 2a(bp —r) + nb*— 2bq + 1 2.

2 2
S=(ak+bpk_rj _BP=1) L b2 —2bg 12 =

kZ

2

bp—rY b2, , L, 2b. ., ) T
=|ak + +—(k*—p°)——(qgk“ —pr)+1° ——-.
( " ) k2( p*) k2(q pr) 2

No Sejienes nosakam meklgjamas taisnes koeficientus:

2
b, — I =P _r=bp

min _m’ min — k2

Tema minipetijumam

Apzimésim ar d; attalumu no punkta Pi(x;, yi), 1 =1, ..., n, Iidz taisnei ax + by + ¢ =0.
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Kada taisne minimizé attalumu kvadratu summu? Ievérot, ka §1 summa nav ta pati, kas
iepriekS aplukota summa S. Kada taisne minimiz€ attalumu summu? Sastadit elementari
risinamus uzdevumus par formul&to teému.

Attalumu summa

Dosim nelielu ieskatu uzdevumos, kuros jaminimizg attalumu summa. Noskaidrosim,
kads punkts P minimiz€ attalumu summu [PA| + |PB| + |PC| lidz trTs uzdotiem punktiem A, B
un C. Uzdevums par attalumu summas minimumu ir ieverojami sarezgitaks neka argji
lidzigais un jau atrisinatais uzdevums, kura janosaka attalumu kvadratu summa.

Salidzinasim divus uzdevumus.

Ul. Dots punkts A un taisne T. Atrast punktu P uz dotas taisnes, lai attalums |AP| butu
minimals.

U2. Dots punkts A un taisne T. Atrast punktu P uz dotas taisnes, lai attaluma |AP| kvadrats
biitu minimals.

Vai abos uzdevumos prasito lielumu minimizé viens un tas pats punkts? Nu, ka gan citadi!

Tagad salidzinasim $adus divus uzdevumus.

U3. Dots nogrieznis [A, B]. Atrast punktu P, lai attalumu summa PA + PB biitu minimala.

U4. Dots nogrieznis [A, B]. Atrast punktu P, lai attadlumu kvadratu summa [PA[* + |PB[® batu
minimala.

Uzdosim to paSu jautajumu: vai abos uzdevumos prasito lielumu minimize viens un tas pats

punkts? Tagad vajadzetu izteikties jau piesardzigak. Punkts, kur§ ir otra uzdevuma (U2)

atrisinajums ir arT U1 atrisinajums, bet otradi var nebiit.

Attalumu summa lidz taisnes punktiem

9. uzdevums. Uz taisnes doti tris dazadi punkti A, B, C. Atrast punktu X, lai attalumu summa
no X lidz A, 1idz B un C biitu vismazaka.

10. uzdevums. Apréekinat min(x — 1| + [x — 2| + [x — 5]).

11. uzdevums. Aprekinat min(jx — a| + [x — b| + [x — c|).

Apzimgjot punktu A, B un C koordinatas attiecigi ar a, b un ¢ un meklgjama punkta
koordinatu ar X, iegtisim, ka 9. un 11. uzdevums ir lidzvertigi.

1. risinajums. Izmantosim nevienadibu [x | + |y| > X + y|. Uzskatisim, ka a, b un c ir sakartoti
ta,kaa<b<c.
x—al+|x—b[+|x—c|= [x—a +]c—x[+|x-b[>

>x—a+c—x/+[x—b|=|c—a]+|x—-Db|>|c—al

Novertéjums ir precizs, jax=b,jo|b—al+|b—-c|= |c—a|.

2. risinajums. Pienemsim, ka X ir mekl&tais minimuma punkts. Tad X nevar atrasties pa labi
no C, jo tada gadijuma, parvietojot X virziena uz punktu C, m&s samazinatu visus tris
attalumus: AX + BX+CX>AC +BC + CX>AC + BC. (14. zim.). Ja X atrodas starp B un
C, tad summa BX + XC =BC nav atkariga no punkta X vietas (15.zim.). Saja gadijuma
AX +BX + XC=AX+BC > AB + BC = AC. Skaidrs, ka attalumu summa nevar bt mazaka
par BC. Ja X atrastos pa kreisi no B, tad attalumu summa biitu lielaka neka AC. Tatad X = B
ir vienigais minimuma punkts.
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A B C X A B X C

14. zim. 15. zZim.

3. risinajums. Ta ka jebkuram punktam X ir speka novertejums: AX + XC > AC, tad
AX +XC+ XB>AC + XB >AC.
Noveértgjums ir precizs, ja X = B.

12. uzdevums. Pienemot, ka a < b < ¢ < d — fikseti skaitli, atrast vismazako vértibu funkcijai
S(X)=|x—a|]+x—Db|+|x—c|+]|x—d|

13. uzdevums. Uz taisnes doti 4 dazadi punkti A, B, C, un D. Atrast punktu X, lai attalumu

summa no X lidz A, B, C un D baitu vismazaka.

Uzskatisim, ka punkti ir sakartoti: A <B<C<D. Tad abi uzdevumi ir lidzvertigi.
Jebkuram punktam X ir speka: AX + XD > AD un BX + XC > BC. Tatad
AX + XD +BX + XC >BC + AD.
Novertejums ir precizs jebkuram punktam X, kurs atrodas starp B un C, ieskaitot ar1 paSus Sos
punktus.

14. uzdevums. Atrast izteiksmes |x — 1|+ |x — 3| + [x = 5] + [x — 7| + [x — 9| + |[x — 11| mazako
iesp&jamo vertibu. [AB, 39; (paredzéts 7. Kl.)]
15. uzdevums. Uz taisnes doti 6 punkti seciba A <B < C <D <E <F. Atrast punktu X, kurs$
minimize attalumu summu S lidz Siem punktiem.

Katram X ir speka: AX + XF > AF, BX + XE > BE, CX + XD > CD. Tatad summas S
minimala vértiba ir AF + BE + CD, ko realiz€ jebkur§ X, kur§ atrodas starp C un D.
14. uzdevuma nosacijumos: AF =11— 1=10, BE=9-3=6, CD=7—-5= 2 un minimala
summa ir 10 + 6 + 2 = 20.

Punktu “saparos$anas” un novértéjuma ideja dod vienkarSu ari vispariga uzdevuma, kad
jaminimize attalums Iidz n uzdotiem taisnes punktiem, risindjumu. Saméra gar§ un skolénus
atbaidoSs pieradijums ir dots gramata [VG, 70], kur ir pieraditas divas teorémas par attalumu
summu. Pirma no tam ir $ada:

2n
Teoréma. Funkcija f(x) =) |x—a;|, kuray, az, as,...... , @y — konstantes, un
i=1
a;<ay<az<...<ay, savu minimumu sasniedz nogriezni, kura galapunkti ir virknes aj, ay,
as,..., agn divi vidgjie locekli:
2n n
Yiin = Zai _Zai :
i=n+1 i=1

Otraja teoréma ietverts gadijums, kad n ir neparskaitlis.

16. uzdevums. Piepem, ka X3 <Xp <... Xpir taisnes punkti. Atrast punktu X, lai attalumu
summa no X lidz Siem n punktiem biitu minimala.

Piezime. Uzdevumu ir apliikojusi D. G. BatCerts un Leo Mozers 1952. gada Zurnala “Scripta
Mathematica”, (221.-236. Ipp.) publicétaja raksta “Liidzu, neskaitlojiet”. [Hon, 8]

R. Honsbergers piedava §adu lielisku uzdevumu par attalumu summu: “Nujorka Saha
meistaru ir vairak neka visa paréeja ASV teritorija. Tiek planots saha turnirs, kura piedalisies
visi meistari. Nolemts, ka turnirs notiks tada vieta, lidz kurai visiem Saha meistariem kopa
biitu janobrauc vismazakais attalums. Nujorkas meistari apgalvo, ka Sim kritérijam atbilst
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Nujorka, bet meistari no Rietumu piekrastes uzstaj uz to, ka labakd sacensibu vieta biitu ta
pilséeta, kura atrodas spélétaju kopas smaguma centra. Kur janotiek turniram?” [Hon, 7]

Starp uzdevumiem, kuros jaminimiz€ attdlumu summa, ir vairaki slavenibu varda
nosaukti ekstrému uzdevumi. Atgadinasim tos.
Herona uzdevums. Doti divi punkti A un B viena pusé taisnei T. Uz taisnes T atrast tadu
punktu C, lai AC + CB biitu minimals.

Fanano-Svarca uzdevums. Dots trijsturis ABC; atrast uz ta malam AB, BC un CA tadus
punktus X, Y un Z, lai XY + YZ + ZX bitu minimals.

Ferma-Steinera uzdevums. Dotaja $aurlenka trijstari atrast punktu P, kuram attalumu summa
lidz trijstiira virsotném ir minimala. Pla§aka nostadné: atrast plakné tadu punktu, lai attalumu
summa I1dz uzdotajiem tris punktiem biitu vismazaka.

Vesturiskas zinas, ka arT pirmo divu uzdevumu izversti risindjumi ir doti autora darba
“Ekstrému uzdevumi” ieprieks$gjas dalas [C1, C3].

Mingsim dazus elementari atrisinamus uzdevumus par attalumiem, kuri p&c biitibas ir
Heérona uzdevuma dazadas modifikacijas.

“Uz taisnes X +y = 1 atrast punktu, no kura attalumu summa lidz punktiem A(1; 2) un B(4; 1)
ir vismazaka.” [EMP]

Gramata [TF, 214] Herona uzdevumam dota $ada “ekonomiska” interpretacija:
“Divas pilsetas, kuras atrodas taisnas upes viena pusg€, vienojas kopigi buivéet stiknu staciju un
attiriSanas iekartas. Pienemot, ka pilsétu attalumi Iidz upei ir @ un b un ka attalums starp
pilsétam c, pieradit, ka Gidensvada caurulu kopgjais garums no pilsétam lidz upei ir vismaz

Vc? +4ab . Uzdevums paredzets patstavigai risinaSanai un atziméets ka tads, kuru jis varat
risinat bez diferencialrékiniem, priekSroku dodot kadai citai metodei.

17. uzdevums. Divus ciemus A un B atdala upe, kuras platums ir h (sk. 16. zim.). Pari upei
perpendikulari tas krastiem jauzbiivé tilts PK. Kura vieta jabuve tilts, lai attalums
AK + KP + PB biitu minimals? Kads celtnieks uzskata, ka tilta vieta jaizvélas saskana ar
16. Zzim&uma doto shému, t. i., jaatrod taisnes AB krustpunkti D un C ar upes krastiem un PK
jaiet caur DC viduspunktu. Noskaidrojiet, vai vinam ir taisniba? Aplikot uzdevuma
visparinajumus, kad ciemus atdala vairakas upes un kad upju krasti nav paraléli.

(0, 4)

A
(0, 0) (3,0)
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Minimalais attalums Iidz tris punktiem

Tagad pieversisimies treSajam slavenajam uzdevumam, izklastu iesakot ar daziem
ievaduzdevumiem.

Ferma-Steinera uzdevums

18. uzdevums. Dots vienadsanu trijstiiris, kuram augstums AD vienads ar h un pamata malas
garums ar a, sk. 18. zim. Atrast punktu P uz AD, no kura attalumu summa lidz trijstiira
virsotném ir vismazaka.

19. uzdevums. Dots vienadsanu trijstaris, kuram augstums AD vienads ar h un pamata malas
garums ar a, sk. 19. zim. Atrast punktu P, no kura attalumu summa Iidz trijstiira virsotném ir
vismazaka.

Sada tipa uzdevumus médz formulét piesaistot tos dazadam sadzives situacijam.
Piem&ram, kur vajadz&tu buivet kadu radiostaciju, elektrosadales punktu, gazes sadales staciju,
celu sazaroSanas mezglu, lai minimizétu kop&jo attalumu vai optimiz€tu kadu citu lielumu.
Piemé&ram, gramata [EG, 213] patstavigai risinasSanai piedavats uzdevums par TV kompaniju,
kas velas buivet signalu pastiprinasanas staciju tada vieta P starp tris majam, lai minimizétu
kabelu garumu no P Iidz trim majam. Uzdevuma parametri atbilst gadijumam BD = DC = 50
un AD = 200.

Atrisinasim 19. uzdevumu. Vispirms ievérosim, ka punktam P jaatrodas uz AD. Pret&ja
gadijuma varétu samazinat attalumu summu. Ja P neatrodas uz AD, tad novelkam caur punktu
P taisni PO, kas paraléla BC (19. zim.). Tad |AP| > |AO|, ka ari |[PB| + |PC| > |BO| + |OC], jo
no visiem trijstiriem ar kop&ju pamatu (BC) vismazakais perimetrs ir vienadsanu trijsttrim.

B B

P/ x
A D D
C C

18. zZIm.

Meklgjamo attalumu izsaka funkcija:

2
|AO|+2|OB|=h—x+2 x2+a7:h—x+\/4x2+a2.

Minimuma atrasanai izmantosim $adu pané€mienu:
m=—-x+v4x?+a’? = m+x)*=4x*+a’ =3x* -2mx+a’-m? =0 =

m+m? -3 -m?) mzx/4m? —3a?

X =
1.2 3 3

. 4m?-3a’>0> mz%.

Minimala summas |AO| + 2|OB| vértiba ir h+m= h+¥ un Xpip = % No vienadibas

h— % +2|0B|=h+m izriet, ka |OB| = %m . Taka |OB| = 2|0D], tad lenkis OBD ir 30°, lenkis
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BOD ir 60° bet lenkis BOC ir 120°. Ievérosim, ka arf lenki AOB un AOC ir 120°. Tatad
punkts P minimize attalumu summu tad, ja visas trijstiira malas no $1 punkta ir redzamas 120
gradu liela lepki. Un tomer risinajums vél japreciz€! Nav atbildéts, kas notiek gadijuma, kad

m _aJ3

h < Xin = = =——- Uzdevuma noteikumi pielauj jebkuras pozitivas trijstira augstuma AD
3 9

vertibas. Risinajuma sakuma, sastadot attalumu izteiksmi ir uzskatits, ka h>Xx. Pretéja
gadijuma, kad x > h attalumu summa ir

2
x—h+2./x2+2.
\ 4

S funkcija ir augo$a ka divu augosu funkciju summa un tai minimums ir tad, kad x = h, t. i.,
kad P sakrit ar trijstiira virsotni A. Tatad, ja platais lenkis BAC ir lielaks vai vienads ar 120°,
tad attalumu summu minimiz€ virsotne A.

Izradas, ka lepka lielums 120° nav nejausiba. Sada ipasiba raksturiga ari Ferma-
Steinera uzdevumam, kuram ir pladi lietojumi un talejosi visparinajumi. Atzimésim, ka
gramata [FL] ir aplukots Ipass punkts (Lemuana punkts), ka arT pieradits, ka tas minimize
attalumu kvadratu summu Iidz trijstiira malam, bet nav apliikots 1pasSi nozimigs punkts, kurs§
minimize attalumu summu l1dz trijstira virsotném.

Punktu, kur§ minimiz€ attalumu summu Iidz tris uzdotiem punktiem sauc par Ferma
punktu (sauc arT par Toriéelli vai Steinera punktu.) Detalizétaku informaciju sk. [Tih, 35; C1].

20. uzdevums. Atrast funkcijas /(X + y2 +~/(x=3)2 + y? +/x% + (y —4)% minimumu.
21 uzdevums. Pieradit, ka /(X2 + y? +~/(x=3)2 + y2 +/x2 +(y—4)2 > /25+12/3

22. uzdevums. Pieradtt, ka min /(x? +y? +~/(x=3)2 +y2 +/x2 + (y—4)2 =/25+123 .

So uzdevumu geometriska interpretacija dota 17.zimé&uma. Taisnlenka trijstiiri ar
katetem 3 un 4 atrast punktu P(X, y) kur§ minimize attalumu summu [idz trijstiira virsotném.
Bitu interesanti noskaidrot, vai kads skoléns spétu pieradit 21. uzdevuma nevienadibu ar
algebriskiem parveidojumiem.

Ja trTs punktu koordinatas apzimé&tu attiecigi ar (ai, bs), (a2, b2), (as, bs) un meklgjama
punkta — ar (X, y), tad mums vajadz&tu prast atrast minimuma punktu funkcijai

FOGY) =y (x=20)” + (Y =) +y(x=25)° + (Y =,)” +4/(x=25)° +(y—b)* — min
Izdarit to tiesa veida pat ar atvasinajumu palidzibu biitu visai sarezgiti. Par laimi
Ferma-Steinera uzdevumam ir geometrisks risindjums, turklat tik skaists, ka pamatoti
saucams par matematikas Sedevru. Ferma-Steinera uzdevumam ir zinami ari fizikala,
eksperimentala rakstura risinajumi, sk., pieméram, [Kv; KR]. Zinot $o geometrisko
risindjumu, var atrast funkcijas F minimuma punktu, ka art aprékinat 20. uzdevuma funkcijas
minimalo vertibu.

Ferma-Steinera uzdevuma geometrisks risinajums

Risinajuma pamata ir vienkarSa geometriska ideja — pagrieziens.
Aplikosim trijsturi ABC, kura iekSien€ atrodas punkts P un kuram visi lenki mazaki par 120
gradiem (20. zim.). Pagriezisim trijstiri ABC par 60 gradiem par centru nemot virsotni A.
Tad punkts B att€lojas par punktu By, bet punkts P par kadu punktu P;. Lenkis P;AP ir 60° un
P1A = AP (pagrieziens nemaina malu garumu), tas nozimée, ka trijsturis P;AP ir vienadmalu
trijsturis. Pateicoties $adam pagriezienam, summu AP + BP + PC var aizstat ar lauztas Iinijas
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B1P;PC garumu, jo AP =P;P un B;P; = BP. Lauztas Iinijas garums nevar but mazaks par
taisnes nogriezna B;C garumu. Atliek noskaidrot, kad lauzta linija parveérSas par taisnes
nogriezni. Tas notiek tad, kad punkts P un ta attls P; atrodas uz taisnes B;C (21. zim.). Saja
gadijuma lenkis BiP;1A un tatad ari lenkis BPA biis 120°. Ar lenkis APC (ka lenka P1PA
papildlenkis) biis 120°. Skaidrs, ka ari atlikusais lenkis BPC biis 120°. V&l atzimésim, ka
trijstlr1 nevar but vairak par vienu tadu punktu, no kura visas trijstiira malas redzamas 120
gradu liela lenki.

Piezime. So eleganto risindjumu ir atradis students Bjikners (Biickner) no Kéningsbergas
[RT, 46].

B, 60°

20. zim. 21. zim.

Ferma punkta konstrukcija

Ta péc biitibas ir dota Ferma-Steinera uzdevuma risinajuma. Ja uz dota trijstira ABC
malam ka pamatiem konstru€ vienadmalu trijstirus ABC;, BCA; un ACB;, tad nogriezni
AA;, BB; un CC; krustojas Ferma punkta. Pietiek konstruét tikai divus vienadmalu trijstiirus
ABC; un BCA; un atrast nogrieznus AA; un CC; krustpunktu P (22. zim.). Konstrukcija bija
zinama jau 17. gs. vidi.

Aplikosim trijstiri ABA; un izt€losimies, ka tas tiek pagriezts par 60 gradiem ta, ka
punkts A att€lojas par punktu C;. Tad punkts A; att€lojas par C un trijstiris ABA; — par
trijstiri C1BC. Ta ka mala AA; péc pagrieziena klust par malu CC,, tad lenkis starp $Tm
malam (lenkis C;PA) ir 60 gradu. Tatad lenkis APC ir 120 gradu.

Piezime. Interesanti, ka gramata [KG, 102-103], kur dota Ferma punkta konstrukcija, nav
minéta §1 punkta ekstremala 1pasiba.

A
B

.
o

A C
22. zim.

23. uzdevums. Noskaidrojiet patstavigi, kads punkts minimize attalumu summu lidz trijstara
malam.
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Minimalais attalums Iidz ¢etriem punktiem

Kads punkts minimizg attalumu summu lidz ¢etriem uzdotiem punktiem Pj(a;, bj), 1=1, ..., 4?
Tagad mums jameklé minimuma punkts funkcijai

F(X,Y) ::Zzll\/(x—ai)2 +(y—b)* — min

i=1

Pirmaja bridt skiet negaiditi, ka funkcijai, kas sastav no 4 kvadratsakn€m, minimuma punktu
atrast ir daudz vienkarSak neka lidzigai funkcijai, kas sastav no 3 kvadratsakném.

Viegli saprast, ka izliektam 4-stirim (23. zim.) punkts, kas minimiz€ attalumu summu lidz
virsotn€m ir diagonalu krustpunkts. Jebkuram citam punktam P attalumu summa ir lielaka, jo
AP +PC>ACunBP +PD >BD.

23. zim.

24. uzdevums. Noskaidrojiet, kads punkts minimizé attalumu summu lidz 4-stiira virsotném,
ja 4-stiris nav izliekts.

Caurulvadu tikls

Gaze, kura tiek iegiita punkta G, janovada uz trim pilsétam A, B un C. Kads caurulvadu tikls,
kurs savieno G ar A, B un C biis visisakais? Atrisinat uzdevumu, kad A, B, C un D ir vienibas
kvadrata virsotnes.

Uzdevums “Dzelzcela tikls”, kura prasits atrast minimala garuma tiklu, kas savieno
Cetras pilsétas A, B, C, un D (kvadrata virsotnes, AB = 100 km) apliikots gramata [Sth].

Visisakie nogriezni, kas savieno G ar A, G ar C un G ar B ir attiecigi kvadrata mala un

diagonale ar kopgjo tikla garumu d = 2+2 (24. zZim.). Tomér tas nav mazakais garums.
Isakais garums katra atseviSska posma tomér var nedot minimala garuma tiklu. Pieméram,
25. Zim&juma redzamais savienojums ar garumu 3 ir Tsaks. V&l 1saks ir 26. zim&uma

redzamais tikls ar garumu d = 2.2. Skiet, ka Tsaka vairs nav un tomer...

C B C B C B

24. zim. 25. zim. 26. zim.
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Aplikosim 27. zim&juma redzamo tiklu, kur§ ir simetrisks pret PK. Pienemsim, ka kvadrata
malas garums ir a. Tad tikla garums vienads ar

2
d(x) = a—2x+4,/x +a7 —a-2X+2vV4x* +a® =a+2(—x+v4x* +a’)=a+2f(x).

Tiesi 3ada funkcija f(X)=-Xx++4x?+a® paradijas 19.uzdevuma risindjuma. Tas
minimala veértiba un minimuma punkts ir:

a3 a3
min = T! Xmin = T = dyin = a(1+\/§)-
Salidzinam ieglito garumu (vienibas kvadratam a = 1) ar Iidz Sim labako rezultatu 242, ko
dod 27. Zim&juma redzamais tikls.

1+/3<2V2 & 1+2J/3+3<8 & J3<2.

Uzlabojums jitams jau pirmaja cipara aiz komata: 1+ V3=2732..<2J2=2828.
Ieverosim, ka atrastajam minimalajam tiklam ir speka: |GK| = 2|KD|, tas nozimég, ka lenkis
KGD ir vienads ar 30°, lenkis GKD ar — 60°, bet visi tris lenki sazaro$anas punkta K ir vienadi
ar 120°. Var pieradit, ka nevienam citam tiklam vairs nevar biit mazaks garums. Paméginiet to
izdarit patstavigi. Ja neizdodas, sk., pieméram, gramatu [Sth].

f

22. uzdevums. Pienemot, ka minimala garuma tikla struktiira it tada ka 28. zim&juma atrodiet
ta garumu.

27. zZim. 28. zZim.

Minimala garuma celi, tikli (1sak minimalie tikli) dazados aspektos var but piemérota
teéma skolénu konkursa darbos. Pieméram, atrast minimala garuma tiklus, ja punkti G, A, B un
C ir taisnstira, romba, trapeces, patvaliga Cetrstira virsotnes. Atrast minimalos tiklus, kas
savieno regulara piecstiira, seSstlira utt. virsotnes. Censties atrast iespgjami maza garuma
tiklus, kuri savieno domino, trimino, tetramino un pentamino kvadratu virsotnes un jisuprat
Skiet minimali.

Papildu zinas par minimalo tiklu struktiiru

Var atrast, pieméram, [CGG; G; EEM5; KR; Kv; SCJ]
http://www.css.tayloru.edu/~bbell/steiner/
http://www.colorstudy.com/static/ianb/old/steiner/summary.html
http://mathworld.wolfram.com/FermatPoints.html
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20. nodala
Vairakargumentu funkcijas ekstremi

Daudzus ekstrému uzdevumus, kurus studenti parasti risina ar diferencialrékinu
palidzibu (risinaSanas metodes biezi vien “uzspiez” paSi pasniedzgji), var atrisinat ari ar
elementaram metodém. Nereti macibu Iidzeklos ta vai cita metode tiek ilustréta ar piemeriem
(vai, kas ir vel sliktak, tikai ar vienu Sai metodei nebiitisku piemé&ru), kurus var atrisinat
vienkarsak, turklat iztiekot bez §is metodes. Citiem vardiem, aplikotie piem&ri nemotiveé
vajadzibu péc izklastitas metodes. Kapéc “zvirbuli jasauj ar lielgabalu”? Situaciju, kad kadu,
pietickami universalu un spécigu metodi ilustré tikai ar trivialu piemé&ru var salidzinat ar to,
ka abola nopluksanai, izmanto modernus pac€lajus”. Macibu lidzeklos, kur prasits “izpétit
funkciju uz ekstrémiem”, “noteikt funkcijas ekstrémus” biezi vien netiek precizets par kadiem
ekstrémiem ir runa. Parasti péc uzdevumu satura vai dotajam atbildém var saprast, ka runa ir
bijusi (tikai) par lokaliem ekstrémiem. Dazkart macibu Iidzeklos dotie risinajumi ir nepilnigi,
pieméram, netiek pamatots, ka atrastais lokalais ekstréms ir ar globals.

Vairaku uzdevumu risina8ana lietderigi izmantot to, ka funkcijas ax* + bx ekstremala

2
vertiba ir (—Z—aj — maksimums, ja a<0 un minimums, ja a>0. So Tpasibu saisinati
apzim&sim ar (ev) — parabolas ekstremala vertiba. Vairakargumentu funkciju ekstremalas
ipasibas var biitiski atSkirties no viena argumenta funkciju ekstremalajam Tpasibam. Sadas
situacijas raksturojosi piemeri apliikoti nodalas beigas.

Gaismas stara metode

Gaismas stara metode ir substitliciju metodes atsevisks gadijums, kad vienu no
mainigajiem, pieméram, y aizstaj ar kX. Pielaujama argumentu kopa tiek “izstaigata” pa
taisném, it ka parmekleta ar gaismas staru, raugoties, kura vieta funkcijai varétu biit ekstréms
vai kada cita miis interes€joSa Ipasiba. ST metode noteikta tipa divargumentu funkciju p&tisanu
lauj reducét uz vienargumenta funkciju pétiSanu. Metodes tehniska realizacija biezi vien ir
apgritinoSa, nereti  apskatamo uzdevumu var atrisinat atrak, lietojot citas metodes.
Aplikosim daZzus piemérus.
1. piemérs. Aprekinat minimalo vértibu funkcijai F(x, y) = x> — xy + y?

2
: 1 3 :

Apzimgjam y=kx. Tad F=x?(1—k+k?)=x? (k—zj +712 0 = min F=0.
Minimuma punkts ir (0, 0).
2. piemérs. Aprékinat minimalo vértibu funkcijai u(x, y) = X* — 4xy + Y.

Rikojoties ka ieprieks dabtjam:

u=x>—4xy +y* = x*(1 — 4k + k%) = x*((k - 2)*- 3).

Atskiriba no 1. pieméra tagad minimuma nav. Par to viegli parliecinaties, npemot, pieméram,
k = 2. Tad F = —3x° var pienemt péc patikas mazas vértibas.

3. piemérs. Kadiem ¢ funkcijai F(x, y) = x* — cxy + y* eksisté minimums?

Apzim&jam y = kx un F parveidojam forma:
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2

2
F=x2(1-ck+k?)= x{(k—gj +1—C—}.
2 4

No $ejienes secinam, ka funkcijai F eksisté minimums (minF = 0) tikai tad, kad ¢ < 2.
Piezime. Sos tris piem&rus var atrisinat nedaudz vienkar$ak, izdalot pilnos kvadratus, t. i.,

uzrakstot F forma:
2 2.,2 2 A2 2
F: X_C_y +y2_Cy — X_C_y +(4 C)y )
2 4 2 4
Pilno kvadratu metode aplikota turpmak atseviska iedala.

4. piemérs. Aprekinat min(x* + y* — 4xy). [UAM, 23. Ipp.]
Apzimgjam y = kx, X* = t. Var uzskatit, ka k > 0, jo minimums bis tad, kad xy > 0.
F(x, y) = X" +y* —4xy = x*(1 + k) — 4x%k = 4(1 + k) — 4tk

Iegtta kvadratfunkcija attieciba pret t. Saskana ar (ev) un nevienadibu A > G:
16k 4 4
NS > 5= 2.
4(1 +k ) (kiz +k 2)

F>-

Novaértgjums ir precizs, ja k = 1. Tas nozimg, ka y = x. Funkcijas 2t* — 4t minimuma punkts ir
t = 1. Minimalo vértibu F sasniedz punktos (1, 1) (-1, -1).

5. piemérs. Aprekinat min(x* + y* — 2x% — 4xy — 2y?).

Apzimésim y = kx. Tad
x* +kx? —2x2 —4kx? —2k*x? = x* A+ k*) - 2(1+k)?x? =

2
(e @) _arkt | arkt
N 1+k* 1+k*

No Sejienes atrodam minimuma punktu:

2
Xz_(1+k) N 1+k

= =
1+k* e ekt

Lai atrastu minimalo funkcijas vertibu, risinam uzdevumu
L+k)*
Z — MaX
1+k
Pieradisim, ka maksimala vertiba ir 8 (to iegtst, nemot k = 1).
A+k)*?

i <8< (L+k)* <8+8k*.
+

P&c vienkarSiem parveidojumiem ieglistam, ka
(k—1)?(7k?® +10k +7) > 0.

Novertejums ir precizs, ja
k =1:> Xmin =i\/§3 ymin =i\/§

Atbilde. Minimala funkcijas f vértiba ir (-8).
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Piezime. Uzdevums ar diferencialrékinu palidzibu risinats macibu Iidzekli [Tok]. Turklat nav
pamatots, ka atrastais ekstréms ir globals. Gandriz tadas pasas funkcijas (x* +y* — 2x% + 4xy —
2y2) ekstrémus prasits atrast [GK, BN, UAM]. Nemot Y vieta (-Y) iegiist 5. pieméra funkciju.

Pilno kvadratu metode

Ar So metodi var noskaidrot, vai noteiktas klases vairakargumentu funkcijam (parasti
otras kartas polinomiem) ir ekstréms, ka arT noteikt punktu, kura tas tiek sasniegts. Metode
teorétiski vienkarsa, tacu tas tehniska realizacija biezi vien ir saméra gara.

llustrésim metodi ar vairakiem piemé&riem

6. piemérs. Atrast funkcijas f(x,y) =x*+ 2xy + 3y* ekstrémus, ja -2<x<4, -1<y<3.
[Sw, 769]

Maksimalo f vértibu dod tieSais novértéjums, kad x un y vieta ievieto lielakas
pielaujamas vértibas: f <16 + 24 + 27 =67. maxf(x, y) = f(4, 3) = 67. Minimuma iegii$anai

izdalam pilno kvadratu: f(x, y) = (x +y)? +2y* > 0. Novertgjums ir precizs, ja y =0 un x = 0.
Iegiistam, ka minf(x, y) = (0, 0) = 0.

7. piemérs. Atrast min z = 4x% — 2xy + y* — 2x — 4y + 1. [UAM]

2 2
z:4x2—2><(y+1)+y2—4y+1=[2x—y7+1j —(VTHJ +y?—dy+1=

2
_ (ZX—y—Hj +2(ay? ~16y+4-y? —2y-1)= S (@x—y-1)? + 1 (3y? ~18y +3) =
2 4 4 4
1 , 3, 5 1 3 )
== (Ax-y-D2+2(y? -6y +D) ==(4x—y-1)+=|(y-3)2 -8)=
@xoy =242 (7 -6y +D) = (4x-y -1+ ((y-3)7 -g)
:1(4x— y-1)° +§(y—3)2 —-6>-6
4 4 -
No Sejienes skaidrs, ka min z = — 6. Minimuma punkta koordinatas ir y = 3 un x =1.
2. uzdevums. Atrast minP = x?y® + y? + x* — 4xy +1.
Izdalam pilnos kvadratus
P=(xy—1)%+(x-y)>-1>—1.
Minimums tiks sasniegts, ja xy =1 un x =y. Tatad minP = P(1, 1) = P(-1, -1) =-1.
3. uzdevums. Atrast minP = x* +y*+ 2% — xy — yz — zx.
Pilno kvadratu izdaliSanu var veikt dazados veidos.

V1.
P=x—x(y+2)+y*+2>—yz=

2 2 2 2 2
:(X_u) _(¥j +yz+zz_yZ:(X_y;zj L3y +3i ~6yz _
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2 2
=(x—y+zj +3(y—z) >0.
2 4

Minimums tiek sasnhiegts tad, ja x = y =z, t.i., bezgaligi daudzos punktos (X, X, X), kur X
patvaligs skaitlis.
V2. Labi zinams ir ari $§ads parveidojums:

2P = 2+ 2y2 + 22% — 2xy — 2yz — 27x = (x —y)2 + (Y — 2)* + (2 — x)* > 0.

8. piemérs. Atrast maksimuma punktu “pelnas” funkcijai
P(x,y) = (10— x)x + (12 — 2y)y + x + y — (x + y)* — 10.

Macibu lidzekli Sad, 5-6, 10, 13] uzdevums par pelnas P maksimumu risinats ar pirmas
un otras kartas atvasinajumu palidzibu. Jautajums vai iegitais lokalais ekstréms ir ar1 globals
netiek apspriests. Parveidosim P, lai var&tu ertak izdalit pilno kvadratu:

P= —2x*—3y* —2xy + 11x + 13y — 10,
—2P = 4x% + 6y? + 4xy — 22x — 26y + 20 = (2x + y — 5,5)* + 5y(y — 3) + 20 — 5,5

No Sejienes izriet, ka funkcijas (—2P) minimuma (globala) punktam koordinatas ir: y = 1,5 un
X = 2. Skaidrs, ka punkts, kas minimize funkciju (—2P) maksimize funkciju P.

Mainigo fikséSanas metode
Aplukosim divu argumentu otras kartas polinomu
F(x, y) = a1X® + agoXy + azy” + arx + azy + as.

Ievérosim, ka katram fiksétam y funkcija
F(X, y) = a1 + (agzy + @)X + axy’ + + axy + as.
. 3 . . . a,y+a
ir kvadratfunkcija (parabola) attieciba pret x. Parabolas virsotnes abscisa ir x = —% .
ap

Tapat katram fiksétam X funkcija
F(X,y) = azy® + (aroX + ag)y + a1x’ + aix + as
ir kvadratfunkcija (parabola) attieciba pret y. Sis parabolas virsotnes abscisa ir
2a,,

Apvienojot, iegiistam, ka funkcijas F ekstrému punkts (X,y) apmierina $adu ekstréma
nepiecieSamo nosacijumu, ko saisinati apzimesim ar (ENS)

2a,.X+a,,y+a, =0

11 12y T8 (ENS)

2a,,y +a,X+a, =0
Uzsveérsim, ka (ENS) var nebiit pietiekams, t. i., §is nosacijums vél negaranté, ka punkts, kas
apmierina (ENS) noteikti ir ekstréma punkts.

Piezime. Lidzigi spriezot, var iegitit (ENS) arf cita tipa vairaku argumentu funkcijam.
Pieméram, funkcijai P(X, y) = x*— y* atbilstosais (ENS) ir: {2x =0, 2y = 0}, bet punkts (0, 0)

nav ne maksimuma, ne minimuma (pat lokala) punkts. Tas skaidrs no ta, ka
P(0,0)=0,P(x,0)=x*>0unP (0,y) =—y*<0.
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Savukart funkcijai F(X, y) = x>+ y?, kurai atbilstosais (ENS) ir tiesi tas pats: {2x = 0, 2y = 0},
punkts (0, 0) ir minimuma punkts, jo x*+ y* > 0.

Uzrakstisim (ENS) 7. pieméra funkcijai z = 4x* — 2xy + y* — 2x — 4y + 1:
8x—-2y-2=0
2y -2x-4=0

Ja ir “aizdomas turamais”, proti punkts (1, 3), tad var veikt papildu “izmekléSanu”, lai

noskaidrotu vai tas ir vai nav mekl&tais ekstréma punkts. Tagad uzradisim 1saku pamatojumu

(salidzinajuma ar to kads dots 7. pieméra risinajuma), ka (1,3) ir minimuma punkts.

Uzrakstam funkciju z $ada forma:

2=3(x—1*+[(x-1)— (y-3)° -6 =3(x-1)°+ (x—y +2)* 6.

= 6Xx-6=0=>x=1=y=3.

9. piemérs. Atrast reizinajuma Xyz ekstrémus, ja uzdota summa x +y +z =1.

Macibu lidzekli [Sad, 30-31] $is piemérs risinats ar LagranZa reizinataju metodi un iegiits
. 1.11). . .. o
secinajums ‘“Punkts (555} ir funkcijas nosacita minimuma punkts”. Citétaja lidzeklt ar

minimuma punktu domats lokala minimuma punkts. Ja skaitli X,y un z butu pozitivi, tad
noraditais punkts butu arT globala minimuma punkts, kas izriet no nevienadibas G < A. Ta ka

neeksiste. Par to viegli parliecinaties, aplikojot punktus (—Xx, —X, 2x +1).

10. piemérs. Pozitiviem X, Y atrast maksimalo Xy (4 — X —y) vértibu.
Apzimésim t = X + Yy un divas reizes lietosim nevienadibu G < A.

2 3
t t t 1(t t 64
Xyd-x-y)s—@-t)=——-(@4-t)<—|-+-+@-t) | =—.
y( Y, @-0=2--04-1 27(2 5+ )] 7
t 8 4
Vienadib tav,ja —=4-t, t=—; X=y=—.
1enadiba pastav, ja 5 3 Yy 3

Piezime. Macibu Iidzeklt [Tok] funkcijas F(X,y) =Xy (4 —x—Y), X, Yy € R ekstrémi mekl&ti ar
diferencialrékinu palidzibu. Turklat jautajums, vai ar So metodi atrastais lokalais maksimums
ir ar1 globals netiek aplikots. Globalo ekstrému $ai funkcijai nav. Pieméram, nemot X =—1, .
dabti F(-1,y) =y (y — 5), kas var pienemt péc patikas liclas vértibas. Savukart, F(4, y) = — 4y?
var pienemt pec patikas mazas vertibas.

Ipasi piemeri

Viena argumenta polinomam P ir speka 1pasiba: ja visiem X: P(X) > 0, tad eksist€ minimuma
punkts t. i., tads m, ka minP(x) = P(m). Piem&ram, visiem X ir spéka:

P(x):= x*— 2x + 4 > 0 un minP(x) = P(1) = 3.

Vai §ada 1pasiba ir speka ar1 divargumentu golinomam? Analizésim polinomu
P = x%y% + x*— 2xy +1.

P&c pilno kvadratu izdaliSanas iegtistam, ka

P =x%?+x*—2xy +1 = (xy — 1)+ x*> 0.
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Nevienadiba ir stingra, jo abi saskaitamie nevar bit vienadi ar nulli vienlaicigi. Tomer
) ) . . ) ) 1 )
polinomam neeksist€ minimuma punkts! Tie$am, izv€loties Yy =Kk, X=E, dabtjam, ka

pirmais saskaitamais ir nulle, bet otrais var bit péc patikas mazs, jo k vieta varam nemt,
piemé&ram, 10, 100, 1000, utt.

Neparasta virsma

Viena argumenta funkcijai f piemit $ada ipaSiba: ja eksisté tads pozitivs skaitlis c, ka
visiem X no intervala (a, a + ¢) ir speka f(a) > f(x) un visiem t no intervala (a —c, a) ir speka
f(a) > f(t), tad a ir stingra lokala maksimums punkts. Vai $adas ipaSibas analogs ir spéka ari
vairakargumentu funkcijam? Vai m&s varam dro$i zinat, ka divargumentu funkcijai F(X, y)
punkta (a, b) ir lokals maksimums, ja zinam, ka funkcijai F punkta (a, b) ir lokals
maksimums uz katras taisnes, kas iet caur punktu (a, b)?

Pienemsim, ka mums ir ragavinas un més atrodamies uz kadas virsmas punkta M. Ja
neatkarigi no ta, kada virziena més braucam, més uz kadu bridi (kaut vai loti Tsu) braucam uz
leju, vai tad no Sejienes izriet, ka M ir virsmas augstakais punkts (vismaz lokali, t. .,
saltdzinot ar citiem punktiem no kadas pietickami mazas punkta M apkartnes).

Aplukosim $adu divu mainigo polinomu

P(x, y) = (x*~y)(3y - x%).

Koordinatu sakumpunktu apzimésim ar O. Uz taisnes X = 0 funkcija P minimumu sasniedz
punkta O, jo P(0,y) =— 3y Ari uz otras koordinatu ass funkcija P minimumu sasniedz
punktd O, jo P(x, 0) =— x*. Tagad izvélamies patvaligu taisni y = kx, k = 0, kas iet caur O un
aprékinam polinoma vertibas “uz §is taisnes™:

P(x, kx) = (x* — kx)(3kx — x?) = x*(x — k)(3k — X).
Ta ka reizinajums (X —K)(3k —X) ir negativs, kad x =0, ka ari tad, kad x atrodas kada

pietickami maza nulles apkartné U(0), tad P(x, kx) <0 Saja apkartné. Un tomér (0, 0) nav
polinoma P maksimuma punkts! Tas tadél, ka P(0, 0) =0, bet

2 2 2 4
pl x X = x2 X 3L—x2 X so.
2 2 2 4

Vai nav parsteidzo$i, ka, attalinoties no koordinatu sakumpunkta pa jebkuru taisni, més
samazinam savu atraSanas augstumu, bet, attalinoties pa parabolu y = 0,5%°, n&?
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21. nodala
Nosacita ekstrema uzdevumi

Ar nosacita ekstréma uzdevumiem saprot tadus uzdevumus, kuros kadai funkcijai

jamekl€ ekstréms, ja uzdoti nosacijumi, ierobezojumi uz funkcijas argumentu kopu. Vairums
no ekstrému uzdevumiem pé&c savas biitibas ir nosacita ekstréma uzdevumi. GGeometriska
rakstura uzdevumi, ka likums, ir uzdevumi ar ierobezojumiem (malu garumiem, laukumiem,
tilpumiem jabut pozitiviem lielumiem; trijstira divu malu garumu summai jabiit lielakai par
tresas malas garumu utt.). Uzdevumi par attalumiem starp likném, virsmam, figtiram, punktu
kopam ir tipiski nosacita ekstréma uzdevumi.
Aplikosim vairakus papemienus, metodes, ar kuru palidzibu daudzus uzdevumus, kurus
parasti risina, izmantojot matematiskas analizes aparatu, var atrisinat elementara veida.
Elementarie risinajumi ir ne tikai vienkarSaki, bet bieZi vien ari 1saki. Uzdevumu risinasanu
nereti atvieglo atbilstoss zim&jums.

1. piemérs. Atrast funkcijas f(x, y) = 1 + x* + y? ekstrémus, ja 0 < x* + y? < 4.

Actmredzams, ka min f = f(0, 0) = 1 un max f = 5. Tomeér, gramata [Sw, 765] uzdevums
risinats ar parcialo atvasinajumu palidzibu.

2. piem@rs. Atrast maksimalo reizinajuma Xyz vértibu, ja X,y un z pozitivi skaitli un
X+y+z=5. (“Atrast visus plaknes X +y +2z =35 punktus pirmaja oktanta, kuros funkcijai
f = Xyz ir maksimala vértiba.” [Ant, 948])

Elementars risinajums iegiistams, lietojot ipasibu: reizinajums ir maksimals, jaX =y = z.

3. piemérs. Atrast max|x 2 — 3x + 2|, ja 1< x < 2,5.
Gratak uztverams formul&jums dots gramata [Ant, 248]: “Atrast tadu vismazako M vertibu,

ka |x 2 — 3x + 2| < M visiem x intervala [1, ﬂ

Apzimésim F:=x*—3x + 2=(x—1)(x — 2). Maksimala vértiba modulim |F| bas
parabolas virsotné X = 1,5 vai apskatama intervala galapunkta. Aprékinam S§is vértibas:
F(1) =0, |F(1,5)|=0,25. F(2,5) =0,75. Tatad maksimala vértiba ir intervala galapunkta.
Ievérosim, ka $aja pieméra max |F| = max F, t.i., modula nemsana nepalielinaja funkcijas
maksimalo veértibu.

4. piemérs. Atrast minjx 2 - 3x + 2|, ja1,5 < x < 1,75.
“Atrast tadu vislielako m vertibu, ka [x > — 3x + 2| > m visiem x intervala [g,%} .’ [Ant, 248].

Péc ieprieksgja pieméra |F| =|(x —1)(x — 2)|ir dilstoSa intervala 1,5<x<2, jo x=15ir
parabolas virsotnes abscisa, bet x = 2 — sakne. Tatad minF = F(1,75) = 0,1875.

1. uzdevums. Atrast max(c* + c¥), ja ¢ > 0 ir uzdots skaitlis un ¢® + ¢ = k.

Apzimgjot u=c*un v=c’, ieglistam elementari atrisinimu uzdevumu: atrast
max(u + V), ja u®+ v? = k®. Macibu lidzekli [Sad, 29] nemtas vértibas ¢ = e un k?=2e® un
uzdevums risinats ar Lagranza reizinataju metodi.

12

5. piemérs. “Dota razoSanas funkcija z = 300x3 yg, kur x ir darbaspéka resursu izlietojums,
bet y — kapitala resursu izlietojums. Darbaspéku resursu vienas vienibas izmaksas ir 50 lati,
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bet kapitala resursu vienibas izmaksas ir 100 lati. RazoSanas procesa budzets ir 15 000 lati.
Aprekinat to resursu izlietojumu, kads nepiecieSams maksimalai produkcijas izlaidei.”
[RGPB, 87]

Lai atrisinatu uzdevumu
12

“Funkcijai f(Xx,y)= 300%3 y5 mekl&jam maksimumu ar nosacijumu 50X + 100y = 15000.”,
autori izmanto Lagranza funkciju; pirmas un otras kartas parcialos atvasinajumus; otras kartas
diferenciali un noskaidro, ka tas ir negativs. Beigas izdarits piesardzigs secinajums, ka

“maksimala produkcijas izlaide iesp€jama tad, ja resursu izlietojums ir $ads: X = 100 vienibas
un ar1 Yy =100 vienibas.” [RGPB, 88]

Atzim&sim, ka doto vienadibu vargja vienkarSot: X + 2y = 300. Lietojot nevienadibu G < A
starp vidéjo geometrisko un vid&jo aritmétisko “piesardzigd” secinajuma pareizibu var
pamatot divas rindinas:

12

7 =300x3y? =3003/x-y-y <300. 2 Y Y

=100-300 = 30000.

Nosacijums, kad nevienadiba kliist par vienadibu ir: X =y =100.

A1l patstavigai risinasanai piedavatos nosacita ekstréma uzdevumus [RGPB, 89-90] var
atrisinat ar elementaram metodem.

Dosim vairaku piedavato uzdevumu elementarus risinajumus.
Atrast funkcijas z ekstrémus pie dotajiem nosacijumiem:
z2=3x+4y, X*+y*=9;

z=3xy, X*+y’=4;

z=x2+y? x+y=1;

z=12xy —3y? — %%, Xx+y=16;

Z=5x%+ 6y —xy, X+2y=24;

z=x2+y?, 2x+3y=4.

Pirmo piem&ru var atri atrisinat, lietojot KoS1 nevienadibu:
22 = (Bx + 4y)’ < (3% + 4)(* +y?) = 25.9 = || < 15.
. L 9
Ekstremalas vertibas z = 15 un z = —15 sasniedzas attiecigi punktos X = ig, y=t—.
Otra piemera risinaSana erti izmantot nevienadibu
(YY) <2y <Xty =

—4<2xy<4
—6<3xy<6.

Pargjie cCetri pieméri reduc€jami (pieméram, izsakot X un ievietojot to z izteiksm&) uz
ekstrému noteikSanu kvadratfunkcijai.

6. piemérs. Atrast maksimumu funkcijai f = x°y3, jax >0,y >0, x + 3y = 20.
Gramata [AC] uzdevums risinats ar Lagranza reizinataju metodi, turklat netiek

pamatots, ka atrastais ekstréms ir globals. Elementaru risinajumu iegist, parveidojot funkciju
f un lietojot nevienadibu G < A:
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8f = 8xy” = (X)(X)(2y)(2y)(2y).
Piecu reizinataju summa (2X + 6y = 40) ir nemainigs lielums, tap€c reizinajums ir maksimals,
jax=2y, t.i.,jay=4un x = 8. Atbilde. maxf = 8* = 4096.
31

7. piemérs. Atrast maksimumu funkcijai f(x,y) =100x2y2,jax>0,y> 0, x +y = 10. [AC]

Aplikojam funkciju F: = x3y, ko iegist, atmetot reizinataju 100 un kapinot funkciju f
kvadrata. Tad
. 3F = (x)(x)(x)(3y)
Cetru reizinataju summa (3x + 3y = 30) ir nemainigs lielums, tap&c reizinajums ir maksimals,
jax=3y,t.i,jay=25un x=7,5.
100-7,5%

J3

8. piemérs. Noteikt funkcijas z(x, y) = 2x + xy + y* lielako un mazako vértibu, ja x >0, y <0,
y > x— 8. [RGPB, 88]

max f = max 100vF = —18754/3.

Pielaujama kopa, kura jamekle ekstrémi ir trijstiris ar virsotném (0, 0), (8, 0) un (0, -8).
Ievérosim, ka fiksétam y funkcija z ir lineara (tas grafiks ir taisne). Tas nozimé, ka z savus
ekstrémus sasniedz X mainas intervala galapunktos. No dotajiem nosacijumiem izriet, ka
0<x<y+8,ly]<8.Jax=0,tad

z=y"= 0<7<64
Jax=y+8§, tad
2y +8,y)=2(y+8)+(y+8)y+y =2y + 10y +16 = 2y(y +5) + 16.
ST kvadratfunkcija y mainas intervala galapunktos [ 8, 0] pienem vértibas z(0, —8) =64 un
(8, 0) = 16, bet minimuma punkta y = -2,5 ir pozitiva.
Atbilde. min z =z(0, 0) = 0, max z = z(0, — 8) = 64.

15 tipveida pieméri ar kop&u prasibu “Noteikt funkcijas z = X2 +y - Ax—2y+4
vislielako un vismazako vertibu slégta apgabala, kuru ierobezo Iinijas...” atrodami
inzeniertehnisko specialitaSu magistrantiem paredz&taja macibu lidzekli [UAM, 23].

Atrisinasim pirmo un p&€dgjo no Siem 15 uzdevumiem.

Pirmaja pieméra jaapluko apgabals, ko ierobezo linijas Xx=3, y =3 un y =3x-09.
Apgabals ir trijstiiris, sk. 29. zim&umu. levérosim, ka

2=X0+y —Ax—2y+4=(x-2)+(y-1)°>-1.
Novertesim z. Taka 3 < x < 4, tad
2<(4-2P2+@B-1°-1=7unz>(3-2%+(1-17>-1=0.

Atbilde. maxz=12(2,1) =7, minz=2(3,1) =0.
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3.3 (473) " |
>
(3.0 0
29. zim. 30. zim.

Uzradisim otru risinajumu, kas faktiski ir uzdevuma geometriska interpretacija.

Funkcija z pienem nemainigas vértibas uz rinka linijam ar centru punkta (2, 1). (Matematika
lIinijas, kuras visos punktos funkcija pienem vienu un to pasu vértibu sauc par funkcijas
[imenlinijam). Mainot rinka Iinijas (x — 2)? + (y — 1)? = r* radiusu, iegiistam dazadas funkcijas
Z=r—1 vertibas. Mazaka un lielaka r vertiba dos atbilstoSi mazako un lielako z vertibu.
ledomasimies, ka r pakapeniski pieaug, sakot no nulles vertibas. Kadam r rigka linija pirmo
reizi sasniegs (krustos) pielaujamo vértibu kopu — iekrasoto trijstiri T? No 30. Zzim&uma
skaidrs, ka mazakais r ir vienads ar 1, kas dod zyin =1 —1 =0 . Rinka Iinija pieskaras trijstiira
malai punkta (3, 1). Talak palielinot r rinka Iinija, izies arpus T. Tas notiek tad, kad rinka
linija sasniedz trijstiira virsotni (4, 3). Attalums starp (4, 3) un (2, 1) ir lielakais pielaujamais
radiuss: r? =22+ 2% = 8, kasnozimé, ka znx=8-1=7.

Pirmajos 14 piemeros apgabalu ierobezo taisnes nogriezni, bet pedeja pieméra apgabals
ir parabolas segments: 4x? — 4 <y < 0, kur |x| < 1. Vienkarsi pamatot, ka Zmin = z(1, 0) = 1

z=(x-2)%+(y-1%-1>1-2*+(0-1%*-1>1.

Sarezgitak ir atrast z maksimumu.
2= (X—2)2+(y—1)2-1<(Xx—-2+(@x*—4-1)* —1=(x—2)*+ (4x*-5)*-1=

X% — 4% + 4 + 16x* — 40x% + 24 = P(x):= 16x* — 39x? — 4x + 28.

Janosaka maksimums ceturtas pakapes polinomam, ja |x| < 1. Maksimumu P sasniedz kada
nogriezna [—1, 1] ieks§€ja punkta, jo P(0) =28, P(1) =1 un P(-1) = 9. Zinams [C1, 64], ka Sis
ekstrému punkts Xmax ir nosakams ka attieciga treas pakapes polinoma sakne.
P1(x):= 64x> — 78x — 4 = 0.
Viegli parbaudit, ka P, (- %) <0, bet P, (- %) > 0. Tas nozimég, ka — % < Xmax < 0"
Ta ka z maksimala vertiba neizsakas ar kadu pietiekami “@rtu” izteiksmi, iesp&jams, ka
uzdevuma noteikumos ieviesusies kada drukas kliida.

9. piemérs. Noteikt funkcijas z=x* +y* —xy + X +y ekstremalas vértibas, ja x <0, y<0 un
X+y >-3.

Uzdevumu var atrisinat ar dazadam metodém. Ar matematiskas analizes metodém
uzdevums ir risinats gramata [KRBI1, 522.-524.]. Uzdevumu var atrisinat bitiski 1sak un
vienkarsak.

Apzimésim U =X +Y. Tad u pieder nogrieznim [- 3, 0]. Nemot v&ra, ka dotaja apgabala
Xy < 0, novertésim Z:

43



z=Uu+u-3xy<u’+u.
legita parabola U’+u maksimumu sasniedz pielaujama intervala galapunkta u=—3.
Novert&jums ir precizs, ja Xy = 0. Tas nozimé, ka Zmax = Umax = 6, kas realiz€jas divos punktos:
(0, =3) un (=3, 0). Lai noteiktu minimumu, liectojam $adu novert&jumu:
3(x+y)* u?
4
Pirmais novert&jums ir precizs, ja X =y , bet otrais, jau =—2. Tatad zmi, = z(-1,-1) =—1.

z=u?+u-3xy>u’+u-— +u>-1.

10. piemérs. Noteikt funkcijas f(x, y) = x?— 4xy +y*+ 4y ekstrémus trijstiri ar virsotndm,

Gramata [Sw, 769] piemérs risinats ar atvasinajumu palidzibu. Atrisinasim 8o
uzdevumu elementara veida, lietojot piem&rotus funkcijas novertgjumus.
Pielaujamo trijstiira punktu kopu var raksturot ar nevienadibam:
-1<x<7, -1<y<x
Funkciju f uzrakstam forma:
f=(x—2y)—dy" +y + 4y = (x-2y)" +y(y* — 4y +4) = (x - 2)" +y(y-2)".
Jay <0, tad f < (x—2y)*< (7 +2)*=81.
Savukart, jay >0, tad 4y(y —x) <0 = (x—2y)* =x* —4xy + 4y’ <x* =
f< X% +y(y-2)%< 72 +7(7-2)% = 224.
Tatad maxf(x, y) = (7, 7) = 224.
Pieradisim, ka minf = f(-1, -1) = —8.
1. Skaidrs, ka minimuma punkts var atrasties tikai tai apgabala dala, kur y<0. Ja y >0, tad
f=(x-2y)* +y(y-2)° >0.
2. Ja x>1, tad f=x° —4xy + y3 +4y>1+0-1-4= —4. Tatad minimuma punkts var
atrasties tikai tai apgabala dala, kury <0 unx <1.
3. Vél atlicis gadijums, kad |x| < 1. Ir speka novertgjums:
f=x—dxy+y +4y> f(x,-1) =X’ +4x—-1-4=(x+2)*-9>(-1+2)*-9=-8,
TieSam,
f(x, y) = f(x, ~1) == 4x(y + 1) +y* + L+ 4(y + 1) = (y + 1)(y* -y +1 + 4(1-x)) > 0.

2. uzdevums. Noteikt maksimalo laukumu, kads var but Cetrstuirim ABCD, kuram uzdota
malu garumu summa |AC| + |BD| =k > 0. (31. zim.).

Laukumu cetrstirim ABCD izsakam ka trijstiru ABC un ACD laukumu summu:
L(ABCD) =|AC|-h; + |AC|-hz, kur h; un h; attiecigie augstumi pret pamatu AC. Ievérojam,
ka hy + h, < |BDJ. Vienadiba pastav tad, ja nogriezni AC un BC ir perpendikulari. Tatad
L(ABCD) < |AC|-|BD|. Divu skaitlu reizinajums (ja fikséta reizinataju summa) ir maksimals
tad, ja abi skaitli vienadi.

B D

31. zZim. 32. 7im.

44



2
Atbilde. L. = Ir bezgaligi daudz optimalo Cetrstiru. Tiem visiem piemit Ipasiba:

BD L AC un |BD| = |AC].

Piezime. Specials gadijums “Izliekta Cetrstiira diagonales veido taisnu lenki, bet to garumu
summa ir 6 cm. Kads ir lielakais iesp€jamais $1 Cetrstiira laukums?” patstavigai risinaSanai
piedavats [KZZ2, 35]

Optimala pasta paka

11. piemérs. ASV Pasts parsiitiSanai pienem tikai tadas kastes, kuru garaka mala kopa ar
pakas Skersgriezuma perimetru neparsniedz 84 collas. Atrast izmérus vislielaka tilpuma
pielaujamajai kastei (taisnstiira paral&lskaldnim).

Sads uzdevums patstavigai risinasanai piedavats gramata [TF, 212]. Uzdevums atrodams ari
gramata [Sw, 769]. Gandriz tada paSa nosaukuma (ka [TF]) un apjoma gramata [EG, 862]
84 collu vieta minéts lielaks skaitlis — 108 collas. Iesp&jams, ka mainijusies pasta noteikumi.
No matematikas viedok]a nav bitiski kadu tie$i dota licluma vértibu izvélas. Sis saistoais
uzdevums, 1pasi noform&uma un izklasta zina slavéjama gramata [EG], risinats ar parcialo
atvasinajumu palidzibu. Uzradisim elementaru un apméram 10 reizes 1saku risinajumu.

Apzimésim pakas izm&rus attiecigi ar X, y un z (32.zim.). Tad jameklé maksimums
tilpumam
V =xyz, jax + 2y + 2z < 108.

Izmantosim nevienadibu starp vid&jo geometrisko un aritmétisko G < A:
Yav =3/x-2y -2z < X+2§+22 < 128 ~36.
Tatad 4V< 36° un V < 367 -9 = 11664. Vislielako tilpumu iegiist, pemot x = 2y = 2z = 36.

Piezime. Citi uzdevumi par optimaliem taisnstiira paral€lskaldniem ir aplikoti [C1, 52-54]
Gramata [Ant, 944-947] risinats uzdevums par materiala ekonomiju, izgatavojot val€ju kasti
(bez vaka) pie nosactjuma: V =32 ft® (“ft”— péda). Izmantoti 1.un 2.kartas parcidlie
atvasinajumi, noskaidrots, ka atrastais ekstréms ir lokals minimums funkcijai

4 6 o . . o

S=xy+ > + 7 un dota svariga piebilde “Stingri runajot, atrisinajums nav pilnigs, jo mes
neesam paradijusi, ka S absolitais minimums ir tad, kad X =y =4 un z = 2, m&s esam ieguvusi
tikai relativo minimumu. Probléma pieradit, ka relativais ekstréms ir arT absolitais ekstréms
var biit sarezgita divu un vairaku argumentu funkcijam un netiks apliikota Saja teksta. Tomeér
praktiskas problémas no fizikaliem vai geometriskiem apsvérumiem parasti ir skaidrs, ka
atrasts ir absoliitais ekstréms.” [Ant, 948]

Citetaja teksta “absoliitais minimums” ir jasaprot ka globalais, bet “relativais” — ka lokalais
minimums.

12. piemérs. Noteikt funkcijas F = x* + 2xy ekstremus, ja (2x + y)? = 1. [E]
Analizg€jam divas iespgjas:

1)2x+y=1.Tad y=1-2xun
F(x, 1 —2x) = x* + 2x(1 — 2x) = — 3x% + 2x = x(2 — 3X).

45



2)2x+y=-1.Tad y=-1-2xun
F(x, —1— 2X) = X* + 2x(—1 — 2x) = — 3x* — 2x = —X(2 + 3X).

Abos gadijumos parabolam zari versti uz leju un tas maksimumu sasniedz saknu viduspunkta:

11 1 1 1
max F(X, y): F(g,gj: F(—é, —5)25 .

Minimalas veértibas nav. Izv€loties, pieméram, X =n, y = 1- 2x, n =1, 2, ... varam iegit p&c
patikas mazas F vértibas.

13. piemers. Noteikt funkcijas f = x> + 2xy + y° ekstrémus, ja x° + 2y* = 1. [E]

1. risindjums. Taka f =(x+y)*>0,tad minf=0, ja X:—y:i\/g.

Vispirms atradisim maksimumu funkcijai X + y. Lietosim KoS$T nevienadibu:
X+Yy= x-1+(y-\/§)-isw/x2 +2y21/1+1 :\/E.
J2 2 V2
Tatad max f = g Kos1 nevienadiba klist par vienadibu, ja x = 2y. Tas dod

4y2+2y2=6y2:1, y:i%, X=i¥_

2. risinajums. Maksimuma noteikSanai lietosim nevienadibu
(x—ky)> > 0= x* +k’y® > 2xyk.
Nemsim k = 2. Tad 4xy < x* + 4y* un

f=x%+2xy+y? <x®+y? +%(x2 +4y?) =

1 3 3 3
=X 1+ |+ Yy (Q+2)==x*>+3y* == (x> +2y?) ==,
( 2) y (1+2) > y 2( y) >

Vienadiba pastav, ja X = ky = 2y. Minimumu atrod ka 1. risinajuma.

3. risinajums. Studenti parasti izsaka X = +/1—2y® un tad ar atvasinajuma palidzibu mekle
ekstrémus funkcijam 1-2y” +,/1-2y°y +y?.

Piezime. Funkcijai f(x) = 2xv/1—2x* —x® maksimumu var atrast ar elementaram metodem.
Lietot apzim&jumu 1 — 2x% = u? un izmantot nevienadibu 4ux < 4x? + u%.

14 piemérs. Atrast funkcijas f = x* + 2xy ekstremalas vértibas, ja x° + 2y = 1. [E]

1. risinajums. Apzimé X = ky. Tad

1
K2y?+2y? =1, y? = —~—
y y y k?+2
K242k . 2(k-1)
f=k2y? +2ky? = —1+ .
y T k*+2
Apzimét=k-1un g(t) = t2 = t __1
t+1)*+2 t°+2t+3 t+f+2
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Funkcijas t+§, t > 0, minimuma punkts ir t=+/3. Savukart t=—+/3 ir s funkcijas

maksimuma punkts, jat < 0. Tas dod

1 . 1
max g(t) = g(+/3) =——=——, min g(t) = g(—/3) =
IW=03=""73 IW =03 ="—7=
1 J3-1 1+43
max f =1+ =1+ = ,
1+/3 3-1 2
Maksimuma punkts:
FIE S S 1 _3-43
k?+2 (t+D)?+2 (J3+1)2+2 12
x=ky=(t+1)y=(3+1y
. 1 1443 3-1 1-43
min f =1+ =1+ = = )
1-3 1-3 -2 2
Minimuma punkts:
oL 3443
1-3)?+2 12
x=(1-+/3)y.
2. risinajums. Apzimé X =C0st, y = % . Tad
2 . l+cos2t sin2t 1 1 . 1
f =cos’t+——costsint = + =2 C0oS2t +——=sin 2t + = .
V2 2 V22 J2 2
Lietosim Kos1 nevienadibu
lcosZt+isin2t§ 1+£:£.
2 J2 V2" 2 2
Tatad max f(x):#, min f(x):#.

Lietotais panémiens lauj atri noteikt funkcijas ekstrémus, bet atSkiriba no pirma risinajuma

vel japarvar tehniskas gritibas, lai atrastu punktus, kuros tiek sasniegtas §is vértibas. Kost

nevienadiba klist par vienadibu, ja tg2t = V2. Zinot %o sakaribu, var noteikt X = cos t, un
sin t

7

3. risinajums. Lieto nevienadibu
2 2
X gy« 2xys%+by2, a,b>0,
a

ko ieguist ka sekas no identitates:(x — cy)® = X + 2cxy + ¢y? > 0. Novartgjam funkeiju f:
2 2
x2 - X _ay? < f =x? 4+ 2xy< X2 +%+by2
a

xz(l—l)—ay2 <f< x2(1+%)+by2.
a
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Izv€lamies pozitivus a un b ta, lai
1 a 1 b 2 2
1-—=——1+=== = a“+2a-2=0, b*-2b-2=0
a 2 b 2

a:—1+\/§, b:1+\/§.
(—%)(x2 +2y?) < f gg(xz +2y?)

1-V3_ a 1+/3

YL
2 2 2 2
Ekstrému punktu X un Yy noteikSanai izmanto nosacijumus, pastavot kuriem lietotas
nevienadibas klist pat vienadibam, t. i., X =ay un X = by. No vienadibam
(ay)* +2y*=1un (by)* +2y° =1

iegiistam, ka
I 1 1 3443
™ a?4+2 (3-D%+2 6-243 12
) 1 1 1 3-43
Ymax = = .

b2+2:(\/§+1)2+2:6+2\/§_ 12

Atrisiniet elementara veida

1. Atrast 4x® + y? ekstremus, ja 2x 2 + y? = 1. [Ant, 956]

. Atrast maksimumu reizinajumam sinxsiny, Kur x un y taisnlenka trijstiira Saurie lenki.

3. Atrast vektoru trisdimensiju telpa, kura garums ir 5 un kura komponenSu summa ir
vislielaka. [Ant, 957]

[\

2 3

. Atrast maksimumu funkcijai P =x°y®, jax,y>0unx+y =20000. [Sad, 15]

. Minimizét funkciju X* +y? + 7%, jax+y+z=0unx—y = 2. [Sad, 19]

. Minimizat funkciju X* + y* pie nosacijuma X +y > 1. [Sad, 20]

. Atrast minimumu funkcijai xy + y?, ja xy? = 2. [Sad, 29]

. Noteikt funkcijas z = x* —xy + 2y* + 3x + 2y + 1 lielako un mazako vértibu slégta apgabala,
ko ierobezo linijas: X =0,y =0,x +y +5=0. [RGPB, 89]

9.Noteikt funkcijas z=x*+y? —6x+4y+2 liclako un mazako vértibu taisnstiri, kura
virsotnes atrodas punktos: A(1; -3), B (1; 2), C(4; 2), D(4; -3). [RGPB, 89]

10. Metala plaksnes temperatira T(X,y) punktd (X,y) ir T(x,y) = 4x* —4xy +y% Skudra

atrodas uz §tis plaksnes un rapo pa rigka Iiniju, kuras radiuss ir 5 un centrs koordinatu

sakumpunkta. Kadu visaugstako un viszemako temperatiru sastop skudra sava cela.
[Ant, 957]

O ~NONWN b
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