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IEVADS

Sava darbiba cilveks vienmér cenSas sasniegt iesp&ami labaku rezultatu ar
iesp&jami mazu lidzeklu (materialo, garigo, finansialo) patérinu. Lai neteérétu laiku un
energiju, puloties uzlabot to, kas nav uzlabojams, svarigi iemacities noteikt misu
iespéju robezas. Veidojot dabas, sabiedribas un tehnikas modelus matematiska forma,
mingtais uzdevums kliist par matematisku uzdevumu - atrast funkcijas vai funkcionala
ekstrémus. Atkariba no pétamas problémas dabas un lietojama matematiska aparata
$ads uzdevums var tikt attiecinats uz dazadam matematikas nozarém; ar lidzigiem
jautajumiem nodarbojas variaciju rékini, optimizacijas teorija (gan nepartraukta, gan
diskréta), algoritmu sarezgitibas teorija utt.

Ar1 skolas matematikas kursa iesp&jamo lielako un mazako vertibu atraSanas
uzdevumiem tiek veltita pienaciga uzmaniba gan algebras, gan geometrijas
priekSmetos; tie sastopami gan pamatkursa, gan profilkursa ietvaros, matematikas
olimpiades u. tml. Ievérojami atSkiras matematiskais aparats, ko dazadu skolu skoléni
var izmantot ekstrému uzdevumu risinasana. Tie, kas apgiist profilkursu, var lietot
spécigo matematiskas analizes ieroci - atvasinajumu; tiem, kas apgust tikai
pamatkursu, Sadas iesp&jas nav.

Saja darba izstradats macibu lidzeklis vidusskolam, lai palidz&tu skoléniem apgiit
ekstrému uzdevumu risinaSanas vienkar$akas metodes bez matematiskas analizes
panémienu pielietoSanas. Atzimé&sim, ka iepaziSanas ar te aplikotajam metodém
lietderiga ar1 tiem, kas apguvusi ekstrému atrasanas pan€mienu ar atvasinajumu
palidzibu; elementaras metodes dazreiz lauj iegiit rezultatu atrak un vienkarsak, ka ar1
lauj labak saskatit problémas risinajuma "virzoSos mehanismus", pieméram, dazadu
izoperimetrisko uzdevumu risinajuma.

Macibu Iidzekla strukttira un izveides principi.

Macibu lidzeklis iedalits 7 paragrafos. Par to saturu var spriest péc nosaukumiem
satura raditaja.

Katrs no pirmajiem seSiem paragrafiem satur nepiecieSamo teorétisko materialu,
virkni pieméru, kuros demonstréta §1 materiala pielietoSana, un uzdevumus patstavigai
risinasanai. Lielais vairums pieméru un uzdevumu ir originali; dazi aizgiti no
literatliras saraksta noraditajiem avotiem.

Materiala sakarto$ana ieveroti principi:

a) pecteciba; piemeri izkartoti sérijas tada seciba, lai katrs nakoSais s€rijas piemers
sava risinajuma talak attistitu idejas, kas saskatamas iepriek$€jo pieméru
risinajumos,

b) pakapeniskums; uzdevumu griitibas pakape monotoni pieaug paragrafu ietvaros,
lietojama teorétiska materiala gritibas pakape pieaug no pirmajiem
paragrafiem uz talakajiem,

c) skolas kursa integré$ana; vienviet aplikoti algebras un geometrijas uzdevumi,

d) cikliskums; téma par Kos1 nevienadibas lietoSanu ekstrému uzdevumos apliikota
divreiz - vienkar$aka varianta 2.§ un attistitaka pakape 5.§.

Darba ieklautais materials parbaudits vairaku gadu laika Rigas Valsts 1. gimnazija,
sagatavoSanas kursos un nodarbibas ar matematikas olimpiazu dalibniekiem.



1.§ KVADRATFUNKCIJA

Teorema. Kvadratfunkcija y=ax*+bx+c (a0) sasniedz savu

1) mazako vértibu , ja X = —2£ un a>0
a

2) lielako vertibu , ja X = —2£ un a<0
a
Pieradijums. Atdalisim pilno kvadratu.

_ ax? NN IV T VP RPN VLS 2 B
y=ax"+bx+c=a X" +=X+—|=a X" +2 —X+— s+—|=
a a 2a 4a- 4a° a

( b)z 4ac — b? ( sz 4ac — b?
=al | X+—| + s |=a X+ — | +———
2a da 2a 4a

Redzam, ka y sastav no diviem saskaitamajiem, kur otrais nav atkarigs no x.

2
o o by . .. . - - =
1. Ja a>0, tad pirmais saskaitamais a(x +2— ir tikai nenegativs un ta mazaka
a

vertiba ir 0, ja X+£ =0, ti., x= —23. Tada gadijuma y mazaka vertiba ir
a

2

4ac4— un lielaka vertiba neeksistg.
a
2. Ja a<0, tad pirmais saskaitamais ir negativs vai 0 un ta lielaka vertiba ir 0, ja
: . . 4ac-b’
X+£:O, t.1., X:—E. Tatad y lielaka vertiba ir ——— un mazaka
2a 2a 4a

veértiba neeksiste.
1. Piemérs. Noteikt kvadrattrinoma x°-8x+9 mazako vértibu.
X2-8x+9=(x*-8x+16)-16+9=(x-4)*-7
Izteiksmes mazaka vertiba ir -7, ja X=4.

2. Piemers. Noteikt kvadrattrinoma -x°-12x-+4 lielako vertibu.
-X2-12X+4=-(x*+12X-4)=-(x*+12x+36-36-4)=-((x+6)?-40)=
= - (x+6)%+40
Izteiksmes lielaka vertiba ir 40, ja x=-6.

3. Piemérs. Aprakinat funkcijas y=3x’+6x+7 mazako vértibu.
7 7 4
y=3x%+6X+7=3(X*+2X+ 3 )=3(x2+2x+1-1+ 3 )=3((x+1)%+ 3 )=

=3(x+1)*+4
Funkcijas mazaka vertiba ir 4, ja x=-1.

4. Piemers. Noteikt, pie kadam x vertibam polinoma P(x)=x(x+1)(x+2)(x+3) vertiba
ir vismazaka. Apréekinat to.
P4(X)=X(X+1) (x+2)(x+3)=(x*+3X) (X*+3x+2)=t(t+2) =t?+2t+1-1=
=(t+1)%-1 , kur x*+3x=t.
Funkcijas mazaka veértiba ir -1, ja t=-1. Noskaidrosim, kadas x vértibas atbilst
t vertibai -1:



X +3x=-1
X?+3x+1=0
_—3445
2

5. Piemers. Noteikt to x vértibu, pie kuras funkcija y=(x-a)*+(x-b)*+(x-c)? (a;b;c -
reali skait]i) sasniedz savu mazako vertibu.
y=(X-8)?+(x-b)?+(X-C)?=x?-2ax+a’+x?-2bx+b*+x%-2cx+c’=
=3x%-2(a+b+c)x+a*+b%+c?.

3>0, tapec kvadratfunkcijai ir mazaka vertiba, ja X = —2£ , kas $aja gadijuma
a

_2(a+b+c) a+b+c
6 3

6. Piemérs. Aprekinat kvadrattrinoma ax>+bx+c koeficientus, zinot, ka ta vertiba ir 0,
jax=-1, un vislielako vertibu 3 tas sasniedz, ja x=1.
Ja x=-1, tad a-b+c=0 (1)

2 _R2

Kvadrattrinoma ax”? +bx+c= a(x + ZEJ + 4ac4 b lielaka vértiba ir

a a

__h?
dac—b 3 ja x:—£=1
4a 2a
b=-2a (2)
Tatad 22¢=(8) _ ¢ aeg
4a
c=3+a (3)
Lai iegiitu a skaitlisko vertibu, (2) un (3) ievieto (1).
3
at+2a+3+a=0 = a:-§; b=-2a=-2- —EJ:—zll;
4 4) 2 2

c:3+a=3-§=2l
4 4

_ . 3., .1 1
Iegtistam kvadrattrinomu ax2 + bx +c¢ = -ZX + 15 X+ ZZ .

7. Piemérs. Noteikt kvadrattrinoma ax’+bx+c koeficientus, ja pie x=0 ta vertiba ir 7
un ta lielaka vertiba ir 19, ja x=2.
Ja x=0, tad a-0+b-0+c=c=7 (1)

> ldac-Db?
Kvadrattrinoma ax? +bx+c= a( j lielaka veértiba ir
4a
4ac — b? )
4a @).] 2a
b=-4a (3)
(1) un (3) sakaribu ievieto (2) un aprékina a vertibu

_ 2
%:19 —7-44=19 —=-4a=12

=a=-3,b=-4a=12,c =7



legiistam kvadrattrinomu ax*+bx+c=-3x’+12x+7.

8. Piemérs. Aprekinat kvadrattrinoma ax’+bx+c koeficientus, ja zinams, ka ta mazaka
vertiba ir -16, ja X=-1, un ta saknu
1) kvadratu summa ir 34
2) kubu summa ir -98.

mazaka vertiba

2 2

Kvadrattrinoma ax®?+bx+c=a| X+ Ej + M
2a da

4ac—b?

=-16 (1), x= _b = -1, tatad b=2a (2)
4a 2a

o _ b c
Izmantojot Vjeta teorému X, +X, =-— Un X,;X, =—
a a

b)® .c c
1) X3 + X2 = (X, +X,)? - 2X,X, :(_gj _25=4_25
péc dota 4-2%-34 = c=-15a ©)
a

4a(-15a) — 4a*
4a

=-16 = a=1

(2) un (3) sakaribas ievieto (1) =

tad b=2a=2; c=-15a=-15
Kvadrattrinoms ax>+bx+c=x?+2x-15.
2) X13+y23:(X1+X2)(X12-X1X2+X21):(X1+X2)((X1+X2)2-3X1X2):

2
_ [_ EJ[(_ E) _3E] _ _2(4_32j
a a a a
) _ c c c _
pec dota -2(4-3—):-98 = 4-3—=49 = -3—=45 = c=-15a un
a a a
pabeidz ka 1) gadijuma.

9. Piemérs. Kadam a vértibam vienadojuma x?-ax+a-2=0 saknu kvadratu summa ir
vismazaka?
P&c Vjeta t. x3+X2=a UNn X3Xp=a-2
X1 2+Xo2=(X1+X0)?-2X 1 Xo=a’-2(a-2)=a’-2a+4=a’-2a+1+3=(a-1)*+3 Izteiksmes
mazaka vertiba ir 3, ja a=1.

10. Piemeérs. Doto skaitli 70 uzrakstit ka divu saskaitamo summu ta, lai to reizinajums

bitu vislielakais.

Pienemam, ka x ir viens saskaitamais, tad otrs ir 70-x. Abu saskaitamo
reizinajums

X(70-X)=-X>+70x=-(X?-70x)=-(x?-2.35x+35%-35%)=-(X-35)*+35°

Abu saskaitamo reizindjums bis vislielakais 352 ja x-35=0, x=35 un 70-
x=35.

Tatad reizinajums bus vislielakais, ja abi saskaitamie ir vienadi.

11. Piemeérs. Doti skaitli p un q; p+2g=1. Noteikt
1) p+q® mazako vértibu,
2) pq lielako vertibu.
Izsakam p=1-2q.



2
1
1) p>+9° =(1-29)° +q° =1-49+4q° +q° =59° - 4q +1=5(q-§) e

. 2 1
,aqz—un p=

Izteiksmes mazaka vertiba ir g

1
5
1
2) pg=(1-20)09=9-29" = Z(q g

1
Reizinajuma lielaka vertiba ir §’ ag= Z un p_E

12. Piemers. Noteikt funkcijas y=x*+3x°+2 vismazako un vislielako vértibu, ja

-2< X <3.
2
y=x*+3x*+2=| x* +2.3x2 +9J—1: x? +§j 1
2 4) 4 2 4
Funkcijas mazaka veértiba ir atkariga no ta, cik liels ir pirmais saskaitamais:
2
x? +§ 2§ (jox>0) = vy, = §J _1:9_322
2 2 2 4 4 4
So vertibu funkcija sasniedz pie x*+3x°+2=2 = x*(x*+3)=0 = x=0; x*=-3
= 0

leverosim, ka dota funkcija ir para: y(-x)=(-x)*+3(-x)?+2= =x*+3x*+2=y(x),
tatad tas grafiks ir simetrisks pret Oy asi.
Funkcijas lielaka vertiba biis punkta x=3 : y(3)=110.

2
. . -X+1
13. Piemérs. Aprekinat funkcijas y = % mazako vertibu.
X*=2x+1
_ x2—x+1_(<2—2x+1/+x_1+ X , & 1+1
x? —2x +1 x?—2x+1 «-1° (( f
1 1
=l+—+
x-1 (x=1)°
apzime i—a
P x-1
2 2
l+a+a2:(a2+21a+ l)+§: a+1j +§=(L+EJ 43
2 47 4 2) 4 x-1 2 4

3 . 1 .
Funkcijas minimala veértiba ir 7 ja n = 1 , X-1=-2 , x=-1, kas pieder D.A.

, ja -1< x < 1, vislielako un vismazako

14. Piemers. Atrast funkcijas y=—;
X +x+1

vertibu.




1) saucgjs ir vismazakais: 1 ja x= -%, tapec dalas vertiba (apgrieztais lielums)
o4
ir vislielaka: 3

. .. . . 1
2) ta ka saucgjs ir kvadratfunkcija, kuras virsotnes abscisa X = BE tad tas grafiks

ir simetrisks pret $o taisni un saucjam bus lielaka veértiba intervala [-1;1]
1

1+1+1 3

galapunkta x=1. Tapéc apgrieztais lielums biis mazakais: y=

15. Piemérs. Noteikt funkcijas y=4x-3x” lielako un mazako vértibu intervala [1;2].

2 2
y:4x-3x2:—3[x2—ﬂ):—3 [x—gj _4 :—3(X—g) +2
3 3 9 3 9

_ . ) . 4 _ 2 2 -
Kvadratfunkcija sasniedz savu maksimumu 5 punkta X = g, bet § ¢ I;2_.

Ta ka intervala {% ;+ooj funkcija ir dilstoSa, tad savu lielako vértibu ta sasniedz

intervala galapunkta x=1, tad y=4-3=1, un mazako vértibu - intervala
galapunkta x=2, tad y=8-12=-4.

16. Piemérs. Kads ir lielakais laukums taisnstirim, kura trIs malu summa ir 200m?
Taisnstlira malas apzim&jam ar x un y.

X X

y
P&c dota 2x+y=200, tad y=200-2x un laukums taisnstlirim
S=xy=x(200-2x)=-2x*+200x=-2(x*-100x+2500-2500)=
=-2(x-50)?+5000
Vislielaka laukuma vértiba ir 5000m?, ja x=50m un y=100m.

17. Piemeérs. Pusrinki ievilkts taisnstiris ta, ka viena mala atrodas uz diametra.
Noteikt ta taisnstiira izmérus, kura laukums ir maksimalais.

B C

A 0 % D

Rinka radiusu apzimé ar =OC; OD=x, tad AD=2x.
Apskatot AOCD redzam, ka CD=+/r* —x* .

Tad taisnstiira laukums S=2x/r? — x* .
S sasniedz savu maksimalo vértibu, kad to sasniedz s?,
Tapac S2=4x?(r2-x3)=4x2r2-4x =-(4x*-4r?x?+r-r*)=-(2x°-r%) +r*



rrJ_

Laukums ir maksimalais r* ,ja 2X°=r? = X=——=—=un AD =r/2;

Co— T - 1L - f——=i

18. Piemérs. Dots regulars trijstiris ar malu a. Kads ir lielakais laukums taisnsttrim,

kur§ ievilkts trijstlirT ta, ka visas taisnstiira virsotnes atrodas uz trijstiira
malam?

B

A -

Taisnstira malu garumus apzime ar x un y.

ACGH: HC = xctg60 ° =% , tad y:a-zHC:a-z\fX

2\/§xj 2+/3x2
—ax - =

Taisnstura laukums S=xy = x[a -

3 3
20V3(, . B 3a® 3a®) 243( 3 ) 3’
=———|X"=2- X+ - =— X—— +
3 4 16 16 3 4 8

J3a? . V3
8

Lielaka laukuma vértiba ir , Ja malu garumi ir X:Ta un

2\/_\/_

a
3 4" 2

a
%
19. Piemers. Kvadratveida finiera plaksné ar malas garumu 10 cm izgrieza
taisnstiirveida caurumu, kura diagonale ir 5 cm. Cauruma malam piestiprinaja
stiepliti, kuras 1cm sver 7 gramus. Finiera 1 cm? svars ir 2 grami. Kadiem jabiit
cauruma izmériem, lai atlikusas plaksnes svars biitu maksimalais?
Izgriezta taisnstira malu garumus apzim€am ar x un y; tad no AABC
X2+y?=25 (1)
10

10

Ty F=m

Plaksnes svars ir
Q=100-2-2xy+7-2(x+y)=200-2xy+14(x+y)



Sakaribas (1) kreisaja pusé atdalam pilno kvadratu (x+y)*-2xy=25 un izsakam
2xy=(x+y)*-25

Q=200-(x+y)*+25+14(x+y)=-(X+y)*+14(x+y)+225

Esam ieguvusi kvadratfunkciju x+y=a

Q=-a’+14a+225

St funkcija sasniedz savu maksimumu, ja a=-14:(-2)=7

Ieglistam vienadojumu sist€mu

X+y=7 X+y=7 X+y=7 X=4 {x=3
. = ) = = vai
X +y =25 (X+y)"—2xy =25 xy =12 y=3 y=4
Tatad maksimalais svars biis plaksnei, kura izgriezta cauruma izméri ir 3 un 4
cm.

20. Piemérs. Plakn€ doti 3 punkti A; B; C, kuri neatrodas uz vienas taisnes . Noteikt
uz taisnes BC punktu K, lai attalumu kvadratu summa no K Iidz A; B un C biitu
vismazaka.

B E D c
Novelkam AD 1 BC un apzim&jam: AD=a, DB=b, DC=c, K — patvaligais
punkts. Tatad janosaka funkcijas y= AK?*+BK?+CK? mazaka vértiba.
Apzim&am KD=x, tad y=(a’+x?)+(b—x)*+(c+x)’=
=3x’-2(b—c)x+a’+h*+c?

3a’ +2b? + 2bc + 2¢?

2
Parveidojam kvadratfunkciju y = S(X _b ; CJ + 3 Tatad
3 __ _ 3a®+2b*+2bc+2¢” | b—c
funkcija savu mazako vertibu 3 JJa x= 3

21. Piemers. Pa taisna lenka malam kustas 2 kermeni ar noteiktiem atrumiem vy Un vy
m/s virziena uz lenka virsotni. Sakot kustibu, pirmais kermenis atrodas attaluma
a, otrais kermenis — attaluma b no lenka virsotnes. P&éc cik sekundém no
kustibas sakuma briza attalums starp kermeniem biis vismazakais?

AV
Z
—.
O D B

AO=a, OB=b. Pienemsim, ka péc x sekundém attalums starp abiem
kermeniem biis vismazakais. x sekund@s pirmais kermenis ir nobraucis attalumu
AC=v;x, otrais — BD=v,x. Tad kermenu attalumi lidz lepka virsotnei ir

10



OC=a-vix un OD=b-v,x. Attalums starp abiem kermeniem
CD=/€-VXx >+ €-V,x".

Tas biis mazakais, ja CD? biis vismazakais. Tapéc aplikosim funkciju
y=(a-v1X)?+(D-Vox)?= (V1 2+, )X~ (2av1+2bvy)x+a2+h?=

2av. +2bv a’+b?
2012"’\/22 Xz_ 2l 22X+ 2 2 |~
V,o+V, VS +V,

2
> 20, av+bv, (av,—bv,)?
= Ql +V," | XT—— S|t :
vV, +V, vV, +V,
Ta ka V12+V22>O, tad attalums starp kermeniem ir vismazakais péc

av,+hbv ) av, —bv
=—21 "2 gekundém un vienads ar —2 2

2 2 !
2 2
ViV, VY, +V,

22. Piemers. No balka, kura radiuss ir R, jaizgatavo taisnstiira paral€lskaldnis ta, lai
materiala zudumi butu péc iesp&jas mazaki.
/,-'-'"_"‘-\-\.\\\ C
palille
Ta ka balka garums ir nemainigs, tad ir janoskaidro, kadi ir pamata rigka ITnija
ievilkta taisnstiira izméri, lai ta laukums butu maksimalais.
Apzimé rinka Iinijas radiusu ar R, taisnstiira izmérus ar X uny.

Taisnstira ABCD laukums S=xy; izsakot no AACD, AD =y =+4R? —x?
un S=xv4R?% —x?>
S?=x2(4R%-X%)=-x2+4X*R?=-(x*-2R?)*+4R*
S sasniedz lieldko vértibu tad, ja S” ir lielaka vértiba, bet S° lielaka vertiba ir
2R?, jax?=2R? t.i;, x=R+/2 un y =R~/2.
Tatad, lai materiala zudumi butu vismazakie, pamata jaievelk kvadrats.

23. Piemeérs. Jaizgatavo taisnstiira paral€lskaldna formas kaste, kuras pamata laukums
ir 1. Visu Skautnu garumu summa ir 20. Kadiem jabit kastes izm&riem, lai tas
pilnas virsmas laukums butu vislielakais?

i

Apzim&jam atskirigo Skautnu garumus ar x, y, z. Pec dota 4x+4y+4z=20, tad
X+y+z=5 (1) un pamata laukums xy=1.
Aprekinam laukumu pilnai virsmai:
S=2+2xz2+2yz=2+27(x+Yy)=2+2(X+Y) (5-(Xty))=-(X+Y)*+10(x+Yy)+2
Ir iegiita kvadratfunkcija; ja x+y=a, tad
S=-2a°+10a+2.

11



Tai eksistt maksimums, ja a= g jeb x+y= g leglistam vienadojumu
sisteému
5
X+y:§ un talak 4% =
xy=1 y, =
o 1
Aprékinam z :5-(x+y)=5-[2+§j .

Vislielakais pilnas virsmas laukums ir S = -ZE +10E +2= 29 .

Uzdevumi

1. Noteikt kvadrattrinoma lielako vai mazako vertibu:

13 224+10%—3 4y —x24+2%-11 7} 52— 2343
2) w52 5y —x2+35+1 8) —2x2+53+1
3) 22— Tt 6) —x2—Tu—3 9) %X2+3x— % .

2. Aprekinat polinoma P(x)=(x+3)(x+4)(x+5)(x+6) mazako vertibu.

3. Noteikt tas x vertibas, pie kuram dota funkcija sasniedz savu lielako vai mazako
vertibu:
1) y=(x-3)"+(x-7)’
2) y=(x—2a)*+(x+3b)?
3) y=—(4t-x)’~(x-t)’

4. Noteikt kvadrattrinoma ax’+bx-+c koeficientus, ja ta veértiba ir 0, ja x=8, un
vismazaka vértiba ir —12, ja X=6.

5. Apréekinat kvadrattrinoma ax’+bx+c koeficientus, ja ta mazaka vertiba ir 7 pie x=—2
un, ja x=0, tad kvadrattrinoma vértiba ir 15.

6. Dota funkcija f(x)= ax*+bx+c. Noteikt koeficientus a, b un c, ja zinams, ka punkta
x==2 tai ir minimums -9, bet ja x=1, tad funkcijas vértiba ir 0.

7. Noteikt kvadrattrinoma ax’+bx-+c koeficientus, ja zinams, ka ta lielaka veértiba ir

. 1
25, jax= > un ta saknu kubu summa ir 19.

8. Kadam a vertibam vienadojuma
1) x*+(2-a)x—a—3=0
2) x*+(a—4)x—a—1=0
3) —x*+(a—6)x+a=0
saknu kvadratu summa ir vismazaka?

12



9. Doti reali skaitli a; b; c; d; a’+c%20. Pie kadas x vértibas funkcijai
y=(ax+b)*+(cx+d)? ir vismazaka vértiba? Noteikt to!

10. Taisnstiira tris malu garumu summa ir a. Aprékinat, pie kadiem taisnstiira malu
garumiem ta laukums ir maksimalais.

11. Noteikt vislielako un vismazako vertibu funkcijai
1) y=x*+5x*+4, jaxe [-2; 1]

1
2) y=—r——.
)Y 2X% —4X + 7
X?+x+1
12. Aprekinat funkcijas Y = ————— mazako vertibu.
X +2x+1

13. Taisnlepka trijstirT, kura Saurais lenkis ir 60° un hipoteniiza 16 cm, ievilkts
taisnstiiris, kura viena mala atrodas uz hipotentizas. Kadiem jabiit taisnstiira izmériem,
lai ta laukums butu maksimalais?

14. Ka ar s€tu, kuras garums ir 1, var ierobezot maksimalo laukumu, kur§ atrodas
taisna juras krasta mala, ja s€tas forma ir

1) taisnstdris,

2) trijsturis?

15. Figiira sastav no taisnstiira un vienadmalu trijstiira, kur§ ka uz pamata konstruéts
uz taisnstiira malas. Kads ir lielakais iesp&jamais §1s figliras laukums, ja tas perimetrs
ir P?

16. Noteikt summas 2x°+3y” lielako un mazako vértibu, ja x-+y=2, x > 0; y > 0.

17. Regularas trijstiira piramidas visa Skautpu garumu kvadratu summa ir a. Kads ir
maksimalais sanu virsmas laukums?

18. Paralelograma diagonalu garumu summa ir 16 cm. Aprékinat vismazako
iespgjamo paralelograma malu garumu kvadratu summu.

19. Pozitivu skaitlu X un y summa ir 12. Aprékinat, kadu mazako veértibu var pienemt
izteiksme

20. Konusa ar pamata radiusu R un augstumu H ievilkts cilindrs. Aprékinat ta cilindra
augstumu un pamata radiusu, kura sanu virsmas laukums ir vislielakais.

21. No visiem trijstiriem, kuru platais lenkis ir 150° un malu, kuras veido %o lenki, ir
16, noteikt to, kuram ir vislielakais laukums.

13



2.§ SAKARIBA STARP DIVU SKAITLU VIDEJO ARITMETISKO
UN VIDEJO GEOMETRISKO

. . e X+
Teoréma. Ja x un y ir nenegativi skaitli, tad > y > /XY .

Parveidojam nevienadibu ?

igxzjﬁkz 5:5§21X20C>!E%#2420¢3 (x-Jy>>o0.

Vienadiba ir spéka tikai tad, ja x=y. Biezi So nevienadibu lieto forma
X+Yy> ZM . Nevienadibu var izmantot ari funkcijas y = X+§, ja a>0 un x>0,

pétisanai.

.. a . 1= = . —
Teoréma. Funkcijas y = X +—, kur a>0 un x>0, vismazaka vértiba ir 2\a , kuru ta
X

iegiist, ja X = Ja.
To pierada, izmantojot sakaribu starp vid€jo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko:

a / a
X+—2>2 X -—
X X

a . . . . .
X +— >2+a- izteiksmes mazaka vértiba ir 2+v/a. Noskaidrosim, pie kadas x
X

2
: X° —2Jax+a
vertibas to ieglst: ————— >0
X

> ..
Acimredzot ((—\/5 = 0 un kvadrata mazaka vértiba ir pie X -Ja = 0, ti, ja

x=+a.

Gadijuma, ja x<0, tad izmanto, ka dota funkcija ir nepara, t.i.,
a

f(—x):—x+_ixz—(x+—J:—f(x)

X
un tas grafiks ir simetrisks pret (0;0).
Tapéc simetriskaja punkta X = ~Ja y= -2/a funkcijai ir lielaka vertiba.

Aplukosim piemerus.

. . 16 .
1. Piemeérs. Noteikt funkcijas y=x+ - ja x>0, mazako vertibu.

X+E >21/X-E =2-4 =8. Mazaka vertiba ir 8.
X X

2. Piemers. Noteikt funkcijas y = x + %, ja x>3, mazako vertibu.
X —

14



Labaja pusé pieskaita un atpem 3: y=Xx-3+ % +3. Pirmo divu saskaitamo
X
summas mazaka vertiba:
x-3+8 >2x-3). 1 _g
X-3 X—-3
Mazaka vertiba ir 8, ja x-3=4. Tapéc y>8+3=11.

2

lg°x+4
lg x

3. Piemeérs. Pie kadas x veértibas izteiksmes vertiba ir mazaka?

Noteiksim izteiksmes mazako vértibu:

2
lg X"‘4: ng+i22 |gx~i =2-2=4. Ta ir 4. Mazako vértibu izteiksme
lg x lg x lg x

iegust, ja lgx=2 jeb x=100.

. e +1
4. Piemeérs. Aprekinat 1ztelksmes :‘( =, ja x>0, mazako vértibu.

= 2
(<+l:(<+4,=x +)5(X+4=x+£+524+5=9
X X

. 4 [ 4 ) .
Ievérosim, ka X + — > 2,|X-— =4 . Izteiksmes mazaka v&rtiba ir 9.
X X

5. Piemérs. Noteikt funkcijas y = ekstrémus.

><|\|

L

7
7 X 7 . e

Acimredzot jabut x=0. Ja x>0, tad 7 +—2>2 e = 2. Funkcijas minimala vértiba

X
ir 2. Noteiksim, kadai x vertibai ta atbilst:
2 2 72
X +4922 - X 14x+49:(x 7)
X X 7X

Vienadiba ir speka, ja x=7
Funkcijai minimums ir punkta (7,2). Ja x<0, ievérosim, ka funkcija ir nepara, t.i.

e x)——f—gz—@ 9=—f(><),

tas grafiks ir simetrisks pret koordinatu asu krustpunktu, un punkta (-7,-2) ir
maksimumes.

6. Piemérs. Aprekinat funkcijas y = 1 (x® -5x* +10x +9) , ja x>0, mazako vértibu.
X
yzl(x3 -5x? +10x +9) = x* -5x +10 + 9.
X X
2 9 2 9
=(X"-6X+9)+| X+— |+1=(X=3)" +| x+— [+1=(*)
X X

Pirmais saskaitamais (x-3)%>0, ta mazaka vertiba ir pie x-3=0, X=3; otrais

. . 9 L
saskaitamais X +— > 2-3 =6, ta mazaka vertiba ir 6, ja x=3.
X

15



Tapec (*)>0+6+1=7. Funkcijas mazaka vértiba ir 7, ja x=3.

Aplikosim piemérus (7., 8.), kuros, lai vieglak var€tu noteikt ekstrémus, izpeta

1
nevis pasu funkciju y, bet tai apgriezto y

7. Piemérs. Noteikt funkcijas y =

?_X 9,ja x>0, maksimumu.
X
o . L1 x*+9 9 o
Aplikojam apgriezto funkciju — = . - X+ —>2-3=06 Tai mazaka vertiba ir
X

6, ja x=3. Tatad dotajai funkcijai $aja punkta x=3 ir maksimums y(3) = % .

3x?2
ax* —bx?+c
lielako vertibu, ja zinams, ka ta eksiste.
ax“—bx2+c_ax2+ c b

8. Piemeérs. Aprekinat funkcijas y = , kur a, b, ¢ ir pozitivi skaitli,

y 3x2 3 3%’ 3

2 2
) ax C Iax c 2+vac
saskaitamo summas mazako vértibu +t— 2 2 — =
3 3 3 3x 3

e b _2Jac-b
~ 3 3 3

(*). Nosakam pirmo divu

Apskatam

- esam ieguvusi ; mazako vertibu. Tatad dotas

funkcijas lielaka vertiba ir

3
2Jac b

9. Piemérs. Pie kadas x vertibas funkcija f(X) = 5o’ +e%+2 sasniedz
59~ +1

mazako vertibu?

f(x) =59+ +1+e++124+1=5. Tiesam, ta ka 593 +1>0, tad
5 +1

5017 114 4 >2-J4=4; mazaka vertiba ir 4, kuru iegist, ja
pextl | q
1

5% 11-2, 5915 =1; 2x+1=0; x = -2

10. Piemeérs. Jauzbiive séta ap taisnstiirveida sporta laukumu, kura platiba ir 0,9 ha;
divas paralélas malas ar koka Zogu, otras divas ar stieplu Zogu. Viena metra
koka Zoga izmaksa ir 5 Ls, stieplu Zoga - 2 Ls. Sétas celtniecibai iedaliti 1200
Ls. Vai ar So naudas summu pietiek, lai uzbiivétu s€tu, un kadiem jabiit laukuma
izmériem?

0,9 ha=9000 m*. Laukuma malas apzimgjam ar x un y. Tad

S=xy=9000 = y = M Zoga izmaksa
X

16



A:2-2X+2-5M :4x+90000 221/4X-90000 =1200.
X X X

Mazaka naudas summa, kura nepiecieSama, ir 1200 Ls. Ar So naudas summu
pietiek, lai uzbiivétu s€tu. Noteiksim, kadiem jabut laukuma izmeériem.

2
0000 120050 « €300 .4
X X
Vienadiba ir spéka, ja x=150m un y=60m. Tatad 1sakajam malam jabuve stieplu,
bet garakajam - koka zogs.

4X +

11. Piemeérs. Rinka sektora perimetrs,ir p. Kadam jabiit §1 sektora centra lenkim, lai
sektora laukums biitu vislielakais?
Sektora perimetrs p=2R+I=2R+Rq, kur o ir centra lenkis radianos.
F

p=R(2+a) = R =P
2+

2
Laukums sektoram S=R2 = = p_2 2o p—a?,
2 (2+a)" 2 2@+a’

2 p2
kur o konstante. Tapéc

pétisim funkciju y = - Soreiz ir &rti apliikot apgriezto funkciju

€+o

4

2 2
1:Q+a/=4+4a+a :i+oc+424+4:8.
y o (04 o

Pirmajiem diviem saskaitamajiem pielietojam sakaribu starp vidgjo aritmétisko un

4 /4 L1
vidgjo geometrisko: —+a > 2.|—-o = 4. Funkcijai ; mazaka vertiba ir 8, tapec
a o

1 .
funkcijai y lielaka vertiba ir 3 pie a=2 (radiani).

12. Piemérs. Dotas divas paral€las taisnes a un b, attalums starp tam R. Novilkts
pusrinkis, kura diametrs atrodas uz a; tas pieskaras taisnei b. Noteikt vienadsanu
trapeces ABCD pamatus (tie atrodas uz a un b, sanu malas pieskaras
pusrinkim), ta, lai trapeces laukums biitu vismazakais.

5 B F__C
£ R G
. n
A M 0 N D

E un G - punkti, kuros pusrinkis pieskaras trapeces sanu malam.
1) Apzim&jam BF=x; AE=y
BC un BA ir no B vilktas pieskares rinka linijai, tapéc BF=BE=x
2) Novelk BO
Z FBO=ZBOA (ieksgjie skérslenki)
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2 ABO=_~/FBO (BO ir £ B bisektrise).
No Sejienes seko, ka £ ABO= .~/ BOA.
Tatad AABO ir vienadsanu, t.i., AB=AO=x+y
3) szAD_;BC.R _2&+Y A2 o ox YR (1)
4) leverosim, ka AB ir pieskare; AN - sekante, tatad
AE*=AM-AN=(AO-OM)(AO+ON)
Y =(x+y-R)(x+y+R)=(x+y)*-R®
R -x?

Y2 =xP+2xy+y>-R? tad y =
2X

)

(2) ievieto (1) un iegist

2 2 2 2 2 2 2
S— 2)(+R - X -R=4X +R°—-x -R=3X +R R-
2X 2X 2X
2
[, R R>RV3.-R=R*\3
2  2X
2 2
Takax>o,tad3—X+R—zz,/3—X-R—=R\/§
22X 2 2X
2
Laukuma mazaka vértiba S = R2+/3, kuru iegtlist, ja 37)(:':—)( = X:RT\@. Tad
y:RT\/§ un trapeces pamati BC = 2x =¥, AD =2(X +Y) :#.

13. Piemers. Jaizgatavo taisnstiira paral€lskaldna formas kastite, lai tas pamata
laukums bitu 2 dmz, bet sanu virsmas laukums 18 dm?.
Kadiem jabiit kastites izmé@riem, lai visu Skautpu garumu summa biitu
minimala?

Atskirigas Skautnes apzim&am ar x,y,z. Tad péc dota xy=2 un 2xz+2yz=18 =
9
Z= .
X+Yy
Visu Skautpu garumu summa ir

L=4x+4y+4z=4(x+y+z)=4[x+y+ ]24~6=24
X+Yy
- ~ 9
Novertgjam X + Yy + >2 |&+y .—— =6
X+Yy X+y
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Tatad skautnu garumu summas minimala vertiba ir 24, kuru ta sasniedz, ja x+y=3.

X+y=3
Esam ieguvusi vienadojumu sist€ému { y 5 kuras atrisinajumi ir (2;1) vai (1;2).

Xy =
Tad z=3. Taisnstiira paral€lskaldnpa izmeéri ir 1;2;3 dm.

14. Piemers. Taisnas prizmas pamats ir taisnlenka trijstaris ar 2m? lielu laukumu, bet
prizmas augstums ir vienads ar pamata hipoteniizas garumu. Kadiem jabut
pamata malu garumiem, lai prizmas sanu virsmas laukums biitu mazakais?

Pamata trijstira malu garumi ir a; b; c; pec dota arT prizmas augstums ir c.
 pamata laukums % =2 2ab=4 = a :% (1)

« péc Pitagora teoremas a’+b’=c> = c=+a’ +b? (2)
Nosakam sanu virsmas laukumu un ta mazako vertibu.

(2) ) ®
S—ac+bctc? =@+b+c)-c=€+b+a’ +b2/\/a2+b2 =
2 2 2 2
= ﬂ+b+\/—+b2 -\/b—+b2: L b+ﬂj -8 b+£) -8=(%
b 16 16 b b b
o s e 4 _ s
Laukuma vertiba biis mazaka, ja mazako vertibu iegis izteiksme b +b. Tas mazaka

vertiba (gm >2 /%-b - 4] ir 4, ja b=2.

(*)> €+16-8 :v16-8 = €+ 212 .2/2 =8/2 ()

Pamata izméri b=2, a=2 un C = 2.2.

15. Piemers. Taisnas prizmas pamats ir taisnlepka trijsturis ar 50 cm garu hipoteniizu.
Prizmas sanu virsmas laukums ir 0,96 m% Cik garam jabiit pamata trijstiira
katetém, lai prizmas visu Skautnu garumu summa biitu mazaka?

Trijstiira malu garumus apzimé&jam ar a;b;c, prizmas augstumu ar

P&c dota ¢c=50 cm. Sanu virsmas laukums (0,96m2 = % m? )

L=2a+2b+2c+3h=(2a+2b+1)+3h =2a+2b+l+i\= *)
25€@a+2b+1
Ievérosim, ka a+b+1jh = % =h= 24
2 25

25(a + b+1J
2
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144 24

) >2 |— =
®) 25 5
24 12
Visu $kautnu garumu summa ir mazaka: 5 ja2a+2b+1= % =35
Tatad esam ieguvusi vienadojumu sist€ému
2a+2b+1:E a+b:1 a+b=1 a+b:1
L= 1 = 10 L= 1%0,
a’+b* == a?+b’== |€@+b’-2ab== |ab=—"—
4 4 4 100
3 4
a=-—m a=—m
atrisinajums ir 10 vaj 10
4 3
b=—m b=—m
10 10

Trijstiira katetes ir 30 cm un 40 cm garas.

Uzdevumi

1. Noteikt funkcijas 1) y =x + i , ja x>0, mazako vértibu;
X

a .
2) y=x' +—,ja a>0, x>0, mazako vertibu.
X

2. Noteikt mazako vertibu funkcijam 1) y =X + 4—92 , jax>2,
X —

2) y=3x+@,jax>1,
x-1

8 x?
— =

3:
)yx22

3. Aprékinat mazako vertibu funkcijai y = X + 4 intelvala [4;5].
X

2

+1g° x
lg x

4. Pie kadas x vertibas izteiksmes vertiba ir mazaka iesp&ama?

~

€x +5 $x +14
X

5. Apréekinat izteiksmes

=, ja x>0, mazako vértibu.

4 4

6. Pie kadas x vértibas dalas a +X
X

vertiba ir minimala?
. . b _
7. Noteikt funkcijas y = ax + — ekstrémus.
X

20
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2
8. Noskaidrot, pie kadas x>0 vértibas funkcijai Q=a’Xx+—+C ir vismazaka
X

vertiba.

9. Noteikt ekstrémus funkcijam 1) y = — ,Jax>0
X +16
X2
2 =
) x* +25

X .
3) y=——,jax>0.
)Y 1+ x? J

X2

10. Aprekinat funkcijas y = X
X+1

, Ja x>-1, mazako vértibu.

11. Rinka sektora laukums ir S. Kadam jabut centra lenkim, lai sektora perimetrs biitu
vismazakais?

12. No granita jaizka] taisnstiira paral€lskaldnis, kura augstumam jabit vienadam ar

pamata diagonali, bet pamata laukumam - 4m?. Kadiem jabiit Skautnu garumiem,
lai paral@lskaldna pilnas virsmas laukums biitu mazakais?

3.§ DAZAS SPECIFISKAS ALGEBRISKAS FUNKCIJAS

2
3.1, FUNKCIJA y = 22X +bix+c,

a,x’ +b,x +c,

Lai noteiktu $ada veida funkcijas ekstrémus, palidz prasme noteikt funkcijas
vertibu apgabalu.

Doto funkcijas vienadojumu parveidosim par kvadratvienadojumu attieciba pret x:

(a2y-a1)x*+(bay-b1 )x+(coy-c1)=0

Lai $im vienadojumam eksistétu realas saknes, jabiit D>0.

1. Piemérs. Noteikt funkcijas y = 2x— ekstrémus.
X —3x+3

Jabiit x*-3x+30, Ta ka D<0, tad der visi x € R.
Parveidosim funkcijas vienadojumu par kvadratvienadojumu pret x:
yx2-3yx+3y=x-1; yx*(3y+1)x+(3y+1)=0

Lai §im vienadojumam biitu atrisinajumi, jabiit D>0:

D=(3y+1)?-4y(3y+1)=-3y*+2y+1>0 < % <y<1

Esam aprekinajusi funkcijas vertibu apgabalu, tapec y;, = -% un Ymax=1.

Noteiksim, kadam x vertibam atbilst §1s y vertibas:

1
)y =-=
) Vi 3
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x-1 1
x*-3x+3 3
X2-3x+3=-3x+3
x°=0
x=0
2) Ymax=1
x-1
x?—-3x+3
X?-3x+3=x-1
X2-4x+4=0
X=2

Funkcija sasniedz minimumu punkta (O,- %) , bet maksimumu punkta (2;1).

2
. .. X°+X+1
2. Piemérs. Aprékinat funkcijas Y = —————— mazako vertibu.
X°+2x+1

D.A. X*+2x+120 & x=-1

Rikojoties ka ieprieks, yx2+2yx+y:X2+X+1
(y-1)x3-(1-2y)x+y-1=0

Vienadojumam bis atrisinajumi, ja D>0:

D=(1+2y)*-4(y-1)*=4y-3>0 < y > %.

3
Minimala y vertiba ir rk

2 3

Aprékinam x vértibu: X2+—X+l =—
X“+2x+1 4

X*-2x+1=0

x=1

Funkcijas mazaka veértiba y ;, = 7 jax=1.

2

. . X° =X
3. Piemérs. Noteikt funkcijas y = ————— ekstrémus.
X*—=Xx+3

D.A. x*-x+320 , D<0, xe R

legiistam kvadratvienadojumu attieciba pret x :
YX2-yX+3y=x>-X

(y-1)x*+(L-y)x+3y=0
D=(1-y)%-12y(y-1)=-11y*+10y+1

D>0 < -11y*+10y+1>0

Iegtistam funkcijas veértibu apgabalu —i <y<1 kury,, = 1 un Ymax=1

Noteiksim atbilstosas x vertibas:

-x 1 xt—x 1
-x+3 11 P ox+3
A At 1= o=t 3

1
w=g O=3

22



Funkcijai maksimuma nav un minimums ir punkta (% ;—1—1J .

3.2. CITAS FUNKCIJAS
4. Piemeérs. Aprekinat funkcijas y=c-3 mazako veértibu.
D.A.: x=5

Ieverosim, ka aritmé&tiska kvadratsakne ir nenegativs lielums +/x—52>0, tas
mazaka vertiba ir 0, tad¢] visas funkcijas mazaka vertiba ir y=0-3=-3, ja X=5.

5. Piemérs. Noteikt funkcijas y = liclako vertibu.

1
VA4 +x?
D.A.: 4+x°>0 V xeR
Izteiksmes V4 + x> mazaka vértiba ir 2, ja x=0, tapéc apgrieztajam liclumam

1 1
lielaka vértiba ir —, ja x=0.
V4 +x? 2

6. Piemérs. Aprekinat funkcijas y = 3+5v9—x? lielako un mazako vértibu.

D.A.: 9-x>0 < -3<x <3

V9—x* lielaka vértiba ir 3, ja x=0; tatad funkcijas y lielaka vértiba ir
y=3+5-3=18

V9—x* mazaka vertiba ir 0, ja x=+3; tatad funkcijas y mazaka vértiba
y=3+5-0=3.

7. Piemeérs. Aprekinat funkcijas y=alx+1[+b lielako vertibu, ja tas grafiks iet caur
punktiem A(2;0) un B(-2;2).
_ , 3a+b=0 .
Punkti A un B pieder grafikam, tatad b2 no kurienes a=-1 un b=3.
+ =
Tatad y=-|x+1[+3. Ta ka |x+1[>0, tad -|x+1|<0 un funkcijas lielaka vértiba ir 3, ja
x=-1.

8. Piemers. Apréekinat funkcijas z=y-2x lielako un mazako veértibu, ja 36x%+16y?=9.
y=z+2X = 36x*+16(z+2x)*=9
36x°+16(z°+4xz+4x%)-9=0
100x*+64x2+162-9=0
Esam ieguvusi kvadratvienadojumu pret x; tam bis atrisinajums, ja D>0.
D=(64z)?-4-100(162%-9)=16-9(25-162%)>0
Atrisinot nevienadibu 25-162%>0, ieglistam, ka iesp&amas z vertibas ir
- § <7< % , tatad mazaka z vertiba ir -% , lielaka % .

Apréekinasim, kadas ir atbilstosas x un y veértibas:

o~ 64z +4-3y25-162°

200

. 5 2 9
jaz=-—tad x==uny=-—
4 5 20
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ja Z=%,tad X=-E un y:i

5 20

9. Piemers. Skaitli x, y un z ir tadi, ka x*+3y*+z’=2. Kada ir lielaka iespgjama
izteiksmes 2x+y-z vertiba?
Apzim€jam 2x+y-z=a un izsakam z=2x+y-a.
Tad x*+3y?+(2x+y-a)*=2; vienadojumu parveidojam par kvadratvienadojumu pret

4y*+2(2x-a)y+5x*+a’-4ax-2=0

Lai biitu atrisinajumi, tad jabtit D>0:
D=4(2x-a)*-16(5x*+a*-4ax-2)=4(-16x*+12ax-3a’+8)>0

Tatad 16x*-12ax+3a°-8<0. Lai $ai nevienadibai eksistétu atrisinajums, jabiit D>0:
D=144a%-64(3a%-8)=-48a°+512>0

-12a°+128>0

L 46
3

Tatad izteiksmes a=2x+y-z lielaka iesp&jama vértiba ir kil .

10. Piemérs. Kads ir mazakais tilpums konusam, kuru var apvilkt ap lodi ar radiusu

R?
B
h
ol 4 E
R
ADT G
Apzim&jam DC=r; BD=h.
1) ADBC ~AEBO (1l). Tape Bb_BE
. Tapec DC- EO
2) Aprekinam BE = ADBC, BC =+h? +r?
DC=EC=r

BE=BC—-+vh?+r2—r
h +h?+r%—r

r R
hR =rvh? +r? —r?
hR +r® =rvh? +r?

Kapinam kvadrata un izsakam %
h’R%+2Rhr+r*=r’(h?+r)
h?R*=r*h*~2Rhr?

,  h?R*  hR?

r- = =
h?-2hR h-2R
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2p 2
Konusa tilpums V = 1rzhn = m Ta ka z ir konstante, tad aplikojam
3 3(h-2R) 3
h2 2
funkciju y= Parveidosim to par kvadratfunkciju pret h:

h-2R "
R%h*-yh+2Ry=0.
Jabut D=y*~8R%>0. legiistam y<0 (neder) vai y>8R®. Minimala funkcijas
h?R?
“h-2R

vertiba F8R3. Noteiksim, pie kada h tas izpildas: 8R®

h’~8Rh+16R?=0, h=4R.

Tatad mazakais iesp&jamais konusa tilpums ir V = %8R ‘n= % R’n.

Uzdevumi

1. Noteikt funkcijas 1) y = ——, 2) y = —~— ekstremus.
1+x X°+9
2. Aprékinat funkcijas y = % vertibu apgabalu un tas maksimumu.
1+x+X
. . x?—x+1
3. Noteikt funkcijas y = ————— mazako veértibu.
X°=2x+1
2
4. Atrast izteiksmes y = XThox+4 mazako vertibu, ja x >0.
X

5. Aprekinat funkcijas y = 4 + % mazako vertibu, ja 0<x <I.
X 1-x

6. Aprekinat funkcijas y =5-3vXx -2 lielako vértibu,
y = 44/1-x? +3 lielako un mazako vértibu,

y:\/x2 +X+1+Vx? —x +1 mazako vértibu.

7. Noteikt mazako no x vertibam, kuram eksist€ taddas y un z vertibas, ka
X2+2y*+72+xy-xZ-yz=1.

8. Aprekinat funkcijas y=alx-2[+b lielako vertibu, ja tas grafiks iet caur punktiem
A(1;-4) un B(2;1).

9. Noteikt funkcijas y=|2x+b|+a mazako vertibu, ja tas grafiks krusto Ox asi punktos -
3unl.
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4. § TRIGONOMETRISKAS FUNKCIJAS.

4.1. DAZADI PIEMERI.

1. Piemérs. Noteikt funkcijas y = sin > x +sin x +1 lielako un mazako vértibu.

levérosim, ka dota funkcija ir kvadratfunkcija un tapéc atdalisim pilno
kvadratu.
2
y =sin? X +sin x +1 = (sin2x +2% sinx +%)— %+1 :(sinx +£j +%

3 .
* Funkcija sasniegs mazako vertibu 2 Ja sinx +% =0 = y,, = 2
Noteiksim funkcijas lielako vérttbu — to iegilisim, ja pirmais
saskaitamais biis lielakais. Izmantosim funkcijas y= sinx vértibu apgabalu (—1<
sinx < 1). Ta ka mekl&jam lielako vértibu, tad

sinx<1

*

: 1 3 . .
SinX + 3 < > ta ka nevienadibas abas puses ir nenegativas, tad

sinx+1 2<g
2) 4

2
3
(sinx + %j + 1 < % + — = 3. Funkcijas lielaka vertiba ir 3.

Hlw

2. Piemeérs. Aprékinat funkcijas f(x)=2sinx+cos2x+3 lielako vertibu intervala [ 0; 7 ].
Parveidosim funkciju par kvadratfunkciju un atdalisim pilno kvadratu
f(X)= 2sinx+c0s2x+3= —2sin’x+2sinx+4 = —2(sin’Xx—sinx—2)=

2
9
:—Z(Sin X—EJ +—.
2 2

9 . .
Funkcija iegiist lielako vertibu 5 Ja sinx = 1 :

Parliecinasimies, kadas ir funkcijas veértibas intervala galapunktos x=0 un
X=7r.
1) x=0, tad f(0)= 2sin0+cos2-0+3=4,

2) x=r, tad f( )= 2sin 7 +cos2- 7 +3=4. 4 < %

9
Tatad funkcijas lielaka veértiba ir 5

3. Piemérs. Atrast funkcijas f(x)=cos’x—2sinx mazako vértibu intervala [ 0; 7].
f(X)=cos?x—2sinx= —sin’x—2sin’x+1= —(sinx+1)*+2.
No §1 par-veidojuma actmredzami var nolasit funkcijas lielako veértibu 2.
Funkcija pienems mazako vértibu, ja (sinx+1)? biis vislielakais.
Lielaka sinx vertiba ir 1: sinx=1, tad (sinx+1)*=2%=4 un funkcijas mazaka
vertiba ir —4+2= -2.
Salidzinasim to ar funkcijas veértibam intervala galapunktos x=0 un x=7 .
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f(0)=c0s°0—2sin0=1 un f( 7 )=cos® 7 —2sin 7 =(-1)*=1.
Funkcijas mazaka vertiba ir —2.
4. Piemers. Noteikt funkcijas y=sinx-cos*x—sin’x-cosx lielako vértibu.
. . . . 1 . 1 .
y=sinX-c0s°X—sin>x-cosx=sinx-cosx(Cos*x—sin’x)= 5 SiN2x-C0s2x= sindx.
Ta ka vértibu apgabals ir —1 < sindx < 1, tad dotas funkcijas lielaka vértiba ir
1
.
. . .. 1 1 _ .
5. Piemérs. Noteikt funkcijas y = —— +-——— mazako vertibu.
sin?x  cos?x
1. panémiens. Apzim&jam sin’x=a
1 1 1 1 1 1 1
T S B S o=t = 2!
sin?x  cos’x sin’x 1l-sin?’x a 1-a a-a

aplukojam apgriezto funkciju % =a-a’=—-(a- %)2 + % Sis funkcijas lielaka

1 1 o . . .
vertiba ir Z yJaa= E; tapec apgrieztajam lieckumam pie tas pasas a vertibas ir

mazaka vértiba 4.

2.panémiens. Izmantojam pakapes pazeminasanas sakaribas
(1+cos20=2cos%x, 1-c0s20:=2sin’c)
1 1 2 2 4
y= +

sin?x cos’x 1-cos2o 1+cos2o 1—cos?2a
levérosim, ka 0 < 1-c0s?20. < 1 un dalas mazaka vértiba ir 4.
1 4

= >
sin®xcos®x  (sin 2x)?

3. pan€miens. y =

6. Piemers. Noteikt funkcijas - y =sin2x -sin(Zx—gJ lielako vertibu. Kadam x

vertibam ta atbilst?
Parveidosim funkciju izmantojot sakaribu

sincLsinp= 5 {ros{ci—Bi—cos(ctE))

1 301
= sikan-sin (25— %}= > {cos 5 —casidz— %}F i_ 5 cos(da— %}.
N cas(dx— E)
Funkcijas vértiba biis vislielaka, ja & biis vismazakais, t. i.,
i ﬂ..l'rg 1 "\E +2
da——1= -1 = ypo=———(-1= .
ras{dzx e ) ¥ 13 (1) y
7

cogidx— £}= -1, du— £=:I'|:+2:I'I:n un }Fi+ E11 S NEZ

To sasniedz, ja 6 a4z

27



T
. ) ) ) deinn-gn(zt - =1 S )
7. Piemérs. Noteikt tos vienadojuma atrisinajumus, ar kuriem

izteiksmes 1-6x—x> vértiba biitu vislielaka.
Aprékinasim izteiksmes 1-6x—x to x vértibu, pie kuras tas veértiba ir lielaka:
1-6X—x*=—(x+3)%+10. Izteiksmes liclaka vertiba ir 10; izteiksme to iegiist, ja
X=-3, un vertiba samazinas, [x+3| pieaugot.

7
o ) ) deinz sin(xt - =1
Atrisinam vienadojumu 3

{
sincesinf = 2 - —cos(2zt %);1:1

Izmantojam sakaribu

cos(xt %)=0

T T T o=
2x+§=—+f.rn,x=—+—?z,nEZ.

2 12 2
N . » I v . T 11z
Viegli parbaudit, ka skaitlim (—3) tuvaka vértiba no Siem ir It T=- 1o
8. Piemérs. Aprekinat izteiksmes SinX+cosx mazako vertibu.
Sinx+cosx=

2 J2
= \/5(7sinx+7cosx) = \/E(cos%sinx+ sin%cosx) = ﬁsin(x +%) .

: T . o :
sin(x + Z) mazaka vértiba ir —1, tatad izteiksmes mazaka vértiba ir —+/2.

9. Piemérs. Noteikt funkcijas y=3sinx+3cosx—4sinxcosx lielako vértibu.
Pieskaitdm un atgemam 2sin®x un 2c0s°X:

y=3sinx+3c0sx—4sinxcosx=3(sinx+Ccosx)—4sinXcosx—2sin’x—
—2€05°X+25iN>X+2c05*X=3(SiNX+C0SX)—
—2(sinx+cosx)*+2(sin*x+cos*x)=
= —2(sinx+cosx)?+3(sinx+Cosx)+2.
Apzimé sinx+cosx=a. Tad y= —2a*+3a+2; esam ieguvusi kvadratfunkciju, kura

sasniedz lielako vertibu, ja a =7 Viegli saprast, ka sinx+cosx var pienemt

Sadu vertibu. Tapéc y lielaka vertiba ir y = —2g + 9 +2= 2 .
16 4 8
10. Piemers. Aprekinat funkcijas y=sin2thX+Coszxctgx+sin2x ekstrémus.
DA: X ¢gn, nez.

sin®x cos® x

Parveidojam y = +— +28iN XCOSX =
cosX  sin x
_sin®x+cos’x+2sin®xcos’x 1 2
sin X cos X sin XCosX  sin 2x

Maksimala vértiba lielumam sin2x ir 1, tapéc y sasniedz lokalos minimumus

2,ja x=§+nn,nez.
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Minimala vertiba lielumam sin2x ir -1, tapéc y sasniedz lokalos
. . T
maksimumus -2, ja X = 2 +7h,neZ.
sin > x —4sin X +5

11.Piemérs. Aprékinat funkcijas y = - mazako vertibu.
3-2sin X

DA: xeR.
Pareizina skaititaju un saucgju ar 4:
_dsin’x-16sinx+20 _ (3-2snx)’ -dsnm+6+5 _

¥

4(3 - Zsin ) 4(3 - 2sin %)
~ (3-2sin x)* +2(3—2sin x)+5_3—25inx+ 5 +1
4(3—2sin x) 4 4(3-2sinx) 2

Ievérojam, ka 3-2sinx>0, tapéc pirmajiem diviem saskaitamajiem
piclietojam sakaribu starp vid€jo aritm&tisko un vidéjo geometrisko:
3-2sinx 5 S (3—2sin x) 5 _ﬁ
4 4(3—2sin x)

Funkcijas mazaka vértiba ir \/§2+ ! .

4 4€-2sinx . 2

sina +sin

- - lielako un mazako vertibu .
1+sinasing

12. Piemérs. Noteikt izteiksmes

DA: sina-sinp= —1.
1) Ta ka sina. < 1, tad (1-sina)(1-sinf) >0
1-sina—sinp+sinasinp > 0
1+sinasin > sina+sinf
Ievérojam, ka I+sinasinf > 0, tapéc ar to, izdalot nevienadibas abas
sin (_x+5|r1 B <1.(1)
1+sin asin B
2) Lidzigi sina. > -1 un sinf> -1, tad
(1+sina)(1+sinB) >0
1+sinoctsinp+sinasin > 0
sina+sinf > —(1+sinasinp).
Dalam abas nevienadibas puses ar 1+sinasinf >0, iegistam

puses, ieglistam

sin o +sin B >_1.(2)
l1+sinasinp
sin o +sin

Aplukojam rezultatus (1) un (2): -1< <1. Esam ieguvusi, ka

1+sin oesin B

izteiksmes mazaka veértiba ir —1 (ja a=0+27n; B = 37% + 27k ) un lielaka veértiba

ir 1 (ja o=0+27n; B:g+2“k)i n, ke Z

13. Piemers. Kadam Sauram lenkim o izteiksmei T=sin“acoso ir vislielaka vartiba?
T sasniegs lielako vértibu, ja T? pienems lielako vértibu:
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T2=sin*acos?a=sin*o(1-sina). T? sasniegs lielako vertibu, ja 4T? biis
vislielakais:
4T2-4sin4oc(1 sin“a.)
sin 2 o sin ? o

—sin%a
2 2 ( *.

4T? =4

sinfa sin?a

5 +1-sin?a =1, tapéc lielako vértibu sasniegs, ja

Summa

=l 2
SN~ o .
=1-sin?a

sin2a=g,tad COSZOL=1.
3 3

a2
Iegiistam il Zoc =2, tgzoc:2, tgo = V2 (jo o Saurs) o = arctg\/E.
CoS™ o

14. Piemérs. Noteikt lielako vartibu funkcijai y=sin®x—sin°x.
y=sin*(1-sin®). Ta ka sin’x+1-sin®*x=1, tad funkcija sasniegs lielako vartibu,
ja
sin®*x=1-sin*x
2sin®x=1
1

sing’x-1 uny==
YTy

4.2. FUNKCIJA Y=A-COSX+B-SINX

Lai noteiktu funkcijas y =a-cosx+b-sin x lielako un mazako vértibu, izmanto
paliglenki, t.i.,

1) aprekina va® +b?,

2) izteiksmi reizina un dala ar v/a* +b? . Tiesam,

[2 . 2l b :
y=+a +b( cosx+—sme:
va? +b® va? +b?

\/a +Db? (sino-cosx+cosa-sinx)=+/a’ +b? -sin(x+a),
kur coso = ———= un sina =
va® +b? Va? +b2

ST funkcija sasniedz lielako vertibu y,__ =+a®+b?, ja sin(x+a)=1, un mazako
vertibu y . =-va® +b? , jasin(x+o)=-1.

15. Piemérs. Noteikt izteiksmes A=3sinx-4cosx lielako un mazako vértibu.
V3% +4% =5

A=D1 z SinE- 3 cosx/=o{Cost sinE-sINC-co sX)=0-s1n(x-Cr),

3 ]
kur cosoo=— unssino =—.
5 5
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A lielaka vértiba ir 5, ja sin(x-ot)=1, un mazaka vertiba ir -5, ja sin(x-a)=-1.

16. Piemérs. Noteikt funkcijas y=5sinx-12cosx vértibu apgabalu.
V5% +12% =13
13(5 e 2 =13 sin(x-cf)
y=13( 5 sinx- - cosx=13 sin(x-
y lielaka vertiba ir 13, mazaka veértiba ir -13. Tatad ye[-13;13].

4.3. FUNKCIJA Y=ACOS*X+BSINX-COSX+CSIN*X

Izmantojot pakapes pazeminaSanu un formulu sin2x=2sinx-cosx, iegistam

) . ., 1+cos2x . sin2x 1-cos2X
Yy = acos“X + bsinx - cosx +csin “X = a 5 +b +C =

a acos2x bhsin2x ¢ ccos2x 1 .
= + +— - =E(a+c+(a-c)c052x+b5|n2x)

2 2 2 2 2
Apzimé y;=(a-c)cos2x+bsin2x un noteiksim tas lielako un mazako vértibu:

a—-c b
y, =+/(a—¢)% +b?| ———c0S2X + ———u—
' J@@a-c)? +b? J@a-c)? +b?
=J(@a-c)? +b?sin @x +a. .
y:% @+c+4(a—c)® +b?sin @x+a ).
Jasin@x+o)=1, tad y. =% (e @0 +b7 ;
jasin(2x+a)=-1,tad y, .. :% ‘+c—w/(a—c)2 +b* .

17. Piemérs. Aprékinat izteiksmes B=3sin’x+4sinx-cosx+cos’x lielako un mazako
vertibu.

sin 2x | =

Tapec

_ 3(1+cos 2x) 1+cos2x

B + 2sin 2x +

3 3cos2x . 1 cos2x
== +28in 2X + -+ =

2 2 2 2
=2+2siN2X-C0S2X

C = 2sin2x - cos2x =+/5 (% sin2x - icost) = /Bsin(2x - )

V5 V5

Tapec B=2++/5 sin(2x-c)
Ja sin(2x-a)=1, tad C lielaka vértiba ir /5 un B lielaka vértiba ir 2++/5 ;
ja sin(2x-o)=-1, tad C mazaka vértiba ir — V5 un B mazaka vértiba ir 2-+/5 .

18. Piemeérs. Uz vienas taisna lenka malas ir dots nogrieznis AB. Aprékinat, cik talu
uz otras lenka malas ir jaatzim€ punkts, lai AB no ta butu redzams vislielakaja

lenkd.
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c D
Pienemam, ka mekl&tais punkts ir D
Apzim&jam BC=a; AC=b; CD=x
ZADC=a; £ BDC=p
Tad £ ADB=a-p=¢.
Aprékinasim tge un izmantosim Ipasibu: jo lielaks tge, jo lielaks ¢ (¢ Saurs
lenkis).

a b
No ABCD th:; ; no AACD tgo= X

b a
tgo—tgp x x _ b-a
l+tgo-tgp , b a @b
X X X
Dalas vértiba ir vislielaka, ja saucgjs ir vismazakais. Tapeéc noskaidrosim, kadam x
vertibam saucgjs ir mazakais:

x+a—b221/x-a—b:2\/%
X X

Saucgja vertiba ir vismazaka, ja X = Jab =+/CB-AC, pie kuras tgop un tatad ar1 @
bs lielakais.

tge =tg(a—B) =

19. Piemeérs. Rinki ievilkts trijstiris. Kada gadijjuma malu kvadratu summa ir
vislielaka ?

/}
7

Izmantosim Sinusu teorému
_a _ _b _ _c _9R
sino  sSinf siny
a=2Rsina; b=2Rsinp; c=2Rsiny

Mums jaaprékina

a?+b?+c?=4R%sin‘a+4R%sin*p+4R%sin?y= =4R?(sin“oi+sin?B+sin%y)=*

Ievérosim, ka o+B+y=n, y=n-(ot+p) un sin?(rt-(ot+B))=sin’(o+P). Tapec
*=4R?(sina+sin®B+sin®(a+p))=
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- 4R2(1_C;S 20 (12COS2B g cos? ¢ + Bj -

cos2o+ cose A

—AR2(1-

=AR2(2-cos(ctPcos(c-PBl-cas (oHB )=
(atdalisim pilno kvadratu)

+1-cos(otp =

=AR2(2-(cos(otHf)+2. % cos{ortBleos{c-F+ % cos(o-P+ i cos(o-B=
=AR2(2-(roslat+pi+ % cos(-BE+ % cos(-B)
cas(atpt % cas(-pi=0

lekavu vértiba bas lielaka, ja cos®(a-B)=1 un
Ta cos(o-P=1, tad cos(ce-pi=1

oi-[F=0
=
1
cos(tt it —cos(e-Bi=0
Tatad 2
1
cosiat—=0 = rosio— l
2 2
2 T T 2T X
ECE,—? ) Cﬂ—g ) tad B—E 11 '}':]T—?—E.

Vislielaka malu kvadratu summa ir vienadmalu trijstarim.
Uzdevumi.
1. Atrast funkcijas f(x)=2cosx-sin’x lielako vértibu.

2. Noteikt funkcijas a) f(x)=sin?x-3sinx mazako vértibu,
b) f(x)=sinx-cos?x-1 mazako vartibu,
¢) f(x)=4sinx-cos’x+4 lielako vértibu,
d) f(x)=2cos’x-cosx-1 mazako vertibu,
e) f(x)=cos2x+3sinx+4 lielako un mazako vertibu,

1
f) f(X):Sin2X+COSX-E lielako un mazako vertibu.

3. Aprekinat lielako un mazako vértibu funkcijai:
1) y=sin*x+cos*x
2) y=sin®x+cos°x

4. Noteikt izteiksmes cosx+sinx lielako vertibu.

5. Aprekinat lielako un mazako vertibu izteiksmém
a) /2 sina++/2 cosa
b) v/3 cosa-sino.
C) V3 sina-cosa

d) V2 cosa- /2 sina
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2—-Tcosa
e) ———
10

e . 1 -
6. Aprekinat izteiksmes (Sinx + cosx) ® + ——————— mazako vertibu.
SInN~ X-CO0S™ X

7. Aprekinat funkcijas y=(sinx+cosx)? vertibu kopu.

8. Apréekinat funkcijas a) y=6C0SX+8sinx
b) v=3gin3xtleasizt ~..|'r§
veértibu apgabalu.

9. Noteikt funkcijas ¥=2ces -3 3 cosx-sin®= 5 ekstramus.

10. Apréekinat funkcijas y = LXX vertibu apgabalu.

X .
Cos_—sin —
2 2

11. Aprekinat sin’a, lai izteiksmei cos®a-sino biitu vislielaka iesp&jama vertiba.
12. Noteikt lielako vertibu funkcijai y=-c0s*X+c0sX.
13. Atrast funkcijas a) y=3%"™

b) y=-log4cosx
lielako un mazako veértibu.

14. Atrast funkcijas log,(cos?2x+5cosx+6) lielako vertibu.

1
fix)= 4—————+cosx
15. Noteikt funkcijas 2+ 4 + 41 lielako vertibu.

sin o —sin

1-sino-sin B

16. Noteikt izteiksmes lielako un mazako vertibu.

17. Atrast funkcijas f(xX) =v1+sin > x vértibu apgabalu.

5.§ EKSTREMU ATRASANA, PAMATOJOTIES UZ VISPARIGO
NEVIENADIBU STARP VIDEJO ARITMETISKO UN VIDEJO
GEOMETRISKO

Labi pazistama ir ta saukta Kos1 nevienadiba:
jaas, ay, ..., an - pozitivi skaitli, tad

+a,+...+a
e AL B r/aa,...a, ,

n
pie tam vienadiba ir spéka tad un tikai tad, ja a;=a,=...=a,.
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Plasi pazistams tas specialgadijums diviem pozitiviem skaitliem:

ey

Paradisim, ka atrod ekstrémus, balstoties uz §1m teoremam.

Teorema. Divu pozitivu skaitlu reizinajums, kuru summa ir konstants skaitlis, ir
vislielakais, ja abi reizinataji ir vienadi.

1. pieradijums. Pienemam, ka S ir abu skaitlu summa, ja x - viens reizinatajs,
tad otrs ir S-x.
Apliikojam reizindjumu x(S-x)=-x>+Sx. Sis kvadratrinoms sasniedz lielako vértibu,

S
ja x= —£ = _S = S un S-x = S-g =5 tatad, ja abi reizinataji ir vienadi.

S 2 SZ SZ
Un §1 reizindjuma - X2 +SX = -(X - Ej + vy lielaka vertiba ir ik

2. pieradijums. Aplikosim identitati Xy = %((X +y)? -(x-y)%). Ja summa x+y

ir konstants skaitlis, tad lielako vertibu sasniegs, ja (x-y) biis péc iesp&jas mazaks.
Bet, ta ka (x-y)° >o, tad ta mazaka iesp&jama vértiba ir pie x-y=0, t.i., ja x=y.

3. pieradijums. Atliek uz taisnes nogriezni AB=x+y=S un konstrué pusrinki,

kam AB ir diametrs.
e

Pl ] 8] B

S

Atliek OC_LAB,; AO=0B=0C= > ; AABC - taisnlenlka,

2

o]0 :AO'OB:ST. Novelk DE||OC; AD=x; un DB=y,. Tad AD-DB=DE? bet

DE<OC.
So teorému var visparinat ari patvaligam skaitam reizinataju.

Teorema. Vairaku pozitivu skaitlu reizinajums Xxi-Xp-...-Xy, ja S0 reizinataju summa
n
X1+Xo+...+X,=S 1ir konstanta, sasniedz lielako veértibu (—j , ja visi skaitli ir
n
vienadi.

Tas ir tieSs secinajums no Kos1 nevienadibas.

1. Piemeérs. Noteikt funkcijas lielako vértibu

a) y=x(5-X)

levérosim, ka abu reizinataju summa ir konstants skaitlis x+5- -x=5, tapéc
funkcija sasniegs lielako vertibu, ja abi reizinataji vienadi: x=5-X = 2Xx=5
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R

X = g un y lielaka vertiba y =

Nlo-l
l\JlO‘I

b) y=x(3-2x)

Lai y biitu lielaka vértiba, ari 2y jabut lielakajai vertibai: 2y=2x(3-2x) => 2x+3-
9
2x=3, tap&c lielaka vertiba ir, ja 2x=3-2X; tad X = 3 uny= 3 3- §J =—.
4 4 2) 8

C) y=x(4-nx)
y sasniegs lielako vertibu, ja arT ny sasniedz lielako vértibu: ny=nx(4-nx) =
4
nx+4-nx=4, tapéc nx=4-nx, 2nx=4, x = 2 un y = 2 (4 - 2_nj =—
n n n n

d) y=x*(9-x°)

X?+9-x=9, tapec x°=9-x%, X :%, X=1 un y lielaka y vertiba ir

J2
_9.9_81
Y= 2T
e) y=x(9-5x%)
y sasniegs lielako vertibu, ja arT Sy sasniegs lielako rértibu: Sy=5

x2(9-5x%) => b5x°+9-5x°=9, tapec 5x’=9-5x%, X? =% un liclaka vértiba

f y:XZ [a2 _ x2
y sasniegs lielako veértibu pie tas paSas x veértibas, kur yz: yZ:x“(az-xZ) un y2

sasniegs lielako vértibu, ja %yz sasniegs lielako vertibu: %yz = %X“(az-xz),

%ﬁ:éxzég(alﬁ) —x?+ wital-ni=al

Iever051m ka 2 , tapec lielaka vertiba bis, ja
2a’

—x2 2}52 x2__x—|- 2 2
a | ﬁ uny— / 2a 2’ __2a|a|

2. Piemers. Aprekinat izteiksmes A=x3y lielako vertibu, ja x+y=a.
Izsakot y=a-x, ieglistam A=x’y= x*(a-x). A sasniegs lielako vétibu, ja arf 3A
sasniegs lielako vertibu: 3A=x-x-x-3(a-x).
levérosim, ka x+x+x+3(a-x)=3a, tapec lielaka vertiba izteiksmei bis, ja
x=3(a-x):

Za 3a a i 2720 a  27a"
=—,v=a-—=— un A= C— )
4Ty 64 4 236

3. Piemérs. Kvadratveida skarda loksnei ar malas garumu 6 no stliriem izgriezti
vienadi kvadrati un malas atlocitas, izveidojot karbinu bez vaka. Kadam jabut
izgriezta kvadrata malas garumam, lai karbas tilpums butu vislielakais?
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Apzim&jam nogriezta kvadratina malas garumu ar x, tad karbinas pamata malas
garums ir 6-2x un tilpums V=(6-2x)’x. V bas liclakais.tad, ja arf 4V bas visliclakais:
AV=4(6-2X)°x.

Summa 4x+(6-2x)+(6-2x)=12 ir konstanta, tapéc V bus liclakais, ja 4x=6-2X,
x=1 un V=16.

4. Piemeérs. Lode ar radiusu R ievilkts cilindrs. Aprékinat ta cilindra izme&rus, kura
sanu virsmas laukums ir lielakais.

B iZ

)
= H

AT

Apzimgjam cilindra pamata radiusu ar r un augstumu ar H. (2R)2:(2r)2+H2 =>
H=2VR2 —r?. Cilindra sanu virsmas laukums ==<TrH=2Zrm JB -1 Bet 21 ir

konstante, tapéc aplikosim funkciju y =rvR? —r? ; y biis lielaka vértiba, ja y2 bis
liclaka vertiba: y*=r’(R?-r®). Abu reizinataju summa ir r’+R%*r+2=R® - konstante,

2
tapec funkcijas lielaka vertiba bis, ja r+2=R%r?, r? = R? unr = % L H= 2 E,

5. Piemeérs. Noteikt, kur trijstiira iekSpus€ atrodas punkts, kura attalumu lidz malam
reizinajums ir lielakais.

=

Piepemsim, ka mekletais punkts ir D un attalumi no ta lidz trijstiira malam ir x;
y; Z.
Savienojam D ar trijstiira virsotném un aprékinam Sagc=Saps+SscptSapc
Sasc = = + Y + E
2 2 2
2S=cx+ay+bz.
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Tatad summa cx+ay+bz ir konstante 2S, tapéc reizinajums cx-ay-bz bus lielakais, ja
2S _2ch, h, h, .
3 3c2 37 3"

. e 2S  _
visi saskaitamie ir vienadi: cXx =ay =bz = 3 tatad X =

7=
3

Tatad meklgjamais punkts D ir medianu krustpunkts.
Teorema. Vairaku pozitivu skaitlu summa, kuru reizindjums ir konstante, ir
vismazaka, ja visi skaitli ir vienadi.
Teorému var pieradit lidzigi paragrafa sakuma dotajai teorémai, ka ari, tieSi
atsaucoties uz to.
Viens pieradijums divu skaitlu gadijuma balstas uz identitati

X+Y=/(X-y)” +4xy .
Citus pieradijumus atrodiet patstavigi.

6. Piemérs. Aprékinat mazako vertibu funkcijai

a) y= x+E , X >0
X
levérojam, ka X-£=1, tapeéc funkcija savu mazako veértibu iegiis, ja abi
X

saskaitamie vienadi: X = 1 ,x%=1, x=1 (jo x > 0). Tatad mazaka vertiba ir y=2.
X

2

X 4
b)) y=—+—
)y 4 x?
- . x? 4 _ . X2 4 4 .. .
Ievérosim, ka T—z =1, tapec pie Vi X"=16, x=£2 funkcija sasniegs
X

mazako vertibu y=2.

c) y:x+i,jax>2.
X-2

Izteiksmes labajai pusei pieskaita un atnem 2:

+2 (2-2)- 2=2

v=x-2+

x-2 . So saskaitamo reizinajums x- 2 - konstante, tadél
mazaka y vertiba ir, ja X-2 = LZ , (x-2)%=1, x=3, biis y=4.
X —_
X' +x*+4 .
d) y= xroex +8 jax>0.
4 1 1 1 1
L . ymEtmt =ttt —t——+— .
|. Parveidojam funkciju: X ¥ ¥ ¥ x. Visu saskaitamo
1111 1
reizinajums ¥ X X X | tatad to summa bis mazaka, ja %, Xx=1 un y=6.

II. So pieméru var atrisinat ari, izmantojot sakaribu starp vidgjo aritmétisko un
vidgjo geometrisko, ja ir doti vairaki saskaitamie:
1 1 11 1111
—=h

x3-|-x-l-—+—+—+—26§JX3'K -------
¥ X X H X X X X

Ka redzams, mazaka iesp€jama funkcijas vertiba ir 6.
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2
. o Pyt ——
7. Piemérs. Noteikt izteiksmes Z'¥  mazako vertibu.
2 1 1
X4+'y4+ 5= X4+y4+ﬁ+ T3

Sy .. . 2 N
Parveidojam izteiksmi: ¥ £Y¥  unieverojam, ka
1

1
gt = =1
A

I3
£¥ | tatad mazaka veértiba izteiksmei bils, ja

reizinajums

R y' =1

4 _ 4
” I w =
== —7: =
iji’g 4

tatad izteiksmes mazaka vértiba ir 4.

8. Piemérs. Figiira sastav no cilindra, kurs$ ir noslégts ar pussferam. Aprékinat figtiras
izmerus, ja tas tilpums ir V un virsmas laukums ir mazakais iesp&jamais.

r/“'

N

Apzimgjam cilindra pamata un pussferas radiusu ar R un cilindra augstumu ar
4

4 V- —aR?
V=nR2H+— B3 = H=——
H. Tad tilpums 3 Gtk
2B (V- 4—;333)
S=2mRHHNER= =7 +HnRi=

Figiiras virsmas laukums

W2 VoW 2
=2(E+—:|1:R2)=2(—+—+—:|1:R2).

3 E R 3
VoV o2 . 2V
levérosim, ka visu saskaitamo reizinajums 2k 2R 3 3 ir konstante,
Vo2 .
—=="EF=
tapec virsmas laukums ir mazakais, ja visi saskaitamie vienadi, t.i., B3 ,
4 73V

At T2 Ae 0
RS:E R:3 _— H= 32 4:]'3 = a2 =I:I:
4nR3=3V, 4z Az R'x Em mazakais

e
S=AnEA=dm 3 — 2.
4

Figtras virsmas laukums ir mazakais, ja figiira sastav tikai no pussféram, t.i., ta
ir lode.

9. Piemérs. Apréekinat funkcijas y = -x° - iz lielako vertibu.
X
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8

y=-X"- iz = —(Xs + iz) Vispirms aplikosim funkciju
X X

4 1 1 1 1
i A A H H
1 1 1 1
L g 7=l o
reizinajums ¥ %" % o= , tapec y; mazaka veértiba tiks ieglta, ja

1
=
z° x¥=1, x=1 vai x= -1, un a ir 5. Tatad funkcijai y=-(x*+4) vértiba -5 biis

lielaka.

Uzdevumi.

1. Aprékinat mazako vértibu funkcijai
1
liv=dazt— jax=0
2
x5

D y=—+—
:'F_ﬁ o

1 :
£ Fm-l-x jax=-3

3
¥t +l

Hy=EE75 jax>0
X
1 1 .
S y=xtat—+—,jax >0
Z X

%+ 16

£ y= JJax=l

6.§ TRESAS PAKAPES FUNKCIJAS Y=AX*+BX*+CX+D, A=0
EKSTREMI

a=0

U x

Lai noteiktu §1s funkcijas maksimumus un minimumus, aplikojam paligtaisni
y=t.

Ar dazadam t vertibam dotas funkcijas grafikam ar taisni y=t var biit vai nu 1,
vai 3 krustpunkti, vai art 1 krustpunkts un 1 pieskarSanas punkts.

Mis interesé tieSi ped€ja iespeja.

Iegtistam vienadojumu sisteému

40



y =ax®+bx* +cx+d
y=t
un vienadojumu ax*+bx*+cx+d=t
ax+hx+ex+d-t=0 (*)

Ja ar Xo apziméjam dota grafika un taisnes krustpunkta abscisu, tad Xxq ir
vienadojuma (*) sakne. Tapec vienadojumu (*) var izdalit ar x-Xo, tadgjadi
pazeminot vienadojuma pakapi.

e +bhef tox+d-t | z-=p

- A axt+H{btazg)zH o zotazg?)
(btazg)z*+ cx
(btazp)z*+{b+az)xox

(ct+bzptang®)z + d
{C+bX|:|+aX|:|2:|X—{C+bXD+aX|:|2:|XU
drrcap b rnetamp -t

Esam ieguvusi dalfjumu  ax®+(b+axo)x+(c+bxotaxe’) un  atlikumu
d+cxo+bxo?+axe>-t. Ta ka xg ir vienadojuma sakne, tad atlikumam jabit 0, jeb
d+cxo+bxo’+axe®-t=0. Dalijuma ieglitajam polinomam
ax?+(b+axo)x+(c+bxo+axo?) ir jabit divam vienadam sakném, tatad jabat D=0:

D=(axq+h)?-4a(ax’+hxo+c)=0

a’Xo2+2abxo+b2-4a’xo>-4abx,-4ac=0
-3a?Xo?-2abxo*+b?-4ac=0
3a®x¢’+2abxo>+4ac-b?=0, no kurienes var aprekinat

—b+2vb?-3ac

o 3a
—a(biZ\/bz—Bac L
Pie §Tm xo veértibam X, = X, = —(@X, +b) 3a E
2a 2a
_b+2vb*-3ac-3b -b++b®-3ac
3-2a 3a '
Ty 1y Ty

A A

[ i, \/ g X I ¥p=¥12 X }:{

1.=Ttm. 2 Fim. 3.77m.

Ja b%-3ac >0, tad ir divas X, vertibas, kas atbilst maksimuma un minimuma taisnu
krustpunktu abscisam (skat. 1.zim.)

Ja b*-3ac=0, grafikam ir parlickuma punkts; ja b2-3ac<0, tam nav lokalo ekstrému
punktu. Sajos gadijumos ekstrému nav (skat. 2., 3.zim.).
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1. Piemeérs. Kads ir lielakais tilpums konusam, kuru var ievilkt lodé ar radiusu R?
Azimgjam konusa pamata radiusu ar r un augstumu ar h.

3

A
ACOA: OC=h-R; AO=R; AC=r. P&c Pitagora teorémas
OC*+AC’*=A0?
(h-R)*+r’=R? , tad
r*=2Rh-h?
V=L e LR i  r2r o)
Konusa tilpums ir 3 3
tapéc aplikojam funkciju y=2Rh%-h®,
Sai tresas pakapes funkcijai a=-1, b=2R, ¢=0, d=0

_—b++vb’-3ac -2R+v4R? 2R+2R

3a -3 3
45
=0 (neder) hg=?;
2 2R -4R _16R2 B 8R? _16R2 B 8R?
3 9 3 9 9

2 3
Lielakais iesp&jamais tilpums ir V = l11 8R” 4R _32R"m :
3 9 3 81

. Te V ir konstante,

h

2. Piemers. No visiem cilindriem, kuru pilnas virsmas laukums ir 247 cm?, noteikt to,

kuram ir lielakais tilpums.

H

Apzimé cilindra pamata radiusu ar R, augstumu ar H. Pilnas virsmas
laukums: S=2nR*+2nRH=24n
R*+RH=12
12-R?
R 2
12-EF
- . V=nE?H=nE*. =12nE-nk>. . .
Cilindra tilpums: E Esam ieguvusi tresas
pakapes funkciju, kuras koeficienti ir a= —m, b=0, c=12n, d=0. Ileglstam

—b++/b?-3ac  ++36n’
3a 3n

H:

R = =+2,; tatad R=2, H=4.

3. Piemeérs. Noteikt funkcijas y=x?(x—3)+5 lielako un mazako vértibu intervala [0;3].
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Parrakstam funkciju ki y=x>-3x+5; koeficienti ir a=1; b= -3; ¢=0; d=5.
Tatad savu maksimumu un minimumu §1 funkcija sasniedz, ja

+ + ) )
X = 3‘3‘/5 = 3;33 X1=2 un X2=0: ja x=2, tad ymin=1, un, ja x=0, tad Ymax=5.
Aprékinasim funkcijas veértibas intervala galapunktos. Galapunkts x=0 jau
aplikots; ja x=3, tad y=5.
Tatad funkcijas lielaka vértiba ir 5, mazaka — 1.

Uzdevumi.

1. Jaizgatavo konuss, kura veidule ir 15 cm gara. Kadam jabiit konusa augstumam, lai
ta tilpums bitu vislielakais?
2. Noteikt funkcijas f(x)=(x—2)(x*+1) ekstrémus.

7.§ EKSTREMU UZDEVUMU RISINASANAS METOZU
MINIMUMS MATEMATIKAS OLIMPIADES

Saja paragrafa konspektivi apliikoti paaugstinatas griitibas pakapes algebriska
rakstura uzdevumi par vienargumenta un vairakargumentu funkciju lielako un mazako
vertibu atraSanu, kurus izdodas 1si un skaisti atrisinat, nelietojot matematiskas analizes
metodes. Turklat m&s apskatam gan nosacito, gan nenosacito ekstrému mekl&sanu.

Te netiek ieklauti péc butibas diskréta rakstura uzdevumi, kuru risinasanai
lieto specialas kombinatoriskas metodes (Dirihleé principu, vid€jas vértibas metodi
utt.).

Galvenas metodes, kuras izdodas izdalit literatiira sastopamajos uzdevumos, ir
sekojosas.

1. Ekstrému uzdevumu risinaSana, izmantojot nevienadibas.
1.1. Nevienadiba x?>0
1.2. Nevienadiba starp vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko.
1.3. Nevienadibas starp citiem vid€jiem lielumiem.
1.4. Kos1-Bunjakovska nevienadiba.
1.5. Cebiseva nevienadiba.
1.6. Jensena nevienadiba.
2. Geometriskas interpretacijas lietoSana.
2.1. Lauztas linijas garums.
2.2. Attalumu summa.
2.3. Laukums.
3. Funkcijas vertibas pakapeniska monotona mainiSana, izv€loties piemérota
veida argumenta veértibas.
4. Funkcijas aizstasana ar to mazor&josu funkciju.
5. Ekstréma atraSana, konstrugjot algoritmu ta mekl&Sanai.
6. Ekstréma atrasana, lietojot zinamas funkciju pasibas (seviski kvadrattrinoma
pasibas).
7. Ekstréma atraSana, izmantojot naturalu skaitlu un to nevienadibu 1pasibas.
8. Ekstréma petiSana, izmantojot funkciju vertibas speciala veida izveletos
punktos.
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Aplukosim dazus raksturigakos piemérus.

1.1.  uzdevums. Dots, ka  a’+b*+c*+d°<l.  Atrast izteiksmes
(a+b)*+(a+c)*+(a+d)*+(b+c)*+(b+d)*+(c+d)* lielako iespgjamo vértibu.

Atrisinajums. Viegli parbaudit, ka ir speka identitate

(a-b)*+(a-c)*+(a-d)*+(b-¢)*+(b-d) +(c-d) *+(a+b) +(a+c)*+
+(a+d)*+(b+c)*+(b+d) *+(c+d)*=6(a’+b*+c?+d?%)?

(ta pazistama no skaitlu teorijas; Lagranzs ar tas palidzibu pieradijis, ka katru naturalu
skaitli var izsacit ne vairak ka 53 veselu skaitlu ceturto pakapju summas forma). No
$Ts identitates més viegli secinam, ka (a+b)*+(a+c)*+(a+d)*+(b+c)*+(b+d)*+(c+d)*<6,

o . e . : 1
un izteiksme var pienemt vertibu 6 tad un tikai tad, ja a=b=c=d = iE .

1.2. uzdevums. Dots, ka x, Y, z, u >0 un 2x+xy+z+yzu=1.

Atrast lielako iespgjamo izteiksmes x°y?z*u vértibu.

Atrisinajums. Ieveérojam, ka dotas vienadibas kreisas puses saskaitamo
reizinagjums tikai ar konstantu koeficientu atSkiras no p&tama reizinajuma. Tas
uzvedina uz domam pétit So reizinajumu ar summas palidzibu. Galvena sakariba starp
nenegativu skaitlu reizinajumu un summu ir nevienadiba starp to vidgjo aritm&tisko

Caee . Coun - 4
un vidgjo geometrisko. Tie¥am, iegiistam <X-X¥-I-FIUS (4) , tatad yrtus 5

D= 1 Y e =1 =1 =
FTEYEYTR no Sejienes &, y=2, Ty, U

|'_.

bl B3

1
Vértiba 3 tiek sasniegta, ja

Tatad mekl€jamais maksimums tieSam ir %.

1.3. uzdevums. Dots, ka a;+a,+as+...+a,=n. Pieradit, ka licluma aj>+a,>+...+a,>
mazaka iesp&jama vertiba ir n.

Atrisinajums. Viegli saprast: ja a;=a,=...=a,, tad vértiba n tiek sasniegta.

To, ka ta ir mazaka vertiba, pieradisim divos dazados veidos.

I. Saskana ar nevienadibu starp vid€jo aritmé&tisko un vid&jo kvadratisko ieglistam

2
a +a;+. 48y (a1 + a2+...+an) _q

n n
no kurienes seko vajadzigais.
II. Apzimgjam ai=1+oc;, i=1:2:...:n. Tad S= a12+a22+...+an2:

=(L+ocy)?+(L+ocp)?+...+(L+ocy)?= N+2(ocs+oco+.. . +ocy)+ (o 2Hoc™+... +ocy?).

Ta ka n= a;+ay+...+ap= N+ (octocy+...+ocy), tad ocgtocy+...+oc,=0. Tapéc ieglistam
S=n+(ocy 2+ocy’+...+ocy?)>n, ko arT vajadzgja pieradit.

1.4.1. uzdevums. Atrast lielako iesp&jamo izteiksmes 3sino+4 coso vertibu.
Atrisinajums. Saskana ar Kosi- Bunjakovska nevienadibu

3sina+4cosa <P +42. sin2a+cos?a=5. Vertiba 5 tiek sasniegta, ja,
piem@ram, sin oo =2 un cosa = ¢. Tatad meklgjamais maksimums ir 5.

1.4.2. uzdevums. Dots, ka a,b,c - pozitivi skaitli un abc =1. Atrast izteiksmes
1 1 1

+ +
a’(b+c) b’(a+c) c’(a+b)

mazako iesp&amo vertibu.
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Atrisingjums. Acimredzot, ja a=b=c=1, tad izteiksmes vértiba ir 3.

: 1 1 1 o o
ApzZimésim  — =X, 5 =y, —=z. Tad izteiksme parveidojas par
a C
2 2 2

S= X +y + z ykur xyz=1, x>0,y >0, z>0.

Y+Z X412 X+Yy

Saskana ar Kost - Bunjakovska nevienadibu
G +2)+(X+2)+(x+y) >S> (x+y+z)2, no kurienes seko, ka
S> %ZH > % 3IXyZ = 1;’ Tatad mekl€jamais minimums ir g

a a .
ﬁ+ +— vertibu, ja

1.5. uzdevums. Atrast vismazako izteiksmes e §2+ .
n

(a;a,;...;a,) ir skaitlu (1;2;...;n) kaut kada permutacija.
Atrisinajums. Saskana ar CebiSeva nevienadibu mingtas izteiksmes vismazaka

) . . . . 11 1
vertiba tiek sasniegta, ja atbilstosajos vektoros (a;;a,;...;a,) un (1_3’§”F)
e e .12 n 1 1 1
skait]u izkartojumi péc lieluma ir pretgji. Tapec ta ir T + §+...+—3 = z + ?+...+—2.

n n

1.6. uzdevums. Atrast izteiksmes sine, +Sina,+...+Sine,, vislielako vértibu, ja
O0<a,o,..0, <7 un a+.+a,=7x.

Atrisinajums. Apzimésim f (t)=sint. Tad f’(t)=cost, f"(t)=-sint;
intervala ;7 f”(t)<0, tatad funkcija f(t) taja izliekta uz augSu. Saskana ar
Jensena nevienadibu izliektam funkcijam pastav sakariba

f )+ F o)+ +F(x,) < f(xl + Xyt X,

), turklat nevienadiba ir speka tad un

n n
tikai tad, ja X, =X, =..= X,. Tapec meklgjamais maksimums ir n-sin{ un tiek
. . z
sasniegts, ja X, = X, =..= X, = —.
n

2.1. uzdevums. Atrast izteiksmes vX2 +4 ++/x* — 20x +109 mazako iespgjamo
vertibu.
Atrisinajums. Aplikojam zim&jumu.

A B
2 ’J 10-x
%]

Te AB=10, AM=2, BN=3, AO=x. Viegli parbaudit, ka apskatama izteiksme ir
lauztas Iinijas MON garums; tieSam, to var uzrakstit ka

X2+ 22 +/10-x)*+ 3.
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Tas ir vismazakais, ja punkti M, O, N atrodas uz vienas taisnes; tas savukart
nozimé, ka AO:0OB=2:3, t.i., x=4. legiistam, ka mekl&jama mazaka vértiba ir 5J5.

2.2. uzdevums. Atrast izteiksmes

| x-1[+]x-2[+|x-3]+..+|x-99]

mazako iesp&jamo vertibu.

Atrisinajums. Apskatam uz skaitlu ass punktus 1;2;...;99 un patvaligu punktu x.
Apskatama izteiksme ir punkta x attdlumu summa lidz punktiem 1;2;...;99.
Pasekosim, ka ta mainas, ja x parvietojas pa skaitlu asi no € oo: lidz € oo:.

Parvietojoties no (—oo: lidz 1, visi attalumi samazinas par vienu un to pasu
lielumu. Parvietojoties no 1 lidz 2, samazinasies 98 attalumi, bet palielinasies viens;
visas izmainas notiek par vienu un to paSu lielumu, tatad summa samazinas.
Parvietojoties starp 2 un 3, par vienu un to pasu lielumu palielinas 2 attalumi, bet
samazinas 97, tatad summa samazinas. Lidzigi turpinot, konstat€jam: summa
samazinas, punktam x parvietojoties no € oo: lIidz 50, un palielinas talakas kustibas
gaita. tapéc meklgjamais minimums tiek sasniegts punkta x=50, un ta veértiba ir
2(1+2+...+49)=49-50=2450.

2.3. uzdevums. Atrast izteiksmes (atb-c)(a-b+c)(-atb+c) lielako iesp&amo
vertibu, ja a, b, ¢ - pozitivi skaitli, kuru summair 1.

Atrisinajums. Ja kada no iekavam ir 0, tad izteiksmes vertiba ir 0, ja kada iekava
ir negativa, tad tada ir tikai viena (ta, kura lielakais no skaitliem a, b, ¢ ir ar minusa
zimi), un izteiksmes vértiba nav pozitiva. Ja visas iekavas ir pozitivas, tad a, b, ¢ var
uzskattt par tada trijstira malu garumiem, kura perimetrs ir 1. Ka zinams, lielakais
laukums starp trijstiiriem ar konstantu perimetru ir regularam trijstiirim, tapec saskana
ar Hérona formulu

\/a+b+c.a+b—c.a—b+c_—a+b+c VY3 (1Y
2 2 2 2 4 \3
Celot nevienadibas abas puses kvadrata un ieverojot, ka a+b+c=1, ieglistam, ka

(@+b-c)a-b+c)(-a+b+c)< 2—17 , turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja

a=b=c=1.
3

3. uzdevums. Zinams, ka X;;X,;...;%, €[0;1]. Atrast izteiksmes Z‘xi - xj‘
i<j
lielako iesp&jamo vertibu.

Atrisinajums. Aplikosim patvaligus X ;X,;...; %o, €[0;1]. Piepemsim, ka tie
izvietojas intervala kartiba 0 < X, < X, <...< Xgg < X < 1.

Parbidisim x; no pasreizgjas pozicijas uz 0. Parbides rezultata visas starpibas, kas
satur X, péc modula pieaugs. P&c tam tapat parbidisim xy; §is parbides rezultata viena
starpiba |X1 — x2| péc modula samazinasies, bet 98 - pieaugs, tapéc meklgjama summa
picaugs. Lidzigi parbidam uz 0 argumentus X3; Xs; ... ;Xs0, Det uz 1 - argumentus Xjoo;
Xgg; ... ;X51 (tiesi §ada seciba); petamas izteiksmes vertiba pieaug.

Tiesi secinam, ka lielaka veértiba tiek sasniegta, ja X;=X=...=X50=0 un
X51=...=X100=1. Tad $1 vértiba ir 50-50=2500.
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4. uzdevums. Zinams, ka x;+...+Xig0=1un visi skaitli x1,X,...,X100 ir nenegativi.
Atrast izteiksmes S= X;-Xp+ Xo-Xa+...+ Xog-Xggt+ Xgg-X100 liclako iesp&jamo vertibu.
~

Atrisinajums. Viegli saprast, ka S < € +X;+..+Xg : €, +X,+.. X0 ". Savukart
no nevienadibas starp vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko talak seko, ka

2
S<(X1 + Xy ot Xgg + Xy0 | _ 1
a 2

R
1 . ) . ) 1 _
Vértiba Z tiek sasniegta, pieméram, ja X, =X, = 5 un X3=Xs=...=X100=0. Tatad

e . 1
meklgjamais maksimums ir s

5. uzdevums. A, B, C, D, E, F, G, H ir pilsétas. Zimguma dotaja tabula
ierakstitie skaitli rada, cik tukstoSus rublu maksa cela uzbiivésana no vienas pilsétas
uz otru. Piem&ram, riitina, kas atrodas C rindinas un E kolonnas krustojuma, rada, ka
cela uzbtivésana no C uz E maksa 73 tukst. rbl. Kadi celi jauzbuve, lai pa tiem no
katras pilsétas varétu aizbraukt uz katru un kopgjas biives izmaksas biitu vismazakas
iespgjamas? ( No viena cela uz otru var nogriezties tikai paSas pilsétas, celu
krustojumu starp pilsétam nav.) Pamatojiet savu izvéli.

Atrisinajums. Saja uzdevuma tikai tie§i no vienas pilsétas uz otru (bez
starppilsétam) uzbiiv§jamu celu sauksim par celu. Tadu celu sistemu, pa kura
ieejosajiem celiem no katras pilsétas var aizbraukt uz katru un kas ir vislétaka no
sisttmam ar $adu 1pasibu, sauksim par vislétako sistemu.

Ieverosim, ka visi uzbiivgjamie celi ir ar dazadam izmaksam.

Lemma. Visletaka sistema noteikti satur vislétak uzbtivéjamo celu.

Pienemsim, ka vislétak uzbiiv€jamais cel§ savienotu pilsétas X un Y, bet
visletakaja sisteéma tas neietilpst. Tad no X uz Y $aja sistema var aizbraukt pa citiem
celiem caur pilsétam Zy,...,Zy.

23 Zm

£ \
¥
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Uzbtveésim celu starp X un Y, bet likvidésim jebkuru no celiem XZ;, Z17;, ...
Z,Y. legiita sist€ma ir 1€taka par ieprieks€jo (jo cel§ XY ir letaks par likvideto celu),
un pa tas celiem var aizbraukt no jebkuras pilsétas uz jebkuru. (Pieradisim, ka jaunaja
sist€éma tieSam no jebkuras pils€tas var aizbraukt uz jebkuru. Nemsim divas pils€tas U
un V. Pienemsim, ka likvidetais celS ir ZyZy+1. Ja vecaja sisttma no U uz V vargja
aizbraukt, nebraucot pa celu ZyZk+1, tad jaunaja to var izdarit, posma ZyZx+1 vieta
izmantojot posmu ZyZy.1 ...Z1 XY Z, ... Zx+1.) Tatad sakuma sakuma pemta sist€ma
nav bijusi vislétaka, kas ir pretruna ar piepémumu. Lemma pieradita.

Tatad visletakaja sisteéma jaietilpst vislétakajam celam. Kad tas uzbuivéts, abas
pilsétas, kuras tas savieno, varam uzskatit par vienu pils€tu. Tatad esam ieguvusi
pilsétu sistému, kurd ir par vienu pilsétu mazak neka sakotngja. Sai sistémai atkal
varam pielietot lemmu, utt. Jaievero tikai, ka, pielietojot lemmu jaunajai, reducétajai
pilsetu sist€émai, nav jagnem vera vél neuzbuvetie celi, kas savieno tadas pilsétas, kuras
savieno jau uzbuveto celu virknes; tadas pilsétas tiek uzskatitas par vienu.

Rikojoties pec sadas metodes, ieglistam sekojosu celu sist€ému:

Pie celiem pievienotie ciparini rada kartibu, kada tos ieglist p&c ieprieks
aprakstitas metodes.

6. uzdevums. Atrast lielako vértibu, kadu nenegativiem x var pienemt izteiksme

f (x) = Vx* +100 — x

Atrisinajums. Apliukosim funkciju

1 1 B VX% +100 + x 1 mﬂ(\
f(X)  x?+100-x Qx2+100+x/-0x2+100—x/ 100 -

Ta ka Vx®+100 +X ir augosa funkcija pie X > 0 un pienem pozitivas vértibas,
tad tas minimums ir punkta x=0, kas ir funkcijas f(x) maksimuma punkts. Tatad f(x)
lielaka veértiba ir 10, un ta tiek sasniegta punkta x=0.

Risinajuma izmantota funkcijas vx*+2100 +X monotona augsana un funkcijas

1 . .
m monotona dil§ana apskatamaja apgabala.
X
7. uzdevums. Atrast izteiksmes |36" - 5"| mazako iespgjamo vertibu, ja m un n -

naturali skaitli.
Atrisinajums. Ievérosim, ka 36" visiem naturaliem n beidzas ar ciparu 6, bet 5™

visiem naturaliem m beidzas ar ciparu 5. Tapéc ‘36n - 5”“ beidzas ar 1 vai ar 9. Ja n=2
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un m=1, tad izteiksmes vertiba ir 11. Lai pieraditu, ka tas ir minimums, japamato,
kapéc §1 vertiba nevar biit ne 1, ne 9.

Piepemsim, ka |36" - 5"|=1, tad jabiit 36"™-5"=1, kas parveidojas par 36"-1=5" un
talak par (6"-1)-(6"+1)=5". Saskana ar aritmétikas pamatteorému skaitliem 6"™-1 un
6"+1 abiem jabiit no skaitlu virknes

1;5; 25; 125;... ; 5k;.... Bet ta nevar but, jo Saja virkn€ nav divu skaitlu, kas viens
no otra atSkiras par 2. Tatad izteiksme nevar pienemt vertibu 1.

Piepemsim, ka [36" - 5"|=9; tad jabiit 36"-5™=9 un 5™=9+36". Ta nevar b, jo

ieglitas vienadibas laba puse dalas ar 3, bet kreisa - né.
Tatad apskatamas izteiksmes minimums tiesam ir 11.

8. uzdevums. Dots, ka a, b, ¢ - reali skaitli un visiem x no intervala [0;1] pastav
sakariba ‘ax2+bx+c|£1.
Mmﬁh@%m%\M+%Lﬂc“k@mmwammvﬁ%u

Atrisinajums. Izmantojam uzdevuma nosacijumos doto faktu pie x=0; x=1/2;
x=1. leglistam nevienadibas ‘f1|sl, ‘f2|sl, ‘fg‘ﬁl, kur
c=f,
c+1b+1azg
2 4
c+b+a=f,

Atrisinot $o linearo vienadojumu sisteému, iegiistam
a=2f,-4f,+2f, tapec |a|<8
b=-3f,+4f,.f5, tapec |b|<8
c=f,, tapéc lc| <.
Tatad |a|+[b]+|c|<17.

Piemérs 8x-8x+1=2(2x-1)?-1 parada, ka vértiba 17 ir sasniedzama.
Tatad mekl€jamais maksimums ir 17.
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