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ANOTACIJA

Matenatika izstradatas daudzas metodes, kuras sekrpielieto daidu uzdevumu
risinaSara. Parasti katra metode parétiz sangra Sauras uzdevumu grupas riganai un
izveidota,nemot \&ra §s grupagpatnibas un specifiku. Todn sastopamas mmetodes,
kuras lieto vaitkas materatikas nozags.

Saj macibu fidzeki aplikoti uzdevumi, kurus var risiit, izmantojot invariantu
metodi. Protams, Sos uzdevumus var #isizmantojot ar citas metodes. Uzdevumi tiek
grupeti pec invariantiem: aritrétiskie, algebriskiegeometriskie un sjju.

Macibu idzeki ir gan teogtiska, gan praktisk dda. Praktiska dda tiek piedivati
uzdevumi, kuriem doti atriséijumi. Pamat uzdevuminemti no daZdam olimpiadem un
konkursiem Latvg un cifis valsts. Ir af virkne originalu uzdevumu.

Macibu hidzeklis paredis skokniem, kas padnati interegjas par mateatiku. To
var izmantot ar matenatikas skolofji un pulcipu vadtaji. leklau& materala gritibas
pakapes ir dazdas, tondr pamai tas pieejams demyadgas skolas sk@hiem.

Turpmak paredzts izdot at darba otro da “Invarianti konfiguéciju anaize”.
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PRIEKSVARDS

1991. gada augustlslande bija pira valsts, kas atzina Latvijas neatkes
atjauno3anu. Sis notikums Latvijas iaa#ajos radjis neizdzSamas simgtijas pret
skaitliski mazo, bet disek lielo islandieSu tautu.

KopsS & laika nuisu tautu solidarite izpaudusies daugjzda zipa. Viena no is
izpausnegm ir projektsLAIMA (LAtvijas unlslandedViAtematiskas izglitibas projekts),
kura ietvaros paredis apvienot abu valstu spaitstu pieredzi un plinus materatikas
olimpiazu un matenitikas padinatas naciSanas jor, publicjot gramatu $riju par
visiem svaigakajiem moderas elemeriiras materatikas jaugjumiem. Apskaimais
darbs ir pirmais, kas tapitssSsadartbas ietvaros.

Meés sirsiigi pateicamies Islandes izgitibas un kultiras ministram
B.Bjarnasonam, komgnijas EIMSKIP prezidentam H.Sigurgestsonam kompgnijas
NYHERJI prezidentam F.Sigurjonsonam komgnijas MGH parstavim Latvij a
B.Ragnarsonamun Islandes konsulei Latvija J.Balodei par atbalst. AIMA tapSaa.
IpaSi augstu artegjams komjanijas Talnakénnun atbalsts, kurageneralmenedzers ir
B.Johannessons

Darba “Invariantu metode” elektroniskais variariek tizmantots Latvijas iz@fibas
sisemas informatizcijas programri

Autori



IEVADDA LA.
1. INVARIANTA LIELUMA J EDZIENS.

Meginasim defiret, kas ir invariants lielums.

PAR INVARIANTIEM LIELUMIEM SAUC TADUS LIELUMUS, KURI KADA
PROCES IR NEMAINIGI.

Ar vardieminvarianta ipadba apZme ipasbu, kas kKda proced saglaljas, nemaias.

Pientram, mafhas braukSanastrums vig cda posm nav nemairgs lielums, jo,
uzskot braucienu, as atrums ir nulle, bet kautala cda posm tas ir nemairgs, t.i.
invariants.

Sipojoties $ipoles, atilums no Hpolem lidz stienim, uz kura@oles ir pakrtas, ir
invariants lielums, bet alums no §polem lidz Sipoju balstiem nav invariants lielums.

Jau mazsdins neapzinoties saskaras ar invariaddzienu. Vienas rokas pirkstu skaits
ir invariants lielums. Skaitot & kadu pirkstu nosaucam par pirmada par otro, utt.,
t.i., piekartojam katram pirkstam savu skaitli- 1;2;3;4;...iN&as reizes skaitot,ems
skaitSanu var veikt cit segba, toner skaiiSanas rezults neliis atkargs no &, kada
sedba skaifs pirkstus.

Invariantiem irloti liela noZme vidis ziratnes nozas. Zimtne var pagivet tikai tapec,
ka dazas objektipadbas ir invariantas, nemagas. Ja katrs objekts pitn atkirtos no
visiem citiem objektiem un katreksperimerit iegitu citadus rezulitus, tad nevatu
runat par vis@arigiem likumiem uripagbam.

2. INVARIANTU METODES BUTIBA.

Ir daudz uzdevumu, kuros ir prasnoskaidrot, vai, izpildot noteiktas opejas, var
iegit nomdito rezulitu.Ja atbild iegistam-NE-, tad pieidijuma var neginat pielietot
invariantu metodi. Uzdevuma rigjnma, tad_var vaties [Ec $&da phna:

JAATROD PIEM EROTA TPASIBA, KURA

1) PIEMIT SAKUM A DOTAJIEM LIELUMIEM,;

2) IR INVARIANTA, t.i, SAGLAB AJAS, VEICOT
PIELAUJAM AS OPERACIJAS;

3) NEPIEMIT TIEM LIELUMIEM, KURI J AIEGUST
GALAREZULT ATA.

Par_invariantoipadbu var izmantotipadbu- elementu skaits, summa vai stagir
“para vai nepra skaitlis”, dais ar 3, das ar 4,...; tiek izmantota pghmetode -
IEKRASOSANA, utt..

Lai konstattu kadas invariantagpadbas eksistenci, var izmantot MATEAVTISKAS
INDUKCIJAS METODI.




1.1. NODALA. ARITM ETISKIE INVARIANTI.

1.1.1. PARIHTE.

Apskaisim uzdevumus, kuru atrigi®anas pamatir viens apserums-"bat para vai
negra skaitlim”.

1.UZDEVUMS.

Ir 10 auduma gabali. Dazi no tiem tiek sagrieztv& 7 ddas. Visi iegtie gabali tiek
sajaukti un dazi no tiem atkal sagriezti 5 vai 7agautt.

Vai pec vairakiem griezumiem kauéxar bit tieSi 1997 gabali?

ATRISINAJUMS.

Mazliet padorajot un apsverot, varam atbéid protams, ka nevar. Tagad izsekosim
sprieduma gaitai.

1.solis Pgemsim vienu auduma gabalu un to sagsiez 5 ddas, titad

bija 1gabals ks 5 gabali

tatad iedito gabalu skaitsge vienas grieSanas paligljas par 4, jo 5-1=4.
Vai afl papemsim citu auduma gabalu un sagdisen 7 ddas, Gtad

bija 1 gabals ks 7 gabal

tatad iedito gabalu skaitsge vienas grieSanas paligljas par 6, jo 7-1=6.
2.solis lzsekosim alak spriedumu gaitai. &kuma bija 10 gabali, ja vienu gabalu
sagrieam 5 ddas, tad gabalu skaits palieiias par 4, dtad tagad @sim ieguvusi
10+4=14 gabalus.
Tapat sprietsim, ja n@s vienu gabalu sagriessm 7 ddas. Skuma bija 10 gabali, tad
vienu gabalu sagri@m 7 ddas, gabalu skaits palielifis par 6, atad kisim ieguvusi
10+6=16 gabalus.
3.solis Izdafisim secigjumus:
a)ja akuma gabalu skaits bija 10 g skaitlis), tad §c viena gabala grieSanag ar
gabalu skaits paliek 14 vai 16Gafp skaitlis);
b)veicot noiditas opeé#cijas, auduma gabalu skaita paetnemaias (bija @ra skaitlis
un af paliek fara skaitlis),itad kaudz nekad neiis nefara skaits auduma gabalu.
Saj uzdevura redzam, ka atrodot uzdevameprakstta procesa INVARIANTU-
GABALU SKAITS IR P ARA SKAITLIS , nes piegdijam, ka
o S 1pa¥baPIEMIT sakuma dotajam skaitlim;
o S 1pa¥baSAGLABIJAS veicot pidaujanis opeicijas;
o S ipa¥baNEPIEMT velamajam galarezuitam.

Aplakosim \&l dazus uzdevumus.



2. UZDEVUMS.

Uz tfeles rindi uzraksiti skaifi 1;2;3;...;1998. Viea “gajiena” at/auts nodast
jebkurus divus blakus esoSus sketun to viet uzraksit So skaifu starpbu.

Vai eksist tada ” gajienu” serija, pec kuras uzdfeles paliek tikai viens viegs skaitlis
0?

ATRISINAJUMS.
Uz tafeles uzraksto skaitu summa ir nera skaitlis:
14243+ .+1998= (1+1998)x1998 19991998

=1999x 999

(aritmetiska progresija).

Nodzsisim divus blakus esoSos skag 9 un 10, viét ierakstsim to starfbu 10-9=1
(nera skaitli). Nodzsto skailu summa ir 10+9=19 (nem skaitlis). & ka skaifu 9 un
10 viet jaieraksta skaitlis 1, tad skhitsumma pamazifas par skaitli 19-1=18, t.i., par
para skaitli. Ta varctu apskat un izanalizt af citus blakus esoSo skiitparus.

Ja tiek nodasti divi blakus esoSi skaita un b, a>b, un to vigtuzraksita So skait
starpba a-b, tad uzteles uzraksto skaitu summa pamazis par

(atb)-(a-b)=a+b-a+b=2Db, t.i., padirpa skaitli.

Izdafisim secigjumu:
ja visu skuma doto skailu summa ir NERRA skaitlis, bet nod&Sot divus blakus esosus
skaifus, to summa pamaas par fara skaitli, tad, katrreiz aemot no nefra skaita para
skaitli, iegisim NEFARA skaitli. Lidz ar to nulli nevasim iedit, jo nulle ir @ira skaitlis.
Uzdevums atrisits.

Saji uzdevuna invariantsir- skaiju summa iNEPARA skaitlis

- § ipadbaPIEMIT sakuma dotajam skaitlim;

- §ipa¥ba SAGLABIJAS veicot no#ditas opeicijas;

- §ipagbaNEPIEMT velamajam galarezuitam.

Daudzos uzdevumos invariantu nevar atrast tik k&sepriek€jos uzdevumos, bet tas
jaizvelas maksligi.

3.UZDEVUMS.

Uz displeja ekina uzraksta burtu virkne XXYXYY. Burtu grupu XY var aizsr
YYXXYY, bet burtu grupu YYX var aigsir burtu X . Vai, izpildot&as opeiicijas, var
iegat burtu virkni YXYXY XY XY XY XY XY?

ATRISINAJUMS.

Aplakosim burtu X un burtu Y _skaita staio.

Sakuma virkné & burtu skaita stafpa ir nulle, bet beigu virknta ir (-1).

Izdarot pirma veida aizvietoSanu,1 $tarpba pamazias par 2, bet, izdarot atrveida
aizvietoSanu,at palieliras par 2.

Redzam, ka ar katru gaujamo opeiciju starpba starp burtu Y skaitu un burtu X skaitu
mairas par jara skaitli. Ta ka sakotngja burtu virkre & starpba ir nulle, tada nevar beigu
virkng klut viemada ar nepra skaitli (-1).



Uzdevums atrisigts.
INVARIANTS - dazdu burtu skaita stafpaiegistamajs virkres ir para skaitlis.

4.UZDEVUMS.

Kvadrats sastv no 4<4 riatipam. Cetras mitigas nokfisotas melnasat ka kate rindipa
un kat@ kolonnz ir tieSi viena melnaitiza. Ar vienu gjienu afauts iz¥leties vienu
rindipzu vai vienu kolonnu un maintaja krasojumu uz preéfo- melnzs ritinas pirkrasot
baltas, bet balis- melnas.

Vai var gadties, ka kvadita paliek tieSi 3 melnasitinas?

ATRISINAJUMS.

Vienosimies uzdevuma rigijuma gan rindpas, gan kolonnas saukt parijam.
Piemgemsim, ka ar #du gyjienu tiek izmaifits mtinu krasojums inija t. Tabuk
apskatsim, la gajiena rezulita mairas melno ditinu skaitsinija t un ar visa kvadata (jo
ratinu maha tiek apskata tikai kvadata iekSpus).

Apskaltsim visus gafjumus, ki var izvietot mel@s ratinas uzinijas t:

melno  ritinu skaits | melno rGtinu skaits | melne ritinu skaita
linija t pirms gajiena linija t pEc gajiena izmaina (starpiba)

4 0 -4

3 1 -2

2 2 0

1 3 +2

0 4 + ¢

1. zTm.

Izdaam seciajumu, ka jebkura gjiena rezulita melno ftinu skaits kvadita mairas
par @ira skaitli Ta ka uzdevumaakuma ir 4 melras ritinas, tad redzam, ka meln@tinu
skaits nevar kit vierads ar 3 (ar negra skaitli).

Uzdevums atrisigts.

INVARIANTS - melno atinu skaits irpara skaitlis.

5.UZDEVUMS.

Rinkis sadaits 6 sektoros. Kadr sektoi atrodas aploksne ar 1 latu. Vi@rgajiena
at/auts vienu aploksnidgolikt blakus sektaf.

Vai var visas aploksnesipikt viena sektorz, izmantojot tieSi 20 gienus?

ATRISINAJUMS.
Vispirms sanumuwsim visus sektorus un iegsosim 1., 3., 5. sektoruatad kogja
naudas summa iegrotajos tfs sektoros ir S=3 LS, skat.?hz.




Ta ka viera gajiena aflauts parlikt vienu aploksni blakus sekt@rtad $ naudas summa S
iesvitrotajos sektoros vai nu paliedisies par 1 LS, vai pamazsies par 1 LS. BkoSaj-
otrajg gajiena & summa atkalapat izmaias. Ta vai nu pamazifs, vai palielias par 1
LS, t.n.,, ka pc para skaita gjieniem summa S i3 nepra skaitlis. B ka skaitlis
20,t.i.,gijienu skaits-ir pra skaitlis, tad 8 summa S @is nepra skaitlis. Bet pc
uzdevuma nos@amiem, visas aploksnes #pgarliek viena sektos, tatad ir pbat S=0 vai
S=6,t.i.,jara skaitlis, bet tas nav iegpms, #tad uzdevurm mingta prasba nav
realiZjama.

Uzdevums atrisiats.

INVARIANTS - naudas summeswtrotajos laukumosge para skaita gjienu ir nepara
skaitlis.

6.UZDEVUMS.
Saha galdia kreisaji apak®ja stiri atrodas zirdziS. Vai zirdzgS, var noakt labaj
aug®ja sturz, katra lauciza nomzkot tieSi vienu reizi?

ATRISINAJUMS.

Saha zirdzis sikuma atrodas uz meflaucia, bet, izdarot pirmoajjenu, tas atraisies
uz balti laucipa; izdarot akoso g@jienu, tas atkal atrasies uz mela lauciha, &tad [Ec
katra gjiena zirdzihS norak uz pretjas kiasas laugja:

melns— balts— melns— balts— melns— balts...

Tatad [Ec para skaita gjienu zirdzi$ atradlsies uz mel laucina, bet pc nefra skaita
gajienu zirdzip$ atra@isies uz bait laucipa, skat. 3m..

il

21;

0 | 3.zim.

Uz Saha galdia 8x8 ir 64 laugii, bet zirdzp$ uz viena lauga jau atrodas.atad Ec
uzdevuma nosdcamiem tam €l bas javeic 64-1=63 gjieni. Bet skaitlis 63 ir
negrskaitlis, itad @c 63 gjieniem zirdzham ir aatrodas uz baltlaucna. Ta&u lakgjais
augg$jais lauchS ir melns, adtad zirdzinS nevags norakt labéja aug$ja laucina, kata
laucina norakot tieSi vienu reizi.

Uzdevums atrisiats.

INVARIANTS - ik pec diviem gjieniem zirdziS atrodasas paSas kisaslaucia ka
sakuma.

7.UZDEVUMS.
Dots kvaddts, kura izrari ir 4x4 ratipas. Pirmis rindas otraf ratipa ieraksita "0”,
citas ratinas “1”. Viena gajiena atauts aizsit 0 ar 1 un 1 ar O vai nu ws vienas
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vertikales nitinas, vai vigs vienas horizoates ritinas, vai vigs vienas diagafies
ritindas.

Vai eksist tada gizjienu rija, pec kuras vigs ritipas ir “1"7?

(Par_kvadita diagoali sauksim jebkuruatinu virkni, kas parala vienai no kvadita
galvenagm diagoralem un nav papildisma, saglafjot So paraleliti. Par diagoali
sauksim arkatru stira itinu; tatad kvadatam ir 14 diagoales.)

ATRISINAJUMS.
Doto kvadatu iekrasosim &, lai kat@é rinda un katd kolonra batu iekasotas 2 iitinas
(skat. 4. m.)

4 £im.
Mainisim ciparus 0 un 1 un sksimies, k& S izmana skar iekisotis ritinas. Veicot
atbilstoSos gienus, redzam, ka izmgs skars vai nu divas i@gofis rhtinas, vai ar
nevienu fitinu (jo uz dazm diagoralém nav iekésota nevienaiitina).
Aplikosim visas iesas, K izmairsies “0” skaits iekisotaps ritinas:
a) ja alas iekasotajs rhtinas ir bijusi “1”, tad pec ciparu majas tur s “0” un koggjais
“0” skaits iekasotaps ritinas palielirasies par 2;
b) ja alas iekasotaps rmhtinas ir bijuSas “0, tad pec ciparu majas tur ks “1” un
kopgjais “0” skaits kvadita iek@aisotaps rtinas pamaziasies par 2;
C) ja viera iekrasotah ratina ir bijis “1”, bet ot “0”, tad kogjais “0” skaits iekdsotajs
ratinas nemaimsies.
Pec So 3 gagjumu aptikoSanas izda@sim secigjumu:
“0” skaits iekasotaps rtinas vai nu_nemais , vai mairas par skaitli_2(palielimas vai
pamazias). “0” skaits maias par jara skaitli. Ta ka sakuma iekrasotaps fitinas bija
viena “0”, t.i., negra skaits “0”, tad “0” skaits nevaiik vierads ar nulli.
Uzdevums atrisigts.
INVARIANTS - iekrasotajs Iitinas “0” skaitsir nepara skaitlis.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.1.-1. Uz tafeles uzraksti skaili 1; 2; 3;...; 10. Ar vienu “gjienu” var iz\Eléties
jebkurus divus no tiem un abiem pieskaipa vieniniekam. Vai, atktojot Zdus
“gajienus”, var paakt, lai visi skaiti klatu vieradi?

1.1.-2. Uz tafeles uzraksti skaifli 0; 1; 0; 0. Atauts viea “gajiena” vienalga kuriem
diviem skaitiem pieskait vieninieku.
Vai var, atlirtojot So opeiciju vairakas reizes, paift, lai visi skaiti klatu vieradi?

1.1.-3. Uz tafeles ir uzraksti skaifi 1; 2; 3;...; 1993. Aauts nodgzst jebkurus divus
skaifus un to viet uzraksit So skaifu starpbas moduli. Gala rezath uz &afeles paliks
tikai viens viefigs skaitlis.

Vai Sis skaitlis var it vierads ar nulli?

1.1.-4.Uz tafeles uzraksti skaifli 1; 2; 3;...; 1998. Aauts nodzst jebkurus divus skaits
un to viet ierakstt So skailu starpbu. Aamredzot, ka pc 1997 &diem “dgajieniem” uz
tafeles paliks viens skaitlis.

Pie@adit, ka Sis skaitlis ir negra skaitlis.

1.1.-5.Uz galda stv 16 cilindri: ar sarkaniem augjem pamatiem un ziliem apadiem
pamatiem. No tiem 15 cilindri ir ar sarkano pamatuaugsu, bet viens cilindrs- ar zilo
pamatu uz augSu. Buts viea “gajiena” apgriezt otédi jebkurus 4 cilindrus.

Vai var, atkirtojot So opeiciju vairakas reizes, apgriezt visus cilindrus ar sarkanajiem

pamatiem uz augSu?

1.1.-6. Rinda cita citai blakus novietotas 1998 natess. Pirma no &m nolikta ar ciparu
uz augsu, frgjas- argerboni uz augsu. Vian'‘gajiena” atlauts apgriezt oadi tris blakus
esoSas maitas.

Vai eksist tada gijienu rija, pec kuras visas matas ir argerboni uz augsu?

1.1.-7.Pa apli uzraksti vairaki skaifli; viens no tiem ir 1, citi 0. Ar vienuagenu atauts
izveleties tiis pec kartas uzrakstus skailus, no kuriem vigjais ir 1, un mairt tos visus
tris: 1 aizstt ar O, bet 0- ar 1. Atiktojot &adus “gajienus”, gribam pa&kt, lai uz apa hitu
tikai nulles.

Vai to var izdait, ja skuma ir 1995 skaili?

1.1.-8.Dota pil€tu karte ar 1996 spulttzm. Katrai spuld#ei ir savs fddzis. Vienlaikus
var maint sledza sivokli jebkuram 26 spuld#ém. Sikuma ir ieslegtas 17 spuldies.
Vai var nodzst visas spuldies?

1.1.-9. Profesors Chewits savaboratorij bija izgatavojis 1997 “chewitus”. Tos visus
vins griteja aizvest uz @jam diplomata, bet diplonmata jaieliek tieSi 96 konfektes.
Profesora iacei piemt %da burvegba: katra aizvest “chewita” viet tiek uzburta
konfekte “Flinstoni”. Bet, ja profesors ir aizvedigjas konfekti “Flinstoni”, tadds viet
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tiek uzburts “chewits”. Profesoratati garSo “chewiti”, unapéc vinS nokma negrtraukt
darbu tikngr, kaner visi “chewiti” bus aizvesti rajas.
Vai tas ir iespjams?

1.1.-10.Deju grupm “Zeltene” ir 7 Zni un 11 meitenes, bet jaunas dejas iestaai
nepiecieSami 10éni un 15 meitenes. Deju grupa “M&R” ir ar mieru veikt dejaju
apmanu, aizdodot 8 meitenes un prememot 4 Znus, bet deju grupa “Marss”- aizdodot
3 zZnus un prat smaemot 5 meitenes. Abas deju grupas ir ar mierunmazdait
vairakkart.

Vai iecetto deju izdosies iestatl Lieki dejotji “Zeltene” nav pidaujami.

1.1.-11.Uz displeja ekina at€lota virkne: VOVOVOV. Burtu grupu VO var aizstar
burtu grupu OVVOVOO un oidi, bet burtu grupu OO var no#i, neaizgijot ne ar ko.
Vai, izpildot vaitikas reizesis opeicijas, var ie@t burtu virkni VOVOV?

1.1.-12.Natualu skaitli katru miriti var vai nu reiziat, vai dait vai nu ar 2, vai 3.
Vai tieSi vienas stundas laiko skaita 24 var iegt 1087

1.1.-13. Regubra seSstra virsotres uzrakdti pec kartas skalli 7; 5; 3; 7; 1; 9. Viea
“gajiena” atlauts:
1) pieskaiit kadam skaitlim divus skdits, kas atrodas blakus virsésn
2) ahemt no skait divkarsSotu pregja virsotre uzraksito skaitli, ja starfba ir pozitva.
Vai eksist tada “dajienu” serija, pec kuras vieh no virsotigm ir ierakstts skaitlis 19967?

1.1.-14. Ripkis sadakts 14 vieados sektoros urtetros blakus sektorosep kartas
izvietotas moatas, kuru @rtiba ir 1 sant., 2 sant., 5 sant., 10 sant. ¥lgpajiena” atlauts
parvietot jebkuru vienu mau pari trim sektoriem uz ceturto. & vairakiem &diem
“gajieniem” moretas kopura aiznpem tos pasSudetrus sektorus.

Vai var gadties, ka 1 sant. un 2 sant. ndtas apmaifjusas viem?

1.1.-15. Regufira 12-stira AjA2As...A1> virsotre A; atrodas “-” Zme, bet prgjas
virsotres- atrodas “+” mmes. Viea “gajiena” atlauts vienlaitgi mairit zZimi uz pregjo
seds [Ec kartas sekojags 12-siira virsotres.

a) Piekdit, ka @Ec vairkam S%dam opefcijam nevaés iedit, lai virsotre A, batu
zZime, bet vig8s [@rgjas virsotres - “+” zimes.

b) Pieadit to paSu, ja viehgajiena maina zmi ¢etras ec kartas sekojoss virsotres.
c) Pieadit to paSu, ja viengajiena maina Imi trijas Ec kartas sekojofs virsotres.

“won

1.1.-16.Kvadrats sadats 4x4 atipas, kur katé ratina ir ierakstta “+” vai “-” zime, k&
pamdits 5.Zm. Viera “gajiena” atlauts vienlaitgi mairit zimes vigs fitinas, kuras ir
izvietotas viea rinda, viera kolonra vai uz vienas diagafes (diagoales definciju skat.
7.uzdevuma formajuma).

Pie@adit: lai cik &du Zmju maiu mes af veiktu, neizdosies ieq tabulu, kug ir tikai
“+” zimes.
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1.1.-17.Dots kvadats, kura izmari ir 8x8 rutinas. Kvadita kata ritina tiek ieraksiti “+”
vai “-” zime. Viera “gajiena” atlauts maifit Zzimes vai nu Vigs vienas vertiiles Mmtinas,
vai visas vienas horizoates ftinas, vai ar visas vienas diagdites fitinas (diagoales
definiciju skat. 7.uzdevuma fornmjuma).

Ka sakuma jaieraksta mmes fitinas, lai @c jebkuras gjienu <rijas bitu ne mazk ka 6

“won

ratinas, kuas ir ieraksita “-” zime?

1.1.-18.Uz Saha galdia, kura iznari ir 9x9 lauchi, novietoti 54 kauki, ka paadits 6.
ZIMEjuma.

g(ojofofojofofo)o

g(ojofofojofofo)o

glojofojafofofofa

glojofojofofofofo

g(ojofofojofofo)o

g(ojofofojofofo)o
&.27m.

Ja divi kaulhi A un B atrodas blakus via@rhorizontlé vai viera vertikale un aiz B ir
brivs laucp$, tad kauliu A drkst @rcelt pari kaulpam B uz So hwo lauchu, bet
kaulipu B nmemt no galdia (t.i., dikst ar kaulhu A “nosist” kaulhu B). Jebkura cida
kaulinu parvietoSana aizliegta.

Vai iesggjams paakt, lai uz galdiha paliktu tikai viens kauhis?
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1.1.2. SPECIFISKAS ATLIKUMU \ERTIBAS.
1.1.2.1. DALAMIBA AR 3.

Dazreiz par invariantu i2las nevispadbu "bat para skaitlim vai “lit negara skaitlim”,
bet garipa3bu “dalities ar 3 “ vai “dalot ar 3, dot atlikumu 1 (resp.2)".

Apskatsim uzdevumu grupu, kiabas izmantotapadba*“ dalities ar 3 “.

8. UZDEVUMS.

Mez: auga 36 énes. Pirnas dienas ftausna viena gne no@zis, bet izauga 4 jaunas
senes. Tipat notiek kat# nakamajz dienz - viena nogzas, 4 izaug jaunas.

Kura diera Sajg mez bis tieSi 15037 &es?

ATRISINAJUMS.

Izpetisim, kadas ir $nu skaita izmajas mei viera diera. Ja meZ izauga 4 jaunasses
un 1 no@zas, tad 8nu skaits mez palielinajas par 3, jo 4-1=3. A ka tadas pat izmaias
ar £ném notiek katru dienu, tacksu skaits mez katru dienu palieliis par skaitli 3. T
ka sakuma tas dais ar 3, tad tas dad ar 3 visu laiku. Lai noskaidrotu, kudiera me#4
bus tieSi 15037 &es, skaitlis 15037a§lala ar 3. Bet Sis skaitlis negslar 3 bez
atlikuma, fitad nelos adas dienas, kad mebus tieSi 15037 &es.

Uzdevums atrisigts.

INVARIANTS - senu skaits dals ar skaitli 3.

9.UZDEVUMS.

Pakim ir 2000 galvas. Sikavirs vienz cirtiena pizkim var nocirst 33, 21, 17 vai 1 galvu,
bet uzreiz pkim ataug attiemgi 48, 0, 14 vai 349 galvas. Ja tiek nocirstas sigalvas,
tad jaunas galvas neataug.

Vai skawvrs vares, uzvaét piiki?

ATRISINAJUMS.

Lai sgkavirs uzvagtu poki, janocrt visas galvas. Apskaim ka viera cirtiera notiek
ptka galvu nocirSana un ataugsana:
1.cirtiens ja crt 33 galvas un 48 galvas ataug, tadig galvu skaits palields par 15
(48-33=15),t.i., par skaitli, kas dalar 3.
2.cirtiens ja c&rt 21 galvu un 0 galvas ataug, taitkp galvu skaits pamazis par 21 ,t.i.,
par skaitli, kas dak ar 3.
3.cirtiens ja &rt 17 galvas un 14 galvas ataug, tadkg galvu skaits pamazis par 3
(17-14=3),t.i., par skaitli, kas dal ar 3.
4.cirtiens ja &rt 1 galvu un 349 galvas ataug, taik@ galvu skaits palields par 348
(349-1=348),t.i., par skaitli, kas dalar 3.

Ta ka pukim sakuma ir 2000 galvas, t.i., skaitlis, kas negtahbr 3, tad, izdarot cirtienu,
puka galvu skaits atkall&st skaitlis, kas nedzd ar 3. Rtad tas nekad nedal ar 3. Rtad
galvu skaits nekad nevalik vienads ar nulli.

Uzdevums atrisigts.
Invariants poka galvu skaits nedad ar 3.
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10. UZDEVUMS.

Uz salas dwo 13 balti, 15 sarkani un 17 zdameleoni kirzakas, kas sg mainit krasu).
Hameleoni satiekas tikai pa diviem. Ja satiekas denas kizsas hameleoni, tie ksu
nemaina, ja satiekas divi dazdu krasu hameleoni, tie retzegist treSo kisu (pienaram,
ja satiekas balts un sarkans hameleoni, tad tiekalst zdi, utt.).

Vai var gadties, ka visi hameleoni vienlagt ir viena krasa?

ATRISINAJUMS.

Aplukosim piengrus, kK var izmainties daZdu krasu hameleonu skaitsep dazm
tikSargs reizm.

Apzimesim ar B- baltu hameleonu, ar S- sarkanu hamelesm#, zdu hameleonu.

No tabulas, skat. 7im., redzam, ka neizdodasidZinat divu krasu hameleonu skaitu. Ja
to izdotos izdat, tad tlak varctu viegli parakt, lai visi hameleoni ir viemkrasa.

balte hamelesnu | sarkano hamelesnu |zalo hameleonu skaits
skaits skeaits
sEkuma bija 13 15 17
pEC 3 un £ satikianas 123+2=15 15-1=14 17-1=16
pEc B un 7 satik Sands 15-1=14 14+2=14 16-1=15
pEC S un £ satikfanis 14+2=14 16-1=15 15-1=14
pEC 3 un £ satikdanas 16+2=1% 15-1=14 14-1=13
pEC 3 un £ satikdanas 18+2=20 14-1=13 13-1=12
pEc B un S satikfanas 20-1=19 13-1=12 12+2=14
peEc B un I zatikfanas 19-1=1k 12-1=11 14+2=14
pEc B un 7 satik fands 18-1=17 11+2=13 16-1=15
pEC B un 2 satik Sands 17-1=16& 13+2=15 15-1=14
7 orTm.

Ja tas nav iegfams, tad neieganiba ir ppierada Apskatsim pieadijumu tam, ka nav
iesggjama uzdevumapraksita sitlacija, kum visi 45 hameleoniitu viera krasa
Izpetisim, ka pec vienas tikSais reizes izmaiis hameleonu skaits katrasasas
hameleonu grup Ja satiekas divi vienasakas hameleoni, tie #u nemaina. apec
nemains af hameleonu skaits katkrasu grug.
DaZdu kiasu hameleoni var satikties 3 veidos:

a)baltais ar sarkano hameleonu,

b)baltais ar mhameleonu,

c)sarkanais arlpehameleonu.
Atkariba no Siem trim satikSas veidiem hameleonu sagjams kiasu gru@s Ec pirmas
satikSa@s var izmaiities sekojoSi:
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baltie satlcanie zalie
sakotnEais skaits 13 15 17
skatts pEc pirmas | 12 {13-1) 14 {15-1) 19 (1742
satikfands
k)
baltie satkanie zalie
sakotnEais skaits 13 15 17
skatts péc pirmas | 12 (13-1 | 17 {154+2) 16 {17-1)
tikganis
c)
baltie sarkanie zalie
sakotnEais skaits 13 15 17
skatts pEc pirmas | 15 (1342 [ 14 (15-1) | 16 {17-1)
ticfanas
.27,

leverosim, ka skalt 13; 15; 17, dalot tos ar 3, dod atlikumus 1; OARlakosim, Kidus

atlikumus dod hameleonu skaits adds kiasu grups Ec katra veida satikSas:

a)
baltie satkanie zalie
sakotnga skatta | 1 ] 2
atlilbums, dalot ar =
peEc 1. tikganas 0 2 1
k)
baltie satkanie zalie
sakuma 1 0 2
peEc 1. tikfanas ] 2 1
By
baltie sarkanie zalie
sakuma 1 ] 2
pEc 1. tikfands 0 2 1
9 £im.

leverosim, ka visos 3 gajimos tabulu apakgas rindas ir vieadas un 3pat ka sakuma
satur visus atlikumus 0; 1; 2, tikai xikartiba. Tapéc, ja aplizkotu tabulas ¥l pec 2.
tikSanas, c 3.tikSaris, ..., atkal iegtu atlikumus 1; 0; 2, tikai varlat cita kartiba
Pamatosim to.

Vienadibas
(3a+0)-1=3(a-1)+2,
(3a+1)-1=3a+0, (1)
(3a+2)-1=3a+1

paiada:

ja no skaitla, kas daiSam ar 3 dod atlikumu O (resp. 1 vai 2), aiem vieninieku, tad
legust skaitli, kas daiSam ar 3 dod atlikumu 2 (resp. 0 vai 1).
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Lidzgi vieradibas

(3a+0)+2=3a+2

(Ba+1l)+2=3(a+1)+0 (2)

(Ba+2)+2=3(a+1)+1
pafmda:
ja skaitlim, kas dafiSara ar 3 dod atlikumu O (resp. 1 vai 2), pieskaita 2tad iegast
skaitli, kas dafiSara ar 3 dod atlikumu 2 (resp. 0 vai 1).
Tagad varam piédit ieprieks izcelto apgalvojumu.
Tie&m, ja tiekas “nulles atlikuma ksas” hameleons un “vieninieka atlikumadas”
hameleons, tadis krasas Kist par “divnieka atlikuma kEsu” un “nulles atlikuma ksu”
saskaa ar (1). Savulrt tre& krasa, kas ir “divnieka atlikuma &sa”, Kast par
“vieninieka atlikuma kisu” saskaa ar (2). Tatad atkal sastopami visiigratlikumi.
Lidzigi apliko abas prgjas satikSaas iesgjas.
Ja visi hameleonitlu viera krasa, tad to izvietojums pa ksam bitu 45; 0; 0, bet Siem
skaifiem ir vieradi atlikumi, dalot tos ar 3. &fad nav iesgjams, ka uz salas visi
hameleoni ir vied krasa.
INVARIANTS- daAadu krasu hameleonu skaiti, dalot ar 3, dodathis atlikumus.

11. UZDEVUMS.
Ar naturzlu skaitli drikst izdart Szdas opedicijas:

a)reizimt ar 2;

b)dalt ar 2, ja skaitlis ir ara skaitlis;

c)pierakstt galz to pasu skaitli (pie@ram, ar So opeiciju no skaifa 1997 var iegt
skaitli 19971997).

Vai ar Sm opefricijam, izdarot &s vairakas reizes, no skt 24 var iegt skaitli
199772
ATRISINAJUMS.
Izpetisim vispirms abus skaits: doto un to, kuruajegast. Skaitlim 24 izpilds ipasba
“dalas ar 3”,bet skaitlim 1997 $pasba nepiernt.
Sikak analiZsim pidaujanas opefcijas "uz daimibu ar 3”. Pieidisim: ja kads skaitlis
dalas ar 3, tad skaitlis, kas no a tiek iegits ar Saja uzdevuma pielaujamajam
operacijam, ari dalisies ar 3.Tiesam:
a) ja n dals ar 3, tad ar2n das ar 3,
b) ja @ra skaitlis 2n dak ar 3, tad n das ar 3,
c) apgalvojums par treSo opelju izriet no daimibas pammes ar 3. Ja skt n ciparu
summa dais ar 3, tad arjauniedita skaila nn ciparu summa das ar 3, joa ir divreiz
lielaka nek sakotrgja skaifa n ciparu summa. atad ar pats jauniegtais skaitlis nn
dalisies ar 3.
Ta ka uzdevum dotais skaitlis 24 da$ ar 3, tad arskaifiem, kurus var iegf no 24,
jadalas ar 3. Bet skaitlis 1997 ar 3 nettglitad ar uzdevumdotapm ope&cijam skaitli
1997 nevads iedit.
Uzdevums atrisigts.
INVARIANTS- visi iegastamie skalt dalas ar skaitli 3.

18



12.UZDEVUMS.

Uz tafeles ir uzraksti cipari 2; 3; 4; 5. Afauts iz¥¢leties dazus no tiem un sadit no
tiem skaitli A. Bc tam skaitli A pareizina ar 13, un ciparus, kuliegist reiziniSanas
rezultata, uzraksta uzdfeles iz¢léto ciparu vieti. (Pieneram, iz\éloties ciparus 2; 3; 4,
varam no tiem sagtlit skaitli A=324 un iegt skaitli 13A=13x324=4212, pie tam cipars
2 tiek iedits divas reizes. Tagad u#feles ir uzraksti cipari 1; 2; 2; 4; 5).

Vai ar tzdu opeficiju palidzbu var paakt to, ka uz dfeles lus uzraksti cipari
2,2;3;3;4,4,5;5;6,6;7;7?

ATRISINAJUMS.

Atceresimies: naturals skaitlis, dalot to ar 3, dod idu pasu atlikumu, kadu dod &
skaitla ciparu summa, dalot to ar 3.

Ja vienas opécijas izpildes skuma izvéleto ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu r,
tad fdu pasu atlikumu r dod amo Siem cipariem izveidotais skaitlis A.a Tka
13A=A+12A, un 12A dalis ar 3, tadadu pasu atlikumu r, dalot ar 3, dod mEunieditais
skaitlis 13A; #tad du pasu atlikumu r, dalot ar 3, dodi & ciparu summa, kurus
ope&cijas izpildes beigs uzraksta uzteles akuma izveleto ciparu viei.

Tatad opefcijas izpildes gait nemaias uz &feles uzraksto ciparu summas atlikums,
dalot to ar 3.

leverosim ka sikumia uzraksito ciparu summa ir 14, ua dod atlikumu 2, dalot ar 3.
Tatad viem ciparu sistmam, kas patdas uz &feles, ir atlikums 2, dalot to summu ar 3.
Bet galarezuitta iegastanis sistmas ciparu summa ir 2x(2+3+4+5+6+7)=2x27=54, t
dod atlikumu 0, dalot ar 3.

Tatad &da ciparu si$tma nav iegstama.

Uzdevums atrisigts.

INVARIANTS - uz fafeles esoSo ciparu summa, dalot to ar 3, dod alika.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.1.-19.Janitis payéma uz skolu 15 umhes. Pirm& nedla vins katru dienu izmaija 1
uzlimi, bet iemaifja 4 uzimes. & tas turpiajas af nakoSafs nedlas. Nedla ir 5
macibu dienas.

Kuras dienas vakaidanitim bus tieSi 113 uzines?

1.1.-20.Uz galdha, kura izrari ir 10x10 ritinas, atrodas figra “lauva”, kura prvietojas
par vienu d@itinu pa labi, par vienuatinu uz leju, pa vienuitinu diagonli tieSi pa kreisi
uz augsu.

Vai “lauva” var apstaigt visas fitinas, kati norakot tieSi vienu reizi un guéja gajiena
norakot sskuma ntina?

1.1.-21.Vai no figiru virknes© 0 O 0 O 0O var iegit virkni
CO0O0OCD0OO, javirkre grupu® O © var aizsit ar grupu
CCO000 OO0, betgrupt2 0O OO OODOO var aizsit ar grupu> 00 OO O?

1.1.-22.Ar natuglu skaitli var izdait sekojoSas opécijas:
1)pieskaitt 6;
2)dait ar 2, ja skaitlis ir pra skaitlis;
3)maint vietam skaita ciparus (skaid stkuma nedikst atrasties nulle).
Vai ar 8m ope#cijam, izdarot &s vaiakas reizes, no skt 21 var iegt skaitli 3001?
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1.1.2.2. DALAMIBA AR 4.

Apskatsim uzdevumus, kur par invariantu &&simies ipa3bu, kas saida ar
“daliSanos ar 4.
Sakuma apskaisim vienkirsu uzdevumu:

13.UZDEVUMS.

Vai 19990.gad Latvijas izlases sportisti piedales Olimpiskais sgles?
ATRISINAJUMS.

Lai athilcetu uz So jautjumu, noskaidrosim, vai 19990. gadotiks Olimpiskis sgzles.
Olimpiskas sgles notiek reiztetros gados, uras notika 1996. gad Ta ka 1996 dads ar
4, tad olimpisks sgzles notiek tikai gados, kuru numuri dalar 4. Bet 19990 ar 4
nedais, titad Saj gadi olimpiskas sgzles nenotiks.

Uzdevums atrisiats.

INVARIANTS - olimpisko sglu gada skaitlis das ar 4.

14.UZDEVUMS.

Skaifu virkni by, by, bs, ... veido &di: bi1=1, b=2, bho=bnbn+1+1, kur n=1, 2, 3, ... (t.i,,
katru mzkamo virknes locekli igtgt, abu iepriek&§o loceku reizimzjumam pieskaitot
vieninieku). Piefidit, ka hggs nedalis ar 4.

ATRISINAJUMS.

Noskaidrosim, &di ir atlikumi, virknes b, by, ..., b loceus dalot a. Atlikumu, kas
rodas, h dalot ar 4, agmésim ar k. Ta ka bh=1; b=2; s=3; =7, utt., tad 1=1; n=2;

r;=3; 1,=3; utt.

Vispirms piedisim lemmu.

LEMMA.
I'n+2 ir vVienads ar atlikumu, kas rodas, skaitli r+1xrn+1 dalot ar 4.

Lemmas pietdijums.
Katru virknes () locekli daisim ar 4 ar atlikumu.
legistam:

br=4Mntr,
Pn+1=4Mn+ 11

Izmantosim uzdevuadoto formulu, & tiek iedits katrs @koSais virknes (¥ loceklis:

Bn+2=bnxbn+1+1=(4Ma+ 1) x(4Mps 1+ e 1) +1=

=16M M+ 1AM+t 4Mp st X+ 1=

=4(AMM 41+ Mpfpe1tMpsarn) H(Mxret1).
Apskatsim skaita by, katru saskaiimo. Pirmais saskaitnais dais ar 4, jo reiziatajs 4
daks ar 4. Rtad atlikums, dalot la; ar 4, radisies no saskaitna (r,xrn+1+1).
Lemma pieddita.
Tatad atlikuma ., vertiba ir atkatga no atlikumu 1 un r, vértibam, t.i., no abiem
iepriekEjiem atlikumiem.
Sasidisim tabulu, kur p.=byxbn+1+1, un Kn<7:
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n 1 [2 [2 [4 |5 7
b |1 |2 |3 |7 |22 |155 |3411
W |1 [2 [3 |3 |2 3

10

[
3

m.

Redzam, ka s&gu atlikumu aris (2; 3) atlértojas. Ta ka katrs rakoSais atlikums
atkafigs tikai no diviem iepriel&iem, tad § atkartoSaras nosaka artalako atlikumu

atkartoSanos. dtad atlikumu virkne @) ir periodiskaar periodu (2; 3; 3).

Ta ka neviens virknes ) loceklis nedas ar 4, tad seko, kaianeviens virknes

loceklis nedals ar 4, itad ar loceklis oo Nedais ar 4.

Uzdevums atrisits.

INVARIANTS - virknes (la) neviens loceklis nedsd ar 4.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.1.-23.Dots Saha galds ar 8x8 #itinam. Viera ratina ieraksita 2zme “- “, bet vig&s
pargjas Zme”+”. Viena gajiena ir ajauts maift zimes uz pré&fam visas vienas rindas
ratinas vai vigs vienas kolonnagitinas.

Vai eksist tada gjienu rija, pec kuras vigs fitinas ir “+” zime?

1.1.-24.Uz lielas tinu lapas, kuratinu izmeri ir 1dmx1dm, vienasiitinas tis virsotres
atrodas 3 sieiti. Vini rotaladamies lec firi viens otram. Ja si@ais A lec fari sierazim

B, tad [@c leciena A ir tida pa% attilluma no B ka pirms Eciena un atrodas uz vienas
taisnes ar sieéazi B un savu iepriek§o pozciju.

Vai kads no siefiziem var nokit sakotngjas ritinas ceturtaj virsotre?

1.1.-25. Ar natualu skaitli dikst izdaft Sadas opeicijas: pieskait skaitlim & ciparu
summu vai arapemt no skaite & ciparu summu.
Vai, izmantojot tikai # opeicijas, no skala 41 ir iespjams iegit skaitli 9?

1.1.-26.Pa apli ir iestditi 44 koki, tajos 82 44 putni, ka koka pa vienam putnam.
Laiku pa laikam kdi 2 putni vienlaikus @rlido uz blakus kokiem prgps virzienos
(viens- pulkstea raditaja kusibas virzien, otrs- pregja).

Vai visi putni var vienlaitgi noKut viera koka?
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1.1. NODALAS UZDEVUMU ATRISINAJUMI.

1.1.-1.Visu doto skaiu summa ir nefra skaitlis: 1+2+3+...+10=5x11=55.

Katra gajiena pieskaitot pa vieniniekam diviem sK#&m, So abu skdit summa
palielinas par 2,atad ar visu skaitu summa palieliis par 2, t.i., pargva skaitli.

Ja gkotrgjai skailu summai, t.i., negga skaitlim, pieskaita 2 fpa skaitli), tad iegst
negara skaitli.

Ta ka jaiegust 10 vieadi skaifi, tad summai ir gbat para skaitlim, bet tas nav
iesgejams, fitad nevar paikt, lai visi skaiti klatu vieradi.

INVARIANTS - skaifu summa ir nejra skaitlis.

1.1.-2.Aplukojot vienalga kurus divus skais un pielietojot So opagiju, visu uzraksto

skaifu summa palieliisies par 2. T ka sakuma doto skailu summa ir vieada ar 1, tad
visu skaitu summa viengr paliks nepra skaitlis.

Ja ir piegust cetri vieradi skaifi, tad to kogjai summai, agnredzot, ir jbat para

skaitlim. Tatad pamkt to, lai visi skaili klatu vieradi, nehis iesgjams.

INVARIANTS - skaifu summa ir nejra skaitlis.

1.1.-3.Visu doto skaiu summa ir nejra skaitlis:

1+2+3+...+1993 wsz 997199,

Pieadisim:

ja tiek nodzesti jebkuri divi skait li un to vieta ir uzrakstita So skaifu starpiba, tad
uzrakstito skaitlu summa pamazirasies par ara skaitli.

Seit var aplkot 3 gadjumus atkaiba no nodzsto skailu parisites:
a) (para; @ra), tad gan summa, gan stdora ir ara skaitlis, itad So skalt summas un
starpbas starfba ar ir para skaitlis;
b) (ne@ra; ne@ra), tad gan summa, gan sté@ ir [@ra skaitlis, itad So skali summas
un starfbas starfa ar ir para skaitlis;
c) (para; ne@ra), tad gan summa, gan stédr@ ir negra skaitlis, itad So skali summas
un starfbas starfpa ir fara skaitlis.

Tatad skaitlis nevass kit vierads ar O.
INVARIANTS - skaifu summa ir nejra skaitlis.

1.1.-4. Uz tafeles ir uzraksti 999 mmra un 999 nepra skaiti, jo 1998:2=999. D&Sot

jebkurus divus skdits, apiikosim &das divas iesjjas:

a) ja abiem skdiem ir viena un# pati paritite, tad to starfba ar ir para skaitlis, t.n., ka,
nodzsot divus pra skaitus, to viel ieraksim para skaitli, un nod&Sot divus nepra

skaifus, to viei ieraksim para skaitli. Tatad nepra skaitu skaits pamazis par divi,,
Iidz ar to nepra skaifu skaita paritte nemaias;

b) ja diviem skaiiem ir_dazda parifite, tad So skait starpba ir nepra skaitlis, t.n., ka,
nodzsot divus dadas parites skaifus, to vied tiek ieraksits nepra skaitlis, itad

negra skaitu skaita paritte nemaias.

Secim, ka Ec katras opécijas nefra skaitu skaits saglaas vai ar pamazias par
divi.
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Sakuma uz @&feles uzraksti 999 nepra skaiti, pec katras &das opeicijas uz #feles
paliks nepra skaits nefra skaitu, apec beidgis uz tfeles paliks viens nepa skaitlis.
INVARIANTS - neira skaitu skaits ir nepra skaitlis.

1.1.-5. Piepemsim, ka pareizi ir novietoti tie cilindri, kuriem sarkani auggie pamati,
bet nepareizi novietoti tie cilindri, kuriem ir zdugjie pamati.

Analizesim gkak cilindru novietojumu pc pirma gajiena:

a) ja visi¢etri sakuma apgrieztie cilindri bija novietoti pareizi, tadne#&i stivoso cilindru
skaits pamazis par 4;

b) ja pareizi fiveja tikai tfis cilindri, tad pareizi givoSo cilindru skaits pamazs par
2,t.i., pareizi stvgja tris cilindri, bet gc apgrieSanas pareizii novietots tikai viens no
cetriem, ftad pareizi givoSo cilindru skaits pamazis par 2 (3-1=2);

C) ja pareizi ftvgja tikai divi cilindri, tad pareizi sivoSo cilindru skaits neizmais, jo 2-
2=0;

d) ja pareizi ftvgja tikai vienscilindrs, tad pareizi 8v0So cilindru skaits palielias par 2,
t.i., pareizi siveja viens, bet gc apgrieSanas pareiziagts - tfs, Gtad pareizi $tvoSo
cilindru skaits izmairsies par 2 (3-1=2).

e) ja pareizi negt¢ja neviens cilindrs, tad pareizagbso cilindru skaits palielis par 4.
Seciram, ka pareizi novietoto cilindru skaitggkatra gjiena vai nu paliek iepriekfais,
vai izmairas par fara skaitli. Ta ka sakuma pareizi ir novietoti 15 cilindri, tadge katra
gajiena pareizi novietoto cilindru skaitsi®nepra skaitlis.

Tatad nevags pankt, lai visi 16 cilindri litu novietoti pareizi.

INVARIANTS - pareizi novietoto cilindru skaits ir n&a skaitlis.

1.1.-6.Piekirsim rindas katrai magtai “svaru” [gc &da principa:

- pirmajai momRtai svars ir 1,

- otrajai momtai svars ir 2,

- treSajai moatai svars ir 3,

- ceturtajai mogtai svars ir 1,

- piektajai mogtai svars ir 2, utt.,...
ApzZimesim:
ar U-moretas, kuem ir cipars uz augsu;
ar - moretas, kuam ir gerbonis uz augsu;
ar S apumgjam to moitu svaru summu, kas atrodas ar ciparu uz augsu.
Izpétisim, ka var izmainties S ¥rtibas, apgrieZot s blakus novietotas matas.
Jebkuru 3 viel gajiena apgriezamo maitu svaru summa ir 6 (skat. 1inz). Ja tiek
apgrieztas 3 matas un noam sikuna ar cipariem uz augsSu esoSo rénsvaru summa
ir a, tad [gc gajiena no &m ar ciparu uz augsu esoso relnsvaru summa ir é: tatad §
gajiena rezulita S mainas para-(6-a)=2a-6, t.i., par gra skaitli.

123 231 321z
ONaNS] ORaRe! ORaRS!
11.=Tm.

Ta ka saskuma S=1, tad S vienan paliek nepra skaitlis. Btad nevar bt, ka S=0. htad
nevags paakt, lai visas mostas litu argerboni uz augsu.
INVARIANTS- ar ciparu uz augSu esoso mstankoggjais svars ir nejra skaitlis.
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1.1.-7. Nokrasosim skaiu poZcijas gEc kartas periodiski: balta, sarkana,laabalta,
sarkana, Za;... Katd krasa bus nokfsotas 665 paezijas, jo 1995:3=665. & katra
gajiena sarkano vieninieku skaits, balto vieniniekaits un z§o vieninieku skaits maina
paritati, jo katrs gjiens skar tieSi vienu katrasasas poriju.

Piememsim, ka skuma vieriigais vieninieks ir sarkans. Tadksma sarkano vieninieku
skaita parite at&iras no balto vieninieku skaita patis; & ka tas mairas vienlaiagi,
tad &is nevar Kit vieradas. Bet, ja vieninieki vigp no apga pazustu, tadifh pariitém
butu jabat vienadam (gan sarkano, gan balto vieninieku skaitubpara skaitlis 0).
INVARIANTS - sarkano un balto vieninieku skaitu pates ir daZdas.

1.1.-8. Skedza sivokli var maint jebkuam 26 spuld#em, t.i., dazas noam tiek
ieskgtas, bet dazas - izgftas.

Apzimesim ar X kda gajiena ieskgto spuldzu skaitu.

Analizeésim gkak, kadas \értibas var pigemt X :

a) x=2n t.i., para skaitlis tad 26-x=26-2n=2(13-n).

Ja tiek iesigts mra skaits spuldzu, tadiaeslkegts tiek f@ra skaits spuldzuatad kogjais
ieskgto spuldzu skaits main par @ara skaitli.

b) x=2n+1t.i., nefra skaitlis tad 26-x=26- (2n+1)= 26-2n-1=25-2n.

Ja tiek iedlgts nepra skaits spuldzu, tadiazskgts tiek nepra skaits spuldzu atad
ieskegto spuldzu skaits main par j@ara skaitli.

Ta ka ieskgto spuldzu skaitsakuma ir nefra skaitlis, tad tas visu laiku paliek raep
skaitlis.

Lai visas spuldzesitu izskgtas, Sim skaitanakltust vieradam ar 0. Tas nav ie§ams.
INVARIANTS- ieslegto spuldZu skaits ir ngpa skaitlis.

1.1.-9.Ja profesors uzbur un ieliek diplatm X “chewitus” un 96-X “Flinstonus”, tad to
vieta vinS atkal uzbur 96-X “chewitus” un X “FlinstonusTatad “chewitu”skaits
mairas par (96-X)-X=96-2X= 2(48-x),t.i., padm skaitli.

Ta ka sakuma ir 1997 “chewiti” un katru reizi “chewitu” skaitsiairas par gra skaitli,
tad “chewitu”skaits viengr ir nefara skaitlis, itad nevar kit vierads ar nulli.
INVARIANTS- “chewitu” skaits ir nepra skaitlis.

1.1.-10.Sakuma starpba starp @nu un meiteu skaitu ir 4 t.i., (11-7=4). &flzot igumu
ar deju grupu “Veera”, starfiba maias par 4,t.i.,8-4=4 ,bet&lzot igumu ar deju grupu
“Marss”, starfba mais par 2, t.i., 5-3=2.1&targba sikuma ir para skaitlis un maifs
par @ra skaitli, itad visos gagumos paliek pra skaitlis. Bet jaunas dejas iest&dnai ir
nepiecieSamas 15 meitenes un &0i.zSo skaifu starpba ir 5 t.i., 15-10=5 atad negra
skaitlis, &ipec ieceBto deju nevags iestudt.

INVARIANTS - starpba starp @&nu un meiteu skaitu grup “Zeltene” ir para skaitlis.

1.1.-11. Veicot katru no pimujamajm ope&cijam, burtu V skaits virké& vai nu
nemainas, vai maias par 2. gkotngja virkne ir cetri burti V, titad beigu virk@ nevar
iegat tris burtus V.

INVARIANTS - burtu V skaits viengr ir para skaitlis.
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1.1.-12.Sadaisim skaitus 24 un 108 pirmreizitajos: 24=2x3" un 108=3x3>. Ik pac
minates skaifl ietilpstoSo pirmreiziataju daudzuma patte mairas. Tapec pec 60 min.
ta bis tida pati k& sakuma - para skaitlis. Bet 108 satur 5 pirmreiztajus. Tatad 108
prastaja veida iegit nevar.

INVARIANTS- ik pec 2 mirntem skaiti ietilpstoSo pirmreiziataju daudzums ir fra
skaitlis.

1.1.-13.Visi skaiti, kas uzraksti regulra 6-sfira virsotres, sikuma ir negara skaiti.
Izpildot ar nepra skaitiem gan pirmo, gan otro ogeiju, 6-stira virsotre atkal iegist
nefra skaitli. Tatad visi skalili viennmer paliek negra. Bet skaitlis 1996 irgra skaitlis,
tatad skaitli 1996 ie@t nevages.

INVARIANTS - visi skaili paliek nejra.

1.1.-14.Sanumugsim sektorus ar skdikm no 11idz 14 @c kartas &, ka 1 sant. madita
atrodas pirmaj sektof, bet 2 sant. mata- otraj sektod. Viegli parbaudt, ka morta,
kas @akuma bijusi sektod ar nepra numuru, “cl” tikai pa sektoriem ar népa
numuriem. Bpec uzdevur mingtais nevar notikt.

INVARIANTS - 1 sant. mogéta vienngr atrodas sektarar negra numuru.

1.1.-15.a) sadakim visasl2 virsotnes 6Gagps (pretjas virsotrzs):AiA7; A2As; AsAg;
AsA10, AsA11; AsA12. Veicot opeiciju , kata part tiks mainta 2zme tikai viera virsotre.
Tatad @ros AAs; AzAo;... AcA12 pec 2k-1 opeicijam bis daZzdas zmes, bet pc 2k
opefcijam bas vieradas zmes; art AjA; bas otadi. Tatad nevags iedit, lai part A2Asg
zimes ltu dazdas, bet frt AsAq - vieradas.
b)sadalsim visas virsotnes 4 grap pa trim virsotBm kat@é grup:
A1AsAg,
ALAsA 10,
AzA7A L,
AsAgA12
Atkal spriedsim tipat. “Plus” un “minus” Zmju skaitu parites katd grup mairgs,
veicot katru opeaciju, tapec gru@s AcAsA10 Un AsA7A 11 tam jabit vienadam.
c)Sadaisim 12-siira virsotnes 3 gru§s, pacetram virsotrem kati grupa:
A1AA7A
ALAsAgA L1,
AszAcAAL2
un spriezamlidzgi ka ieprieks.

1.1.-16.Kvadratu iekrasosim &, lai kata rinda un katd kolonra biitu iekiasotas divas
ratinas. Kvadita bus iekiasotas 8 ditinas, bet katra rinda, kolonna vai diagensatur
para skaitu iek&soto ntinu.

12, zTm.
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Ar katru gijienu “-” zimju skaits iekiisotaps fitinas mairas par gra skaitli, bet skuma
“-" zimju skaits tur bija negra skaitlis. Rtad vidis ieki@asotaps ritinas neizdosies idd
vienlaiagi “+ “ zimes.

INVARIANTS - “-” zimju skaits iekisotags ritinas ir nef@ra skaitlis.

1.1.-17.Kvadnata, kura izn@ri ir 8x8 rutinas, tiek izvietotas seSa#tinu grupas,idzigas
tai, kadu izmantoja iepriek$a uzdevuma risi#Sara. Vienas grupasitinas apmnétas ar
vienadiem burtiem. Dagdam gru@m nav kopgu ratinu (skat. 13.3m.).

A E|B| B

&)
&

B
B

-
[l e N Resl he B ol e R N ea I
bl el sl el B
5] Bl ke bl s eed e
||| | e
[y

D C

13 2Tm.
Katra ratinu gru viera ratina ierakstsim “-” zimi, bet [@rgjas fitinas - “+” zimes. Tad,
spriezot idzgi ka iepriek€ja uzdevum, konstatsim, ka katd grup vismaz viena “-”
zime noteikti sagladsies. B ka ir seSas &as fitinu grupas, tad tabal noteikti
saglalasies vismaz seSas “-irmes.
INVARIANTS - katra astotniek “-” zimju skaits paliek nea skaitlis.

1.1.-18.Sadaisim visus laugius trijas grugs A, B un C , skat 14. Zm.

ClalB|ClA|B|ClA|B
Bl ClA[B|C| A B|C| A
AlBlC[AlB|Cl A& B|C
Clal B|ClA|B|ClA|B
Bl ClA[B|C| A B|C| A
AlB|C[A|B|C| A B|C
ClAa B|ClA B|ClA B
Bl ClA[B|C| A B|C| A
AlB|C[A|B|C| A B|C
14 zTm.

Sakuma katra grup® ir 18 kaulni , tatad - fara skaits kautiu. Sitot jebkuru kautiu, divas
grums kaulpu skaits pamazis par 1, vied grup- par 1 palielias. Tatad Ec pirma
sitiena kaulu skaits vigs grugs ir nepra skaitlis, bet §c ot - para skaitlis. utt. ftad
uz galdiha nevar palikt tikai viens kaul, jo tad vied grum kaulipu skaits btu negpra
skaitlis, bet dids- pra skaitlis.

INVARIANTS - kaulinu skaita paritte visas grugs visu laiku paliek vieida.

1.1.-19.Izpetisim uzimju skaita izmajas viera diera. Jnitis iemainja 4 jaunas uzines
un 1 uzimi izmairja, tatad uztmju skaits palieligjas par 4-1=3 uziném.

Sakuma Janitim bija 3 uzimes, ftad uzimju skaits vienrer daks ar 3. Bet 113 ar 3
nedalis, titad tieSi 113 uzines anitim nehis nekad.

INVARIANTS - uzlimju skaits das ar 3.
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1.1.-20. Sadalksim kvadata 10x 10 mtinas tis gru@s: A, B un C,1dzgi ka 14.2m. A
grupa bus 34 atinas, B grup- 33 fitinas un C gru@ 33 1itinas.
Ta ka lauva veic nosigtu marSrutu, tadakuma ta var atrasties jebkuras grupasia.
Pienemsim, ka figra atrodas B itina. Izpetisim, K& notiek figiras prvietoSaas pa
ratinam:

pec 1. gijiena- B—C,

pec 2. gijiena- CHA,

[Ec 3. gjiena- A— B, utt.
Pec katriem trim @gjieniem figira atkal atgriezas grupas &ina. Kad &da arvietoSaas
(C; A; B); (C; A; B); ... notikusi 33 reizes, figa is apstaigjusi 33x3=99 mtinas un
atradsies B fitina.
Pec uzdevuma nosgamiem figirai ar @dgjo, simto @jienu janorak sakotngja ratina.
Tas nav iesgjams, jo figira jau atrodas B grupastima un ar [gd¢jo gajienu noraks C
grupas itina..
INVARIANTS - ik pec trim gajieniem figira atrodas B grupastima.

1.1.-21.1zpetot pidaujanas opedcijas, kuras varam veikt ar gramp, redzam, ka staiipa
starp™ un 0 skaitu virkre mairas par skale 3 daudzkrtni.

Apskatsim sikotrgjo virkni: © 0 C O O O, Saj virkne starpba starg® unO skaitu ir O,
tatad dadis ar 3.

Tatad starfba starp kvaditu un apu skaitu vienrar daks ar 3.

Apskatsim beigu virkni © © 00 O O O, Saj virkné starpba starf” unO skaitu ir 1.
Tatad no gkotrgjas virknes nevar igg beigu virkni, jo taj starpba nav skala 3
daudzlgrtnis.

INVARIANTS - starpiba starp figru © unO skaitu ir skaita 3 daudzirtnis.

1.1.-22.1zpetam abus skalus 21 un 3001.

Skaitlim 21 izpildisipa3ba “daks ar 3", bet skaitlim 3001 §padba neizpilds.
Pieradisim: ja kads skaitlis dais ar 3, tad skaitlis, kas na tiek iedits, ar piéaujamagm
opefkicijam, aff daks ar 3.

Analizésim pidaujanas opeécijas uz “ daimibu ar 3"

a) ja skaitlis n dak ar 3, tad arn+6 dads ar 3 (ja katrs saskamais dais ar 3, tad ar
summa dais ar 3);

b) ja skaitlis n dais ar 3, tad ampara skaitlis 2n dak ar 3;

c) treSais apgalvojums izriet no glaibas pa#mes ar 3 (ja skaitlis n da ar 3, tad ara
ciparu summa das$ ar 3, bet summa nemas) ja maina saskaino lkartibu).

Tatad [Ec pidaujamo operciju izpildes at jaunieditais skaitlis dakies ar 3, jo dotais
skaitlis daks ar 3.

Skaitlis 3001 ar 3 nedw, titad ar pi¢aujamagm opekcijam skaitli 3001 iedt nevags.
INVARIANTS - iegastamais skaitlis das ar skaitli 3.

1.1.-23.Sakuma ir dotas 63 “+” zmes un 1 "-” zme, fitad starfba starp “+” Zmju skaitu
un “-” zimju skaitu ir 62, bet skaitlis 62 nedslar 4.

Aplukosim, k& mairas § starfiba, ja vie rinda vai viera kolonra Zimes tiek maittas uz
pregjam.
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Pienemsim, ka rind vai kolonra ir x “-” zimes un (8-x) “+” zmes, #tad viera rinda (vai
kolonra) zimju starpba ir (8-x)-x=8-2x. Bc Zmju mahas § starpba ir x- (8-x)=2x-8.
Tatad starfba ir mainjusies par

(2x-8)-(8-2x)=2x-8-8+2x=4x-16,
t.i., par skaitli, kas dast ar 4.

Ja mainaimes tikai vienas rindas (vai kolonnas) roizad aplkojama starpiba nav
mairijusies [@argja Saha galdia dda, tatad starfba starp “+” zZmju skaitu un “-” Zmju
skaitu vig Saha galdia ir mairjusies par lielumu, kas dal ar 4.

Ja Saha galga visas ritinas hitu “+”zime, tad stafas \értiba hitu 64, t.i., & daltos ar
4,

Ta ka sakuma starpbas értiba ir 62 un a mairas tikai par skala 4 daudzkrtni, tad &
nevar Kat vierada ar 64,atad nelis iesgjams Vigs fitinas iedit “+” zimes.
INVARIANTS - starpba starp “+” un “-” Zmju skaitu nedak ar 4.

1.1.-24.Novilksim koordiratu asis i, lai sskumpunkts atrastositinas ta virsotre, kura
ne<z sierazis. Tad vienam no si@aiem panoklast punké, kura koordiratas ir (0;0).

ILY

15 7itm.

Sierazu koordiratas akuma ir (0;1), (1;0), (1;1). Siexzu koordiratu starpbas ir veseli
skaifi. Ja sieazis A lec ri sieraizim B, tad gc leciena siefzis A ir uz vienas taisnes ar
sierazi B un savu ieprielgo stvokli un tada pas at@luma no B, k& pirms Eciena.
Tapec siermza A katra koordiate ir izmainjusies par skaitli, kas ir B un Aalotrgja
stavokla atbilstoSo koord#tu divkarSota starfiba. Ta ka koordiratu starpbas ir vesel
skaifi, tad abas koordiitas izmai@s par para skaitiem.

Katram siedzim vismaz viena koordiita sskuma ir negara skaitlis, #tad punki (0;0)
neviens siefizis nenokas.

INVARIANTS - katram siefizim visu laiku vismaz viena koordita ir negra skaitlis.

1.1.-25.Atlikums, ko iegust, dalot naturalu skaitli ar 9, ir vienads ar atlikumu, ko
iegast, dalot ar 9 & skaitla ciparu summu. Tapéc natuéla skaita un & ciparu summas
starpba noteikti dakies ar 9. Kaut vienu reizi izpildotg@msSanu, visialakie virknes
skaifi dalisies ar 9. T ka 91 nedals ar 9, tad iegf 91 vags tikai tad, ja skaitlim visu
laiku pieskaita ciparu summuatbd skaili parveidosies &i:

41— 46— 56—>67— 80—>88— 104— ... Visi nakoSie skail ir lielaki neka 91, ttad
skaitli 91 nevags iedit.

INVARIANTS - pec pirmas ahemsSanas visi idagie skaiti dalas ar 9.
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1.1.-26.Putnu skaitu, kas kauti#la laika momertt atrodas kokos, apmesim &di:

n ---—-- uz 1. koka,
n ---—-- uz 2. koka,
ng ----- uz 3. koka,
Ng ---—-- uz 4. koka,
--------------- utt.,

[ V7 R— uz 44.koka.

Apskaisim summu S=&n;+2xny+3xNz+...+44x N, SBkuma §s summas &rtiba ir
1+2+...+44=4422+22. Dalot ar 44atdod atlikumu 22.

Kad divi putni @rlido uz blakus kokiem, tikai prgbs virzienos, tadiSsumma vai nu
nemainas, vai ar izmairas par 44 (izptiet to pasi, Eirojot gadjumus, kad kds no
putniem &&rso vai nekerso robezu starp 1. un 44. kokupp€c atlikums ko iegst, kad
S dahm ar 44, nemaiis, t.i., paliek 22.

Bet, ja Kida laika momert visi putni salagos viera koka, tad summai Sagaks ar 44
bez atlikuma. Betkredzam, tas nav iegams.

INVARIANTS - summa S, dalot ar 44,dod atlikumu 22.
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1.2.NODAILLA. ALGEBRISKIE INVARIANTI.
1.2.1. INVARIANTS- SUMMA, ELEMENTU SKAITS VAI STARPIBA.

15.UZDEVUMS.

Dots kubs, kura seés virsotres ieraksitas nulles, bet dixs virsotres- vieninieki (skat.
16. un 17. an.). Viem& gajiena atauts izraudzies jebkuru kubaiiutni un &s abos
galos pierakstajiem skaitiem pieskait skaitli 1.

Vai eksist tada gijienu <rija, pec kuras vigs kuba virsotes ir ierakstti vienadi
skaiti?

1
1
0 0
1
0 1 0
0 0 0 0
]
0 0 16 =i, 0
17 z1m.

ATRISINAJUMS.

Vispirms izk&sosim 4 kuba virsotnesa lpaadits 17.2mejuma. Izkrasotaps virsotres
ierakstto skaitu summa ir 2, bet neizksotajs virsotres ieraksto skaifu summa ir
0. Starpba starp 8n sumnmam ir vierada ar 2. Katral@utne satur vienu izksoto un
vienu neizkisoto virsotni. lzdarot uzdevuimnoradito pieskaitSanu, vienlaikus
palielinam gan melnais, gan baltas virsotres ierakstto skaitu summu par 1,apec
So virsohu summu stafpa nemaias, titad & vienner ir vienada ar 2. Lai vids
virsotres ieraksitie skaiti klatu vieradi, Sai starfbai ir jaklast vieradai ar 0, bet tas
nav iesgjams.

Uzdevums atrisits.

INVARIANTS- starpba starp ieldsotaps un neiekisotaps virsotres ieraksito
skaifu summu ir konstants lielums, t.i., 2.

16.UZDEVUMS.

Ar vienu g@jienu afauts diviem trijsiriSiem, kam ir kojga mala, pieskait pa
vieniniekam, skat. 18irm.

Vai , daudzkrt atkartojot Szdus gijienus, var paakt, lai visos trijstriSos latu
ierakstti vienadi skaifi?

/\
0

18 =7, 19 =7,
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ATRISINAJUMS.

Izkrasojam trijstiriSus, k& pamdits 19.2m. Melnajos trijsiriSos ieraksto skaitu
summa ir 2, bet baltajos ir 0. Starpba starp n summam ir 2. Ar katru gjienu
melnajos un baltajos trigtiSos ierakgto skaitu summa palieliis par 1, apec §s
summas nekad n#ist vieradas. Bpéc visas fitinas vieradus skaifus ierakst
nevagsim.

Uzdevums atrisiits.

INVARIANTS- starpba starp melnajos un baltajos trfijgEos ieraksto skaitu
summu ir 2.

17.UZDEVUMS.

Uz galdira, kura iznari ir 10x10 ratipas, Pifs izvietoja 50 ketes: 25- kreisaj
apakgja galdiza ceturtdda un 25- lalgja aug®ja galdiza ceturtdda. Ir at/auts viea
gajiena kriziti parlikt pari par blakus esoSai Kztei- uz blakus laugu (gan
horizontli, gan vertilali, gan pa diagoali), ja Sis laucus ir brivs.

Vai pec vairakiem gijieniem visas kifzites vaes atrasties vied galdiza pug?
ATRISINAJUMS.

Vispirms izkiasosim galdiu Saha galdia setba tada veida , lai sskuma pozcija 26
krazites atrastos uz melniem lagieim un 24 kiizites uz baltiem laugiem: 13+13=26
un 12+12=24 (skat. 20rn.)

20 £Tm.
Katra gajiena ir alauts prcelt kiiziti pari vienam lauaiam , aitad kitizite atkal noak
uz @s pasSas kisas lauaia, uz lida & atradusies pirmsagena). Ja pc vairakiem
Sadiem dijieniem kiizites atrastos galgh viera pus, tad tur jbat 26 melniem
laucipiem un 24 baltiem laugiem, bet galdia viera pus ir 25 melni lauaii un 25
balti lauchi. Kruzites no 26 melniem laugem nevar novietot uz 25 melniem
laucipiem, &atad pra#ta parvietoSana nav iegfama.
Uzdevums atrisiats.
INVARIANTS - kraziSu skaits vienas &sas fitinas ir nemaimgs.
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18. UZDEVUMS.

Tabulas 33 ratipas ieraksitas nulles. Atuts tajz izweleties kvaditu ar izneriem
2x2 ratipas un palieliat par 1 visus taj ievietotos skajtis.

Pieradit, ka pec vairakam Sidam opeficijam nevaes iegit tabulu:

4 9 )

m |18 |12

& 12 | 7
21.2Tm.

PIERADIJUMS.

Izpetisim, ka ir veidota gala rezuita iegata tabula. Redzam, ka kva® 2x2, kurs
atrodas kreisajauggja stir1, visi skaiti palielinati par 1 ¢etras reizes, jo passtirt
atrodas skaitlis 4. Labajaug$ja stirt atrodas skaitlis 5atad atbilstoSaj kvadita
2x2 visus skaius palielina par 1 piecas reizes, bet apjakSkvadatos- attietgi 6 un
7 reizes.

Apskatsim 22.2m., ka tiek aizpildts kvadats 3«3 ratinas, ar mazajiem kvagtipiem
2x2 ritinas.

paklajas divi
414 levadratin 515
4 14 4+5="9 515
S i
parklajas divi parklajas diw
kvadratigi | —— [ | S [evadratini
4+6=10 5t+i=12
=] A
6|6 parklajas divi 77
16 kevadrating 7
6+7=13
CEntra
parklajas vzt ||
cetr1 kvadrat:
A+5+6+7=22 22,21,

No Sejienes redzam: par cik pali@bnstira ritinas ieraksito skaitu summa S, par tik
palielinas af centglaja rutina ieraksttais skaitlis c. Itad lielums (S-c) ir nemaigs.
Sakuma S-c =0. Rtad tas nevarlit 4, ka bitu jabat, lai iegitu 21.Zm. redzamo
tabulu.

INVARIANTS- starpba starp sira ritinas esoSo skdit summu un certlaja ratina
es0S0 skaitli nemais.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.2.-27. Kuba katé virsotre ir ieraksits skaitlis. Viea gajiena aflauts diviem
skailiem, kas ir izvietoti uz vienak&utnes, pieskattpa vieniniekam.
Vai var, veicot &das opeicijas, iedit vieradus skaifus visis kuba virsotss, ja
sakuma dotie skalli ir izvietoti ta, ka pa@adits 23. un 241m.?

0 0
0 1

23.zim. 24 7Tm.

a) b)

1.2.-28.Dots kubs, kur&etras virsotres, kas neatrodas blakus, ir ierakstieninieki,
bet [@rejas cetras- nulles. Viea gajiena alauts izraudities jebkuru kubal&utni un is
abos galos pieraksjiem skaiiem pieskaitt skaitli 1.

Vai eksist tada gijienu <rija, pcc kuras vids kuba virsotss ir ieraksiti vienadi
skaifi?

1.2.-29.Rinkis sadalts 6 sektoros un tajos ir ieraksskaitli (skat.25.7m.).

o1 ,-: j 1
25, 2Tm.

Atlauts vienlaiti palielirat par 1 divus blakus ®toSus skalus. Pieidit, ka ar &du
ope&ciju paidzibu nevags pankt visu seSu skditl vieradibu.

1.2.-30.Vinnijs Puks rinki sadaija 6 sektoros un izvietoja tajos medus podus, kuru
skaits atbilst skaiem O; O; 1; O; 1; 0. Viengajiena aflauts palieliat par 1 medus
podu skaitu sektoros, kuri atrodas blakus.

Vai var pamkt, lai pc vairakiem gajieniem visos sektorosiku vierads skaits medus
podu?

1.2.-31.Kvadrats sastv no 4x4 ratipam. Ritinas ieraksiti skaifli, skat. 26.1m. Ar
vienu @jienu dikst pieskait pa vieniniekam dias mtinas ieraksitiem skaitiem,
kuram ir kopiga mala.

Vai var pamkt, lai visas ritinas skaiti klatu vieradi?

0 0
0
0
0

26 7lm.

oO|lo|aola

Ll Rl e B )
[ gy
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1.2.-32. SeSdira virsotres ierakstti skaifi, skat. 27.mm. Ar vienu @jienu var

pieskaiit pa vieniniekam vai nu abiem vienas (jebkuras)asajalapunktiem, vai
divam pre€jam virsotrem. Vai, daudzhrt atkartojot &dus gjienus, var padikt, lai

visi skaifi Klatu vieradi?

27 2.

0 0

1.2.-33 Kvadiatos ir ieraksti skaitli 1; 2; 3; 4; 5; 6, skat. 28m. Viera gajiena ir
atlauts iz\&lcties jebkuru blakus skait pari (blakus skaius @ri savieno nogrieznis)
un pie katra skd@ pari pieskaitt vienu un to pasu veselo skaitli (Sis skaitlisrkat
gajiena var Lt cits).

Vai, veicot &das opeicijas, vaés iedit 29.2m. paadito izvietojumu?

1.2.-34.Devini bandinieki ir izvietoti kvadita ar izneriem 33 ritinas, kas atrodas
Saha galdia, 8«8 ritinas kreisa apaksja sfiri. Katrs bandinieks varapekt pari tam
bandiniekam, kas atrodas blakus, ja tur ivdrdauciS. Lekt var gan vertiti, gan
horizongli, gan ar pa diagoali.
Vai var grvietot bandiniekus citkvadita ar iznmeriem 3<3 ritinas, kas atrodas Saha
galdina

a) kreisa@ aug$ja stirT,

b) labaj aug$ja stiri?
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1.2.2. INVARIANTS- REIZINAJUMS.

19.UZDEVUMS.

Uz displeja ekina uzrakstas 1997 “+” un 1996 “-” zimes. Viea gajiena drikst
nodzst jebkuras divasimes un to viatuzraksit “+” z imi, ja nod2stas Zmes bijusas
viemzdas, un “-"zimi, ja hodzstzs Zmes bijusSas daZlas.

Kada Zme paliks uzdfeles gc 3992. gjiena?

ATRISINAJUMS.

Aizstasim katru “+” Zmi ar skaitli “+1”, bet katru “-” zmi- ar skaitli “-1”. Izdarot
noraditas opedcijas, uz ifeles uzraksto skaitu reizirajums ir nemairgs. Skuma tas
ir +1, jo “-1” reizinataju skaits ir @ara skaitlis. BRc 3992. gjiena uz &feles paliks tikai
viens skaitlis, apec tas las skaitlis +1. fitad uz &feles paliks “+” Zme.

Uzdevums atrisits.

INVARIANTS - musu ieviesto skdliti reizirajums paliek nemaigs.

UZDEVUMS PATSTAVIGAI RISIN ASANAI.

1.2.-35. Uz fafeles uzrakstas vaiekas “+’un “-” zZimes. Atauts nodzst jebkuras
divas Zmes un ierak#t to viei “+” zimi, ja nodzsa divas vieidas Zmes, bet “-”
zimi, ja nodzsa divas datlas zmes.

Pieadit, ka [Edgja palikug zime nav atkaga no #, kada se@ba nodzS 2ames.
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1.2.3. SAREGITAKI INVARIANTI.

20.UZDEVUMS.

Mumins uzrakg@a smilt's skaifus: 9; 11; 13; 15; 17; 19. Viengajiena var nod2zst
jebkurus divus skdiis un to viet ierakstt vienu skaitli, kas iegs no nodzsto skaifu
summas, pamazinot to par 1 (piem., ja @8di1 un 19, tad ieraksta 29).e®
vairakiem tzdiem sd@em smilts paliks viens skaitlis.

Vai tas var lat 787?

ATRISINAJUMS.

leverosim, ka pc katra gjiena uzrakgto skaitu summa pamazis par 1. &pec,
apZamgjot uzraksito skaitu summu ar S, bet izdéw ggjienu skaitu ar n, iggstam, ka
lielums S+n nemais, ja n palielias par 1, tad S pamazm par 1. 8kuma n=0 un
S=84; beigs n=5 (lai skaiu skaits pamaz#tos no 6 uz 1,3jzdara 5 gjieni), tapec
beigais S=(84+0)-5=79. dtad iedit beigis skaitli 78 nevar.

INVARIANTS - uzrakstto skaitu un izdaito gajienu skaita summa nemas

21.UZDEVUMS.
Rindz uzraksiti 1997 vieninieki. Aauts nodzst jebkurus divus uzralsis skaitus a

. . . A . .
un b un to viet uzrakstt vienu jaunu Skalth%b. Ta turpina, kanar paliek uzraksts

viens skaitlis. Vai var gatles, ka tas ir maiks par 0,0005?
ATRISINAJUMS.

Pienemsim, ka tiek nodsti skaiti a un b un to vietuzraksits skaitlisa%b.

_ . 11 1
Mgs apgalvojam, ka 5+B > s @.
4
Tie&m, veicot ekvivalentusgoveidojumus, padpeniski iegstam
a+b S 4
ab a+b

(a+b)* > 4b

a’ + 2ab+b® > 4ab, kas ir patietba.

a’— 2b+b*> >0

@@-h)> >0,

No nevieadibas (1) seko, ka katrajgena rezuliita visu uzraksto skaitu apgriezto
lielumu summa nepalielas. Sikuma ta ir 1997><%:1997; fitad ar beighs & nav

lielaka par 1997. Bet, ja beig palikuSo vietgo skaitli apzrmgjam ar x, tad Ssumma

ir 1; tapec 1 <1997 un x> 1 _>i =0,0005 Tatad pra#tais nevar notikt.
X X 1997 200C

INVARIANTS- visu ieraksto skaitu apgriezto lielumu summa viegmlielaka vai
viemada ar 1997.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.2.-36.Uz tafeles uzammetas vaigkas ripka linijas, kvadati un trijstiri. Viena reize
aflauts nodast jebkuras divas figas, uzmmgjot to viet treSo B¢ S&da likuma:

divu rmpka lniju vieta------- vienu ripka liniju,

divu kvaditu viea ------- vienu trijstiri,

divu trijstiru vied ~ -------- vienu kvaditu,

rpka linijas un kvadita vieg ------- vienu kvaditu,

rpka linijas un trijstra viee =~ ------- vienu trijsiri,

kvadita un trijstira viee =~ ------- vienu tika lniju.
Pieadit, ka figiras forma, kura paliksgggja, nav atkaiga no &, kada se@ba nodzs
figuras.

1.2.-37.Doti vairaki nenulles skalt (ne mazk ka divi). Atlauts nodast jebkurus

divus skailus A un B un to viatierakstt A +% un B —% .

Pieiadit, ka fec vairakam tadam ope&cijam, nevar vairs ieff sakotngjos skaitus.

1.2.-38.Piecstira katg virsotre uzraksits skaitlis, kas maks par 1000, pie tam visu
8o skailu summa ir vieada ar 0. Katru skaitli aizvieto ar tam blakus esekKaifu
pussummu, un So ogeiju veic 1000 reizes.

Pieiadit, ka fEc Sadam opeacijam katrs no skaltem his mazks par 1.

1.2.-39. Doti skaiti: vieninieks un dewias nulles. Viea gajiena aflauts iz\lcties
jebkurus divus skdiis un aizgit tos abus ar So skhitvidgjo aritnetisko.

Kads vismazkais skaitlis var atrasties vieninieka viepec vaiakam Sadam
opegicijam?

1.2.-40. Reguhra 25-stira virsotres izvietoti skail ai, @&, &,..., &s pie tam
ay=p=a=...=asz=1, bet a=a=...=a5=-1. Ar Siem skaltem veic sekojoSas
opegcijas: katram skaitlim pieskaita tam #keo skaitli, kas atrodas pulksi® rditaju
kustbas virzied. Piengram, pie a pieskaita g bet pie @& pieskaita a leditos
skaifus kb, by, bs..., ps izvieto virsotRs skailu a, &, ..., @s vieta taja pa% seadba un
ar tiem veic is paSas opéacijas. So opéiciju atkarto 100 reizes.

Pieldit, ka viens no iefajiem skailiem his lielaks par 16°.
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1.2.4. PERIODISKUMS.

22.UZDEVUMS.

Bezgaigu skaitu virkni 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1; 4; 5; 9; 4, 3; 7; 07; 7, ... veido pc S1da
likuma: pirmie divi skafi ir 1 un 2, bet katrs @koSais skaitlis, &ot ar tresSo, ir divu
iepriek®jo skaifu summas géjais cipars. Vai Saj skaifu virkne kaut kur blakus
atrodas skafi 2 un 47

ATRISINAJUMS.

levedsim apzmgjumus: fara skaifus apzmesim arp, bet nepra skaitus - am.

Skaifu virkne veidojas&i :n,p,n; n,p,n; n,p,n; n,p,n; ... .

Sap virkng periodiski atErtojas grupa (n,p,n). Virkné nekur blakus neatrodas divi
para skaiti, tatad Saj virkng nekur blakus neatrzsles skaii 2 un 4.

INVARIANTS - virkng periodiski atirtojas grupa (n,p,n).

UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.2.-41.Bezgaigu skaitu virkni 1; 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1; 4; 5; ... veid@ép3da likuma:
pirmie divi skaiti ir 1, bet katrs akoSais skaitlis, @&ot ar treSo, ir divu iepriekfo
skaifu summas §¢jais cipars. Vai Sajskaifu virkné kaut kur blakus atrodas sHKait
6 un 8?

1.2.-42.Bezgaigu skaitu virkni 1; 1; 2; 3; 7; 22; 155; ... veidad: divi pirmie @s

loceKi ir 1, bet katru akoSo, gkot ar treSo, iegst, abu iepriekd§o reizinagjumam
pieskaitot 1. Vai Sajvirkng ir kads skaitlis, kas das$ ar 4?
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1.2. NODALAS UZDEVUMU ATRISINAJUMI.

1.2.-27.Dosim divus atrisigjlumus.
a) Aplukosim visu virsotas ierakstto skaitu summu; 3 ir 1 (nefra skaitlis). Veicot
noradito opeaciju, skailu summa katrreiz palielas par 2, tad visu skalu summa
vienner ir nefra skaitlis. Lai uz viam virsotrem ieditu vieradus skaifus, skailu
summai klast ra skaitlim. & nenotiek, apec visi skaiti nevar Rat viemadi.

0
0

0 1 30 7Im.

0 0
b) Tapat iek&sojot kuba virsotnesakiepriek&ja uzdevuma risigjuma, iekrasoto un
neiekasoto virsohu skaitu sumnam jabat
viemadam, jo katé gajiena katra summa paliel#s par 1, dtad §s summas néist
viemdas.

1.2.-28.Risimjums idzgs ieprieksja b) uzdevuma ris@umam.

1.2.-29.1zkrasosim sektorus: melns, balts, melns, balts,..eldpasim skaitu summu
melnajos sektorosatir 3, bet baltajos-atir 0. Starfba starp n sumnmam ir 3. Ar

katru gjienu ieraksito skaitu summa, gan melnajos, gan baltajos sektoros ipakel
par 1, &tad starfba starp #n sumnam atkal s 3, un nevas iedit vieradas

summas. atad nevags iegit seSus vieadus skaifus.

32 2T,

INVARIANTS - starpba starp melnajos un baltajos sektoros ietkskaifu summu
ir konstants lielums,t.i.,3.

1.2.-30. Izkrasosim sektorus gpmainus: melns, balts, melns, balts,... Saseit
medus podu skaitu sektoros: melnajasirt2, bet baltajos- 0. Stalpa starp medus
podu skaitu melnajos un baltajos sektoros ir 2k&ru dgijienu par 1 palielias medus
podu skaits gan melnajos, gan baltajos sektoita] starfba starp podu skaitu paliek
2, un nevags iedit viemadu podu skaitu melnajos un baltajos sektoros.
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INVARIANTS - starpba starp melnajos un baltajos sektoros ievietotupskaitu ir
konstants lielums,t.i.,2.

1.2.-31. Izkrasosim ftinas Saha galga kartiba, skat. 33.un.. Melnajs ritinas
ierakstto skaitu summa ir O, bet bal&g- 2. Starfba starp n sumnam ir 2. Ar katru
gajienu gan melnajg, gan baltas rmtinas ierakstto skaitu summa palieliis par 1,
tatad starfba starp®n summm atkal lis 2. Tatad s summas néist vieradas.

L R o
O =S| —
Lo B o B i

]
1]
]
]
3.21m.

3

INVARIANTS - starpba starp melnag un baltajs ritinas ieraksito skaitu summu ir
konstants lielums,t.i.,2.

1.2.-32.1zkrasosim 6-gira virsotnes: melns, balts, melns, balts,... Arkagijienu par

1 palieliras gan melnaps, gan baltajs virsotrgs ieraksito skaitu summa, atad &s
abas nekad néist vieradas.

34 =im

INVARIANTS - starpba starp melnag un baltajs virsotngs ieraksito skaifu summu
ir 2.

1.2.-33.

A5 2Im.
Apzimesim skaitus, K pa@adits 35.2m.. Izgetisim, ki pec katra gjiena izmaias
izteiksme S=(a+b+c)- (A+B+C), amredzot, 2 nemainis. Uz 1.kaftes § izteiksme ir:
S$1=(1+5+3)-(6+2+4)=9-12=-3. Uz 2.kates § izteiksme ir: $=(6+4+2)-(5+1+3)=12-
9=3.
Taka §# S, tad &du @rveidojumu izdait nevar.
INVARIANTS - (a+b+c)-(A+B+C) ir konstants skaitlis.
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1.2.-34. Aplakosim s@kuma doto kvad#tu 3x3 ritinas; taj 5 bandinieki atrodas uz
melnajiem laugajiem un 4- uz baltajiem laugem. Ta ka bandinieki @rvietojoties
paliek uz &s pasSas lasas laugiiem, tad bandinieki nevar izvietoties krelsaugs$ja
3x3 kvadata, jo tur ir 4 melnie un 5 baltie laugjskat. 36.mm..

36, 7m.

b) Atliek vel apskait labgjo augsjo 3x3 ritinu kvadatu. Tap 5 bandinieki atrodas uz
melnajiem lauaiiem un 4 bandinieki- uz baltajiem lag@m. Var likties, ka vaatu
bandiniekus grvietot. *
Vélreiz apiikojot sikotngjo 3x3 ratinu kvadatu, redzam, ka, skaitot no kragsspuses
6 bandinieki atrodas nam@ vertiklés un 3- pra vertilales. Bandiniekiem
parvietojoties, tie bandinieki, kas atrodas @xpvertilales, fdas ar paliks, bet tie
bandinieki, kas atrodasifa vertilales - idas af paliks. Bet labja aug$ja kvadmata ir
6 lauchi para vertilales un 3 lauaii nef@ra vertilales, titad bandiniekus neves
parvietot uz laldjo aug$jo kvadiatu.
INVARIANTS - a) bandinieku skaits melnajos lanums nemaias,

b) bandinieku skaitgra vertikilés nemaias.

1.2.-35.Aizstasim katru “+”Zmi ar “+1” un katru “-” Zzmi ar “-1”. Ta rezul&ta , veicot
noraditas opedcijas, visu skalu reizirsjums nemairsies, ipec pedejais skaitlis, kas
paliks uz #feles, nebs atkatgs no &, kada se@ba nodzsisim skaitus. Rdgjais

skaitlis his vierads ar visu skalti reiziragjumu, kuri bija doti s8kuma.

INVARIANTS- visu skailu reizirajums nemaias.

1.2.-36.Viegli red#t, ka katra gjiena rezulita kvadiatu un trijstiru skaita staripa uz
tafeles vai nu nemaiis, vai maias par 3. Btad 3s starfbas atlikums, dalot ar 3, visu
laiku paliek viens un tas pats.Ja lasigiz &feles paliek mka linija, mirgta starpba ir
0 un &s atlikums, dalot ar 3, ir O.

Ja beigs uz tfeles paliek kvadits, mirgta starpba ir 1 un is atlikums, dalot ar 3, ir
1.

Ja beigs uz tfeles paliek trijgiris, mirgta starpba ir (-1) un s atlikums, dalot ar 3,
ir 2.

Tatad to, Kda figira paliek uz afeles, viennoimigi nosaka tas,a&lu atlikumu, dalot
ar 3, dod kvaditu un trijstiru skaitu starfpa uz feles akunma.

INVARIANTS - atlikums, dalot kvaditu un trijstiru skaitu starjou

ar 3.
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1.2.-37.1zpetisim ka pec katras opécijas mains visu skaiu kvadatu summa.
Ar n apZmesim izdarto gajienu skaitu.

Ja n=1 tad skailu A un B viet iegistam skaius A+% un B+% un to kvadatu

summa ks
2 2
(A+E)2 +(B+A)2 _A%+AB+E B2 _AB+ A 22,02 :§(A2 +B?).
2 2 4 4 4 4 4

Tatad visu skalu kvadatu summa ir palielisjusies. NikoSajos @gjienos &
nepamazias (& var @lak palikt nemaifiga, jo opeiciju izpildes gaid var paadities
nulles). Tatad Ec n gijieniem skailu kvadatu summa bs lielaka nelke sakuma. Tapec
sakotrejos skaitus iedit nevar- tad kvadtu summa btu tada pati K sakuma.
INVARIANTS -pec katras opercijas skailu kvadatu summa ir lielka nekk sakuma.

1.2.-38.Apzimésim skaitus uzrakgSanas &rtiba ar A; B; C; D; E. Saska ar doto
A+B+C+D+E=0.
Viegli parbaudt (izdaifit to patsivigi), ka @c 4 gjieniem skaita C viet paiadisies
4A+B+6C+D+4E A+B+C+ D+E+3A+5C+3E _3A+5C+3E
16 16 16 16 '

Lidzigas formulas var ied af citiem skaitiem (koeficienti nemaids, mains tikai
skaiftaja ieejoSie burti).
Ja @c modda (absaitas \ertibas) liekkais no skaitem A, B, C, D, E ir M, tad
3A +5C+3E| _ [3A[+[5C|+[3E] 11

16 | 16 16

skaitlis

M. Tatad fec 4 gjieniem visi skaili uz ripka

e . . 16 .
[inijas s samaziajuSies wsmazE reizes.
Viegli ieverot, ka [@c katra gjiena visu uzraksto skaifu summa jopram ir 0. Tapec

So spriedumu var aikiot. Gala rezulita (ta ka 1000=25@4) iedgistam: gc 1000
gajieniem liekka skaifa modulis uz fika finijas hkis samazigjies vismaz

250 250 250 250 249 83
[%GJ reizes. Be(i—flij >G—2} :[gj >(gj :(2_;1) y2%)4000Q

Ta ka sakuma lielakais skaitlis pc modua nevar @arsniegt 4000 (padodjiet, kapéc),
tad @c 1000 gjieniem visi skaili pec moduda kis mazki par 1.
Uzdevuma risisjuma izmantoti divi INVARIANTI:

1) visu skaltt summa paliek nulle,

2) liebkais skailu modulis samazis katé gajiena vismaz

16 .
— reizes.
11
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1.2.-39.1zsekosim, k gajienu rezulita mairas mazkais nenulles skaitlis. Apmesim
to ar m. Skuma m=1.
Ja apgkina vickjo aritmetisko skaitlim m un nullgitad gan m, ganis nulles viet

raksta%. Tagad mazkais nenulles skaitlis i%n, bet ndlu skaits samazijies par 1.
Ja apgkina vickjo aritnetisko mazkajam _nenulles skaitlim nun kadam citam

nenulles skaitlim M(tad M>m), tad gan m, gan M vietieraksta m;M; Sai

gadjuma mazkais nenulles skaitlis vai nu palielis, vai paliekads pats (iegrosim,
ka var it af vairaki vienadi m “eksempiri”). Jaunas nullesagla gijiena rezulita
nerodas.

Secimm:

1) gajienu, kuros m samazis, nav vaik par 9 (gkotngjais ndlu skaits),

2) ja m samazis, tad tas kist %
No Sejienes seko, ka m nevdaiitkmazks parz—l9 = % Lagtajs pats viegli padis,
Z

ka var pankt, lai sskotngja vieninieka viei paaditos % Tatad uzdevuma atbilde ir
Z

1
512
Ta ka vieninieka vied vienner paidas kaut kds nenulles skaitlis, tad vieninieka
vieta nav mazks skaitlis par m,atad vieninieka viet nevar it mazks skaitlis par
1
512
Uzdevuma risijuma izmantoti vaiiki INVARIANTI :
1) visi skaiti, kas pafidas parveidojumu proces ir pozitvi vai O (tikai ipec var
apgalvot, ka vieninieka vigtvienner ir nenulles skaitlis),
2) ja mazkais nenulles skaitlis samazg) tad tas samazs divas reizes, un
vienlaiagi samazias nuju skaits.

1.2.-40.Viegli red#t, ka
b, +b,+..+b, =

= (a1 +az)+ (613 +a4)+---+ (a24+a25)+ (azs+a1) =
= 2@, +a, +...+ay).

Tatad katra gjiena rezulita visu uzrakgto skaifu summa palieliis divas reizes.
Sakuma visu skaitu summa ir 1. d@péc pec 100 g@jieniem visu uzraksto skaifu

summa las 22'%° = 2° x 2%)32x (2'°)°)25x1024)25x 1000 = 25x10°")25x 10%.

Ja 25 skaiti summa ir lielka par 25x10%, tad, protams,dds no tiem ir liedks par
107

INVARIANTS-katra gjiena rezulita visu uzrakgto skaitu summa palielias divas
reizes.
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1.2.-41. Apzimeésim ar p- pra skaitus, ar n- nefra skaitus. Dot skailu virkne ir
&da: n,n,p; n,n,p; n,n,p; ... Baperiodiski atkrtojas grupa (n,n,p)atad Saj virkne
blakus neatrodas divapa skaiti, tatad virkre nekur blakus neatrodas skiaft un 8.
INVARIANTS - virkng periodiski atirtojas grupa (n,n,p).

1.2.-42. Aplukosim atlikumus, &di rodas, virknes skaits dalot ar 4. &uma Sie
atlikumiir 1; 1;2; 3: 3;2; 3; ... .

Pienemsim, ka skait A un B dod attietgi atlikumus a un b, dalot tos ar 4. Tad
A=4x+a, B=4y+b (x un y- veseli skd#jt Tapéc AxB=(4x+a)
(4y+b)=16xy+4xb+4ya+ab=4(4xy+xb+ya)+abatdd, dalot reizisjumu AxB ar 4,
atlikumu nosaka tikai saskamais ab, t.i., reizitaju A un B atlikumi.

Mgés redzam, ka atlikumu virkndivas reizes padas sekojoSu atlikumuapis (2; 3).
Tapec aff talak, pec § para otas pakdiSaris, atlikumu virkne aistisies &ipat, ar
periodu (2; 3; 3). d@tad taj nekad nepadisies atlikums 0. dtad neviens akotngjais
virknes loceklis nedas ar 4.
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1.3. NODALLA. GEOMETRISKIE INVARIANTI.
1.3.1. INVARIANTS- LAUKUMS.

23.UZDEVUMS.
Plakne sadata vienzdos kvadditizos ki ratipu lapa. Atzmetas 6 virsotnes A, B, C, D, E,
F (skat. 37.mm.).

D |
|
E F
I .
|
5 |—| = H T
A7 fm. 38 £m.

Virsotres A, B, C atrodas pa figizrai. Ar vienu gjienu afauts izeleties divas
patvdigas figirizas (apzmesim s ar X un Y) undrcelt figarizu X piri Y, novietojot to
ta, ka figiriga Y, un figripas X veg atraSaris vieta un figripas X jaua atraSaras

vieta atrodas uz vienas taisnes, pie tanalaths starp figrizam X unY nav maijes

(skat. 38.mm.).

Vai pec vairakiem &diem gijieniem var rastiesada situicija, ka figiripa no punkta A
parvietojusies uz punktu D, no B-uz E, bet nouF?

ATRISINAJUMS.
Apzimesim figarinas ar I, F,, Fs. Gajiena rezulita trijstira R FF; laukums nemaiis.

Fl Flr

Fs 28 rIm.

Tie&m, AFFF; un AF'FF; ir vienadi pamati EF, un R'F, un kogjs augstums pret
tiem, Gpec vieradi afi to laukumi(skat. 39.zm.).

Atliek ieverot, ka AABC un ADEF laukumi atmredzami af§ras, titad pra#tais nav
sasniedzams.

INVARIANTS - figarinu veidot trijstira laukums nema#s.
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1.3.2. INVARIANTS- ORIENTACIJA.

24.UZDEVUMS.
Hokeja laukurma atzmeti punkti A, B, C, D, E, F (skat. 4@nz.).
af
E® oD
L@

@

40 2im.
Punktos A, B, C novietots pa ripai. Hokejists &#aa mest pa artiem. VS pieslido
kadai ripai un met to “vrtos”, kurus veido abasqréjas ripas; @c tam pieslido &dai
citai ripai un dara to pasu, utt. . Piemsim, ka ripas &l pa taisni, neatsitas pret apmali
un nemaina virzienu; piemsim af, ka ripa vienmar Skérso “vartu” |miju, t.i., Visi
metieni ir viennarigi.
Vai var gadties, ka tieSi pc 1998 metieniem ripa no A ndapunk& D, ripa no B-
punkt E, bet ripa no C- punitF?

@k

ATRISINAJUMS.

Viegli saprast, ka ga sekojoSaipadba ja pirms metiena ripas A,B,C izvietotas uz
ledus pulkstga raditaja kusibas virzien, tad péc metienaas izvietotas preji pulkstena
raditaja kusibas virzienam, un didi. (Parliecinieties par to patstigi, atsevigi
aplukojot gadjumus, kad met ripu A, ripu B vai ripu C.)

Tatad [®c para skaita metiniem ripu orieidija ir tada pati k& sakuma. Atliek ieverot, ka
1) 1998- ara skaitlis,

2) A,B,C izvietoti pulkstea raditaja kustbas virziea,

3) D,E,F izvietoti predji pulkstepa raditaja kustbas virzienam.

Tatad uzdevura prastais nerkis nav sasniedzams.

INVARIANTS - ripu veidot trijstiira oriensicija ik pec diviem metieniem irada pati &
sakuma.
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1.3.3. INVARIANTS- RADIUSS.

25. UZDEVUMS.
Patvdigu trijstzri ABC atauts aizvietot ar trijsiri MNK ta, ka AB=MN, BC=NK un
ZA=~M (skat. 41.zm.)

B N

L ]

A iZ i1 E

41.z7m.
Vairaku $idu gijienu rezulita no sikotrgja trijstiara XYZ iedts trijstiris X1Y1Z;, pie
tam AXY Z~AX1Y1Z;. Pierddz‘t, kaAXYZ:AX]_Y]_Zl.

ATRISINAJUMS.
Apzimesim apAABC apvilkias ripka linijas adiusu ar R, bet apAMNK apvilktas rinka
ITnijas &adiusu-ar R. Tad, saskg ar labi zimu formulu,

BC NK

: un Fro=_——
2sinA 2sinM
Varam secidt, ka gjienu izpildes proces ir invariants lielums- iegito trijst @ru
apvilkto ri nka finiju r adiusu_garums. Tatad apvilkto rpka fniju radiusi vieradi af
AXYZ un AX1Y1Z;. Ja lidzigiem trijstiriem vieradi divi atbilstoSi garuma elementad
tie pasi ir vieadi, kas ar bija japierada.

= . Saskaa ar doto iegstam, ka R=R..
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.3.-43. Punktos A,B,C atrodas pa fignai (skat. 42mm.). Ar vienu g@jienu var
izveleties vienu figiru un g@rbidit to paratli taisnei, kuru nosaka abaarpjas figurinas,
par patviigu atilumu.

Vai var pasdkt, lai figaripas no@ktu punktos D,E,F (vienalga, kura digna kum
punk)?

5 E

ey

42 2Tm.

1.3.-44.No Rigas uz Valmieru izbraucigr automasas: vispirms A, tad B,gs tam C.
Brauciena laik 11 reizes viena mata apdzina otru, bet nekad meinenotika divas
apdaSanas (t.i.,, kafirapdiSara piedaljas tikai 2 mafas- &, kuru apdzen, urat kas
apdzen).

Vai var gadties, ka Valmiez vispirms fini€ja B, pec tam C un pc tam A?

1.3.-45. Uz papra lapas uzZmets daudzstris. Ja divas at malas XY un YZ veido
“leliekumu” (skat.43.mm.),
Yr

43 7im.

T 44 zim.

tad atauts &s aizsit ar divam jauram XY’ un Y'Z, kas cengli simetriskas pret XZ
viduspunktu attielgi maem YZ un XY (skat. 44. im.). To alauts dait tikai tad, ja
jaunagm makm nav kopgu punktu ar @rgjo daudzsira ddu (iznpemot punktus X un Z).
Protams, &as opeicijas rezulta, likvidgjot vienu ieliekumu, var rasties cits.

Vai, vairakkart veicot fdas opetcijas, var atgriezties atpadkaie sikotréja daudzsira?
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1.3. NODALAS UZDEVUMU ATRISINAJUMI.

1.3.-43.Viegli saprast, kaattrijstira laukums, kura virso&s atrodas figrinas, opeicijas
izpildes gaif nemainas. BetADEF laukums aenredzami lieiks parAABC laukumu.
Tapec prasto parvietoSanu izdat nav iespjams.

1.3.-44.Visus iespjamos automasu izkartojumus virziea Riga- Valmiera sadaim 2
grupas:

1.grupa 2. grupa
CBA CAR
BAC ARC
ACE BCA

Viegli red#t: ja notiek viena (jebkura) ap@ana, tad autonigmdi izkartojums griet no
vienas grupas uz otru;agiecinieties par to pat¥igi, apbikojot visus iespjamos
variantus.

Gan uzdevum mingtais gikotngjais izkartojums CBA, gan prasis beigu izkrtojums
ACB ir no l.grupas. Bet tad starp tieabijt notikuSam pra skaitam apdanu. Torar
11 ir nepara skaitlis. Rtad uzdevurm prasgta automasu parvietoSaas nav iesgama.
INVARIANTS- ik pec divam apdzSaram automasu izkartojums ir no is pasas grupas
ka braucienaakuma.

1.3.-45.Veicamo opeaciju rezultita daudzdira laukums palieliis. Ja iegtu sakotngjo
daudzstri, tam laukums Bitu lielaks neld sakotngjam -iedita pretruna.

INVARIANTS - visu parkartoSanas rezuita iegastamo daudzstu laukums liedks nela
sakotngjam daudzsirim.
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1.4. NODALA. INVARIANTI SP ELES.

Mes katrs spli sakam ar narki uzvaigt. To paSu grib arpretinieks. @pa ar vinu labi
balsities uz speles strafgiju- spEles paémienu kopu, kura balst uz Igiskiem
spriedumiem un nosakaiisu ficibu sgles gais.

Matenatisko sglu ir loti daudz. Ms Seit apikosim tikai fidas sples, kufs divi
spelétaji paniSus izdara pa vienan@jgenam (atbilstoSi sauksim tos par pirmo un otro
spelétaju) un kuis nav iespjams neizgirts, t.i., katd partija noteikti uzvar vai nu
pirmais, vai otrais sppetajs.

Sikaka anaize, kuru Seit neizdasim, pakda, ka katragadai sgglei_uzvarod stratgija
saisita ar kida invarianta atrasanu.

Visplagk izmantojamie invarianti saisit ar simetrijuun s visgrinajumiem. Saj
nodda aplikosim atbilstoSos piegnus.

1.4.1. SIMETRIJA PRET PUNKTU.

26. UZDEVUMS.

Divi spéletaji pec kartas uz apéa galda novieto vierdas apgas salvetes, pie tam,t
lai tas nepirklatos. Zaud tas sglétajs, kurs nevar izdat gajienu.

Kurs spletajs, pareizi spléjot, uzvar -pirmais vai otrais?

ATRISINAJUMS.

Analizésim So spli. Pirmaja gajiena janovieto salveteat ka &is centrs sakir ar galda
centru. Ja galds ir mazs, tad uzvar d&pjs, jo vaiak salvetes nevas novietot.
Aplukosim &du galdu, uz kura var novietot daudzas salveted.gf@nais splétajs ir
novietojis salveti galda ceafr tad atlikuSais apgabals, ku& vel var novietot
salvetes, ir simetrisks attiethba pret galda centru. Piegemsim, ka otrais $jetajs
savu salveti novieto vienalga kuvieta. Ta ka pirms & gajiena bivais apgabals bija
simetrisks un ofr sgelétaja novieto salvete nevar goklat vienlaiagi neladus divus
punktus, kas simetriski viens otram atticpret galda centru, tasimetriski otra
speleétaja nupat novietotajai salvetei ir briva vieta, kur var novietot tiesSi tadu
pasu salveti (skat.45.mm.).

DO @

45 #Tm.

Ar savu @jienu pirmais splétajs savu salveti novietos simetriski atil@#cpret galda
centru 2.splétaja novietotajai salvetei métaja brivaja vieta.

leverosim, ka pc pirma sgElétaja izdafta gajiena biva vieta, kur ¥l var novietot
salvetes, atkal ir simetriska- pirmaikgbajs ar savu gjienu par to parpesied
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Tapec, ja otrais splétajs izdafs savu gjienu, tad pirmais vags izdart atbildes
gajienu simetriskey vieta, un briva vieta, kur talak novietot salvetes, atkal kis
simetriska.

Pirmais splétajs turpina splet lidzgi, “kopgjot” otra sgelétaja dajienus simetriski
attieaba pret galda centru. abigjadi pirmais spelétajs nodroSina invariantas
ipadbas izpildiSanos- [@c vina dajieniem briva vieta ir centrali simetriska.
Savukart St ipagba garanteé, ka pirmajam spelétajam gajienu nepietriaks- ja
otrais var novietot salveti kada vieta, tad pirmais to var novietot simetriskaja
vieta.

Bet skaidrs, ka gte nevar turpiaties bezgagi- kadreiz vietas uz galda, kur novietot
jaunas salvetes, vairs b Ta ka mes jau redzjam, ka pirmajam spelétajam
gajienu nepietriiks, tad to pietriiks otrajam spelétajam. Tatad otrais sglétajs
zauds, bet pirmais- uzvas.

Lidziga cda tiek analiztas visaspunkta sples.

27.UZDEVUMS.

Divi laceni: Letente unKetaurtis izvieto medus burkas kvatl, kas sasiv no 55

ratipam, turklat viena gajiena drikst izvietot 1 medus burku Ztima vai 2 medus
burkas pa 1 di#s blakus d#tinas, ja @s ir brivas. Tasdcéens, kurS nevar izdar
gajienu, zaud, bet kicens, kurS uzvar, ietst visas medus burkas.

Kurs lacens, pareizi s@lejot, uzvar - Letene vaiKetaurtis (sgli sak Letente)?

ATRISINAJUMS.

Pirmaj gajiena Leteritei janovieto 1 medus burka,tlai &a atrastos kvadta cents.
Lidz ar to Letetie kis nodroSiajusi sev uzvaru, jaalak sgeles pareizi, skat. 46im..
Otrais splétajs - Ketauftis savu medus burku (vaitativas) var novietot vienalga
kura vieta, 3.chjiena Letente novietos medus burku (burkas) simetriklataurSa
novietotajai burkai (bukm) attiegba pret kvadita centru.

46 gitm.
Letentei janovieto tieSi tik pat burkas, cik ieprieg8 reiZ ir novietojis Ketaurtis.
Ari talak Letente sgle lidzgi.
Ja Ketaurtim ir iesgjams izdait kartgjo gajienu, tad ir iespjams simetriskais
gajiens, ko veic Letette.
Sap spEle uzvags Leteiite, t.i.,1.splétajs.
Uzdevums atrisiats.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.4.-46.Divi speletaji pec kartas iekAso pa vienaiitinai kvadgta, kas sagav no
10x10 ratinam, turklat neviens nedkst iek@sot Mtinu, kurai ir ko@ja mala ar kdu
jau aggk iekrasoto fGtinu. Tas splétajs, kurS nevar izdargajienu, zaud.

Kurs sglétajs, pareizi splgjot, uzvar - tas, kur$ izdara pirmo, vai tas, kizdara
otro gajienu?

1.4.-47.Divi spelétaji, liek konfektes "Magone” un "Sverite” uz laucha ar izngriem
7x7 ratinas. Pirmais gjpetajs liek konfekti "Magone", bet otrais - ‘Werite"; dikst
likt pa vienai konfektei. Beiy saskaita, cik iratlu rindu un kolonnu, kds konfekSu
"Magone" ir vaiek nela konfekSu "\averte", un otidi. Uzvar tas sgétajs, kuram
tadu kolonnu un rindu ir vaik; vins iedist visas konfektes.

Kur$ sggletajs, pareizi splgjot, uzvags?

1.4.-48. Rindh novietotas 17 bumbas. Divi sgletaji pec kartas prkraso vai nu
vienu, vai divas blakus esiss bumbnas. Tas s§étajs, kuram nav pieejamas
neprkrasofis bumbnas, zaud (otrreiz farkrasot nedikst). Kur$ splétajs, pareizi
sgelgjot, uzvar - pirmais vai otrais?

Kurs uzvagtu, ja litu japarkraso 18 bumhjas?

1.4.-49.1Ir dots 1 metru garS "balts nogrieznis". Divickgtaji pec kartas iekBso
sarkaia krasa pa vienam vismaz 1cm garam nogrieznimgiept nosagumu, ka
nedikst otrreiz kisot nevienu jau noksotu punktu. Zawgltas spletajs, kurs vairs
nevar izdait gajienu.

Kurs sgeletajs uzvaes, pareizi spigjot?

1.4.-50.1r doti 8 ¢etru kiasu baloni:2 sarkani, 2 zili, 2 kain 2 dzelteni. Divi sglétaji
pec kartas piestiprina tos pie kuba virsaétn. Pirmais spletajs uzvar, ja pc visu
balonu piestipriaSanas, var atrast kubkaditni, kurai abos galos piestipgtnvienas
krasas baloni, préfa gadjuma uzvar otrais spétajs.

Kurs sgeletajs, pareizi splgjot, uzvar?
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1.4.2. SIMETRIJA PRET ASI.

28.UZDEVUMS.

Divi speleétaji pec kartas novieto uz Saha galdi laidzus pa vienamat lai tie viens
otru nesistu. (Laidu krasai nav nomnes.) Zaué tas spletajs, kas nevar izdar
gajienu.

Kas uzvar pareizi sgpejot?

ATRISINAJUMS.

Varetu meginat lietot straggiju “simetrija pret centru”. T ka Saha galdia izmneri ir
8x8 ritinas, tad tam nav simetrijas centrapet vagtu iedonaties, ka ar &u
strag€giju var uzvagt otrais splétajs, liekot savus laigus simetriski pirra sgeletaja
novietotajiem laidiem attiegba pret kvadita centru-cetru vickjo ratinu kopejo
virsotni. Toner Sads spriedumsiliu nepareizs. Nelaimé,tka &du straggiju nevar
realiZt- ja pirmais splétajs novieto savu laidni uz vienas no diagem, tad tam
simetrisk riitina jau ir apdraugta, un otrais spétajs tur laidni likt nedikst.

St uzdevuma atrisi$ara izmantosim SIMETRIJU PRET ASI . Par simetrijas asi
izvélesimies taisni, kas atdala ceturto un piekto haoriddo Katriem diviem
laucipiem, kas ir simetriski pret So asi, ir ddas kasas, itad laidnis, kas novietots
uz viena no tiem, nesstotru (skat. 471m.).

47 #m.

Tas dod iesju otrajam splétajam lietot simetrisko stragiju.

Otrais splétajs rikojas &di: uz katru pirnd sgeletaja gajienu vinS atbild, novietojot
laidni simetriski attietba pret asi t nupat novietotajam pi&msgEletaja laidnim. Lidz

ar to vipS gararg, ka biva vieta, kug vél var novietot laidus, ir simetriska attieba

pret t. Tas savukt garang: ja pirmais splétajs vags izdart gajienu, tad atbilstoSo
gajienu vags izdart af otrais. htad otrajam sgietajam dqjienu nepietiiks; @aitad to

pietriks pirmajam sglétajam; Gitad otrais Sglétajs uzvaes.

Uzdevums atrisits.
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29.UZDEVUMS.

Pa rigka Imiju izvietoti n punkti, kasqo kartas sanumutti ar naturaliem skaifiem
1, 2, ..., n. Brigka Imija ir speles A(n) “laukums”. Divi splétji péc kartas velk pa
hordai, kas savieno divus punktus ar viéas paritites numuriem (t.i., vai nu abiem
punktiem numuri ir @ra skaifi, vai abiem- nefra). Drikst savienot tikai punktus,
kas ¢l nav savienoti ne ar vienu citu; novidie hordas nedkst krustoties. Tas
spelétajs, kas nevar izdar gajienu, zaud.

Ar kadam n \ertibam sglé A(n) uzvar pirmais speétajs?

ATRISINAJUMS.
Viegli saprast, ka gbes A(1) un A(2) pirmais zawd sgeles A(3) un A(4)- uzvar. Ar
spele A(5) uzvar pirmais, savienojot 1 un 3.

Apliikosim tagad sgles A(n), kur n=4k+2, k=1; 2; ... . Pafidisim, ka tajas uzvar
otrais speletajs.

Varam iztloties, ka punkti (nemainot to savstgm novietojumu) saldiiti ta, ka
atrodas regdra n-stira virsotres; tas sples gaitu un izeBkumu neietek@
leverojam, ka diameali pretejos punktos ir skalt ar pretjam pariatem, tapec
pirmais splétajs sav pirmag gajiena nevar novilkt nevienu diametru.
Tapec pec pirma sgElétaja pirma gajiena otrais var doas novilkt ipasu diametru-
punktu kopas simetrijas adi, tka pirma sgelétaja novilkta horda atrodas vi@npus
no §s ass (skat. 48m., kur attlotas dazas no iegamam sitltacijam, ja n=6 un
n=10). _
i
1

4

A(6) 45 2Tm. A(10]

Turpmek visi gajieni jaizdara vai nu viely vai ota pus SimipaSajam diametramaT
ka punktiem, kas simetriski viens otram attl®cpret diametru, ir préjas parittes,

tad uz katru pirr sgelétaja dajienu diametra viel pus otrais splétajs var atbildt

ar simetrisku gjienu ota pus. Analizgjot lidzigi ka iepriekEjas sgles, seciam:

&adi sgelgjot, otrais splétajs uzvar.

Tagad aplikosim speles A(n), kur n=4k+1, k=1; 2; ... . Pafidisim, ka tajas
uzvar pirmais spelétajs.

Ar savu pirmo gjienu vin$ savieno punktus n un n-2.
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Lidz ar to no @lakas sples izskgts ar punkts n-1, un e vairs piedals tikai
punkti ar numuriem 1, 2, ..., 4k-2.

leverosim, ka 4k-2=4(k-1)+2, t.i.,, sf¢ reducta uz jau aplkoto gadjumu, kus,
izmantojot simetriju pret asi, uzvar tas, kas igtis. Ta ka Sap “atlikuSap” spele
otrais iet pirmais spetajs, tad vipS af uzvar.

Aplikosim tagad sgles A(n), kur n=4k, k=1: 2; ... . Pa#disim, ka tajas uzvar
pirmais spelétajs.

Pirmais speletajs ar savu pirmo @gienu savieno diameth pretgjos punktus 1 un
2k+1 (atkal varam uzskiat ka punkti ir regura n-stira virsotres). Talaka anaize
l[idziga iepriek8§jam gadjumam.

2
3
10 il
? 5

&
- &
50.2im. Al12)
Tagad aplikosim sgEles A(n), kur n=4k+3, k=1: 2: ... . Paidisim, ka tajas an

uzvar pirmais spelétajs.

Pirmais splétajs ar savu pirmo @ienu savieno punktus ar numuriem 2k+1 un 2k+3;
tadejadi no sgeles tiek izstgts ar punkts 2k+2, unatakaja sgele piedahs 4k punkti
1, 2,3, ..., 2k, 2k+4, 2k+5, ..., 4k+3.
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Talak pirmais splétajs uzskata, ka atlikuSie punkti atrodas ragal 4k-stira
VIrsotres, ieero, ka nedikst novilkt nevienu diametru, un &p lidzgi pirmajam
aplikotajam gagumam.

Ta ka n, dalot ar 4, var dot atlikumu 0; 1; 2 vai 3 tad esam apskaiSi visus
iesgejamos gagumus.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.4.-51.Divi spelétaji pec kartas lauz Sokabi, kuras izmari ir 5x6 ritinas. Vien
gajiena drikst lauzt vienu gabalu pa vienu vedtikvai pa vienu horizoali (pa
padzlinajumiem starp &tinam). Uzvar tas s§étajs, kurS pirmais noladg gababiu
ar izneriem 1x1 ratina.

Kurs sgelétajs, pareizi splgjot, uzvar - pirmais vai otrais?

1.4.-52.Dota taisngirveida tabula, kas sastno 1016 ritinam. Divi sgEl&taji pec
kartas izswtro vai nu vienu rindu, vai vienu kolonnu, ja viéma ir kaut viena
neizswtrota Mmtina. Kas nevar izd#rgajienu, zaud.

Kur$ sglétajs, pareizi, splgjot uzvar: pirmais vai otrais? Kur§&ptajs uzvagtu, ja
tabub batu 10<15 ritinas?

1.4.-53 Pa apli izvietotas 20 spuldizs. Viera gajiena, drikst savienot jebkuras divas
spuldates ar taisnu vadu, kas nekrustoaligpieskEgtos vadus. Tas 8lgtajs, kas
nevar izdait gajienu zaud.

Kurs sggletajs uzvags, pareizi sgigjot, - pirmais vai otrais?

1.4.-54.Dotas divas konfekSu kauitizs, kati pa 20 konfekdm. Viera gajiena drikst
papemt jebkuru konfekSu skaitu no vienas katelz Tas spétajs, kas nevar izdar
gajienu, zaud.

Kur$ sgléetajs, pareizi splgjot, uzvags, - pirmais vai otrais?

1.4.-55. Divi speletaji pec kartas aizkaso tabulu 88 ritinas. Vien gajiena var
aizkrasot vai nu vienuittinu, vai vaiékas ftinas, kuras atrodas vai nu vaemndina,
vai viera kolonra. Rutipas, kuras ir aizlkisotas, otrreiz neaizkso. Tas Sflétajs,
kas nevar izdar gajienu, zaud.

Kur$ sgelétajs, pareizi splgjot, uzvar: pirmais vai otrais?

1.4.-56.Uz ritinu papra ataméts taisngiris ar mxn ratipam . Divi sgElétaji A un B
pec kartas izswtro pa vienai kolonnai vai ringai, ja taj ir vél neizs\trotas fitinas.
Kur$ sglétajs, pareizi spigjot, var nodroSiat sev uzvaru, ja uzvar tas, kas sy
pedejo ritinu?

1.4.-57.Sinu Ciena majas ir izvietotas regdata 8-stira virsotres. lkkatras divas
majas ir savienotas ar celi. Divas blakus rjas A un B dzvo stnieki, kuriem ir
janofira visi celii. Celinus vii tira pa vienam cajam [Ec kartas. Stnieks A iegka
darbu pirmais. ot celipus gievero nosagumi:

a) neiet pa caju, to netrot,

b) neiet paitu celiu,

c) tirot celipu, neiet uz turieni, kur atrodas ot&rseks,

d) nestaigt arpus cehiem.

Kuram $tniekam nav cefia ko 1rit, tas zauel Kur$ €tnieks uzvags?
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1.4.3. PIRA STRATEGIJA.

Abos iepriek§jos punktos uzvar@s stratgijas tika realiztas &di: uz katru viena
speletaja gajienu otrs atbildja ar pilrgi noteiktu savu gjienu, pie tam Sis atbildes
gajiens bija atkaigs tikai no nupat izd## pretinieka gjiena, nevis no iepriekfas
speles gaitas. Vatu sadt, ka visi iesggjamie gajieni bija apvienoti paros, un
uzvaroSa straggija bija Sada:_“ja pretinieks izdara kadu gajienu G;, tad es
izdaru to gajienu G», kas ar G,_apvienots viera pari’. Pati apvienoSana f@ros
notika ar geometriska jedziena- simetrijas paidzbu.

Ideju par gjienu apvienoSanuapos var realigt af citadi, bez simetrijaségdziena
lietoSanas. Sajpunké aplikosim daZus piedus, ki to dara.

30. UZDEVUMS.

Rindz uzrakstti skaifi no 1 kdz 2002 (ieskaitot). Divi gptaji pec kartas izsvtro pa

vienam skaitlim no rindas tik ilgi, kaimrinda paliek tikai divi skaii (ar katru

gajienu var izswrot jebkuru no palikuSajiem ské@#m ). Pirni speletaja merkis ir

rikoties &, lai abiem atlikuSajiem skdgiém hitu kopgs dalitajs, kas lielzks par 1, bet
otrais spletajs censSas wiam trauet. Vai otrais splétajs var izjaukt pirnrm nodomu?

ATRISINAJUMS.

Otrais spletajs donas sadala skdits pa priem (1;2), (3;4), ..., (2001;2002). Ja
pirmais splétajs izsutro vienalga kuru skditno kada para, tad 2.sgétajs atbildot,
izsvitro § para otru skaitli.

Ta sgelgjot, 2.szletajs vienner izjauc 1.splétaja nodomus, jo beis paliek divi
skaifi, kas atgiras par 1, betatlu skaitu lielakais kopgais daitajs ir 1.

Ar savu stragiju otrais spletajs garant Sadas invariantagpadbas izpildSanospec
vina dajieniem paliek tikai “v &l neaizskarti” pari. Tas savuit garant to, ka
pedejie divi skaili bis no viena @ra, kas, k redzjam, garant uzvaru otrajam
speletajam.
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UZDEVUMI PATST AVIGAI RISIN ASANAI.

1.4.-58.Kvadrats sadats 8<8 rutinas. Kreisaj apaksja ratina atrodas dzintars. Divi
speletaji pec kartas p@rbida dzintaru uz blakus esoSatinu, pie tam aizliegts
parbidit dzintaru uz adu ritinu, ku@ tas jau reiz bijis. (Rinas sauc par blakus
ratinam, ja 8m ir kopgga mala.) Tas $f¢tajs, kurs nevar izdargajienu, zaud.
Pieadit, ka splétajs, kurS izdara pirmo ajenu, var uzvast, lai ki an sgEletu
pretinieks.

1.4.-59. Kvadrats sadats 4x4 ritinas. Divi sgElétaji pec kartas aizkiiso pa vienai
ratipai. Ratinas drkst aizkésot tikai vienu reizi. Zaugltas splétajs, pec kura gjiena
pirmo reizi aizkasots kads kvadats, kas sagt no 2<2 ritinam.

Kur$ sgelétajs, pareizi splgjot, uzvar: pirmais vai otrais?

1.4.-60.Jnis un Andris spi¢ sekojoSu sgi. Rinda uzraksiti natuali skaitli no 1 kdz

1997 ieskaitot. 2ni parmainus izsvtro pa vienam & neizs\vtrotam skaitlim (pirmais
svitro Jnis), kangr paliek tieSi divi neizsiroti skaiti. Janis grib, lai to staribas
modulis (absaita vertiba) hitu vismaz 999.

Vai J&nis to var pankt?

1.4.-61 Saha dlis sadaits n<n kvadatiskas rtinas, r=2; ta stirf atrodas figrina.
Divi speletaji pec kartas prbida figorinu uz blakus @tinu, pie tam aizliegts gpbidit
figarinu uz &du rhtinu, ku@ ta jau reiz bijusi. (Rtinpas sauc par blakustmam, ja
tam ir kopiga mala.) Tas $fetajs, kur$ nevar izdargajienu, zaud.

a) Pieadit, ka n- pra skaitlis, tad #&gjs var uzvagt, bet, ja n- nefra skaitlis, tad
uzvar pretinieks.

b) Kur§ uzvar, jaaguma figarina neatrodas ®&ta rmtina, bet gan blakus &ta
ratinai?

1.4.-62.Plakne sad#h kvadatinos la ratinu lapa. Divi splétaji pec kartas atzame pa
vienai \&l neatamétai ratinai. Pirmais lieto mmi “x“, bet otrais - 0. Uzvar tas, kurs
pirmais ar saam Zmeém aizpilda kdu no X2 ratipam sasivosSu kvadatu.

Kur$ spletajs, pareizi splgjot, var uzvagt?

1.4.-63. Atrisiniet s noddas 1.4.-57.uzdevumu, j@tsieki davo tadas 2 virsotms,
starp kuém ir vél viena cita virsotne.
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1.4. NODALAS UZDEVUMU ATRISINAJUMI.

1.4.-46.Uzvar otrais sflétajs, lietojot straggiju “simetrija pret kvadita centru”.

1.4.-47. Pareizi splgjot Sah spElé uzvaks 1.sglétajs. Sad pirmaga gajiena vins
konfekti "Magone" ieliks kvadita centiilaja ratina. Pec tam uz katru ofr sgelétaja
gajienu vins atbild ar censiti simetrisku gjienu.

Ta rezuléta vipa “kon@” ir gan centila rinda, gan cendfa kolonna; ja off sgelétaja
“konta” ir kada cita rinda (kolonna), tad pieseletaja “konta” ir tai simetriska rinda
(kolonna) .

1.4.-48.Uzvar pirmais s§létajs, ar savu pirmo gienu parkrasojot vienu (resp. abas)
centélo bumbihu un @Ec tam kasojot simetriski ofi spElétaja gajieniem attietba
pret rindas vidu.

1.4.-49.Pareizi splgjot, uzvags 1.spletajs. Pirmaj gajiena 1.sggletajam ir jaiekraso
patvdigs vismaz 1cm garS nogrieznis, kurS asmd tieSi pa vidu dotajam
nogrieznim i, lai uz vienu un otru pusi paliek vigsha garuma "balti nogria?'.
NakoSajos @gjienos 1.splétajam jaiekraso nogriedi simetriski  2.splétaja
iekrasotajiem nogriegiem (ada pa% garuna).

1.4.-50.Otrais splétajs kata gajiena izvelas &is pasas kisas balonu, kuru nupat ir
izvelgjies 1.splétajs. VinS balonu piestiprina pieag virsotnes, kas ir ceatr
simetriska attieba pret kuba centru 1.8fgtaja izveletajai virsotnei . Apec spEles
beigas nelidas divas vienas Kautnes virsots neliis piestiprirati vienadas késas
baloni.

1.4.-51. Pirmajam splétajam saé l.gajiena jasalauz Sokade divos gabalos ar
izmeriem 3x5, tatad § lauzumainija kalpos par simetrijas asi.

Uzvars 1.splétajs, ja vipS sikuma pielietos simetriskusajjenus, t.i., ja 2.sflétajs
lauZ loksni no viena gabala, tad pirmais no ottaatmlauz tieSiadu pat loksni (gan
novietojums, gan gabali skaits sakt).

Tadgjadi otrais splétajs pirmaisnolauis loksni ar platumu 1. Uz Sa@jgenu pirmais
spelétajs atbild, nolauzot nois loksnes vienu kvaatinu, un uzvar.

1.4.-52. Tabulas 1816 gadjuma uzvar 2.splétajs. Ja 1.sflétajs izsvtro kolonnu,
tad 2.spléetajs - tai simetrisko kolonnu, ja 1d&@ptajs izsvtro rindu, tad 2.spétajs -
tai simetrisko rindu. dtad dijienu pietiks 1.sgletajam, un 2.splétajs bas
uzvagtajs.

Ja splétaji svitro rindas un kolonnas talaullOx15 mtinas, tad $aj sgElé uzvar
1.spElétajs. 1.spletajs 1.gyjiena izsvitro vidgjo kolonnu un alak veic simetriskus
gajienus 2. splétaja gajieniem. Tatad dijienu pietiks 2.sglétajam.
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1.4.-53. Saj uzdevura var izmantot simetriju pret asi. Pareizickjot, uzvags

1.sgEletajs. 1.dgijiena vinS savieno spuldies #, lai alas pugs no savienotajn

spuldatém paliktu vierads skaits spuldgu, t.i., deuias. Rc tam uz katru 2.getaja

gajienu vinS atbild ar simetrisku ajenu, savienojot atti@gas spuldztes simetrijas
ass pregja pusg, skat. 52.um..

* L
. *

10

52 7lm.

1.4.-54.Saj uzdevuna, izmantojot simetrijas stradiju, uzvags 2.sglétajs.

Ta ka atas kaudzes ir vierads konfekSu skaits, tad katgajiena 2.sglétajam janem
tik konfekSu, cik ir paémis 1.sgletajs iepriek$ja gajiena. Pielietojot simetrijas
straggiju, otrais spléatajs nem konfektes no otras kadtes. Sdi sgElgjot, otrais
speletajs vienner vars izdart gajienu.

INVARIANTS - 2.sgzletaja dajiens ir simetrisks attiaba pret (punktu, taisni, plakni,
kas atdala abas kautls) otru konfekSu kautdz un 1.sglétaja gajienu, titad
uzvags.

1.4.-55. Saj sgEle uzvar 2.spletajs. Lai uzva®tu, vipd var izmantot simetriju
attieaba pret kvadita centru.
Padonjiet paSi, Kpec neder simetrija pret kvaita vidusiniju!

1.4.-56.Saj uzdevuna jadkiro 3 gadjumi:

1) jam un nir_pra skaiti, tad uzvar otrais $fetajs B, ja vi$ katru savu gienu
izdara simetriski iepriek§am sgzlétaja A gajienam attietha pret vienu no taisnsta
simetrijas asn.

2) jam unn ir nepa skaiti, tad uzvar B, ja uz sfetaja A pirmo dgjienu atbild ar
patvdigu perpendikdru svitrojumu un redug uzdevumu uz iepriekfo gadjumu,

3) javiens no skdiem m un n ir fira, bet otrs - nefra skaitlis, uzvar sgietajs A,
ja pirmap gajiena izsvitro vidgjo Iiniju un uz katru spetaja B gpjienu atbild ar
simetrisku gjienu.

1.4.-57. Pareizi splgjot, uzvar otrais &nieks B. ViS donas novelk AB

vidusperdendikulu un izdara savugjignus simetriski A gjieniem attietba pret So
vidusperpendikululeverojiet, ka uz vidusperpendikula nav nevienas rajas.
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1.4.-58. Pirmais splétajs donis sadala kvadtu taisnsiriSos ar izrariem 1x2
ratipas. Pirma gajiena vinS ieldda dzintaru otraj ta taisnstirisa atina, kura tas
atrodas #kuma, bet [gc tam uz katru ofr sgelétaja gajienu atbild, ielbdot dzintaru @
taisnstiriSa otraj ratina, kura to ar savu iepriek$o gajienu ieldijis otrais spléetajs.

1.4.-59.Sadaisim ritinas pa priem. Ratinam, kuras ietilpst viempari, ir viens un tas
pats burts, piem.,api (a;a), (b;b), ..., (h;h), skat. 53z .

blc|d

fle

k|
fle 53.21m.

leverosim, ka nekda kvadita ar izneriem 2<2 ritinas nav divu vieidu burtu.
Otrais splétajs uzvags, ja katrreiz aizkisos fitipu ar idu pasu burtu, dds ir
1.sgElétaja nupat aizkesotap ritina.

Ly (O R R (O )

1.4.-60.Ja, var.

Ar pirmo ggjienu Jnis izswvtro skaitli 999 (vidjo pec lieluma). Tlak Janis donas
sadala neizstrotos skailus @ros (1, 1000), (2, 1001), (3, 1002), ..., (998979 Ja
Andris izsvtro kadu skaitli, dnis ar rakoSo gjienu izsvtro otru skaitli no @ pasa
para. Skaidrs, ka beig paliek neizsiroti divi viena fara skaiti, kuru starfba ir 999.

1.4.-61.a) Gadjuma, ja n-@ra skaitlis uzvar acgjs. VinS var izmantotadu pasu
stratgiju, kada apraksta 1.4.-58.uzdevuma rigijuma, un uzvagt.

b) Ja n- pra skaitlis sacgjs lieto &du pasu stragiju ka a)gadjuma un uzvar.

Ja_n- nepra skaitlis aif uzvar acgjs. VinS donas sadala taisnstos ar izngriem 1x2
Visu cEli, izpemot to sira ritinu, kurai blakus Zkuma atrodas figrina. Ja pieadisim,
ka otrais spelétajs nekad nevar ieiet Saj stiira ratina, tad acgjs uzvar, lietojot
tadu pasu stragiju ka ieprieks.

Izcelta apgalvojuma pareilau visvieghk saprast, izKisojot tinas Saha galga
kartiba. Redzam, ka otrais &gtajs vienner ieiet pregjas k@sas ftinas nel
apskaima sfira ritina.

1.4.-62.Paadisim, ka sple, pareizi spl¢jot, beidzas neiZdrti. Skaidrs, ka pietiek
pamdit: neiz&irtu var panakt otrais splétajs.

Otrais spléctajs dongs sadala visu plakni taisasiSos ar izrériem 1x2, ka paidits
54.2m. .
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Ja pirmais sgietajs ieraksta savuimi kada ritina R, otrais nekayjoties ieraksta
savu Imi taja riitina, kas ir viea taisnsiiriti  ar R.

Ta ka katra kvada@ta pilniba ietilpst viens dajuma taisngtritis, tad katd kvadiata,
kurs visgr tiks aizpildts pilriba, bas af vismaz viena o#r sgeletaja zime. Tapec vins
nezauds.

1.4.-63. lepriek®jo stratgiju tiexa veida nevar pielietot: var gatles, ka, rot
simetrisku celiu nupat naritajam, stniekam B rakas iet uz mju, kura patlaban
atrodas pirmais efieks A

(skat. 55.zm.)

A B

Otrais stnieks var uzvat, lietojot &idu stratgiju. Vins piekir visam 6 arejam
majam numurus no 1idiz 6 (skat. 56im.) un savai lietoSanai uz [xag uzaZme otru
regubru 8-stiri (skat.57.zm.).

55 fim.

1 A

. P
A . . B 6 - e B

O e * 2 5 e I ™ 1
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4 S03

56.27m. 57 £Im.

Ja pirmais &nieks notra kadu celpu 56.2m., otrais atuné celinu starp majam ar
tiem paSiem numuriem 57ra., atrod tam simetrisko celi 56.2m. un noira celipu
ar fadiem paSiem numuriem 57ma.. @pat otrais &nieks turpina ikoties ar talak.
Isuma var teikt, ka y& “at€lo” realo situaciju no 56.zm. uz 57.mm., taj lieto
simetrisko straigiju saskaa ar 1.4.-57.uzdevuma atrigjamu un So stragiju pec
tam “at€lo atpakd’ jeb “iemieso” dave- 56.2m.
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1.5. NODALA PAR KADU BIEZI SASTOPAMU K LUDU

Pec iepazSaras ar invariantu metodi skoi$ uzdeva matedtikas pulcha
dalibniekiem &du uzdevumu.

31.UZDEVUMS

Uz tfeles uzraksts skaitlis 1998. Ar vienuagenu tam var vai nu pieskait12, vai
atpemt 18. Vai, daudzkt izdarot sidus @jienus, var iegt skaitli 9987

Gandiz vienlaiagi roku paela Jnitis un Rteritis.

JANISA RISINAJUMS. Skuma dotais skaitlis ir pra skaitlis. Gan 12, gan 18iar
para skaiti. Para skaitlim pieskaitot vai naatatpemot f@ara skaitli, iedgist pra skaitli.
Tatad uz &feles visu laiku padisies tikai jara skaiti. Ari beigis iedgistamais skaitlis 998
ir para skaitlis. Rtad tovar iegit ar noaditajam darbibam.

PETERISA RISINAJUMS. Sikuma dotais skaitlis dak ar 3. Gan 12, gan 18 alaks
ar 3. Ja skaitlim, kas dal ar 3, pieskaita vai na anem skaitli, kas dak ar 3, tad atkal
legust skaitli, kas dak ar 3. Rtad uz #feles visu laiku padisies tikai &di skaifi, kas
daks ar trs. Bet beigs iedistamais skaitlis 998 ar 3 negl Tatad tonevar iegat ar
noraditajam darlibam.

Kur$ no tiem ir pareizs?

PeteriSa spriedums ir pareizs, bet dniSa spriedums ir adains.

Janitis sav risinajuma koncentgjas uzipadbu “bat para skaitlim”. Vin$ atamgjis, ka
& ipa3ba pienit gan visiem skaliem, kurus var iegf, gan ar skaitlim 998, par kura
iegiSanas iespam jautdts uzdevura. Tatad Jdinitis konstadjis, ka ar skalb parifiti
saistti aps\erumi netrauce skaila 998 iegSanai. Bet naoatvél neizriet, ka 998 iegsanai
netrau¢ neladi citi aps\erumi ! Gluzi otadi, ka to sad risinajuma atradis Rteritis,
dakhmiba ar 3 ir apssrums, kas pada, ka 998 ar utajiem gjieniem nav iegstams.

Situacija ir apneram &da pati, ldda rastos, jaadhitim un Rtertim buatu uzdots
noskaidrot, vai cetiu cauri dZzuniem no Mumbo ciema uz Tumbo ciemu neapdraud
nekadas briesmasaditis, kimiski analizjot gaisa sagtu, neKudigi noskaidro, ka ceaja
tuvuma nav neviena lauvas, un nd gecina, ka var droSi dotiesl@eTurprel Peteritis
koncentgjas uz jagaru mekESanu un konstat ka 10 metrus no cek gu vesela jagaru
saime. Kura ana secigjums ir pareizs, varat saprast pasi.

Tapec atcerieties!

JA IZDODAS ATRAST IPASIBU, KAS
1) PIEMIT SAKUM A DOTAJIEM LIELUMIEM,

2) IR INVARIANTA, T.I, SAGLAB AJAS, VEICOT PIELAUJAMAS
OPERACIJAS,

3) PIEMIT TIEM LIELUMIEM, KURIJ AIEGUST GALAREZULT ATA,

TAD NO TA VIEN VEI: NEVAR SECINAT, KA GALAREZULT ATA
VAJADZ IGOS LIELUMUS TIES AM VAR ES IEGUT.

Protams, nevajag krist @fiba un uzskat, ka visas %das sitlicijas prasto
galarezulitu patiesba nevar iegt. Apskatsim piengru.
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32.UZDEVUMS

Dots kubs, kura dixs pretjas virsotres ieraksiti vieninieki, bet préjas virsotres —
nulles. Viea gajiena atauts izraudzies jebkuru kuba i&utni un &is abos galos
pieraksftajiem skaifiem pieskait skaitli 1.

Vai eksisg tada gizjienu rija, pec kuras vigs virsotres ierakstti vienadi skaifi?

ATRISINAJUMS.

Izkrasojot kuba virsotnesakl5. uzdevuma atrisijluma un censoties veikadus pasSus
spriedumus, natkam pie &diem rezulitiem:

1) iekrasotaps un neiekdsotaps virsotres skaitu summas akunma ir vienadas sa¥

starg,

2) katra gjiena rezulita &s summas palielas par 1, atad joproim paliek vieradas,

3) situacija, kura piegast beidgis, §s summas airr vienadas.

Mes jau ziam: no augSmirgtajiem spriedumiem vien nedikst secirat, ka visus
skaitlus var padant vienadus! Tomér Soreiz arcitu spriedumu var padit, ka tas torer
ir izdarams.

Pienemsim, ka vieninieki akuma ir virsotrés F un D, bet cis virsotres ir nulles
(58.2m.).

F 3
E H
B / Z
A I 5E.zim.

Pieskaitot pa vieniniekankdutau EH, GC un AB galos, iégtam vajadigo.

Tatad gadijumos, ja mes zinam, ka kada ipadba pientt sakotngjiem lielumiem,
saglalmjas izpildamo dajienu rezultata un piemit ari beigas vajad4agajam
rezultatam, tad § informacija vien vel nelauj secirat, vai vajadzigais beigu rezulits
iegastams no gkotngjiem lielumiem, izpildot pielautos dijienus. Tados gadjumos
uzdevuma risimaSanai jamekle citi celi — varbit citi invarianti, varb at veids, ka iegat
vajadzigo galarezul&tu, u.t.t.
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