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IEVADS

Labdien!

Ar dazadu l€émumu pienemSanu un problému risinasanu sastopas jebkurs
cilvéks. Situaciju risinajumi biezi vien ir intuitivi, tacu ir situacijas, kad ar intuiciju
atrast ,,pareizo” atbildi ir griiti vai pat neiespgjami. TieSi l@mumu pienemsSana
neparedzetas situacijas biezi vien cilvékiem sagada pat bailes lielakoties tapéc, ka
sadas situacijas ir nepiecieSama problémas planveida risinasana, izvirzot mérki un soli
pa solim tam tuvojoties.

ST gramata ir rakstita ka darba ,26. — 33. Latvijas Atklatas Matematikas
Olimpiades 5. — 9. klasei” turpinajums. Arl te var@siet attistit informacijas
strukturéSanas un sakartoSanas sp&jas, pamatosanas un secinasanas prasmes, ka ari,
iespejams, apgiit dazadus veidus, ka skatities uz problému vai uzdevumu. ST gramata
paredzéta skolniekiem, kas gatavojas olimpiadém, skolotajiem, kas palidz
skolniekiem gatavoties, ka arl jebkuram citam cilvékam jebkura vecuma, kur§ ir
sapratis, ka attistit un pilnveidot Iémumu pienemsanas sp&jas nekad nav par vélu!

Gramata sastav no 3 nodalam. Pirmaja nodala ,,Uzdevumi” var€siet atrast
visus 9. — 12. klasu uzdevumus, kas piedavati 26. — 32. Latvijas Atklataja
Matematikas Olimpiade. Otraja nodala ,,Ieteikumi” ir atrodami 1si ieteikumi, ka risinat
konkréto uzdevumu. Lielakoties biis tikai viens ieteikums katram uzdevumam, bet,
protams, iesp&jami vairaki varianti, ka nonakt pie atrisindjuma, un dotais nav
jauzskata ne par pareizako, ne vieglako. TreSaja nodala ,,Atrisinajumi” ir apkopoti
visu uzdevumu precizi atrisingjumi. Lielakoties tiek piedavats viens atrisindjuma
variants katram uzdevumam, ta¢u katram uzdevumam iesp&jami vairaki pilnigi
atsSkirigi pareizi risinajumi, kas noved pie vienas un tas pasas atbildes.

Ja ve€laties glit no §is gramatas péc iesp€jas vairak un esat nolémis risinat
uzdevumus, mes iesakam vispirms méeginat katru uzdevumu atrisinat pasam un
izméginat visus iesp&jamos risinasanas veidus, ko varat iedomaties. Dazreiz pats
negaiditakais cel§ izradas pareizais! Ja atrisinat tomér neizdodas, varat izmantot
nodalu ,,Ieteikumi”, kur noradits, par ko padomat, lai varétu atrisinadjumu ieraudzit.
Kad esat uzdevumu atrisindjis vai arT tas nav izdevies pat ar ieteikumu palidzibu, varat
skatities atrisindjumos. Uzdevumu atrisinajumi ir struktur@ti ta, lai vispirms varétu

apskatities atbildi un salidzinat, vai iznakums sakrit (ja gadijuma ta nav — vél ir



iesp€ja pasam méginat atrast kltidu un izlabot to), un tad iepazities ar pilnu uzdevuma
atrisinajumu.

Olimpiazu uzdevumu risinaSana ir viens no veidiem ka attistit un pilnveidot
savas sp&jas sarezgitas ikdienas situacijas pienemt Istos lémumus! Lai veicas!

Mgs sirsnigi pateicamies Latvijas Universitatei par atbalstu §1 darba izstrade,
ka ar1 Biznesa augstskolai ,, Turiba” un 1pasi A. Baumana kungam par solidaritati

miisu kop€ja darba jaunas paaudzes veidosana.

Autori

Riga, 2008. gada 7. maija



UZDEVUMI

Latvijas 26. atklata matematikas olimpiade

9.klase

26.9.1. Atrisinat vienadojumu sistemu

x*+y=1

{x +y’ =1 .
26.9.2. Dots, ka k - naturals skaitlis. Pieradit:
a) ja k=m+2mn+n, kur m un n - naturali skaitli, tad 2k+1 nav pirmskaitlis,
b) ja 2k+1 nav pirmskaitlis, tad eksist€ tadi naturali skaitli m un n, ka k=m-+2mn-+n.
26.9.3. Punkts M ir paralelograma ABCD malas AD viduspunkts. Punkts K ir ta
perpendikula pamats, kas no B novilkts pret taisni CM. Pieradit, ka AB=AK.
26.9.4. Uz ripka linijjas atzim&ti n punkti, n>3. Pakapeniski novelk pa vienam
nogrieznim, kas savieno divus no dotajiem punktiem, pie tam neviens no jauna
novilkts nogrieznis nekrusto nevienu no iepriek$gjiem. Pirmo novilkto nogriezni kraso
baltu, otro - sarkanu, treSo - baltu, ceturto - sarkanu, utt. Nogrieznus turpina vilkt,
kamer vien tas iesp€&jams; vilkSanas seciba var bit patvaliga. Kada krasa biis pedgjais
novilktais nogrieznis?
26.9.5. Vairakas kaudzeés kopa ir n konfektes. Ar vienu gajienu atlauts izvél&ties
jebkuras 2 kaudzes un no lielakas parlikt mazakaja tik konfeksu, cik mazakaja jau ir
(vai apvienot abas kaudzes viena kaudzg, ja tajas ir vienadi konfekSu daudzumi). Vai
taisniba, ka konfektes var apvienot visas viena kaudz€ neatkarigi no to sakotngja

sadalijuma, ja a) n=64, b) n=100?

10.klase

26.10.1. Dots, ka x* +y*> =1, x un y — pozitivi skaitli. Kadas vértibas var pienemt
reizinajums xy ?

26.10.2. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu

(X2 +x+1)° +(x* -2x-2)’ =(2x*> —-x - 1)°.



26.10.3. Trijstirt ABC novilkta bisektrise BD. Trijstirim BDC apvilkta rinka Iinija
krusto malu AB punkta E, bet trijstirim ABD apvilkta rinka Iinija krusto malu BC
punkta F. Pieradit, ka AE=CF.

26.10.4. Uz tafeles uzrakstiti 1999 naturali skaitli (starp tiem var bt arT vienadi). Ar
vienu gajienu atlauts nodzest divus skaitlus un to vieta uzrakstit nodz€sto skaitlu
lielako kopigo dalitaju un mazako kopigo dalamo. Pieradit: izdarot $adus gajienus
pietiekami ilgi, uz tafeles uzrakstitie skaitli kadreiz parstas maintities.

26.10.5. Janis uzrakstijis naturalus skaitlus no 1 Iidz 20 (katru vienu reizi) rinda kaut
kada kartiba; Andris So kartibu nezina. Ar vienu gajienu Andris var nosaukt jebkurus
10 skaitlus, un Janis vinam pasacis, kada seciba Sie 10 skaitli atrodas rinda. Izdomajiet
panémienu, kas lauj Andrim atrast Jana uzrakstito virkni, izmantojot iesp&jami maz
jautajumu. Nav japierada, ka jlisu atrastais jautdjumu skaits ir vismazakais

iesp€jamais.

11.klase

26.11.1. Doti sviras svari bez atsvariem un seSas péc aréja izskata vienadas mongétas;
to masas visas ir dazadas. Andris norada Janim uz divam monétam. Izdomajiet
panémienu, kas Janim ar iesp€ami mazu svérSanu skaitu lauj noskaidrot, vai §is
mongtas atrastos blakus, ja visas seSas monétas saliktu rinda masu pieaugSanas seciba.
Nav japierada, ka Jusu atrastais svérSanu daudzums ir mazakais iesp&jamais.

26.11.2. Smaragda pilsétas armija ir n karaviri. Cik dazados veidos var sarikot
paaugstinaSanu dienesta pakape un ordena pieskirSanu, ja jaievéro divi nosacijumi:

a) katru, kas sanem ordeni, paaugstina ar1 dienesta pakapg,

b) ir tadi karaviri, kurus dienesta pakapé gan paaugstina, bet ordeni vini nesanem,

c) drikst but ar1 tadi karaviri, kas nesanem neko.

26.11.3. Dots, ka x* +y* +z° =t>, kur X, y, z, t - naturali skaitli. Cik no skaitliem x;
y; z; t var but para skaitli?

26.11.4. Dots, ka A /A,A;...A — regulars n—sturis. Ta virsotn&s atbilstosi dzivo

skudras S,,S,,S; ...,S,. Kadu ritu skudra S, sastadija planu, kada seciba vina

-
apmekl@s visas pargjas skudras, katru vienu reizi; pienemsim, ka §1 seciba bija

S,»S;,,S,, ..., S; . Sastadijusi planu, S, nekavgjoties saka rapot virsotnes A;

112 "1y

virziena.



Norapojusi puscelu, vina pardomaja, pagriezas un saka rapot virsotnes A, virziena.
Norapojusi tredalu cela, vina pagriezas un saka rapot virsotnes A, , virziena.
Norapojusi ceturtdalu cela, vina pagriezas un saka rapot virsotnes A, , virziena, utt.

Kur atradisies skudra S; péc tam, kad ta biis pedg€jo reizi mainijusi savas domas un

.1 : .
norapojusi — attaluma Iidz virsotnei A; ?
n "

26.11.5. Dots, ka atb+c+d=0un a> +b* +c¢* +d°* =1.

Pieradit,ka —1<ab+bc+cd+da<0.

12.klase

26.12.1. Cik atrisinajumu realos skait]os ir vienadojumam x* + x> -1=07?

26.12.2. Funkcija f(x) defingta visiem realiem x un pienem realas vertibas. Zinams, ka
vienlaicigi izpildas sekojosas divas 1pasibas:

a) visiem realiem x pastav nevienadiba f(x)<x;

b) visiem realiem x un y pastav nevienadiba f(x +y) < f(x) +f(y).

Atrast visas $adas funkcijas f un pieradit, ka citu bez atrastajam nav.

26.12.3. Vai var telpa novietot 5 punktus ta, lai vienlaicigi izpilditos $adas 1paSibas:
a) nekadi 4 no tiem neatrodas viena plakng,

b) visi attalumi starp tiem ir dazadi,

¢) visam 5 posmu slégtam lauztam Iinijam, kuru virsotnes ir Sie 5 punkti, garumi sava
starpa vienadi?

26.12.4. Katram naturdlam skaitlim no 11idz 2" atrodam lielako nepara skaitli, ar kuru
tas dalas. Atrodiet So lielako nepara dalitaju summu!

26.12.5. Koordinatu plakné punktos ar veselam koordinatam atrodas 4 figurinas. Ar
vienu gajienu var izvel&ties tris figiirinas A, B, C un parbidit figiirinu A par nogriezni,
kas vienads un paraléls ar BC.

Andris norada uz divam figtrinam. Pieradit, ka ar sadu gajienu palidzibu noraditas 2

figiirinas var sabidit viena punkta.



Latvijas 27. atklata matematikas olimpiade

9. klase

27.9.1. Atrisinat vienadojumu sistému:
x*+y=1
x+y> =1
27.9.2. Vai a) skaitli 2, b) skaitli é var izsacit ka Cetriem dazadiem naturalu skaitlu

kvadratiem apgriezto lielumu summu?

27.9.3. Caur taisnlenka trijsttirT ievilktas rinka Iinijas centru novilktas taisnes paral€li
ta malam. Sis taisnes sadala katru no trijstira malam tris nogrieznos. Pieradit, ka
hipotentizas vid€ja nogriezna garums vienads ar kateSu vid€jo nogrieznu garumu
summu.

27.9.4. Apskatam pirmos n naturalos skaitlus. No tiem jaizv€las divus ta, lai to
reizindjums biitu vienads ar visu pargjo skaitlu summu. Vai tas ir iesp&jams, ja a)
n=10, b) n=15?

27.9.5. Karnevala zal@ katras divas lampas savienotas ar baltu vai sarkanu vitni (tikai
vienu!). Pieradit, ka zirneklitis var izv€l&ties vienu no §Tm krasam ta, ka, rapojot tikai
pa izvelétas krasas vitném, vin$ var noklit no jebkuras lampas uz jebkuru citu, pa

celam apmeklgjot augstakais 3 no pargjam lampam.

10.klase

27.10.1. Dots, ka X + y2 =1 , X2 0 yn Y~ O. Kadas vértibas var piepemt
reizinadjums XY ?

27.10.2. Divu pirmskaitlu starpiba ir 100. Uzrakstot pirmo gala otrajam, atkal iegiist
pirmskaitli. Atrast Sos pirmskaitlus un pieradit, ka citu bez Jiisu atrastajiem nav.
27.10.3. Saurlenku trijstarim ABC apvilkta ripka Iinija. Punkts D atrodas uz rinka
Itnijas ta loka BC, kas nesatur A (D nesakrit ne ar B, ne ar C). Punkts E ir simetrisks
punktam D attieciba pret BC; punkts M ir AE viduspunkts.

Pieradit, ka M atrodas uz tas rinka linijas, kas iet caur trijstira ABC malu

viduspunktiem.



27.10.4. Kvadrats sastavéja no NxXn kvadratiskam riitipam. Ta Cetras stiira riitinas
(katru sava stiirT) izgrieza. AtlikuSo dalu jasagriez figiiras, kas visas vienadas ar 1.

Zim. att€loto. Vai to var izdarft, ja

a)n =6,
pyn=7, | ]
c)n=289 1. Zim&jums

27.10.5. Kvadrats sastav no 8% 8 vienadam kvadratiskam rutinam. To centrus savieno
sleégta lauzta linija, kuras posmi paraléli kvadrata malam; linijas virsotnes atrodas tikai
ritinu centros, un ta iet caur katras riitinas centru tiesi vienu reizi.

a) Uzzimét Sadu liniju ar iesp&jami daudzam virsotném,

b) pieradit, ka tadai linijai ir ne vairak ka 60 virsotnes,

c) pieradit, ka tadai Itnijai ir ne vairak ka 56 virsotnes.

11.klase

2,2, 2 .2
27.11.1. Dots, ka X TY 2 = t , kur Y- % U naturali skaitli. Cik no skaitliem

X, ¥, Z, U var bit para skaitli?

27.11.2. Paralelograma ABCD iekSpusé atrodas punkts M. Ir zinams, ka
ZAMB + ZCMD =180°  pjeradit, ka £CBM = ZCDM

27.11.3. Izlickta n-stira “182--Aa iek$&ju punktu P sauc par 1pasu, ja stari

AP, AGP, o AP usto dazadas n-stiira malas to iekSgjos punktos.

Pieradit:
a) izliekta 2000-stiirT nav neviena Ipasa punkta,

b) eksisté 9-stiris, kura nav neviena 1pasa punkta.

27.11.4. Funkcijas f(x) argumenti un veértibas ir naturali skaitli. Katram naturalam x

izpildas vienadiba f(F(x))+f(x)=2x_

Atrast visas $adas funkcijas f(x) un pieradit, ka citu bez atrastajam nav.

n-1
(n + 2)'2 =2 Komandas (n — naturals skaitlis,

27.11.5. Volejbola turnira piedalas
n>1) katra ar katru citu spélé tiesi vienu reizi (neizskirtu nav). Pieradit, ka péc
turnira beigam var izveleties ne vairak ka n no $§tm komandam ta, ka katra no pargjam

zaudgjusi vismaz vienai no izvel&tajam.

10



12.klase
27.12.1. Cik atrisinajumu realos skaitlos ir vienadojumam
x*+x>=1=09
27.12.2. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
(2a+b)-(2b+a)=2°
27.12.3. Trijstiira piramidas skautnu garumi ir 17, 18, 19, 20, 21, 23. Vai eksistg lode,
kas pieskaras visam tas Skautném?
27.12.4. Rinkt ar radiusu 1 atrodas 2000 punkti. Novilkti visi iesp&jamie nogriezni,

katrs no kuriem savieno kaut kadus divus no dotajiem 2000 punktiem. Kads lielakais

skaits So nogrieznu var biit garaki par \/g ?
27.12.5. Naturalu skaitlu virkni sauc par F-virkni, ja ta ir augoSa, bezgaliga un katrs
tas loceklis, sakot ar treso, vienads ar abu iepriek$gjo loceklu summu. Vai eksiste

a) galigs daudzums,

b) bezgaligs daudzums

F-virknu ar 1pasibu: katrs naturals skaitlis pieder tiesi vienai no tam?

11



Latvijas 28. atklata matematikas olimpiade

9. klase

28.9.1. Atrisinat vienadojumu sistemu

x*+y=1
{x +y =1
28.9.2. Pieradit: katru izliektu Cetrstiiri var sagriezt 5 dalas, no kuram iespg&jams
izveidot divus paralelogramus ta, ka nekadas divas dalas neparklajas.
28.9.3. Vai eksiste Cetrstiiris ar Ipasibu: jebkuru ta virsotni var parvietot uz citu vietu
(pargjo 3 virsotnu stavokli nemainot) ta, ka jauniegitais Cetrstiiris vienads ar
sakotngjo?
28.9.4. Dots, ka x, y, z - naturali skaitli un katrs no skaitliem xy-z, xz-y un yz-x dalas
ar 3. Pieradiet, ka x*+y*+z* dalas ar 3.
28.9.5. Matematikas pulcina piedalas 8 skoléni. Uz majam tika uzdoti 8 uzdevumi
(visiem skol€niem vieni un tie pa$i.) Ir zinams: katru uzdevumu atrisinaja tiesi 5
skoléni. Pieradit, ka var izvel&ties 2 skolénus ta, ka katru uzdevumu atrisinajis vismaz

viens no viniem abiem.

10. klase

28.10.1 Dots, ka x> +y? =1, x >0 un y > 0. Kadas
veértibas var pienemt reizinajums xy?

28.10.2. Piecstaru zvaigzne izveidota no 5 taisnes
nogriezniem, kas krustojas (skat. 2. zim.). Pieradit, ka
AB-CD-EF-GH-IK =BC-DE-FG-HI- KA.
28.10.3. Kads ir mazakais pirmskaitlis p, kuram nevar

atrast tadus nenegativus veselus skaitlus x un y, ka

p=[2 -3

28.10.4. Doti n kvadrati ar izmériem 2x2 un n

2. ZIm&jums

taisnstliri ar izmériem 1x4. Izmantojot tos visus,

jasaliek divas vienadas plaknes figiiras ta, ka gabali neparklajas. Vai to var izdarft, ja

12



a) n=2000,

b) n=2001?

28.10.5. Volejbola svétkos piedalas 24 komandas. Pirmo triju dienu laika tika
izspeletas 18 spéles, pie tam katra komanda piedalijas vismaz viena no tam.

Pieradit, ka starp izsp€létajam spélem var izv€leties tadas seSas, kuras kopa

piedalijusas 12 dazadas komandas.

11. klase

28.11.1. Apzimésim f(x)=ax’ +bx+c. Ir zinams, ka f(1) <0;f(2)>2;f(3) < 4.
Vai skaitlis a ir pozitivs, negativs vai 0?

28.11.2. Paralelograma ABCD iekSpusé atrodas punkts M. Ir zinams, ka
ZAMB + ZCMD =180°. Pieradit, ka ZCBM = ZCDM .

28.11.3. Skait]u virknes elementi ir naturali skaitli. Pirmo elementu izvélas patvaligi,
bet katrs nakosSais elements ir vienads ar ieprieks€ja elementa naturalo dalitaju skaitu.

(Piem@ram, ja virknes pirmais elements ir 14, tad virkne ir 14; 4; 3; 2; 2; 2; ...).

Kads var but virknes pirmais elements, ja neviens tas elements nav naturala skaitla
kvadrats?

28.11.4. Dots, ka nenegativu skaitlu x,,x,,...,x, summa ir 1. Atrast izteiksmes

n
xfx2 + xgx3 +...+ xi_lxrl + xix1 lielako iesp&jamo vertibu, jaa) n=2,b) n=3.
28.11.5. Pa apli novietoti n trauki, katra no tiem ir k mon&tas (n un k - naturali skaitli).
Iznemam no viena trauka visas mon€tas un pa vienai lieckam tas péc kartas traukos,
kas ir nakoSie pulkstena raditaja kustibas virziena. Kad visas monétas ieliktas,
atkartojam So procesu, iznemot visas monétas no trauka, kura ielikam p&d€jo monétu.
Lidzigi turpinam uz prieksu.

Pieradit, ka agri vai vélu visas monétas vienlaicigi atradisies viena trauka.

12. Kklase

28.12.1. Dots, ka 0 < x <. Pieradit, ka cos(sinx) > cosX.

28.12.2. Atrisinat naturalos skait]los vienadojumu (2a + b)(2b +a) = 2°.
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28.12.3. Aplikojam skaitlus l; l; l; - L; L un aprékinam to
2 3 4 2000 2001

reizinajumus pa 2, pa 4; pa 6; ...; pa 1998; pa 2000. Atrodiet visu $o reizinajumu

summu.

28.12.4. Izlicktam daudzskaldnim ir 100 Skautnes. Kadu lielako Skautnu skaitu var
krustot viena plakne? (Plakne krusto nogriezni, ja nogriezna galapunkti atrodas
dazadas puses plaknei.)
28.12.5. Rinda uzrakstiti 10 veseli skaitli. Zem katra no tiem uzraksta jaunu skaitli
saskana ar $adu likumu: zem skaitla x raksta to sakotngjas rindas skaitlu skaitu, kas
uzrakstiti pa labi no x un ir lielaki par x. Tadgjadi iegtist otru skaitlu rindu, kas ari
sastav no 10 veseliem skaitliem. Piem&ram,

3 4 8 4 3 6 5 2 1 1

5 3 0 2 2 0 0 0 0 0
Lidziga veida no otras rindas iegiist treSo, no tresas - ceturto, utt.
a) pieradit, ka agri vai velu iegiisim rindu, kas sastav tikai no nullém,
b) sauksim rindu par labu, ja taja vismaz 1 skaitlis nav 0. Kads ir lielakais

iesp&jamais labu rindu skaits?
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Latvijas 29. atklata matematikas olimpiade

9. klase

29.9.1. Dots, ka q,q, <0. Pieradit, ka vismaz vienam no vienadojumiem

x* +p,x+q, =0 un x* +p,x +q, =0 ir divas dazadas saknes.

29.9.2. Pieradit, ka katru trijstiiri var sagriezt 5 vienadsanu trijstiiros.

29.9.3. Dots, ka x, y, z - naturali skaitli un katrs no skaitliem xy-z, xz-y un yz-x dalas
ar 3. Pieradit, ka x*> +y” +z” dalas ar 3.

29.9.4. Pieciem vienadiem kubiem katram uz vienas skaldnes uzrakstits burts A. Kubi
sakotn€ji novietoti uz lidzena galda ta, ka paradits 3. zim. (skats no augsas). Kubus
var parvietot, vienigi parvelot pari kadai no Skautném, ar kuram tie pieskaras galda
virsmai. P&c vairakam parvelSanam kubi iegem tadu stavokli, kads paradits 4. zim.
(nogriezni XY un UV ir paraléli sava starpa). Kura vieta $aja rinda atrodas tas kubs,

kas sakuma atradas centra?

A
X
A A I :ml A I Al A
x T U i
3. Zim&jums 4. ZIm&jums
29.9.5. Ap apalu galdu séz n rukisi, kam p&c kartas pieskirti numuri 1; 2; ...; n.

Sakuma pirmajam rukitim ir par vienu dalderi vairak neka otrajam, otrajam - par
vienu dalderi vairak neka treSajam, ..., (n-1)-am - par vienu dalderi vairak neka n-
tajam; katram ir vismaz viens dalderis.

Pirmais rukitis iedod 1 dalderi otrajam. P&c tam otrais iedod 2 dalderus treSajam. Péc
tam treSais iedod 3 dalderus ceturtajam utt. (Katra nakosaja reize tiek dots par vienu
dalderi vairak neka ieprieks$€ja.) Ta turpina, kamér iesp&jams (varbiit "aprinkojot"
galdu vairak neka vienu reizi). Kad process beidzas, izradijas, ka vienam no rukiSiem
bija tiesi 6 reizes vairak naudas neka vienam no vina kaiminiem. Cik bija riikiSu un

cik naudas sakuma viniem bija? (Dalderi sikak nedalas.)
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10. klase

29.10.1. Vai noteikti x +l > y+l,ja
X y

a) x>y>0,

b) x>y>1?

29.10.2. Volejbola svetkos piedalas 36 komandas. Dazu pirmo dienu laika tika
izspéletas 24 spéles, pie tam katra komanda piedalijas vismaz viena no tam.

Pieradit, ka starp izsp€létajam sp&lém var izvéléties 12 tadas, kuras kopa piedalijusas
24 dazadas komandas.

29.10.3. Katrs naturals skaitlis nokrasots viena krasa. Ir zinams: ja divu naturalu
skaitlu starpiba ir pirmskaitlis, tad tie ir nokrasoti dazadas krasas. Kads ir mazakais
iesp&jamais krasu skaits?

29.10.4. Trijstur1 ABC dots, ka ZABC =60°. Uz malas AB nemts punkts M un uz
malas BC nemts punkts N ta, ka AM=MN=NC (ne M, ne N nav AABC virsotne.)
Pieradit, ka AN un CM krustojas AABC apvilktas rinka linijas centra.

29.10.5. Ja uz tafeles uzrakstiti polinomi f un g, tad tur drikst uzrakstit art polinomus

f+g, f—g un f-g Vaivariegit uz tafeles polinomu x, ja sakotngji uzrakstiti
a) x°+xunx’+2,
b) 2x* + x un 2x,

¢) x> +xunx’—-2?

11. klase
29.11.1. Kads mazakais daudzums no skaitliem a, b, ¢, d var bit 0, ja zinams, ka
a(bc+cd+bd)=b(ac+ad —cd) =c(ad+ab—-bd)=d(ab+ac—bc)=0?

29.11.2. Dots, ka nenegativu skaitli x,x,,X;,...,X, summa ir 1. Atrast izteiksmes
XiX, +X3X; +...+ X, X, +X.x, lielako iespgjamo vertibu, ja a) n=2, b) n=3.
29.11.3. Zinams, ka naturals skaitlis n dalas ar pirmskaitli p un p > Jn . Pieradit, ka

ne n—1,nen’ —1 nav divu tadu naturalu skaitlu reizinajums, kuru starpiba ir 2.

29.11.4. Dots, ka ABCDEF ir rinkt ievilkts regulars seSstiiris, bet P — patvaligs §1
rinka iek$gjs punkts. Novilkti nogriezni PA, PB, ..., PF. Pieradit, ka rinka dalu PAB,
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PCD un PEF laukumu summa vienada ar rinka dalu PBC, PDE un PFA laukumu
summu (katru daJu norobezo viens loks un divi nogriezni).

29.11.5. Pasaku meza dzivojoSie rukisi nodibinajusi 2002 zinatniskas biedribas. Katra
biedriba ir tiesi 40 rukisi. Katram divam biedribam var atrast tiesi vienu (ne vairak un
ne mazak) rikiti, kas ir abu So biedribu biedrs. Pieradit, ka ir tads rukitis, kurs ir visu

2002 biedribu biedrs.

12. Kklase

29.12.1. Pieradit, ka [sin’x + cos*x| < 1 visiem realiem x.

1 - C
——, — un aprékinam to reizinajumus

29.12.2. Aplikojam skaitlus l, l, l, oo ,
2 3 4 100 101

pa2,pad,pab, ..., pa98, pa100. Atrodiet visu So reizinajumu summu.

29.12.3. Uz trijstuira ABC malam AB un BC ka uz pamatiem arpus AABC konstruéti
vienadsanu trijstiri AMB un BNC (AM=MB un BN=NC). Zinams, ka
ZAMB+ ZBNC =180° un K ir malas AC viduspunkts. Pieradit, ka Z/MKN =90°.
29.12.4. Skaitlu virkni a,,a,,a,,..., veido sekojosi: a, =0;a, =1; pie n > 2 skaitli
a, legist, pierakstot skaitlim a_, pa labi gala skaitli a,_,. (Pieméram, a, =10,
a, =101,a, =10110 utt.) Kadiem n skaitlis a, dalas ar 11?

29.12.5. Plakné atziméti n punkti, n > 2. Lielakais attalums starp diviem no tiem ir

M, mazakais attalums starp diviem no tiem ir m. Pieradit, ka — > g(\/ﬁ - 1).
m
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Latvijas 30. atklata matematikas olimpiade

9. klase

30.9.1. Dots, ka q,q,q; <0. Pieradiet, ka vismaz vienam no vienadojumiem
x> +px+q,=0, x> +p,x+q, =0 un x* +p,x+q, =0 ir divas dazadas saknes.
30.9.2. Kvadrats sastav no 4 x4 riitinam. Vai var tajas ierakstit naturalus skaitlus no 1
lidz 16 (katra rutina — citu skaitli) ta, lai skaitlu summas visas rindas un kolonnas butu

dazadas un visas dalitos ar a) 4, b) 8?

30.9.3. Noskaidrot, kadiem dazadiem pirmskaitliem p,,p,,...,p, pastdv IpaSiba:

p.p,P;---p, dalasar (p, =1)(p, =1...(p, = D).

30.9.4. Trijsturt ABC ievilkta rinka centrs ir 1. Dots, ka CA+AI=CB. Pieradit, ka
/BAC=2/CBA.

30.9.5. Uz galda atrodas k konfektes. Andris un Juris pamiSus izdara gajienus: Andris
— pirmo, treso, piekto, ..., Juris — otro, ceturto, sesto, ... . Ar n-to gajienu (n=1, 2, 3, ...)
jaaped vismaz viena, bet ne vairak par n konfektém. Tas, kur§ aped pe&d&jo konfekti,
uzvar.

Kurs no zéniem uzvar, pareizi spélgjot, ja a) k=8, b) k=64?

10. Klase

30.10.1. Vai noteikti x +i > y+i ,ja
X y

a) x>y>0,b) x>y>2?

30.10.2. Uz trijstura ABC malam AC un AB nemti attiecigi punkti M un N. Taisne t
dala uz pusém trijstiira ar&jos lenkus pie virsotnes A. Rinka linijas, kas apvilktas ap
AABM un AACN, krusto taisni t attiecigi punktos K un L. Pieradiet, ka trijsturi

KBM un LCN ir vienadsanu un Iidzigi sava starpa.

30.10.3. Dots, ka n — vesels pozitivs skaitlis un skaitli 2n+1 un 3n+1 ir veselu skaitlu

kvadrati.

a) atrodiet kaut vienu tadu n,

b) vai 5n+3 var but pirmskaitlis?
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30.10.4. Rinda ir 12 kréslu; uz katra no tiem s€z pa skolénam. Skol€niem vienu reizi
atlauts piecelties un apsésties cita kartiba, pie tam katrs drikst aps€sties vai nu
ieprieksgja vieta, vai tiesi blakus iepriek$&jai vietai.

Cik dazadi skolénu izvietojumi iesp&jami pec parkartosanas?

30.10.5. Ap apalu galdu kaut kada kartiba apsézas m votivapas un n S$illiSallas (gan
vieni, gan otri ir rikisi). Kadam m un n vértibam noteikti var atrast rukiti, kam gan pa

labi, gan pa kreisi blakus s€z §illisalla? ( Piepemam, ka m+n > 3).

11. klase

30.11.1. Dots, ka x, y, z — reali skaitli un

‘x+y—z‘+‘x—y+z‘+‘—x+y+z =2003.

Kada ir lielaka iesp&jama z vertiba?

30.11.2. No punkta A ripka Iinijai w novilktas pieskares AX un AY (X un Y —

pieskarSanas punkti). Punktam Y diametrali pret€jais punkts ir Z. Punkts B pieder

nogrieznim YZ un XB L YZ.

Pieradiet, ka taisne AZ dala nogriezni XB uz pusém.

30.11.3. Vai eksisté tads naturals skaitlis n, ka 6" —1 dalas ar 4" —17?

30.11.4. Kada kluba ir 8 biedri. Vai var nodibinat vairakas komisijas ta, lai vienlaicigi
izpilditos divas prasibas:

a) katra komisija ir tiesi 4 biedri,

b) katri 3 no astoniem kluba biedriem ir kopa tiesi viena komisija?

30.11.5. Volejbola turnira piedalas (n+2)-2"'-2 komandas ( n — naturdls skaitlis ),
katra ar katru citu spele tiesi vienu reizi ( neizSkirtu nav ). Pieradit: péc turnira beigadm
var izvéleties n no §STm komandam ta, ka katra no paréjam zaud€jusi vismaz vienai no

izv€letajam n.
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12. klase

30.12.1. Pieradit: AABC visu lenku kosinusi ir racionali skait]i tad un tikai tad, ja
AABC Iidzigs tadam trijstirim, kura visu malu garumi izsakas ar veselu skaitu

centimetru.

30.12.2. Vai eksiste tads vesels pozitivs skaitlis n, ka skaitlim n?

ir tikpat daudz
naturalu dalitaju, kas dod atlikumu 1, dalot ar 3, cik naturalu dalitaju, kas dod

atlikumu 2, dalot ar 3?

30.12.3. Uz trijstira ABC malam AB un BC ka uz pamatiem arpus AABC konstruéti
vienadsanu trijstiri AMB un BNC (AM=MB un BN=NC). Zinams, ka

ZAMB + ZBNC =180° un K ir malas AC viduspunkts. Pieradit, ka Z/MKN =90°.

30.12.4. Atrisinat vienadojumu sistému ar 5 mainigajiem x+y=2z>, y+z=u’,

z+u=v>, u+v=x>, v+x =y’ pozitivos skaitlos.

30.12.5. Kvadrats sastav no 5x5 rutipam. Spélétaji A un B pamiSus raksta tukSajas
rutinas skaitlus (sak A): A — vieninieku, B — nulli. A mérkis ir panakt, lai péc tam,
kad visas ritinas aizpilditas, varétu atrast 3x 3 ratinu kvadratu ar iesp&jami lielu taja

ierakstito skaitlu summu S; B cenSas vinam traucét.

Kadu lielako summu S var sasniegt spelétajs A?
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Latvijas 31. atklata matematikas olimpiade

9. klase

31.9.1. Dots, ka vienadojumam 2x”+(p;+p2)x+(gi+¢2)=0 eksisté atrisindjums.
Pieradit, ka vismaz vienam no vienadojumiem x2+p1x+q1=0 un x2+p2x+qz=0 ari
eksist€ atrisinajums.

31.9.2. Dots, ka a un b — naturali skaitli un a+b ir nepara skaitlis. Zinams, ka katra
skaitlu ass punkta ar veselu koordinati dzivo pa rikitim: dazos punktos — votivapas,
pargjos — SilliSallas. Pieradit, ka eksisté tadi divi vienas cilts rikisi, attalums starp
kuriem ir vai nu a, vai b.

31.9.3. Dots, ka ABCD — kvadrats, bet w — rinka Iinija, kas iet caur A un B; punkti C
un D atrodas w iekSpusé. Stari BD un BC krusto w attiecigi punktos E un F.
Apzim&jam CF viduspunktu ar M. Pieradit, ka EM L BC.

31.9.4. Dots, ka n — naturals skaitlis. Katrs no 2n+1 rukiSiem Lieldienas vienu reizi
ieradas pie Sniegbaltites un kadu laiku tur uzturgjas. Ja divi rikisi vienlaikus bija pie
Sniegbaltites, tad vini tur satikas. Zinams, ka katrs riikitis pie Sniegbaltites satika
vismaz n citus rukisus.

Pieradit: ir tads rukaitis, kas pie Sniegbaltites satika visus 2n citus rakisus.

31.9.5. Kvadrats sastav no nxn ratinam. Katra riitina jaieraksta viens no skaitliem

—1;0; 1 ta, lai n rindas un n kolonnas ierakstito skaitlu summas visas biitu dazadas.

Vai to var izdarit, ja a) n=4; b) n=5?

10. klase

31.10.1. Atrast mazako pozitivo skaitli a, kam piemit Tpasiba:

jax>y>a,tad x* —2x > y? —2y.

31.10.2. Pusrinka linijas diametrs ir AB. Uz pusrinka Iinijas nemti divi punkti M un
N, kas nesakrit ne ar A, ne ar B. Stari AM un BN krustojas punkta O.

Pieradit: ap AMNO apvilktas ripka linijjas garums atkarigs tikai no hordas MN
garuma, nevis no tas novietojuma.

31.10.3. Dots, ka n — naturals skaitlis.

a) pieradit, ka \/n” + 117+ 30 nav naturals skaitlis,

b) atrast §1 skaitla pirmo ciparu aiz komata atkariba no n.
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31.10.4. Tenisa turnira piedalijas profesionali un amatieri; katrs ar katru citu spélgja
tieSi vienu reizi. Profesionalu bija par 9 vairak neka amatieru, un vini visi kopa
izcinija 9 reizes vairak uzvaru neka visi amatieri kopa. Kads ir lielakais iesp&amais
uzvaru skaits, ko §ada turnira vargja izcinit kads amatieris? Tenisa neizskirtu nav.

31.10.5. Vai, izmantojot tikai 3 dazadus ciparus, var uzrakstit 16 trisciparu skaitlus,

kas visi dod dazadus atlikumus, dalot ar 16?

11. klase

31.11.1. Vai eksisté tads naturals skaitlis n, ka 2004" —1 dalas ar 1500" —1°?

31.11.2. Kvadrats ABCD sastav no 4 x4 vienadam kvadratiskam rttinam. Katra
riitind novelk vienu diagonali un vienu no iegiitajiem trijstiiriem nokraso baltu, otru —
melnu. Nekadiem diviem vienadi nokrasotiem trijstiiriem nedrikst but kopiga mala.
Cik dazadi kvadrata krasojumi iesp&jami?

31.11.3. Vienadsanu trapecé ABCD zinams, ka AB=BC=CD un BC < AD; diagonalu
krustpunkts ir O. Pieradit, ka nogrieznu AO un BC viduspunkti, ka ar1 virsotnes C un
D atrodas uz vienas rinka Iinijas.

31.11.4. Dots, ka a un b — pozitivi skaitli. Pieradit, ka a® -b° > a’b®.

31.11.5. Komisija darbojas 25 deputati, dazi no tiem draudzgjas (ja A draudzgjas ar B,
tad arT B draudzgjas ar A). Katram deputatam ir tieSi n draugi. Ja kadi divi deputati
(apzimesim tos ar X un Y) nedraudz€jas sava starpa, tad noteikti eksisté tads deputats,
kas draudzgjas gan ar X, gan ar Y.

Kada ir mazaka iesp&jama n vertiba?

12. Kklase

31.12.1. Dots, ka n — onaturals skaitlis, n>1. Vai izteiksmi

(x“ X" x A l)z —x" noteikti var izsacit ka divu polinomu reizinajumu ta, lai

neviens no Siem polinomiem nebiitu konstante un visi abu polinomu koeficienti biitu
veseli skait]i?

31.12.2. Kvadrati ABCD un A ;B,C,D, atrodas paralélas plaknés; abiem virsotnes

uzraditas pulkstena raditaja kustibas virziena. Pieradit, ka AA} + CC{ = BB + DD;.
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31.12.3. Funkcijai f(n) gan argumenti, gan veértibas ir naturali skaitli, un katriem

diviem naturaliem skaitliem X un y pastav vienadiba

x-f(y)+y-f(x) = (x+y)-f(x* +y°).

Atrast visas $adas funkcijas fun pieradit, ka citu bez jiisu atrastajam nav.

31.12.4. Ar n apzim&jam patvaligu nepara naturalu skaitli, kas lielaks par 1. Pieradit:
abi skaitli n un n +2 vienlaicigi ir pirmskaitli tad un tikai tad, ja (n-1)! nedalas ne ar n,
ne ar n+2.

31.12.5. Konkursa uz direktora vietu pieteicas n kandidati. Tos vertgja 8 eksperti.
Katrs eksperts katru kandidatu novért€ja ar ,,derigs” vai ,,nederigs”. Izradijas, ka
katriem diviem kandidatiem A un B izpildas sekojosais:

,»A derigs, B derigs” nolémusi 2 eksperti,

,»A derigs, B nederigs” nolémusi 2 eksperti,

,»A nederigs, B derigs” nolémusi 2 eksperti,

,»A nederigs, B nederigs” nolémusi 2 eksperti.

Kada ir lielaka iesp&jama n vertiba?
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Latvijas 32. atklata matematikas olimpiade

9. klase

32.9.1. Atrast mazako naturalo skaitli, kas dalas ar 225 un kura decimalaja pieraksta
neizmanto nevienu no cipariem 3; 4; 5; 6; 7; §; 9.

32.9.2. Trijstira ABC ievilkta rinka centrs ir I. Dots, ka CA+AI=CB. Pieradit, ka
/BAC=2-ZCBA.

32.9.3. Dots, ka n — naturals skaitlis. Katrs no 2n+1 riikiSiem Lieldienas vienu reizi
ieradas pie Sniegbaltites un kadu laiku tur uzturgjas. Ja divi rukisi vienlaikus bija pie
Sniegbaltites, tad vini tur satikas. Zinams, ka katrs rukitis pie Sniegbaltites satika
vismaz n citus rukisus.

Pieradit: ir tads rukitis, kas pie Sniegbaltites satika visus 2# citus rukiSus.

32.9.4. Dots, ka x? +yz<2, y> +xz<2 un z® +xy <2. Atrast izteiksmes x+y+z
lielako un mazako iesp&jamo vertibu.

32.9.5. Doti 3 stieni$i. Uz viena no tiem

sakotn&ji uzmaukti n dazadu izmeru diski X 3 C
ar caurumiem vidi ta, ka to radiusi 5. Zim&jums

samazinas no lejas uz augSu; abi pargjie

stienisi sakotng;ji ir tuksi (skat. 5. zZim., kur n=6).

Ar vienu gajienu var parlikt augsgjo disku no jebkura stieniSa uz jebkuru citu, ja tikai
parliekamais disks D nav lielaks par to disku, kas atrodas pasa apaksa uz stieniSa, uz
kuru parliek D.

Ar kadu mazako gajienu skaitu var panakt, lai visi diski atrastos uz stieniSa C tada

pasa kartiba, kada tie sakotngji atradas uz stieniSa A?

10. Klase

32.10.1. Vai noteikti x+2 >y +2 ,ja
X y

a) x>y>0, b) x>y>3?

32.10.2. Pusrinka Iinijas diametrs ir AB. Uz pusrinka Iinijas nemti divi punkti M un
N, kas nesakrit ne ar A, ne ar B. Stari AM un BN krustojas punkta O.

Pieradit: ap AMNO apvilktas rinka linijas garums atkarigs tikai no hordas MN

garuma, nevis no tas novietojuma.
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32.10.3. Kadiem naturaliem skaitliem n abi skaitli 2" —1 un 2" +1 ir pirmskait]i?

32.10.4. Funkcijas f(t) definicijas apgabals un vertibu apgabals ir kopa {1; 2; ...; n},

pie tam visas vertibas ir dazadas. Vai iesp&jams, ka visi skaitli |f x)-x|, x=1; 2; ...;

n, ir dazadi, ja a) n=15, b) n=16 ?

32.10.5. Katrs naturals skaitlis no 1 l1idz 10 ieskaitot uzrakstits uz vienas baltas, vienas
melnas, vienas sarkanas un vienas zalas kartites; uz katras kartites uzrakstits tikai
viens skaitlis. Sts kartites kaut ka izvietotas 4 rindas un 10 kolonnas. Ar vienu gajienu
var mainit vietam divas kartites, uz kuram uzrakstiti vienadi skaitli. Pieradiet: var

panakt, ka katra kolonna parstavétas visas 4 krasas.

11. klase

32.11.1. Vai eksiste tads polinoms P(x), ka visiem x pastav vienadiba
P(x)=sinx+2005?

32.11.2. Vienadsanu trapec€ ABCD zinams, ka AB=BC=CD un BC<AD; diagonalu
krustpunkts ir O. Pieradit, ka nogrieznu AO un BC viduspunkti, ka ar1 virsotnes C un
D atrodas uz vienas rinka Iinijas.

32.11.3. Volejbola turnira piedalas (n+2)-2"" —2 komandas (n — naturals skaitlis),
katra ar katru citu spélg tiesi vienu reizi (neizskirtu nav). Pieradit: p&c turnira beigadm
var izvéleties n no §tm komandam ta, ka katra no pargjam zaud@jusi vismaz vienai no
izveletajam n.

32.11.4. Dots, ka a<b<c<d ir pozitivi veseli skaitli, ad=bc un \/E—\/gél.
Pieradit, ka a ir vesela skaitla kvadrats.

32.11.5. Kvadrats sastav no 2005x2005 vienadam kvadratiskam ratipam, kas

izkrasotas Saha galdina kartiba; stiira rutinas ir melnas. Viens domino kaulins parklaj

2
tiesi 2 rutinas. Sakotn&ji uz kvadrata novietoti — domino kaulini, kas parklaj
visas riitinas, iznemot vienu melnu ritinu pie kvadrata malas.
Pieradit: lai uz kuru melnu riitinu R, kas atrodas 1., 3., 5., ..., 2003., 2005. rindina,
meés noraditu, domino kaulinus var ta parbidit pa kvadratu, nepacelot no ta plaknes un

neizbidot arpusé, ka riitina R nebts parklata.
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12.Kklase

32.12.1. Vai eksisté tads vesels pozitivs skaitlis n, ka skaitlim n* ir tikpat daudz
naturalu dalitaju, kas dod atlikumu 1, dalot ar 3, cik naturalu dalitaju, kas dod

atlikumu 2, dalot ar 3?

32.12.2. Par parabolu sauc liniju, kas vienada ar funkcijas y = x> grafiku. Vai var
plakné novietot 2005 parabolas ta, lai katrs plaknes punkts atrastos vismaz starp
vienas parabolas zariem?

32.12.3. Kvadrati ABCD un A,B,C D, atrodas paralélas plaknés; abiem virsotnes
uzraditas pulkstena raditaja kustibas virziena. Pieradit, ka AA; + CC; = BB; + DD; .

32.12.4. Pienemsim, ka x,, X,,..., X, ir nenegativi reali skaitli, n > 2. Noskaidrot,

n

kuram n vertibam nevienadiba

(XF+X2)(X5 +X3)o(Xo + X)X +XT) S (Xlx2 + XX+ X, X, XX, jn

2" B n
ir identiski patiesa.
32.12.5. Divi spelétaji spele sekojosu speli, izdarot gajienus pec kartas. Sakuma doti
divi stieni: viens ar garumu n, otrs ar garumu n+1 (n — pozitivs vesels skaitlis). Ar
vienu gajienu var vai nu salauzt vienu stieni divos 1sakos, kuru garumi ir pozitivi
veseli skaitli, vai arT izslégt no turpmakas spéles gaitas k stienus, katram no kuriem
garums ir k (k — jebkurs vesels pozitivs skaitlis). Speletajs, kurs izdara peéd€jo gajienu,
uzvar.

Kurs spélétajs uzvar, pareizi spél&jot?
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IETEIKUMI

Latvijas 26. atklata matematikas olimpiade

9. klase

26.9.1. Risiniet, atnemot no pirma vienadojuma otro un iznesot pirms iekavam x-y.
26.9.2.

a) Pieradiet ievietojot.

b) Nemiet véra: ja nepara skaitlis nav pirmskaitlis, tad ta reizinataji ir nepara skaitli.
26.9.3. Pagariniet malu CM lidz krustpunktam ar AB.

26.9.4. Izdomajiet, kadas figiiras tiek sadalits n-stiiris, un izmantojiet ieksgjo lenku
summu.

26.9.5.

a) Atbrivojieties no kaudzitém, kuras ir nepara konfekSu skaits (pieradiet, ka to
vienmér vares izdarit), tad apvienojiet konfektes paros.

b) Pirms p&dg&jas apvienoSanas bija 2 kaudzites ar 50 konfekt€ém katra. Apskatiet
sakotn€jo sadalijjumu — 5 kaudzites ar 20 konfektem katra. Atrodiet ipasibu, kas
nemainas kaudziSu apvienoSanas rezultata, un pieradiet, ka nevares iegiit 2 kaudzites

ar 50 konfektem katra.

10. klase

26.10.1. No uzdevuma nosacTjumiem izsaka y°. Noveérté izteiksmi x’y”, atdalot
binoma kvadratu.

26.10.2. Vienadojuma kreisaja pusé esosos saskaitimos apzimé ar a’ un b’. Apskata,
ar ko vienada summa a+b.

26.10.3. Divreiz pielieto teorému par sekantes reizinajumu ar tas aréjo dalu. Apskata
iegiito vienadibu dalfjumu.

26.10.4. Apskatam mazako no dotajiem skaitliem. Spriezam, vai tas var klut mazaks
un kada ir minimala vertiba, ko tas var sasniegt.

26.10.5. Var rikoties $adi: sadalit skaitlus 2 grupas, noskaidrot katras grupas relativo
kartibu. Tad ar v€l vienu jautajumu bis iesp€jams uzzinat piecus visvairak pa kreisi

(pa labi) esosos skaitlus.
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11. klase

26.11.1. Pamato, ka prasito var noskaidrot ar 8 svérSanam.

26.11.2. Pardoma, kada statusa var atrasties karavirs péc paaugstinasanas ceremonijas
un cik no iesp&jamajiem variantiem atbilst uzdevuma prasitajam.

26.11.3. Atseviski apskata katru no gadijumiem, kad para skaitlu skaits ir 0, 1, 2, 3 vai
4.

26.11.4. Pamato, ka skudra atradisies daudzstira centra. Izmanto matematiskas
indukcijas metodi (ne péc parametra n).

26.11.5. Uzdevumu sadala divas dalas (ierobeZzojums no augSas ar nulli un
ierobezojums no apakSas ar —1). Lai pamatotu ierobezotibu ar nulli, apskatamo

izteiksmi sadala reizinatajos un veic algebriskus parveidojumus.

12. Klase

26.12.1. Sadala iespg&jamas x vertibas vairakos intervalos un apskata iespgjamo saknu
skaitu katra no tiem.

26.12.2. Vispirms apskata gadijumus, kad x=y=0 un x=y.

26.12.3. Meklgjamos punktus izvélas ka 1pasa veida izvietotu lozu centrus.

26.12.4. Apskata divas skaitlu kopas — viena, kas veidota no skaitliem, kad n=k, bet
otra, kad n=k+1. P&ta, ka viena kopa var tikt iegiita no otras.

26.12.5. Vispirms pierada, ka 3 figitirinas, kas atrodas uz vienas taisnes, kas paraléla
kadai no koordinatu astm, iesp&jams parbidit ta, lai divas, brivi izvél€tas no tam,

atrastos viena punkta.
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Latvijas 27. atklata matematikas olimpiade

9. klase.

27.9.1. Risiniet, atnemot no pirma vienadojuma otro un iznesot pirms iekavam x-y.
27.9.2.

a) Apskatiet lielako iesp&jamo 4 apgriezto skaitlu summu.

b) Prasttais ir iesp&jams.

27.9.3. Apskatiet paralelogramu BXOY, kur B — hipoteniizas viduspunkts, O —
iecentrs, X un Y — attiecigie katetes un hipoteniizas krustpunkti ar novilktajam
taisném. Papildiniet zim&umu ar perpendikulu, kas vilkts no rinka Iinijas centra pret
hipotentizu.

27.94.

a) Apzimgjiet mekletos skaitlus ar x un y un, nemot veéra, ka visu skaitlu summa
mums ir zinama, pé€c uzdevuma nosacijumiem sastadiet vienadojumu. Sastadito
vienadojumu sadaliet reizinatajos.

b) Lidzigi ka a) gadijuma sastadiet vienadojumu un veiciet pilnu variantu parlasi.
27.9.5. Izvelieties lampu, no kuras iziet visvairak vienas krasas vitnu. Apskatiet

iesp&jamos gadijumus.

10. klase
27.10.1. No uzdevuma nosacijumiem izsaka y°. Novérté izteiksmi x’y’, atdalot

binoma kvadratu.

27.10.2. Apskata mazaka pirmskaitla dalamibu ar 3.

27.10.3. Nem véra, ka M atradisies uz aprakstitas rinka linijas tikai tad, ja Cetrstiirim,
ko veido malu viduspunkti un M, varés apvilkt ripka Iiniju. Izmanto trijstiira
viduslinijas 1pasibas.

27.104.

a) Parada piemeru, ka prasttais ir iesp&jams.

b) Apskata riitinu skaitu ,,kvadrata” un figtras, kuras ,,kvadratu” sadalisim.

¢) Dotaja ,,kvadrata” katru otro rindu iekraso, apskata iekrasoto un neiekrasoto ritinu
skaitu atskiribas.

27.10.5.

a) parada pieméru ar 56 virsotném,
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b) apskata stiira riitinu un tai blakus esosas riitinas,
¢) pamato, ka katra kvadrata ceturtdala ir vismaz divas riitinas, kuras neatrodas lauztas

Iinijas virsotnes.

11. klase

27.11.1. Apskata un pamato visus iesp&jamos gadijumus.

27.11.2. Parbida paralelogramu par vektoru gé, izmanto Cetrsturim apvilktas rinka
Iinijas Ipasibas.

27.11.3.

a) Apskata malu un virsotnu iespgjamos daudzumus stara abas puses.

b) No 3 virsotném novelk 3 starus ta, lai katra stara pusé biitu 4 malas.

27.11.4. Pamato, ka funkcija f (x) =x ir vieniga, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

27.11.5. Pamato, ka starp katram 2k komandam var atrast tadu, kas uzvargjusi vismaz

k spéles, k > 2. Izmanto So faktu atkartoti.

12. klase

27.12.1. Sadala iesp&jamas x vertibas vairakos intervalos un apskata iespg&jamo saknu
skaitu katra no tiem.

27.12.2. Skaitlus a un b izsaka ka divnieku pakapju reizinajumus ar nepara skaitliem.
27.12.3. Izmantojot pieskaru 1pasibas, pamato, ka $ada lode neeksistg.

27.12.4. Pamato, ka rink1 ar radiusu 1 nevar bit trijstiiris, kura visas malas garakas par
V3. Apskata, kads ir lielakais iesp&jamais tadu nogrieznu skaits, kas neveido
trijsturus.

27.12.5.

a) Apskata skaitlus 3n+2; 3n+3; ... 6n +3 un péta, cik no Siem skaitliem var vienlaicigi
piederét vienai virknei.

b) Izmanto Fibonaci skaitlu TpasSibu, ka katru naturalu skaitli var viena vieniga veida

izteikt ka Fibonaci skaitlu summu, no kuriem nekadi divi skaitli nav Fibonaci virknes

blakus locekli.
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Latvijas 28. atklata matematikas olimpiade

9. Kklase.

28.9.1. Risiniet, atnemot no pirma vienadojuma otro un iznesot pirms iekavam x-y.
28.9.2. Savienojiet Cetrstiira malu viduspunktus.

28.9.3. Padomajiet par regularu piecstiiri.

28.9.4. Izsakiet szrszrz2 ka tadu saskaitamo summu, lai katrs no tiem dalitos ar 3.
28.9.5. Risiniet uzdevumu, pienemot pret§jo un apskatot, cik skoléni neatrisinaja

katru no uzdevumiem.

10. klase
28.10.1. No uzdevuma nosacljumiem izsaka y>. Novérté izteiksmi x’y>, atdalot

binoma kvadratu.

28.10.2. Pieradijuma izmanto sinusu teorému.
28.10.3. Prasttais skaitlis ir 41. Lai pieraditu prasito, péta skaitlu 2" un 3" daliSanu ar

atlikumu ar 8.

28.10.4.

a) no katra veida figiiram izveido taisnsturi ar izm&riem 80x100.

b) izveido koordinatu tiklu, veic iekrasoSanu un pamato, ka prasitais nav iesp&jams.
28.10.5. Apskata lielako iesp€jamo izsp€léto sp€lu skaitu n, kuras piedalijusas 2n

dazadas komandas, un sastada nevienadibu, kas pamato prasito.

11. Klase

28.11.1. Izmantojot uzdevuma dotads nevienadibas un f(x) definiciju, sastada

nevienadibu sistému.

28.11.2. Parbida paralelogramu par vektoru gé, izmanto Cetrsturim apvilktas rinka
Iinijas Tpasibas.

28.11.3. Apskata, kad un ka virkn€ var rasties skaitlis 2. P&ta, kadi skaitli var atrasties
virkn@ pirms skaitla 2.

28.114.

a) apskatamo summu parveido reizinajuma. Izmanto faktu, ka reizinajuma lielaka

vertiba ir tad, ja reizinataji ir vienadi.
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b) apskatamo summu parveido reizinajuma. Izmanto faktu, ka reizinajuma lielaka
vertiba ir tad, ja reizinataji ir vienadi.
28.11.5. Apskata situaciju péc pabeigta etapa; izmanto faktu, ka dazadu situaciju

skaits p&c pabeigta etapa ir galigs.

12. klase

28.12.1. Izmanto faktu, ka cosx ir dilstosa funkcija apskatamaja intervala

28.12.2. Skait]us a un b izsaka ka divnieku pakapju reizinajumu ar nepara skaitliem.
28.12.3. Apskata tadu binomu reizinajumu, kur katram dotajam dalskaitlim
pieskaitits 1.

28.12.4. Péta, cik skaldnu var bt Sim daudzskaldnim.

28.12.5.

a) pierada, pakapeniski apskatot loceklus no rindas beigam.

b) pamato, ka labu rindu nav vairak par 10, un atrod pieméru, kur ir 10 labas rindas.
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Latvijas 29. atklata matematikas olimpiade

9. klase

29.9.1. Ko var secinat par q, un q, no q,q, <0? Un kada gadijuma vienadojumam
eksisté divas dazadas saknes?

29.9.2. Var izmantot faktu, ka taisnlenka trijstiirt hipoteniizas viduspunkts ir vienados
attalumos no trijstiira virsotném.

29.9.3. Izsakiet x* +y” +2z* ka tadu saskaitamo summu, lai katrs no tiem dalitos ar 3.
29.9.4. Sadalam plakni ratipu rezgl ta, ka viena ratina vienada ar kuba skaldni.
Izkrasojam riitinas Saha galdina kartiba. Noskaidrojiet gajienu skaita paritati, kas
nepiecieSami, lai kubs atrastos uz tadas paSas krasas rutinas un lai kubs atrastos uz

pret&jas krasas riitinas. Noskaidrojiet gajienu skaita paritati, kas nepiecieSami, lai kubs

o
A uz stavokli .

bitu pargajis no stavokla

29.9.5. Apzimégjiet dalderu skaitu n-tajam rukitim ar x, aprékiniet dalderu skaitu
pargjiem rukiSiem un pétiet naudas plismu, kad katrs no tiem padod talak savus

dalderus.

10. klase

29.10.1.

a) atrod pieméru, kad prasitais neizpildas.

b) parnes visus saskaitamos uz kreiso pusi un iegiito izteiksmi sadala reizinatajos.
Pamato, ka nevienadiba izpildisies visiem x>y>1.

29.10.2. Apskata lielako iesp&jamo izspéléto spélu skaitu n, kuras piedalijusas 2n
dazadas komandas, un sastada nevienadibu, kas pamato prasito.

29.10.3. Pamato, ka ar ¢etram krasam pietiek.

29.10.4. Pamato, ka cetrstuirim MBON var apvilkt rinka Iiniju, un tad secina, ka
trijstiri AOB un COB ir vienadsanu.

29.10.5.

a) izmantojot dalamibu ar 3, pierada, ka prasitais nav iesp&jams.

b) atrod x veértibu — pretpieméru un parada, ka polinomu x uz tafeles iegiit nav
iesp&jams.

c) parada, ka prasito ir iesp&jams izpildit.
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11. klase

29.11.1. Atseviski apskata iesp&jamos variantus: neviens skaitlis nav 0, tris skaitli nav
0, divi skaitli nav 0 un viens skaitlis nav 0.

29.11.2.

a) apskatamo summu parveido reizinajuma. Izmanto faktu, ka reizinajuma lielaka
vertiba ir tad, ja reizinataji ir vienadi.

b) apskatamo summu parveido reizinajuma. Izmanto faktu, ka reizinajuma lielaka
vertiba ir tad, ja reizinataji ir vienadi.

29.11.3. Pierada, pienemot pret€jo un izmantojot pirmskaitlu 1pasibas.

29.11.4. Izveido 6 regularus trijstiirus, kuriem katram divas virsotnes atrodas uz
vienas no seSstlira malam, bet tre$a virsotne — arpus rinka linijas. Pieradot prasito,
nem véra, ka visu segmentu laukumi ir vienadi.

29.11.5. Pierada, pienemot pret€jo un apskatot rukiti, kurs ir biedrs kada biedriba B un

veél vismaz 51 cita biedriba (japierada, ka tads eksist€).

12. klase

29.12.1. Pierada, izmantojot nevienadibu pastiprinaSanu un faktu, ka |sinx| un |cosx|
maksimalas vertibas ir 1.

29.12.2. Apskata tadu binomu reizinajumu, kur katram dotajam dalskaitlim pieskaitits
viens.

29.12.3. Papildina zZim&umu, simetriski pret AC atliekot punktus B, N un M un
attiecigi iegtstot jaunus punktus B, N, un M,. Pamato un pieradijuma izmanto, ka

Cetrstiris MNM, N, ir rombs.

29.12.4. Apskata, kadu virkni veido virknes @n elementu ciparu skaita virkne. Ar
matematiskam darbibam pieraksta ,,skaitla pierakstiSanu otra skaitla gala™.

29.12.5. Apskata rigki ar radiusu R, kurs parklaj visus n punktus, un tam koncentrisku

C e m
ripki ar radiusu R + PR
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Latvijas 30. atklata matematikas olimpiade

9. klase
30.9.1. Ko var secinat par q,,q,unq, no q,q,q; <0? Un kada gadijuma

kvadratvienadojumam eksisté divas dazadas saknes?

30.9.2.

a) Prasttais ir iesp&jams.

b) Kada ir visu rindu un visu kolonnu summu summa? Cik dazadi skaitli, kas dalas ar
8, nepiecieSami, lai izpilditu uzdevuma prasibas? Kada bis to summa?

30.9.3. Cik starp apskatitajiem skaitliem biis para? Kas no ta seko?

30.9.4. Pagariniet trijstiira malu CA Iidz CM ta, lai AM=AL.

30.9.5.

a) Paradiet, ka uzvar Juris.

b) Andris spelé ta, lai péc vipa gajiena biitu apéstas 17,2°,3%, 47, ... konfektes.

Pamatojiet, ka tas iesp&jams.

10. klase

30.10.1.

a) atrod piemeru, kad prasitais neizpildas.

b) visus saskaitamos parnes uz nevienadibas kreiso pusi un to sadala reizinatajos.
Pamato, ka nevienadiba izpildisies visiem x>y>2.

30.10.2. Argjo lenki AABC pie virsotnes A apzImé ar 20, un pierada, ka trijstiiros
LCN un KBM lenki pie pamata ir o.

30.10.3.

a) Izsaka skaitlu kvadratus forma 2n+1 un 3n+1, atrod skaitli, kas der n vieta.

b) Izteiksmi 5n+3 sadala reizinatajos, izsakot to ar 2n+1 un 3n+1.

30.10.4. Atrod formulu, kas saista izvietojumu skaitus n, n+l un n+2 skolénu
gadijuma.

30.10.5. Apzime ar mainigajiem riukiSu skaitu, kam abi kaimini ir $illiSallas; kam abi

kaimini ir votivapas; kam viens kaimins ir SilliSalla, bet otrs — votivapa. Ar jaunajiem

mainigajiem izsaka $illiSallu un votivapu skaitu.

35



11. klase
30.11.1. Izmanto pasibu: ‘a‘ + ‘b‘ > ‘a + b‘

30.11.2. Pagarina ZX Iidz krustpunktam C ar taisni YA un izmanto ar rigpka Iiniju
saistito lenku Tpasibas.
30.11.3. Pierada, pienemot pret€jo. Izmanto 1paSibu: ja divi skaitli dalas ar treSo

skaitli, tad ar1 So skaitlu starpiba dalas ar treSo skaitli.

30.11.4. Kluba biedrus attelo ka kuba virsotnes, bet izveidotas komisijas — ka virsotnu

kopas.

30.11.5. Pamato, ka starp katram 2k komandam var atrast tadu, kas uzvar€jusi vismaz

k spéles, k > 2. Izmanto So faktu atkartoti.

12. klase

30.12.1. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, pieradit, ka lenku
kosinusi ir racionali skaitli, zinot, ka lidziga trijstiira malu garumi ir veseli skaitli;
otrkart, pieradit, ka eksisté lidzigs trijsturis, kura malu garumi ir veseli skaitli, ja
zinams, ka dota trijstira lenku kosinusi ir racionali skaitli.

30.12.2. Skaitli n var uzrakstit ka n=3"-a, kur a nedalas ar 3. Apskata, kads ir
kop@jais n’ dalitaju skaits, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1, un kas, dalot ar 3, dod
atlikumu 2.

30.12.3. Papildina zim&umu, attieciba pret AC viduspunktu atliekot punktiem B, N

un M simetriskus punktus B,, N, un M,. Pamato un pieradijjuma izmanto, ka

Cetrstiris MNM, N, ir rombs.

30.12.4. Pienem, ka viena no vértibam ir lielaka, noverte, cik liela ta var but. Lidzigi
pienem, ka viena no veértibam ir mazaka, un noverte, cik maza ta var biit.

30.12.5. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, jaatrod, kadu
lielako summu S spélétajs A var sasniegt, un japarada piemérs, ka to var izdarit;
otrkart, japamato, ka lielaku summu spélétajs A sasniegt nevar. CenSoties iegiit
iesp&jami lielaku summu, spélétajs A var izdarit pirmo gajienu kvadrata centra, tad

tiek analizeti iesp&jamie talakie gajieni, nemot véra figiiras simetriskumu.
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Latvijas 31. atklata matematikas olimpiade

9. klase

31.9.1. Pieradiet, pienemot pret&jo un petot grafiku atrasanas vietu koordinatu plakné.

31.9.2. Pieradiet, pienemot pret&jo un apskatot, kadas cilts rukisi dzivo punktos, kuru
koordinatas dalas ar a vai b.

31.9.3. Pieradiet, ka AEDA = AEDC.

31.9.4. Lai kads rukitis butu saticis visus pargjos rukisus, vinam jasatiek ar tas rukitis,
kurs§ atnaca p&dg€jais, un tas riukitis, kur§ aizgaja pirmais.

31.9.5.

a) Prasttais ir iesp&jams.

b) Cik dazadas summas ir iesp&jamas? Un cik no tam noteikti japaradas? Kadas

summas var neparadities?

10. klase

31.10.1. Pieradiet, ka a=1.

31.10.2. Péta punkta O iesp&amas atraSanas vietas. Pierada, ka /MOB lielums
atkarigs tikai no ta loka lieluma, ko savelk horda MN.

31.10.3.

a) Pamato, ka apskatamais skaitlis atrodas starp kadu divu péc kartas esosu skaitlu
kvadratiem.

b) Apskatamo skaitli ieklauj starp tadiem skaitliem, kuriem pirmie cipari aiz komata
ir zinami.

31.10.4. Apzimg&jot amatieru skaitu un to sp€lu skaitu, kuras amatieri uzvar&jusi
profesionalus, ar mainigajiem, sastada un atrisina vienadojumu naturalos skaitlos.
31.10.5. Apskata izveidotos nepara skaitlus (pamato, ka tadi bus). P&ta izveidoto

nepara skaitlu starpibu daljjumus ar 8 un 16.

11. klase

31.11.1. Péta apskatamo skait]u starpibu. Pamato, ka arf tai biitu jadalas ar 1500" —1.
31.11.2. Pamato, ka nenokrasotas rutinas krasojumu nosaka divas tai blakus esoSas

nokrasotas rutinas. Apskata rutinas uz kvadrata diagonales.
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31.11.3. Izmantojot trijstiru vidusliniju TpaSibas, pamato, ka cCetrstiiris MNKC ir
vienadsanu trapece (M, N, K ir attiecigi AO, BO un BC viduspunkts)

31.11.4. Logaritmé abas nevienadibas puses, zinot, ka logaritmiska funkcija ir augosa,
jabaze ir lielaka par 1.

31.11.5. Brivi izvé€las vienu deputatu, apskata visus vina ,,draugus” un ,,draugu

draugus” — ievero, ka tadejadi tiek aprakstita visa deputatu kopa.

12. klase

31.12.1. Pamato, ka tas ir iespgjams, izmantojot formulu
a"—l=(Ga-D@"" +a"* +..+a+]).

31.12.2. Izmanto vektoru saskaitiSanu un skalaro reizinajumu.

31.12.3. Pamato, ka visas konstantas funkcijas apmierina uzdevuma nosacijumus, un,
pienemot pret§jo, pierada, ka neviena cita funkcija neapmierina uzdevuma
nosacijumus.

31.12.4. Pieradijuma dalu ,,tad” pierada no pretgja.

31.12.5. Lai pamatotu, ka n nevar bit lielaks par 7, divos dazados veidos apraksta

tadu kandidatu paru skaitu, kas noverteti ka ,,nederigi”.
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Latvijas 32. atklata matematikas olimpiade

9. klase

32.9.1. Ja skaitlis dalas ar 225, tad kadi var biit ta ped€jie cipari? No kadiem
reizinatajiem sastav 225, un ko tas liecina par mekléto skaitli?

32.9.2. Pagariniet trijstiira malu CA Iidz CM ta, lai AM=AL.

32.9.3. Lai kads rukitis butu saticis visus pargjos rukisus, vinam jasatiek ar tas rukitis,
kur§ atnaca pirmais, un tas rukitis, kurs$ aizgaja p&dgjais.

32.9.4. Apskatiet nevienadibu, kas rodas, saskaitot dotds nevienadibas, ar merki

1zteikt summas kvadrata formulu. Izmanto nevienadibu

(x—y)2 +(x—z)2 —i—(y—z)2 >0.
32.9.5. Lidz ar So uzdevumu apskatiet ari divus modificé€tus uzdevumus. Viena no
tiem nav prasits, lai beigas diski atkal biitu monotona seciba (bet lielakajam diskam

tomer ir jabut apaksa).

10. klase

32.10.1.

a) atrod tadas x un y veértibas, kam apskatama nevienadiba neizpildas.

b) parnesot visus saskaitamos uz nevienadibas kreiso pusi un, to sadalot reizinatajos,
pamato, ka nevienadiba izpildas.

32.10.2. Péta punkta O iespEjamas atrasanas vietas. Pierada, ka /MON lielums
atkarigs tikai no ta loka lieluma, ko savelk hordu MN,

32.10.3. Apskata 3 vienu otram sekojoSus naturalus skaitlus 2" —1, 2" un 2" +1 un
izmanto 1pasibu, ka vienam no tiem noteikti jadalas ar 3.

32.104.

a) apskata |f (x) - x| iesp&jamas vertibas.

b) atrod pieméru, kas parada, ka iesp&jams izveidot funkciju f.

32.10.5. Izmanto matematisko indukciju péc ,,labo” kolonnu skaita.
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11. klase
32.11.1. Pamato, ka |P(x)| neierobezoti aug (tiecas uz bezgalibu), ja nemam aizvien

lielakus x, bet sin x+2005 ir ierobeZots.

32.11.2. Izmantojot trijstiru vidusliniju 1pasibas, pamato, ka cetrstiiris MNKC ir
vienadsanu trapece (M, N, K ir attiecigi AO, BO un BC viduspunkts).

32.11.3. Pamato, ka starp katram 2k komandam var atrast tadu, kas uzvar&jusi vismaz
k spéles, k > 2. Izmanto So faktu atkartoti.

32.11.4. Skaitlus b, ¢ un d izsaka ka skaitla a summas ar nezinamiem lielumiem.
legiitas izteiksmes ievieto uzdevuma dotaja vienadiba un nevienadiba.

32.11.5. Apskata vektoru virkni, kura pirmais vektors izveidots, novelkot to no rutinas
R centra uz otru §T domino kaulina ritinas centru. Skaidrs, ka Sis vektors norada uz
kadu melno ritinu. Talak no katras melnas rttinas, uz kuru norada vektors, novelk

atkal jaunu vektoru no melnas riitinas centra uz otras §1 domino kaulina riitinas centru.

12. klase
32.12.1. Izsaka n ka n =3" -a, kur a nedalas ar 3. Salidzina dalitaju kopas skaitliem
n’ una’.
32.12.2. Apskata brivi izveletu taisni, kas nav paral€la nevienas parabolas asij. P&ta,
vai katrs taisnes punkts var atrasties starp vismaz vienas parabolas zariem.
32.12.3. Izmanto vektoru saskaitiSanu un skalaro reizinajumu.
32.12.4. Pamato, ka pie n>4 nevienadiba visam mainigo veérttbam nav patiesa.
Gadijumus, kad n=2 un n=3, apskata atseviski.
32.12.5. Apskata divas poziciju klases:

= pozicijas, kuras ir para daudzums stienu un augstakais viens stienis ar para

garumu;
* pozicijas, kuras ir nepara daudzums stienu un augstakais divi stieni ar para

garumu.
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ATRISINAJUMI

Latvijas 26. atklata matematikas olimpiade

9. klase
26.9.1.

1. variants. Atnemot no uzdevuma dota pirma vienadojuma otro, iegtistam
X +y-x-y> =0
X=y)x+y)=x-y (¥)
1) ja x—y =0, tad x=y un, ievietojot kada no dotajiem vienadojumiem, ieglistam

1 5

X +x° —1=0. Atrisinot kvadratvienadojumu, ieglistam, ka x =y = - + -

2) jax#Yy,tad, dalam (*) ar x -y,
x-YE+y)=x-y [x-y)
x+y=1,
y =1-x. levietojot kada no sakuma dotajiem vienadojumiem y =1-x, ieglistam,
ka x> —x =0, no kurienes seko 2 atrisinajumi (1;0) un (0,1).
2. variants. Var lietot arT ievietoSanas metodi. Tad pakapeniski iegiistam, ka
y=1-x>
x+(1-x%)* =1
(1-x%)*=1-x
(1-x)1+x))*=1-x
(1-x)*(1+x)*=1-x
1)ja1-x =0, tad x=1 un y=0. leglistam atrisinajumu (1;0)
2)ja 1—-x # 0, tad dalam ar 1—x un iegiistam, ka (1-x)(1+x)* =1
(1-x)1+2x+x%)=1
1+2x+x* —x-2x" -x" =1
X’ +x*—x=0
x(x* +x —1) =0, no kurienes seko:

1) ja x=0, tad y=1. Ieguvam atrisinajumu (0;1).
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2) ja x*x-1=0 tad XI—%iTS un y=1-x>=x. leguvam atrisindjumus

26.9.2.

a) Ja k=m+2mn+n, tad 2k+1=2m+4mn+2n+1=2m+1)(2n+1). Ta ka 2m+1>1 un
2n+1>1, un abi ir naturali skaitli, tad 2k+1 nav pirmskaitlis.

b) Ja 2k+1 nav pirmskaitlis, tad eksisté tadi nepara naturali skaitli a un b, ka

2k+1=a-b, pie tam a>1 un b>1. Tapéc kz%. Viegli parbaudit, ka par

.. a—1 b-1
mekl&jamiem m un n var npemt m :T un n :T:
m+2mn+n =
a—1 a-1 b-1 b-1
= +2 . + =
2 2 2 2
_a-l+ab-a-b+1+b-1 ab-1
2 2

=k

Lai m un n iznaktu naturali skaitli, a un b ir jabut nepara naturaliem skaitliem, kas
lielaki par 1. Bet ta ar ir. Tatad eksist€ tadi naturali skait]li m un n, ka k=m+2mn-+n.
26.9.3.
1. variants B C
1) Pagarina CM Iidz krustpunktam N ar
taisni AB (skat. zim. 1A).
2) AAMN = ADMC péc pazimes Iml, jo A 4 .
/AMN = /DMC ki  krustlenki, M b
AM=DM, jo M malas AD viduspunkts,
/ZNAM = ZCDM Kka ieksgjie Skerslenki
pie paralélam taisném AB un CD. N 1A. Zim&jums

3) No trijstiru vienadibas seko, ka AN=DC,

un no paralelograma pret&jo malu vienadibas seko, ka DC=AB, tatad AN=AB
4) Tatad A ir taisnlenka trijstira BKN hipoteniizas viduspunkts, kas ir ari ABKN
apvilktas rinka Iiijas centrs. Tapec AK=AB ka ABKN apvilktas rinka Iinijas

radiusi.
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2. variants
1) Apzimésim ar N malas BC viduspunktu (skat. zim. 2A).
2) NC=AM, jo paralelograma ABCD

pret€jas malas ir vienadas; tad ar1 So malu

puses ir vienadas. B 4 4 C
3) Taka NC||AM , jo paralelograma pret€jas

malas ir ar1 paralélas, tad ANCM ir X

paralelograms. K
4) Paralelograma pret€jas malas ir paral€las, A 7 1\-/[ D

2A. Zim&jums
tatad AN||CM..

5) Taka CM L BK, tad art AN L BK.

6) Atcerésimies Talesa teorému: ja savstarp€ji paral€las taisnes, krustojot lenka
malas, uz vienas no tam atdala vienadus nogrieznus, tad ar1 uz lenka otras malas
tas atdala vienadus nogrieznus.

7) Pielietosim Talesa teoremu £KBC; no ta, ka BN=NC, seko, ka BX=XK.

8) Tatad ABAK nogrieznis AX vienlaicigi ir augstums un mediana, tapéc ABAK ir
vienadsanu un AB=AK, kas ar1 bija japierada.

26.9.4. Noteikti varés novilkt tos nogrieznus, kas savieno uz rinka linijas blakus

esosos punktus, tadu biis n. Tas, kurus ,,iek$€jos” nogrieznus novelk, bis atkarigs no

izveletas vilkSanas secibas. Nogrieznu vilkSana beigsies tad, kad n-stiiris bus ar
diagonalém sadalits trijstiiros. (Ja kada dala biitu 4-stiiris, 5-stiiris utt., tad taja varétu
novilkt diagonales.) Pienemsim: nogrieznu vilkSanas process ir beidzies, vairs nevar
novilkt nevienu nogriezni, kas atbilstu uzdevuma prasibam. Tad ir izveidojies kaut
kads trijstiiru skaits — apzZimesim to ar t. Visu trijstiiru iek$€jo lenku summa ir 180-t,

no otras puses, ta vienada ar n-stiira ieks€jo lenku lielumu summu 180 - (n —2). Tapéc

t =n — 2 neatkarigi no ta, kurus nogrieznus novelk. Lai n-sturi sadalitu n-2 dalas, tiek
novilkti n-3 ,,iekSgjie” nogriezni (katra nogriezna novilkSana dalu skaitu palielina par
1). Tatad kopigais novilkto nogrieznu skaits biis n+(n-3)=2n-3, t.i., nepara skaitlis.
Tapéc pedgjais novilktais nogrieznis biis balts.

26.9.5.

a) Ja, ir iesp&jams. Ta ka kopgjais konfeksu skaits ir para skaitlis, tad biis para skaits
kaudzisu, kuras biis nepara skaits konfekSu. (Pamatosim: ja buitu nepara skaits

kaudzisu, kuras ir nepara skaits konfeksu, tad kop&jais konfekSu skaits ar1 biitu nepara
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skaitlis - pretruna.) Sadalam §is kaudzites paros un katra pari veicam uzdevuma
atlauto ,,parlikSanas” operaciju. Ja mums par1 bija divas kaudzites A un B ar nepara
skaitu konfeksSu attiecigi x un y, un y>Xx, tad tagad kaudzite A ir x+x=2x — para skaits
konfekSu un kaudziteé B ir y-x konfekSu, kas arT ir para skaitlis, jo ,,nepara minus
nepara ir para”. Kad Sis darba paveikts, visas kaudzites ir para skaits konfeksu.

Talak apskatam tas kaudzites, kuras konfeksu skaits nedalas ar 4. Ta ka ar 2 dalas visu
kaudziSu konfekSu skaiti, tad varam uzskatit, ka meklgjam kaudzites, kuras ir nepara
skaits konfekSu paru. Tadu kaudziSu noteikti ir para skaits, jo konfekSu paru ir
64:2=32. Atkal pa pariem apvienojam tas kaudzites, kuras ir nepara skaits konfekSu
paru, un veicam ,,parlikSanas” operaciju. Un Iidzigi, ka ieprieks aprakstits, ieglistam,
ka konfeksu skaits visas kaudzites dalas ar 4.

Talak I1dzigi meklgjam, kuras kaudzites konfekSu skaits nedalas ar 8 - ar1 tadu ir para
skaits, tad ar 16 un 32. Esam ieguvusi, ka visu kaudzisu konfeksu skaiti dalas ar 32.
Ta ka kopgjais konfeksu skaits ir 64, tad mums ir divas kaudzites katra ar 32
konfektém. Tas apvienojot, iegiistam vienu kaudziti ar 64 konfektem.

b) Ng, ne vienmer. Pienemsim, ka ir 5 kaudzites pa 20 konfektem katra. Lai ka ar1
veiktu parlikSanu, katra kaudzit€ konfeksSu skaits vienmer dalisies ar 20; bet, lai visas
konfektes savaktu viena kaudzg, pirms pe&d&ja gajiena jabut divam kaudzeém ar 50

konfektém katra.

10.Kklase
26.10.1

1. variants. Atbilde: xy € (0,%} .

Pieradijums: no uzdevuma nosacijumiem varam izteikt y*> =1-x°; tad x’y’ var

uzrakstit $adi:

X'y’ =x’(1-x*)=x"-x*= (pieskaitot un atpemot Y, iegiistam)
1, 4,11 5 ) _ .. ) .
=——+X —X =——(——Xx"+x")= (iekavas esoSo izteiksmi varam parveidot par
4 4 4 4
starpibas kvadratu)
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2
. | - e (1 . -
Pamatosim: no 2 tieck atpemts nenegativs skaitlis (——xzj (skaitla kvadrats

2
noteikti ir lielaks vai vienads par nulli). Ta ka x’y’ =i—(%—xzj , tad ari

x’y’ < 1 No uzdevuma nosactfjumiem zinam, ka x un y ir pozitivi skaitli, tatad art
. . N _ o 1 —

x’y? > 0. Esam ieguvusi, ka izpildas dubulta nevienadiba 0 < x’y’> < R bet no ta
1

seko, ka 0<xy£5.

e I . I _ 1 )

Tomér §1 nav galiga atbilde, jo varbiit reizinajums xy vertibu 5 nemaz nesasniedz un

- T . _ 1

ta maksimala vértiba ir mazaka par 5

Tatad mums vél japierada: ja c ir patvaligs reals skaitlis intervala (O,%} , tad xy var

but vienads ar ¢ un izpildas uzdevuma dota vienadiba. Lai to pieraditu, apskatisim,

kadi atrisinajumi var biit vienadojumu sist€mai:
x*+y>=1
Xy =cC
Pieskaitot 1. vienadojumam 2. vienadojumu, kas pareizinats ar 2, iegiistam, ka

x> +2xy+y>=14+2c. Nemot véra, ka x°+2xy+y’=(x+y)’, velkam

kvadratsakni no abam vienadojuma pusém: x +y =+/1+ 2c (atceramies, ka x,y > 0).
Atpemot no 1. vienadojuma 2. vienadojumu, kas pareizinats ar 2, ieglistam, ka
x*—2xy+y>=1-2c. Nemot vérd, ka x’-2xy+y’ =(x-y)>, velkam

kvadratsakni no abam vienadojuma pusém:

|x - y| =+v1-2c. Pienemam, ka x >y, un risinam sistemu

x+y=vV1l+2c
x—y=vl-2c

Saskaitot abus vienadojumus, ieglstam, ka 2x= \/ 1+2c+ \/ 1-2¢ jeb

X:\/1+20+\/1—20
2

, bet, atpemot abus vienadojumus, ieglstam, ka
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J1+2¢ —+1-2¢
I 2

2y =+1+2c—1-2¢ jeb . Ta ki ¢>0, tad y>0 (jo

1+2c¢>1-2c). levietojot aprékinatas x un y veértibas uzdevuma dotaja vienadiba,

redzam:

(\/1+2C+\/1—2CJ2 +(\/1+20—\/1—20

2
=1 kapinam kvadrata
5 5 } (kap )

1+2c+2V1—-2cV1+2¢c +1—20+1—20—2\/l—20\/1+2c +1+2¢ 1
4 4

(vienadojam saucgjus)

2+2V1-2¢cV1+2c+2-2V1-2¢cV1+2c =4 (savelkam lidzigos saskaitamos)

2+2=4.

Redzam, ka aprékinatas x un y veértibas apmierina uzdevuma nosacijumus. Tatad xy

vertibu apgabals tieSam ir (O,%} .

2. variants. Atbilde: xy e [0,%} . X
Pieradijums: aprékinasim iesp&jamas reizinajuma
Xy vértibas, apskatot rinka linijas x> +y° =1 un
0 > X

hiperbolas xy=c (jeb yzi) kopigo punktu
c

atraSanas vietas, ja ¢c>0, x>0, y>0. y=X

1) Hiperbola xy=c ir simetriska pret taisni y=x.
Pamatosim: redzam, ka aizstajot y ar x un x ar y, 3A. Zimgjums
ieglistam precizi to pasu vienadibu yx=c; no ta ari seko, ka hiperbola xy=c ir
simetriska pret taisni y=x. (skat. zim. 3A.)

2) Aprekinasim hiperbolas xy=c krustpunktus P ar taisni y=x. Lai to izdaritu,

atrisinam vienadojumu sist€ému:

Xy =¢C
y=x
Izmantojot 2. vienadojumu pirmaja, ieglistam:

x* =c jeb x =y =+/c . Tatad krustpunkts P atrodas punkta (\/;, \/;) .
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3) Aprékinasim attalumu no koordinatu sakumpunkta O I[idz punktam P. Izmantojot

Pitagora teorému, iegiistam, ka OP =+vc+c =v2c.

4) Ta ka ce(0;+x), tad ar1 attalums OP var

>

pienemt jebkuru vértibu intervala (0;+o). A

5) Apskatisim, cik kopigu punktu var biit

P
hiperbolai xy=c ar rinka Iiniju x> +y’ =1 f
koordinatu plaknes I kvadranta. lesp&jami 2 0 A > X
gadijumi: /

a. 1ir viens kopigs punkts (skat. zim.  y=x

4A.). Tada gadijuma hiperbola
pieskaras  rinka linijai  un 4A. ZIm&jums
pieskarSanas punkta attalums lidz

koordinatu sakumpunktam ir 1. y
Skaidrs, ka Sis pieskarSanas punkts

atrodas uz taisnes y=x. Tatad iegtta

vertiba ,,1” ir viena no OP vértibam.

b. ir divi kopigi punkti (skat. zim. 0 1
5A.). Tada gadijuma hiperbola

krusto rinka liniju divos punktos,

kas ir simetriski attieciba pret taisni o
SA. Zim&jums

y=x, bet punkts P atrodas r.l.

iekSpusg, tatad OP garums ir mazaks par 1.
6) Tatad OP <1, bet zinam, ka OP =+/2c, tatad v2c¢ <1 jeb 2c <1, un iegustam, ka

c<—.
2

. . 1
7) Nemot vera, ka c=xy un ¢>0, esam ieguvusi, ka xy € [0,5} .

26.10.2. Atbilde: x, =1; x, = —0,5; x,, =1%+/3.

Pieradijums: apzimésim x’+x+l=a un x°-2x-2=b. Nemot véra, ka
a+b=2x’-x-1, uzdevuma doto vienadojumu var parveidot par

a’+b’=(a+b)’ (1).

47



Savukart vienadojuma (1) kreiso pusi var parveidot, izmantojot kubu summas
formulu: (a+b)(a’ —ab+b*)=(a+b)’ (parnesam (a+b)’ uz kreiso
vienadojuma pusi)
(a+b)a®>—ab+b*)—(a+b)’ =0 (iznesam kopigo reizinataju (a+b))
(a+b)a>—ab+b>—(a+b)>)=0 (izpildam kapinasanu kvadrata)
(a+ b)(a2 —ab+b’ —a’-2ab-b’ ) =0 (savelkam lidzigos saskaitamos)
(a+b)(-3ab)=0.
Zinam, ka reizinajums ir nulle tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir nulle. Apskatisim
iesp€jamos variantus:
1)ja at+b=0. Nemot véra, ka a+b=2x"-x-1, zinam, ka 2x*-x-1=0.
Vienadojuma 2x> —x—1=0 atrisingjumi ir x, =1, x, =-0,5.
2)jaa=0, tad x> + x +1=0, bet §im vienadojumam nav atrisinajuma.
3) jab=0, tad x* —2x—-2=0, un X34 =li\/§.
26.10.3. Pieradijums: (skat. zim. 6A)
1) No teorémas par sekantes reizinajumu ar tas B
argjo dalu seko, ka AB-AE=AC-AD un
CB-CF=CA-CD.

2) Dalot §is vienadibas vienu ar otru, iegtistam,

AB AE AD
a . = (*).
\_/\—/
CB CF CD A D C
3) Ta ka péc dota BD ir AABC bisektrise, tad

6A. ZIm&jums

no bisektrises 1pasibas seko, ka AB = ﬂ
CB CD

AB AD . AB . AE
4) Ja — = ——, tad (*) varam izdalit ar — un iegiistam, ka — =1.
CB CD CB CF

5) Ja AE =1, tad AE=CF, k.b.j.
CF

26.10.4.

1. variants.

Pieradijums: pienemsim, ka x un y ir kaut kadi divi fikséti skaitli no uzrakstitajiem.
Apzimésim LKD(x,y)=u un MKD(x,y)=v. Ir zinams, ka x-y =u-v, un tas nozimé,

ka kop€jais visu uzrakstito skaitlu reizindjums nemainas. Apzimésim visu 1999
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skaitlu reizinajumu ar R. M@s varam pienemt, ka x <y . Ja, aizstajot jebkurus divus x
un y ar attiecigajiem u un v, skaitli nemainisies, tad u=x un y=v. No ta seko, ka ar1
skaitlu summa u+v=x+y nemainas un uzdevuma nosacijumi izpildas.
Apskatisim gadijumu, kad, izpildot gajienu un aizstajot skaitlus x un y ar u un v,
uzrakstitie skaitli mainas. Zinam: lai ar1 skaitli mainas, visu skaitlu reizinajums R
noteikti nemainas. Ta ka skait]u reizinajums R nemainas, tad art skaitlu summa nevar
bezgaligi pieaugt. Novertésim, kada ir lielaka iespgjama summas vertiba: ja katru no
1999 skaitliem aizstatu ar visu doto skaitlu reizindjumu R, tad visu skaitlu summa
butu vienada ar 1999 -R. Bet, ta ka neviens no skaitliem nevar klit lielaks par visu
doto skaitlu reizinajumu, tad ar7 visu skaitlu summa noteikti nav lielaka par 1999 - R.
Ja, izdarot gajienus, skaitlu summa, kas ir naturals skaitlis, pieaug, bet nekad
neparsniedz skaitli 1999 -R, tad noteikti tiek iegiita situacija, kad, izdarot gajienus,
skaitli vairs nemainas.
Pamatosim, ka, izdarot gajienu, iegiito skaitlu summa vai nu pieaug, vai paliek
nemainiga, ti., u+v>x+y. No LKD un MKD ipasibam zinams, ka u<x un
v>vy. Zinot, ka LKD(x,y)=u un MKD (x,y)=v, skaitlus x un y varam uzrakstit ka
X=Uu-p un y=u-q, kur u ir skaitlu x un y lielakais kopigais dalitajs (LKD), bet
p=x:u un gq=y:u. Lidz ar to v=u-p-q. Tad pieradama nevienadiba
u+v>x+y parrakstama forma:

u+upq=>up+uq (zinot, ka u>0, dalam abas nevienadibas puses ar u)
l+pqg=2p+q (visus saskaitamos parnesam uz nevienadibas kreiso pusi)
l+pq—p—q=0 (pargrup&jam un kopigos reizinatajus iznesam pirms iekavam)
p(q—-1)—(q—1)=0 (pirms iekavam iznesam kopigo reizinataju (q-1))
(P-D(@-1=20.
Ta ka x un y naturali skaitli, tad p—1>0 un q—120.
Apskatisim vairakus gadijumus:

I)jap—1>0un q—1>0, tad u+v>x+y un, izdarot gajienu, skaitlu summa pieaug.
2)jap—1=0vai q—1=0, tad (p—1)(q—1) =0 un utv=x+y, bet sads gadijums jau
ieprieks apskatits.
Tatad apskatamo skaitlu summa vai nu pieaug, vai paliek nemainiga. Un zinot, ka §1
summa nevar bt lielaka par 1999R, esam pamatojusi, ka, izdarot uzdevuma

aprakstitos gajienus, noteikti iegiisim situaciju, kad ta parstas mainities.
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2. variants.

Pieradijums: pienemsim, ka x un y ir kaut kadi divi fikseti skaitli no uzrakstitajiem.

Pienemsim, ka x=rp un y=rq, kur r ir skaitlu x un y lielakais kopigais dalitajs (LKD),

bet p=x:u un q=y:u. Pienemsim, ka x<y. Tas nozim&, ka LKD(x,y)=r, bet

MKD(x,y)=rpq. Ta ka LKD ir mazaks vai vienads ar mazako no skaitliem x un y, tad

r<x, un lidzigi, ta ka MKD ir lielaks vai vienads ar lielako no skaitliem x un y, tad

pg>y. Izpildot uzdevuma aprakstitos gajienus, mazako no skaitliem x vienmer
aizstasim ar mazako no jaunajiem skaitliem r, bet lielako skaitli y aizstasim ar lielako
no jaunajiem skaitliem rpq, t.i., Xjaunais=t UN Yjaunais=IP-

Apzimésim mazako no 1999 uzrakstitajiem skaitliem ar a. Izpildot uzdevuma

aprakstito operaciju ar $o skaitli, iespg€jami 2 gadijumi:

e skaitlis a nemainas. Tad skaitlis, ar kuru kopa nemts a, ir vienads ar a, vai ari §is
skaitlis dalas ar a.

e skaitlis a mainas. Ta ka a noteikti ir mazakais no abiem skaitliem, ar kuriem tiek
izdarits gajiens, tad péc iepriek§ aprakstitas shémas to aizstaj ar r. Zinam, ka r ir
lielakais kopigais dalitajs, 11dz ar to tas vienmer ir mazaks vai vienads par mazako
no skaitliem. Tatad, ja a mainas, tad tas noteikti kluist mazaks.

Veicot uzdevuma aprakstito operaciju ar skaitli a vairakas reizes, vienmér nonakam

pie Siem 2 gadjjumiem — skaitlis a nemainas vai samazinas. Skaitlis a nevar

samazinaties bezgaligi ilgi, jo, ta ka LKD ir naturals skaitlis, tad a var samazinaties,
pirmkart, par veselu skaitli, un, otrkart, ne ilgak, kamér sasniedz vértibu 1. Tatad
noteikti bus tads bridis, kad a vairs nemainisies.

Tad apskatam atlikuSos 1998 skaitlus. Izv€lamies mazako no tiem un veicam

uzdevuma pielaujamas operacijas. Lidzigi, Sis skaitlis var tikai palikt tads pats vai

samazinaties, jo ir mazakais no apskatamajiem. P&c ieprieks aprakstita skaidrs, ka ar1

Sis skaitlis kada bridi beigs mainities. Tas apskatam atlikSos 1997 skaitlus un

sprieZzam l1idzigi. Ta turpinam, kameér palikusi 2 skaitli. Izpildam pielaujamo operaciju

un esam ieguvusi uzdevuma prasito situaciju, kad nemainas neviens no skaitliem.

26.10.5. Atbilde: Andrim pietiek ar 5 jautajumiem.

Pieradijums: pamatosim, ka Andrim pietiek ar 5 jautajumiem.

Uzdodot 1. jautajumu, Andris uzzina skaitlu 1, 2, ...,10 relativo kartibu. Apzim&sim So

skait]u relativo kartibu ar x,,X,,...,X,-
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Uzdodot 2. jautajumu, Andris uzzina skaitlu 11, 12, ...,20 relativo kartibu. Apzim&sim

So skaitlu relativo kartibu ar y,,y,,...,¥,,-

Uzdodot 3. jautajumu, Andris uzzina skaitlu x,,x,,...,X5, ¥,,¥,,...,¥s relativo

kartibu. Apzimésim $o skait]u relativo kartibu ar z,,z,,...,7,,.

Pieradisim, ka z,,z,,...,z5 ir 5 kreisie skaitli Jana uzrakstitaja virkné. Uzdodot 1.

jautajumu, mes uzzinam, kuri 5 skaitli no 1 1idz 10 ir vairak pa kreisi Jana uzrakstitaja

virkné. Tie ir X,X,,...,Xs. Uzdodot 2. jautajumu, més uzzinam, kuri 5 skaitli no 11

lidz 20 ir vairak pa kreisi Jana uzrakstitaja virkné. Tie ir y,,y,,...,ys. Uzdodot 3.

jautajumu no 10 skaitliem, kas ir visvairak pa kreisi m€s uzzinam precizi tos 5

skaitlus, ka Jana uzrakstitaja virkn€ ir visvairak kreisaja puse.

No z,,z,,...,Zspa labi Jana uzrakstitaja virkne noteikti atrodas:

® X(,X;,...,X,,— izriet no 1. jautdjuma. Zinam, ka x,,X,,...,X,, noteikti ir pa labi
no Xx,,X,,...,Xs péc l. jautajuma nosactjumiem. Un, ta ka z,,z,,...,z, ir skaitli,
kas atrodas visvairak pa kreisi no uzrakstitajiem skaitliem, tad no skaitliem

X;,X,,...,X;, tle var saturét tikai kadu no skaitliem x,,x,,...,x5. Tatad
z,,Z,,...,Zs noteikti nesatur nevienu no skaitliem Xx,X,,...,X,,, t.L,
X4,X7,...,X,, atrodas palabino z,,z,,...,z5.

® Ve, ¥q,....Yo— lzriet no 2. jautajuma. Zinam, ka y,,y,,...,y,, noteikti ir pa labi
no y,,y,,...,yYs péc 2. jautdgjuma nosactjumiem. Un, ta ka z,,z,,...,z; ir skaitli,

kas atrodas visvairak pa kreisi no uzrakstitajiem skaitliem, tad no skaitliem

Yi5Yas--s Y tie var saturét tikai kadu no skaitliem vy,,y,,...,ys. Tatad
z,,Z,,...,Zs noteikti nesatur nevienu no skaitliem y.,y,,...,y,, tL,
Ye>Y75--+5 Yo atrodas palabino z,,z,,...,z;.
® 7.,7,,...,Z,,— lzriet no 3. jautajuma nosacijumiem.
Uzdodot 4. jautajumu, Andris uzzina skaitlu X,,X,,...,X;0, Y,Y7s---»Y;, relativo
secibu. Lidz ar to ir uzzinati ar1 Jana virknes 5 labgjie skaitli; to iegiist, spriezot lidzigi
ka par 5 kreisajiem skaitliem.

Uzdodot 5. jautajumu, Andris uzzina 10 atlikuSo (vid€jo) skaitlu secibu. Tada veida

Andris uzzinajis visu 20 skaitlu patieso secibu.
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Piezime: Var pieradit, ka ar 4 jautajumiem Andrim nepietiek. Pieradijums ir gar§ un

nav vienkarss.

11. klase

26.11.1. Atbilde: Pietiek ar 8 svérSanam.

Pieradijums: pienemsim, ka Andra noraditas mon¢étas ir a un b, bet paréjas monétas —
X, Y, z un t. Janis salidzina katru moné&tu a un b ar katru no monétam x, y, z un t. Kopa
notiek 8 salidzinasanas (a ar katru no cetram atlikuSajam un b ar katru no cetram
atlikuSajam). Ja a un b atrodas blakus rinda, kur monétas sakartotas péc masam, tad
neviena cita monéta nav starp tam. Tas nozimé: ja kada cita monéta ir vieglaka par a,
tad ta ir vieglaka ar1 par b, un, ja kada cita monéta ir smagaka par a, tad ta ir smagaka
ar1 par b. Tatad, lai monétas atrastos blakus, abam svérSanam, kur monétas a un b
salidzina ar kadu no pargjam monétam, jauzrada vienadi rezultati.

26.11.2. Atbilde: 3" —2".

Pieradijums: katram karaviram pieSkirsim vienu no trim apzim&jumiem: N — netiek
apbalvots, P — tiek tikai paaugstinats, O — sagpem ordeni un tiek paaugstinats.
Pirmajam karaviram var pieskirt vienu no 3 apzim&jumiem, otrajam karaviram tiesi
tapat ir 3 iesp€jas, utt., arT péd&jam, n-tajam, karaviram varam pieskirt vienu no 3
apzim&jumiem. Reizinajums 3-3-...-3 =3" ir kopgjais skaits, cik veidos n karaviriem
var pieskirt vienu no 3 apzimgjumiem (N, P vai O).

P&c uzdevuma nosacijumu b punkta ir zinams, ka ir jabiit vismaz 1 karaviram, kas tiek

paaugstinats dienesta pakapé un ordeni nesapem. Tatad no kopgja apzim&umu

pieskirSanas skaita 3" jaatpem to variantu skaits, kur neviens no karaviriem nav
sanémis tikai paaugstinajumu dienesta pakapé. Tie ir tadi varianti, kur karaviri sanem
vai nu paaugstinagjumu un ordeni, vai nesanem neko. Lai noskaidrotu $adu variantu
skaitu, mums jasaskaita, cik dazados veidos karaviriem var pieskirt vienu no diviem
apzim&umiem N vai O. Skaidrs, ka pirmajam karaviram var pieSkirt vienu no 2
apzim&jumiem, otrajam Kkaraviram tieSi tapat ar1 var pieskirt vienu no 2
apzim&jumiem utt., ari péd&jam, n-tajam, karaviram varam pieskirt vienu no 2
apzim&jumiem. Tatad reizinajums 2-2-...-2=2" ir kopg&jais skaits, cik veidos n

karaviriem var pieskirt vienu no 2 apzim&jumiem (N vai O).
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Tatad no kopgja skaita, cik dazados veidos n karaviriem var pieskirt 3 apzim&umus,
atnemot to skaitu, cik dazados veidos var pieskirt 2 apzim&jumus, iegiistam uzdevuma
atrisinajumu: 3" —2",

26.11.3. Atbilde: Var biit 2 vai 4 para skaitli.

Pieradijums: vienadibas 2° +2°+1*=3> un 4° +4%+2° =6 parada, ka para
skaitlu skaits var but 2 un 4. Pieradisim, ka para skaitlu skaits nevar but 1 un 3.
Zinam, ka, kapinot kvadrata nepara skaitli, ieglistam nepara skaitli, bet, kapinot
kvadrata para skaitli, ieglistam para skaitli. Parnesot t* uz vienadojuma kreiso pusi,
ieglistam, ka X’ +y’ +7 —t>=0. Ja tie§i viens no X, y, z, t ir nepara skaitlis, tad,
pieskaitot vai atpemot para skait]us, iegiisim nepara skaitli, tatad nevarésim iegiit O.
Lidzigi, ja 3 no skaitliem X, y, z, t ir nepara skaitli, tad to summa vai starpiba ir nepara
skaitlis. legiitajam nepara skaitlim pieskaitot vai atnemot atlikuSo para skaitli, atkal
ieglistam nepara skaitli. Tatad rezultats noteikti nav vienads ar 0.

Pieradisim, ka nav arl iesp&jams gadijums, kad ir tieSi O para skaitli un 4 nepara
skaitli. Lai to pieraditu, mums bis vajadziga lemma par nepara skaitlu kvadratu
daliSanu ar 4. To pieradisim vispirms.

Lemma. Nepara skaitla kvadrats, dalot ar 4, dod atlikumu 1.

Pieradijums. Jebkuru nepara skaitli var uzrakstit forma: 2k+1, k € Z. Kapinot So
skaitli kvadrata, iegiistam: (2k+1)> =4k”> +4k+1=4-(k> +k)+1. Lai nepara skaitla
kvadrats, dalot ar 4, dotu atlikumu 1, ari izteiksmei 4- (k> +k)+1, dalot ar 4, jadod

atlikums 1. Redzam, ka §Ts izteiksmes pirmais saskaitamais 4-(k” +k) noteikti dalas
ar 4 (dod atlikumu 0), jo satur 4 ka reizinataju. Bet otrais apskatamas izteiksmes

saskaitamais 1 ar 4 nedalas un dod atlikumu 1. Tatad ari visa izteiksme 4-(k* +k)+1,

dalot ar 4, dod atlikumu 1. Bet, ta ka jebkura nepara skaitla kvadrats (2k+1)* ir
vienads ar $adu izteiksmi, tad esam pamatojusi, ka nepara skaitla kvadrats, dalot ar 4,
dod atlikumu 1.

Ja x, y un z ir nepara skaitli, tad vienadojuma kreisa puse uzrakstama $adi:

x> +y° +7z° =(2a+1)’ +(2b+1)> +(2c+1)> =4(a’* +a+b* +b+c’ +c)+3. Tatad vienadojuma
kreisa puse dod atlikumu 3, dalot ar 4. Ta ka vienadojuma labaja pusé ir t* un t ir
nepara skaitlis, tad laba puse dod atlikumu 1, dalot ar 4. Tatad vienadiba neizpildas un
nav iesp&jams gadijums, kad ir 0 para skaitli un 4 nepara skaitli.

26.11.4. Atbilde: skudra atradisies regulara daudzstiira centra.
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Pieradijums: ar O apzimé&sim regulara n-stiira centru. Pieradisim teorému: péc k

posmu veikSanas skudra atradisies tada punkta X, , ka
Xt

_ﬁk:OAJHM¥+OAQ+W+OAk
k+1 |

Pieradisim, izmantojot matematiskas indukcijas metodi.

Baze: ja k=0, tad skudra nav nogajusi nevienu posmu un

. 0
04,

. 7A. Zim&jums
0+1

atrodas punkta X, = A,, un 0—A£ =

Induktivais pienémums: pienemsim, ka teoréma dota formula ir patiesa k posmiem:

—  OA, +0A; +0A; +..+0A;,
Xk: 1 2 .
k+1

Induktiva pareja: pieradisim, ka formula ir patiesa ari k+1 posmiem. Skudra (k+1)-ja

. (P&éc uzdevuma nosacijumiem (k+1)-as

. 1
posma parvietojas par vektoru —— X, A, |
k+2

virsotnes virziena skudra norapo dalu no vektora X, A, ,, garuma.) Zinam, ka

vektors XkAik ! apraksta virzienu no punkta X, uz virsotni A, , (ta ir nakama
+

virsotne, kuru skudra bija paredzgjusi apciemot). Vektors no centra lidz jauniegtitajam

punktam, kura skudra pardomaja turpmak neiet (k+1)-as virsotnes virziena, ir OX,_; .

7A. zim&uma redzamais vektors X, X, ir E Jo, esot tieSi punkta

] —
—X, A
k+2 k' k+
X, , skudra pardomaja iet virsotnes A,,, virziena. Izmantojot vektoru saskaitiSanas

likumu, varam rakstit, ka

0X,.,, =0X, +LX A. (izmantojot vektoru atpemsSanas likumu,
k+2 kK ik+1
zinam, ka X, A, , =0A,  -0X,)
— 1
=0X, + 2 (OAik i OXk) = (atveram iekavas)
— 1 —— 1 —/—— - .
=0X, ———0X, +——0A (savelkam Iidzigos saskaitamos)

k+2 kkt2  ik+l
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k+l— 1

=——0X, +——O0A. = (no induktiva pienémuma zinam, ka
k+2 k+2 1k+1
OX_ - OA, +0A; +OA,, +..+0A )
ko k+1
_ (k+1) (OA, +OA;, +OA,, +...+OAik)+ 1 OA 3
~ (k+2) (k+1) k+2  ik+1
_ OA; +0A; +0A;, +..+0A;
- k+2

OA, +0A, +OA,, +...+ OA
Tatad esam pieradijusi, ka OXk+1= A +OA, kfl; A'k+1.

Tapéc péc n-1 posma veikSanas skudra atradisies tada punkta B, ka

—_—

— 04, +Od, +...+ 04 P ———
op = O+ 04+ O4, 1 orasim picradtt, ka OA. +OA. +...+ OA. =0, tad
n

skudra péc n-1 posma biis tada punkta B, ka OB=0. Tas nozimg, ka O sakrit ar B un

skudra bus nonakusi n-stiira centra.

_—

Pieradisim, ka OA, +OA, +..+0OA 6, pienemot pretéjo, ka

n =

—_—

OA, +0OA, +..+0A = A=#0. Apskatisim, par ko parveidojas apskatamo vektoru

. o . 2m . .
summa, rot§jot vektoru sisttmu ap punktu O par lenki —. Tad jaunais vektors
n

OA att€losies ka vektors OA,, jaunais vektors OA attelosies ka vektors

1jauns 2 jauns

OA, , utt., jaunais vektors OA att€losies ka vektors OA, . Izpildot §adu rotaciju,

njauns

visu pagriezto (jauno) vektoru summa ir

OA +OA +...+ OA =0A, +0A; +..+0A +O0A,.

1jauns 2 jauns n jauns

Ta ka saskaitamo seciba neietekmé& summas vértibu, tad no piep€émuma zinam, ka

vienadibas labja pus€ eso$a summa ir vienada ar vektoru A. Bet no otras puses zinam,

L o . 2m e -~
ka pagriezot visus saskaitamos par lenki —, arT summas vektoram biitu japagriezas
n

2n _ . N . ” .
par — un tas nevarétu sakrist ar vektoru A. Esam ieguvusi pretrunu: no vienas puses
n

pagriezto vektoru summai jabiit A, bet no otras puses ta nevar biit A. Tatad

sakotngjais piepémums bija nepatiess un OA, + OA, +...+OA = 0.
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Esam pieradijusi, ka skudra kustibas beigas atradisies daudzstura centra.

26.11.5. Pieradijums: ievérojam, ka

ab+bc+cd+da= (iznesam kopigo reizinataju)
=b(a+c)+d(a+c)= (iznesam kopigo reizinataju (a+c))
=(a+c)(b+d)= (no dotas vienadibas ir zinams, ka atb+c+d=0 jeb

b+d=-a-c. Tatad b+d varam aizstat ar —(a+c))
=(a+c)-(—(a+c)=
=—(a+c)* <0 (ta ka jebkura skaitla kvadrats ir lielaks vai vienads ar

0, tad skaitla kvadrats ar minusa zimi noteikti ir mazaks
vai vienads ar 0)

Apskatot parveidojumu sakumu un beigas, redzam, ka ab+bc+ecd+da <0.

No otras puses, zinam, ka

l=a’+b’+c’+d’ =

=@’ +c)+(b*+d* >

> %((a +¢)* +(b+d)?)>  (izmantojam faktu, ka ;(x2 +y*)>xy, kur x>0,y>0

(apzim@sim: x = |a + c| un y = |b +d|, janem izteiksmju
moduli, lai izpilditos nosacijumi x>0Ouny=0).
Pamatosim: zinam, ka (x—y)* >0. Izpildot kapinasanu,

ieglistam, ka x —2xy+y’>0, tad x°+y’>2xy un
1 2 2
S +y)2xy)

2|a+c|-|b+d|.

Apskatot parveidojumu sakumu un beigas, redzam, ka 12|a+c|-|b+d , bet péc

modulu 1pasibam varam nevienadibu parveidot dubultaja nevienadiba bez moduliem:
—-1<(a+c)(b+d)<I1. Bet, ta ka (atc)(b+d)=ab+bc+cd+da, tad esam ieguvusi, ka
—1<ab+bc+cd+da. Apvienojot ar ieprieks iegtto ab+ bc+cd+da <0, ieglistam

uzdevuma prasito, ka —1<ab+bc+cd+da<0.
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12. klase

26.12.1. Atbilde: Vienadojumam ir 1 reala sakne.

Pieradijums: apskatisim funkciju f(x)=x+x’. Miisu uzdevums ir atrast, pie cik
dazadam x vertibam funkcijas vertiba ir 1. Redzam: ja x>0, tad funkcija ir augosa.
Tatad ar1 funkcijas vertibai 1 atbilst ne vairak ka viena x vértiba. Ievietojot x vieta
attiecigi 0 un 1, iegistam, ka f(0)=0<1 un f(1)=2>1. No ta seko, ka
vienadojumam eksiste atrisinajums o, kur 1 <o < 2.

Tagad mums janoskaidro, vai vienadojumam ir vél kads atrisinajums, ja x <0. Ja

x=-1, tad f(x)=0. Bet, ja x<-1, tad f(x)<0. Pamatosim: zinam, ka ‘x3‘>‘x2

, Ja
x € (—oo—1)U (I;4+00) , tatad f(x)={x3\+\x2\<o . No ta, ka f(x)<0, zinams, ka
izpildas arT nevienadiba f(x)<1. Tas nozimé, ka intervala (—oo0;—1) vienadojumam
saknu nav, jo zinams, ka f(x) <0.

Tatad, ja vienadojumam ir vél kada sakne, tad ta ir vél neparbauditaja intervala

(~1;0). Bet, ja —1<x<0, tad ‘x3‘<‘x2‘ un x° +x° =|X|2 —|x|3. Taka —1<x<0, tad
x|” <1, bet tad f(x)={x3\+\x2\<{x3\+1<1. Tatad intervala (-1; 1) vienadojumam

saknu nav.
26.12.2. Uzdevuma atrisinajums sastav no 2 dalam: pirmkart, uzradit visas iesp&jamas
funkcijas; otrkart, pamatot, ka neviena cita funkcija neder.

= Atbilde: f(x) = x. Parbaude parada, ka §1 funkcija apmierina visus uzdevuma
nosacijumus.

= Pieradijums: ievietosim x =0 a) nosacijuma; seko, ka f(0)<0. Bet,
ievietojot b) nosacijuma x=y=0, seko, ka f(0)<f(0)+f(0), kas ir
ekvivalents nevienadibai f(0)—2f(0)<0. Iegustam, ka —f(0)<0 jeb
£(0) > 0. No a) nosacijuma esam ieguvusi, ka f(x) <0, ja x=0, bet no b)
nosacijuma ieguvam, ka f(x) =0, ja x=0. No ta seko, ka f(x)=0, ja x=0.
Ievietojot y =-x b) nosacijuma, iegiistam: f(x+(—x))<f(x)+f(—x) jeb
f(0) < f(x)+f(—x). Taka £(0)=0, tad varam rakstit, ka
f(x)+f(—x)=0 (1)
No a) nosacijuma zinam, ka f(x) < x 2)

un f(—x)<—x (3).
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Saskaitot (2) ar (3), iegiistam, ka f(x)+f(—x) <0 (4).
Salidzinot (1) ar (4), iegustam, ka f(x)+f(—x)=0. Bet, ta ka ir speka
nevienadibas (2) un (3), tad f(x)+f(—x)<x+(—x)<0 wun vienadiba
f(x)+f(—x) =0 iespgjams tikai, ja f(x)=x un f(—x)=—x.
26.12.3. Atbilde: Ja, var.
Pieradijums: izv€leésimies 5 punktus ka 5 lozu centrus. Konstruésim §is lodes ta, lai
atbilstoSajiem lozu centriem izpilditos uzdevuma aprakstitas 1pasibas.
Aplukosim telpa tadas 5 lodes, kuras savstarp€ji ar&ji pieskaras viena otrai un jebkuru
divu lozu radiusu summas nav vienadas. Pamatosim, ka ir iesp&jams atrast sadas 5
lodes.
Telpa novietosim 4 lodes ar dazadiem radiusiem ta, lai tas visas pieskaras viena otrai.
So lozu radiusus nemsim M+1, M+2, M+4 un M+8 kur M — loti liels skaitlis. So lozu
centri neatrodas viena plakné. Piekta lode bis izvéléta ar tik mazu radiusu, lai to
varétu novietot ,,pa vidu” starp STm 4 lodém un lai ta pieskartos katrai no §Tm 4 lodéem
tiesi viena punkta.
Ta ka uzdevuma prasitos 5 punktus izv€lamies ka So loZu centrus, tad skaidrs, ka
attalumi starp katriem diviem no tiem ir dazadi. Pamatosim: zinam, ka visam lodém
radiusi ir atSkirigi. Bet attalums starp jebkuriem diviem loZu centriem, piemé&ram,
starp lozu A un B centriem, ir attiecigo lozu A un B radiusu summa. Apskatisim visas
iespgjamas sakotngjo cCetru lozu radiusu summas pa divi (kas sakrit ar visiem
iesp&jamiem attalumiem starp to centriem):
M+1+M+2=2M+3 ~ M+2+M+4=2M+6 ~ M+4+M+8=2M+12
M+1+M+4=2M+5 M-+2+M+8=2M+10
M+1+M+8=2M+9
Redzam, ka nekadi divi attalumi starp sakotngjo loZzu centriem nav vienadi.
Ja piektas lodes radiusu apziméesim ar r, tad attalumi starp tas centru un sakotn&jo lozu
centriem ir M+1+r; M+2+r; M+4=r; M+8+r. Sava starpa tie visi atSkiras. Ja M ir ]oti
liels skaitlis, tad tie atSkiras arT no seSiem agrak aprékinatajiem attalumiem, jo

r =~ [-M, kur [ - attalums starp tada regulara tetraedra virsotni un centru, kuram visu
y . . 6
Skautnu garumi ir 2M, t.i., r = M[% - J <0,23M.

Tatad visi 10 attalumi starp izvel€to piecu loZu centriem ir dazadi.
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Pamatosim, ka visam 5 posmu slégtam lauztam linijam, kuru virsotnes ir Sie punkti,
garumi ir vienadi. Tas seko no ta, ka katras Sadas lauztas Itnijas garums ir visu lozu
divkarSotu radiusu summa. Bet §1 summa nemainas atkariba no ta, ka veidota slégta
lauzta linija.

Tatad esam pamatojusi, ka telpa iesp&jams novietot 5 punktus ta, lai izpilditos
uzdevuma dotas pasibas.

41 . 4"42

26.12.4. Atbilde: S(n)=2+ ~1=

. Pieradijums: apzimésim mekl€to

summu ar S(n). Ja n=1, tad apskatamie skaitli ir {1, 2} un to lielako neparu dalitaju
summa S(1)=2. Ja n=k, tad apskatamie skaitli ir {I,2,...,2"}, bet, ja n=k+1, tad
apskatamie skaitli ir no 1 Iidz 2" = 2.2" (tatad apskatamo skaitlu ir divreiz vairak),
ti, {1,2,...,25,25+1,25 +2,...2-2"}. Otro kopu no pirmas var iegiit sekojosi:
pareizinat visus pirmas kopas elementus ar 2 un pievienot nepara skaitlus 1, 3, 5,...,
2"1_1. Pareizinot ar 2, més iegiisim visus otras kopas para skaitlus, s kopas skaitlu
lielako nepara dalitaju summa ir S(k) (tada pati ka pirmas kopas nepara dalitaju
summa). Pamatosim: pareizinot ar 2, visiem pirmas kopas skaitliem paradas vél viens
reizinatajs 2, bet, ta ka mekl&jam lielako nepara dalitaju, tad Sis 2 neietekmé
iznakumu. Tatad otras kopas lielako nepara dalitaju summa ir S(k).

Skaitlu 1, 3, 5,..., 2“1 lielakie nepara dalitaji ir vigi pasi, tapé€c to summa ir
l+3+...+(2kﬂ-l). Atrodam izteiksmes vertibu péc aritmétiskas progresijas summas
k+1

formulas, t.i.,%. Taka a, +a, =1+2"" -1)=2"" un n=

=2%  tad

2k+1 . 2k

summa ir =2K. 2k =4k,

Tapéc kopéja k+1 skait]u lielako nepara dalitaju summa ir S(k +1) = S(k) + 4.
Péc tikko izteiktas formulas varam iegit, ka S(2)=S(1)+4', S(3)=S(2)+4°=S(1)+4'+4*
utt. Turpinot iegiisim, ka S(n)=S(1)+4'+...+4™". P&c geometriskas progresijas summas

formulas S(n)=2 + 4 3_1 -1= 4 3+2

26.12.5. Pieradijums: vispirms pieradisim lemmu.
Lemma. Ja 3 figtrinas atrodas uz 1 taisnes, kas paral€la x vai y asij, tad parbidiSanu

iesp€jams veikt ta, lai jebkuras 2 brivi izvéletas figiirinas atrastos viena punkta.
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Pieradijums. Uz taisnes esosas 3 figurinas

secigi (virziena no negativajam koordinatam — N
M N K
uz pozitivajam) apzimésim ar M, N un K 8A. ZIm&jums

(skat. zim. 8A.). Ja MN > NK, parbidam

figlrinu M par vektoru NK uz figtrigu N un K pusi (ja MN<NK, tad parbidam K par
NM ). Jaunieguto figiirinas M atraSanas vietu apzimésim ar M,. Acimredzami, ka

attalumu summa starp punktiem M,, N un K ir mazaka neka attalumu summa starp
punktiem M, N un K. Bet, ta ka §1 summa ir nenegativs vesels skaitlis, tad
samazinasanas nevar turpinaties bezgaligi. Tas nozimé, ka, atkartojot Sadus gajienus,
iestasies bridis, kad parbidiSana vairs nevarés notikt. Bet tad divas figlirinas atrodas
viena punkta. Ja tas nav vajadzigas, piem&ram, sakrit M un K, bet jasakrit M un N, tad
parbidam K par MN un péc tam N par KM.

Lemma pieradita.

Tagad apskatisim 4 figirinas A, B, C, D un to projekcijas A,,B,, C,, D, uz brivi
izv€letas horizontalas taisnes t. Pienemsim, ka mums jasavieto A un B.

Izmantojot lemmu, varam panakt, lai figiirinu projekcijas A, B,, C,, kas atrodas uz

vienas taisnes, atrastos viena punkta. Aprakstisim ricibas algoritmu: lai kaut kadas

figirinas X projekciju X, (skat. zim. 9A.)

parbiditu pa taisni t par vektoru Y,Z, uz )S/Xl

punktu X, , tad plakné parvietojam figiiru X

par vektoru YZ .

S

Pamatojoties uz lemmu, varam panakt, ka

)

~ 9
N

sakrit A; un B;. P&c tam, atkal pamatojoties uz X, . Z,
lemmu, varam panakt, ka sakrit A, B;, C; (ja
—_— 9A. Zim&jums

japarbida A; un B par vektoru =C,D,, tad

vispirms bida vienu no tiem, p&c tam otru).
Esam ieguvusi situaciju, kad Ay, By, C; sakrit, tas nozim¢, ka A, B, C atrodas uz vienas
taisnes, kas perpendikulara t. L1dzigi, izmantojot lemmu, varam panakt, lai sakrit ar1

A un B.
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Latvijas 27. atklata matematikas olimpiade

9. klase

27.9.1. Atrisinajums sakrit ar uzdevuma 26.9.1. atrisinajumu.
a) Atbilde: n€, nevar. Pieradijums: prasitais nav iesp&jams, jo pat Cetru lielako
iesp&jamo saskaitamo summa ir mazaka par 2.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+—=+—=+—=1+—+—+—<l4+-+—+—-<2
12 2% 32 4? 4 9 16 4 4

b) Atbilde: ja, ir iesp&jams. Pieradijums: ka 4 naturalos skaitlus var nemt 3, 12, 15,
20. To katrs var parbaudit pastavigi.
Paradisim, ka varg€ja nonakt I1dz Sai atbilder.

Zinam, ka l = l+L , bet L var izteikt ka L = L +L. Zinams, ka 144 =127,
8 9 72 72 72 144 144

Ta ka péc uzdevuma nosacijumiem naturalajiem skaitliem jabut dazadiem, tad vienu
_ 1 . 1=
no dalam T2 vajag parveidot savadak:

ﬁ = 32+42 = (skaititaju un saucgju pareizinam ar 5%)

5 o
=t (zinam, ka 5% =3% +47)

2 2

= 334;252 = (katru saskaitamo skaititaja varam atseviski izdalit ar sauc€ju)
32 42

- 32 42 .52 +32 42.52 7

- - I 1 1 1 1
Kopa npemot iegiistam, ka —=—+ + + .
9 144 225 400

27.9.3. Pieradijums: (skat. 10A. zim.)

1) BNOS ir paralelograms, jo BS”NO un SO”BN.

2) OL — augstums starp paralelograma malam NO un

BS.

OT — augstums starp paralelograma malam SO un BN
3) OL=OT ka rinka linijas radiusi

4) Ta ka BNOS ir paralelograms ar vienadiem 10A. zZim&jums
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augstumiem, tad tas ir rombs. Tapéc BN=BS.

5) BT=BL ka pieskaru nogriezni no viena punkta B

6) Ta ka BT=BL un BN=BS, tad art NT=LS.

7) Lidzigi pierada, ka TK=MP.

8) Saskaitot iegtitas vienadibas, ieglistam, ka NK=MP+LS

27.94.

a) Atbilde: ja, ir iespgjams. Pieradijums: ar x un y apzimgam skaitlus, ko
izvelamies ka reizinamos. Zinam, ka 1+2+...+10=55. P& uzdevuma dota, 2
naturalu skaitlu reizinajums (no 1 lidz n) ir vienads ar par€jo skaitlu summu, tatad
X-y=55—-(x+y). legiito vienadibu var parveidot; parnesam x un y uz kreiso pusi
un ieglistam

Xy + X +y =55; iznesam x pirms iekavam un pieskaitam abam vienadojuma pusém 1.
legiistam x(y+1)+y+1=56 jeb (x+1)(y+1)=56.

Varam nemt x=6, y=7.

b) Atbilde: n€, nav iesp&jams. Pieradijums: risinasim l1dzigi ka a) gadijuma. Ar x un
y apzimésim reizinatos skaitlus. Skaitlu no 1 [idz 15 summa ir 120. Tad no uzdevuma
dota scko, ka

x-y =120 —-(x +y). Veicot parveidojumus, ieglistam

xy+x+y=120. Iznesot pirms iekavam x un pieskaitot abam vienadojuma pusém 1,
ieglstam x(y+1)+y+1=120 jeb (1+x)(1+y)=121.

Iespejami tikai 2 varianti, ka, sareizinot 2 naturalus skaitlus, iegtt 121:

1) vai nu 1+x=1 un 1+y=121, vai arT 1+x=121 un l+y=1 (neder, jo X un y neiznak
vajadzigajas robezas)

2) vai arT 1+x=1+y=11 (neder, jo jabit x #y).

Tatad prasitais nav iesp&jams.

27.9.5. Pieradijums: apskatisim lampu, no kuras iziet lielakais daudzums vienas
krasas vitnu. Pienemsim, ka ta ir lampa A ar x baltam vitném. Paradisim, ka zirneklis
var rapot pa baltajam vitném. (Ja no lampas A baltas un sarkanas vitnes iziet vienada
skaita, tad vin§ var rapot art pa sarkanajam vitném). Lampas, kas savienotas ar A ar
baltam vitném, sauksim par 1. grupas lampam, bet lampas, kas savienotas ar A ar
sarkanam vitném, sauksim par 2. grupas lampam. Pienemsim, ka B ir otras grupas
lampa, tad B ir savienota ar A ar sarkanu vitni. Ja B arl ar visam pirmas grupas

lampam biitu savienota ar sarkanam vitném, tad no B izietu vismaz x+1 sarkana vitne
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(x vitnes uz 1. grupas lampam un 1 vitne uz A), bet no lampas A iziet tikai x vienas
krasas vitnes. Esam ieguvusi pretrunu, jo pienémam, ka no A iziet lielakais daudzums
vienas krasas vitpu. Tas nozimé, ka B ar kadu no 1. grupas lampam ir savienota ar
baltu vitni, tatad no B uz A var noklut, rapojot pa 2 baltam vitném (caur 1. grupas
lampu). Lidzigi to var pieradit jebkurai lampai, kas savienota ar A ar sarkanu vitni.
Apskatisim iesp&jamos variantus:

1) Ja zirneklitim janoklust no 1. grupas lampas uz 1. grupas lampu, tad zirneklitim
jarapo pa baltu vitni uz lampu A un no lampas A pa baltu vitni uz vajadzigo.
Tatad pa celam apmekl&ta 1 lampa.

2) Ja zirneklitim janokliist no 2. grupas lampas uz 2. grupas lampu, tad zirneklitim
jarapo pa divam baltam vitném uz lampu A un no lampas A pa 2 baltam vitném
uz vajadzigo. Tatad pa celam apmeklétas 3 lampas.

3) Ja zirneklitim janoklust no 1. grupas lampas uz 2. grupas lampu, tad zirneklitim
jarapo pa vienu baltu vitni uz lampu A un no lampas A pa 2 baltam vitném uz
vajadzigo. Tatad pa celam apmeklétas 2 lampas.

4) Ja zirneklitim janoklust no 2. grupas lampas uz 1. grupas lampu, tad vinam
jarapo pa divam baltam vitn€m uz lampu A un no lampas A pa 1 baltu vitni uz

vajadzigo. Tatad pa celam apmekl&tas 2 lampas.

10. Klase

27.10.1. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 26.10.1. atrisinajumu.
27.10.2. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast un paradit
pieméru, kas apmierina visus uzdevuma nosacijumus; otrkart, pieradit, ka citi varianti
nav iesp&jami.
= Atbilde: prasitie skaitli ir 3, 103 un 1033.
* Pieradijums: zinam, ka skaitlis dalas ar 3 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa
dalas ar 3. Lidzigi, ja skaitlis, dalot ar 3, dod kadu atlikumu, tad, $1 skaitla ciparu
summu dalot ar 3, iegisim tadu pasu atlikumu.
Veselos skaitlus var iedalit 3 grupas: tadi, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1; tadi,
kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2; tadi, kas dalas ar 3, tatad dod atlikumu O.
Apzimésim dotos pirmskait]us ar x un y, kur y=x+100, un apskatisim 3 iesp&jas:
1)x, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tad x uzrakstams forma x =3k +2, k € N vai k=0.

Apskatisim, kadu atlikumu, dalot ar 3, dod skaitlis y. Taka y =x+100 =3k +102,
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tad y atlikums, dalot ar 3, ir vienads ar summas 3k +102 atlikumu, dalot ar 3.
Summa 3k+102, dalot ar 3, dod atlikumu 0, jo 3k dalas ar 3 (jo satur 3 ka
reizinataju) un 102 art dalas ar 3. Esam ieguvusi, ka y, dalot ar 3, dod atlikumu
nulle, bet no ta seko, ka y nevar biit pirmskaitlis (jo pirmskaitlis dalas tikai pats ar
sevi un ar 1). Tatad nav iesp&jams, ka x, dalot ar 3, dod atlikumu 2.

2) X, dalot ar 3, dod atlikumu 1; tad x uzrakstams forma x =3k +1, k € N.. Varam
izteikt y ka y =x+100 =3k +101; tad y, dalot ar 3, dod atlikumu 2 (3k dalas ar 3,

jo satur 3 ka reizinataju, bet 101, dalot ar 3, dod atlikumu 2). Apskatisim skaitli, ko
pec uzdevuma nosacijumiem veido, pierakstot x un y vienu otram gala. Skaidrs, ka
skaitla ciparu summa nemainisies atkariba no ta, kuru skaitli rakstisim ka pirmo un
kuru — ka otro.

Ir zinams, ka skaitlis un ta ciparu summa dod vienadus atlikumus, dalot ar 3. Tapéc

x un y ciparu summas dod attiecigi atlikumus 1 un 2, dalot ar 3, t.i., tas uzrakstamas

forma 3a+1 un 3b+2, kur a € Z, b € Z. Tapéc katram no skaitliem x_y un % ciparu

summa ir (3a+1)+(3b+2)=3(a+b+1) un dalas ar 3; tapéc gan xy, gan yx
dalas ar 3. Ta ka abi Sie skaitli lielaki par 3, tad tie nav pirmskaitli.

3) x, dalot ar 3, dod atlikumu 0. Skaitlis x var biit pirmskaitlis tikai, ja tas ir 3 (tas
nevar bt neviens cits skaitlis, jo zinam, ka tas dalas ar 3). Tada gadijuma y=103 un
;=1033, Sis variants apmierina visus uzdevuma nosacijumus (3, 103 un 1033 ir
pirmskaitli, pilna uzdevuma risinajuma tam jabut parbauditam).

Izveidojot skaitli E =3103, redzam, ka tas nav pirmskaitlis, jo 3103 =29-107.

Esam apskatijusi visus iesp€jamos variantus un esam pamatojusi, ka misu atrastais
variants (skaitli 3, 103 un 1033) ir vienigais
iespé&jamais.

B
27.10.3. Pieradijums: skat. 11A. zZim. F D

Lai pieraditu prasito, mums japierada, ka Cetrstiirim

C,MB,A, var apvilkt rinka linijju. Ka zinams, ‘

Cetrstlirim var apvilkt rinka liniju, ja ta pretjo lenpku

ir 180°. '
summa 1r A Bl C
1) MC, || EB ka trijstira AEB viduslinija.
2) MB, || EC ka trijstira AEC viduslinija. 11A. Zim&ums
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3) Ta ka MC, ||[EB un MB, || EC, tad ZC,MB, = ZBEC, jo lepki starp
taisném, kas ir pa pariem paralélas, ir vienadi.
4) ABEC = ABDC péc pazimes mmm: mala BC — kopiga, BE=BD un EC=DC,
jo péc dota punkts E ir simetrisks punktam D attieciba pret BC.
5) AB,||BA un A,C, || AC Kka trijstira ABC viduslinijas.
No ta seko, ka cetrsturis C,A,B,A ir paralelograms.
6) Apskatisim summu ZC,MB, + ZC,A,B,; pieradot, ka ta vienada ar 180°,
biisim pamatojusi, ka Cetrstirim C,MB, A, var apvilkt rinka Itniju.
7) ZC,MB, + ZC,A B, = ZBEC+ ZC,AB,. Pamatosim: ZC,MB, = 2ZBEC
pec 3) pieradita; LC,A;B, = ZC,AB, ka paralelograma pretgjie lepki.
8) Varam parveidot ZBEC+ ZC,AB, = ZBDC+ ZBAC=180°. Pamatosim:
/ZBEC = ZBDC, jo vienados trijstiros BEC un BDC attiecigie elementi ir
vienadi; ZC,AB, = ZBAC acimredzami no zim&juma; ZBDC+ ZBAC=180°,
jo Cetrsturim ABDC ir apvilkta rinka linija un tatad ta pret€jo lenku summa ir
180°.
9) Tatad esam pieradijusi, ka ZC,MB, + ZC,A,B, =180°, tapéc Cetrstirim
C,MB,A, var apvilkt rigpka Iiniju. Tatad punkts M atrodas uz tas rinka linijas,
kura iet caur trijstira ABC malu viduspunktiem.

27.104.

a) Atbilde: ja, tas ir iesp&jams.

Piemeérs: skat. 12A. zim.

b) Atbilde: ng, tas nav iesp&jams.

Pieradijums: péc stiira ritinu izgrieSanas figiira sastaves

no 7-7-4=49 -4 =45 rutinam. Zinams, ka katra maza

uzdevuma dota figiirina sastav no 4 ratinam. Ta ka 45

nedalas ar 4, tad kvadratu, kas sastav no 7-7 ritinam un

kuram izgrieztas visas Cetras stiira riitinas, nav iesp&jams 12A. Zim&jums
sadalit mazajas figtrinas.

¢) Atbilde: ng, tas nav iespg&jams.
Pieradijums: izkrasosim doto ,.kvadratu”, ka paradits 13A. zim&uma. Redzam: lai

arT ka més liktu uzdevuma doto figlirinu, starpiba starp iekrasoto un neiekrasoto
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rutinu skaitu katra figiirina bus 2 (tris iekrasotas un viena neiekrasota vai tris
neiekrasotas un viena iekrasota). Ta ka ,,kvadrats” sastav no 8:-8—-4 =64 -4 =60
rutinam, tad mazo figiirinu skaits biis 60:4=15.

Ta ka mazo figlripu skaits ir nepara skaitlis, tad

iekrasoto un neiekrasoto ritinu skaita starpiba Sajas

figiirinas kopa ir uzrakstama forma 4k+2, ke Z.

Pamatosim: mazo figtrinu skaitu apzime&sim ar 2n+1,

n € N. Ar a apzimé&sim to figiirinu skaitu, kuram par 2

vairak ir iekrasoto ritinu, bet ar b apzim@sim to 13A. ZImgjums
figiirinu skaitu, kuram par 2 vairak ir neiekrasoto ritinu. Skaidrs, ka a+b=2n+1,
tapec vai nu a, vai b noteikti ir nepara skaitlis (lai divu skaitlu summa biitu nepara
skaitlis, vienam no saskaitamajiem jabut nepara skaitlim, bet otram — para
skaitlim). Zinam, ka katrai no 2n+1 mazajam figiirindm iekrasoto un neiekrasoto
rutinu skaita starpiba ir 2. Tatad iekrasoto un neiekrasoto riitinu skaitu starpiba ir
2a-2b. Ta ka, no para skaitla 2a atnemot para skaitli 2b, rezultats biis para skaitlis,
tad varam apzimét 2a-2b=2c. Zinam, ka c ir nepara skaitlis, jo jau ieprieks
pamatojam, ka tieSi viens no skaitliem a vai b ir nepara. Bet tada gadijuma c
pierakstams forma 2k+1 (k — vesels skaitlis), kas nozim&, ka iekrasoto un
neiekrasoto ritinu skaita starpiba pierakstama: 2c=2(2k+1).

Apskatot doto ,kvadratu”, redzam, ka iekrasoto un neiekrasoto riitinu skaita

starpiba ir 4. Bet 4 nav uzrakstams forma 4k+2, ja k

— vesels skaitlis. Tatad prasitais nav iesp&jams.

27.10.5.

a) Piemers: skat. 14A. zim.

b) Pieradijums: sauksim riitinu par 1pasu, ja lauztas

Iinijas virsotnu taja nav. Pamatosim, ka katrai stiira

ritinai blakus ir vismaz viena pasa ritina. Piepemsim

pretejo, ka stiira rutinai blakus nav nevienas ipaSas

rutinas. Tad, ka paradits 15A. zim., linija ieietu viena 14A. zZim&jums

rutina divas reizes, bet péc uzdevuma nosacijumiem ta

nedrikst bit. Tatad miisu pieneémums nav pareizs un katrai —?

stira rutinai patieS$am ir blakus viena ipaSa rutina. Ta ka

kvadratam ir 4 stiiri, tad kopa ir vismaz 4 ipasas ritinas, tapec I3A. Zimgjums
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Sadas lauztas Iinijas virsotnu skaits nav lielaks par 8-8 -4 =64 -4 =60.

¢) Pieradijums: pamatosim, ka katra no kvadrata ceturtdalam ir

vismaz divas TpaSas rutinas. Tas, ka katra kvadrata ceturtdala ir

vismaz viena $ada ritina, seko no b) punkta pieradita. Pieradisim, 9(10[1112

pienemot pretejo. Pienemsim, ka kada kvadrata ceturtdala nav | 13|14[15]16

vairak ka viena ipaSa ritipa. Apskatisim to kvadrata ceturtdalu, ga. Zim&jums

kura nav vairak ka viena ipasa rutina. Ta ka kvadrata ceturtdalas ir

B 3
simetriskas, tad varam pienemt, ka apskatam 16A. zim. paradito —I 71 g
ceturtdalu. Numur&sim ritinas, ka paradits 16A. zZzim&juma. oli1112

Apskatisim gadijumu, kad 1. riitina ir savienota gan ar 2., gan ar | 13(14/15116

5. ritinu (ta ka no uzdevuma nosacijumiem zinam, ka lauztas 17A. Zim@jums

Iinijas virsotnei jabut katra kvadrata rutina, tad ta noteikti jabiit).

H 314
No b) punkta pieradita zinam, ka lauztas linijas virsotne nevar —I .
atrasties gan 2., gan 5. ritind — viena no tam ir IpaSa rutina. il
Pienemsim, ka 5. ruitina ir TpaSa, tas nozime, ka lauzta Iinijjano 2. | 13{14]15]16

rutinas iet uz 6. rutinu (skat.17A. zim.) un no 1. ritinas uz 5. un 18A. Zim&jums

tad uz 9. rutinu (piektaja rutina lauztajai linijai nav virsotnes,

tatad ta iet taisni cauri uz 9. ritinu). Ja 9. ritina biitu savienota ar ]| 314
7
13. ritinu, tad arT 9. ritina butu 1pasa, jo taja nebitu virsotnes, s
tapec 9. riitinai noteikti jabiit savienotai ar 10. riitinu (skat. 18A. 15116
I

zim.). Lidzigi, ja 10. riitina bitu savienota ar 11. ritinu, tad 10. .
19A. zim€jums

rutina biitu 1pasa, bet ta nevar but, tapéc 10. rutina noteikti ir

savienota ar 14. rutinu. Ta ka lauztai Iinijai noteikti jabut slégtai, 314

tad 14. ratinai ir noteikti jabut savienotai ar 13. ratigu, citadi 13. T Tl

rutina paliktu tukSa (bet ta nedrikst but), skat. 19A. zim. No 13. 15116
I

rutinas ir tikai viena iesp&ja ka, turpinat lauzto liniju — uz leju, .
20A. zim&jums

ieejot jau cita kvadrata ceturtdala.

Apskatisim, ar kadu ritigu savienota 6. rutina. Redzam, ka 6. ]

ritina var biit savienota tikai ar 7. riitinu (skat. 20A. zim.). Ta ka
...... —1 |11[12

! 15(16

3. rutinu, citadi 3. rutina paliktu tukSa (bet ta nedrikst biit).
Redzam, ka 3. ritipa var but savienota tikai ar 4. ritigu. Ja lauzta 5 o Zim&jums

Iinija turpinatos no 4. riitinas pa labi uz blakus ceturtdalu, tad 4.
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rutina biitu 1pasa, bet ta nevar but, tatad 4. riitina noteikti ir savienota ar 8. ritinu.
Lidzigi, ja lauzta Iinija turpinatos no 8. riitinas uz leju (uz 12. ritinu), tad 8. ritina
butu 1paSa, bet ta nevar biit, tatad 8. riitina ir savienota ar pa labi esoSo ritinu no
blakus ceturtdalas (skat. 21A. zim.).

Esam ieguvusi situaciju, kad riitinas 11., 12., 15. un 16. vél ir tuksas. P&c b) punkta
pieradita zinam: ja 11. rutina vispar atradisies lauzta Iinija, tad kada no riitinam tai
blakus (12. vai 15. rutina) bus 1pasa. Tatad musu sakotngjais piene@mums nav pareizs

un katra kvadrata ceturtdala patieSam atradisies vismaz 2 ipaSas rutinas. Bet tas

11. klase
27.11.1. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 26.11.3. atrisinajumu.

27.11.2. Pieradijums: C

1) Parbidisim paralelogramu ABCD

par vektoru BC (skat. 22A. zim.)
2) /DM,C=/AMB ka atbilstosie M M,

elementi vienados paralelogramos.

3) ZCMD + 4DM,C = ZCMD + LAMBA= 180°

D F
22A. Zim&jums

, Jo ZDM,C=ZAMB péc 2) un
ZAMB + ZCMD = 180° péc uzdevuma dota.
4) Tatad ap Cetrstiri MCM,D var apvilkt rinka liniju, jo ta pretgjo lepku summa
ir 180°.
5) ZCDM = ZCM M Kka ievilkti lepki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ko
savelk horda MC.
6) BCM,M ir paralelograms, jo ta pretéjas malas paral€las péc konstrukcijas.
7) ZCM M = ZCBM, jo paralelograma pretéjie lenki ir vienadi.
8) Tatad esam ieguvusi, ka ZCDM =/ZCMM =~/ZCBM. No ta seko, ka
ZCDM = ZCBM..
27.11.3.
a) Pieradijums: apskatisim staru A P. Ar x apzim@sim viena stara pusé esoSo

virsotnu skaitu, neskaitot virsotni A,, tatad Saja puse ir arT x malas, neskaitot malu,
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kuru krusto stars AP . Lidzigi, ar y apzimésim otra stara pus€ esoSo virsotnu skaitu,
neskaitot virsotni A,, un tatad S$aja stara pus€ ir ar1 y malas, neskaitot malu, kuru
krusto stars A,P . Ta ka malu, kuru krusto stars A P, neieskaitljam neviena pusg, tad
atlikuSais malu skaits ir 1999 (tatad x+y=1999). Lidzigi, neviena pusé neieskaitijam
virsotni A,, tapeéc arl atlikuSo virsotnu skaits ir 1999. Lai izpilditos uzdevuma
nosacfjumi, katram staram, ko veido punkts P un
virsotnes, kas atrodas AP viena puse, jakrusto

daudzstira malas stara otra pusé. Bet, lai tas bitu
iespgjams, virsotnu skaitam stara viena pusé x jabiit
vienadam ar malu skaitu stara otra pus€ y. Bet, ta ka

x+y=1999, tad nevar bit, ka x=y (x un y noteikti ir

naturali skaitli). Tatad izliekta 2000-sttrT nav neviena - A,
. 23A. Zim&jums
1pasa punkta.

b) Piemeérs: skat. 24A. zim.

Pieradijums: no a) punkta pieradita seko, ka katram

staram A.P izpildas 1pasiba — abas stara A.P pusés

A
esoso virsotnu (tatad ar1 malu) skaiti ir vienadi. k
(virsotni A, neieskaitot neviena pus€). Ta ka
apskatama figtira ir 9-stiiris, tad skaidrs, ka katra stara A,
AP abas puses bus 4 virsotnes un 4 malas.
Izvelesimies tris virsotnes Aj, A, un A . Stariem no A

24A. Zimgjums
STm virsotném ir jakrusto attiecigi malas a;,a, una,,

tikai tad izpildas 1paSiba, ka katra stara abas pus€s atrodas 4 virsotnes un 4 malas.
24A. 7zimgjuma iekrasotie trijstiri parada visas iespejamas staru A P, A Pun A P
atraSanas vietas. Skaidrs, ka punktam P, caur kuru dotie stari varétu but vilkti, biitu
jaatrodas visos iekrasotajos trijstiiros. Bet, ta ka visiem dotajiem trijstiiriem nav
kopigas dalas (to sk€lums ir tuksa kopa), tad $adu punktu P nav iesp&jams atrast.

27.11.4. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast visas Sadas
funkcijas un paradit, ka tas apmierina uzdevuma nosacijumus; otrkart, pieradit, ka citu

tadu funkciju nav.
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Atbilde: f (x) =x. Parbaude: funkcija f (x) =X patieSam apmierina uzdevuma
nosacijumus, jo f(f(x))+f(x)=f(x) +x = x +x = 2x.

Pieradijums: pamatosim, ka citu funkciju nav. Pamatosim, ka no a#b seko
f (a);t f (b) Pamatojums: pienemsim pret€jo, ka eksist€ tadi a un b, kam izpildas
azb un f(a)=f(b). Tad f(f(a))+f(a)=F(f(b))+f(b), bet péc uzdevuma dota
zinams, ka f(f(a))+f(a)=2a un f(f(b))+f(b)=2b. Tatad
2a =f(f(a))+f(a)=f(f(b))+f(b)=2b un 2a=2b jeb a=b. Esam ieguvusi
pretrunu, tatad miisu pienémums nav pareizs unno a # b seko, ka f(a) = f(b).

Ar matematisko indukciju pamatosim, ka vienmér f(n)=n.

Baze: ievietojot x=1, ieglistam f (f (1))+ f (l)= 2. Ta ka funkcijas vertibas ir naturali
skaitli un vienigais veids, ka, saskaitot divus naturalus skaitlus, iegit 2, ir 1+1, tad
f(1)=f(f(1))=1.

Piepemsim, ka apgalvojums f(n)=n pieradits visiem naturaliem skaitliem n no 1 lidz
k —1. Pieradisim, ka tas speka arT skaitlim k. Pienemsim pretgjo, ka f (k) #k.Taka
visas funkcijas vertibas no 1 lidz k-1 ir aizpemtas, tad var bt tikai f(k)>k.
Apskatisim uzdevuma doto vienadibu f(f(x))+f(x)=2x. Ievietosim x=k:
f(f(k))+f(k)=2k (1)

Zinam, ka f(k) >k, bet tad arT f(f(k)) > k. Tatad varam novertét vienadibas kreiso
pusi: £(f(k))+f(k)>k+k > 2k (2).

No (1) un (2) redzam, ka esam ieguvusi pretrunu. Tatad pien€mums bija aplams un
f(k)=k. Izmantojot matematisko indukciju, esam pamatojusi, ka visam n vértibam
izpildas f(n)=n.

Tatad vieniga funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir jau atrasta f (x) =X.
27.11.5. Pieradijums: ieveérosim, ka komandu skaits ir para skaitlis. Vispirms
pieradisim papildrezultatu.

Lemma. Ja turnira piedalas 2k komandas, k € N, k > 1, un katra ar katru citu spéle
tiesi vienu reizi, tad turnira nosléguma ir komanda, kas izcinijusi vismaz k uzvaras.
Pieradijums. Katra komanda izspé€l€ tieSi 2k-1 spéli. Ja nevienai komandai nav k vai
vairak uzvaru, tad katrai ir ne vairak par (k-1) uzvaram un tatad vismaz (2k-1)-(k-
1)=k zaud&jumi; tatad katrai komandai uzvaru ir mazak neka zaud&jumu, un tapéc ari

kopa visam komandam uzvaru ir mazak neka zaudéumu. Bet ta ir pretruna, jo katra
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sp€le vienai komandai nes uzvaru un otrai — zaud€umu, tapéc to kopg&jiem
daudzumiem jabut vienadiem.

Saskana ar lemmu eksistt = komanda A,, kas izcinfjusi vismaz
l((n + 2)- 2"~ 2) =(n+2)-2"7? —1 uzvaras. Izveidosim grupu G, kura ietilpst tiesi

(n+2)-2"?—-1 no tam komandam, pret kuram A, ir uzvarjusi. Visu pargjo

komandu skaits, iznemot G, komandas un komandu A, ir

(n+2)-2"" —2—%((n+2)-2"1 —2)-1=

= %((n + 2)- 2"t 2)—1 = (n + 2)- 2"? —2. Apskatam $o komandu ,,iek§gjo turniru”.

Ka iepriek§ varam atrast tadu komandu A, un no (n+2)-2“’3 —1 komandam
sastavoSu grupu G,, ka A, uzvargjusi pret visam G, grupas komandam. Lidzigi
turpinot, atrodam A, un G,, A, un G,, .., A__, un G__,. Sai bridi atlikuso ,,pargjo”
komandu skaits ir (n + 2)- 2"" —2 =n; apzim&jam $o pargjo n komandu grupu ar B.
Skirojam divus gadijumus:

I Eksisté tada komanda C, kas uzvar&jusi pret visam grupas B komandam. Ja ta ir

kadano A, A,,...,A ,, par misu mekletajam komandam der §is (n-1) komandas.

n-1°
Ja ta ir kada cita komanda, tad par miisu meklétajam der n komandas
C,ALA,,...,A .
IT Tadas komandas C nav. Tas nozimé€, ka katra komanda, kas neietilpst grupa B,
zaud€jusi vismaz vienai no B komandam. Tad par uzdevuma meklétajam komandam

var nemt n komandas, kas veido grupu B.

12. klase

27.12.1. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 26.12.1. atrisinajumu.

27.12.2. Atbilde: vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait]os.
Pieradijums: izteiksim skaitlus a un b forma: a=2"-n,b=2"-m, kur n un m —
nepara skaitli. Skaitlus a un b noteikti varam uzrakstit s$ada forma (ja skaitlis nesatur 2

ka reizinataju, tad x =0un 2* =1). Pienemsim, ka x > y. Apskatisim summu
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2a+b=2""n+2Y -m= Zy(2 Y n+ rn) Tad dotais vienadojums parrakstams
forma: 27 (2"“"y ‘n+ m)- (2b+a)=2° un reizinatdgjam (2X+1_y ‘n+ m) jabiit
2°¢ dalitajam. Bet, ta ka skaitlis 2*'™Y -n ir para skaitlis (jo satur ka reizinataju 2), bet
m ir nepara skaitlis, tad skaitlis (2"”’y ‘n+ rn) ir nepara skaitlis, kur§ noteikti lielaks
par 1, un tas nevar but skaitla 2° dalitajs. Tatad dotajam vienadojumam nav
atrisinajumu naturalos skait]os.

27.12.3. Atbilde: ng, tada lode neeksiste.

Pieradijums: pieradisim, pienemot pretéjo, ka tada lode eksisté. Lodes pieskares, kas
novilktas no viena punkta ir vienadas sava starpa. Pamatojums: ta ka pieskare ar

radiusu, kas vilkts no pieskarSanas punkta, veido taisnu lenki, tad péc Pitagora

teorémas varam aprékinat, ka pieskaru garumi ir Vx* —r* , kur x ir attalums no lodes

centra I1dz punktam, no kura vilkta pieskare, bet r ir lodes radiuss.

Tatad katra piramidas Skautne sastav no divam pieskarém, kas vilktas no piramidas

virsotném. Punktus, kuros lode pieskaras piramidas Skautném, apzimeésim: X, uz AB;

X, uz BC; X; uz AC; X, uz AD; X uz BD; X, uz CD. Pamatosim, ka

AB+CD=AD+BC=AC+BD (1).

Izmantojot apzim&jumus, (1) varam parrakstit sadi:

AX, +XB+CX +XD=AX, +X,D+BX, +X,C=AX, +X,C+BX; + XD
(2).

Ta ka no pieskaru ipasibam seko, ka AX, =AX, =AX,; BX, =BX, =BX;;

CX, =CX,; =CX, un DX, =DX, =DX,, tad vienadiba (2) ir patiesa. Tatad ar1

vienadiba (1) ir patiesa.

Bet, ja vienadiba (1) ir patiesa, tad visu Skautnu garumu summu var pierakstit ka

3-(AB+CD) un §1 summa dalas ar 3, jo visu Skautnu garumi ir veseli skaitli.

Bet, saskaitot uzdevuma doto Skautnu garumus, iegtistam skaitli, kas ar 3 nedalas.

Tatad neeksiste lode, kas pieskaras visam piramidas Skautném.

27.12.4. Atbilde: 1 000 000.

Pieradijums: uzdevuma atrisinajuma izmantosim divas lemmas.

1. lemma. Ja trijstura visas malas garakas par V3 , tad tas nevar atrasties rinki ar

radiusu 1.
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Pienemsim pretgjo, ka ir tads trijstiiris ABC, kura visas malas

garakas par V3 un kur§ atrodas rinki ar radiusu 1 (skat. 25A.
zim.). Parvietosim S$o trijstiiri ta, lai vismaz viena no ta
virsotném atrastos uz rinka Iinijas (piepemsim, ka uz rinka
Iinijas atrodas virsotne A, skat. 26A. zim.). Tad parveidosim
trijstiiri ta, lai uz rinka linijjas atrastos ar1 virsotne B un visu
trijstira malu garumi varbuit klatu tikai lielaki. Virsotni B
parvietosim pa taisni, kas perpendikulara malai AC un iet caur
B rigpka Iinjjas virziena (skat. 27A. zim.). lzdarot S$adu
parveidojumu, mala AC savu garumu nemaina; malas AB un
CB pagarinas (vai nemainas, ja virsotne B jau atradas uz rinka
Iinijas pirms parveidoSanas). Esam ieguvusi trijsturi, kura divas
virsotnes atrodas uz ripka linijjas. Lidzigi parveidosim
Jauniegiito trijsturi, lai arT virsotne C atrastos uz rigka linijas
(skat. 28A. zim.). Parvietosim virsotni C pa taisni, kas
perpendikulara AB un iet caur C, Iidz ripka Iinijai. Tada veida
mala AB savu garumu nemaina, bet AC un BC varbiit klust

garakas.

25A. Zim&jums

A

/\

26A. Zim&jums

@

27A. Zimgjums

Tatad esam ieguvusi trijstiiri, kurs ir ievilkts rinka linija un A

kuram katra mala ir garaka par V3 , skat. 29A. zim.

legiistam a = 2R sina . B c
L R 0

TakaR=1un a>+3,tad sina >7 jeb a > 60°.

Lidzigi ieglstam [ >60° uny>60°. Esam ieguvusi
pretrunu, jo izradas, ka trijstira visu lenku summa
o+pB+y>180°. Tatad sakotngjais piepémums bija
nepareizs, un rinki ar radiusu 1 nevar atrasties trijstiris,
kura visas malas garakas par V3.

No §1s lemmas seko, ka no nogriezniem, kas garaki par V3 ,
noteikti nav izveidojies neviens trijsturis. Ta ka mis

interesé tieSi nogriezni, kas ir garaki par V3 , tad talak
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apskatam, kads ir lielakais iesp&jamais nogrieznu skaits, kas neveido trijstirus.

2. lemma. Ja ir 2n punkti un dazi no tiem savienoti ar nogriezniem ta, ka nav
izveidojies neviens trijstiiris ar virsotn€ém Sajos punktos, tad nogrieznu skaits
neparsniedz n”.

Apliikosim punktu P, no kura iziet lielakais nogrieznu skaits. So skaitu apzimésim ar
X un virsotnes, ko ar P savieno $ie nogriezni, apzimésim ar A, A,,..., A . No katra
punkta A. iziet ne vairak ka 2n —x nogrieZznu. Pamatosim: kopa ir 2n virsotnes. Ta
ka ir novilkti nogriezni A P, A,P,..., A P, tad skaidrs, ka ne no viena A, nevar bit
novilkti nogriezni uz kadu no par€jiem punktiem A; (i# j), citadi veidotos trijstaris
ar virsotném P, A; un A; (i# j), bet ta nevar but. Tatad no katra punkta A; nevar
tikt novilkti nogrieZni uz x-1 punktu A, kur j=1, 2, ... i-1, i+1, ... X, ka arT nevar tikt
novilkts nogrieznis uz punktu A, . No ta seko, ka no katra A, tiek novilkti ne vairak
ka 2n —x nogriezni.

No pargjiem 2n-—x punktiem katra iziet ne vairak ka x nogrieznu. Pamatosim:
punktu P izvélgjamies ka punktu, no kura iziet lielakais nogrieznu skaits, un Sis
lielakais skaits ir x. Tatad no parg€jam virsotn€m iziet x vai mazak nogriezni.

Tatad kopgjais nogrieznu galapunktu skaits neparsniedz

x-(2n—x)+(2n—x)-x = 2-x-(2n—x), kur no katra punkta A, A,,..., A  iziet ne
vairak ka 2n —x nogrieznu, bet no atlikuSajiem 2n —x punktiem iziet ne vairak ka x
nogrieznu no katra.

Katru nogriezni esam ieskaitijusi divreiz (katram nogrieznim ir 2 galapunkti, un abus
tos esam ieskaitijusi), tapec lielakais iesp&jamais nogrieznu skaits ir uz pusi mazaks
jeb x-(2n—x).

Sai izteiksmei pieskaitot un atpemot vienu un to pasu lielumu, tas vértiba nemainisies,

tatad tas vertiba ir: x-(2n—x)=n?-n’ +2nx —x’. Atdalam binoma kvadratu:

n’>—n’+2nx - x’ :nz—(nz—an+xz):n2—(n—x)2 <n’.

Ta ka uzdevuma doti 2000 punkti, tad péc 2. lemmas redzam, ka nevar biit vairak
par 1000 nogriezniem, kas garaki par 3. Lai novilktu 1000 $adus nogrieznus,
izv€lamies 1000 punktus rinka diametra AB viena galapunkta tuvuma, bet citus

1000 punktus - rinka diametra AB otra galapunkta tuvuma. Katru no 1000

punktiem viena galapunkta tuvuma savienojam ar katru no 1000 punktiem otra
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galapunkta tuvuma. Bisim konstrugjusi pieméru, kas parada, ka iesp&ams iegiit
lielako iesp&jamo nogrieznu skaitu, kas garaki par V3.

27.12.5.

a) Atbilde: né, neeksiste.

Pieradijums: pieradisim, pienemot pretgjo. Pienemsim, ka eksisté tadas n virknes,
kas apmierina uzdevuma nosacijumus. Aplukosim skaitlus

3n+2,3n+3,...,6n+3. So skaitlu  skaits ir 3n+2 (pamatosim:
(6n+3)—(Bn+2)+1=3n+1+1=3n+2). Ja katra no F-virkn€m sastavétu tikai no

viena no apliikojamajiem skaitliem, tad biitu izmantoti tikai n skaitli un uzdevuma
prasiba par katra naturala skaitla piederibu tiesi vienai no virkném nebiitu izpildita.
Apskatisim, kads ir lielakais aprakstito skaitlu skaits, kas var piederét vienai
virknei. Ja kadai virknei pieder divi no dotajiem skaitliem, proti, a un b, tad péc a

un b nakamais virknes loceklis noteikti ir lielaks par (3n+2)+(3n+2)> 6n+3, jo

katru nakamo locekli iegust, saskaitot divus iepriek$€jos (no kuriem vismaz viens

noteikti ir lielaks par 3n + 2 ). Bet tas savukart nozimée, ka nevienai virknei nevar

piederét tris no apskatitajiem skaitliem. Tatad kopuma Stm n virkném pieder ne

vairak ka 2n naturali skaitli no apskatamajiem. Ta ka apskatito skaitlu skaits ir

3n + 2, tad redzam, ka noteikti biis tadi skaitli, kas nepiedergs nevienai no n

virkném. Esam ieguvusi pretrunu, tatad sakotngjais pienémums nebija pareizs un

nav iesp&jams izvéleties tadas n virknes, kas apmierinatu uzdevuma nosacijumus.

b) Atbilde: ja, eksiste.

Pieradijums: ar Fibonaci skaitlu virkni més sapratisim F-virkni:
f,=1,f,=2,f,=3,f,=5...,f,=f,+f, .

Miisu risinajums balstisies uz sekojosu lemmu.

Lemma. Katru naturalu skaitli var, un pie tam viena vieniga veida, izteikt ka dazadu

Fibonaci skaitlu summu ta, lai nekadi 2 saskaitamie nebutu Fibonaci virknes blakus

locekli.

(Piemérs: 30=21+8+1=f, +f, +1)).

Pienemsim, ka lemma jau pieradita. Tad, pamatojoties uz to, més varam ieviest

jaunu pozicionalu skaitiSanas sist€ému, kura bazes skaitli ir Fibonaci skaitli, bet ka

cipari kalpo tikai 1 un 0. Pieméram, skaitlis "trisdesmit” $aja sistéma pierakstas ka

1010001, jo
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30=1-f,+0-f, +1-f, +0-f, +0-£; +0-f, +1-1,.

Pamatojoties uz lemmu, $ads pieraksts katram naturalam skaitlim eksisté un tas ir
viens vienigs. Pieméram, pasi Fibonaci skaitli $aja pieraksta izskatas ka 1; 10; 100;
1000; 10000; ... .

Pienemsim tagad, ka o - kaut kada galiga nullu un vieninieku virkne, kas
sakas ar 1, beidzas ar 1 un kura divi vieninieki nekur neatrodas blakus (tai
skaita ari virkne, kas sastav no viena vieninieka).

Ar a0, a00, o000 utt. sapratisim jaunas virknes, kuras iegiitas, virknei o gala
pierakstot vienu, divas, tris ... nulles.

Parbaudisim, ka a00...0 + 000...0 = a.00...0 . TieSam, ja
— — —

n n+l n+2

000..0=f +f +..+f (kuri, >1,>..>1,),tad 000..0=1f ,, +f  +..+f
— 1 2 k — 1 2 k

1
n n+l

un 00..0=1f , +f, , +..+f ,,. Tagad skaidri redzam, ka
— 1 2 k

n+2

(fil + fi2 +..+ fik )+ (f

i+l

+f

ip+l

+...+fik+1): (fil +fi1+1)+(fi2 +fi2+1)+...+(fik +fik+1):

=f ., +f, ,+.+1 k.b.j.

i 2
Tatad o0, 000, ot000 utt. ir F-virkne.

Tagad skaidrs, ka mekleto naturalo skaitlu kopas sadalijjumu F-virknés bez
kopgjiem elementiem més iegiisim, nemot visas iesp&jamas galigas virknes o, kas
aprakstitas augstak izceltaja rindkopa, un veidojot no tam F-virknes, ka nupat

aprakstits.

Atliek pieradit lemmu. Darisim to, izmantojot matematisko indukciju.

Attieciba uz skaitliem 1; 2; 3 lemmas pareiziba ir acimredzama. Pienemsim, ka
lemma pareiza visiem skaitliem 1; 2; 3; ...; n-1. Apskatisim, ka izsacit skaitli n.
Atradisim lielako Fibonaci skaitli f,, kas neparsniedz skaitli n. Tad
n=f +(n-f,). Ja n—f, =0, tad esam ieguvusi, ka n=1,. Ja n—f,_ #0,tad
ievérojam, ka n—f, <n, tapéc saskana ar induktivo pienémumu n —f, var izsacit
vajadzigaja forma. Turklat n—f, <f, | (ja bitu citadi, tad n>f, +f,_, =f,,,, un

tad f, vieta biitu pemts f_, , tapec lielakais Fibonaci skaitlis (n—f,) izsaciSana
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nav f,_,, un summa, kas iegiistama no n=f,_+(n-f,), nekadi divi Fibonaci
skaitli nav Fibonaci virknes blakus locekli.

Lidz ar to izsaciSanas iesp&jamiba pieradita. Japierada unitate.

Pienemsim, ka n izsacits divos veidos:

n=f +f +.+f unn=f +f +..+f .
1 2 Ik J 12 Js

Ja f; =f, =a, tad iegustam pretrunu ar induktivo piepémumu, jo tad jau skaitli

n—a varetu izteikt divos veidos. Tapéc f; #f, . Varam pienemt, ka f; >f, .

1 1

Ta ka Fibona¢i skaitlu virkne ir augoSa un summa f; +f; +..+f, nav blakus

5 =f 4 - <f. . . 4 *
esoSuloceklu, tad n=f;, +f, +..+f, <f, +f ,+f ,+..+f _ (¥

Ievérosim, ka
£, +f, +f +..+ £, =(f, =)+ (= f,)+ (£, =f;)+...+(F
un Iidzigi f, +f; +...+ 1

fomas ) =t
ams1 < Fomyo - Tapec (*) var turpinatka ... <f, .

f1 < f2m-¢—1

2m+l 2m+l

Tapec esam ieguvusi f, <n<f, , kas ir pretruna, jo 1, 2j, +1. Lidz ar to

pien€mums par n izsaciSanu divos veidos ir nepareizs. Lemma pieradita.
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Latvijas 28. atklata matematikas olimpiade

9. klase

28.9.1. Atrisinajums sakrit ar uzdevuma 26.9.1.

atrisinajumu.

28.9.2. Pieradijums: (skat. 30A. zZim.)

9) M, N, K, L ir cetrstira ABCD malu
viduspunkti.

10) MNHAC péc  viduslinijas  1paSibas

(viduslinija paraléla pamatam) trijstori

ABC. Lidzigi ari LK|AC péc viduslinijas

30A. Zim&jums

1pasibas trijstiri ABC. No ta seko, ka MNHLK .
11) MLHBD pec viduslinijas IpaSibas trijstirt ABD. Lidzigi ari NKHBD péc
viduslinijas Tpasibas trijstiirt BCD. No ta seko, ka MLHNK.

12) Tatad cetrstiiris MNKL ir paralelograms, jo ta malas pa pariem paralé€las.

13) ARAS ir vienads un paral€li novietots ar ANCK .

14) Tatad ML ir vienads un paraléls ar RS.

15) ASAL = AKDL péc pazimes mlm, jo AS=DK ka puses no malas CD un AL=DL
ka puses no malas AD, ZSAL = ZKDL ka ieksgjie Skérslenki pie taisném AS un
KD

16) Lidzigi, ARAM = ANBM péc pazimes mlm, jo AM=BM ka puses no malas AB
un RA=NB ka puses no malas BC, ZRAM = ZNBM ka ieksgjie Skérslenki pie
taisném RA un BN

17) Esam ieguvusi, ka RMLS ir paralelograms, jo pretgéjas malas pa pariem paral€las
un vienadas, un RMLS ir izveidojams no sakotngja Cetrstiira ,,atgrieztajiem”
stiriem.

28.9.3. Atbilde: ja, sadu cetrstiiri var iegiit, savienojot Cetras regulara piecstira

virsotnes. Piem&ram, Cetrsturis ABDE (skat. 31A. zim.)

Pieradijums: apskatisim Cetrsttiri ABDE. PagrieZot So Cetrstiiri ap piecsttira centru O,

varam iegit $adus Cetrstirus: BCEA, CDAB, DEBC, EACD. Visi 4 Ccetrstiiri ir

78



vienadi ar Cetrstiri ABDE, jo
tie iegiiti, pagriezot sakotn&jo

Cetrstiiri ABDE. No ta seko, ka

visi pieci nosauktie Cetrsturi ir

vienadi sava starpa.

Jebkuram no Siem Cetrstlriem
izpildas uzdevuma  prasita 31A. ZIm&jums 32A. zZimgjums

pasiba, jo, parvietojot jebkuru

virsotni uz brivo punktu, iegisim Cetrsturi, kas ir ieglistams ari, pagriezot So Cetrstiiri
ap piecstiira centru.

Piemers: apskatisim Cetrstiri ABDE. Lai ar1 kuru ta virsotni parvietosim uz punktu
C, iegiitais Cetrsturis biis kads no kopas {BCEA, CDAB, DEBC, EACD}. Bet jau
zinams, ka Sie Cetrstiiri ir vienadi sava starpa, jo iegiistami, pagriezot sakotn&jo
Cetrstiri ABDE.

28.9.4. Pieradijums: apskatisim izteiksmi:
Z(xy—z)+y(xz—y)+x(yz-x)=xyz-zz+xyz-y2+xyz-x2=3xyz—xz-y2-22=3xyz-(x2+y2+zz).

Ta ka xy-z, xz-y un yz-x dalas ar 3 péc uzdevuma nosacijumiem, tad uzrakstitas
vienadibas kreisa puse dalas ar 3. No ta, ka vienadibas kreisa puse dalas ar 3, seko, ka
ar labajai pusei jadalas ar 3. Skaidrs, ka 3xyz dalas ar 3, tatad ar1 xz+y2+z2 dalas ar 3.
28.9.5. Pieradijums: pienemsim pretgjo, ka nav iesp&jams izvéleties 2 skolénus ta, lai
vini abi kopa biitu atrisinajusi visus uzdevumus. Tad katram skolénu parim ir kads
neatrisinats uzdevums. No 8 skoléniem iesp&jams izveidot 28 skolénu parus (katru no
8 skoléniem var salikt parT ar jebkuru no atlikuSajiem 7, tatad iespgjamo kombinaciju
skaits ir 8-7 =56, bet, ta katrs paris ieskaitits 2 reizes (jo paris A-B ir tas pats, kas B-
A), tad iespgjamo kombinaciju skaits jadala ar 2. Tatad ir 56:2=28 pari). Péc
uzdevuma dota zinams, ka katru uzdevumu atrisinaja tiesi 5 skoléni, no ta seko, ka
katru uzdevumu neatrisinaja tiesi atlikusie 3 skoléni. Ta ka bija 8 uzdevumi un katru
uzdevumu neatrisinaja 3 skoléni, tad kopa 8 skoléni neatrisinaja 3-8 =24
uzdevumus. Ir 28 skolénu pari un 24 neatrisinati uzdevumi; ta ka 28>24, tad ir vismaz
viens uzdevums, kuru neatrisindja vairak ka 3 (vismaz 4) skolénu pari. Vismaz 4
skolénu parus veido vismaz 4 skoléni (pamatosim: 3 skoléni — A, B, C — var izveidot
lielakais 3 skolénu parus — AB, BC, AC. Lai izveidotu 4 skolénu parus, bis vajadzigi
vismaz 4 skoléni). Bet, ja vismaz 4 skoléni neatrisindja vienu uzdevumu, tad ta ir

pretruna ar uzdevuma doto, ka katru uzdevumu atrisinaja 5 skoléni. Tatad sakotngjais
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pien€mums ir nepatiess, un més noteikti varam izvéléties 2 skolénus ta, lai kopa vini

bitu atrisinajusi visus uzdevumus.

10. klase
28.10.1. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 27.10.1. atrisinajumu.
28.10.2. Pieradijums:

1. Ar 1, 2, 3, 4, 5 apzimé&sim lenkus, ka paradits

zim&juma 33A.

2. Atcerésimies sinusu teoremu:

a b c o
—=——=——, kur a, b, ¢ 1ir trijstira
sino.  sinf3 siny

malas, bet a, 3, y ir So malu pretlenki.

3. Pielietosim sinusu teorému trijstirt KAB, tad A
AB  AK b AB  sin/l
sin/l sinz270 AK sinZ2’
4. Lidzigi pielietosim sinusu teorému trijstiros BCD, DEF, FGH, HIK. Attiecigi
CD sinZ2 EF sin/Z3 GH sinZ4 IK _ sin £5
CB sin/3  ED sinz4 GF sin/5 IH sinZl

33A. Zim&jums

iegistam, ka

5. Sareizinot iegtito vienadibu abas puses, iegiistam:

AB ' CD ' EF ' GH _5_ sin /1 ' sin Z2 ' sin /3 . sin Z4 ' sin Z5
KA CB ED FG IH sinZ2 sin/Z3 sin/Z4 sin/Z5 sin /1

6. Saisinot  vienados reizinatajus  vienadibas labaja  pusé, ieglstam:
AB CD EF GH IK
AK CB ED GF IH

28.10.3. Atbilde: 41.

=1jeb AB-CD-EF-GH-IK =BC-DE-FG-HI-KA.

Pieradijums: lai pamatotu, ka 41 ir mazakais pirmskaitlis, ko nevar izteikt forma

2% —37Y|, paradisim, ka visus pirmskaitlus, kas mazaki par 41, var izteikt forma

2* -3”|, un pamatosim, ka 41 s$ada forma izteikt nav iesp&jams. Redzam, ka

2=3"-2° 3=27-3° 5=3"_-2% 7=3*-2, 11=3-2*, 13=2*-3",
17=3*-2°,19=3-2° 23=3-2%2, 29=2°-3' 37=2°-3°, Pamatosim, ka

41 nav iespgjams izteikt forma |2* —SY‘. Apskatisim, kadus atlikumus dod skaitli
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2" un (-=3"), dalot ar 8, ja n ir nenegativs vesels skaitlis. Atcerésimies, ka atlikums
nevar bit negativs, tapéc jabut uzmanigiem, meklgjot negativu skaitlu dalfjumu
atlikumus. (Pieméram, (-9) dalot ar 8, iegiistam (-2) un atlikuma 7; patiesam,

8-(-2)+7=-16+7=-9)

n on Atlikums, dalot ar 8 —-3" Atlikums, dalot ar 8
0 1 1 -1 7
1 2 2 -3 5
2 4 4 -9 7
3 8 0 -27 5
4 16 0 -81 7
5 32 0 -243 5

Péc tabulas redzam, ka 2", kad n >3, vienmér dalisies ar 8 bez atlikuma. Bet
atlikumi, kas rodas, (-3") dalot ar 8, veidos ciklu ,,7; 5; 7; 5; 7; ...”. Zinam, ka
2% =37

skaitlis 41, dalot ar 8, dod atlikumu 1. Ja 41 varétu uzrakstit forma , tad ar1

izteiksmei 2% — 37|, dalot ar 8, jadod atlikums 1. P&c atlikumu tabulas parbaudisim,

kad [2* — 37|, dalot ar 8, varétu dot atlikumu 1:

). 2% atlikums, y — 3% atlikums, 2% —SY‘ atlikums,
dalot ar 8 dalot ar 8 dalot ar 8

0 1 2k 7 0

0 1 2k+1 5 6

1 2 2k 7 1

1 2 2k+1 5 7

2 4 2k 7 3

2 4 2k+1 5 1

>3 0 2k 7 7

>3 0 2k+1 5 5

Apskatisim gadijumus, kad izteiksmes 2% — 3y‘ atlikums, dalot ar 8, ir 1:

= ja 2 tiek kapinats kvadrata, bet 3 — jebkura nepara pakape. Apskatisim So

gadijumu:
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R

1 [4-3=1
3 [4-27/=23
5 |4 -243 =239

Apskatot gadijumus y=1, y=3 un y=5, skaitli 41 neiegiistam. Nav veérts apskatit

gadijumus, kad y>5. Pamatosim: palielinoties y, palielinas arT starpibas modulis,

un jau pie y=>5 tas ir parsniedzis 41, tatad nav veérts apskatit gadijumus, kad y>5.

= ja 2 tiek kapinats pirmaja pakapé, bet 3 — jebkura para pakape. Apskatisim So

gadfjumu:
y | -¥
0 2-1=1
2 2-9/=7
4 2-81=79

Apskatot gadfjumus y=0, y=2 un y=5, skaitli 41 neieglistam. Nav verts apskatit

gadijumus, kad y>4. Pamatosim: palielinoties y, palielinas arT starpibas modulis,

un jau pie y=4 tas parsniedz 41, tatad nav verts apskatit gadijumus, kad y>4.

Tatad esam pieradijusi, ka skaitli 41 nav iesp&jams izteikt uzdevuma dotaja forma.

28.10.4.
a) Atbilde: ja, var.

Pieradijums: prasito acimredzot iesp€jams Istenot, no

figtiram 1zveidojot taisnstiiri ar izméeriem 80x100.

b) Atbilde: n€, nevar.

Pieradijums: izveidosim koordinatu tiklu, kur katra
iedala ir viena vieniba. Kvadratinus, kuriem abas
koordinatas ir nepara skaitli, iekrasosim, ka paradits
zim&juma 34A.

Lai arT ka koordinatu plakngé novietotu figirinu 2x2,

=2000 katra veida

= IN|WID|lOOD

2|3

4

5

6

7

8

Oy

34A. Zim&jums

ta noteikti nosedz vienu iekrasotu riitinu. Ta ka mums ir tiesi 2001 Sada figiirina,

tad tas visas kopa nosedz nepara skaitu iekrasotu riitinu. Apskatisim figiirinu ar

izmériem 1x4. Ta nosedz vai nu divas iekrasotas ritinas, vai nevienu iekrasotu

82



rutinu. Tatad visas figlirinas ar izm@riem 1x4 kopa noteikti nosedz para skaitu
iekrasotu ratinu. Tatad varam secinat, ka, izveidojot jebkadu figiiru no 2001
kvadratina ar izmeériem 2x 2, ta vienmeér nosegs nepara skaitu iekrasotu riitinu, bet,
izveidojot jebkadu figtiru no 2001 taisnstiiriSa ar izmériem 1x 4, ta vienmer nosegs
para skaitu rutinu. Bet tas nozim¢, ka §is izveidotas figiiras nevar but vienadas
Tatad Sadas divas vienadas figiiras izveidot nav iesp&jams.

28.10.5. Pieradijums: no izspélétajam 18 sp€lem izvelesimies tadas k spéles, kuras
piedalijusas 2k dazadas komandas (katra komanda, kas vispar spél&jusi kadu no Stm
k spelem, sp€l&jusi tieSi vienu spéeli). Skaidrs, ka Sadas k sp€les varam izvéléties
dazados veidos. Ar n apzimésim lielako no iesp&jamajiem k. Tatad notikuSas n
speles, kuras piedalfjusas 2n dazadas komandas. Bet pargjas 24-2n komandas
noteikti nav spéléjuSas sava starpa. Pamatosim: ja kadas no atlikuSajam 24-2n
komandam biitu sp€l&jusas sava starpa, tad més varétu izvéleties n+1 tadu spéli,
kura piedalijusas 2(n+1) dazadas komandas. Esam ieguvusi pretrunu ar
pienémumu, ka n ir lielakais no skaitliem, kas apraksta sp&lu skaitu, kuras
izspel€juSas dazadas komandas sava starpa. Tatad atlikuSas 24-2n komandas nav
spelgjusas nevienu spéli sava starpa. Ta ka zinams, ka katra no 24 komandam
piedalijusies vismaz viena no 18 notikuSajam sp€lém, tad ari atlikusas 24-2n
komandas katra noteikti ir sp€lgjusi vismaz vienu spéli ar kadu no 2n komandam.
Apskatisim, cik vismaz spé€les ir notikuSas: zinam, ka notika n spéles starp
atrisinajuma sakuma aprakstitajam 2n komandam un vismaz vél 24-2n citas spéles.

Tatad kopa notika vismaz n +(24—2n) speles. No uzdevuma teksta zinams, ka
pirmo 3 dienu laika ir notikusas tieSi 18 spéles. Tatad n + (24 — Zn) <18 jebn=>6.

Tatad noteikti var izveleties tadas 6 spéles, kuras kopa piedalijusas 12 komandas.

11. klase

28.11.1.

1. variants.

Atbilde: a ir negativs skaitlis.

Pieradijums: no uzdevuma dota zinam, ka f(1) <0; f(2) > 2; f(3) <4. Izmantojot f(x)
a+b+c<0

definiciju, varam izveidot nevienadibu sistemu <4a+2b+c >2 . Parveidosim doto
9a+3b+c<4

83



sisttmu tai ekvivalenta, otro nevienadibu pareizinot ar ,-2”. legiistam:

a+b+c<0

—8a—-4b—-2c<—-4 . Viena veida nevienadibas

9a+3b+c<4
A A

drikst saskaitit, tatad | : o

(9a+3b+c)+(-8a—4b-2c)+(a+b+c>)<4-4+0. |

Savelkot Iidzigos saskaitamos, iegtistam: 2a <0.

2T o

Tatad a ir negativs skaitlis. |
2. variants. L , R

Atbilde: skaitlis a ir negativs. 1 2 3

Pieradijums: funkcijas f(x) = ax’ +bx +c grafiks ir :

v v

parabola, ja a=#0; taisne, ja a=0. Apskatisim

35A. Zimg&jums

Zinamas funkcijas vertibas punktos
X, =1,x, =2un x; =3. Zim. 35A. attéloti stari, uz
kuriem var atrasties attiecigie funkcijas grafika punkti.
Pamatosim, ka funkcijas f(x) grafiks nevar but taisne.
Novilksim taisni y=2(x-1), ka paradits zim&uma 36A.

Redzam, ka punktos x, =1 un x; =3 funkcijas f(x)

vertibas atrodas zem taisnes y, bet punkta x, =2

funkcijas f(x) vertiba ir virs taisnes y. Skaidrs, ka nav

iesp&jams novilkt taisni t caur punktiem A, B un C, jo

tad taisnes t un y krustotos 2 punktos Tatad esam 36A. ZIm&jums
pamatojusi, ka funkcijas f(x) grafiks nevar bt
taisne jeb, ka a # 0. Tada gadfjuma funkcijas f(x)

grafiks ir parabola. Pamatosim, ka parabolas zari f(x,) T /'

vérsti uz leju (tad a<0). Piepemsim pretgjo, ka f(x)T *-~

parabolas zari versti uz augSu un a>0. Apskatisim :(1 )'( :(2 >
brivi izvéletus 2 punktus f(x,) un f(x,), kas pieder

parabolai ar zariem uz augSu. Zinam, ka izpildas

pasiba: katram x e[x,;Xx,] funkcijas vertiba 37A. Zimgjums

atrodas zem nogriezna, kas savieno punktus (Xl;f(Xl)) un (xz;f(xz)), skat. zim.

37A. Tatad, lai funkcijas f(x) grafiks varétu bt parabola, kuras zari vérsti uz augsu,
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funkcijas veértibai punkta x=2 noteikti jaatrodas zem taisnes y=2(x-1). Bet, ta ka
zinam, ka f(2)>2, tad tas nav iesp&jams. Tatad esam ieguvusi pretrunu un funkcijas
f(x) grafiks nevar but parabola, kuras zari versti uz augSu. Lidz ar to esam pamatojusi,
ka funkcijas f(x) grafiks ir parabola, kuras zari vérsti uz leju, t.i., a<0.
28.11.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 27.11.2. atrisinajumu.
28.11.3. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast visus
skaitlus, kuri varétu biit virknes pirmais elements; otrkart, pieradit, ka neviens cits
skaitlis nevar biit virknes pirmais elements.
= Atbilde: virknes pirmais elements var bt jebkur§ pirmskaitlis. Pieradijums:
apzim&sim pirmskaitli ar p, tad jebkuram pirmskaitlim virkne butu $ada:
pP,2,2,2,.... Ta ka ne p, ne 2 nav naturala skaitla kvadrats, tad wvisi
pirmskaitli var biit virknes pirmie elementi.
= Pieradijums: pamatosim, ka neviens cits skaitlis, iznemot pirmskaitlus, nevar
bt virknes pirmais elements. Skaitlis 1 nevar biit virknes pirmais elements, jo
tas ir naturala skait]a kvadrats.
Pienemsim, ka virknes pirmais elements ir skaitlis »>2, kur§ nav
pirmskaitlis. Ta ka neviens skaitlis k, kas lielaks par 2, nedalas ar skaitli k-1,
tad nevienam skaitlim k, kas lielaks par 2, nav k dazadu dalitaju. Tas nozime,
ka virkne ir dilstosa, kamer virknes locekli ir lielaki par 2. Skaitlim 2 ir tiesi 2
dazadi dalitaji, tapéc peéc tam, kad skaitlis 2 pirmo reizi paradas virkng,
,virkne nemainas” un sastav tikai no divniekiem. Apskatisim, kads skaitlis
virkn€ var atrasties pirms skaitla 2. Skaidrs, ka pirms skaitla 2 atrodas skaitlis,
kuram ir 2 dalitaji. Bet zinam, ka tikai pirmskaitliem ir 2 dalitaji. Ta ka péc
pienémuma n > 2, tad Sis pirmskaitlis noteikti ir nepara skaitlis. Apskatisim,
kads skaitlis var atrasties virkné pirms nepara skaitla. Zinam, ka nepara skaits
dalitaju ir tikai naturalu skaitlu kvadratiem. Tatad pirms nepara skaitla noteikti
atrodas kada naturala skaitla kvadrats, bet tas ir pretruna ar uzdevuma
nosacljumiem. Tatad misu piep€émums nav patiess un virknes pirmais
elements nevar biit skaitlis n > 2, kur§ nav pirmskaitlis.
Tatad virknes pirmais elements var but jebkur§ pirmskaitlis un nekads cits
skaitlis.

28.11.4.

a) Atbilde: izteiksmes lielaka iesp&jama vertiba ir % .
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Pieradijums: ja n=2, tad apskatima summa ir Xx;-X, +X, -X;. SO summu varam

X, + X,

parveidot reizindjuma: x; -x, +x, X5 =X, X, (X, +X,) =2-X, - X, - . Ta ka

péc uzdevuma dota zinam, ka x, + x, =1, tad, saskaitot iegiitos reizinatajus, iegistam

X, +X 1 3 . . _ 3 o .
X, +X, +——2=1+—==_ ST summa ir konstanta (vienmér —). Zinam, ka pie
b 2 2 2

konstantas summas reizinajums biis vislielakais, ja reizinataji biis vienadi. Tatad

X, +

Xy fo X, +X
TZ bus vislielakais, ja x, =x, =——=.

apskatamais reizinajums 2-X,-X, - 5

N .3 T . _
Ta ka So tris reizinataju summa ir 5 un tiem jabit vienadiem, tad katrs no tiem bis

%:3 :%. Patiesam, ja x, =X, :%, tad ar1 XXy :%. Tatad lielaka iesp€jama

uzdevuma apskatamas izteiksmes vertiba ir

, (1Y 1 (1Y 112
Xl 'X2+X1’X2: E EJ,.E E :§+§:g:

b) Atbilde: lielaka iesp&jama izteiksmes vertiba ir %

A=

Pieradijums: varam uzskatit, ka x, ir vid&ais no dotajiem skaitliem; t.i., vai nu
X, <x,<x,, val arT x; 2x, 2x,. Abos gadijjumos (x2 —Xl)-(x2 —x3)S O,un, ta ka
X,, X,, X; 1r nenegativi, tad

(xz—xl)-(xz—x3)ﬁ()£x1x2 (D).

Apskatamo izteiksmi xx, + X;X, + xx, varam parveidot $adi:

XIX, +X2X, +X3X, = X X, + (x2 - Xl)(x2 - X3)X3 +X,X,X, +X,X5 ().
(Atverot ickavas un savelkot [idzigos saskaitamos, var parliecinaties, ka vienadiba (2)
ir patiesa.) levietojot (1) vienadiba (2), ieglistam:

2 2 2, _ 2 2 2 2 _
X1X2 +X2X3 -I-X3Xl = XIXZ +(X2 —Xl)(Xz —X3)X3 +X1X2X3 +X2X3 < X1X2 +2X1X2X3 +X2X3 =

(iznesam X, pirms iekavam un atdalam binoma kvadratu)

2
:Xz(X1+X3) . 3)
No uzdevuma dota zinam, ka x, +x, +x; =1 jeb x, +x; =1-x,. Tatad izteiksmi

(3) varam parveidot par:
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X, (x1 + X, )2 =x,(1-x,)" = (izdalam un pareizinam ar 4)

I-x, 1-x,

=4.x. -
) 2

Redzam, ka 3 p&€dgjo reizinataju summa ir konstanta, tapec reizinajums biis lielakais,

TP e 1
kad visi reizinataji biis vienadi. Visi reizinataji var but vienadi, ja x, :§. Tad
L - . 4 . Y . . N .
izteiksmes vértiba ir 57 Dota izteiksme S$adu vertibu sasniedz, piem&ram, ja

X, zg, X, =—, x;=0.

28.11.5. Pieradijums: apskatisim situaciju péc pabeigta etapa. Skaidrs, ka sadu
situaciju pilniba raksturo monétu sadalijums traukos un tas, no kura trauka meés
gatavojamies iznemt mongtas, siakot jaunu etapu. Sadu situaciju sauksim par
stavokli. Skaidrs, ka katrs stavoklis viennozimigi nosaka nakoSo stavokli.
Pamatosim, ka katrs stavoklis viennozimigi nosaka ari iepriek$gjo stavokli. No
jebkura stavokla ieprieks€jo stavokli var atrast, sakot pa vienai salasit monétas no
traukiem pretgji pulkstena raditaja kustibas virzienam, kamér atrodam tuksu trauku.
Visas salasitas mongtas tiek ievietotas tuksaja trauka.

Ta ka monétu un trauku skaits ir galigs, tad ar1 dazadu iesp&jamo stavoklu skaits ir
galigs. Tas nozimé¢, ka stavokli saks atkartoties. Ta ka katrs stavoklis viennozimigi
nosaka iepriek$¢jo stavokli, tad noteikti atkartosies arT sakotngjais stavoklis.
Pamatosim: skaidrs, ka vispar stavokliem noteikti biis jaatkartojas, jo to ir galigs
skaits, bet monétu parlikSanas process ir bezgaligs. Apskatisim vienu no
stavokliem, kas ir atkartojies. Pienemsim, ka tas bijis k-tais stavoklis. Zinam, ka
katrs stavoklis viennozimigi nosaka arT ieprieks$€jo stavokli. Tatad pirms atkartota
stavokla k vienmér atradisies viens un tas pats stavoklis k-1. Bet arT pirms k-1
stavokla vienmer atradisies konkréts stavoklis, t.i., k-2. Ta turpinot, nonakam pie
secingjuma: lai var€tu atkartoties k-tais stavoklis, ir jaatkartojas ari visiem
stavokliem, kas ir pirms ta. Tatad ir jaatkartojas arT sakotngjam stavoklim.

Ta ka katrs stavoklis viennozimigi nosaka ar1 ieprieksgjo stavokli, tad apskatisim,
kadam stavoklim ir jabit pirms sakotngja stavokla, apzim&sim to ar stavokli A. Ta
ka sakotngja stavokli katra no n traukiem ir k monétas, tad, lai iegttu ieprieks€jo
stavokli, izv€lamies vienu trauku (ta ka mon&tu daudzums visos traukos ir vienads,

tad ir vienalga, kuru trauku izv€lamies) un pret€ji pulkstena raditaja virzienam
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salasam monétas, kamer atrodam tuksu trauku. Skaidrs, ka stavokli A bus viens
trauks, kura ir k - n monétas, un pargjie trauki bus tuksi.

Ieprieks pamatojam, ka, lai kads stavoklis varétu atkartosies, jaatkartojas ari visiem
stavokliem, kas ir pirms ta. No ta seko, ka noteikti jaatkartojas stavoklim A. Tatad
esam pamatojusi, ka noteikti tiks iegiita situacija, kad viena trauka ir visas mon¢tas,

bet pargjos traukos moné&tu nav.

12. Kklase

28.12.1. Pieradijums: zinam, ka funkcija cosx intervala y
Y
[0, 7[] ir dilstosa. Tas nozimé, ka, pieaugot argumenta r B

vertibam,  funkcijas  vértibas  samazinas  jeb

cosy, >cosy,, ja y, <y,. Pieradamaja nevienadiba CyA > X

y,=sinx un Yy, =x. Pamatosim, ka intervala

0<x<rm katram x pastav nevienadiba sinx<x .

. - I ) 38A. ZIm&jums
Pamatojums: (skat. zim. 38A.). Izvélesimies x, skaidrs,

ka x vertibai atbilst loks, apzim@sim to ar AB. Bet sinx vertibai atbilst loka AB
projekcija uz y ass, kas vienada ar nogriezni BC. Apskatam taisnlenka trijstiiri ABC.
Skaidrs, ka katete BC ir 1saka neka hipoteniiza AB. Zinam ari, ka horda ir 1saka par
loku, kuru ta savelk, tatad hipoteniiza AB ir 1saka neka loks AB, kuru ta savelk. Tatad
nogrieznis BC jeb sinx vértiba ir mazaka neka loka AB garums jeb x vertiba.

Tatad y, <y, un cosy, 2cosy, jeb cos(sinx)z COSX .

28.12.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 27.12.2. atrisinajumu.

28.12.3. Atbilde: 499ﬂ
2001

Pieradijums: apzim&sim mekl&to summu ar S. Apskatisim $adu izteiksmi:

A=(l+%).(l+%).,..-(l+20100].(1+20101).

Saja izteiksmé& atverot iekavas, iegilisim vairaku reizinajumu summu. Katrs

reizinajums saturés 2000 reizinatajus — no katram iekavam vienu. Ta ka viens no
saskaitamajiem katras iekavas ir 1 un viens no reizinajumiem radies, sareizinot katru
iekavu ,,pirmos skaitlus”, tad arT A kop€ja vertiba ietilps saskaitamais 1. Lidzigi, A

1

e _ .11 1
kopgja vertiba ietilps arT saskaitamie —;—;...;——;——,
23 2000 2001

kuri tiks iegiti,
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sareizinot ,,pirmos skaitlus” no 1999 iekavam, bet no vienam nemot ,,otro skaitli”.
Izteiksmes kopé&ja vertiba noteikti ietilps ar visi iesp&jamie dalskaitlu reizinajumi pa
divi. Pamatosim: ta ka A vertiba bis visi reizinajumi, kur no katram iekavam nemts
viens skaitlis, tad noteikti veidosies arT visi iesp&jamie reizinajumi, kur no divam
iekavam nemti ,,otrie skaitli” (dalas), bet no pargjam iekavam nemti ,,pirmie skaitli”
(vieninieki). Lidzigi, veidosies ar1 visi iesp&jamie dalu reizinajumi pa tris — no trim
iekavam nemti ,,otrie skaitli”, bet no pargjam ,,pirmie skaitli”’. Redzam, ka veidosies
visi iesp&jamie dalu reizinajumi ne tikai pa 2 un pa 3, bet ari pa 4, pa 5, ..., pa 2000.
No uzdevuma formul&juma zinam, ka mums jaaprékina suma dalskaitlu reizinajumam
pa 2, pa4, ..., pa2000. Tatad visi dalskaitlu reizinajumi nepara skaita (pa 3, pa 5, pa
7, ..., pa 2001) ir jaatpem. Apskatisim §adu izteiksmi:

E;;.H).....(Hﬁwﬁ}(l—%}(“ﬂ 00 [~z

Lidzigi ka A vértiba arT B vértiba sastaves no reizinadjumiem:
) e _ . . ) P
= viens no reizinajumiem biis 1 (sareizinot visu iekavu ,,pirmos skaitlus”),

11 1 1
= bis 2000 reizinajumi —;—;...;, ——; —— (sareizinot ,,pirmos skaitlus” no

2737 2000 2001

1999 iekavam un no vienam iekavam izvéloties ,,otro skaitli’)

* bis arT visi dalskaitlu reizinajumi pa 2, pa 3, ..., pa 2000, ka pamatots jau

ieprieks.
Bet, ta ka visi dalskait]i rakstiti ar minusa zimi, tad skaidrs, ka visi nepara skaita
dalskaitlu reizinajumi (pa 1, pa 3, pa 5, ..., pa 1999) ari biis ar minusa zimi. Tatad
izteiksmé A+B nepara skaita dalskaitlu reizinajumu nebiis (tie saisinasies), bet visi
pargjie reizinajumi bis ieskaititi divreiz (no izteiksmes A un no izteiksmes B), tai
skaita divi no reizinajumiem biis vieninieki. Ta ka ar S apzimé&jam mekléto dalskaitlu
reizinajumu summu, tad A+B=2+2S:

No otras puses, iekavu reizinajumus ir iesp&jams aprékinat:

Bz(l_lj'(l_lj' -(1_ 1 j'(l_ 1 j 12 1999 2000 1
2 3) 7 2000 2001) 2 3 72000 2001 2001

un
S N PR R e ) O LA
2 3 2000 2001) 2 3 2000 2001 2

&9




1001
2001

Tatad A+B=1001+ ! . Esam ieguvusi, ka 2+2S = 1001L un S =499
2001 2001

28.12.4. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, pamatot, kads ir
lielakais Skautnu skaits, ko var krustot plakne péc uzdevuma nosacijumiem; otrkart,
pamatot, ka §ads daudzskaldnis patiesam eksiste, konstrugjot piemeru.
= Atbilde: viena plakne var krustot augstakais 66 Skautnes.
Pieradijums: zinam, ka jebkura daudzskaldni katra Skautne pieder divam
skaldném. Ja daudzskaldnim ir x skaldnes, tad tam kopa ir ne mazak ka 3x malas.
Pamatosim: katra skaldne ir plaknes figiira — daudzstiiris. Daudzstiira minimalais
malu skaits ir 3. Tatad katrai skaldnei ir vismaz 3 malas, bet x skaldném — vismaz
3x malas.
Apskatisim, kada ir visu skaldpu malu skaitu
summa (katru Skautni ieskaitot tik reizes, cik
skaldném ta pieder). Péc pamatotd zinam, ka ir
vismaz 3x malas. Bet no uzdevuma formul&uma

zinam, ka daudzskaldnim ir 100 Skautnes. Ta ka

daudzskaldnis ir izliekts, tad katra Skautne pieder

39A. zZim&jums

divam skaldném; tad kopgjais skaldpu malu skaits
biis 100-2 =200. Tatad varam rakstit
nevienadibu 100-2 >3x jeb x<66. Ta

ka daudzskaldnis ir izliekts, tad plakne trijstlira piramida
Skel katru ta skaldni pa augstakais
vienu nogriezni. Tapéc Skelums ir
daudzstiiris ar ne vairak ka 66 malam
un tatad ar ne vairak ka 66 virsotném.
Skéluma virsotném atbilst tie punkti, 40A. Zim&jums
kuros plakne skel daudzskaldna Skautnes. Tatad plakne var krustot ne vairak ka 66
Skautnes.

= Piemeérs: konstruésim tadu daudzskaldni un plakni, lai plakne krustotu 66
daudzskaldna Skautnes. Nemam piecstira piramidu un plakni novietojam, ka
paradits zim&juma 39A. Pavisam tiek krustotas 6 Skautnes. Talak pakapeniski pa
vienai pievieno 30 trijstira piramidas, kuru pamati ir kada no ieprieksejam
skaldném ta, lai sk€lgjplakne Skeltu 4 §is piramidas Skautnes (tadgjadi palielinot

Skelto Skautnu skaitu par 2), turklat nemot §is piramidas tik "plakanas", lai veidotos
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izliekts daudzskaldnis (vienas trijstiira piramidas konstruéSanas pieméru skat. 40A.
zim.). Rezultata iegiisim izliektu daudzskaldni ar 100 Skautném, kura 66 Skautnes
Skel konstruéta plakne.
28.12.5.
a) Pieradijums: péc uzdevuma aprakstita skaitlu veidoSanas likuma redzam, ka
otraja, tresaja utt. rindas visi skaitli noteikti biis nenegativi (tie apzimé noteiktu skaitlu
skaitu, bet ,,skaits” noteikti ir naturals skaitlis vai 0). Skaidrs, ka otras rindas 10.
skaitlis noteikti ir nulle. Pamatosim: ta ka otras rindas 10. skaitli veido péc uzdevuma
aprakstita likuma, tad Sim skaitlim jabiit vienadam ar to skaitlu skaitu, kas atrodas pa
labi no pirmas rindas 10. skaitla un ir lielaki par to. Ta ka 10. skaitlis ir arT rindas
pedgjais skaitlis, tad nav tadu skaitlu, kas atrastos pa labi no ta. Tatad otras rindas 10.
skaitlis ir nulle. Bet, ta ka ar7 3 rindas 10. skaitlis apzimée to skaitlu skaitu, kas atrodas
pa labi no otras rindas 10. skaitla un ir lielaki par to, tad tas arT ir nulle (nav neviena
skaitla, kas atrastos pa labi no otras rindas 10. skaitla un butu lielaki par to). Ta
turpinot, varam pamatot, ka katra rinda 10. skaitlis ir nulle.
Lidzigi varam pamatot, ka treSas rindas pedgjie divi skaitli biis nulles. Pamatosim:
skaidrs, ka 10. skaitlis noteikti biis nulle (pamatojam jau ieprieks). Atliek pamatot,
ka nulle buis arT tre$as rindas 9. skaitlis. Lai arT kads butu 2. rindas 9. skaitlis,
skaidrs, ka pa labi no ta atrodas tikai 2. rindas 10. skaitlis, bet tas, péc ieprieks
pamatota, ir nulle. Tatad nav tadu skaitlu, kas bitu lielaki par 2. rindas 9. skaitli un
atrastos pa labi no ta. Tapec 3. rindas 9. skaitlim ir jabut nullei.
Tatad esam pieradijusi, ka 2. rinda no labas puses ir vismaz 1 nulle, 3. rinda no
labas puses ir vismaz 2 nulles. Skaidrs, ka nullu skaits katra nakamaja rinda pieaug
par vienu, tatad 11. rinda noteikti biis 10 nulles. Esam pamatojusi, ka noteikti
iegiisim rindu, kura sastaves tikai no nullém.
b) Pieradijums: no a) punkta pieradita seko, ka nevar biit vairak par 10 labam
rindam, jo 11. rinda vienmer sastavés no 10 nullém. Paradisim pieméru, kas ilustre,
ka 10 labas rindas var biit.
Piemeérs: Sakot ar rindu
8,9,6,7,4,5,2,3,0,1
pavisam iegiisim 10 labas rindas:
8,9,6,7,4,5,2,3,0,1;
1,0,1,0,1,0,1,0, 1, 0;
0,4,0,3,0,2,0,1,0,0;
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4,0,3,0,2,0,1,0,0,0;
0,3,0,2,0,1,0,0,0,0;
3,0,2,0,1,0,0,0,0,0;
0,2,0,1,0,0,0,0,0,0;
2,0,1,0,0,0,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0;
1,0,0,0,0,0,0,0,0,0.
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Latvijas 29. atklata matematikas olimpiade

9. klase

29.9.1. Pieradijums: zinam, ka q,q, <0, tatad q, <0 vai q, <0. Piepemsim, ka
q, <0, tad D, =p; —4q,. Tatad D, >0 (jo —4 tiek reizinats ar negativu skaitli q,)
un 1. vienadojumam ir divas dazadas saknes.

29.9.2. Pieradijums: apskatisim 2 gadijumus:

a) trijsturis nav vienadmalu.

1) Varam pienemt, ka AB>AC (skat. 41A. zZim. ).

2) Atlieckam AM=MC, tad ACAM 1ir vienadsanu.

3) ZCMA ir Saurs. Pamatosim: pienemsim pretgjo, ka ZCMA ir plats. Vienadsanu
trijstiirT lepki pie pamata ir vienadi. Tatad ZCMA = ZACM un abi lenki ir plati.
Ieglita pretruna, jo trijstirT nevar bt 2 plati lepki (plats lenkis lielaks par 90°, bet
trijstiira iek$€jo lenku summa ir 180°). C

Tatad pienémums bija nepareizs un

ZCMA ir Saurs.

4)Ja ZCMA ir Saurs, tad ZCMB ir

plats, jo tie ir blakuslenki. A - v VTV —p
5) Novelkam MH L BC un katru no 41A. Zim&jums
taisnlenka trijstiriem CHM un BHM ar

medianu pret hipoteniizu (attiecigi HK un HL) sadalam divos vienadsanu trijstiiros
(taisnlenka trijsttirt mediana pret hipotentizu vienada ar pusi no hipoteniizas).

6) Tatad esam ieguvusi Sadus trijstiirus: AACM , kur AC=AM; ACHK , kur CK=KH;
AHKM, kur KH=KM; AMHL, kur ML=HL, un AHLB,
kur HL=LB.

b) trijstiiris ir vienadmalu. (skat. 42A. zZim.)

1) Novelkam rinka Iiniju ar centru AABC ieksSpusg, kas iet

caur A un C un krusto malas BA un BC.

2) No rigka linijas centra O novilkti 4 radiusi uz punktiem

A, M, LunC. 42A. zZim€jums

3) legitie trijstiri AOM, MOL, LOC, COA ir vienadsanu, jo katra trijstiira divas

malas ir rinka linijas radiusi.
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4) Pieradisim, ka art AMBL ir vienadsanu.

5) Apzimésim AMOA lenkus pie pamata ar o.

6) ZOAC=~/BAC—-/ZMAO =60° —a, jo AABC ir vienadmalu, tatad visi ta lenki
ir 60°.

7) ZOCA = ZOAC =60° —a, jo ACOA vienadsanu un ta lenki pie pamata vienadi.
8) ZLLCO=2/BCA-~ZACO=60°—-(60°—-a)=a,jo AABC ir vienadmalu un visi

ta lenki ir 60°

9) ZOLC = ZLCO =a, jo ALOC vienadsanu un lenki pie pamata ir vienadi.

10) Apzimésim trijstira MLO lenkus pie pamata ar 3.

11) ZBML =180° — ZLMO — ZOMA =180 - — o un ar

Z/BLM =180° - ZMLO - ZOLC =180° -B—a..

12) No ta seko, ka ZBML = Z/BLM, tatad AMBL ir vienadsanu.

29.9.3. Atrisinajums sakrit ar uzdevuma 28.9.4. atrisinajumu.

29.9.4. Atbilde: 4. vieta. Pieradijums: sadalisim plakni ratinu rezgi ta, ka viena
rutina ir vienada ar kuba skaldni. Iekrasosim riitinas Saha galdina seciba ta, ka
centralais kubs sakuma stav uz melnas ritinas.

Pieradisim divas lemmas:

1. lemma. P&c para skaita gajienu kubs atrodas uz tas paSas krasas ratigas, kur
sakuma, bet péc nepara skaita gajienu — uz pretéjas krasas riitinas.

Ta ka riitinas izkrasotas Saha galdina seciba, tad kubs var parvelties tikai no melnas
ritinas uz baltu un no baltas - uz melnu. Tad skaidrs, ka ik péc diviem gajieniem kubs
atradisies uz tas paSas krasas ritinas, bet ik péc viena — uz pret€jas krasas ritinas neka

sakuma.

. = . .
- pargajis stavokli , tad tas izdarTjis nepara

2. lemma. Ja kubs no stavokla

skaita gajienu, bet, ja pargajis stavokli , tad tas izdarjis para skaita gajienu.

Iezim&sim kuba divas virsotnes ta, ka, skatoties no augsas, redzam . Izdarot

vienu gajienu, stavoklis mainas uz stavokli un tad atkal atpakal. Lidz ar to
arT A burts ir redzams pamiSus: vienu reizi vertikali, vienu reizi horizontali.
Sauksim kubinus par mal&jiem vai par centralo atkariba no to sakuma pozicijas un par

1., 2., 3., 4., 5. atkariba no to beigu pozicijas (no kreisas uz labo). Saskana ar 2.
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lemmu 2. kubs ir izdarijis nepara skaitu gajienu, jo pargajis no vertikalas pozicijas uz
horizontalu. Ja 2. kubs biitu centralais, tad, nemot véra, ka tas sakuma stav uz melnas
ritinas un ir izdarijis nepara skaitu gajienu, tas tagad stavetu uz baltas rutinas. Ta ka
2. ritina ir balta, tad 1. rUtina ir melna. Ta ka 2. kubs ir centralais, tad 1. kubs var bt
tikai malgjais. Tatad ir kads malgjais kubs, kur§ no baltas rutinas (tie visi sakuma
atradas uz baltam riitipam) nonacis uz melnas riitinas, pie tam A burts redzams
vertikali. Lai nonaktu no baltas uz melnu riitinu, vajadzigs nepara skaits gajienu, bet,
lai nonaktu no vertikalas pozicijas uz vertikalu, vajadzigs para skaits gajienu. Tatad
iegiita pretruna un 2. kubs nevar biit centralais. No ta seko, ka 2. kubs ir mal&jais. Ta
ka mal&jam kubam vajadzigs nepara skaits gajienu, lai parietu no vertikala stavokla uz
horizontalu, tad péc 1. lemmas tas pargajis no baltas ritinas uz melnu. Ta ka laukums
izkrasots Saha galdina forma, tad ir vél tikai viena cita melna riitina — 4. ritina.
Centralais kubs ir pargajis no vertikalas pozicijas uz vertikalu, tatad izdarijis para
skaitu gajienu. Péc 1. lemmas tas nonacis melna ritipa. Tatad centralais kubs ir 4.
kubs.

29.9.5. Atbilde: bija 11 rokisu, 11. rikitim bija 4 dalderi, 10. rikitim bija 5 dalderi,
..., 2. rikitim bija 13 dalderi un 1. rikitim bija 14 dalderi. Pieradijums: pienemsim,
ka sakuma n-tajam rukitim ir x dalderi. Tad (n-1)-am riikitim ir x+1 dalderis, (n-2)-am
ir x+2 daldert, ..., 1-ajam ir n+x-1 dalderis.

Péc 1. apla 2-ajam rukitim ir par 1 dalderi mazak neka sakuma, jo vinam 1 dalderi
iedod 1-ais riikitis, bet 3-ajam vin$ atdod 2 dalderus. Lidzigi ir arT visiem par&jiem
rukisSiem, iznemot pirmo: ja sanem k dalderus, tad projam atdod k+1, un rezultata ir
par 1 dalderi mazak, neka bija sakuma. Pie pirma rukiSa turpreti nonak visu citu
rukisu "zaudetie" n-1 dalderi.

Tatad péc 1. apla naudas daudzumi ir 2n+x-2, n+x-3, n+x-4, ..., x+1, X, x-1. Bet péc 2.
apla naudas daudzumi ir 3n+x-3, n+x-4, n+x-5, ..., X, x-1, x-2. Process beigsies bridi,
kad naudas daudzumi biis x+(x+1)(n-1), n-2, n-3, ..., 2, 1, 0. Vienigi 1. rukitim var biit
6 reizes vairak naudas neka kaiminam, jo pargjiem rukiem ir n-2; n-3; ...; 1; 0 dalderi,
kas ir péc kartas nemti veseli skaitli. Ja 1. rukitim ir 6 reizes vairak naudas neka ta

kaiminam, tad x+(x+1)(n-1)=6(n-2). Risinot vienadojumu, iegiistam x+xn-x+n-1=6n-

. . ) 11 D
12 jeb xn=5n-11; izsakot x, ieglistam x =5——. Ta ka x - naturals skaitlis, tad n=1
n

vai n=11. P&c uzdevuma jégas nevar bt n=1. Tapéc n=11un x =5 1 4.

n
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10. Klase
29.10.1.

a) Atbilde: ng, ne noteikti. Piemers: ievietojot skaitlus x =luny= m nevienadiba

x+l>y+l, iegiistam, ka 1+l>i+10 jeb 2>10i, bet ST nevienadiba nav
X y I 10 10

patiesa.

b) Atbilde: ja, noteikti. Pieradijums: dotaja nevienadiba parnesot visus saskaitamos
. .o 1 1 . . .
uz kreiso pusi, iegistam: x+——(y+—)>0. Vienadojot saucjus un sadalot
X y
reizinatajos, iegistam:
1 1 xX— 1
== ()= (=) - = (x= )1 -—) >0,
X y Xy Xy
Apskatam iegiito reizinajumu. Ta ka x>y, tad izteiksme pirmaja iekavas noteikti ir
pozitiva un, ta ka x>y>1, tad skaitlis — noteikti mazaks par 1. Lidz ar to izteiksme

Xy

otrajas iekavas arT noteikti lielaka par 0. Tatad abu iekavu reizinajums noteikti ir
. . e 1 1. .
pozitivs un arT sakotn€ja nevienadiba x + — > y +— ir patiesa.
X

29.10.2. Uzdevuma atrisinajums Iidzigs uzdevuma 28.10.5. atrisinajumam.
Pieradfjuma gaita pilniba sakrit ar uzdevuma 28.10.5. pieradijuma gaitu. Tikai
japiever§ uzmaniba komandu skaitam un apskatamo sp€lu skaitam, kas ir mainits.
29.10.3. Atbilde: ir jabiit vismaz 4 dazadam krasam. Pieradijums: apskatisim
skaitlus 1; 3; 6; 8. Redzam, ka starpiba starp katriem diviem no Siem skaitliem ir
pirmskaitlis. Tatad vismaz 4 krasas noteikti vajadzes. Pamatosim, ka ar ¢etram krasam
noteikti pietiek: nokrasosim naturalos skaitlus periodiski ar periodu 4. Ja dazadas
krasas apzimétu ar a, b, ¢ un d, tad naturalo skait]u virkne izskatitos sadi:abcdabc
dabcda.. . Skaidrs, ka starpiba starp katriem diviem vienadi nokrasotiem skait]iem
dalas ar 4, tatad ta noteikti nav pirmskaitlis. Esam pamatojusi, ka cetras krasas

noteikti nepiecieSamas un ari pietiekamas, lai izpilditu uzdevuma prasibas.
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29.10.4. Pieradijums: (skat. 43A. zim.)

1. ApzZimésim Z0ONM =a, ZOMN =3 un
Z0AC =05, ZOCA =v.

2. AAMN un AMNC ir vienadsanu, jo péc dota

AM=MN=NC. Tatad ZMAN=/MNA =a un
ZNCM = ZNMC =3 ka vienadsanu trijstiiru lenki

43A. zZim€jums

pie pamata.

3. Zinam, ka a+B+ £ZMON =08 +7v+ LZAOC, jo trijstiira B
ick$€jo lenku summa ir 180°.

4. Ta ka AMON=/A0OC ka krustlenki, tad M N
oa+B=0+7. S

5. Redzam, ka ZA+ZC=oa+B+y+0. Bet, ta ka A c
ZABC=60°, tad ZA+/C=180° —60° =120°. Tatad 44A. ZImgjums
o+PB+y+0=120° un tas nozimé, ka o +pB=y+3=120°:2=60°.

6. ZMON =180° —(a.+ ) =120°, jo trijstiira lenku summa ir 180°.

7. Cetrstiirim MBNO var apvilkt rinka Itniju, jo

ZMON + ZABC =120° + 60° =180°. (skat. 44A. zim.)

8. ZMBO = ZMNO un ZOMN = ZOBN Kka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un
to pasu loku.

9. Taka ZMNO = ZNAM, tad ZMBO = ZNAM un AAOB ir vienadsanu.

10. Taka ZNMO = ZMCN, tad ZNBO = ZMCN un ABOC ir vienadsanu.

11. Vienadsanu trijstiri sanu malas ir vienadas, tapéc AO=BO un BO=CO.

12. No ta seko, ka AO=BO=CO, tatad punkts O ir trijstirim ABC apvilktas rinka
Itnijas centrs.

13. Ta ka punkts O ir AN un CM krustpunkts, tad esam pieradijusi, ka AN un CM
krustojas AABC apvilktas rinka Iinijas centra.

29.10.5.

a) Atbilde: nevar. Pieradijums: pienemsim pret€jo, ka ir iesp&jams iegiit polinomu x

no uzdevuma dotajiem polinomiem. levérosim, ka tada polinoma vértiba, kas iegiits,

saskaitot (arT atnemot vai reizinot) polinomus f un g, ir polinomu f un g vértibu

summa (starpiba vai reizinajums). Polinoms x jaizsaka no polinomiem

x> +xun x> +2. Apskatisim gadfjumu, ja x=2, tad x*+x=6unarix’+2=6.
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Tatad abu doto polinomu vértibas pie x=2 dalas ar 3. Atlauto operaciju rezultata

f+g, f—g un f-g polinomu vértibu dalamiba ar 3 noteikti saglabasies (saskaitot,

atnemot vai reizinot divus polinomu veértibas, kas dalas ar 3, ari rezultgjosa polinoma
veértiba noteikti dalisies ar 3). Tas nozimé, ka uz tafeles nekad nevar€sim iegut
polinomu x, jo ta vertiba pie x=2 nedalas ar 3 (x=2 un 2 ar 3 nedalas).

b) Atbilde: nevar. Pieradijums: pienemsim pretgjo, ka ir iesp&jams iegiit polinomu x
no uzdevuma dotajiem polinomiem. levérosim, ka tada polinoma vértiba, kas iegiits,

saskaitot (arT atpemot vai reizinot) polinomus f un g, ir polinomu f un g veértibas

. N . - . 1

summa (starpiba vai reizinajums). Apskatisim gadijjumu, ja X = > tad
2x* +x =1un arf 2x = 1. Redzam, ka abu doto polinomu vértibas ir veseli skaitli, bet
tada gadijuma, izpildot uzdevuma aprakstitas operacijas — saskaitiSanu, atnemsanu un
reizinasanu — rezult€josa polinoma vertiba ar1 biis vesels skaitlis. Tatad esam ieguvusi

. _ - _ . e . 1
pretrunu un polinomu x uz tafeles iegiit nevarées, jo gadijjuma, kad x vertiba ir x = >

rezult€josa polinoma vértibai jabut dalskaitlim.

¢) Atbilde: var. Pieradijums: apzimésim dotos polinomus ar f=x>+x un
g=x"-2. Tad, izpildot reizina$anas, saskaitiSanas un atnemsanas darbibas 3adi:
f-g)-(f—-g)+2g-3f, wuz tafeles iegusim polinomu x. Parbaudisim:
(fF-g)f-g)+2g-3f =

=(x+2)(x+2)+(2x* —-4)-(3x* +3x) =

=(x*+4x+4)-x>-3x—4=

=X.

11. klase

29.11.1. Atbilde: divi skaitli.

Pieradijums: apskatisim gadijumu, ja neviens no a, b, ¢, d nav 0. Ta ka reizinajums ir
nulle tikai, ja kads no reizinatajiem ir nulle, tad noteikti jabut:

bc+cd+bd=0 )]
ac+ad—cd=0 (2)
ad+ab—bd =0 3)
ab+ac—bc=0 4)
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Izdalisim vienadibu (1) ar bed, vienadibu (2) ar acd, vienadibu (3) ar abd un vienadibu
(4) ar abc. legtistam:

11 1.1 1

1

—+—+—-=0 5 +——=—=0 7
d b ¢ ®) b d a O
1 1 1 1 1 1
—4+———=0 6 —4+—=—=0 8
d ¢ a ©) c b a ®

Saskaitot vienadibas (5), (6), (7) un (8), iegiistam: %+§+%—§:O jeb

C a
3(14_14_1)_2:0 (9)
d ¢ b

Ievietojot vienadibu (5) vienadiba (9), iegiistam, ka . 0. Esam ieguvusi pretrunu:
a

neeksiste tads a, ka — 3 = 0. Tatad nevar biit, ka neviens no skaitliem a, b, ¢ vai d nav
a

nulle.

Apskatisim gadijumu, ja viens no skaitliem ir 0. Piepemsim, ka a=0. Ievietojot a=0
uzdevuma dotaja vienadiba, iegiistam, ka —bcd = 0. Bet tas ir iesp€jams tikai, ja vl
kads no skaitliem b, ¢ vai d ir nulle. Lidzigi, ja b=0 vai c¢=0, vai d=0 iegtistam, ka v&l
kadam no skaitliem arT jabiit nullei.

Tatad mazakais nullu skaits starp a, b, ¢, d varétu biit 2.

Parbaudisim, vai tad iesp&jams, ka izpildas uzdevuma dotas vienadibas. Izvél€simies
divus skaitlus vienadus ar nulli, pieméram, a=b=0 un c#0, d=0. levietojot
redzam, ka uzdevuma dotas vienadibas izpildas. Tatad mazakais nullu skaits tieSam ir
divi.

29.11.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 28.11.4. atrisinajumu.

29.11.3. Pieradijums: uzdevuma atrisindjumu sadalisim divas dalas:

1) pienemot pret€jo, pienemsim, ka n-1 ir divu tadu naturalu skaitlu reizinajums, kuru
starpiba ir 2. Sos naturalos skaitlus apzim&am ar x-1 un x+1, tad ir speka vienadiba

n—1=(x-1)(x+1) jeb n =x>. Bet tas nozimg, ka pirmskaitlis p, ar kuru dalas n, ir

arT x dalitajs. Tad noteikti p < x.No t3, ka n =x°, seko, ka p < \/; , bet ta ir pretruna
ar uzdevuma doto. Tatad musu sakotn&jais pienémums nebija pareizs un n-1 nav
iesp&jams izteikt ka divu naturalu skaitlu reizinajumu, kuru starpiba ir 2.

2) Lidzigi pieradisim, ka n’ —1 arf nav iespgjams izteikt ka divu naturalu skaitlu

reizinajumu, kuru starpiba ir 2.
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Pienemsim pret&jo, ka n’ —1 ir divu tadu naturalu skait]u reizinajums, kuru starpiba ir
2. Sos naturdlos skaitlus apzim&am ar x-1 un x+1, tad ir spéka vienadiba
n’ —1=(x-1)(x+1) jeb n’ =x>. Ta ka n dalas ar p, tad n’ dalas ar p’. Bet tas
nozimg, ka arT x* dalas ar p’. Ja x ka reizinataju saturdtu tiesi vienu pirmskaitli p, tad
x” saturdtu tiesi divus pirmskaitlus p un x* nedalitos ar p’. Tatad x ka reizinatajus
satur vismaz divus pirmskaitlus p, bet tad x* satur p*. No ta seko, ka x> dalas ar p*,
bet tad arT n’ jadalas ar p*. Taka p> Jn, tad lielaka skaitla p pakape, ar ko var
dalities n, ir p'. Tad n’ var dalities ar ne augstaku p pakapi ka p’. Tatad n’ nevar

daltties ar p*. Esam ieguvusi pretrunu. Miisu sakotn&jais pienémums bija nepareizs

un n’ —1 nevar izteikt ka divu tadu naturalu skaitlu reizinajumu, kuru starpiba ir 2.
29.11.4. Pieradijums:

1. Skaidrs, ka P noteikti atrodas kada no regulariem A
trijstiiriem MNK un RST (skat. 45A. zim.). Pienemsim, R = B S

ka P atrodas trijsturt MNK.
2. Ta ka ABCDEF ir regulars seSstiiris, tad
AB=BC=CD=DE=EF=FA=a (apzimésim seSstiiru malu M EVD K

ar a).
3. Apskatisim trijsturi MNK (skat. zim. 46A.) 45A. Zim&jums
4. Trijstar1 MNK  perpendikulus no punkta P pret
trijstira malam MN, NK un MK apzim&sim

attiecigi ar X, y un z.

5. Tad iesvitroto trijstiru laukumu summa ir

a(x+y+z)

; (nemam vera, ka / %%%
AF=BC=ED=a) %
%
6. Pienemsim,  ka X+y+z=3a g .%/%/////

(Pieradisim to 11. — 14. darbiba.) .
46A. zZim€jums

D 3.
7. levietojot X+y+z:3a-7 1esvitroto
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trijstiru laukumu summas formula, iegtistam, ka trijsttiru laukumu summa vienada ar

.3a\/g
a(x+y+z)_a 2 _a-3a\/§
2 2 4

8. Aprekinasim seSstira ABCDEF laukumu. Ar O apzimésim seSstira centru.

Skaidrs, ka se$stiira laukumu veido 6 regularu trijstiru AOB, BOC, COD, DOE, EOF,

2

FOA laukumu summa. Katram no 6 trijstiriem laukums ir

azx/g
L

, bet tad seSstira

laukums ir 6-

. I .. .a
9. lIegtto iesvitroto trijstiiru laukumu summas izteiksmi

azx/g

4

varam parveidot par

tai ekvivalentu %[6

J . Redzam, ka

zim&juma 41A. iesvitroto laukumu summa ir puse
no sesstira ABCDEF laukuma.

10. Ta ka visu segmentu laukumi 45A. zim. ir
vienadi, tad dalu PAF, PBC un PED laukumu

summa ir puse no rinka laukuma. Bet no ta seko, ka

So daJu laukumu summa ir vienada ar PAB, PCD

un PEF laukumu summu, k.b.j.

47A. Zimgjums

11. Pamatosim, ka x+y+z=3a 73 Skat. 47A.

Zim.

12. Trijstura laukumu L(XYZ) var aprékinat pec formulas L(XYZ) = % .

13. Zinam, ka L(XYZ)=L(XOY)+L(YOZ)+L(ZOX). Ar x, y un z apzim&jam
augstumus, kas vilkti no punkta O attiecigi trijstiros XOY, YOZ, ZOX. Tatad

ah_ax ay az,., ah_ax+y+7)

, bet no §1s vienadibas seko, ka h=x+y+z.
2 2 2 2 2

14. Taka h ir trijstira MNK augstums un MNK ir regulars trijstiiris ar malas garumu

3a, tad augstums $aja trijstiirt ir h = 3a 73 Tatad patieSam x+y+z=3a 73
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29.11.5. Pieradijums: pieradisim, pienemot pretéjo, ka nav tada riikiSa, kur§ butu
visu 2002 biedribu biedrs. Apskatisim biedribu B ar tas 40 biedriem. P&c uzdevuma
nosacijumiem, Sai biedribai ir kopigi biedri ar 2001 atlikuSo biedribu. Pamatosim, ka
noteikti ir tads rikitis no biedribas B, kas ir biedrs vél vismaz 51 cita biedriba.
Pamatojums: pienemsim pret€jo, ka nav tada rukisa, kas biitu biedrs biedriba B un vél
vismaz 51 cita biedriba. Tas nozimé, ka katrs no 40 biedribas B biedriem v&l var but
biedrs augstakais 50 citas biedribas. Tatad biedribai B biitu kopigi biedri ar augstakais
40-50 =2000 citam biedribam. Esam ieguvusi pretrunu, jo zinam, ka biedribai B ir
kopigi biedri ar 2001 biedribu. Tatad sakotngjais pien@émums ir nepareizs un ir tads
rukitis (apzimé&sim to ar R), kas ir biedrs biedriba B un vél vismaz 51 cita biedriba.
Tatad rukitis R ir biedrs biedribas B un B, B,,...,B;,. Izvélésimies kadu no
biedribam, kurai rtkitis R nav biedrs, apzim&sim to ar X. Skaidrs, ka ar7 biedribai X ir
kopigi biedri ar B, B,,...,B;,. Bet, ta ka katra biedriba ir tieSi 40 rikisi, tad noteikti
ir tads rukitis, apzimésim to ar r, kas ir biedrs X un vél vismaz divas no biedribam
B,, B,,...,B;, (jata nebitu, tad katrs rukitis no X varétu bt biedrs vél tikai viena no
B,,B,,...,B;,, bet tad biedribai X biitu kopigi biedri ar ne vairak ka 40 no 51

nosauktajam biedribam; p&c uzdevuma nosacijumiem ta nevar biit). Tatad ir rukitis r,

kas ir biedrs X un vél vismaz divas no biedribam B, B,,...,B,; apzimésim tas ar C

un D. (Skaidrs, ka r # R, jo biedriba X izv€léta ta, ka R nav tas biedrs.) Atcer€simies,

ka rukitis R ir biedrs visas biedribas B, B,,...,B;,, tatad ar1 C un D. Bet tas nozimé,

ka biedribam C un D ir divi kopigi biedri, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.
Tatad sakotn€jais pien€mums nebija patiess un eksisté tads rikitis, kas ir visu 2002

biedribu biedrs.

12. Kklase

29.12.1. Pieradijums: lai pieraditu, ka ‘sin3x+cos4x‘£1, pieradisim, ka

—1<sin’x +cos*x <1. Ta ka gan |sinx , gan |cosx| maksimala vertiba ir 1, tad ir
speka nevienadibas ‘sin3 X‘SSil’lzX un |cos4 X|Scos2X. Tatad varam rakstit, ka

sin’® x +cos® x <sin® x +cos® x. Bet no trigonometrijas pamatidentitatém zinam, ka

sin® x +cos” x =1. Tatad sin® x +cos® x <sin® x+cos’x =1 jeb sin® x +cos* x <1.
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Taka cos® x ir nenegativa vértiba, tad nevienadiba sin® x + cos* x > sin’ x ir patiesa.

No ta, ka sin’x minimala veértiba ir -1, seko, ka sin®x>—1. No ta seko, ka

sin® x +cos* x >sin’ x > 1.

Esam pamatojusi, ka —1 <sin’x +cos*x <1, kas ir ekvivalenti uzdevuma prasitajam
.3 4

sin"x +cos'x| < 1.

29.12.2. Uzdevuma atrisinajums lidzigs uzdevuma 28.12.3. atrisinajumam.

Atbilde: 241
101

Pieradijums: Atrisinajuma bitiba sakrit ar uzdevuma 28.12.3. atrisinajuma bitibu.

Pieradot janem véra, ka uzdevuma ar A un B bis apzimétas $adas izteiksmes:

2 3 100 101 23 100 101 2
B=[1-t).(1-t) (o) )22 99 100 T
2 3 100 101 23 100 101 101

Tad A+B =51 +1L01. Un biisim ieguvusi, ka A+B=2+2S, ka aprakstits uzdevuma

28.12.3. Tatad 2+2S:511L01. Izsakot no §1 vienadojuma S, iegustam, ka visu

reizinajumu summa ir S = 2415—011.

29.12.3. Pieradijums: N
M 4«/
1) Papildinasim zim&umu, atliekot punktus

ST

B,, N, un M, simetriski punktiem B, N, M

attieciba pret AC viduspunktu K, ka paradits A * ¢
zim&juma 48A.
2) Tad MNM,N, ir paralelograms, jo ta "
1
diagonales krustojoties dalas uz pusém. Tad N, ‘
) ) 48A. ZIm&jums
ta pret€jas malas vienadas un paral€las péc
konstrukcijas. Paralelograma MNM N, simetrijas centrs ir punkts K. Tatad K ir ar1 ta
diagonalu krustpunkts.

3) Pamatosim, ka MNM,N, ir rombs. Ta ka romba diagonales krustojoties veido

90° lenki, tad bus pieradits ari, ka ZMKN =90°.
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4) Pienemsim, ka esam pamatojusi vienadibu ZMBN = ZM CN (pamatojums 9. —
20. darbibas).

5) Tad AMBN=AM,CN péc pazimes mlm, joo MB=MA=M,C péc
konstrukcijas, BN = CN péc dota un ZMBN = ZM,CN péc pienémuma.

6) MN =M,N, jo vienados trijstiiros attiecigie elementi ir vienadi.

7) Tas savukart nozimé, ka paralelograma MNM, N, visas malas ir vienadas, no ka

seko, ka MNM, N, ir rombs.

8) Tatad diagonales krustojoties veido 90° lenki un Z/MKN =90°, k.b.j.

9) Pamatosim, ka ZMBN = ZM CN
10) ABCB, - paralelograms, jo ta diagonales krustojoties dalas uz pusém péc

konstrukecijas.

11) AAMB =ACM,B,, jo tie ir simetriski viens otram péc konstrukcijas. Ta ka
AAMB ir vienadsanu, tad art ACM,B, ir vienadsanu. Vienados lepkus pie pamata
apzimésim ar o .

12) ABNC - vienadsanu. Lenkus pie pamata apzime&sim ar f3.

13) ZABC apzimésim ar y, tad ZBCB, =180° —v.

14) /ZMBN =360° - Z/MBA - ZNBC - ZCBA =360° —a—B—.

15) ZM,CN = ZNCB + ZM CB, + ZB,CB = + 3 +180° — 1.

16) Lai pieraditu, ka ZMBN = ZM CN, pietiek pieradit, ka
360° —a—B-y=a+P+180° —y jeb o+ =90°.

17) Pieradisim, ka o + 3 =90°. Parveidosim vienadibu $adi

18) a+p=90° (reizinasim abas vienadibas puses ar ,,-2”)
19) —20 - 2B =-180° (pieskaitisim un atpemsim 180° vienadibas kreisaja
puse)

20) —20.—2B+180° —180° = —180° (pargrupésim saskaitamos)
21) (180° — 20) + (180° — 2B) = 180° (*)

22)No AAMB zinam, ka 180° —2a = ZAMB.

23)No ABNC zinam, ka 180° — 2 = ZBNC.
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24) Tatad vienadibu (*) varam uzrakstit $adi: ZAMB+ ZBNC =180°.

25) Ta ka vienadiba ZAMB+ ZBNC =180° ir patiesa p&c uzdevuma dota, tad esam
pamatojusi, ka ZMBN = /ZM CN.

29.12.4. Atbilde: ar 11 dalas virknes 6k+1-ais loceklis pie k=0; 1; 2; ...

Pieradijums: apskatisim cik ciparu ir virknes a_ locekliem. Skaitlim a, ir 1 cipars,
skaitlim a, arT 1 cipars, bet katram nakamajam virknes loceklim ciparu skaits ir
iepriek§€jo divu loceklu ciparu skaitu summa. Redzam, ka virknes a skaitlu ciparu
skaits veido virkni 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., kur pie n>2 nakosais loceklis tiek iegits ka divu
ieprieksgjo locek]u summa. Sadu virkni sauc par Fibonaéi skait]u virkni un apzimé ar
F .

Aprakstisim matematiski, ko nozimé skaitlim x pierakstit pa labi gala skaitli y.

Pienemsim, ka skaitlim x ir k ciparu un skaitlim y ir n ciparu. Lai skaitlim x butu
pierakstits pa labi gala skaitlis y, skaitlis x jareizina ar 10" un japieskaita vy.
Pamatosim: reizinot x ar 10", ieglistam skaitli, kura pirmie k cipari veido skaitli x un
kuram gala pierakstitas n nulles. Tad, pieskaitot $adam skaitlim y, iegistam skaitli,
kura pirmie k cipari veido skaitli x, bet par€jie n cipari veido skaitli y.

Ta ka zinam, ka skaitliem a,,a,,a,;,... ir attiecigi F,,F,, F,,... ciparu, tad
,pierakstiSanu otram skaitlim gala” varam pierakstit visparigi:

a, = 10" -2 ‘a, , +a,, (pieskaitam un atpemam (=1)"2-a__ )

a, =10"2.a_ —(-D™2.a_ +(-D"2.a_, +a,, (pargrupgjam)

a, =[10"2 —(=D)"2Ja,_, +[(-)"2a, +a,,]

Taka 10* —(=1)* dalas ar 10-(-1)=11, tad pirma kvadratiekava [10™2 —(=1)"2]a__,
dalas ar 11. Ta ka vienadibas abas puses dod vienadus atlikumus, dalot ar konkrétu
skaitli, tad no vienadibas a_, =[10"2 —(=1)"2]a_, +[(-1)™2a,_ +a_ _,] seko, ka
an, dalot ar 11, dod tadu pasu atlikumu ka (-1)"2 -a,_, +a__,.

Lai uzzinatu (—1)™2 vértibu, janoskaidro skaitlu F,_, paribu. Redzam, ka Fibonaci
skaitli F,, dalot ar 2, dod atlikumus 1; 1; 0; 1; 1; O; ... (ar periodu 3). Tatad skaitli
a,,a, —nepara, a, —para, a,, a, —nepara, a, — para utt. (ar periodu 3). No fakta, ka

an, dalot ar 11, dod tadu pasu atlikumu ka (=1)"- ‘a,  +a seko, ka a;,a,,...,

n-27°

dalot ar 11, dod tadus pasus atlikumus ka attiecigi
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a,—a,,a,—a;,a,+4a,,a, —as,a; —a,,a, +a,,.. (izteikksmes "+" un zimes
mainas ar periodu 3). Taka a, un a,, dalot ar 11, dod attiecigi atlikumus O un 1, tad
ieglstam, ka virknes a, loceklu atlikumu virkne, dalot ar 11, pie i=1; 2; 3; ... ir 0; 1;
10; 2; 1; 1; 0; 1; ... . Ta ka a,; atlikums atkarigs no a, , un a, , atlikumiem un §1
atkariba ir ar periodu 3, un divi p&c kartas nemti atlikumi ir atkartojusies péc 6
locekliem, tad talak notiks tapat. Tap&c ar 11 dalas virknes 1., 7., 13, ... jeb, visparigi
runajot, (6k +1)—ais loceklis pie k=0; 1; 2; ...

29.12.5. Pieradijums: parklasim visus n punktus ar rinki (tas noteikti ir izdarams, jo

punktu skaits ir galigs). Apzim&sim S§1 rinka radiusu ar R, bet pasu rinki ar A.

. ) o _ m
Apskatisim koncentrisku rinki B ar radiusu R + 5

. o o m o - _
Ja katram no n punktiem apvilksim rigki ar radiusu PR tad Sadiem rinkiem nebis

kopgju iek$&ju punktu, jo minimalais attalums starp katriem diviem punktiem no n ir

vismaz m, bet attalums starp divu rinku centriem arT ir vismaz m. Skaidrs, ka visi rinki

. m P . m.,. . .
ar radiusu By atradisies rinka B (ar radiusu R + By ) iekSpuse.

. e e 1 _ . . _ m
Rinka B laukums noteikti ir lielaks neka visu n rigpku ar radiusu B laukumu summa.

Apskatisim So nevienadibu:

2 2
- R+2 >n-m- m .
2 2

Saisinot un velkot kvadratsakni, iegiistam, ka
m m
R+—>+n-—.
2 \/_ 2
No §1s nevienadibas varam noveértét dalijumu R , ti., R > %(\/H -1).
m m

Pareizinot abas nevienadibas puses ar \/5 , leglistam nevienadibu:

R (o *).
m 2
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Redzam: panakot, ka R+/3 <M, biisim pieradijusi uzdevuma prasito nevienadibu

M _ 3

—> 73(\/11 - 1). Apskatisim nevienadibai R\/g <M ekvivalentu nevienadibu
m

M L \Y . D
R < —3 Tad, lai panaktu, ka R < —3, japamato, ka n punktus, starp kuriem lielakais

N

_ ) . e . M
attalums ir M, var ieklaut rinki ar radiusu —.

J3

Izt€lojamies katra punkta iedurtu adatu un sakotn&ji visam adatam apkart apliktu loti
lielu rinki. Saksim rinki samazinat un darisim to tik ilgi, lidz talaka samazinaSana
vairs nebiis iesp&jama. Tas var notikt vairakos gadijumos:

a) uz rinka robezas ir tieSi divas adatas. Tad tas noteikti ir diametra pret€jos galos
(citadi rinki var€tu vel samazinat). Savukart, ja tas ir diametra pretjos galos, tad
lielakais attalums starp punktiem ir diametrs jeb M=2R un tapgéc M> R3.

b) uz rinka robezas ir vismaz 3 adatas un rinka Iinijas centrs ir daudzstiira arpus€. No
k adatam, kas atrodas uz rinka Iinijas, izv€lamies tas 2, apzimésim tas ar X un Y, kuru
veidota taisne atdala citas adatas no rinka centra. Nemainot rinka radiusu, parvietosim
rinki perpendikulari XY ta, lai nogrieznis XY nonaktu uz diametra. P& tam diametru

samazinasim, reducgjot uzdevumu uz a).
¢) uz rinka robezas ir vismaz 3 adatas un adatas veido daudzstiiri, kura centrs atrodas
vai nu uz daudzstiira malas, vai daudzstiira iekSpuse.

Sadalam So daudzstiiri ar diagonalém trijstiiros. Viens no trijstiiriem noteikti ir tads,
kas satur centru uz kadas no malam vai iekSpus€. Ja rinka centrs ir uz trijstiira malas,
tad tas ir taisnlepka trijstiiris un centrs atrodas hipoteniizas, kas ir ar1 diametrs,
viduspunkta. Tatad $is gadijums reducgjas uz gadijumu a).

Ja rinka centrs O atrodas trijstira ABC iekSpusg, tad viens no lenkiem AOB, BOC,

COA ir vismaz 120° (Pamatosim: lenki AOB, BOC un COA

ir centra lenki, kas skaitliski vienadi ar lokiem, uz kuriem tie
balstas. Ja visi lepki butu mazaki par 120°, tad visu loku

kop&ja summa biitu mazaka par 360°, bet ta nevar bit, jo

rinka linija ir tie$i 360° liela. Tatad vismaz viens lenkis ir

49A. ZIm&jums

vismaz 120°.)

Talak skat. 49A. zim.
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Ja. /ZBOC2>120°, tad no vienadsanu trijsttra OBC varam izteikt:
BC =2Rsino > 2R sin 60° =RV3 . Taka BC<M, tad R{3 <M.
Citus gadijumus apskata I1idzigi.

Esam apskatijusi visus iesp€jamos gadijumus un ieguvusi, ka vienmér var panakt

V3

. . M
R+/3 <M. Tatad ir speka arT uzdevuma apskatita nevienadiba — > 7(\/3 - 1).
m
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Latvijas 30. atklata matematikas olimpiade

9. klase
30.9.1. Uzdevuma atrisinajums lidzigs wuzdevuma 29.9.1. atrisindjumam.

Pieradijums: Ta ka q, -q, -q; <0, tad vismaz viens no q,, q,, q, ir negativs. Talak
lidzigi ka 29.9.1. uzdevuma: pienemsim, ka q, <0, bet tad atbilstosa vienadojuma

diskriminants (p,)* —4-q,>0. Tatad vienadojumam ir 2 saknes.

30.9.2.
a) Atbilde: ja, var. Piemeérs: skat. 50A. zim. 16 11 31 5[ 7
dde. 13 T - - 20[ 2| 4| 6] 8
b) Atbilde: n€, nevar. Pieradijums: naturalo skaitlu no 1 aslolT1l3E
lidz 16 summa ir |52[16[14[12[10
28 32|36 40

1+16)+(2+15)+...+(8+9)=17-8=136. Ta ka Kkatrs .
50A. zim&jums

skaitlis ir gan rindipa, gan kolonna, tad visu rindinu un

kolonnu summu summa ir 2-136 =272 . P& dota zinams, ka skaitlu summam visas
rindas un kolonnas jabiit dazadam un jadalas ar 8. Ta ka pavisam ir 4 kolonnas un 4
rindinas, tad visu rindinu un visu kolonnu summu summa sastavés no 8 skaitliem.
Mazakie iesp€jamie atskirigie skaitli, kas dalas ar 8, ir 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, un
to summa ir 8+16+32+..+64=8-(1+2+3+4+5+6+7+8)=8-36=288. legita
pretruna, jo no vienas puses visu rindinu un kolonnu summu summa ir vismaz 288,
bet no otras puses ta ir 272.

30.9.3. Atbilde: p, =2 vaip, =2 un p, =3. Pieradijums: eksisté tikai viens para
pirmskaitlis — skaitlis 2. Tatad ne vairak ka viens no skaitliem p,p,p;...p, ir para
skaitlis. Tatad no skaitliem (p, —1)(p, —1)...(p, —1) ne vairak ka viens ir nepara
skaitlis (ja no para skaitla atnem 1, iegtist nepara skaitli), bet visi pargji skaitli ir para
(Ja no nepara skaitla atnem 1, iegiist para skaitli). Ja n>3, tad p,p,p,...p, nedalas ar 4,
Jjo satur maksimums 1 para skaitli — 2, bet (p, —=1)(p, —1)...(p, —1) dalas ar 4, jo satur
vismaz 2 para skaitlus. Tatad n<2.

Ja n=1, der tikai p;=2. Ja p>2, tad pastav nevienadiba 1 < Ll < 2, tatad p nedalas ar

p_
(p-1). Pamatosim: pienemsim, ka p — fiks€ts skaitlis un p>2, tad iegiistam Ll’
p_
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p—1+1:p—1+ ! =1+ ! (skaititaja pieskaitam
p—1 p-1 p-1 p-1

un atpemam 1, dalas vértibu nemainot, pé€c tam sadalam ieglto izteiksmi 2

varam veikt parveidojumus:

saskaitamajos). legiita izteiksme 1+L1 noteikti lielaka par 1, un, ta ka p>2, tad
p p—

L ir nesaisinama dala. No ta seko, ka 1< P 5

p-1 p-1

Ja n=2, tad vienam no pirmskaitliem p,, p, jabut 2 (nepara skaitlis p,p, nedalitos ar

para skaitli (p, —1)(p, —1). Pienemsim, ka p, =2, tad janoskaidro, kadiem p,

skaitlis p,p, =2-p, dalas ar p,—1 (skaitlis (p, —1)=1). Ieverojam, ka
2p, :2p2—2+2:2(p2—1)+2:2+
p,-1  p,-1 p, -1 p, —1

. Tatad, lai 2-p, dalitos ar (p, —1),

skaitlim 2 jadalas ar p, —1. Ta ka skaitlis 2 dalas tikai ar 1 un 2, tad p, —1=1 vai
p, —1=2. Tas nozimé, ka p, =2 vai p, =3, bet, ta ka p, =2 un pirmskaitliem
jabiit dazadiem, tad p, # 2 un p, = 3. Tatad gadijums n=2 der, un p, =2un p, =3.
30.9.4. Pieradijums:

1) Atliksim uz CA pagarinajuma AM=AI (skat. STA. zim.).

2) CM=CA+AM=CA+AI=CB.

3) AMCB - vienadsanu, jo CM=CB. C

4) LZAMI = %LCAI = %LCAB péc argja lenka

IpasSibas vienadsanu trijstirt MAI un gemot véra,

K
ka ACAI:%ACAB Go trijstir ievilkas rl M

51A. Zim&jums
centrs atrodas bisektriSu krustpunkta).

5) AMCI = ABCI péc pazimes mlm, jo MC=BC, CI — kopiga, ZMCI = ZBC(lI, jo CK
ir ZMCB bisektrise.
6) LIBC = ZIMC, jo vienados trijstiros MCI un BCI attiecigie elementi ir vienadi.

7) no ta seko, ka %LABC = /IBC = ZIMC = ZIMA = %AA .

8) tatad ZA=2-/B.
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30.9.5.

a) Atbilde: uzvar Juris. Pieradijums: Andris izdara pirmo gajienu un apéd tiesi 1
konfekti (vismaz 1 jaapéd obligati, bet ne vairak ka n, kur n — gajiena kartas numurs,
tatad Soreiz tiesi 1). Juris ar otro gajienu &d 2 konfektes. Kopa tagad apéstas 3
konfektes. Andris var &t 1, 2 vai 3 konfektes, bet Juris &d attiecigi 4, 3 vai 2
konfektes un uzvar.

b) Atbilde: uzvar Andris. Pieradijums: Andris spél€ ta, lai p&c vina gajieniem biitu
apéstas 17, 2%, 3%, 4%, ... konfektes. Paradisim, ka Andris to var panakt. Skaidrs, ka ar
1.gajienu vins panacis, ka apesta 1 konfekte. Pienemsim, ka ar (2n-1)-o gajienu (n=1;
2; 3;...) vin$ panacis, ka ap@stas n’ konfektes. Kartgja gajiena Juris apédis no 1 lidz
2n konfektem, tatad kopa péc §1 Jura gdjiena bils ap@stas vismaz n” +1, bet ne vairak
ka n’ +2n konfektes. Andris grib panakt, lai pec (2n+1)-a gajiena (ko izdaris ving)
biitu apéstas (n+1)> =n” +(2n+1) konfektes. Taka n> +(2n+1)—(n”> +1)=2n un
n>+(2n+1)—(n”> +2n) =1, tad vin§ $o mérki var sasniegt, jo ar (2n+1)-o gajienu
vins var &st no 1 Iidz 2n+1 konfektém. Tatad Andris savu mérki var realizét. Ta ka

64 =87, tad Andris noteikti apédis arT 64-o konfekti.

10. klase

30.10.1.

a) Atrisinajums sakrit ar uzdevuma 29.10.1. pieméra a) atrisinajumu.
b) Atrisinajums lidzigs uzdevuma 29.10.1. pieméra b) atrisinajumam.

Izmainas paradas tikai, apskatot sadalijumu reizinatajos:

(X + ij — [y + ij =(x— y)(l —ij , kur janem vera, ka x>y>2.
X y Xy

Ta ka xy>4, ja x>y>2, tad 4 <1 . No ta seko, ka arT Saja gadijuma otrajas iekavas
Xy

esosa izteiksme biis pozitiva. Un, ta ka arT pirmajas iekavas esosa izteiksme ir
e - C . o _ _ 4 4
pozitiva, jo x>y, tad ar1 viss reizindjums ir pozitivs. Tatad arT x +— > y+—.
X y
30.10.2. Pieradijums: (skat. 52A. zZim.)
1. Apzimésim AABC argjo lepki pie virsotnes A ar 2a. .

2. ZLAC = ZKAB = a., jo taisne t dala AABC argjo lenki pie virsotnes A uz pusém.
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3. ZLNC = ZLAC = a., jo tie abi balstas uz loku
LC un ievilkti lenki, kas balstas uz vienadiem
lokiem, ir vienadi.

4. ZKMB = ZKAB=a, jo tie abi balstas uz

loku KB un ievilkti lenki, kas balstas uz

vienadiem lokiem, ir vienadi.
5. ZCAB=180° —20. ka blakuslenkis argjam S2A. ZImgjums
lenkim, kas p&c apzim&jumiem vienads ar 2c. .
6. ZLAN = /BAC+ ZCAL =180° - 20+ 0. =180° —a..
7. ZKAM = ZBAC+ ZKAB =180° - 20+ a..=180° —a
8. Ta ka LANC un KAMB ir rinki ievilkti Cetrsturi, tad to pret€jo lenku summas ir
180°.
9. ZLCN =180° —(180° —a) = a ka lenkim LAN pretgjs lenkis Cetrstirt LANC.
10. ZKBM =180° —(180° —a) = o ka lenkim KAM pretgjs lenkis Cetrstirt KAMB.
11. Tatad ZLCN = ZLNC = a, un no ta seko, ka ALCN ir vienadsanu.
12. Ar1 ZKMB = ZKBM = o, un tad AKBM ir vienadsanu.
13. ALCN Iidzigs AKBM, jo divi lenki pa pariem vienadi.
30.10.3.
a) Piemers: n=40. Patiesam, tad 2n+1=80+1=81=9" un
3n+1=120+1=121=11%,
b) Atbilde: n€, nevar. Pieradijums: pieradisim, piepemot pret€jo, ka Sn+3 ir
pirmskaitlis. P&c uzdevuma nosacijumiem zinam, ka 2n+1 un 3n+1 ir veselu skaitlu

2

kvadrati. Apzim&sim 2n+1=x’> un 3n+1=y’. Izteiksmi 5n+3 sadalisim

reizinatajos. Parveidojumus saksim, izsakot 5n+3 ar x* uny’:

Sn+3=5n+3+1-1= (5n izteiksim, ka starpibu 8n —3n)

=8n—-3n+4-1= (sagrup€sim saskaitamos)

=8n+4-3n-1= (pirms iekavam iznesisim reizinataju 2 un —1)
=22n+1)-(Bn+1)=  (iekavas esosas izteiksmes aizstasim attiecigi ar
x> uny’)
=4x’ -y’ = (izmantojam kvadratu starpibas formulu)

=(2x-y)-(2x+y)
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Ta ka 5n+3 ir pirmskaitlis, tad tas dalas tikai ar 1 un ar 5n+3. Tatad viens no
iegiitajiem reizinatajiem ir 1, bet otrs ir Sn+3. Ta ka x un y ir naturali skaitli, tad

2X —y <2x+Yy,unno ta seko, ka 2x —y =1 (1)
2x+y=5n+3 (2).

No (1) iegiistam 2x=1+y. Ievietojot vienadiba (2), iegiistam 1+ y+y =5n+3 jeb

2y =5n + 2. Kapinot kvadrata, iegiistam, ka
4y® =(2y)’ =(5n+2)* =25n° +20n + 4 (3).

Bet no apzim&jumiem zinam, ka 3n+1=1y’, tatad 4y> =4(3n+1)=12n+4
“).

No (3) un (4) seko, ka 25n> +20n+4 =12n+4 jeb 25n> +8n = 0, kas naturaliem

n nav iespgjams.

Esam ieguvusi pretrunu, tatad sakotnéjais pien€mums nav patiess un 5n+3 nevar

bt pirmskaitlis.
30.10.4. Atbilde: 233.

Pieradijums: ar a_ apzimésim dazado izvietojumu skaitu, kados n skoléni var
atrasties péc atlautas parsé€Sanas. Skaidrs, ka viena skoléna gadijuma ir tikai viena
iesp€ja — skoléns paliek séZot sava vieta, tatad a, =1. Savukart, ja ir divi skoléni,
tad iesp€jami divi izvietojumi — abi skoléni paliek s€zot savas vietas vai arf tie

samainas vietam, tatad a, =2.

Apskatisim n+2 skolénus un meklésim formulu, kas izsaka a ., ara, un a_,,.

Visus parkartojumus varam iedalit divas grupas:

1) pirmais skoléns paliek s€zot sava vieta. Tad parkartojas pargjie n+1 skoléni. Ja ir

n+1 skoléns, tad ir iesp&jami a_,, dazadi parkartojumi.

n+l

2) pirmais skolnieks pariet uz citu kréslu. Péc uzdevuma nosacijumiem, skolnieks
var tikai vai nu palikt sava vieta, vai apsésties uz krésla, kas atrodas tai blakus. Ta
ka 1. kréslam blakus ir tikai 2. krésls (uz otru pusi kaimina nav), tad 1. skolnieks
var pariet tikai uz otro kréslu. Tad kadam noteikti ir japariet arT uz 1. kréslu, citadi
tas paliks tukS$s un kadam skolniekam nebts, kur sédét. Ta ka var parsesties tikai

uz blakus kréslu vai palikt taja pasa vieta, tad, skaidrs, ka uz 1. kréslu var pariet
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tikai 2. skolnieks (no par&jiem skolniekiem 1. krésls atrodas vismaz divu kréslu
attaluma). Tatad, ja pirmais skolnieks pariet uz citu kréslu, tad tas noteikti ir 2.
krésls, un tada gadijuma uz 1. kréslu noteikti pariet otrais skolnieks. Tad pargjie n
skoléni parkartojas ,,sava starpa”. P&c apzim&jumiem, ja ir n skolénu, tad ir
iesp&jami a, dazadi parkartojumi.

Ta ka mis interes€ kopgjais iesp&jamais parkartojumu skaits, tad jasaskaita visi

iesp&jamie parkartojumi, tatad a_,, =a_,, +a,.

n+l
Takaa,=luna,=2,tada,=1+2=3,a,=2+3=5,a,=3+5=8,
a,=5+8=13,a,=8+13=21, a, =13+21=34, a, =21+34=55,

a,,=34+55=89, a,, =55+89=144, a,, =89+144 =233.
Tatad 12 skolénu gadijuma iesp&jamas 233 dazadas parkartosanas.

30.10.5. Atbilde: sadu riikiti noteikti var atrast, ja m<n vai ari, ja m=n un gan m, gan
n ir nepara skaitli.

Pieradijums: ar x apzimesim to rikiSu skaitu, kam abi kaimini ir $illisallas, ar y - to
rikiSu skaitu, kam abi kaimini ir votivapas un ar z - to riukiSu skaitu, kam viens

kaimins ir votivapa, bet otrs - SilliSalla.

Kopuma ir Silisallas. Pamatosim: katram no x rikiSiem ir 2 kaimini —

Sillisallas, katram no z riikiSiem viens kaimins$ ir SilliSalla (nevienam no y rukiSiem
kaiminos nav nevienas SilliSallas). Bet, ta ka katrs rukitis ir kaimin$ diviem citiem

rikiSiem, tad kop@jais iegttais §illiSallu skaits 2x+z jadala ar 2. Tatad varam rakstit,

ka 2x+z=2n. Lidzigi, kopa ir 2y2+ z

votivapas. Tatad varam rakstit, ka 2y+z=2m.

Ja rukisu ar abiem kaiminiem SilliSallam nebttu, tad x=0, bet no ta seko, ka z=2n un
y=m-n. Taka y >0, tad no y=m-n seko, ka m>n.

Tatad, ja m<n, tad noteikti ir vismaz viens tads riikitis, kam abi kaimini ir SilliSallas.

Ja m>n, tad tada rukiSa varbit nav. lesp&jami $adi izkartojumi:

VvvsSSvv..§§vv..vVv vai

713
713

A%

214

VVSSVVSSVV..§SVvVvS(VVV..V).

Apskatisim gadijumu, kad m=n:
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Ja m=n un abi ir para skaitli, arT tad varbut nav riikiSa, kam abi kaimini ir Sillisallas.
Iesp&jams sads izkartojums: vvsSSvvs§S...vvss.

Ja m=n un abi ir nepara skaitli, tad sads rikitis noteikti ir. Pamatosim: nokrasosim
kréslus, uz kuriem s&z rikisi, pamisSus baltus un sarkanus. Tas nozimée, ka uz vienas
krasas krésliem S$illisallu ir vairak neka votivapu. Pienemsim, ka vairak $illisallu séz
uz baltajiem krésliem. Tad eksiste tadi 2 ,,blakus” esosi balti krésli, uz kuriem séz
Sillisallas. Bet tas nozimée, ka starp Siem diviem rikiSiem s€doSajam rukitim abi

kaimini ir SilliSallas — tas arT biis mekl&tais rukitis.

11. klase

30.11.1. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast, kada ir

lielaka iesp&jama z vertiba, un paradit pieméru, ka tadu var iegiit; otrkart, pamatot, ka

lielaku z vertibu iegiit nevar.

= Atbilde: liclaka iesp&jama z vértiba ir z=1001,5. Piemeérs: $adu z veértibu var
legiit, ja z=1001,5, x=z un y=0.

= Pieradijums: apskatisim dota vienadojuma divus saskaitamos |x -y+ z| un
|— X+y+ Z| . No modulu Tpasibam zinam, ka
|x—y+z|+|—x+y+z| Z|x—y+z—x+y+z| :|2Z| =2|Z|.
Tatad zinam, ka 2003:|x+y—z|+|x—y+z|+|—x+y+z| Z|x+y—z|+2|z| jeb
20032|x+y—z|+2|z| (1).
Ta ka modulis no jebkuras izteiksmes ir lielaks vai vienads par nulli, tad ar1
|x +y- z| >0; ievietojot So izteiksmi nevienadiba (1), iegiistam, ka

2003>0+ 2|z| > 2|z , no kurienes z <1001,5. Tatad esam pamatojusi, ka z nevar

bt lielaks par 1001,5.
30.11.2. Pieradijums: (skat. zim. 53A.)

W
1) Pagarinam ZX lidz krustpunktam C ar B X
taisni YA. v 0 K
2) AZYC - taisnlepka trijstiiris, kur
Z7ZYC =90°, jo pieskare r Y i A i ¢
perpendikulara radiusam, kas novilkts 53A. ZImgjums
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pieskarSanas punkta.

3) YX — augstums pret hipotentizu taisnlepka trijstiri ZYC, jo £ZZXY =90° ka
ievilkts lenkis, kas balstas uz diametru.

4) AZXY ~AZYC,jo LZXY =£ZYC=90° un £LXZY = LYZC - kopigs lenkis.
Tatad ar1 £XYZ=ZLYCZ.

5) Pamatosim, ka LZZYX = LZZXW :

6) AYXA - vienadsanu, jo YA=XA ka pieskaru nogriezni, kas vilkti no punkta A.
Tad ZXYA = LYXA = a ka lenki pie pamata vienadsanu trijstiirT.

7) Taka LZYC=Z£YXC=90°,tad LZZYX = ZCXA =90° —a..

8) Zinam, ka ZAXC = ZZXW ka krustlenki. No ta seko, ka ZZYX = LZZXW .

9) Nemot véra, ka ZXYZ = ZYCZ (sekoja no trijstiiru lidzibas), varam secinat, ka
LAXC=LZXW = /LZYX = ZXCY . Tatad LAXC=/XCA un AAXC -
vienadsanu, un AX=AC.

10) AX=AY ka rinka Iinijas pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta.

11) Esam ieguvusi, ka A ir YC viduspunkts, jo YA=AC.

12) Ta ka XB|YC, tad AZBK ~ AZYA un AZBX ~ AZYC ka taisnlenka trijstiri,
kam lenkis Z kopigs.

13) Taka AZBK ~ AZYA , tad BK:YA=ZB:ZY (*).

14) Taka AZKX ~ AZAC, tad KX:AC=ZB:ZY  (*¥*).

15) No (*) un (**) seko, ka BK:YA=KX:AC jeb BK:KX=YA:AC. Ta ka zinam, ka
YA=AC, tad YA:AC=1:1 un no ta seko, ka BK:KX=1:1.

16) Tatad BK=KX jeb taisne AZ dala BX uz pusém punkta K.

30.11.3. Atbilde: n€, neeksiste.

Pieradijums: piepemsim pretjo, ka eksisté tads n, ka 6" —1 dalas ar 4" —1.
Apskatisim starpibu (6" —1)—(4" —1). Ta ka 6" —1 dalas 4" —1 (péc pienémuma)
un skaitlis 4" —1 noteikti dalas pats ar sevi, tad arT So skaitlu starpibai jadalas ar
4" —1. Apskatamo skaitlu starpibu parveidosim reizinajuma:
(6" -1)—(4"-1)=6"—-4" =2"(3" —2"). Zinam, ka vienadibas labajai pusei jadalas
ar 4" —1. Ta ka reizinatajs 2" neiespaido daliSanos ar nepara skaitli 4" —1, tad
reizinatajam 3" —2" noteikti jadalas ar 4" —1. Tas nozimg, ka jabut 3" —2" > 4" —1.
Salidzinasim Sos skaitlus. Ta ka 2" >1 (n ir naturals skaitlis, tapéc mazaka iesp&jama

2" vertiba ir 2'=2), tad 3" —-2" <3" -1, bet noteikti 3" —1<4" —1. Tatad
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0<3"-2" <4" —1. Esam ieguvusi pretrunu un 3" —2" nevar dalities ar 4" —1.
Tatad sakotngjais piepémums bija nepareizs un neeksisté tads naturals n, lai 6" —1
dalitos ar 4" —1.
30.11.4. Atbilde: ja, var.
Pieradijums: ta ka ir 8 kluba biedri un kubam ir 8 virsotnes, tad varam attélot kluba
biedrus ar kuba virsotném. Tada gadijuma nodibinatas komisijas biis kuba virsotnu
kopas. Ta ka péc uzdevuma nosacijumiem katra komisija jabut 4 biedriem, tad ar1
katra virsotnu kopa jabiit 4 virsotném. Izvélesimies $adas Cetru virsotnu kopas:
e sesas virsotnu kopas, kas katra sastav no 4 virsotném, kas pieder kadai no
kuba skaldném.
e sesas virsotnu kopas, kas katra sastav no 4 virsotném, kas pieder kadam kuba
diagonalsk&lumam.
e divas virsotpu kopas, kas katra sastav no 4 tetraedra
virsotném. Tetraedra virsotnes izvélamies, ka paradits

zim. 54A., kur viena tetraedra virsotnes atzimétas ar

baltiem punktiem, bet otra tetraedra virsotnes — ar

54A. Zim&ums

melniem punktiem.
Skaidrs, ka nekadam divam no aprakstitajam kopam nav vairak ka divu kopigu
punktu. Tatad nav tadu 3 punktu, kas piederétu divam dazadam kopam vienlaicigi, jeb
nav tadu tris biedru, kas butu kopa vairak ka viena komisija. No ta seko, ka visi
virsotnu trijnieki, ko satur aprakstitdas kopas, ir dazadi. Ta ka pavisam esam
izveidojusi 14 komisijas un katra no tam ir 4 biedri, no kuriem 3 biedru trijnieku var
izvéleties C; veidos, tad kopa aprakstitas komisijas satur 14-C, =14 -4 = 56 dazadus
biedru trijniekus. Tatad, izveidojot ¢etru biedru (virsotnu) kopas, ka aprakstijam,
iegiistam tieSi 56 dazadus biedru trijniekus.

8-7-6

——F =56
1-2-3

Bet biedru trijniekus no 8 biedriem pavisam var izvéléeties tiesi C; =

veidos. Tatad esam pamatojusi, ka katri tris no kluba biedriem ir kopa tiesi viena
komisija. Tatad var nodibinat tadas komisijas, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.

30.11.5. Uzdevuma atrisinajums sakrt ar uzdevuma 27.11.5. atrisinajumu.
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12. klase

30.12.1. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, pieradit, ka lenku
kosinusi ir racionali skaitli, zinot, ka lidziga trijstira malu garumi ir veseli skaitli;
otrkart, pieradit, ka eksisteé dotajam trijstirim lidzigs ar trijstira malu garumiem —
veseliem skaitliem, ja zinams, ka dota trijstira lenku kosinusi ir racionali skaitli.
» Pieradijums: pieradisim: lenku kosinusi ir racionali skaitli, ja zinams, ka lidziga
trijstira malu garumi ir veseli skaitli. Pienemsim, ka Iidziga trijstira malu garumi ir

a, b un c, bet attiecigie pretlenki §Tm malam ir o, 3, un y. No kosinusu teorémas

legiistam cosa:%. Ta ka a, b un c ir naturali skaitli, tad arT cosa
vertiba ir racionals skaitlis.

Lidzigi iegiistam, ka arT cosf un cosy racionali skaitli.

Ta ka lidzigu trijstiru lepki ir vienadi, tad esam pamatojusi: lepku kosinusi ir
racionali skaitli jebkuram trijstirim, kas 11dzigs tadam trijstiirim, kura malu garumi ir
naturali skaitli.

» Pieradisim: no ta, ka trijstira lenku kosinusi ir racionali skaitli, seko, ka noteikti
var atrast tadu lidzigu trijstiiri, kura malu garumi ir veseli skaitli. Apskatisim trijstiiri
ABC; pienemsim, ka cosA, cosB, cosC — racionali skaitli. No trigonometrijas zinam,

ka cosC =—cos(180° — ZC) (1).

Ta ka trijstiira visu lenku summa ir 180°, tad 180° — ZC = LA + ZB. levietojot
vienadiba (1), ieglistam, ka cosC = —cos(ZLA + ZB) (2).

Savukart cos(ZA + £ZB) var parveidot ka cos(ZA + £ZB)=cosA-cosB—sinA-sinB.
Ievietojot vienadiba (2), ieglistam: cosC=—-cosA-cosB+sinA-sinB. Ta ka cosA,
cosB un cosC ir racionali skaitli, tad arT skaitlim sin A - sinB ir jabiit racionalam.
Lidzigi ieglstam, ka arT sinA-sinC un sinB-sinC — racionali skaitli. Ta ka
sinA#0, sinB#0 un sinC#0, tad iegiitos reizinajumus var dalit vienu ar otru.

sin4 sinB sinC

legiistam, ka ir racionali skaitli. Apskatamajam trijstiirim

- 2 - un .
sinB  sinC sin A

b ¢ . Apskatisim 1 b

ABC uzrakstisim sinusu teorému: — =——=— - —,
sinA sinB sinC sinA sinB
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a SsinA sin 4

varam to parveidot ka —=——. Ta ka — ir racionals skaitlis, tad varam
sin B sin B
___._a n . . e r—q— e e - b n,
apzimét —=—, kur n,, m, ir naturali skait]i. Lidzigi ieglistam —=—=, kur
b m, c m,
) . . . a . .
n,, m, ir naturali skaitli.. Vienadibu 5 =—- varam parveidot; iegistam
m,
a n,-n D b . o b n, m -
—=—1—2 Vienadibu —=—% parveidojam, ieglistot —=——L1_ Tatad
b m,:n, c m, c m,-m,

a:b:c=nn, :mmn, :mm,. Trijstlris ar malu garumiem nn,, mn, un mm, ir
mekl&jamais.
30.12.2. Atbilde: n€, neeksiste.
Pieradijums: izteiksim n forma n=3"-a, kur k€ Z un a nedalas ar 3. Tad
n® =3°.a’. Skaitla n> =3 -a* dalitajus var iedalit divas grupas: tadi, kas dalas ar
3, un tadi, kas nedalas ar 3. Apskatisim to dalitaju grupu, kuri nedalas ar 3. Skaidrs, ka
Sie skaitla n® =3°* -a’ dalitaji ir tieSi a” dalitaji (citadi tie ka reizinataju saturétu 3).
Ta ka jebkura skait]a kvadratam ir nepara skaits dalitaju, tad ari skaitlim a’ ir nepara
skaits dalitaju. Tatad skaitlim n”> =3°-a” ir nepara skaits tadu dalitdju, kas nedalas
ar 3.
Skaidrs, ka uzdevuma apskatamie dalitaji, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1, un kas,
dalot ar 3, dod atlikumu 2, veido skait]la n* =3°* -a* dalitaju grupu, kas nedalas ar 3.

Jau esam pamatojusi, ka kopuma skaitlim n* =3 .a’

Sadu dalitaju ir nepara skaits.
Tapéc abu veidu dalitaji nevar but vienada skaita.

30.12.3. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 29.12.3. atrisinajumu.

30.12.4. Atbilde: x=y=z=u=v=2.

Pieradijums: piepemsim, ka x ir lielaks vai vienads par par€jiem CcCetriem
mainigajiem. Tada gadijuma, pemot véra, ka u<xunv<x, no vienadojuma
x*=u+v seko, ka x> =u+v<x+x jeb x> <2x. Atrisinot $o nevienadibu un
zinot, ka x>0, iegtistam, ka 0 < x < 2.

Lidzigi piepemsim, ka y ir mazaks vai vienads par pargjiem Cetriem mainigajiem.
Tada gadijuma, nemot véra, ka v>yun x >y, no vienadojuma y* = v+x seko, ka
y’=v+x>y+y jeb y>>2y. Atrisinot %o nevienadibu ieglistam, ka

y <0 vaiy=>2.Takaynoteikti pozitivs, tad y > 2.
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Ta ka x ir lielaka vertiba un y — mazaka vertiba, tad no 0 <x <2 un y > 2 seko, ka
x=y=2. Tape&c ar1 x=y=z=u=v=2. Parbaude parada, ka atrisinajums der.
Skaidrs, ka gadijumos, ja lielaka (mazaka) vertiba ir citam mainigajam, atbilde

nemainas.

30.12.5. Uzdevuma atrisindjums sastav no divam dalam:

pirmkart, jaatrod, kadu lielako summu S spélétajs A var

sasniegt, un japarada piemérs, ka to var izdarit; otrkart,

— N W K~ W

japamato, ka lielaku summu spélétajs A sasniegt nevar. abecde

» Atbilde: lielaka iespéjama S vértiba ir 6. 55A. ZIm&jums

Piemeérs: apzimésim kvadrata rindas un kolonnas, ka paradit zim. 55A. Izteicieni
,»A raksta riitind c4” utml. nozimé&s, ka sp€létajs A raksta vieninieku riitina, kas
atrodas 4. rindas c kolonna. Kvadratu, kas sastav no 3 x 3 ratinam un kura centrala
riitina ir ¢4, apzim&sim ar K(c4). Pieradisim, ka sp€létajs A var panakt, ka vismaz

viena 3 x 3 rutinu kvadrata summa ir 6.

Pirmo gajienu A izdara riitina c3. Ja B atbild ar gajienu 1. vai 2. rinda, tad
simetrijas pé€c varam pienemt, ka B izdarTjis gajienu 4. vai 5. rinda. Ja B atbild ar
gajienu 3. rinda, tad simetrijas p&c varam visas rindas parsaukt par ,,a, b, ¢, d, e”,
bet visas kolonnas par ,1., 2., 3., 4., 5.7, tad biisim ieguvusi situaciju, kuru
simetrijas péc varésim reducét uz situaciju, kad B izdarijis gajienu 4. vai 5. rinda.

Tatad varam pienemt, ka B noteikti izdarijis gajienu 4. vai 5. rinda.

Otro gajienu spéletajs A izdara riitina c2 (skat. 56A. zim.). 5
Apskatisim divas iespgjas: 4
3 1
1) spélétajs B otro gajienu neizdara rutiga cl. Tad vai nu 2 1
kvadrata K(b2), vai kvadrata K(d2) ir ierakstiti tikai 1 5 3
a c e

divi vieninieki. Bet, ja kvadrata ir ierakstiti tikai divi .
56A. zimgjums

vieninieki, tad A noteikti var panakt, lai $aja kvadratina

ierakstitd summa biitu vismaz 6. Pamatosim: ja 3x3 ;5

riitinu kvadrata ir ierakstiti divi skaitli, tad palikusas 4

brivas ir v€l 7 riitinas. Ta ka nakamais gajiens ir ; }

speletajam A, tad skaidrs, ka spéletajs B nevarés | 0
abecde

ierakstit Saja kvadrata vairak par 3 nullém, bet tada

gadijuma A ierakstis 4 vieniniekus. Tad kopgja STA. ZImgjums
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kvadratina ierakstito skaitlu summa biis 6.

2) speletajs B otro gdjienu izdara rutina cl (skat. 57A. zim.). Tad nakamo gajienu
A izdara ritina b3. Redzam, ka spelétajam B jaatbild ar gajienu kvadratina
K(b2), citadi kvadratina K(b2) bis ierakstiti 3 vieninieki un 1 nulle.
Pamatosim, ka kvadratina, kura ierakstiti 3 vieninieki un 1 nulle, spélétajs A
noteikti var sasniegt summu 6. Ta ka kvadrata palikuSas brivas vél 5 ritinas un
gajiens ir speletajam A (spelétajs B izdarija gajienu riitina, kas nav kvadratina
K(b2)), tad redzam, ka A var€s $aja kvadratina uzrakstit 3 no iespgjamajiem 5
skaitliem, bet B — tikai 2. Tatad A bus uzrakstijis 3+3=6 vieniniekus un
ieguvis summa 6. Lai to nepielautu, spélétajs B noteikti atbild ar gajienu
kvadratina K(b2). NakoSaja gajiena spéeletajs A ieraksta skaitli riitina d3.
Lidzigi, ka pamatots ieprieks, spelétadjam B noteikti jaieraksta skaitlis kada
kvadratina K(d2) riitina, citadi A var€s sasniegs summu 6 Saja kvadratina.
Tagad apskatisim kvadratinu K(c4). Taja noteikti ir 3 vieninieki (riitinas b3, c3
un d3) un varbiit 1 nulle (atkariba no ta, kur savu pirmo gajienu izdarija
speletajs B). Bet, ja 3x3 ritinu kvadrata ir 3 vieninieki un 1 nulle, tad

speletajs A noteikti var panakt, lai ierakstito skaitlu summa biitu 6.
Esam pamatojusi, ka spélétajs A vienmer vares sasniegt summu 6 kada kvadratina.

= Pieradijums: pieradisim, ka spélétajs B var nepielaut, ka summa kada no

kvadratiniem ir lielaka par 6.

Ieveérosim, ka katrs 3x3 riitinu kvadrats satur 3 pilnus 58A.

zim. redzamos riitinu parus. Tapéc speletajs B spele ta, lai

katra no Siem riitinu pariem biitu ierakstita vismaz viena nulle.

DI
P>
DI
D>

Speletajs B to noteikti var izdarit Sadi: tiklidz A ieraksta

vieninieku viena no tukSa riatipu para rutinam, ta spelétajs B 584 Zimgjums
atbild ar nulli otra §1 para rutipa. Ja spéletajs A ieraksta
vieninieku ratina, kas nav neviena no ratipu pariem, tad spélétajs B izdara

patvaligu gajienu.

Ta ka katrs 3x 3 riitinu kvadrats satur 3 pilnus 58A. zZim. redzamos riitinu parus,
tad katrs 3x 3 rutinu kvadrats satur€s ar1 vismaz 3 nulles (katra no riitinu pariem

vismaz vienu). Tatad neviena kvadratina summa nebds lielaka par 6.
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Latvijas 31. atklata matematikas olimpiade

9. klase.

31.9.1. Pieradijums: piegpemsim pret€jo, ka nevienam no vienadojumiem
x*+p,x+q, =0 un x’+p,x+q,=0 necksisté atrisindgjums. Uzziméesim
vienadojumu kreisajas pus@s esoso kvadrattrinomu grafikus. Koeficienti pie x* ir 1
un 1>0, tatad abam parabolam zari ir vérsti uz augSu. Lai atrisindjumu nebiitu, tas
nekrusto x asi, tatad atrodas virs tas. Tas nozim&, ka visiem x izpildas
x* +p,x+q, >0 un visiem x izpildas x> +p,x+q, >0. Taka
X2+p1X+q1+X2+p2X+q2=2X2+(p1+p2)x+(q1+q2) un
x*+p,X+q, +X° +p,x+q, >0, tad art visiem X izpildas
2x* +(p, +p,)x+(q, +q,)>0. Iegita pretruna, jo péc dota vienddojumam
2x* +(p, +p,)x+(q, +q,) =0 eksiste atrisinajums. Tatad sakotngjais piepgmums ir
nepareizs un vismaz vienam no dotajiem vienadojumiem atrisinajums eksiste.

31.9.2. Pieradijums: pienemsim pret&jo, ka neeksisté divi vienas cilts rukisi, starp
kuriem attalums ir a vai b. Ta ka a+b ir nepara skaitlis, tad viens no skaitliem a un b ir
para, otrs — nepara. Pienemsim, ka a — para, b- nepara.

Pienemsim, ka punkta 0 dzivo votivapa. No ta seko, ka punkta 1-a =a dzivo $illiSalla
(citadi divas votivapas dzivotu attaluma a viena no otras un uzdevuma prasibas
izpilditos), bet tada gadijuma punktd 2-a =2a dzivo votivapa (citadi SilliSallas
dzivotu punktos a un 2a, attdlums starp tam bitu a un izpilditos uzdevuma
nosacijumi). Turpinot sprieSanu Iidzigi, punkta 3a dzivo S$illiSalla, bet punkta 4a —
votivapa, utt. levérojam, ka punktos, kas izsakami ka para skaitla reizinajums ar a,
dzivo votivapas, bet punktos, kas izsakami ka nepara skaitla reizinajums ar a, dzivo
Sillisallas. Punkts b-a ir nepara skaitla reizinajums ar a, tapec taja dzivo Sillisalla.

Ta ka punkta O dzivo votivapa, tad punkta 1-b=b dzivo SilliSalla (lai starp 2
votivapam attalums nebiitu b), tad punkta 2-b =2b dzivo votivapa, punkta 3-b —
sillisalla utt. Redzam, ka punktos, kas izsakami ka para skaitla reizinajums ar b, dzivo
votivapas, bet punktos, kas izsakami ka nepara skaitla reizinajums ar a, dzivo

Sillisallas. Taka a-b ir para skaitla reizinajums ar b, tad punkta a-b dzivo votivapa.
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Esam ieguvusi, ka punkta a-b dzivo gan §illisalla, gan votivapa, kas ir pretruna ar
uzdevuma nosacijumiem. Lidzigi iegiist pretrunu, ja punkta 0 dzivo Sillisalla. Tatad
sakotn€jais pienémums nav pareizs un noteikti ir atrodami divi vienas cilts rukisi,
starp kuriem attalums ir a vai b.

31.9.3. Pieradijums: (skat. 59A. zim.)

1) ZABE = ZEBF, jo BD (kas sakrit ar BE) ir 2 F
kvadrata ABCD diagonale un tapéc ir ar lenka g :':M
ZABC bisektrise. D . +
Lidzigi ZADB = ZCDB, jo BD ir ari kvadrata ' .
ABCD lenka D bisektrise. L

2) EA=EF péc ievilkto lenku ipasSibas, ka vienadi
ievilkti lenki ZABEun ZEBF balstas uz p -

vienadam hordam. 59A. Zim&jums

3) ZADE =180° - ZADB =180° — /BDC = ZCDE,
jo blakuslenku summa ir 180° un ZADB = ZCDB.
4) AEDA = AEDC péc pazimes mlm, jo DE — kopiga, AD=CD ka kvadrata malas,
Z/ADE = ZCDE .
5) EA=EC, jo vienados trijstuiros AEDA = AEDC attiecigie elementi ir vienadi.
6) No ta, ka EA=EC un EA=EF, seko, ka EA=EC=EF.
7) ACEF ir vienadsanu, jo CE=EF.
8) Ta ka vienadsanu trijstiirmt mediana ir ar augstums, tad EM L BC.
31.9.4. Pieradijums: apzim&sim rikiti, kurS atnaca p&d¢jais, ar A, un rukiti, kur$
aizgaja pirmais, ar B. Ja kads rikitis C pie Sniegbaltites satika vismaz n citus riikiSus,
tas nozimé, ka pie Sniegbaltites taja bridi bija vismaz n+1 rukitis (n citi rukisi un vél
pats C). Ar KA apzimé&sim kompaniju, kas sastdv no pasa A un vipa satiktajiem
rukiSiem, un ar KB apzim€sim kompaniju, kas sastav no B un vina satiktajiem
rukisSiem. Gan KA, gan KB katra ir vismaz n+1 riikitis. Ja KA un KB nebiitu neviena
kopiga riikisa, tad kopa KA un KB sastavétu no vismaz (n+1)+(n+1)=2n+2 rukiSiem.
Bet péc uzdevuma dota pie Sniegbaltites aizgaja 2n+1 rikitis, tatad eksisteé tads
rukitis, kas pieder gan KA, gan KB. Apzimésim kopigo riikiti ar R.
Pieradisim, ka R satika pilnigi visus citus riukiSus. Ja butu tads rukitis X, ko R

nesatika, tad ir divas iespgjas:
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1) X aizgaja agrak, neka R atnaca. Ja X ir aizgajis, tad ar1 B ir aizgajis, jo B ir rukitis,
kur§ aizgaja pirmais. Bet tas nozimé&, ka B nav saticis R (jo ir aizgajis, pirms R
atnaca). Esam ieguvusi pretrunu, jo R izraudzijamies tadu, lai vig$ biitu saticis B.
Tatad nav tada rikisa, kurs aizgaja atrak, neka R atnaca.

2) X atnaca vélak, neka R aizgaja. Ja X atnaca vélak, neka R aizgaja, tad ar1 A atnaca
velak, neka R aizgaja, jo A ir rukitis, kur$S atnaca pédg¢jais. Bet tas nozimé, ka A
nav saticis R (jo ir atnacis péc tam, kad R aizgaja). Esam ieguvusi pretrunu, jo R
izraudzijamies tadu, lai vin$ butu saticis A. Tatad nav tada rikisa, kur§ atnaca
velak, neka R aizgaja.

Esam ieguvusi, ka nav neviena riukiSa, kur§ aizgaja agrak, neka R atnaca, un nav ari

neviena rikisa, kur§ atnaca velak, neka R aizgaja. Tatad R ir saticis visus rikisus.

31.9.5.

11-1]10(-1]-1
a) Atbilde: ja, var izdarit. Piem@rs: skat. 60A. zim, A
b) Atbilde: ng, nevar izdarit. Pieradijums: desmit summam 11114

3-21 0

iespgjamas  vértibas ir 0; £1; £2; £3; £4;+5, kopa .
60A. zZim&jums
iesp&jamas 11 dazadas vertibas. Tatad tieSi viena vértiba nav

sastopama. Ja rindinu summas ir 1y, ..., rs un kolonu summas ir = Ti 111
K EIE
ki, ..., ks, tad visi skaitli ir ieskaititi divas reizes (vienreiz pa  r [ 1]-1] 1
rindam, vienreiz pa kolonnam), tapéc (r; + ... +rs) + (k; + ...+ T4 {11
) . ) ) rs(1]-1]10

ks) ir para skaitlis. Tapéc starp 1y, ..., ts, K, ..., K5 ir para skaits k, k, ks kg ki

nepara skaitlu. Tap&c visas nepara summas =*1;+3;+5 ir 61A. zZim&ums
sastopamas. leverosim, ka tabula var patvaligi mainit sava

starpa rindas un sava starpa — kolonnas, saglabajot vajadzigo 1pasibu. Varam pienemt,
ka k; = 5. Tad nevienas rindinas summa nevar biit —5 (lai rindinas summa biitu -5,
visas riitinas jabiit rakstitam -1, bet tas nav iesp&jams, jo viena rutina jau noteikti ir
+1). Ta ka summai -5 noteikti jabit, tad ta bus kada kolonna. Varam piepemt, ka
k, ==5. No summam ,4” un ,-4” obligati jablit vismaz vienai, citadi kopuma
nesanak 10 dazadas summas. Varam pienemt, ka ir summa k3 = 4 (otru gadijumu, kad
ir summa (-4), apskata Iidzigi). Vienigais veids, lai no 5 saskaitamajiem iegttu
summa 4, izmantojot -1, 0 un 1, ir izteikt 4 ka 1; 1; 1; 1; 0 summu. Ta ka rindu seciba
nav svariga, tad varam piegemt, ka nulle ir rinda rs (skat. 61 A. zim.). Patlaban 1. — 4.
rindas ierakstito skaitlu summas ir 1, bet 5. rinda ierakstito skaitlu summa ir 0, tapéc

nav iesp&jams, ka r; = -3. Ta ka visam nepara vertibam jabiit, tad (-3) ir kadas
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kolonnas summa. Varam uzskatit, ka ks=-3. Tatad 4. kolona ir tris ,,-1”. Apskatisim 2

gadijumus.

1) Tie visi sastopami pirmajas 4 rindas. Ta ka patlaban pirmo 4 rindu summas ir

vienadas, tad varam uzskatit, ka -1 ir pirmajas 3 rindas (skat. 62A. zim.). Lai pirmajas

3 rindas summas biitu dazadas, tas var biit tikai —1; 0; 1. Tapéc
5. kolona pirmajas 3 rindas ir skaitli -1; 0; 1, tad kg #3 un ar1
r; # 3. Vériba 3 var bt tikai r4, tapéc 4. rinda abi pedgjie skaitli
ir 1. Ta ka k4=-3, tad 4. kolonas un 5. rindas krustpunkta ir ,,-1”.

Lai ka izveletos skaitli x, iegilist pretrunu (tieSa parbaude).

2) Ceturtaja kolona pirmajas 4 rindas ir tikai divi -1 un treSais -1 ir 1 1 1 1 X
AL 1y
piektaja rinda. Varam uzskatit, ka situaciju att€lo 63A. zim. 1[-1] 1] 0]z
1(-1] 1| Ot

Neviena rinda summa nevar biit 3, tapec ks=3. Tas iesp&jams vai IEIE

nu ka 1+1+1+0+0, vai ka 1+1+1+1+(-1). Jabut x #y un z#t.

Parbaudot visas iesp€jas, katra no tam iegtst pretrunu.

10. Klase
31.10.1.

-1

-1

1

1

1

LY QU S UEN

1

-1

Al alalal -

-1

0

X

62A. ZIm&jums

63A. Zimgjums

Uzdevuma atrisinajums sastav no 2 dalam: pirmkart, atrast kada ir mazaka a vértiba,

un pamatot, ka uzdevuma aprakstita pasiba tai izpildas; otrkart, pieradit, ka a vértiba

nevar biit mazaka par atrasto.
= Atbilde: a=1.

Pieradijums: pamatosim, ka, ja x>y>1, tad

izpildas

sakariba

x? —2x >y? —2y. Zinam: ja x>y >1, tad arT x—1>y—1. Taka x’ ir augosa
funkcija, ja x>0, tad no x-1>y-1 seko (x—1)>>(y—1)’. Iegistam:
x? —2x+1>y?>=2y+1 jeb x* —2x > y* —2y. Tatad visiem x un y, kam izpildas
nosacijums x >y >1, ir speka x> —2x > y* —2y.

Pieradijums: pamatosim, ka nevar but a<l. Pienemsim pretgjo, ka eksiste tads a.
Tad O<a<1. Saskapa ar piendmumu nevienadiba x*> —2x >y’ —2y izpildas
katriem x un y, kam speka x >y > a. Pamatosim, ka varam izv€l&ties tadus x un y,

lai §1 nevienadiba neizpilditos. Ta ka 0<a <1, tad varam izveleties y=b ta, lai

a<b<l. Izvélésimies x vertibu ta, lai attalums uz skaitlu ass starp 1 un x butu tads

125



pats ka starp 1 un y (skat. 64A. zim.). Ta ka y=b, tad b L

attalums starp y un 1 ir 1-b. Lai iegiitu x vertibu, pie 1 YN
0a bq2b

pieskaitam iegtito attalumu 1-b, t.i., x=2-b. Skaidrs, ka
izpildas nosacijums x>y, jo x>1 (x=1+(1-b)), bet y<I 64A. ZImgjums
(y=b). Lai parbauditu, vai izpildas nevienadiba x* —2x > y” — 2y, ievietosim x=2-
b un y=b:
(2-b)*> =2(2-b)>b* -2b (kapinam kvadrata un atveram iekavas)
4-4b+b>—4+2b>b>-2b (savelkam lidzigos saskaitamos)
b*—-2b>b*-2b
Redzam, ka esam ieguvudi pretrunu, jo b’ —2b=b’—-2b, tatad vajadziga
nevienadiba neizpildas. Esam pamatojusi, ka katram 0<a<l iesp&jams atrast tadas x
un y vertibas, lai nevienadiba neizpilditos. Tatad mazaka iesp&jama a vertiba ir 1.
31.10.2. Uzdevuma atrisinajums sastav no vairakam dalam. Pirmkart, jaievéro, ka
staru AM un BN krustpunkts var atrasties vai nu arpus pusrinka, vai pusrinka
iekSpusé. Katra no 2 gadijumiem japierada uzdevuma prasitais, ka AMNO apvilktas
rinka Iinijas garums nav atkarigs no hordas MN novietojuma. Otrkart, ta ka M un N ir
patvaligi punkti, japamato apvilkto ripka Imiju garumu vienadiba abos divos
iespgjamajos gadijumos. 5
Pieradijums: Apskatisim gadijjumu, kad AM un BN
krustpunkts atrodas arpus pusrinka (skat. 65A. zim.)
1) Apzim&sim hordas MN savilkta loka lenkisko lielumu

ar . A

2) ZABN = %AMN = %(AM+ MN) = %(AM+ coj , jo

65A. ZIm&jums

ZABN 1ir ievilkts lenkis, kas balstas uz loku AN.

3) 4MAB:%ME§B:%(B&+NM)=%(B&+mj, jo /MAB ir ievilkts lenkis, kas

balstas uz loku MB.

4) Z/A0OB=180" - ZOAB— ZOBA =180° —%(AMJr ooj —%(BN-F ooj =

=180° —%(AM+ o+ BN+ (oj , jo AAOB lenku summa ir 180°.
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5)Ta ka AM+MN+NB=180°, jo pusripka linija ir 180° liela, tad arl
AM+ o+ NB =180°.

6) Tatad ZAOB =180° —%(180" +0)=90° —%.

7) Esam ieguvusi, ka lenka ZAOB lielums ir atkarigs tikai no o, t.i., no MN garuma,

nevis no MN novietojuma.

. _ a b c
8) Atcer€simies sinusu teorému: = =2R.

sina. sinf - siny
9) Tatad ar trijstiirt MON ir spéka vienadiba ¢ = 2R siny jeb MN = 2R sin Z/MON .

MN MN

10) No S§is vienadibas izsakot R, ieglistam R, =-— =
2sin ZMON

—
2sin(10° — —
( 2)

Esam pamatojusi, ka R atkarigs tikai no MN garuma un nav atkarigs no tas

novietojuma.

Apskatisim gadijumu, kad staru AM un BN krustpunkts atrodas pusrinka iekSpusé

(skat. zim. 66A.) N
e W
11) ZAMN = EAN, jo ZAMN ir ievilkts lenkis, M
i
kas balstas uz loku AN.
& uc B

v . L .
12) ZBNM = EMB ,jo ZBNM ir ievilkts lenkis, kas 66A. Zim&jums
balstas uz loku MB.
13) Zinam, ka AN+ NM+MB =180°, jo pusrinka Imija ir 180° liela. Tad ar1
AN+w +MB =180° jeb AN+ MB =180° —w.

14) /NOM = 180° — /MNO — /NMO = 180° —%ALN—%N}JB —180° —%(KNJr MB) =

=180° —%(1800 -w)=90° +%, jo trijstura lenku summa ir 180° .

15) Esam ieguvusi, ka lenka Z/NOM lielums ir atkarigs tikai no o, t.i., no MN

garuma, nevis no MN novietojuma.
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16) Tatad ar1 trijstirt NOM ir speka vienadiba c¢=2Rsiny jeb
MN = 2R sin ZMON .

17) No S§is vienadibas izsakot R, iegistam, ka R, = MN . Esam

25in(90° + %)

pamatojusi, ka R atkarigs tikai no MN garuma un nav atkarigs no ta novietojuma.

Esam pamatojusi, ka katra no 2 gadijumiem R nav atkarigs no MN novietojuma. Bet

veél neesam pamatojusi, ka abos gadijumos iegiitie R sakrit. Pamatosim:

18) Apskatot 1. gadijumu, ZMON =90° —%, bet, apskatot 2. gadijumu,

Z/MON =90° + %

19) Izsakot R, un R,, tiek aprékinats sinZMON. Bet, ta ka
: o W : o W o .
sm(90 —Ej = sm(90 +Ej , tad iegiitas R, un R, vértibas ir vienadas.

31.10.3.
a) Pieradijums: Iev@rosim, ka (n+5)> =n’+10n+25, bet
(n+6)> =n’ +12n+36.

Redzam, ka (n+5)*> <n’+1In+30<(n+6)°. Ta ka n>+11n+30 atrodas starp

diviem péc kartas esoSiem naturalu skaitlu kvadratiem, tad tas noteikti nav naturala

skaitla kvadrats. Tapec Vn” +11n+ 30 nav naturals skaitlis.
b) Atbilde: pirmais cipars aiz komata ir 4.

Pieradijums: apzimésim n+5=x. Tad x’> =(n+5)> =n’>+10n+25, bet pé&tamo
skaitli Vn®+11n+30 var izteikt ka Vx> +x . Pamatosim, ka pirmais cipars aiz
komata noteikti ir mazaks par 5. Pieradisim, ka Vx’+x <x+0,5 (tad biisim

apskatamo skaitli Vn®> +1In+30 novértdjusi no augSas). Lai parbauditu So

nevienadibu, kapinasim abas puses kvadrata. legiistam, ka x> +x <x’ +x+0,25;

redzam, ka nevienadiba ir patiesa, tatad ari Vx°+x <x+0,5 ir patiesa. Tagad

pieradisim nevienadibu Vx° +x >x (tad bisim apskatamo skaitli Vn” +11n+30
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novertgjusi no apaksas). Kapinot abas puses kvadrata, iegiistam, ka x* +x <x’. Ta

ka x noteikti ir naturals skaitlis (x=n+5, kur n ir naturals skaitlis), tad §1 nevienadiba
noteikti izpildas un esam ieguvusi apskatima skaitla Vn’ +11n+30 novértgjumu

x <Vn® +11n+30 < x +0,5. Tatad §T skaitla pirmais cipars aiz komata noteikti ir

mazaks par 5.
Tagad pamatosim, ka skaitla Vn” +11n+30 pirmais cipars aiz komata ir vismaz 4.

Pieradisim, ka x+0,4<Vx”>+x. Kapinot kvadrata abas nevienadibas puses,

iegiistam, ka x*+08x+0,06<x>+x. Ta ka x ir naturdls skaitlis, tad iegiita
nevienadiba ir patiesa. Tatad esam pieradijusi, ka x +0,4 < Vx> +x . Bet no ta seko
apskatama skaitla Vn” +11n+30 novértéjums no apaksas, t.i., esam pamatojusi, ka

skaitla Vn® +11n+ 30 pirmais cipars aiz komata ir vismaz 4.
Tapéc mekletais cipars noteikti ir 4.
31.10.4. Atbilde: 11.

Pieradijums: pienemsim, ka ir x amatieri un x+9 profesionali, un amatieri ir n reizes

x(x—1)
2

uzvar&jusi profesionalus. Amatieri sava starpa izspélé spéles (katrs no x

amatieriem sp€l€ ar katru no atlikusajiem x-1 amatieriem, bet, ta ka katru sp€li esam
ieskaittjusi 2 reizes, tad x(x-1) jadala ar 2). Ta ka neizskirtu nav, tad kopgjais amatieru

(x=1

.. X
uzvaru skaits ir T +n

. . . . . o - +9)(x+38
Lidzigi spriezot, iegiistam: profesionali sava starpa ir izspé€l&jusi x+9(x+8)

speles, kuras iegiits tads pats skaits uzvaru. Profesionali ar amatieriem ir izsp€l&jusi
x-(x+9) spéles (katrs no x amatieriem ar katru no x+9 profesionaliem, pie tam
neviena spéle netiek ieskaitita divreiz), kuras izcinits tads pats skaits uzvaru. Bet, ta
ka zinams, ka amatieri profesionalus uzvar&jusi n reizes, tad profesionali amatierus
uzvargjusi  x-(x+9)—-n  reizes. Tatad profesionali kopuma izcinijusi

(x+9)(x+38)

5 + X(x +9) —n uzvaras.
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Nemot vera, ka profesionali izcinijusi 9 reizes vairak uzvaru neka amatieri, sastadam

vienadojumu:
9(M+nj:w+x(x+9)_n_
2 2
Vienadojot  sauc€us  un savelkot  lidzigos saskaitamos, iegiistam

3x% —22x +10n 36 =0.

Apskatisim So vienadojumu ka kvadratvienadojumu attieciba pret x. Ta ka
vienadojuma atrisinajumam jabiit naturalam skaitlim (x ir amatieru skaits — tam jabiit
veselam un pozitivam), tad diskriminantam jabiit pozitivam.

Tatad D =121-3(10n-36)=229-30n>0 jeb n<7 (nemot véra, ka n ir uzvaru
skaits, tam jabut veselam skaitlim). Apskatisim, pie kadam n veértibam iegiisim x —

naturalu skaitli. Sastadisim tabulu, attiecigiem n péc formulas aprékinot

:lli\/g
3

X2

n \/B X

7 /229_ 30.7 = \/B Ta ka kvadratsakne no diskriminanta nav vesels
skaitlis, tad ar1

X nevar but vesels.

6 —
V229-30-6 = \/5 =7 |x, = H=7_ g - neder, x jabit veselam skaitlim.

b3
X, = H+7 :§=6 - der.
3 3
51229-30.5 = \/% Ta ka kvadratsakne no diskriminanta nav vesels

skaitlis, tad ari

X nevar but vesels.

4 \/229_30. 4= \/109 Ta ka kvadratsakne no diskriminanta nav vesels
skaitlis, tad ar1

X nevar bt vesels.

3 \/229_30'3 _ \/139 Ta ka kvadratsakne no diskriminanta nav vesels
skaitlis, tad ar1

X nevar bt vesels.

V220-30-2 =169 =13 X, = % = _72 - neder, x jabit veselam skaitlim.
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X, :11;13:%=8 - der.

1 \/229_30'1 _ \/199 Ta ka kvadratsakne no diskriminanta nav vesels
skaitlis, tad ar1

X nevar but vesels.

No tabulas redzam, ka tikai pie divam n veértibam (n=2 un n=6) x vértiba ir vesels
skaitlis. Apskatisim katru no gadijumiem.
1) ja n=2, tad x=8. Tada gadijuma ,labakajam” amatierim var but ne vairak ka
7+2=9 uzvaras. Pamatosim: labakais amatieris var biit uzvargjis visus par&jos
7 amatierus un biit vienigais, kur§ uzvar€jis n profesionalus. Tad kopuma vins
izcinijis 7+n=7+2=9 uzvaras.
2) Ja n=6, tad x=6. Tada gadijuma ,labakajam” amatierim var biit ne vairak ka
5+6=11 uzvaras. Pamatosim: labakais amatieris var but uzvargjis visus pargjos
5 amatierus un biit vienigais, kurs§ uzvar€jis n profesionalus. Tad kopuma vins
izcinijis 5+n=5+6=11 uzvaras.
Redzam, ka lielakais iesp&jamais uzvaru skaits, ko var izcinit kads amatieris, ir 11
uzvaras. Tas iesp&jams, ja vins$ uzvargjis visus par€jos amatierus un ir vienigais no
amatieriem, kas uzvar€jis profesionalus.
31.10.5. Atbilde: n€, nevar.
Pieradijums: no 3 dazadiem cipariem pavisam iesp&jams izveidot 27 dazadus
skaitlus (ja trisciparu skaitli apzZim&jam ar abc, tad skaidrs, ka gan a, gan b, gan c
vieta iesp&jams ievietot katru no 3 dazadajiem cipariem, tatad kopé€jais dazado skaitlu
skaits ir 3-3-3). Ir iesp&jami tiesi 16 dazadi atlikumi, dalot ar 16: tieir 0, 1, 2, ..., 15.
No uzdevuma nosacijumiem zinam, ka, dalot izveidotos skaitlus ar 16, mums jaiegust
visi iesp&jamie atlikumi (jo izveidoto skaitlu skaits ir 16 un tiem jabiit ar dazadiem
atlikumiem), no kuriem 8 ir para un 8 — nepara skaitli. Tatad ar1 8 no izveidotajiem
trisciparu skaitliem ir para un 8 — nepara. Tapéc starp 3 izv€l€tajiem cipariem (no
kuriem izveidosim trisciparu skaitlus) ir jabit gan para, gan nepara cipariem.
= Apskatisim gadijumu, kad ir 2 para un 1 nepara cipars. Para ciparus apzimésim ar
p,»Pp,, bet nepara ciparu — ar n. Apskatisim visus iesp&jamos nepara skaitlus
(beidzas ar n): p,p,n, p,p,n, p,nn, p,p,n, p,p,n, p,hn, nnn, np,n, np,n . Skaidrs,

ka katru So divu nepara skaitlu starpibas pedgjais cipars biis 0, jo n-n=0. Apskatisim
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divciparu skaitlus, kas izveidoti no nepara trisciparu skaitlu pirmajiem diviem
cipariem.
Tie bus: p,p,,P,P,> Pi1 P,P;> PoP5»> Po1, NP, NP,, . Pamatosim, ka izpildas 1pasiba:
ja divu So divciparu skaitlu starpiba dalas ar 8, tad attiecigo (to skaitlu, no kuriem
divciparu skaitli tika izveidoti) trisciparu skaitlu starpiba dalas ar 16. Pamatojums:
apzimésim divciparu skait]u starpibu ar a, tad attiecigo trisciparu skaitlu starpiba bis
a-10. Taka a dalas ar 8 un 10 dalas ar 2,tad a-10 dalasar 8-2=16.
Tatad, ja pamatosim, ka kadu izveidoto divciparu skaitlu starpiba dalas ar 8, tad ar1
attiecigo trisciparu skaitlu starpiba dalisies ar 16. Bet tad biisim ieguvusi pretrunu:
ja divu skaitlu starpiba dalas ar 16, tad Sie skaitli nevar dot dazadus atlikumus, dalot
ar 16.
Ta ka tika izveidoti 9 divciparu skaitli, tad noteikti biis 2 tadi, kas, dalot ar 8, dos
vienadus atlikumus. (Pamatosim: dalot ar 8, iesp&jami tiesi 8 dazadi atlikumi, tatad
no 9 skaitliem vismaz 2 dos vienadus atlikumus.) Bet, ja divi skaitli dod vienadus
atlikumus, dalot ar 8, tad So skaitlu starpiba noteikti dalas ar 8.
No jau pieradita zinam: ja divu izveidoto divciparu skaitlu starpiba dalas ar 8, tad
attiecigo (to skaitlu, no kuriem divciparu skaitli tika izveidoti) trisciparu skaitlu
starpiba dalas ar 16. Tatad esam pamatojusi, ka no 9 uzrakstitajiem skaitliem
noteikti ir 2 tadi, ka to starpiba dalas ar 16. Tas nozimg, ka atlikumi, kas iegiiti, dalot
ar 16, ir vienadi. Tatad gadijuma, kad divi no 3 dotajiem cipariem ir para un tikai
viens — nepara, nav iesp&jams uzrakstit uzdevuma prasitos 16 skaitlus.
= Apskatisim otru iesp&jamo gadijumu, kad divi no dotajiem cipariem ir nepara un
tikai viens — para. Lidzigi izveidosim visus iesp&jamos para skaitlus — tadi pavisam
biis 9 dazadi. No iegiito trisciparu skaitlu pirmajiem diviem cipariem iegiisim 9
divciparu skaitlus. Skaidrs, ka arT diviem no Siem skaitliem atlikumi, kas iegiti,
dalot ar 8, biis vienadi. Tatad divu divciparu skaitlu starpiba dalisies ar 8. Bet tad
attiecigo trisciparu skaitlu starpiba dalisies ar 16, kas nozimes, ka Siem trisciparu
skaitliem ir vienadi atlikumi, dalot ar 16. Bet tad arT gadijums, kad ir 2 nepara cipari
un viens para, nav iesp&jams.
Esam apskatijusi visus iesp&jamos gadijumus un pamatojusi, ka nav iesp&jams
uzrakstit 16 dazadus trisciparu skaitlus no 3 dazadiem cipariem ta, lai tie dotu dazadus

atlikumus, dalot ar 16.
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11. klase

31.11.1. Atbilde: n€, neeksiste.

Pieradijums: pienemsim, ka 2004" —1 dalas ar 1500" —1. Tad arT So skait]u starpibai
jadalas ar 1500" —1. (Pamatosim: ja divi skaitli dalas ar treSo skaitli, tad arT So skaitlu
starpiba dalas ar treso skaitli. Miisu gadijuma skaitli 2004" —1 un 1500" —1 dalas ar
1500" -1, tatad arT So skaitlu starpibai jadalas ar 1500" —1.) Tatad
(2004" - 1)— (1500n - 1) dalas ar 1500" —1. Apskatamo starpibu varam parveidot:
(2004" —1)-(1500" —1)=2004" —1500" = 2"(1002" —750" ). Ta ka 2" nedalas ar
1500" —1 (skaitla 2 pakape nedalas ar nepara skaitli 1500" —1), tad
1002" —750™:1500" —1. Bet tas nav iesp&jams, jo 1002" — 750" <1500" —1. Tatad
esam pamatojusi, ka (2004n —1)— (1500n —1) nedalas ar 1500" —1, bet tas nozimé, ka
kads no skaitliem 2004" —1 vai 1500" —1 nedalas ar 1500" —1. Ta ka 1500" —1

noteikti dalas ar 1500" —1, tad esam pamatojusi, ka 2004" —1 nedalas ar 1500" —1.
31.11.2. Atbilde: 256 dazadi krasojumi.

Pieradijums: ta ka diagonales riitipdm nav kopigu malu, tad 312 1| *

skaidrs, ka vienas rutinas krasojums uz diagonales neietekmé 21 1] *| 1

tas paSas diagonales citu ritinu krasojumu. Pamatosim, ka, | "] 1]2
*1 1] 2

patvaligi nokrasojot diagonales riitinas, tiek pilniba noteikts citu -
. . 67A. zZim&jums

ritinu krasojums.

Pienemsim, ka nokrasota ta kvadrata diagonale, kas zim&uma 67A. atziméta ar ,,*” .

Visam ritipam, kas zim&uma atzimétas ar ciparu 1, ir divas kopigas malas ar

diagonales ritinam. Pamatosim, ka gadijuma, kad v€l nenokrasotai riitinai ir divas

kopigas blakus malas ar jau nokrasotam ratipam, ir noteikts, kadam jabit

nenokrasotas riitinas krasojumam. Pamatojums:

= apskatisim gadijumu, kad abas blakusesosas riitinas ir jau

nokrasotas un tas izdarits ta, ka abas malas, kas kopigas vél bm

nenokrasotai rutigai ar jau nokrasotajam, ir viena krasa

(abas melnas vai abas baltas). Pamatosim, ka ir noteikts, 68A. zZIm&ums

kura diagonale javelk un ka jakraso v€l nenokrasota rutina. Javelk ta diagonale,
kas kvadratinu sadala ta, lai abas nokrasoto riitinu malas butu viena trijstur,
pieméru skat. 68A. zZim. (Ja ta nebitu, tad novilkta diagonale sadalitu kvadratinu

trijstiiros ta, ka katra no nokrasotajam malam ir sava trijstiiri. Bet tad nevarétu
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izpildities abi nosacijumi, ka katriem diviem trijstiiriem ar kopigu malu jabt
dazadas krasas un vienas riitinas abi trijstiiri ir dazadas krasas.) Skaidrs, ka tas
trijstiiris, kura divas malas ir nokrasotas viena krasa (melnas vai baltas), noteikti
jakraso attiecigi pret&ja krasa (balta vai melna) ta, lai trijsturi ar kopigdm malam
butu dazadas krasas. Bet otrs trijstiiris jakraso ta, lai izpilditos nosacijums, ka
vienas ritinas abi trijstiiri ir dazadas krasas. Tatad esam pamatojusi, ka gadijuma,
kad abas blakuseso$as nokrasotas riitinas ir jau nokrasotas un malas, kas saskaras
ar nenokrasoto ritinu, ir viena krasa, tiek noteikts, kura diagonale ir javelk un ka
kurs trijstiiris janokraso.

= Apskatisim gadijumu, kad abas blakusesosSas rutinas ir jau

nokrasotas un tas izdarits ta, ka malas, kas kopigas vél

nenokrasotai riitinai ar jau nokrasotajam, ir dazadas krasas

(viena melna, otra balta). Pamatosim, ka tad ir arT noteikts, 69A. Zimgjums
kura diagonale javelk un ka jakraso v€l nenokrasota rutina. Javelk ta diagonale,
kas kvadratinu sadala ta, lai abas nokrasoto riitinu malas biitu dazados trijstiiros,
pieméru skat. 69A. zim. (ja ta nebitu, tad novilkta diagonale sadalitu kvadratinu
trijstiros ta, ka abas nokrasotas malas ir viena trijstiirl. Bet tad So trijstiiri, kam
abas malas ir nokrasotas, nevarétu nokrasot ne baltu, ne melnu, jo diviem
trijstiriem ar kopigu malu jabiit dazadas krasas.) Ir noteikts arl nenokrasotas
ritinas krasojums: trijstuiris, kura kopiga mala ar nokrasoto riitinu ir balta, jakraso
melns, bet tas trijstiris, kura kopiga mala ar jau nokrasoto riitinu ir melna, jakraso
balts. Tatad esam pamatojusi, ka gadijuma, kad blakuseso$as rutinas ir jau
nokrasotas, bet malas, kas kopigas ar vél nenokrasoto riitinu, ir dazadas krasas,
tiek noteikts, kura diagonale ir javelk un ka katrs no trijstiiriem janokraso.

Tatad péc diagonales nokrasoSanas visu to ritinu krasojums, kas zim. 67A. ir

atzimétas ar 1, ir viennozimigi noteikts, jo katrai riitinai ,,1” ir divas kopigas malas ar

ritinam, kas apzimétas ar ,,*”. Savukart riitinas ar ,,1”” viennozimigi nosaka riitinu, kas

atzimétas ar ,,2”, krasojumu. Bet ritinas ar ,,2” viennozimigi

nosaka riitinu, kas atzimétas ar ,,3”, krasojumu. % I%)I |&l |N
m

Tatad esam pamatojusi, ka nokrasota diagonale viennozimigi

70A. Zim&jums
nosaka pargjo ritinu krasojumu.

Apskatisim, cik veidos iesp&jams nokrasot diagonali. Skaidrs, ka katru diagonales
rutinu iesp&jams nokrasot 4 dazados veidos: skat. 70A. zim. Bet, ta ka vienas

diagonales riitinas nokrasosana neietekmé paréjo diagonales riitinu krasoSanu, tad
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kopa iespgjami 4* =256 dazadi diagonales krasojumi. Tatad arT kopgjais kvadrata

krasojumu skaits ir 256.

31.11.3. Pieradijums: skat. 71A. zZim.

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)

9)

Apzimésim AO, BO un BC viduspunktus B K C
attiecigi ar M, N un K.
. (¢}
MszAB, jo MN ir trijstira AOB M
A D

viduslinija, kas paraléla malai AB. 71A. Zim&jums

KC = %BC , jo K ir malas BC viduspunkts.

Ta ka AB=BC péc uzdevuma dota, tad no 2) un 3) seko, ka MN=KC.
NK”OC: ta ka N un K ir BO un BC viduspunkti, tad NK ir trijstira BOC

viduslinija, kas paralela OC.

NK|MC, jo NK|OC.

MNKC - vienadsanu trapece, jo NK”MC , bet sanu malas MN un KC vienadas

(no 4) punkta) un MN nav paraléls KC (tapéc, ka AB nav paraléls BC).

Ta ka katru vienadsanu trapeci var ievilkt rinka I1nija, tad esam pamatojusi, ka M,
N, K un C atrodas uz vienas rigka Iinijas.

Pamatosim, ka &etrstirim NKCD var apvilkt ripka Iiniju. Cetrstiri var ievilkt
ripka Imija, ja ta pretg§jo lenku summa ir 180°. Pamatosim, ka

Z0DC+ ZNKC =180°.

10) ZODC = ZOBC, jo ABCD ir vienadsanu (BC=CD péc uzdevuma dota).
11) Pamatosim, ka ABNK ir vienadsanu. Pamatojums: ABNK ~ ABOC, jo £ZB ir

kopigs, bet /ZBOC = ZBNK ka kapslu lenki pie paralelam taisném OC un NK.
Bet trijstiiris BOC ir vienadsanu, jo vienadsanu trapeces diagonales ir vienadas un
krustojoties veidojas vienadi nogriezni BO=0OC. Tatad ari ABOC lidzigais

trijsturis ABNK ir vienadsanu.

12) Z0DC = ZOBC = /BKN, jo ABNK ir vienadsanu (BN=NK).

13)Tatad ~£0ODC + ZNKC = ZOBC + ZNKC = Z/BKN + Z/NKC =180°, jo lenki

BKN un NKC ir blakuslenki.

14) Esam pamatojusi, ka ZODC+ ZNKC =180° un tatad Cetrstirim NKCD var

apvilkt rinka Iiniju. Tatad punkti N, K, C un D atrodas uz vienas rinka Iinijas.
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15)No ta, ka M, N, K un C atrodas uz vienas rinka Iinijas, un no ta, ka N, K, C un D
atrodas uz vienas rinka Iinijas, seko, ka uzdevuma apskatamie punkti M, K, C, D
arT atrodas uz vienas rinka linijas. Pamatosim: ta ka katrs no virsotnu Cetriniekiem,
kas atrodas uz vienas rinka linijas, satur punktus N, K, C, kas viennozim1igi nosaka
rinka Iiniju, tad arT punkti M un D atrodas uz tas pasas rinka linijas.

31.11.4. Pieradijums: logaritm&sim abas nevienadibas puses pie bazes 10. Ta ka baze

10>1, tad nevienadibas veids nav jamaina uz pretgjo.

lg(ata -b")z lg(ab -ba) (izmantojot logaritma T1pasSibas Ig(ab)=/gatigb un

Iga® =blga)

alga+blgb>blga+algb (parnesam visus saskaitamos uz nevienadibas labo pusi)

alga+blgb—-blga—algb>0 (sadalam kreiso nevienadibas pusi reizinatajos)

(a-b)iga—(a—b)lgb>0

(a-b)lga-Igh)=0 (1)

Ta ka logaritma /g baze ir 10, tad funkcija /gx ir augoSa. lesp&jami 3 varianti:

1) ja a>b, tad /ga>I/gb, tatad nevienadiba (1) abi reizinatdji ir pozitivi un
nevienadiba (1) ir patiesa; esam pieradijusi prasito.

2) ja a<b, tad Iga<lIgb, tatad nevienadiba (1) abi reizinatdji ir negativi un
nevienadiba (1) ir patiesa; esam pieradijusi prasito.

3) Ja a=b, tad nevienadiba (1) abi reizinataji ir 0 un nevienadiba (1) ir patiesa. Tatad
esam pieradijusi prasito.

31.11.5. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast, kada ir

mazaka iesp&jama n vertiba, un paradit pieméru, ka uzdevuma nosacijums iesp&jams

realizet; otrkart, pamatot, ka mazaka n vértiba nav iesp&jama.

Atbilde: n=6.

Pieradijums: apzimésim vienu deputatu ar A. Apskatisim deputatu A, visus vina

draugus un visus vina draugu draugus. Pamatosim, ka saskana ar uzdevuma

nosacijumiem citu deputatu nav. No uzdevuma nosacljumiem zinam: ja kadi divi

deputati (apzimésim tos ar X un Y) nedraudz€jas sava starpa, tad noteikti eksiste tads

deputats, kas draudz&jas gan ar X, gan ar Y. Tatad, ja eksisté tads deputats B, ar kuru

deputats A nedraudzgjas, tad eksisté kads cits deputats C, kurS draudz€jas gan ar A,

gan ar B. Tatad deputats B ir deputata A drauga draugs. Esam pamatojusi, ka,

apskatot vienu brivi izvélétu deputatu A, vina draugus un vina draugu draugus, esam

apskatijusi visus deputatus.
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Zinam, ka katram deputatam ir n draugi. Tad deputatam A ir n draugi, bet katram no
vina n draugiem ir v€l n-1 cits draugs. Tatad kopé&jais deputatu skaits ir 1+n+n(n-1)
(tas ir: deputats A, vina n draugi un vina n(n-1) draugu draugi) ir ne mazaks par 25
(iespgjams, kadu no deputatiem esam ieskaitfjuSi vairakkart). Varam rakstit:
1+n+n(n-1)>25 (*),
no kurienes n >5. Pamatosim, ka nav iesp&jams gadijums n=5. Ja n=5, tad no (*)
seko, ka 1+5+5-42>25 jeb 26> 25. Lai iegiitu vienadibu, $is nevienadibas kreisa
puse jasamazina par 1. Tas nozimé, ka tieSi viens deputats biitu uzskaitits 2 reizes.
Skaidrs, ka tas nevar biit A draugs, bet var biit A draugu draugs, kur§ ka tads ir
pieskaitits divreiz. Tas nozimé, ka A pieder ciklam ar garumu 4, t.i., A 2 A draugs X
- A drauga draugs Y = A draugs Z. Bet, ta ka par deputatu A brivi izv€lgjamies
vienu no 25 deputatiem, tad jebkur§ deputats pieder vienam ciklam ar garumu 4. Bet
25 deputati nevar sadalities ciklos ar garumu 4. Tatad nav iesp&jams, ka n=5.
Pamatosim, ka n=6 ir iesp&jams. Apskatisim 5 ciklus, katra pa 5 virsotném.

Apzimésim 2 patvaligus ciklus, ka paradits

72A. zim&juma. Uzskatisim, ka deputati, kas A, B,

tbilst ar [inii enotaidm virsotna -

atbilst ar liniju savienotajam virsotném, sava A, A, B, B,
starpa draudzg€jas. V&l “nodefinésim” Sadas

draudzibas: A A B, B,

AB,,A,B;,A;B,,A,B,,AB,(ti, ja A .
72A. ZIm&jums

un A; sava starpa draudzgjas, tad vinu draugi
cikla B sava starpa nedraudzgjas, un otradi).

Viegli parbaudit, ka uzdevuma nosacijumi ir izpilditi.

12. klase

31.12.1. Atbilde: ja, noteikti.

Pieradijums: atcerésimies identitati:
a"—b"=(a—-b)a""'+a"’b+a"’b> +..+ab" > +b""). No tas seko, ka

a"—l=(G-D@"" +a"  +..+a+]) (*).

o o o _ 2 o
Redzam, ka dotas izteiksmes pirmais saskaitamais (x“ X" X+ 1) varétu tikt
parveidots, izmantojot (*). Lai to izdaritu, pareizinasim un izdalisim pirmo

saskaitamo ar (x —1)*:
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2 n n-1 2
(x-1 (X z‘ X 1):_ XA+ 1) —x"= (izmantojam (*), lai parveidotu
X —

skaititaju)

e 1) —x" (1).

(x=1)°
Skaidrs, ka iegiita izteiksme (1) ir ekvivalenta uzdevuma dotajai izteiksmei. Sadalisim
izteiksmi (1) reizinatajos:
nl g

—x"= vienadosim saucéjus
D) ( Jus)

n+l 2 n b
= (X 1() ;{)2 (x-1) = (vienkarSosim skaititaju, kapinot kvadrata)
X —

X2n+2_2Xn+1+1_xn+2+2xn+l_xn o L
= = (savelkam lidzigos saskaitamos)

B (x —1)

2n+2 n+2 n
X -x"T=x"+1 - e e . . _
= =  (kopigos reizinatajus iznesisim pirms ickavam)

- (x—1)?

B Xn+2(Xn _1)_(Xn _1) B
- (x - 1) -

(iznesisim kopigo reizinataju (x" —1) pirms ickavam)

x" =D(x"? -1 s . e
:( X ) = (katru no skaititaja reizinatdjiem parveidosim,

(x-1)°

izmantojot (*))

=(x—l)(xlH +x"7 +...+X+1)(X—1)(Xn+1 +x" +...+X+1):

1)’ (saisinam)

= (x“‘1 +X"T X+ IXX““ +X" X+ 1).
Tatad doto izteiksmi ir iesp&jams sadalit reizinatajos — polinomos ar pakapém, kas

nav mazakas par 1.

31.12.2. Pieradijums: skat. 73A. zZim.

. B
1) apzimésim kvadrata ABCD centru ar X 1
un malas garumu ar x, bet kvadrata .
A,B,C,D, centru ar Y un malas garumu B C—
—_ —_ /(D
ary. Vektoru XY apzim@sim ar o.
A, D,

73A. ZIm&ums
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—_— — — —

2) AA, = AX+XY + YA, , péc vektoru saskaitiSanas likuma.

_ s

3) Lidzigi CC, =CX+ XY +YC, .

4) AA’ +CC? = (AX+0+YA,)> +(CX+0+YC,) .

5) Kapinot kvadrata, iegiistam:
AA} +CC} =AX® + 0’ + YA +CX? +® + YC] +
+25('Y7;+26'B(+220'ﬁ1'+2C_)("Y?1+2ZO"C—X+2ZO"Yv_C;

6) VienkarSojam iegiito izteiksmi:

AA; +CC; =AX? +YA] +CX? + YC] +20° +

_— — —

+20 AX+CX+YA, + YC, |+2AX-YA, +2CX-YC,
\—Y_—J

|

0
Zinam, ka AX =-CX un YA, =-YC,.

2 2
7) AXzﬁ un AX? = XX
2 4 2

2
8) Lidzigi CX? = X?
2 2

9) AX2+CX2=2 4% _x2
2 2

2 2
10) Lidzigi YA? + YC? = y7+y7 =y

11) Tatad apskatama summa AA; + CC; uzrakstama 3adi:

AA? +CC? =x> +y® +20° +2(AX- YA, +CX-YC,)
12) Lidzigi iegiistam, ka BB; + DD} =x* +y’ + 20’ +2(5(-TB;+E(-YDJ
13) Tatad, lai pieraditu, ka AA;+CC;=BB;+DD;, japierada, ka

AX-YA, +CX-YC, =BX -YB, +DX-YD, 1.
14) Ta ka ABCD wun AB,C,D, ir vienadi orienteti kvadrati, tad

[AX| =|cx] = [BX] = DX

 ka art ‘YAI‘ :‘YCI‘ =‘YB1‘ :‘YDI‘.

15) Z[AX, YA, )= ACX,YC, )= £BX, VB, )= DX,YD;), jo lenkis starp

vektoriem dazadas paral€las plakn@s ir lepkis starp So vektoru projekcijam viena no
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Sim plakném. Apskatot So vektoru projekcijas, redzam, ka visi lepki sakrit, jo

kvadrati ABCD un A B,C,D, ir vienadi orient&ti.

16) Tatad vienadiba (1) ir pareiza.

31.12.3. Atbilde: f(x)=c, kur ¢ — brivi izv€l&ta konstante.

Pieradijums: uzdevuma atrisindgjumu sadalisim divas dalas.

1)

2)

Pamatosim, ka der visas konstantas funkcijas. Apzimesim konstanti ar c. Tad
f(x) =f(y)=f(x* +y*) = ¢ un dota vienadiba parrakstama $adi:
X-c+y-c=(X+y)-c jeb (x+y)-c=(x+y) -c. Acimredzami, ka vienadiba
ir pareiza.

Pamatosim, ka neviena cita bez jau apskatitajam (konstantajam) funkcijam
neder. Pienemsim pretgjo, ka ir tada funkcija, kas nav konstanta un kurai
izpildas dota vienadiba. Tad eksisté tadi x un y, ka f(x)<f(y) (funkcijas
vertibas visas nav vienadas). Izvéleésimies tadus x un y, ka pozitiva starpiba
d=f(y)-f(x) ir mazaka no visam $adam starpibam. Sada mazaka starpiba
noteikti eksisté (d>0), jo eksisté tadi x un y, ka f(x)<f(y), un f vertibas ir

naturali skaitli.

Funkcijas vertibu f(x) varam uzrakstit sadi:
f(x) = (x +y)-f(x) = x{00) + yi(x) . Bet, nemot vera, ka f(x)<f(y), varam
X+Yy X+y
parveidot:
F(x) = xf(x) +yf(x) _ xf(y) +yix) _xf(y) +yi(y) _ x+y)-£(y) _ £(y).
X+y X+y X+y X+Yy
(1
No uzdevuma dotas vienadibas zinam, ka X))+ yix) =f(x*> +y?). Tatad

X + y
no (1) seko, ka f(x)<f(x”>+y?)<f(y). Esam ieguvusi pretrunu: starpiba
d=f(y)-f(x) nav mazaka iesp&jama pozitiva starp apskatitajam starpibam, jo,
pieméram, starpiba f(x°+y’)—f(x) ir pozitiva, bet mazika. Tatad
pienémums, ka eksiste tada funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus un

nav konstanta, ir aplams.

31.12.4. Pieradijums: ieverosim, ka (n-1)! dalas ar visiem tadiem un tikai tadiem

pirmskaitliem, kas neparsniedz n—1. Tapéc pieradijuma dala ,.tikai tad” ir triviala.
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Pieradijuma dalai ,,tad” pienemsim, ka (n-1)! nedalas ne ar n, ne ar n+2. Skaidrs, ka
pie n=3 un n=5 ,tad” izpildas, tatad apskatisim gadijumus, kad n > 7. Parbaudisim,
vai iesp&jams, ka n vai n+2 nav pirmskaitlis. Spriedisim no pret¢ja.

1) Apskatisim gadijumu n=a-b, kur a#1 un a#n un Iidzigi b#1 un b#n.
Tatad I1<a<n—-1 un 1<b<n-1. Tad gan a, gan b sastopami (n-1)!, jo
(n—0)!=1-2-3-...-(n—1). Apskatisim divus gadijjumus:

= ja a=#b, tad gan a, gan b sastopami reizinajuma 1-2-3-...-(n —1), bet tad (n-
1)! dalas ar n =a-b. Esam ieguvusi pretrunu, jo pienémam, ka (n-1)! nedalas
ar n.

* jaa=b,tad n=a’. Takan ir nepara skaitlis, tad a = 2, tatad a >3. Bet no ta,
ka a>3 un n=a’, seko, ka n>2a jeb 2a<n-1. Tatad (n-1)! ka
reizinatajus satur gan a, gan 2a, bet no ta seko, ka (n-1)! dalas ar n = a’. Esam
ieguvusi pretrunu, jo pienémam, ka (n-1)! nedalas ar n.

Tatad nav iesp€jams, ka n butu salikts skaitlis.
2) Apskatisim gadijumu n+2=a-b, kur a#1 un a#n+2 un lidzigi b#1 un
b#n+2. Tatad 1<a<n+1 un I<b<n+1. Ta ka n ir nepara pirmskaitlis, tad

. n+2
3<a,b, bet, pemot véra, ka n+2 =a-b, ieglistam, ka a,b <

Tad gan a, gan b

sastopami (n-1)!, jo (n—-1)!=1-2-3-...-(n—1) un pie misu apskatamajiem n pastav

nevienadiba <n-1. Pamatosim, ka 2a mazaks vai vienads par n-1. Ja
a,b< n+2 , tad 2a< 2(n+2) . Apskatisim, pie kadiem n izpildas nevienadiba
2n+2) <n-1 jeb 2n+4 <n-1. Reizinot abas nevienadibas puses ar 6, iegiistam:

2n+4<3n-3. Atrisinot nevienadibu, ieglstam n>7. Ta ka apskatam tikai

gadijumus, kad n > 7, tad esam pamatojusi, ka 2a <n —1. Lidzigi varam pamatot, ka
2b < n-—1. Apskatisim divus gadijumus:

= ja a#b,tad gan a, gan b sastopami reizinajuma 1-2-3-...-(n —1), bet tad (n-

1)! dalas ar n+2=a-b. Esam ieguvusi pretrunu, jo pienémam, ka (n-1)!

nedalas ar n+2.
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* jaa=b, tad n+2=a’. Esam pamatojusi, ka (n-1)! ka reizinatajus satur gan a,

gan 2a, bet no ta seko, ka (n-1)! dalas ar n+2 =a’. Esam ieguvusi pretrunu,

jo pienémam, ka (n-1)! nedalas ar n+2.

Tatad n+2 nevar but salikts skaitlis.

S ] 1. eksperts [n[n[n|n|n|n|n
31.12.5. Uzdevuma atrisinajums sastav no divam 2. eksperts |n |d |d |d [d |n |n
dalam: pirmkart, atrast, kada ir lielaka iesp&jama |3. eksperts |n |d [d |n|n|d |d
n vertiba, un paradit piemeéru, ka var izpildities g 2::222::: 3 2 3 : 3 g g
visi nosacijumi; otrkart, pieradit, ka atrastais n ir |6. eksperts |d [n|d |d |n |d |n
lielakais iesp&jamais. 7. eksperts |d |d |n|n|d |d|n
8. eksperts [d [d[n|d|n|n|d
Atbilde: n=7. Piemérs: skat. 74A. zim.,
tabula parada, ka 8 eksperti var novertét katru 74A. Zimgjums

no dalibniekiem, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.

Pieradijums: pamatosim, ka nevar biit n=8. Piepemsim pretjo, ka tas ir
iespgjams. Viena kolonna mainot visus vertejumus ,,derigs” — ,,d” pret ,,nederigs”
— ,,0” un attiecigi ,,nederigs”- ,,n” pret ,derigs” — ,,d”, uzdevuma nosacijumi
saglabajas.

Veiksim vertejumu mainu kolonnas ta, lai 1. eksperts nevienu kandidatu nebiitu
vertejis ka ,,derigu” jeb lai visa tabulas 1. rinda sastavétu tikai no ,,n”.

Ar x, apzim@sim verte§jumu ,,nederigs” skaitu i-taja rinda, t.i., 1. rinda ir x, jeb 8
vertgjumi ,,n”, 2. rinda - x, vérte§jumi,n”, ..., 8. rinda - x, vértejumi ,,n”. Ta ka
kopa katru no 8 kandidatiem 4 eksperti vérté ka ,,nederigu”, tad kopuma tabula

2

jabiit 8-4=32 veért§jumiem ,n”.

2

Bet kopgjais vertg§jumu ,n” skaits ir
X, + X, +...+Xg. Tatad ir speka vienadiba x, +x, +...+Xx, =32. Ta ka x, =8, tad
iegiistam

X, +...+Xy =24 (1).

Zinam, ka i-taja rinda ir x, vert§jumi ,,n” jeb i-tais eksperts x; kandidatus ir
novertgjis, ka ,,nederigus”. Apskatisim, cik parus i-taja rinda iesp&jams izveleties

no kandidatiem, kas novértéti ka ,,nederigi”. Tatad aprekinasim, cik veidos no x.
9 b E] 9 1

cilvékiem iesp&jams izveleties 2, t.i., Cii =%xi(xi —1). Tad kopgjo Sadu paru

. e _., 1 . L -
skaitu varam aprékinat, summeéjot Exi(xi —1) pa visam tabulas rindam. Tatad

kopgjais apskatamo paru skaits péc 2. lidz 8. eksperta veértéjuma (jeb tabulas 2.
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lidz 8. rindam) ir %(x%+x§+...+x§)—%(x2 +..+Xg). Nemot véra, ka

X, +..+ Xy, =24 unto, ka 1. rinda ir C§ = 28 §adi pari, kopgjais Sadu paru skaits
ir:

L(, 2 2 1 . L{, 2 2

5 X5 + X5 +...+ X —3 X, ..t Xy +28—5 X; + X5 +..+X; |-12+28 (2).

No otras puses zinam, ka katrus 2 kandidatus tie$i 2 eksperti abus novert&jusi ka

,nederigus”. No 8 kandidatiem iesp&jams izvélaties tiesi C; = 28 parus. Ta ka katru
. o . 1
pari ka ,,nederigu” novertgjusi 2 eksperti, tad 5(x§ +XI 4+t xé)—12+ 28=28-2

jeb x3 + x5 +...+x; =80.
Atceramies, ka jabut speka ar1 vienadibai (1). Tatad jaizpildas

2 2 2
%) X5 +Xx; +...+x5 =80
X, +X;+...+X, =24

Bet ta ir pretruna ar nevienadibu starp vid€jo kvadratisko un vid€jo aritmeétisko,

2 2 2 2
+.. +..+
saskana ar kuru jabut %2 T-X3 Z(XZ Z ng . péc (*)iznak 8—:2[?} jeb
80 _ 576 .- L ) _ NP _ . .
72—, bet §T nevienadiba nav patiesa. Tatad (*) neizpildas un sakotngjais

pienémums, ka n=8, nav patiess.

Esam pamatojusi, ka nevar biit n=8. Skaidrs, ka tad nevar biit arT n > 8.

143



Latvijas 32. atklata matematikas olimpiade

9. klase
32.9.1. Atbilde: 1222200. Pieradijums: ja skaitlis dalas ar 225, tad ta p&dgjie 2 cipari
ir 25, 50, 75 vai 00. Lai izmantotu skaitla pieraksta pielautos ciparus, skaitlim noteikti
jabeidzas ar 00. Ta ka 225=9-25, tad ciparu summai noteikti jadalas ar 9. Lieku
ciparu ievieSana pagarina skaitli, tap€c ciparu jabiit iesp&jami maz, un lieku nullu
pievienoSana skaitla beigas pagarinas skaitli. Cipari summa veido skaitli 9, jo tas ir
mazakais skaitlis, kas dalas ar 9. Skaitli 9 no pielautajiem cipariem var izveidot,
sasummeéjot 1, 2, 2, 2, 2. Cipariem jabiit tieSi $ada seciba, lai meklejamais skaitlis biitu
péc iesp€jas mazaks. Tapec mekletais skaitlis ir 1222200.
32.9.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 30.9.4. atrisinajumu.
32.9.3. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 31.9.4. atrisinajumu.
32.9.4. Uzdevuma atrisindjums sastav no divam dalam: pirmkart, atrast lielako
iesp&jamo n vertibu un paradit pieméru, ka tas iesp&jams; otrkart, pieradit, ka lielaka
vertiba nav iespg&jama.
= Atbilde: min=-3, max=3. Piemérs: minimalo vértibu var sasniegt, ja x=y=z=-1,
bet maksimalo, ja x=y=z=1.
=Pieradijums: saskaitot dotas nevienadibas, ieglistam, ka
(x2+y2+22)+(xy+xz+yz)£6 1)
Jebkuru divu skaitlu starpibas kvadrats ir lielaks vai vienads par nulli, tapeéc ari
(x-y)? 20, (x—2)>0, (y—2z)* >0. Saskaitot §is tris nevienadibas, ieglistam,
ka (X - y)2 + (X — 2)2 + (y — 2)2 > 0. Atverot iekavas:
X2 = 2xy+y? +x>—2xz+72> +y* —2yz+2> 20 jeb
2x242y% + 22> —2xy —2xz—2yz>0.
Parnesot uz otru nevienadibas pusi dalu no saskaitamajiem un izdalot ar 2, iegiistam:
xX*+y2 +2> 2xXy+Xx2+yz )
Ievietojot nevienadiba (1) nevienadibu (2):
(Xy+xz+yz)+(Xy +Xxz+yz) < (x2 +y’ +zz)+(xy+xz+yz) <6
Ta rikojoties, pieradamaja nevienadiba més lielaku saskaitaimo x° + y* +z°

aizstdjam ar mazaku (xy+xz+ yz). Tatad, ja 6 biitu lielaks par sakotngjo izteiksmi,
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tad 6 butu lielaks arm par parveidoto izteiksmi, kur saskaitamais pamazinats.
Savelkot lidzigos saskaitamos:

2xy+2xz+2yz<6 jeb xy+xz+yz<3 (3).

Saskaitot nevienadibas (1) un (3), ieglistam, ka
(x2+y2+22)+(xy+xz+yz)+(xy+xz+yz)S3+6 jeb
x* 4+ 7 +z° +2xp+2xz+2yz<9, bet $ai nevienadiba redzama triju saskaitamo

summas kvadrata formula, tatad (x +y+ z)2 <9jeb -3<x+y+z<3.

Tatad min=-3 un max=3.
32.9.5. Atrisinasim vispirms lidzigu uzdevumu I, kuram ir divas atSkiribas no
sakotn€ja: 1) diskiem gala situacija uz stieniSa C nav jaatrodas monotona seciba, 2)
diski uz stieniSa A var izkartoties patvaliga seciba (tomér nosacijums par to, ka nekad
nedrikst parlikt disku uz stieniti B vai C, ja uz ta esoSais apaksg€jais disks ir mazaks
par parlieckamo, paliek spéka). Apzim&sim minimalo pietickamo gajienu skaitu $im
jaunajam uzdevumam n disku gadijuma ar p, . Skaidrs, ka p, =1.
Lai atrisinatu $o uzdevumu n disku gadijuma (n >1), acimredzami nepiecieSams
veikt ta apakSuzdevumus noraditaja seciba:
a) Parcelt n —1 augs€jo disku no A uz B,
b) Parcelt apaks€jo disku no A uz C,
c) Parcelt pargjos n-1 diskus no B uz C.
ApakSuzdevuma b) veikSanai nepiecieSama un pietickama 1 parcelSana.
ApakSuzdevuma c) veikSanai nepiecieSamas n-1 parcelSanas (katram diskam pa
vienai); ta ka uz C apaksa jau atrodas vislielakais disks, tad ar n-1 parcelSanu ari
pietieck (par disku izmériem nav jartpé&jas). Apskatisim apakSuzdevumu a).
Padomasim, vai, rikojoties optimalakaja veida, apaks$gjais disks pirms uzdevuma a)
pabeigSanas var biit parvietojies uz B. Ja ta biitu noticis, tad bridi, kad apaks€jo disku
pirmo reizi parce] uz B, visiem citiem diskiem jabiit uz C. Bet tada gadijuma més biitu
vargjusi Iidz §im bridim veiktas operacijas aizstat ar citam (operaciju, kura kadu disku
parce] no /uz B, aizstat ar operaciju, kura So disku parce| no/uz C, un otradi) un iegiit,
ka péc tada pasa operaciju skaita apaksgjais disks jau butu uz C, un nakosas operacijas
a) veikSanai vairs nebiitu vajadzigas; tatad cels, kura apaks€jais disks nonak uz C, nav
optimalais.

Tatad, veicot a) optimalaja veida, apaksgjais disks vispar netiek aiztikts.
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Tapéc a) veikSanas laika més rikojamies ar n-1 sakotn&ji augse€jiem diskiem, it ka n-ta
diska nemaz nebiitu. Minimalais parcelSanu skaits ir p _,. Tatad kopa a), b), c)
veikSanai minimalais pietiekamais parcelSanu skaitsir p, , +1+(n-1)=p,_, +n. No
nosacijuma p, =1 un p,=p,,+n (n=2; 3; ) iegiistam

P, :1+2+...+nzm.

Tagad atrisinasim vél citu uzdevumu II, kuram ir tikai viena atSkiriba no sakotngja:
diskiem gala situacija uz stienisa C nav jaatrodas monotona seciba (bet nosacijums
par diska parlikSanu Soreiz ir spéka gan stienitim A, gan stienitim B, gan stienitim C).
Apzim&sim minimalo pietieckamo parcelSanu skaitu uzdevumam II n disku gadijuma

ar q,. Ta ka uzdevuma II uz disku parcelSanu ir stingraki ierobeZojumi neka
uzdevuma [, tad q, = p,; viegli parbaudit, ka etapus a), b), c) var veikt attiecigi ar
q,.;, | un n-1 parcelS8anam. Tapéc q, <q, , +n. Lidz ar nosactjumu q, =1 tas dod
q, <1+2+4+..+n=p,. No nevienadibam q,>p, un q,6 <p, seko, ka

n-(n+1)

dn =Pn = T,

Tagad beidzot risinasim sakotn&jo uzdevumu. Ievérosim sekojosu svarigu ,,simetriju’:
ja no kadas konfiguracijas X ir pielaujams, parliekot disku d no stieniSa o uz stientti
B, iegut konfiguraciju Y, tad no konfiguracijas Y, parliekot disku d no stieniSa B uz
stieniti o, ir pielaujams iegiit konfiguraciju X. ST ipasiba seko no ta, ka gan
konfiguracija X, gan konfiguracija Y parliekamais disks d nav lielaks par apaksgjo
disku uz sava stienisa.

Apzimésim minimalo pietiekamo gajienu skaitu n disku gadijuma ar x . Skaidrs, ka
X, =1 un pie n >1 n disku gadijuma nepiecieSams veikt jau sakuma minétos etapus
a), b), c) tiesi sada seciba. Tad, a) etapa gaita augs€jos (n-1) diskus parcelot uz B,

_n-(n+1)

minimalais parcelSanu skaits ir q, , = . Lai veiktu b) etapu, nepiecieSama un

pietickama viena parcelSana. Lai veiktu c) etapu, rikojamies simetriski tam, ka
augsejie n-1diski tika parcelti no A uz B; ja c¢) etapu varétu veikt ar mazak neka q, ,

gajieniem, tad arl sakotn€jo parcelSanu no A uz B varétu veikt ar mazak neka q, ,

146



gajieniem — pretruna. Tapéc c) etapam nepiecieSami un pietiekami q, , gajieni.

{n-Dm . oo

Galarezultata iegtistam x, =q, , +1+q,, =2q,, =2 =n" -n+l.

10. klase

32.10.1.

a) Atbilde: n€, ne noteikti.

Pieradijums: pamatosim, ka apskatama nevienadiba neizpildas katram x un vy, ja
x>y>(0. Lai to pamatotu, pietickami atrast vienu pieméru, kad prasitais neizpildas.
Piemérs: izvélésimies x=1 un y=0,1. Skaidrs, ka izpildas nosacijums x>y>0. Lai

parbauditu, vai apskatama nevienadiba izpildas ievietosim dotos skaitlus apskatamaja

nevienadiba: 1+% > 0,1+ i jeb 1+9 > 0,1+90. Skaidrs, ka esam ieguvusi pretrunu,

jo 10<90,1. Tatad esam pamatojusi, ka ir tadi x un y, kam izpildas x>y>0, bet
neizpildas apskatama nevienadiba.
b) Atbilde: ja, noteikti.

Pieradijums: pamatosim, ka katram x un y, kam izpildas nosacijums x>y>3, ir speka

- D 9 9 . : o L .
ar1 nevienadiba x+—> y+—. Parnesot visus saskaitamos uz nevienadibas kreiso
X y

pusi, iegiistam dotajai lidzvertigu nevienadibu x + £ (y + 2] >0 jeb
X y

X—-y+ A > 0. Nevienadibas kreiso pusi sadalisim reizinatajos. Vienadojam

Xy
saucgjus:
9y -9x . . . _ _ . ’
(x—-y)+ >0 (iznesam pirms iekavam kopigo reizinataju ,,—9” )
B -9-(x-vy) . . ) _ _ .
x-y)+————=>0 (iznesam pirms iekavam kopigo reizinataju (x-y))
X

(x—y)(l—ij>0.
Xy

Pamatosim, ka katrs no reizinatajiem ir pozitivs. Skaidrs, ka reizinatajs (x-y) ir

o . . 9 oy e
pozitivs, jo x>y. Apskatisim otro reizinataju (1——). Lai Sis reizinatajs biitu
Xy
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pozitivs, jabiit 2 <1. Bet, ta ka x>y>3, tad xy>9, un tapéc patieS$am 2 <1. Esam
Xy Xy

pamatojusi, ka abi reizinataji nevienadibas kreisaja pusé ir lielaki par nulli. Tatad ar1
uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa katram x un y, kuriem izpildas x>y>3.

32.10.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 31.10.2. atrisinajumu.

32.10.3. Atbilde: n=2.

Pieradijums: apskatisim vairakus gadijumus:

1) ja n=1, apskatamie skaitli ir 2" —1=1 un 2" +1=2+1=3. Bet skaitlis 1 nav
pirmskaitlis, tatad n=1 neatbilst uzdevuma nosacijumiem.

2) ja n=2, apskatamie skaitli ir 2" —1=3 un 2" +1=5. Ta ka skaitli 3 un 5 ir
pirmskaitli, tad n=2 atbilst uzdevuma nosacijumiem.

3) ja n >3, apskatisim tris vienu otram sekojosus naturalus skaitlus 2" —1, 2" un
2" +1. Ta ka Sie skaitli ir lielaki par 3 un ir viens otram sekojosi naturali skaitli, tad
vienam no tiem ir jadalas ar 3. Skaidrs, ka 2" ar 3 nedalas (2" ka reizinatajus satur
tikai divniekus, tatad dalas tikai ar 2 vai ta pakapem), bet tada gadijuma vai nu 2" -1,
vai 2" +1 dalas ar 3. Bet, ja skaitlis dalas ar 3 un ir lielaks par 3, tad tas noteikti nav
pirmskaitlis. Tatad neviena n vértiba, kam n > 3, neatbilst uzdevuma nosacijumiem.
32.104.

a) Atbilde: ng, nav iesp&jams.

Pieradijums: apskatisim, kadas vertibas var pienemt |f (x) —x| . Ta ka gan funkcijas
vertibas f(x), gan mainiga vertibas x ir no kopas {1; 2; ...; 15}, tad izteiksmes
|f(x) — x| mazaka iesp&jama vertiba ir 0 (ja x=f(x)), bet liclaka iespgjama vertiba ir 14
(Ja x=1 un f(x)=15). Tatad iesp€jamas modula vertibas ir 0; 1; ...; 14 — kopa 15
dazadas vértibas.

Apskatisim summu: |f(1) — 1| + |f(2) — 2| +...+ |f(1 5)— 15| . Ta ka tiek summéti visi
apskatamie moduli kopskaitd 15 un tiem jabiit dazadiem, tad tie piepem visas
iesp&jamas modula vértibas 0; 1; ...; 14. Tatad:

E) =1 +[f(2) = 2| +...+[f(15) =15 =0+1+2+...+ 14 (*).

Apskatisim vienadibas (*) kreiso pusi. Iesp&jami divi gadijumi:

1) f(a)>a,kurae[l;15], f(a) e[1;15], tad moduli |f(a) — a| varam aizstat ar

f(a)—a.
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2) f(a) <a, kura e[L;15], f(a) €[L;15], tad moduli |f(a) - a| varam aizstat ar a—f(a).
Ta ka funkcijas vértibu kopa ir {1; 2; ...; 15} un visas funkcijas vértibas ir dazadas,
tad vienadibas (*) kreisaja pusé péc modulu |f (a)— a| (katram a e€[L;15]) aizstasanas

ar tiem ekvivalentam starpibam katrs skaitlis 1; 2; ...; 15 paradas 2 reizes — ka
funkcijas vertiba f(a) un ka a. Ir vairakas iesp€jas:

1) skaitlis paradas ar koeficientu (+2),

2) skaitlis paradas ar koeficientu (-2),

3) skaitlis saisinas (paradas ar koeficientu 0).

Tatad redzam, ka vienadibas (*) kreisaja pus€ esosa summa ir para skaitlis, jo sastav
no naturaliem skaitliem, kas reizinati ar 2; -2 vai 0. Bet labaja vienadibas pusé esosSo
skaitlu summa ir 0+1+...+14 =105, kas ir nepara skaitlis. Ta ka nepara skaitlis

nevar biit vienads ar para skaitli, tad dota vienadiba nav patiesa. Esam pieradijusi, ka
pie n=15 skaitli |f(x) — x| nevar visi bt dazadi.

b) Atbilde: ja, ir iesp&jams. Pieradijums: paradisim pieméru, ka izveidot funkciju f,
lai izpilditos visi uzdevuma nosacijumi. Piemers: skat. tabula:

n| 1|2 |1314]|5[6[7]|8[9]10]11[12[13[14[15]]16
fln) |16 [ 1511413111091 (8| 7 |6 |12 54|32
n-f(n) | 15113111 9 1 6 |4 [2]7[1|]3 |50 8[10]I12]14

32.10.5. Pieradijums: pienemsim, ka k-1 kolonnas jau katra ir visu krasu kartinas, bet
k-taja — nav. Pienemsim, ka k-taja kolonna krasa x sastopama vismaz divas reizes, bet
krasa y nav sastopama vispar. Skaidrs, ka $adas krasas x un y noteikti eksiste, citadi k-
taja kolonna jau butu visu 4 krasu kartinas. Katrai kolonnai piekartosim vienu punktu
(iegiistam virkni, kas sastav no 10 punktiem). Ar i=1; 2; ... 10; apzim&sim skait]us,
kas uzrakstiti uz kartitéem. Katram 1 vilksim bultinu no tas kolonnas punkta, kura
skaitlis 1 att€lots krasa x, uz tas kolonnas punktu, kura skaitlis i att€lots krasa y.
Tadgjadi iegiisim 10 bultinas, jo katrs no 10 skaitliem uzrakstits uz vienas x krasas
kartinas, kas ir bultinas sakuma punkts, un vienu reizi uzrakstits uz y krasas kartinas,
kas ir bultinas beigu punkts. Ta ka katra no pirmajam k-1 kolonnam ir visu 4 krasu
kartinas, tad tur ir arT viena x un viena y krasas kartina. Tas nozimé, ka pirmo k-1
kolonnu grupas ieksieng katra kolonna viena bultina ieiet un viena bultina iziet.

Ta ka k-taja kolonna ir vismaz 2 kartites krasa x, tad no tas iziet vismaz 2 bultinas, bet
neviena neieiet. Apskatisim bultinu virknes, kas sakas no k-tas kolonnas. Pamatosim,

ka sasniedzam kolonnu, kuras kartas numurs lielaks par k. Ja ta nebttu, tad mes butu
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nonakusi pirmo k-1 kolonnu grupa, no kuras ara vairs nevarétu iziet. Bet tad pirmo k-
1 kolonnu grupai biitu vairak ieejoso neka izejoso bultinu, bet tas ir pretruna ar
iepriek$ pamatoto. Tatad, apskatot bultinu virkni, noteikti nonaksim kolonna, kuras
numurs lielaks par k. Izdarot mainas, kas atbilst STm bultinam (mainas sakam no
kolonnas ar numuru, kas lielaks par k), més ,,izlabojam” kolonnu ar numuru k
attieciba uz krasu y. Izlabojot to, ja vajadzigs, attieciba uz citam krasam, panakam, ka
ar1 k-ta kolonna ir laba.

Lidzigi izlabojam visas kolonnas.

11. klase
32.11.1. Atbilde: n€, neeksiste.
Pieradijums: skaidrs, ka P(x) nevar biit konstants polinoms, jo tam jabiit vienadam ar

sinx +2005, bet §1 summa noteikti nav konstanta. Tatad P(x) ir polinoms, ko

vispariga veida varam apzimét ar P(x)=a,x" +a,x"" +..+a_ _,x+a_, kur a, #0

un n>1. Tad [P(x)| var izsacit ka |P(x)| =|a0Xn J+——+—5+..+—"-|. Ja x péc
a,X  a,X a,X |

. .. . _ T - ) a, a, _ .

modula ir loti liels (tiecas uz bezgalibu), tad saskaitamie —, R klust Joti
agX a,X a,Xx

mazi (tiecas uz nulli). Skaidrs, ka, varam mainigo x izve€l&ties tik lielu, lai saskaitamie

a, a a ) ‘ ‘
——,—>,...—— klutu tik mazi, ka
a,X a,Xx a,X

a a a
Ly — 4. 4+

1+
axX a,x’ axn|
0 0 0

1
>—. Bet tad
2

1
|P(X)| >la,x"|-—, ja x pietiekosi liels. Izv€loties mainiga x vieta vél lielakus skaitlus,
)

iegiisim, ka |P(x)| vertiba klust vél lielaka. Tatad |P(x)| vertiba neierobezoti aug

(tiecas uz bezgalibu), ja x vieta izv€lamies aizvien lielakus skaitlus.

Apskatisim dotas vienadibas labo pusi sinx +2005. Zinam, ka funkcija sinx ir
ierobezota: —1 <sinx <1, tatad arT funkcija sin x + 2005 ir ierobezota.

Ta ka ierobezota funkcija nevar biit vienada ar tadu, kas neierobezoti aug, tad esam
pamatojusi, ka neeksisté tads polinoms P(x), ka visiem x ir spéka uzdevuma dota
vienadiba.

32.11.2. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 31.11.3. atrisinajumu.

32.11.3. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 30.11.5. atrisinajumu.

150



32.11.4. Pieradijums: ta ka a<b<c<d, tad apzim&sim b=a+n, c=a+m, d=a+p, kur

0<n<m<p. levietojot lielumus dotaja vienadiba, ieglistam a(a+p)=(a+n)(a+m).
. . . m-n __._ . _ cr
Atverot iekavas un izsakot p, ieglistam p = m+n+——. Ta ka p ir naturals skaitlis,
a

. m-n
tad ar1 dalai

jabiit naturalam skaitlim (31 dala nevar bt negativa vai 0, jo arl
a

skaitli m, n un a ir naturali). No ta seko, ka m-n dalas ar a, tatad a<m-n. Ta ka

dalfjums MR i vismaz 1 (mazakais naturalais skaitlis), tad p>m+n+1 (1).

m-n

Skaidrs, ka vienadiba p = m +n +1 pastaves tikai tad, ja

Ievietosim d=at+p dotaja nevienadiba, tad +/a+p —\/; <1 jeb Ja+p <1+ \/; .

Kapinot abas nevienadibas puses kvadrata (to drikstam darit, jo, ta ka a un p ir

=ljebm-n=a.

naturali skaitli, tad =zemsaknes izteiksmes ir nenegativas), ieglstam, ka
a+p£1+2\/g+a jeb

p<1+ 2\/; (2).

No (1) un (2) iegiistam, ka m+n+1£p£2\/;+l. Ta ka 2va+1<2vymn +1, jo
a<m-n, tad m+n+1<2¥mn+1. So nevienadibu varam parrakstit ka

m-2vmn +n <0. legiitas nevienadibas kreisaja pusé varam atdalit binoma

2
kvadratu, iegtistam (\/; - \/; ) <0. Ta ka binoma kvadrats nevar biit negativs, tad

2
(\/;—\/Ej =0 un no ta seko, ka m=n. Pamatosim, ka japastav ari vienadibai

p=m-+n+l. Pamatojums: ja p>m+n+tl, tad m+n+l<2Vmn+1 jeb
2
(\/; - \/; ) <0, bet ta nevar but. Tatad p=m-+n+1. Bet, lai bitu p=m+n+1, noteikti

) m-n . : - .
jabit, ka =1 jeb a=m-n=m-m=m’. Ta ka m ir vesels skaitlis, tad a ir

a
vesela skait]a kvadrats.
32.11.5. Pieradijums: apskatam to domino kaulinu Z, kas parklaj izvéléto melno

ritipu R. Uz domino kaulina uzzim&am vektoru no R centra uz otras kaulina Z
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rutinas centru. Skaidrs, ka Sis vektors norada uz kadu citu melnu ratinu, kas ari
atrodas 1., 3., ..., 2005. rindina.

Lidzigi, ka aprakstits par kaulinu Z, apskatam kaulinu Y, kas parklaj melno rttinu, uz
kuru norada uzzimétais vektors. Atkal savienojam abus kaulina Y riitinu centrus.
legiitais vektors, tapat ka ieprieks, norada uz kadu citu melnu riitinu, kas ar1 atrodas
kada no rindam 1., 3, ..., 2005. Turpinot $adi zimé&t vektorus, iegiistam marSrutu pa
ratindm. Skaidrs: ja uzzimé&tais marSruts nonak rutina, kas sakotngji nebija parklata,
tad viss ir kartiba un iesp&jams domino kaulinus bidit ta, lai neparklata paliktu
noradita rutina R. Ja ta nenotiek, tad izveidojas cikls. Ja izdosies pamatot, ka nav
iesp&jams gadijums, kad izveidojas cikls, tad uzdevums biis atrisinats.

Skaidrs: ja veidojas cikls, tad sakotng&ji neparklata riitina, kas atrodas pie malas, nav ta
iekSieng, tapec iekSienei jabut parklatai ar domino. Tapec mums pietiek pieradit, ka
apskatama veida ciklos iekSpusé noteikti atrodas nepara skaits ritinu. Tas butu
pretruna ar faktu, ka cikla iekSpusé atrodas para skaits riitinu, kas ir acimredzams, jo
katrs domino kaulin$ sastav no tiesi 2 riitinam.

Ritinas malas garumu apzimésim ar 1. Apskatisim lauztu Iiniju L, kas savieno cikla
iesaistito domino kaulinu rttinu centrus. Ta ka katra §is Iinijas posma garums ir para
skaitlis, tad tas ieklautais laukums dalas ar 4.

Sai laukuma ietilpst to domino kaulinu laukumu dalas, caur kuram iet linija L, un

ieks€jo domino kaulinu laukums. No katra ar L Skelta domino kaulinpa ir ieklauts

laukums 1 plus i pie katra A tipa stira vai minus % pie katra B tipa stiira (skat. 75A.

zim.). Ta ka B tipa sttru ir par 4 vairak neka A tipa stiiru, tad $is korekcijas i%

»samazina” laukumu par 1.

Atliek pamatot, ka domino skaits cikla ir para

skaitlis. Ta ka linija L ir slégta, tad, apstaigajot to, B ’—
pa labi virzamies tikpat lielu attalumu, cik pa kreisi. l— —‘A 5 L_
Ta ka katra L posma garums ir para skaitlis, tad

horizontalo posmu kopgarums dalas ar 4. Tas pats 75A. ZIm&ums

attiecas uz vertikalajiem posmiem. Tapeéc L
kopgarums dalas ar 4. Katra domino iekSieng€ L garums ir tiesi 2, tatad domino skaits

ir para skaitlis.
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Tatad L ietver para laukumu; no ta viena dala — nepara laukums — ir domino
sastavdalas. Tatad cikla iekSpus€ ir nepara laukums, t.i., nepara skaits rtitinu, k.b.j.

Vajadziga pretruna iegiita.

12.klase

32.12.1. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 30.12.2. atrisinajumu.

32.12.2. Atbilde: ng, nevar.

Pieradijums: novilksim taisni, kas nav paraléla nevienas parabolas asij. Ta ka mums
ir tieSi 2005 parabolas, tad tam kopa ir 2005 simetrijas asis, tapec tadu taisni noteikti
var€s novilkt. Skaidrs, ka katra no 2005 parabolam krusto $o taisni divos punktos,
pieskaras tai vai ar1 pilniba atrodas viena pusé no tas. Tatad starp katras parabolas
zariem atrodas vai nu §Ts taisnes nogrieznis (ja parabola krusto taisni divos punktos),
vai arl starp parabolas zariem neatrodas neviens §is taisnes punkts (ja parabola
pieskaras taisnei vai pilniba atrodas viena pus€ no taisnes). Tatad uz §is taisnes
noteikti iesp&jams panemt tadu punktu, kas neatrodas starp nevienas parabolas zariem.
Bet no ta seko, ka nav iesp&jams plakné novietot 2005 parabolas ta, lai katrs plaknes
punkts atrastos vismaz starp vienas parabolas zariem.

32.12.3. Uzdevuma atrisinajums sakrit ar uzdevuma 31.12.2. atrisinajumu.

32.12.4. Atbilde: n=2 un n=3.

Pieradijums: apskatisim iesp&jamas n vertibas:

1) n=2. Pieradisim, ka gadijuma, kad n=2, uzdevuma dota nevienadiba

(x +x3) v
X tX, >(X1X2 X, X,

2
ir patiesa.
4 2 j P

Atverot iekavas, ieglistam

4 2,2 4 2,2 2,2 2,2
x1+2x1x2+x2>x1x2+2xlx2+xlx2

4 B 4
(abas nevienadibas puses

reizinam ar 4, savelkam Iidzigos

saskaitamos)

4 2.2 4 . 2 2\
X, —2X;X; +X; =0 jeb (x1 —xz) >0.

2 2
1

-1 = ¢ g 2 . . g e _ —
Ta ka nevienadiba (x xz) > (0 ir patiesa, tad esam pieradijusi, ka armT uzdevuma

dota nevienadiba ir patiesa.
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2) n>4. Pieradisim, ka varam izvéléties tadas x,, i€ [1; n], veértibas, lai uzdevuma
dota nevienadiba biitu aplama. Izvéleésimies x, =x, =0 un Xx;=x,=..=Xx, =1.
Skaidrs, ka nevienadibas kreisas puses vertiba ir 0, jo pirmais reizinatajs
(x; +x3)=0. Bet nevienadibas labas puses vértiba ir pozitivs skaitlis, jo skaititaja
noteikti ir tads saskaitamais, kur§ nav nulle, pieméram, x,x, =1-1=1, un visi citi
saskaitamie ir nenegativi. Bet 0 nevar but lielaka vai vienada ar pozitivu skaitli. Tatad
esam pamatojusi, ka iespgams izveleties tadas x; vertibas, lai uzdevuma dota
nevienadiba biitu aplama.

3) n=3. Pamatosim, ka uzdevuma dota nevienadiba

(X12 +X§)(X§ +X§)(X§ +X12) >[X1X2 +X,X; +X3X1j3 (*)
2’ - 3

ir identiski patiesa.

Pamatosim, ka nevienadibas pareiziba vai nepareiziba nemainas, ja visus x; dala ar

vienu un to paSu pozitivu skaitli. Pamatojums: apzim&sim brivi izvéleétu pozitivu

skaitli ar a. Katru x; dalam ar a un iznesam pirms iekavam kopigo reizinataju:

3

1 ( 2 2) 1 ( 2 2) 1 ( 2 2)
— X1+X2 T X, +X3 T X3 +X1 72X1X2 +72X2X3 +72X3X1
a a a >|a a a ‘b
2’ ) 3 1
3
b b o) [
— X7+ x5 ) x5 +x5 ) (x5 +x] — (XX, +X,X; +X;3X)
a S| a
; >
2 3
(labaja nevienadibas pusg izpildam kapinaSanu kuba)
1
(2 x) (K2 x2) k2 x2) )
a I [ XX, +X,X5 +X3X, _ 1
3 2—" (dalam ar —)
2 a 3 a

3

2° 3
Redzam, ka nevienadiba (**) sakrit ar pieradamo nevienadibu (*). Tatad esam
pamatojusi, ka nevienadibas pareiziba vai nepareiziba nemainisies, ja visus x; dala ar

vienu un to paSu pozitivu skaitli.
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Apzimésim S, =X, +X, +X;, S, =X,X, +X,X;+X;X; un S, =X,X,X,. Ta ka
varam visus X, dalit ar vienu un to pasu pozitivu skaitli, tad daliSanu veiksim ta, lai
S, =1. Tatad pieradamo nevienadibu (*) varam uzrakstit $adi:

2 2 2 2 2 2
(X1 +X2XX2+X3XX3+X1)>L

8 27

(1)

levérosim: ta ka (x, —x,) +(x, —x;)’ +(x, —x,)’ 20, tad, kapinot kvadratd un
savelkot Ilidzigos saskaitamos, ieglistam, ka 2x} +2x;+2x;-2S,>0 jeb
X; +Xx;+x;>8,.Taka S, =1, tad x; +x5 +x3 >1,

levérojam ari, ka S} =x; +x; +x; +2S,, bet, taka S, =1 un x; +x; +x; >1, tad

S; >3 jeb S, >3

Apskatisim sakaribu starp S, unS;. Redzam, ka S, ir 3 elementu
X,X,; X,X; Un X,X, summa, bet S} - S0 elementu reizinajums
XX, *X,X; " X;X, =X;X5X; =S;. Bet tad S, unS} var tikt novertéti, izmantojot
sakaribu starp vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko 3 elementiem
X,X,; X,X; Un X;X,. Atcerésimies, ka katriem 3 nenegativiem skaitliem a,,a,,a,
vidgjais  aritmétiskais un vid&jais geometriskais apmierina  nevienadibu

a, +ta, +a, >

3 ya,a,a, . Tatad S, un S, apmierina nevienadibu 8—322 {/g . Ta ka

S, =1, tad, kapinot abas nevienadibas puses kuba, iegiistam, ka 2—17ZS§ un

1
S, <——.
3 3\/5

Parbaudisim 1pasibu: katriem 2 skaitliem ir spéka nevienadiba

2
X7 +X5 Z—(Xl X5) (*%).
2

2 2
X; +2X,X, +X . S
X;+x5 >+ 12 e (reizinasim abas nevienadibas puses ar 2)

2 2 2 2 Ny
2X| +2x5 2 X; +2X,X, + X, (dazus
saskaitamos  parnesisim uz  otru

nevienadibas pusi)
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X +X5 > 2X,X, (izdalisim abas nevienadibas puses ar 2;

. - . 2,2
ievérosim, ka x,X, =4/X;X; )

2 2
X, +X
I R
2

Redzam, ka iegiita nevienadiba ir patiesa, jo ta saista skaitlu x; un x> vidgjo
aritmétisko un vidgjo geometrisko; tatad art nevienadiba (**) ir patiesa.
Zinam, ka pieradamo nevienadibu (*) varam pierakstit forma (1). Parveidosim

nevienadibas (1) kreiso pusi:

2 2 2 2 2 2
(X1 +><2Xx2 +X3XX3 +xl)>

(katram reizinatajam skaititaja
pielietosim pieradito Tpasibu (**))

2 2 2
X, +X X, +X X, +X e
2( ! zj ( 2 3) [ 2 lj = (katra reizinataja skaititaju izsakam ka

2 2 2
starpibu)
1
_a(sl X3)2(Sl Xl)z(sl X2)2
614 [(S, =%, XS, =% XS, =%, ) = (atveram iekavas)

:é[Sf —S7(x, +X, +X;)+S, S, —83]2 = (atceramies, ka S, =X, +Xx, +X;)

(s 485,85 = savelkam lidzigos saskaitamos
64 1 1 12 3
:i SS,—-S.) = atceramies, ka S, =1
64 1~2 3 2
1 .
:a(S1 —S3)2= (atceramies, ka S, 2+/3 un S, <?
2
1 \/_ N e -
-——| = (izpildam aritmétiskas darbibas)
3[
i
27

Redzam, ka nevienadiba (1) ir patiesa, bet tada gadijuma patiesa ir arT nevienadiba

(*).
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32.12.5. Atbilde: 2. spletajs.
Pieradijums: apskatisim divas no iesp&jamajam poziciju klas€em. Ar U apzimesim
tadu poziciju klasi, kura spélétajiem ir palicis para daudzums stienu un augstakais
viens stienis ar para garumu. Bet ar Z apzimé&sim tadu poziciju klasi, kura spelétajiem
ir palicis nepara daudzums stienu un augstakais divi stieni ar para garumu.
Pamatosim, ka katrs gajiens no poziciju klases U noteikti ved uz poziciju klasi Z.
Apskatisim, kadi ir iesp&jamie gajieni no U klases pozicijas:
1) viena stiena sadaliSana divos stienos. Skaidrs: lai kuru stieni més sadalitu, to
kopgjais skaits palielinasies par 1 un bis nepara skaitlis. Stieni ar para garumu (ja
tads eksist€) iesp&jams sadalit 2 stienos divos veidos:
= lai izveidotos 2 stieni ar para garumu,
= lai izveidotos 2 stieni ar nepara garumu.
Skaidrs: abos gadijumos stienu skaits biis nepara skaitlis un stienu skaits ar para
garumu nebiis lielaks par 2 (Sadu stienu skaits biis tieSi 0 vai 2), kas atbilst
poziciju klases Z nosacijumiem.
Ja divos stienos sadalisim stieni ar nepara garumu, tad noteikti izveidojas viens
stienis ar para garumu, bet viens — ar nepara garumu. Tatad stienu skaits ar para
garumu palielinas par 1 un noteikti nav lielaks par 2, bet kopg€jais stienu skaits,
protams, ir nepara skaitlis. Tatad arT §1 situacija atbilst poziciju klasei Z.
2) k stienu ar garumu k izslégSana no spéles. Skaidrs: $aja gajiena no spéles
nevar tikt izslégti stieni ar para garumu. Pamatosim: zinam, ka mums ir ne vairak
par vienu stieni ar para garumu. Ja stiena garums ir para skaitlis, tad tas noteikti ir
lielaks vai vienads par 2. Lai stienus varétu no spéles izslégt, stiepu garumam
jabiit vienadam ar stienu skaitu. Redzam: tas nav iesp&jams — mums ir augstakais
viens stienis ar para garumu, bet ta garums ir vismaz 2. Tatad var tikt izslégti tikai
stieni ar nepara garumu. Bet, ta ka stienu garums ir vienads ar izslédzamo stienu
skaitu, tad So stienu skaits arT noteikti biis nepara skaitlis. No ta seko, ka p&c sadi
izdarTta gajiena bis palicis nepara skaits stienu (no para skaita stienu izslédzot
nepara skaitu stienu, paliek nepara skaits stienu). Ka art skaidrs, ka biis augstakais
viens stienis ar para garumu. Tatad iegiita pozicija ar1 pieder poziciju klasei Z.
Tatad esam pamatojusi, ka ar katru gajienu no poziciju klases U nonakam poziciju
klase Z.
Pamatosim, ka vienmeér ir iesp&jams izdarit tadu gajienu no poziciju klases Z, lai

iegiita pozicija atbilstu klases U nosacijumiem.
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1) japozicija Z ir vismaz 1 stienis ar para garumu, tad sadalam So stieni 2 stienos
ta, lai abi jaunizveidotie stieni biitu ar nepara garumu. Tad stienu skaits bis
palielinajies par 1 (kop€jais stienu skaits biis para skaitlis) un bus augstakais 1
stienis ar para garumu (ja bija 2 stieni ar para garumu, tad bis palicis 1 stienis ar
para garumu, kuru nesadalijam, bet, ja bija 1 stienis ar para garumu, tad $adu
stienu vairs nebiis). Tatad iegiita pozicija atbilst poziciju klasei U.
2) Ja pozicija Z nav neviena stiena ar para garumu, tad sadalam vienu stieni ar
nepara garumu divos stienos. Skaidrs, ka sadaliSanas rezultata kopgjais stienu
skaits palielinajies par 1. Sadalot iegiistam 1 stieni ar nepara garumu un vienu
stieni ar para garumu. Ta ka mums nebija neviens stiena ar para garumu, bet tagad
tads ir tiesi 1, tad arT $T ieglita situacija atbilst poziciju klases U nosacijumiem.
Esam pamatojusi, ka no pozicijas Z vienmér vares pariet uz poziciju U.
Sakuma pozicija un uzvarosa beigu pozicija ir U klases pozicijas. Pamatosim: sakuma
mums dots para skaits stienu (2 stieni) un tieSi viens no tiem ir ar nepara garumu.
Tatad sakuma pozicija pieder klaei U. Pamatosim, ka arT beigu — uzvaro$a pozicija ir
U klases pozicija. Ta ka uzvar tas speletajs, kurs izdara péd&jo gajienu, tad apskatisim
iespejas, kads varetu biit peédg&jais gajiens:
1) Apskatisim iesp&ju, ka ped€jais gajiens ir stiena sadaliSana divos stienos.
Atcerésimies, ka sadaliSana tiek veikt ta, ka talakie gajieni nebiitu iesp&jami.
Tatad tiek sadalits viens stienis ar garumu 2 stienos ar garumiem 1 un 1.
Pamatosim: ja sadalot izveidotos vismaz viens stienis ar garumu, kas lielaks par 1,
tad So gabalu noteikti varétu vél sadalit divos citos gabalos. Tatad biitu iesp&jams
veikt vel vienu gajienu, bet tas ir preruna ar to, ka apskatamais gajiens ir pedgjais.
Savukart, ja esoSais stienis biitu ar garumu, kas lielaks par 2, tad sadalot to dalas
vismaz vienas dalas garums noteikti butu lielaks par 1, tatad butu iesp&jams to
sadalit stkak — veikt v€l vienu gajienu.
Redzam: sadaliSanas rezultata izveidojusies divi stieni ar garumu 1 un ir iesp&jams
veikt vel vienu gajienu — izslégt no spéles 1 stieni ar garumu 1. Tatad pedgjais
gajiens nevar biit stiena sadaliSana divos stienos.
2) Apskatisim iesp&ju, kad pédgjais gajiens ir stienu izslégSana no spéles.
Skaidrs, ka péc stienu izslégSanas nevar palikt neviens stienis ar garumu, kas
lielaks par 1, citadi biis iesp&ams veikt vel vienu gajienu sadalot So stieni 2
stienos. Bet, ja péc gajiena izdariSanas paliks vismaz viens stienis ar garumu 1, tad

ar1 bis iesp&jams veikt vel vienu gajienu — izslégt no spéles 1 stieni ar garumu 1.
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Tatad ped€ja gajiena no spéles jaizslédz visi palikusie stieni. Tatad p€c gajiena

izdariSanas esam nonakusi pozicija U — mums ir para skaits stieniSu (0 stieniSu) un

augstakais viens (miisu gadijuma - neviens) stienitis ar para garumu.
Zinam, ka pirmo gajienu izdara 1. spelétajs no U klases (sakotn€jas) pozicijas.
Apskatisim 2. spélétaja stratégiju: izdarot gajienu no Z klases pozicijas (ta ka 1.
speletajs, izdarot 1. gajienu, noteikti nonak Z klases pozicija, tad savu pirmo gajienu
2. speletajs noteikti izdara no Z klases pozicijas) 2. spélétajs var nonak U klases
pozicija. Tad veidojas cikls — 1. spélétajs vienmér izdara gajienu no U klases pozicijas
un noteikti nonak Z klases pozicija, bet 2. spélétajs vienmeér var izdarit tadu gajienu,
lai no Z klases pozicijas nonaktu U klases pozicija. Apskatisim, kapéc 2. spéletajam
biitu izdevigi katra gajiena no Z klases pozicijas nonakt U klases pozicija. Ta ka
pamatojam, ka spéles beigas noteikti tiek iegtita U klases pozicija, tad spélétajs, kas
izdara péd€jo gajienu, nonak Saja uzvaroSaja U klases pozicija. Spélejot péc
aprakstitas strat€gijas, 2. spélétajs vienmer ir tas, kura izdarita gajiena rezultata
izveidojas U klases pozicija (1. spélétajs nekad nevar izdarit gajienu, kura rezultata
izveidotos U klases pozicija). Ta ka sp€le nevar biit bezgaliga un uzvar tas speletajs,
kura gajiena rezultata izveidojas U klases pozicija, tad skaidrs, ka agri vai vélu 2.

speletajs uzvares.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie sadaliti piecas grupas: skaitlu teorija,
algebra, geometrija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no §Tm grupam sadalita vél sikak apakSgrupas.

Dotais sadaltjums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém.
Ta ka gramata ietver 9. — 12. klaSu matematikas olimpiazu uzdevumus, tad metodes
izvele atkariga no skolénu zinasanam.

ALGEBRA

Funkecijas, virknes — 26.10.1., 28.11.1, 29.11.2., 30.11.1., 32.9.4.

Nevienadibas — 26.11.5.,28.11.4.,28.12.1.,29.10.1., 29.11.2., 29.12.1., 30.10.1.,
31.9.5,31.10.1,,31.11.4.,31.12.5.,32.10.1., 32.12.4.

Funkcionalvienadojumi — 26.12.2.,27.11.4., 31.12.3.

Vienadojumi, vienadojumu sistémas — 26.9.1., 26.10.2., 26.12.1., 27.12.1.,
29.9.1,,3009.1.,30.12.4., 31.9.1.

Polinomi — 32.11.1.

Parveidojumi — 28.12.3.,29.10.5.,29.11.1., 29.12.2., 31.12.1.

GEOMETRIJA

Ar rinka Iiniju saistiti lepki — 27.10.3.,27.11.2.,,29.10.4., 31.9.3., 31.10.2.

Geometriski parveidojumi —27.11.2., 28.9.2.

Vienadi trijstiri —26.9.3.,29.12.3.,30.9.4., 31.9.3.

Laukumi —29.11.4.

Metriskas sakaribas — 26.10.3.,27.9.3.,27.12.3., 28.10.2., 30.11.2., 30.12.1.,
31.10.2.,31.12.2.

Lidziba — 30.10.2.

Geometriskas nevienadibas — 27.12.4.

Figiiru sistemas — 26.12.3.,27.10.4., 27.10.5., 27.11.3., 27.12.4., 28.9.2., 28.9.3.,
28.12.4.,29.9.2.,32.12.2.

Dirihlé princips —32.12.2.

Vektori —26.11.4.,31.12.2.

Invarianti — 27.10.4., 27.12.3., 28.10.4.

SKAITIL.U TEORIJA

Dalitaji, dalamibas pazimes un Ipasibas — 28.9.4., 30.9.2., 30.11.3., 30.12.2.,
31.9.2,31.11.1.,32.11.4.

Skaitla pieraksts —27.10.2., 27.12.5., 31.10.3., 32.9.1.

Atlikumi un kongruences —26.11.3.,27.11.1., 28.10.3., 29.12.4., 31.9.5.,
31.10.5.,32.10.4.

Sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: 26.12.4., 28.11.3., 29.11.3., 30.9.3.,
31.12.4.,32.10.3.

Vienadojumi veselos skaitlos — 26.9.2.,27.9.2.,27.94.,27.12.2.,30.10.3.,
31.10.4.
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KOMBINATORIKA

Dirihlé princips —27.11.5.,27.12.5.,28.9.5.,29.11.5., 31.9.4.

Invariantu metode — 26.9.5.,29.9.4., 29.10.5.

Ekstremala elementa metode — 31.9.4.

SkaitiSana — 26.11.2., 30.10.4., 31.11.2.

Kombinatoriskas struktiaras —27.9.5.,27.11.5., 28.10.5., 29.10.2., 29.11.5.,
30.10.5.,30.11.4.,31.9.2.,31.11.5.,31.12.4., 32.10.5.

ALGORITMIKA
Algoritma izstrade — 26.9.5., 26.10.5., 26.11.1., 26.12.5., 27.12.5., 30.12.5.,

32.95.,32.10.5.,32.11.5.,32.12.5.
Algoritma analize — 26.9.4.,26.10.4., 28.11.5., 28.12.5.,29.9.5., 30.9.5.
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SERIJA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: L. Kalnina

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunoSanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dveselé lielo islandiesu tautu.

Kops ta laika misu tautu solidaritate izpaudusies daudzg€jada zina. Viena no
tas izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas
projekts), kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pilinus matematikas
olimpiazu un matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sé€riju par
svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovért€jams ir ari vina finansialais

ieguldijums.
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