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IEVADS

Matematikas sacensibas — olimpiades un konkursi — paplasSina skolénu redzesloku un rosina skolénus
domat par matematikas zinatnes témam. Tas dod iespéju satikties skoléniem ar lidzigdm interesém un
rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas sacensibu uzdevumi attista
abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu péc pieradijuma. Olimpiades sniedz
skoléniem ne tikai jaunas zinasanas, bet ar1 veido cilvéka personibu un darba kultlru, radinot skolénus
logiski sakartot savas domas un darboties secigi.

Lidzigi ka sportisti trenéjas, lai glitu panakumus sporta sacensibas, ta ari skoléniem (matematikiem) ir
jaiegulda ne mazak apjomigs darbs, lai sagatavotos un veiksmigi startétu matematikas sacensibas. Tam ir
nepiecieSams ne tikai sistematisks darbs matematikas stundas skola, apgistot pamata zinasanas un
izkopjot prasmes uzdevumu risinasana, bet ari darbs arpus matematikas stundam, pieméram,
matematikas pulcinos, nodarbibas, olimpiadés, konkursos, ka ari patstavigi trenéjoties matematikas
sacensibu uzdevumu risinasana.

Darisu visu, centisos, stradasu un cinisos.

Martins Dukurs, skeletonists [1]

Vai Tu, skolén, esi gatavs darit visu iespéjamo, censties un stradat, lai gitu panakumus matematikas
sacensibas? Turklat ievéro, ka gt panakumus ne obligati nozimé bt laureatam.

Panakumi ir dvéseles miers, kas ir tiess rezultats parliecibai,
ka tu zini, ka esi darijis visu, ko spéjis, lai klatu tik labs, cik labs esi spéjigs klit.

DZons Vudens, basketbola treneris [2]

Atkariba no klases, kura skoléns macas, var izvéléeties kadu no talak minétajam Latvijas Universitates
A. Liepas Neklatienes matematikas skolas (LU A. Liepas NMS; http://nms.lu.lv/) organizétajam
matematikas sacensibam, kuras piedalities (skat. tabula). Piekto klasu konkurencé minétajas sacensibas
drikst piedalities arT jaunaku klasu skoléni.

4. kl. 5. kl. 6. kl. 7. kl. 8. kl. 9. kl. 10. kl. 11. kl. 12. kl.

Sagatavosanas olimpiade

Novada olimpiade

Valsts olimpiade

Atklata matematikas olimpiade
TVC JMK NNV
PCK

O Sagatavosands olimpidade ir lielisks veids, ka iesakt jauno olimpiazu gadu. Katras skolas matematikas
skolotaji pasi var izlemt, vai vini sava skola organizé So olimpiadi. Parasti Sis olimpiades labakos
risinatajus katra skola izvirza daltbai Novada olimpiade.

o Novada olimpidde tiek rikota sadarbiba ar Latvijas Republikas Izglitibas un Zinatnes ministriju (LR 1ZM).
Novada olimpiadde notiek novada/ novadu apvienibas/ pilsétas méroga. Sis olimpiades 9.-12. klasu
laureati tiek izvirziti dalibai Valsts olimpiadé, ka to paredz Latvijas Valsts matematikas olimpiazu
nolikums.

o Valsts olimpiade ari tiek rikota sadarbibd ar LRIZM. Si olimpiade parasti notiek
Rigas Valsts 1. gimnazija marta, ceturtdiena un piektdiena tiesi pirms skolénu pavasara brivdienam. Uz
otras dienas sacensibam tiek aicinati tikai pirmas dienas labakie risinataji, lai sacenstos par iek|dsanu
Latvijas valsts komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiadé.
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o Atklatd matematikas olimpiddé drikst piedalities jebkur$ Latvijas skoléns, kas noteiktaja termina
piesaka savu dalibu. lk gadu $aja olimpiadé piedalas ap 3500 skolénu, kas ir lielakais Sada veida
pasakums Latvija.

o “Tik vai... Cik?” (TVC) ir matematikas konkurss-olimpiade, kas notiek Cetras kartas. Atskirtba no visiem
paréjiem LU A. Liepas NMS organizétajiem konkursiem un olimpiadém, Saja konkursa uzdevumi ir ari
testa veida.

o Jauno matematiku konkurss (JMK) ir neklatienes konkurss matematika piecas kartas. Katra karta ir pieci
uzdevumi, kurus skoléni var risinat aptuveni ménesi. Risinajumus var iesttit pa pastu vai elektroniski.
Skoléni drikst piedalities ari tikai atseviskas kartas. Salidzinot ar Profesora Ciparina klubu, JMK ir
paredzéts mazak pieredzéjusiem olimpiazu uzdevumu risinatajiem.

O Profesora Ciparina klubs (PCK) ir senakais un tradicijam bagatakais neklatienes matematikas konkurss
Latvija. Kops 2014./2015. macibu gada tas tiek organizéts piecas kartas. Skoléni drikst piedalities ari
tikai atseviskas kartas.

o Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem (NNV), kas senak tika organizétas ka neklatienes apmacibas,
kops$ 2015./2016. macibu gada ir matematikas konkurss 9.-12. klasu skoléniem. Macibu gada laika tiek
rikotas 4 kartas, katra karta tiek dots teorijas materials un 5 uzdevumi risinasanai. Risinajumus var
iesUtTt pa pastu vai elektroniski. Skoléni drikst piedaltties art tikai atseviskas kartas.

Konkursa “Tik vai... Cik?” uzdevumu komplektus 2015./2016. macibu gada veidoja Agnese Suste un
Maruta Avotina.

Jauno matematiku konkursa uzdevumu komplektus 2015./2016. macibu gada veidoja Agnese Suste,
Maruta Avotina, Simona KlodZa un Annija Varkale.

Par Profesora Ciparina kluba uzdevumu komplektu izveidi 2015./2016. macibu gada rapéjas Agnese
Kerubina un llze OSina. Agnese Kerubina ir ari 81 konkursa ilustraciju autore.

Par olimpiazu uzdevumu komplektiem rlpéjas ne tikai LU A. Liepas NMS kolektivs, bet ari vairaki NMS
draugi un paligi. lzsakam pateicibu 2015./2016. macibu gada Latvijas matematikas olimpiazu uzdevumu
autoriem un komplektu veidotajiem: Kalvim Apsitim, Andrejam Cibulim, Martinam Kokainim, Martinam
Opmanim, Rihardam Opmanim, Raitim Ozolam, Marim Valdatam un Jevgénijam Vihrovam.

St gramata, kura apkopoti Latvijas Universitites A.Liepas Neklatienes matematikas skolas
2015./2016. macibu gada organizéto matematikas sacensibu uzdevumi, paredzéta gan skoléniem
patstavigai uzdevumu risinasanai, gan skolotajiem arpusstundu darba ar spéjigakajiem skoléniem vai
matematikas stundas uzdevumu dazadibai.

Pirms uzdevumu risinasanas ieteicams izlasit nodalu Teorija, kas var but noderiga uzdevumu risinasana.
Skol€éni $o sadalu var izmantot gan meklgjot palidzibu uzdevumu risinasana, gan gatavojoties matematikas
olimpiadém, gan patstavigi apgistot jaunas zinasanas. Skolotdji So sadalu var izmantot darbam
matematikas pulcinos. Saja nodald ieklauti ari teorijas materiali, kas 2016. gada tika publicéti
LU A. Liepas NMS majas lapa pirms Novada olimpiades un Atklatas matematikas olimpiades.

Nodala leteikumi doti padomi, kas skolénam var palidzét atrisinat uzdevumu, ja to neizdodas atrisinat
patstavigi, tacu, lai sasniegtu labakus rezultatus, iesakam uzreiz neskatities ieteikumus vai atrisinajumus,
bet méginat tikt gala pasu spékiem. Skolotaji Sos ieteikumus var izmantot, lai virzitu skolénu risinajumu uz
gramata doto uzdevuma atrisinajumu.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinasanai bieZi nepiecieSami nevis sarezgiti matematiski parveidojumi,
bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu Tpatnibu, no kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem
spriedumiem var iegit pilnigu atrisindjumu. Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot
tikai visparigus sprieSanas panémienus, tacu uzdevumu atrisindjumiem ir jabGit pilnigiem un skaidri
pierakstitiem. Nodala Atrisinajumi doti izvérsti un pilnigi uzdevumu atrisinajumi, lai skoléniem butu
priekSstats par pareizu un pilnigu uzdevuma atrisinajuma pierakstu. Daudziem matematikas uzdevumiem
iriespéjami vairaki, batiski atskirigi atrisinajumi, tapéc Saja gramata piedavatos nevajag uztvert ka vienigos
iespéjamos, tiesi otradi — aicinam meklét risinajumus, kas batu labaki neka piedavatie! Veltiet laiku ne
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tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet ari atrisinajumu salidzinaSanai ar gramata
piedavatajiem! Tie var saturét jaunas, Jums agrak nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas
JUsu patstavigi veiktajos spriedumos. lesakam apgit vél nezinamos panémienus, lai varétu tos izmantot
turpmak!

Gramatas beigas dots uzdevumu sadalijums pa témdam, kas var but labs paligs skolotajiem, planojot
pulcinu nodarbibas vai mekléjot uzdevumus, ko iekJaut matematikas stundas.

leklauta arT nodala Pdrskats, kura, atkariba no attieciga konkursa vai olimpiades, dots skolénu rezultatu
apkopojums vai ieklauti komentari, ieteikumi, aprakstitas skolénu biezak pielautas k|tdas.

Lai 8T gramata ir labs paligs, darot visu iesp&jamo, lai glitu panakumus!

Agnese Suste, Maruta Avotina
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TEORLJA

ISA PAMACIBA UZDEVUMU RISINASANA

BieZi vien skoléni risinajuma uzraksta tikai uzdevuma atbildi, bet ar to nepietiek, lai labotajs spétu noteikt,
vai skoléns ir sapratis uzdevumu un atrisinajis to pareizi. Labakaja gadijuma tikai par atbildes uzrakstiSanu
skoléns sanem vienu vai paris punktus, pieméram, no 10 iesp&jamajiem.

legaumeé! Visiem uzdevumiem jaraksta ne tikai atbilde, bet ari risinajums — spriedumi,
ka nonakt Iidz atbildei.

UZDEVUMU VEIDI

Atkariba no uzdota jautajuma, uzdevumus var iedalit $adas grupas:

a) uzdevumi, kuros jaatrod visas iespéjamas vértibas;

b) uzdevumi, kuros jaatrod vai nu vislielaka, vai vismazaka iespéjama vértiba;

¢) uzdevumi, kuros uz jautajumu jaatbild ar ,,ja” vai ,,né” un japamato sava atbilde;

d) uzdevumi, kuros japarada algoritms (plans), ka nonakt pie vajadziga rezultata.
Talak aprakstiti batiskakie nosacijumi, kas janem véra katra no Siem uzdevumu veidiem, ka art doti
piemeéri.

a) Uzdevumi, kuros jaatrod visas iespéjamas vértibas
Sada veida uzdevumos jautajums parasti sakas, pieméram, ar vardiem

Kads var bat...? Cik...? Atrisini...!

Uzdevuma risinajumam jasastav no divam dalam:

a. jaapliko visi iespéjamie gadijumi un atbildé jauzrada visas atrastas daZadas
vértibas, kam uzdevuma prasibas izpildas;

b. japamato, ka citu vértibu nav.

Sajos uzdevumos nepietiek atrast vienu iespéjamo atbildi, kaut ari reizém ta tik tie$am ir viena pati un
biezi vien viegli uzminama.

P No papira bija izgriezts desmitstiris. Alise ar vienu taisnu griezienu sagrieza to tiesi divas da)as,
no kuram viena dala bija trijstaris. Cik malas var bQt otrai iegutajai dalai?

Atrisinajums. Otrai iegltajai dalai var blt 7, 8, 9, 10 vai 11 malas (skat. 1. att.).

1. att.
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Pamatosim, ka nevar ieglt vairak ka 11 malas. Trijstaris noteikti satur vismaz vienu desmitstira
virsotni, bet taisne, krustojot desmitstira malas, var radit ne vairak ka divas jaunas virsotnes, tapéc
otrai dalai nevar bat vairak ka 10 — 1 + 2 = 11 virsotnes un malas.

Pamatosim, ka nevar iegt mazak ka 7 malas. Katra desmitstdra virsotne ir virsotne vismaz vienai no
iegltajam dalam, tapécn + m = 10, kur n un m atbilstosi ir virsotnu skaits vienai un otrai iegttajai
dalai. Ta ka viena no iegltajam dalam ir trijstlris, tad 3+ m = 10 jebm = 7.

n

Ne vienmeér risinajuma ir japarada visi pieméri vai ar1 atseviski japierada, ka citu vértibu nav (skat. nakamo
pieméru.). Ir uzdevumi, kuros tas nav nepieciesams vai pat nemaz nav iespéjams, tacu tada gadijuma
uzdevuma risinajumam jabat tadam, lai ir neparprotami skaidrs, ka aprakstitaja veida tiek atrastas pilnigi
visas iespéjas.

P Cik dazadus karogus (skat. 2. att.) var iegit, ja katru no Cetriem trijstlriem janokraso viena no
¢etram krasam — balta, sarkana, zila vai zala — pie tam trijstari, kam ir kopiga mala, janokraso
dazadas krasas?

2.
4.

2. att.

Atrisinajums. Skaidrs, ka 1. trijstdri var nokrasot jebkura no 4 krasam. Kad 1. trijstiris nokrasots,
2. trijstri var krasot jebkura no atlikusajam tris krasam, tatad 1. un 2. trijstdri kopa var nokrasot
4 -3 = 12 dazados veidos. Krasojot 3. un 4. trijstiri, jaskiro divi gadijumi.

1) Ja 3. trijstaris ir tada pasa krasa ka 1. trijstdris, tad atlikuso 4. trijstdri var krasot jebkura no krasam,
kas atskiras no 1. trijstiira krasas, tatad ir 3 iespéjas. Lidz ar to var iegit 12 - 3 = 36 dazadus karogus,
kam 1. un 3. trijstlris ir viena krasa.

2) Ja 3. trijstaris ir cita krasa neka 1. Trijstlris, tad 3. trijstiri var nokrasot viena no divam krasam (kuras
vél nav izmantotas 1. un 2. trijstlra krasoSanai). PEc tam 4. trijstdri ari varés izkrasot viena no 2 krasam
(tada, kas vél nav izmantota 1. un 3. trijstlra krasosSanai). Lidz ar to var iegit 12 -2 - 2 = 48 tadus
karogus, kam 1. un 3. trijstaris ir dazadas krasas.

Tatad pavisam kopa, izmantojot dotas Cetras krasas, var iegit 36 + 48 = 84 daZadus karogus.
Piezime. So uzdevumu var risinat ari uzziméjot visus iespéjamos variantus un péc tam saskaitot, cik
tadu variantu ir, tomér tam japatéré daudz laika un Joti jauzmanas, lai kada no iespéjam nepaliktu

nepamanita, turklat vél bitu jaizdoma, ka pamatot, ka tieSam ir uzziméti visi varianti.
[

b) Uzdevumi, kuros jaatrod vai nu vislielaka, vai vismazaka iesp&jama vértiba

Uzdevuma dotais jautajums varétu saturét, pieméram, vardus

Kads lielakais (mazakais)...? Atrast vislielako (vismazako)...!

Uzdevuma risinajumam jasastav no divam dalam:

a. jaatrod vislielaka (vismazaka) vértiba un japarada piemérs, kura izpildas visas
prasibas;

b. japierada, ka vél lielaka (mazaka) vértiba nevar bit.
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jaiekraso, lai nevienu citu striti Saja kvadrata iekrasot nevarétu? (Starisus drikst pagriezt; ja kada
ratina ir iekrasota, tad ta ir nokrasota pilnib3, tas ir, stlriSu malas iet pa ratinu malam.)

P Dots kvadrats ar izmériem 6 X 6 rltinas. Kidu mazako daudzumu starisu (skat. 3. att.) taja

3. att.

Atrisinajums. Jaiekraso vismaz sesi stlrisi. Pieméru, ka to var izdarit, skat. 4. att.

4. att. 5. att.

- —v

Pieradisim, ka nav iespéjams iekrasot mazaku skaitu stiiriSu, lai izpildttos visas uzdevuma prasibas.
Sadalam doto kvadratu devinos kvadratinos ar izmériem 2 X 2 ridtinas (skat. 5. att.). Katra sada
kvadratina ir jabat iekrasotam vismaz divam ritinam, pretéja gadijuma taja varés ievietot vél vienu
startti. Tatad jaiekraso vismaz 9-2 = 18 ratinas. Ta ka katrs staritis sastav no 3 ratinam, tad
nepiecieSami vismaz 18 : 3 = 6 stlrisi.

[

¢) Uzdevumi, kuros uz jautajumu jaatbild ar ,,ja” vai ,,né” un japamato sava atbilde

Jautajums varéetu sakties, pieméram, ar vardiem ,Vai var...?”; ,Vai iespéjams...?”; ,Vai eksisté...?”; ,Vai
visiem... ir spéka... ?”; ,Vai vienmeér... ?”; ,Vai noteikti... ?".

Uz Sada veida jautajumiem iespéjamas tikai divas atbildes — vai nu ,ja”, vai ,,né”. Tacu var ievérot, ka
uzskaititie jautajumi ir divu tipu: ,katram” un ,eksisté”.

Atkariba no ta, kada ir atbilde uz jautajumu un kura tipa jautajums tas ir, uzdevuma risinajumam ir jasastav
no atskirigam dajam.

Vai eksisté...? Vai iespéjams...?

Ja atbilde ir

o ,ja”, tad pietiek paradit vienu pieméru, kura visas uzdevuma prasibas izpildas;

o ,né”, tad nepiecieSams pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem
(Ar daziem piemériem nepietiek!).

Vai katram...? Vai noteikti...? Vai vienmer...?

Ja atbilde ir

o ,ja”, tad nepiecieSams pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem
(Ar daziem piemériem nepietiek!);

o ,né”, tad pietiek paradit vienu pretpieméru.

»Eksisté” tipa jautajumos, ja atbilde ir ,né”, tad ar atsevisku pieméru apskatiSanu, kuros tiek paradits, ka
uzdevuma prasitais neizpildas, nepietiek, jo varbit risinatajam vienkarsi nav paveicies atrast uzdevuma
prasito pieméru, bet tads tomér pastav. Atsevisku pieméru apskatisana, ja atbilde uz jautajumu ir ,né”, ir
skolénu raksturigaka kltda.
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=

Savukart ,katram” tipa jautajumos, ja atbilde ir ,,ja”, tad nepietiek ar atsevisku pieméru apskatisanu, kuros
prasitais izpildas. Pieradijums javeido ta, lai tas aptvertu pilnigi visus iespéjamos gadijumus.

P Vai ir iespéjams uzzimét piecas taisnes, kuram ir tiesi a) 5 krustpunkti; b) 11 krustpunkti?

Atrisinajums. a) Ja, pieméram, skat. 6. att.

/

6. att.

b) N&, nav iespéjams. Katra no piecam taisném var krustoties augstakais ar ¢etram paréjam taisném,
. . o . 54 .o . .
tas ir, var veidoties augstakais -5 = 10 krustpunkti. Tatad kopéjais krustpunktu skaits nevar

parsniegt 10.
[

P Vai visiem veseliem skaitliem a un b reizindjums a - (3a + 5b) - 7b dalas ar 2?

Atrisinajums. Ja, pamatosim, ka reizindjums a - (3a + 5b) - 7b vienmér dalas ar 2 jeb ir para
skaitlis.

Ja kads no reizinatajiem a vai b ir para skaitlis, tad reizinajums ir para skaitlis.

Ja a un b abi ir nepara skaitli, tad summa (3a + 5b) ir para skaitlis (divu nepara skaitlu summa ir para

skaitlis), tatad viss reizinajums ir para skaitlis.
[

P Vai vienmer ir patiess apgalvojums, ka negativam skaitlim, pieskaitot ta kvadratu, ieglst pozitivu
skaitli?

Atrisinajums. N&, pieméram, —1 + (—1)? = 0, kas nav pozitivs skaitlis.
|

d) Uzdevumi, kuros japarada algoritms (plans), ka nonakt pie vajadziga rezultata
Jautajums varétu sakties ar vardu ,Ka...?”, ari, pieméram, ar vardiem ,Kur$ spélétajs noteikti var
uzvarét...?”.

Raksturigaka skolénu klGda Sados uzdevumos ir viena gadijuma apskatisana, proti, labvéligaka gadijuma
izvéléSanas, tacu korekta risinajuma ir jaapraksta, ka rikoties pilnigi visas iesp&jamajas situacijas.
Pieméram, uzdevumos, kuros jaapraksta kada spélétaja uzvarosa stratégija, skoléni k|ldaini raksta, ka nav
iespéjams noteikt, kurs$ spélétajs uzvareés, jo tas atkarigs no veiksmes.

P Dotas sesas péc aréja izskata vienadas monétas. Cetram no tam masas sava starpa vienadas un
paréjam divam — ari sava starpa vienadas, bet mazakas neka c¢etram pirmajam. Doti sviras svari
bez atsvariem. Ka ar tris svérSanam atrast abas vieglakas monétas?

Atrisinajums. Sadalam monétas 2 grupas pa 3 monétam katra. Pirmaja svérsana salidzinam abas $is
grupas. lespéjami divi gadijumi.

o Jasvariir lidzsvara, tad tas nozimé, ka katra grupa atrodas pa vienai vieglajai monétai. Otraja
svérsana salidzinam divas monétas no pirmas grupas. Ja svari ir lidzsvara, tad mekléta monéta
ir tresa Sis grupas monéta, ja né —tad ta, kura otraja svérSana ir vieglaka. TreSaja svérsana tiesi
tapat atrod vieglo monétu otraja grupa.
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o Jasvari nav lidzsvara, tad abas meklétas monétas ir viena — vieglakaja grupa. Otraja svérsana
katra svaru kausa novietojam pa vienai $Is grupas monétai. Ja svari ir lidzsvara, tad abas uz
svariem esosas monétas ir meklétas; ja svari nav lidzsvara, tad viegla monéta ir ta, kas otraja
svérsana palika mala, un t3, kura otraja svérsana izradijas vieglaka.

[ |
Piezime. Sviras svari tiek uzskattti par senakajiem svariem pasaulé. Svirai abos galos ir piestiprinati vienadi
svaru kausi (skat. 7. att.). Ja abos kausos ievieto priekSmetus ar vienadu masu, svaru kausi ir lidzsvara. Lai
noteiktu precizu priekSmetu masu, var izmantot atsvarus ar noteiktu masu.

Parasti olimpiazu un konkursu uzdevumos doti sviras svari bez atsvariem, turklat ar dotajiem svariem, ja
kausi nav lidzsvara, ir iespéjams tikai noteikt, kurs priekSmets ir smagaks, bet nav iespéjams noteikt, par
cik smagaks.

7. att.

SAIKLU NOZIME

4

Vél bez uzdevuma uzdota jautajuma svarigi ir pievérst uzmanibu teksta lietotajiem saikliem ,,un”, ,vai”,

”

»Vvainu..., vai”.

UN Jaizpildas abiem minétajiem nosacijumiem
VAI Jaizpildas vismaz vienam minétajam nosacijumam

VAI NU..., VAI Jaizpildas tiesSi vienam minétajam nosacijumam

vai 7?
Atrisinajums. Neaizmirsisim, ka tad, ja ir jautajums ,Kads ir lielakais... ?”, tad ir japierada, ka
atrastais skaitlis tieSam ir lielakais iespéjamais.

P Kurs ir lielakais divciparu skaitlis, kas dalas a) ar 2 un 7; b) ar 2 vai 7; c) ar 2 vai 3; d) vai nu ar 2,

a) Vislielakais divciparu skaitlis ir 99 = 3 -3 - 11, tacu tas nedalas ne ar 2, ne 7. Nakamais lielakais
skaitlisir98 = 2 - 7 - 7, kas dalas gan ar 2, gan ar 7, tatad der.

b) Meklétais skaitlis ir 98, jo izpildas vismaz viens no nosacijumiem, proti, 98 dalas ar vismaz vienu no
skaitliem 2 vai 7.

c) Saja gadijuma meklétais skaitlis ir 99, jo tas dalas ar vismaz vienu no skaitliem 2 vai 3.

d) Skaitlis 98 $aja gadijuma neder, jo tas dalas ar abiem dotajiem skaitliem, tacu drikst dalities tiesi ar

vienu no tiem. Ta ka 97 ir pirmskaitlis, tad ari tas nederés par atrisinajumu. Nakamais lielakais skaitlis

ir96 =2-2-2-2-2-3untasdalas ar 2, bet nedalas ar 7, tatad der.
]
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UZDEVUMU RISINASANAS METODES

Matematikas uzdevumu risinasanai ir izstradatas dazadas metodes. DaZzas no tam ir lietojamas tikai
atsevisku uzdevumu risinasana, citas — dazadas matematikas apakSnozarés un pat citas zinatnés.
Talak nosauktas dazZas biezak lietotas metodes.
o Dirihlé princips (skat. 12. Ipp.)
,Trusu” un ,baru” princips
o Invariantu metode (skat. 13. Ipp.)
Meklé nemainigo!
o Ekstremala elementa metode (skat. 13. Ipp.)
Meklé ipaso!
o Matematiskas indukcijas metode
,Domino” princips
o Interpretaciju metode (skat. 14. Ipp.)
, Tulko” cita valoda
o Kartosanas un meklésanas metodes

St uzdevumu risinaanas metode jeb domasanas panémiens tiek izmantots dazidas matematikas
apaksnozarés, pieméram, skaitlu teorija, geometrija un kombinatorika dazadu gratibas pakapju uzdevumu
atrisinasanai.

Talak doti vairaki Dirihlé principa varianti.

O Ja vairak neka n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bds tada grupa, kura
atradisies vismaz 2 objekti.

O Ja vairak neka m-n objekti jasadala n grupas, tad noteikti bls grupa, kura
atradisies vismaz m + 1 objekts.

O Jan objekti jasadala n grupas ta, ka neviena grupa nav vairak ka viens objekts, tad
katra grupa bis tiesi viens objekts.

Diezgan biezi Dirihlé principu formulé ta:

.....

trusis — tatad vismaz 2 trusi.

Lietojot Dirihlé principu uzdevumu risinasana, galvenais ir izdomat, kas katra uzdevuma bis bdri un kas —
trusi. Katra uzdevuma trusi un bdri var bt dazadi lielumi, pieméram, trusi var bat skaitli, cilveki utt.,
biri — Tpasibas, péc kuram trusi sadalas vairakas grupas; 1pasibam jabat tadam, ka katram trusim piemit
tiesi viena no tam (katrs trusis var nonakt tikai viena bdr7 un neviens trusis nedrikst palikt arpus bdra).

ar 13.
Atrisinajums. Naturals skaitlis, dalot ar 13, var dot 13 dazadus atlikumus: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8;
9; 10; 11 vai 12. Dotos 14 skaitlus uzskatisim par ,trusiem”, savukart viena ,bari” ievietosim tos

P Pieradit, ka no jebkuriem 14 naturaliem skaitliem var izvéléties divus tadus, kuru starpiba dalas
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skaitlus, kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 13, tatad ir 13 ,bari”. No Dirihlé principa izriet, ka, 14
»trusus” izvietojot pa 13 ,blriem”, vismaz viena , blr” nonaks vismaz divi ,trusi”; tas ir, vismaz divi
skait)i dod vienadus atlikumus, dalot ar 13. So divu skait|u starpiba dalas ar 13 (skat. Teorému par

starpibas dalisanos 18. Ipp.).
[

Par invariantiem lielumiem sauc tadus lielumus, kuri kada procesa ir nemainigi. Ar vardiem invarianta
ipasiba apzimé Tpasibu, kas kada procesa saglabajas, nemainas.

Invariantu metode bieZi ir lietojama tadu uzdevumu risina$ana, kuros tiek aplikots kads process —
noteiktu darbibu izpilde ar dotajiem lielumiem — un ir japierada, ka no sakotnéjiem datiem noradito
rezultatu nav iespéjams iegit. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties péc talak aprakstita plana.

Atrast piemérotu 1pasibu, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, tas ir, saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;

3) nepiemtt tam lielumam, kas btu jaiegist galarezultata.

Invariants atkariba no uzdevuma var bat, pieméram, elementu skaits, summa, starpiba, reizinajums,
paritate (b0t para vai nepara skaitlim), dalamiba ar 3, dalamiba ar 4, periodiskums.

P Sakuma bija 10 papira gabali. DaZus no tiem sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Visus iegltos gabalus
sajauca un dazus no tiem atkal sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Vai, tada veida turpinot, var iegit
tiesi 999 papira gabalus?

Atrisinajums. Aplikosim, ka izmainas kopéjais gabalu skaits, atkariba no ta, cik dalas tiek sagriezts
viens gabals.

Kopéjais gabalu skaits
palielinas par 4

Bija 1 gabals leguva 5 gabalus
Kopéjais gabalu skaits
Bija 1 gabals leguva 7 gabalus palielinas par 6

levérojam, ka sakuma bija doti 10 papira gabali — pdra skaitlis.
Ja papira gabalu sagriez
e 5 dalas, tad kopé€jais gabalu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli;
e 7 dalas, tad kopéjais gabalu skaits palielinas par 6 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skait|us, ieglst para skaitli.
Tatad kopéjais papira gabalu skaits vienmér bis para skaitlis. Ta ka 999 ir nepadra skaitlis, tad tiesi 999
papira gabalus iegit nevarés. Uzdevums atrisinats.

Invariants — kopéjais papira gabalu skaits vienmer ir para skaitlis.
[ |

Invariantu metodi var izmantot ari uzdevumos par figliru sagrie$anu vai salik$anu. Sados gadijumos bieZi
tiek izmantota iekrasoSana.

Pats galvenais $ada tipa uzdevumos ir atrast tadu iekrasosanas veidu, lai rastos pretruna —iekrasoto ratinu
skaits lielaja figura atSkirtos no kopéja iekrasoto ritinu skaita mazajas figlras.
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Ratinas var iekrasot dazadi. Visbiezak tiek lietota iekrasoSana ka Saha galdinam, tacu ritinas péc
nepiecieSamibas var iekrasot ari, pieméram, joslas, diagonalés vai vispar atrast kadu citu iekrasoSanas
veidu.

P Vai taisnstdri ar izmériem 4 X 11 ratinas var noklat ar 8. att. dotajam figliram? Taisnstdrim jabat
pilntba noklatam. Figiras nedrikst iziet arpus taisnstira, figliras nedrikst parklaties, figliras drikst
pagriezt.

8. att.

Atrisinajums. Né, nevar. Taisnsturt kopa ir 44 ratinas, bet viena figlra ir 4 rdtinas. Tatad, ja uzdevuma
prasibas varétu izpildit, taisnstdris bdtu noklats ar tiesi 11 figliram. Izkrasosim taisnstdri Saha galdina
veida (skat. 9. att.); pavisam melna krasa ir nokrasotas 22 (para skaits) ritinas. Lai ka ar1 Saja taisnstari
tiktu novietota dota figlira, ta noklas vai nu tiesi vienu melnu ritinu, vai tiesi 3 melnas ratinas (skat.
10. att.), tatad nepara skaita melnas ritinas. Tapéc ari 11 (nepara skaitlis) $adas figliras kopa var noklat
tikai nepara skaita melnas ratinas. Ta ka nepara skaitlis nevar bat vienads ar para skaitli— melno ratinu
skaitu visa taisnstdri, tad taisnstdri pilniba parklat nevar.

9. att. 10. att.

Sis metodes bitiba balstas uz atzinu, ka cilvéka patiesas Tpasibas un raksturs vislabak atklajas ekstremalos
apstaklos. Matematiski tas nozimé, ka, pétot Tpasibas kada kopa (skaitlu, figlru, cilveku u. tml.), tas
visspilgtak izpauzas robeZgadijumos, proti, tam elementam, kurs kaut kada veida ir Tpass starp citiem
pétamas kopas elementiem.

Ekstremala elementa metodi matematika visizdevigak ir lietot tad, kad japierada, vai dota Tpasiba ir vai
nav spéka visiem kopas elementiem.

Ekstremalais (,pasais”) elements atkariba no uzdevuma var bdt, pieméram, viens vai vairaki lielakie
skaitli, vismazakais attalums, garaka diagonale, cilvéks, kuram ir vislielakais pazinu skaits, maléja rutina
u. tml.

P Vai var gadities, ka 15 dazadi skaitli ir uzrakstiti pa apli ta, ka katrs skaitlis vienads ar savu kaiminu
vidéjo aritmétisko?
Atrisinajums. Ng, ta nevar gadities. Ar M apziméjam vismazako no uzrakstitajiem skaitliem. Ta ka visi

skaitli ir dazadi, tad abi M kaimini A un B ir lielaki neka M, tasir, A > M un B > M. Tatad ar1 skaitlu A

= T, - . A+B _ M+M
un B videjais aritmeétiskais ir lielaks neka M, proti, %> ;

uzrakstitajiem skaitliem nevar atrast kaiminus, tad nevar gadities, ka 15 skaitli uzrakstiti atbilstosi

uzdevuma prasibam.
[ |

=M. Ta ka vismazakajam no

Sis metodes bitiba slépjas $ada cilvéces dzives pieredzé giita secinajuma: ,Ja cela ir $kérslis, var méginat
apiet tam apkart nevis lauzties cauri”.
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Interpretaciju metodes butiba matematika — ja doto uzdevumu ir griti vai neiespéjami atrisinat viena
matematikas apaksnozare, tad to aizstaj ar atbilstoSu uzdevumu cita nozare, kur tas atrisinams vienkarsak,
un tad atrisinajumu parveido atpakal uz sakotnéji doto matematikas apakSnozari.

uzdevums - atrisinajums

Lpartulko” » Jtulko” atpakal

atrisinajums (1)

uzdevums (1)

Risinot uzdevumus ar interpretaciju metodes palidzibu, rikojas péc $ada plana:
1. izvélas atbilstosu interpretaciju;

,partulko” (interpreté) visus dotos lielumus un sakaribas;

parliecinas, ka interpretacija ir korekta (abos virzienos viennozimiga);

atrisina jauno uzdevumu;

rezultatu ,tulko” atpakal.

P Pieradit,kal+ 3+ 5+ -+ (2n —1) = n?.

Atrisinajums. Skaties zimé&jumul!

vk wNwN

2n-1

Par interpretacijas modeli ir svarigi izvéléties tadu, kas lauj uzdevumu atrisinat efektivak. Par sadiem
modeliem var kalpot, pieméram, grafi un geometrijas elementi. Pamatskolas skoléniem uztverami
interpretaciju metodes lietojumi ir teksta uzdevumu risinasana, izmantojot grafus (skat. 16. lpp.), jo biezi
vien, izmantojot uzskatamu ziméjumu, vieglak neka citos veidos var pamatot uzdevuma prasito
apgalvojumu patiesumu vai arT atbilstosa grafa neiespé&jamibu.

MAZLIET NO KOMBINATORIKAS

Kombinatorikas saskaitiSanas likums. Ja no vienas grupas kadu elementu var izvéléties k veidos, bet no
otras grupas kadu elementu var izvéléties n veidos, tad izvéléties vienu elementu no pirmas vai otras
grupas var k + n veidos.
Saskaitisanas likumu lieto ari tad, ja kads elements ir jaizvélas no vairak neka divam grupam.
Ja Kristaps drikst izvéléties tikai vienu no 11. att. redzamajam rotallietam, tad vins var izvéléties
vai nu kadu no divam masinam, vai kadu no 3 bumbam. Tatad Kristaps sev vienu rotallietu var
izvéléties 2 + 3 = 5 dazados veidos.

B @I%

11. att.
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Kombinatorikas reizinasanas likums. Ja no vienas grupas kadu elementu var izvéléties k veidos, bet no
otras grupas kadu elementu var izvéléties n veidos, tad vienu elementu no pirmas un vienu elementu no
otras grupas var izvéléties k - n veidos.

Reizinasanas likumu lieto ari tad un , ja kads elements ir jaizvélas no vairak neka divam grupam.

P Ja Kristine gribétu uzrakstit visas dazadas frazes, kuras pirmais vards ir kads no dotajiem Tpasibas
vardiem un otrais vards ir kads no 12. att. dotajiem lietvardiem, tad vinai bltu jauzraksta

32 = 6 dazadas frazes.
[}

ROZA PUKAINS NIKNS

EZELITIS ZILONIS

12. att.

levéro!

Jair vards ,vai” — parasti lieto saskaitiSanas likumu, vards ,,un” — reizinasanas likumu.

Ja ir dots noteikts skaits dazadu elementu, tad, izvéloties no tiem noteiktu skaitu elementu, varam izveidot
daZzadas So atskirigo elementu izlases.

P Ja nav svariga elementu seciba, tad no trim dazadiem simboliem ©, ©, ® divus var izvéléties tris

daZados veidos: ©6, ©®, O®.
]

Izlases, kuras nav svariga savstarpéja elementu seciba, sauc par nesakartotam.

P Jair svariga elementu seciba, tad no trim dazadiem simboliem ©, ©, ® divus var izvéléties se3os

daZados veidos: ©0, ©0, ©B, O, OB, BO.
m

Izlases, kuras ir svariga savstarpéja elementu seciba, sauc par sakdrtotam.

Lai apréekinatu sakartotu izlasu skaitu, janosaka, cik veidos var izvéléties pirmo elementu un otro
elementu, un treSo elementu utt., péc tam iegitie skaitli jasareizina (jalieto reizinasanas likums).

P Ja ir svariga elementu seciba, tad no trim dazadiem simboliem ©, ©®, ® divus var izvéléties
3:2 =6 dazados veidos (jo pirmo simbolu var izvéléties 3 dazados veidos, bet otro no

atlikusajiem diviem var izvéléties 2 dazados veidos).
|

Lai aprékinatu nesakartotu izlasu skaitu, jaaprékina, cik ir sakartotu izlasu, un iegitais skaitlis jadala ar to,
cik veidos var sakartot izlases elementus.

Ja nav svariga elementu seciba, tad no trim dazadiem simboliem ©, ©, ® divus var izvéléties

32 . . - L . . - . .
1= 3 dazados veidos (dalam ar 2, jo tik dazados veidos var sakartot izlases elementus, tas ir,
pirmo no tiem var izvéléties 2 dazados veidos, otro elementu no viena atlikusa var izvéléties

1 veida).
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Par grafu sauc ziméjumu, kas sastav no punktiem, no kuriem daZi pa pariem ir savienoti ar linijam (skat.,
pieméram, 13. att. un 14. att.).

Grafus ir érti izmantot, ja ir jaattélo attiecibas starp vairakiem objektiem, pieméram, cilvékiem, kas ir sava
starpa draudzéjas, ir pazistami, par celu vai avioreisu sistému starp vairakam pilsétam, tas ir, gadijumos,
kad var pastavet vai nepastavét sakaribas starp diviem objektiem. Ziméjot atbilstoSo grafu, parasti
objektus attélo ar punktiem —tos sauc par grafa virsotném, un ja starp diviem objektiem pastav uzdevuma
minétas attiecibas, tad atbilstosos punktus (virsotnes) savieno ar liniju — to sauc par grafa skautni. Biezi
vien, domajot par uzskatamo ziméjumu, vieglak neka citd veida var pamatot uzdevuma prasito
apgalvojumu patiesumu vai atbilstosa grafa neiespéjamibu. Grafa Skautnu krustpunkts nav grafa virsotne
(skat. 14. att., kur attélots grafs ar sesam virsotném).

13. att. 14. att.

MAZLIET NO SKAITLU TEORIJAS
Skaitlu iedalljums

N — naturalie skaitli: 1, 2, 3, 4, ...

Z — veselie skaitli: ...,—2,-1,0,1, 2, 3, ...

Q — racionalie skaitli: visi skaitli, kurus var uzrakstit forma %, kurm € Zunn € N,

R — realie skaitli: racionalie skaitli un iracionalie skait]i (bezgaligi neperiodiski decimaldalskaitli, pieméram,

V2, e, ).

Skait]a pieraksts

abc = 100a + 10b + ¢, kura,b un cir cipari;
2n — para skaitlis un 2n + 1 — nepara skaitlis;
3n — skaitlis, kas dalas ar 3, un 3n + 1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;

10n — skaitlis, kura pédgjais cipars ir 0.

Skat ari teorijas materialus, kas 2015./2016. macibu gada tika publicéti pirms Novada olimpiades un
Atklatas matematikas olimpiades (20. Ipp. un 27. Ipp.)

Jab#0una:b =k, kura,b, k —veseli skaitli, tad saka, ka a dalds ar b (apzZimé a : b). Pretéja gadijuma
saka, ka a nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaumé! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitjiem.
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Dalamibas pazimes

Skaitlis dalas ar 2, ja ta pédéjais cipars ir para, tas
ir, ta pedejais ciparsir 0, 2, 4, 6 vai 8.

Skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3.
Skaitlis dalas ar 4, ja ta pédéjo divu ciparu veidotais
skaitlis dalas ar 4.

Skaitlis dalas ar 5, ja ta pédéjais cipars ir 0 vai 5.
Skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3.
Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu veidotais
skaitlis dalas ar 8.

Skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9.
Skaitlis dalas ar 10, ja ta pedé€jais cipars ir O.
Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas
atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas
atrodas para pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Citas dalamibas pazimes

Piemeri

2016 dalas ar 2, jo ta pédéjais cipars ir para

2016 dalasar3,jo24+ 04+ 14+ 6 =9 dalasar3
2016 dalas ar 4, jo 16 dalas ar 4

2015 dalas ar 5, jo ta pédéjais ciparsir 5

2016 dalas ar 6, jo tas dalasar 2 un 3

12800 dalas ar 8, jo 800 dalas ar 8

2016 dalas ar 8, jo pédéjo tris ciparu veidotais
skaitlis ir 16, kas dalas ar 8

2016 dalasar9,jo24+ 04+ 14+ 6 =9dalasar9
150 dalas ar 10, jo ta pédéjais cipars ir 0
108647 dalas ar 11, jo
(1+8+4)—(0+6+7)=0,kasdalasar11
94831 dalas ar 11, jo
(9+8+1)—(4+3)=11,kasdalasar 11

o Skaitlis dalas ar 10™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 10™.

o Skaitlis dalas ar 2™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 2™.

o Skaitlis dalas ar 5™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 5.

Kombingjot ieprieks dotas pazimes, var ieglt ari pazimes dalamibai ar citiem skaitliem. Pieméram, skaitlis
dalas ar 12, ja tas dalas ar 3 un 4; skaitlis dalas ar 90, ja tas dalas ar 9 un 10 jeb skaitla ciparu summa dalas
ar 9 un ta pédéjais cipars ir nulle. Sadi pazimes veido, doto dalitaju sadalot reizinatajos, kas ir savstarpéji
pirmskaitli un parbaudot dalamibu ar katru no tiem.

lielakais

Par  savstarpéjiem kam

skaitlis 1.

pirmskaitliem  sauc  skaitlus, kopigais  dalitajs ir

Ja skaitlis dalas ar 2 un 6, kas nav savstarpéji pirmskaitli, més nevaram apgalvot, ka tas dalas art ar

26 =12, pieméram, 18 dalas gan ar 2, gan ar 6, bet 18 nedalas ar 12. Tapéc ir |oti svarigi, lai reizinataji

bitu savstarpéji pirmskait|i.

[ |
Visi talak minétie skaitli ir veseli.
o Jadiviskaitli a un b dalas ar c, tad arT to summa un starpiba dalas ar c.

aicunbic = (axb):c
o Jaadalasar b, tad ari skaitla a reizinajums ar jebkuru veselu skaitli k dalas ar b.
a:b = (a'k):b
o Jaadalasarbunbdalasarc, tad a dalas ar c.
a:bunbic = aic
o Jaadalasarcunbdalasard,tada-b dalasarc-d.
aicunbid = (a'b)i(c-d)

o Ja b un c ir savstarpéji pirmskaitli un a dalas ar b un a dalas ar c, tad a dalas ar bc.

o Teoréma par starpibas dalisanos. Ja divi skaitli a un b dod vienadus atlikumus, dalot ar c, tad So skait|u
starpiba (a — b) dalas ar c.

o Javienadibas laba puse dalas ar n, tad ari vienadibas kreisa puse dalas ar n (un otradi).
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Naturalo skaitlu Tpasibas

o No diviem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 2.
o No trijiem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 3.

o No k péec kartas nemtiem skaitliem viens noteikti dalas ar k.

Par pirmskaitli sauc naturalu skaitli, kuram ir tiesi divi dalitaji: 1 un pats skaitlis.

Ta ka skaitlis 1 dalas tikai ar 1 (tam ir tikai viens dalitajs), tad skaitlis 1 nav pirmskaitlis.

Aritmétikas pamatteoréma. Katru naturalu skaitli var viena vieniga veida izteikt ka pirmskaitju
reizinajumu (reizinataju secibu nenem veéra).

Pieméram, 504 =2-2-2-3-3-7=23-32-7 . legito pirmskaitlu reizinajumu sauc par skaitla
sadalijumu pirmreizinatajos.

Pirmskaitli Iidz 2000

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,
113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229,
233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353,
359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479,
487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617,
619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757,
761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907,
911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997

Par saliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vairak neka divi dalitaji.

Salikta skaitla n mazakais dalftajs neparsniedz vn.
Secindjums. Lai pieraditu, ka dotais skaitlis n ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis, japarbauda, vai tas dalas ar
skaitliem no 1 Iidz v/n ieskaitot.
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SKAITLU DALAMIBA UN KONGRUENCES

TEORIJA UN PIEMERI, GATAVOJOTIES NOVADA OLIMPIADEI 2015./2016. MACIBU GADA

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek ieklauts algebras, geometrijas, kombinatorikas
un skait|u teorijas uzdevums. Sogad Novada matematikas olimpiadé skait|u teorijas uzdevums 5.-8. klasei
bls par tému “Dalamibas pazimes”, bet 9.-12. klasei par tému “Kongruences” (vecako klasu skoléniem

ieteicams izskatit visu materialu).

Skaitlu teorija ir matematikas apaksnozare, kas péta veselo skaitlu dalamibu.

SKAITLU DALAMIBA

Ja a un b ir veseli skaitli, tad ne vienmeér, dalot a ar b, dalijuma iegist veselu skaitli. Ja dalijums ir vesels
skaitlis, tad saka, ka a dalas ar b, pretéja gadijuma saka, ka a nedalas ar b.

Definicija. Jab #0una : b =k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalas ar b. Pretéja gadijuma

saka, ka a nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaumeé! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Noskaidrot, vai viens vesels skaitlis dalas ar otru, tikai ar definicijas palidzibu, tas ir, izdalot skait|us, biezi
vien ir neparocigi un laikietilpigi. So uzdevumu atvieglo skaitlu dalamibas pazimes. Talak dotas biezak

lietotas dalamibas pazimes.
Dalamibas pazime
Skaitlis dalas ar 2, ja ta pédgjais cipars ir para, tas
ir, ta pédejais ciparsir0, 2, 4, 6 vai 8.
Skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3.
Skaitlis dalas ar 4, ja ta péedejo divu ciparu
veidotais skaitlis dalas ar 4.
Skaitlis dalas ar 5, ja ta pédéjais cipars ir 0 vai 5.
Skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3.
Skaitlis dalas ar 8, ja ta pédéjo tris ciparu
veidotais skaitlis dalas ar 8.

Skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9.
Skaitlis dalas ar 10, ja ta pedéjais cipars ir O.
Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas
atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas
atrodas para pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Citas dalamibas pazimes

Piemeéri

2016 dalas ar 2, jo ta péde€jais cipars ir para

2016 dalasar3,jo24+ 04+ 14+ 6 =9dalasar3
2016 dalas ar 4, jo 16 dalas ar 4

2015 dalas ar 5, jo ta pédéjais ciparsir 5

2016 dalas ar 6, jo tas dalasar 2 un 3

12800 dalas ar 8, jo 800 dalas ar 8

2016 dalas ar 8, jo pédéjo tris ciparu veidotais
skaitlis ir 16, kas dalas ar 8

2016 dalasar9,jo24+ 04+ 14+ 6 =9dalasar9
150 dalas ar 10, jo ta pedeéjais cipars ir 0

108647 dalas ar 11, jo
(1+84+4)—(0+6+7)=0,kasdalasar 11
94831 dalas ar 11, jo(9+8+1) — (4 + 3) = 11,
kas dalas ar 11

o Skaitlis dalas ar 10™, ja ta pédg&jo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 10™.

o Skaitlis dalas ar 2", ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 2™.

o Skaitlis dalas ar 5™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 5™.
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Kombingjot ieprieks dotas pazimes, var iegit art pazimes dalamibai ar citiem skaitliem. Pieméram, skaitlis
dalas ar 12, ja tas dalas ar 3 un 4; skaitlis dalas ar 90, ja tas dalas ar 9 un 10 jeb skaitla ciparu summa dalas
ar 9 un ta pédéjais cipars ir nulle. Sadi pazimes veido, doto dalitaju sadalot reizinatajos, kas ir savstarpéji
pirmskaitli un parbaudot dalamibu ar katru no tiem.

Definicija. Par savstarpéjiem pirmskaitliem sauc skaitlus, kam lielakais kopigais dalitajs ir skaitlis 1.

Piemérs. Ja skaitlis dalas ar 2 un 6, més nevaram apgalvot, ka tas dalas arrar 2 -6 = 12, pieméram, 18
dalas gan ar 2, gan ar 6, bet 18 nedalas ar 12. Tapéc ir |oti svarigi, lai reizinataji bltu savstarpéji pirmskaitli.

Teoréma. Ja b un c ir savstarpéji pirmskaitli un a dalas ar b un a dalas ar c, tad a dalas ar bc.

1. Vienadi burti apzimé vienadus ciparus, dazadi — dazadus. Zindms, ka trisciparu skaitlis ASS dalas ar 5,
bet nedalas ar 4. Vai skaitlis OLA var dalities ar 5?
Piezime. Ar abc apzimé trisciparu skaitli, kura pirmais cipars ir a, otrais — b, tresais — c.
Atrisinajums. T3 ka skaitlis ASS dalasar5,tad S = 0vai S = 5.
1. Ja S =0, tad ieglstam skaitli A00, kas dalas ar 4, bet ta ir pretruna ar doto, ka ASS nedalas
ar 4. Tatad S nevar but 0.
2. Apskatisim gadijumu, kad S = 5. Lai skaitlis OLA dalitos ar 5, tadvainuA = 0,vaiA = 5.Ta
ka dazadiem burtiem atbilst dazadi cipari, tad A nevar bit 5 un tapéc A = 0. Bet tad skaitlis
ASS nebutu trisciparu skaitlis, jo ta pirmais cipars bitu 0. Tatad S nevar bit ar1 5.
Esam ieguvusi, ka skaitlis OLA nevar dalities ar 5.

2. Naturala vienpadsmitciparu skaitli vienadus ciparus aizstaja ar vienadiem burtiem, bet dazadus — ar
dazadiem; ieguva pierakstu PARSTEIGUMS. Zinams, ka $is skaitlis dalas ar 18. Noteikt, kur$ cipars
aizstats ar burtu S.

Atrisindjums. Varda PARSTEIGUMS pavisam ir 11 burti, no tiem pirmie 10 dazadi, tatad pirmie 10
burti apzimé visus desmit ciparus. Tad
P+A+R+S+T+E+I+G+U+M+S5S=0+1+2+3+4+54+6+7+8+9+5=45+S
Ta ka dotais vienpadsmitciparu skaitlis dalas ar 18, tad tas dalas ar 2 un 9. Tas nozimg, ka tas ir para
skaitlis un ta ciparu summa dalas ar 9. Tatad S ir para cipars un 45 + S dalas ar 9. Ta ka 45 + S jadalas
ar 9 un skaitlis 45 dalas ar 9, tad ar1 S jadalas ar 9. Tatad ar burtu S ir aizstats cipars 0.
Piezime. Lai noteiktu, kurs cipars aizstats ar burtu S, izteiksmé 45 + S var arf ievietot visas iespéjamas
S vertibas -0, 2, 4, 6, 8 — un parbaudit katru no Siem gadijumiem.

3. Kadi cipari var bit burtu a un b vieta, lai piecciparu skaitlis a543b dalitos ar 36?

Atrisinajums. Lai skaitlis a543b dalitos ar 36, tam jadalas gan ar 9, gan ar 4. Lai skaitlis a543b dalitos
ar 4, ta pédéjo divu ciparu veidotajam skaitlim jadalas ar 4. Tatad pédéjo divu ciparu veidotajam
skaitlim jabdt vai nu 32, vai 36, lidz ar to b = 2 vai b = 6. Lai dotais skaitlis dalitos ar 9, ta ciparu
summai jadalas ar 9.
e Ja b=2, tad skaitla ciparu summa ir a+5+4+3+2=14+a. Der a=4, jo
14 4+ 4 = 18, kas dalas ar 9. Ta ka a ir cipars, tad citus skaitlus, kas dalas ar 9, iegut nevar.
e Jab = 6, tad skaitla ciparu summaira+5+4+ 3+ 6 =18+ a. Vértibaa = 0 neder, joa
ir skaitla pirmais cipars. Dera =9, jo 18 + 9 = 27, kas dalas ar 9. Ta ka a ir cipars, tad citus
skaitjus, kas dalas ar 9, ieglt nevar.

Tatad esam ieguvusi,kaa =4, b = 2vaia =9, b = 6 ir vienigas iespéjamas vértibas.
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4. Kada ir mazaka iespéjama ciparu summa desmitciparu skaitlim, kas dalas ar 33?

Atrisinajums. Mazaka iespéjama ciparu summa desmitciparu skaitlim, kas dalas ar 33, ir 6, pieméram,
skaitlim 3300000000.

Pieradisim, ka ciparu summa nevar bt mazaka ka 6. Lai naturals skaitlis dalttos ar 33, tam jadalas ar 3
un ar 11. Ta ka skaitlim jadalas ar 3, tad ari ta ciparu summai jadalas ar 3. Tas nozimé, ka ir japierada,
ka ciparu summa nevar bit 3. Apzimésim skaitla ciparu summu nepara pozicijas ar a un para
pozicijas —ar b, tad, lai skaitlis dalitos ar 11, (a — b) jadalas ar 11. Pienemsim, ka a = b, otru gadijumu
apliko analogi. lesp&jami 2 gadijumi:

e a—b=0,tad a = b un skaitla ciparu summa ir a + b, kas ir para skaitlis, tatad ta nevar bt 3;

e a—b>=11,tada = 11 un skaitla ciparu summa ir lielaka ka 11, tatad ta nevar bt 3.

Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari, parbaudot visus iespéjamos gadijumus, kadus ciparus var saturét
desmitciparu skaitlis, kura ciparu summa ir 3: skaitli ir viens (pirmais) cipars 3 un devinas nulles; skaitli
ir viens cipars 1, viens cipars 2 un astonas nulles; skaitli ir tris cipari 1 un septinas nulles.

KONGRUENCES JEDZIENS

Talak dotais materials paredzéts 9.-12. klasu skoléniem.

Lai pilnvértigak apgltu tematu par kongruencém, |loti ieteicams patstavigi risinat, pieméram, gramata A. Bérzina,

=n

A. Bérzins “Diferencéti uzdevumi skaitlu teorija” dotos vingrinajumus un uzdevumus. Gramata pieejama arl

elektroniski: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/06/BerzinsBerzina DiferencetiUzdSkT.pdf

Viens no pazistamakajiem veselo skait|u iedalljumiem ir to dalijjums para un nepara skaitlos. Katrs vesels
skaitlis ir vai nu para, vai nepara, tacu neviens nav vienlaikus gan para, gan nepara skaitlis. Ta visi veselie
skaitli tiek sadaltti divas klasés: skaitli, kas dalas ar 2 (para skaitli), un skaitli, kas nedalas ar 2 (nepara
skait]i).

Ja dalitaju 2 aizvieto ar 3, tad lidzigi var runat par skaitliem, kas dalas vai nedalas ar 3. Tomeér izradas, ka
lietderigak ir veselos skaitlus sadalit klasés atkariba no ta, kadu atlikumu tie dod, dalot ar 3. Ari para un
nepara skaitlus var uztvert ka skaitlus, kas, dalot ar 2, dod attiecigi atlikumu 0 vai 1. Ja nomainam 2 ar 3,
tad veselos skaitJus més sadalam tris klasés — Skirojot gadijumus, vai skaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 0, 1
vai 2.

Teoréma par dalisanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast
tadus veselus skaitjusqunr,kaa=b-q+r, turklat0 <r < b.

legaumé! Atlikums nekad nav mazaks ka 0 un vienmér ir mazaks neka skaitlis, ar kuru dala, tas ir, dalot ar
b, atlikumam var bat vértibas 0,1, 2, ...,b — 1.

Skaitlu sadalisanu klasés var salidzinat ar "'skaitlu krasosanu'. Pienemsim, ka visi veselie skaiti sarakstiti
uz bezgaligas ritinu lentes. Ja vélamies veselos skait|us saskirot klasés atkariba no ta, pieméram, kadus
atlikumus tie dod, dalot ar 3, tad grafiski var iztéloties, ka katram skaitlim atbilstosa ratina tiek nokrasota
viena no trim krasam: tie skaitli, kas dalas ar tris, tiek krasoti viena krasa, tie skaitli, kas, dalot ar 3, dod
atlikumu 1 — cita krasa, un skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2 — vél cita krasa. Tadéjadi visi skaitli tiek
nokrasoti kada no trim krasam, turklat katrs skaitlis tiek nokrasots tiesi viena krasa:

'BE B B Bo

15. att.

Lai Sos spriedumus visparinatu un lietotu uzdevumu risinasana, definé kongruences jédzienu.

Definicija. Doti veseli skaitli @ un b un naturals skaitlis m > 2. Skaitli a un b ir kongruenti péc modula m
un pieraksta a = b (mod m) vaia =,,, b, ja a un b, dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.


http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/06/BerzinsBerzina_DiferencetiUzdSkT.pdf
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Piemeéri

e 7 =3 (mod 2),jogan7,gan 3, dalotar 2, dod atlikumu 1

e 17 =73 (mod 14), jo gan 17, gan 73, dalot ar 14, dod atlikumu 3

e 71 =8 (mod9),jogan71,gan8, dalotar9, dod atlikumu 8

e —2 =4 (mod 3), jogan —2, gan 4, dalot ar 3, dod atlikumu 1

e —6=85(mod?7),jogan—6, gan 85, dalot ar 7, dod atlikumu 1
BiezZi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot talak doto teorému.
Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba a — b dalas ar m.
Pieméri

e 7 =3 (mod?2),jostarpiba7 — 3 = 4 dalas ar 2

e 17 =73 (mod 14), jo starpiba 17 — 73 = —56 dalas ar 14

e 71 =8 (mod9),jostarpiba71 —8 = 63 dalasar9

e —2 =4 (mod 3), jostarpiba —2 —4 = —6dalasar3

e —6 =85 (mod7),jostarpiba —6 — 85 = —91 dalasar7

Lai kongruences jédzienu varétu lietot dazadu uzdevumu risinasana, var izmantot kongruencu ipasibas,
kas lauj daudzus aprékinus veikt ievérojami vienkarsak.
1. Jaa, dalotarm, dod atlikumu r, tad a = r (mod m).
2. Jaa = b (mod m), tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
3. Jaa = b (modm),tada™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
4. Jaa =b (mod m)unc =d (modm),tad
e a+c=b+d(modm),
e a—c=b—d(modm),
e ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa = b (mod m), tad b = a (mod m) (simetrija).
7. Jaa = b (mod m) un b = c (mod m), tad a = ¢ (mod m) (transitivitate).
Uzdevumos par veselu skait|u pakapém ar mainigu vai lielu kapinataju var noderét nakama teoréma.
Teoréma. Virkne x,, = a™ péc modula m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstosos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a™ péc modula m. Tiklidz
virkné a™ (mod m) paradas kads jau bijis skaitlis, ir atrasts periods. Perioda garums neparsniedz m.

Ta ka kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas
dod vienadus atlikumus péc modula m (skat., pieméram, 15. att., kur m = 3 un viena krasa ir nokrasoti
skaitli, kas ir viena klasé), tad 1pasibu, kas japierada visiem veseliem skaitliem, pietiek pieradit katras klases
skaitliem atseviski.

1. Kadu atlikumu var ieglt, vesela skait|la kvadratu dalot ar 3?
Atrisinajums. levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var ieglt atlikumu 0, 1 vai 2:
e jan =0 (mod 3),tad n? = 0% = 0 (mod 3);
e jan =1 (mod3),tadn? =12 = 1 (mod 3);
e jan =2 (mod?3),tadn? =22=4=1(mod3).

Tatad vesela skait]a kvadratu, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0 vai 1.
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Piezimes
1. Uzdevumu vargja atrisinat art aplikojot gadijumus n =3k, n=3k+1 unn=3k+2, kur
k — vesels skaitlis.
2. Aplikotaja risinajuma pédgejos divus gadijumus var&ja apvienot, ievérojot, ka 2 = —1 (mod 3),
tasir, jan = 1 (mod 3), tad n? = (£1)? = 1 (mod 3).
2. Kadu atlikumu dod skaitlis 359, dalot to ar 7?
Atrisinajums. Virkne 3™, n = 0,1, 2, ..., ir periodiska péc modula 7, apskatisim 3is virknes pirmos
loceklus:
e jan=0,tad3° =1 (mod 7);
e jan=1,tad 3! = 3 (mod 7);
e jan=2,tad32 =9 = 2 (mod 7);
e jan=3,tad33=32-3=2-3=6(mod7);
e jan=4,tad3*=3%.3=6-3=18=4 (mod 7);
e jan=5,tad3°=3%-3=4-3=12=5 (mod 7);
e jan=26,tad3°=3%-3=5-3=15=1 (mod 7);
e jan=7,tad3”=3%-3=1-3 =3 (mod 7);
[ ]

So informaciju érti apkopot tabula:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

3"(mod7) |1 |3 |2 |6 4 |5 |1 |3

Redzam, ka virkne 3" (mod 7) ir periodiska ar perioda garumu 6.
Ta ka 3% = 1 (mod 7), tad secinam, ka

350 = 36842 = 32 = 2 (/mod 7).
Tatad skaitlis 3°° dod atlikumu 2, dalot ar 7.

3. Tris veselu skaitlu kvadratu summa dalas ar 9. Pieradiet, ka var izvéléties divus no Siem kvadratiem t3,
ka to starpiba dalas ar 9.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kvadrati péc modula 9:
e jan =0 (mod9),tadn? = 0% = 0 (mod 9);
e jan=1(mod9),tadn? =12 =1 (mod 9);
e jan =2 (mod9),tadn? = 2% = 4 (mod 9);
e jan =3 (mod9),tadn? =32 =9 =0 (mod9);
e jan =4 (mod9),tadn? =42 =16 =7 (mod 9);
e jan=5=—4(mod9),tadn?® = (—4)? = 4% = 7 (mod 9);
e jan=6=-3(mod9),tadn?® = (-3)? = 32 = 0(mod 9);
e jan=7=-2(mod9),tadn? = (—2)? = 22 = 4 (mod 9);
e jan=8=-1(mod9),tadn? =(—1)? =12 =1 (mod 9).

So informaciju érti apkopot tabula:

n(mod9) |0 |1 2 3 4 5 6 7 8

n®(mod9 |0 |1 4 |0 |7 |7 0 |4 |1

Tatad veselu skaitJu kvadrati péc modula 9 var bit kongruenti ar 0, 1, 4 vai 7. Parbaudam, ka tris dazadi
atlikumi nevar dot summa skaitli, kas dalas ar 9:

e 04+1+4=5 #0(mod9);
e 04+1+7=8 #0(nod9);
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e 04+4+7=2 #0(mod9);
e 1+4+7=3 #0(mod?9).
Tatad vismaz divi no atlikumiem ir vienadi, bet tas nozimé, ka So kvadratu starpiba dalas ar 9.
4. Vai var atrast tadus divus veselus skaitlus, kuru kubu summa, dalot ar 7, dod atlikumu 3?
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruenti veselu skait/u kubi péc modula 7:
e jan =0 (mod7),tadn®= 03 =0 (mod7);
e jan=1(mod7),tadn®= 13 =1 (mod7);
e jan=2(mod7),tadn3=23=8=1(mod?7);
e jan=3(mod7),tadn®=33=27=6=—1 (mod 7);
e jan=4=-3(mod7),tadn®=(-3)>=-33=—(-1) =1 (mod 7);
e jan=5=-2(mod7),tadn3=(-2)3=-23= -1 (mod 7);
e jan=6=-1(mod7),tadn®=(-1)3 = —1 (mod 7).
Tatad veselu skaitlu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 7. Apltkosim, ar ko var bt kongruenta
divu veselu skaitlu kubu summa péc modula 7.

a3 (mod 7)
-1 0 1
b3 (mod 7)
-1 -2 | -1 0
0 -1 0 1
1 0 1 2

Esam ieguvusi, ka divu $adu skaitlu summa péc modula 7 var pienemt jebkuru no vértibam
—2,—1,0,1, 2, tacu nekadas citas. Ta ka 3 = —4 (mod 7) neparadas starp Sim vértibam, tad divu
veselu skait|u kubu summa nevar dot atlikumu 3, dalot ar 7.
Piezime. Tabula —1 vieta varéja aplikot tam péc modula 7 kongruentu skaitli 6.

5. Pieradtt: ja tris veselu skaitlu kubu summa dalas ar 9, tad $o skait|u reizinajums dalas ar 3.

Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bat kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 9:
n (mod 9) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n3(mod9) | 0 0 1 -1/ 0 1 | —-1,0 | 1 -1

Pienemsim pretéjo, ka doto tris skaitlu reizindjums nedalas ar 3; tad ari neviens no Siem skaitliem
nedalas ar 3, lidz ar to katra skaitla kubs ir kongruents ar 1 vai —1 péc modula 9. Secinam, ka visu doto
skaitJu kubu summa péc modula 9 ir pierakstama forma +1 +1 + 1.
leveérosim, ka tas ir nepara skaitlis, kas péc absolltas vértibas neparsniedz 3, tatad nevar bat
kongruents ar 0 péc modula 9. Tacu ta ir pretruna ar to, ka doto skaitlu kubu summa dalas ar 9. Lidz ar
to pienémums bijis aplams un doto skait|u reizinajums dalas ar 3.
6. Pieradit apgalvojumu: ja p > 3 ir pirmskaitlis, tad skaitlis p?, dalot 24, dod atlikumu 1.
Atrisinajums. levérosim, ka 24 = 8 - 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit,
ka visiem pirmskaitliem p > 5 izpildas kongruences
p? =1 (mod 8) un p? =1 (mod 3),
jo tas nozimés, ka p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 —1dalasar8:3 = 24.
1) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 8). Ta ka visi pirmskaitlip > 5 ir nepara skaitli, tad péc modula 8
$ads skaitlis p var pienemt tikai vértibas 1, 3, 5 vai 7 (var ari teikt, ka p péc modula 8 var pienemt
tikai vértibas +1 vai +3). Parbaudam, ka visu So vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 8:
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p (mod 8) 1 3 5 7

p%(mod 8) 1 9=1 25=1 49 =1

Redzam, ka $adiem pirmskaitliem p izpildas p? = 1 (mod 8), t.i., p? — 1 dalas ar 8.

2) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 3). Neviens pirmskaitlis p > 5 nedalas ar 3. Tatad péc modula 3 $ads
pirmskaitlis p var pienemt tikai vértibas 1, 2 (jeb tikai vértibas £1). Parbaudam, ka So vértibu
kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 3:

p (mod 3) 1 2

p?(mod 3) 1 4=1

Secinam, ka visiem pirmskaitliem p > 3 skaitlis p?> — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p? — 1 dalas ar
24, kas nozimé, ka pz, dalot ar 24, dod atlikumu 1.

Piezimes

1. Pécmodula 8 varéja aplikot arivertibas +1 un +3, bet péc modula 3 —vértibas +1 un nemt vér3,
ka (+a?) = a? (mod n).

2. levérojot, ka p ir nepara skaitlis un p? — 1 = (p — 1)(p + 1) ir divu viens otram sekojo$u para
skait|u reizinajums (no kuriem viens noteikti dalas ar 2, bet otrs — ar 4), var secinat, kap? — 1
dalas ar 8.

7. Atrast skaitlu3® —3,5%> — 5,77 — 7, ..., 2015%°1> — 2015 lielako kopigo dalitaju!
Atrisinajums. levérosim, ka 33 — 3 = 24, tatad meklé&tais lielakais kopigais dalitajs d nevar bt lielaks
ka 24. Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 24, Iidz ar to bis pieradits, ka d = 24. levérosim, ka
24 = 8- 3. Taka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem
dalas gan ar 3, gan ar 8.
levérosim, ka visi apskatamie skaitliir forman™ — n = n (n™"! — 1), turklat n ir nepara skaitlis, tas
irrm=2k+1.

1) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 3.

e Jandalasar 3, tad ari reizinajums n (n™"~1 — 1) dalas ar 3.
e Jannedalds ar 3, tadn = +1 (mod 3), lidz ar ton™ ' -1 = (+1)?* =1 =0 (mod 3);
tacu tad reizinajums n (n*~! — 1) dalas ar 3.

2) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 8. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad n péc modula 8 pienem vértibas
1, 3, 5, 7. Erti ir izmantot faktu 5= —3 (mod 8) un 7 = —1 (mod 8), kas nozimg, ka
n = 1 (mod 8) vaiarin = 3 (mod 8).
levérosim, ka (£1)2 = 1 (mod 8) un (£3)? =9 =1 (mod 8). Tatad n? = 1 (mod 8) un

n 1l —1=m»)k-1=1%¥-1=0 (mod8).

=1 — 1 unarireizindjumsn (n®1 — 1) dalas ar 8.

Tacu tas nozimé, ka skaitlis n
Esam pieradijusi, ka nepara skaitliem n skaitlisn™ — n = n (n™ ! — 1) dalasganar 3, ganars8,

tatad doto skaitu lielakais kopigais dalitajs ir 24.
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VIENADOJUMI VESELOS SKAITLOS

TEORIJA UN PIEMERI, GATAVOJOTIES ATKLATAJAI MATEMATIKAS OLIMPIADEI
2016. GADA

leteicams arT izskatit teorijas materialu, kas tika publicéts, gatavojoties Novada olimpiadei (skat. 20. Ipp.).

Dazreiz, lai pamatotu, ka nav iespéjams atrast tadus skait|us, kam izpildas uzdevuma prasitas ipasibas, ir
izdevigi izmantot dalamibas 1pasibas.

Atceries!Jab #= 0Quna : b = k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalds ar b (apzZimé a : b). Pretéja
gadijuma saka, ka a nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaumé! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Dalamibas 1pasibas (Visi talak minétie skaitli ir veseli.)

o Jakatrs no vairakiem saskaitamajiem dalas ar n, tad to visu summa dalas ar n.
Pieméram, 123456 + 7890 + 20152016 dalas ar 2, jo katrs saskaitamais dalas ar 2.

o Jadivi skaitli dalas ar n, tad ari to starpiba dalas ar n.

Pieméram, ta ka 201420152016 wun 2142020 dalas ar 4, tad ar 4 dalas ar
201420152016 — 2142020.

o Jakaut viens no vairakiem naturaliem skaitliem dalas ar n, tad to visu reizinajums dalas ar n.
Pieméram, 2014 - 2015 - 2016 dalas ar 5, jo 2015 dalas ar 5.

o Ja vairaku skaitlu summa un visi skaitli, iznemot vienu, dalas ar n, tad ar1 Sis pédéjais skaitlis dalas
arn.

Pieméram, ja x + 40 + 50 = 120, tad, ta ka 40, 50 un 120 dalas ar 10, ari x dalas ar 10.
Uzdevumos izmantosim ideju:

ja vienadibas laba puse dalas ar n, tad ari vienadibas kreisajai pusei jadalas ar n (un otradi).
Atceries! Naturalie skaitli: 1, 2, 3, 4, ...; veselie skaitli: ..., —2,-1,0, 1, 2, 3, ...

1. piemérs. Vai var atrast tadus naturalus skaitlus x uny, ka6 -x + 16 -y = 2015?

Atrisinajums. levérojam, ka dota vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis (dalas ar 2),
bet labaja pusé ir nepara skaitlis (nedalas ar 2). Ta ka para skaitlis nevar bit vienads ar nepara skaitli, tad
nevar atrast tadus naturalus skaitJus x un y , lai dota vienadiba bitu patiesa.

2. piemérs. Vai var atrast tadus veselus skaitlus x uny, kaa)12-x —8-y=2;b)11-x -7 -y = 2?

Atrisinajums. a) N, nevar atrast. Gan 12, gan 8 dalas ar 4, tatad ari 12 - x un 8 - y dalas ar 4, ka ari to
starpiba dalas ar 4. Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar 4, tad ar 4 ir jadalas ar vienadibas labajai pusei,
tacu skaitlis 2 ar 4 nedalas.

b) J3, pieméram,derx =4uny =6,jo11-4—-7-6 =44 — 42 = 2.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Vaivar...?”, ,Vai iespéjams...?” un atbilde ir
e ,JA”, tad risinajuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e ,NE”, tad ar daZu atsevisku pieméru apskatisanu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek,
bet ir vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tiesam nekada
gadijuma prasito nebus iespéjams iegut.
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3. piemérs. Pa sienu rapo musas un zirnek|i. Cik musas un cik zirnekli rapo pa 3o sienu, ja pavisam kopa ir
80 kajas?

Atrisinajums. Musai ir sesas kajas, bet zirneklim ir astonas kajas. Musu skaitu uz sienas apzimésim ar m,
bet zirnekJu skaitu — ar z. Tad no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka 6 -m+ 8-z =80 jeb
3-m+ 4z =40.Takavienadojuma laba puse dalas ar 4, tad ari vienadojuma kreisai pusei jadalas ar 4,
bet tas nozimé, ka m dalas ar 4. Ta ka uzdevuma teikts, ka pa sienu rapo gan musas, gan zirnek|i, tad
m > 0, un ta ka kopa ir ne vairak ka 80 kajas, tad m < 14. Tatad m var pienemt tris dazadas vértibas:

o jam=4,tad6-4 4 8-z = 80, no kurienes ieglist, ka z = 7,
o jam=8,tad 684 8-z = 80, no kurienes ieglist, ka z = 4;
o jam=12,tad 612 + 8-z = 80, no kurienes ieglst, ka z = 1.
Lidz ar to pa sienu rapo vai nu 7 zirnek|i un 4 musas, vai 4 zirnek|i un 8 musas, vai 1 zirneklis un 12 musas.

Piezime. Uzdevumu var atrisinat art izteiksmé 6 - m + 8 - z = 80 ievietojot visas z vértibas no 1 idz 10 (ja
z ir lielaks neka 10, tad sanaktu, ka kopa ir vairak neka 80 kajas) un parbaudot, kuros gadijumos m ir vesels
skaitlis.

legaumeé!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Kads var bat...? ”; ,Cik...? ”, tad uzdevuma risinajumam jasastav no divam
dalam:
1. jaapliko visi iespéjamie gadijumi un atbildé jauzrada visas atrastas dazadas vértibas, kam
uzdevuma prasibas izpildas;
2. japamato, ka citu vértibu nav.

4. piemérs. Kadus naturalus skaitlus var ievietot x un y vietd, lai iegltu patiesu vienadibu
5:-x4+2-y=30?

Atrisinajums. Doto vienadojumu parveidojam par 2 -y = 30 — 5 - x. Ta ka vienadojuma laba puse dalas
ar 5, tad ar1 vienadojuma kreisajai pusei jadalas ar 5, tas ir, 2 - y jadalas ar 5. Skaitlis 2 ar 5 nedalas, tatad
y jadalas ar 5.

o Jay=5,tad2-5=30—-5-xjebx = 4;
o jay=10,tad2-10=30—-5-xjebx = 2;
o jay =15, tad x < 0 un tas vairs nav naturals skaitlis.
Lidzartovainux =4uny =5,vaix =2uny = 10.
5. piemérs. Tabula, kuras izméri ir 3 X 3 ratinas, katra ratina ierakstits naturals skaitlis. Vai var bat, ka

viena rinda ierakstito skaitlu summa ir 2015, viena kolonna ierakstito skaitlu summa ir 2016, bet paréjas
rindas un kolonnas visas ierakstito skaitlu summas dalas ar 3?

Atrisinajums. Ng, ta nevar bit. Apzimésim paréjas rindas un kolonnas ierakstito skaitlu summas attiecigi
arr, R, k,K, bet visu tabula ierakstito skaitjlu summu ar S. Tad visu tabula ierakstito skaitjlu summa,
skaitot pa rindam, irS = 2015+ r + R, bet, skaitot pa kolonnam, ta ir S = 2016 + k + K. Tatad
2015+ r+ R = 2016 + k + K. Ta ka vienadibas laba puse dalas ar 3 (jo katrs saskaitamais dalas ar 3),
tad ar 3 ir jadalas ar kreisajai pusei, bet ta nav, jo r un R dalas ar 3, bet 2015 — nedalas.



Teorija | 29

Talak dotie pieméri vairak paredzeti 9.-12. klases skoléniem. Skat ari A. AndZans “Algebra 10.-12. klasei
Profilkursam”, Il dala — Riga, 1998.
Ja vienadojums satur mainigos xq,x5,...,Xx, , tad par ta atrisinagjumu sauc skaitlu komplektu
(aq,ay, ..., a,) ar $adu 1pasibu: ievietojot vienadojuma x; vieta a,, x, vieta a, , ..., x, vieta a,, iegist
patiesu skaitlisku vienadibu.
Atrisinat vienadojumu nozimeé atrast visus vienadojuma atrisinajumus un pieradtt, ka citu atrisinajumu bez
atrastajiem nav.
Apskatisim algebriskus vienadojumus ar veseliem koeficientiem, kuriem atrisinajums jameklé veselo vai
naturalo skaitlu kopa. Uzdevumos izmantosim ideju:
ja var pieradit, ka vienadojuma abas puses, dalot ar kadu $im vienadojumam ipasi izvélétu skaitli,
noteikti dod dazadus atlikumus, tad vienadojumam nav atrisinajuma.
levéro! Ja vienadojuma abas puses dalas ar kadu skaitli, tad no ta nevar secinat, ka vienadojumam ir
atrisinajums veselos skait]os.
Dazi ipasa skaitla izvéles principi
Izvélamies tikai pirmskaitlus vai to pakapes.
Sakam ar maziem skaitliem 2; 3; 4; 5;7; 8; 9; 11; ....
Izvélamies skaitlus, kas ir vienadojuma koeficientu dalitaji.
Vienadojumos, kuros paradas skait|u k-tas pakapes, izvélamies skaitlus k2 un visus pirmskaitjus,
kas izsakami forma mk + 1. Pieméram, vienadojumos, kas saistiti ar skaitlu kubiem, sakotngjie
Ipasie skaitliir9; 7; 13; 19; ....
o Vienadojumos, kuri satur veselu skaitlu kvadratus, parasti izdevigi aplukot atlikumus, dalot ar 4, 8
vai 16, dazreiz ar 3;
o Jacensas izvéléties tadu skaitli, lai, dalot ar to, iespéjami daudziem vienadojuma kreisas un labas
puses saskaitamajiem bitu péc iespéjas mazak dazadu iespéjamu vértibu.

o O O O

Lietojot So ideju, lietderigi atceréties par darbibam ar atlikumiem, ka ari to, kadus atlikumus var dot veselu
skaitJu kvadrati, kubi, ceturtas pakapes utt.

Piezime. Vienam vienadojumam var bat vairaki ipasie skaitli un talak dotajos pieméros noraditie nav
jauzskata par vienigajiem vai pasiem labakajiem.
6. piemérs. Pieradit, ka vienadojumam x? + y? = 2015 nav atrisindjuma naturalos skait|os!

Atrisinajums. Naturala skait|a kvadrats, dalot ar 4, var dot tikai atlikumu O vai 1. Tapéc x? + yz, dalot ar
4, var dot tikai atlikumu 0+ 0,0+ 1,1+ Ovail + 1, tas ir, atlikumu 0, 1 vai 2. Tacu skaitlis 2015 dod
atlikumu 3, dalot ar 4. Tapéc dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitos.

7. piemérs. Atrisinat veselos skait|os vienadojumu 5x2 — 2y? = 4.
Atrisinajums. Parrakstam vienadojumu forma 5x? = 2y? + 4. Apskatam iegita vienadojuma labas puses

izteiksmi péc modula 5.

y (mod5) | 2y? + 4 (mod5)

0 2-02+4=4(mod5)

1 2:124+4=6=1(mod5)
2 2:22+4=12=2(mod5)
3 2:324+4=22=2(mod5)
4 2:424+4=36=1(mod5)

Esam ieguvusi, ka 2y? + 4 nekad nedalas ar 5, bet 5x2 vienmér dalas ar 5. Tatad dotajam vienadojumam
nav atrisinajuma veselos skait]os.
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8. piemérs. Pieradit, ka vienadojumam (x — y)? = 6xy + 7 nav atrisindjuma naturalos skait|os!
1. atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu forma x2 + y? = 8xy + 7. Gan x2, gan y? péc modula 4
var pienemt tikai vértibas 0 un 1, tapéc vienadojuma kreisa puse péc modula 4 var pienemt tikai vértibas
0, 1 vai 2, bet 8xy + 7 = 3 (mod 4). Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisindjuma naturalos
skait]os.
2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto vienadibu:

x2 = 2xy+y?=6xy+7;

x2+2xy +y? =10xy + 7;

(x+y)?=10xy + 7.

Pedejas vienadibas kreisaja puse ir skaitla kvadrats, kura pédejais cipars var bat tikai 0; 1; 4; 5; 6; 9, bet
vienadibas labaja pusé esosa skaitla pédéjais cipars ir 7. Tatad abas vienadibas puses nevar bt vienadas,
[1dz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.
Piezime. Principa risinajuma tika izmantota kongruence péc modula 10.
3. atrisinajums. Parveidojam doto vienadibu forma (x + y)? = 10xy + 7 un apskatdm to péc modula 5.
Veselu skaitlu kvadrati péc modula 5 var dot atlikumus 0, 1 vai 4, tacu laba puse ir kongruenta ar 2 péc
modula 5. Tatad abas vienadibas puses nevar bat vienadas, lidz ar to dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma naturalos skait|os.
9. piemérs. Atrisinat naturalos skait|os vienadojumu 7% + 8Y = 134,
Atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc modula 3. Ta ka7 =1 (mod 3),8 =2 = —1 (mod 3)
un 13 = 1 (mod 3), tad iegiistam 1* + (—1)¥ = 17 (mod 3). ST kongruence nav patiesa, jo kreisas puses
izteiksmes vértiba ir 0 vai 2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma naturalos skait|os.
10. piemérs. Pieradit, ka neeksisté tadi naturali skaiti x, y un z, ka izpildas vienadiba 6* + 13Y = 29%,
Atrisinajums.  Apskatisim doto vienadojumu péc modula 7. Ta ka = —1 (mod 7),
13 =6 =—1(mod 7) un 29 = 1 (mod 7), tad iegistam (—1)* + (—1)¥ = 17 (mod 7). Si kongruence
nav patiesa, jo kreisas puses izteiksmes vértiba ir 0 vai +2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad
dotajam vienadojumam nav atrisindjuma naturalos skait]os.
11. piemérs. Atrisinat veselos skait|os vienadojumu x? + 8z = 2y? + 3.

Atrisinajums. Apskatam doto vienadojumu péc modula 8. Viegli parbaudit, ka veselu skaitlu kvadrati,
dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4.

a(mod8) 0 1 2 3 4 5 6 7
a?(mod8) 0 1 4 1 0 1 4 1

Tas nozimé, ka dota vienadojuma kreisa puse x? + 8z, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4.
Savukart skaitlis 2y?2, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0 vai 2. Tatad vienadojuma laba puse 2y? + 3,
dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 3 vai 5. Tatad nav tadu veselu x un y vértibu, pie kuram dota
vienadojuma abas puses dotu vienu un to pasu atlikumu, dalot ar 8. Lidz ar to dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma veselos skait|os.
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UZDEVUMI

TIK VAI... CIK?

1. KARTA

T.1.1. Aprékini1000 —-100+10—-1 =
A 111 B 900 C 909 D 990 E 999

T.1.2. Kura no dotajam vienadibam ir patiesa?
A0-949-0=9 B1-8+8-1=18 C2-74+7-2=27
D3:-6+6-3=236 E4-5+5-4=45

T.1.3. Skolas “Veselibas ned€|a” 4. klasu skoléni vaca datus, cik kilogramus abolu un burkanu tie nedélas
laika apéd. Tabula attélots, cik kilogramus abolu un burkanu kopa apéda katras klases skoléni. Kuras
klases skoléni kopa apéda visvairak abolus un burkanus?

4.a 4.b 4.c
Burkani 15 10 4
Aboli 25 25 35
A 4a B 4b Cdc D abolus E nevar noteikt
T.1.4. Ka mainisies reizinajums, ja abus reizinatajus palielina divas reizes?
A palielinasies par 2 B palielinasies 2 reizes C palielinasies par 4
D palielinasies 4 reizes E cita atbilde

T.1.5. Pirmajas tris rltinas ierakstiti skaitli 1, 0, 0 (skat. 16. att.). Katra nakamaja ratina ieraksta skaitli,
kuru ieglst, saskaitot ieprieksejas tris rutinas ierakstitos skait|us. Kads skaitlis bas ierakstits iekrasotaja
ratina?

AO B1 C 13 D 24 E cits skaitlis

[1fofol T T T T ] W

16. att.

T.1.6. Kadadalano 17. att. dotas figliras ir iekrasota?
4 8 25

A— B —
25 25 8

D 8 E cita atbilde

18. att.

T.1.7. Aliseijaiziet caur labirintu, katra ritina nonakot vismaz vienu reizi (skat. 18. att.). Kads ir mazakais
ratinu skaits, kuras vina ir bijusi vairak neka vienu reizi?
AO B1 C2 D3 ES
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T.1.8. Visi 19. att. dotie Cetrstdri ir kvadrati. Kads ir punktétas Iinijas kopé&jais garums, ja nepartrauktas
[Tnijas garums ir 17 cm?

A 17cm B 34 cm C 51cm D 68 cm E nevar noteikt

T.1.9. Gatis un Artis darza salasija abolus. Gatis teica: “Dod man vienu abolu no savéjiem, tad man bds
divreiz vairak abolu neka tev.” Artis atbildéja: “Dod man vienu no saviem aboliem, tad mums abiem
bls vienads skaits abolu.” Cik abolus salasija Gatis?

A2 B3 C5 D7 E cita atbilde
T.1.10. Anetei kabata ir 8 kirSu Zelejas konfektes, 4 abolu Zelejas konfektes un 4 zemenu zelejas konfektes.

Kads ir mazakais skaits konfekSu, kas jaiznem no kabatas, lai noteikti bGtu iznemta katras garsas
konfekte?

A3 B 4 C38 D9 E 13
2. KARTA
T.2.1. Aprekini98+2-34 — 24 =

A 118 B 142 C 316 D 1000 E 3376
T.2.2. Kads ir atlikums, skaitli 2015 dalot ar 10?

AO B1 C5 D 10 E 15
T.2.3. No kartona izgrieza Cetras 20. att. redzamas figliras. No cik izgrieztajam figliram var izloctt kubu?

AO B1 C2 D3 E4

— ml _
| H
o o 20. att. o o

T.2.4. Trisruki diena apéd p kilogramus piparkiku. Cik kilogramus piparkiiku apéd septini riki d dienas?

Ap-7-d B p:3:-7 Cp-3-d-7 D3:p-7-d Ep:3-7-d
T.2.5. Aplitiieraksti skaitli, lai dota vienadiba batu patiesa!
14:() +53 =60 82 —76)- (O +4) = 54

T.2.6. Aizpildi tuksos lodzinus (skat. 21. att.) t3, lai katru divu blakus esoso skait|u reizinajums ir virs tiem

[ 8 |
uzrakstitais skaitlis! Pieméram, ,jo 4-2 =8.

N

22. att.
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T.2.7. No papira izgrieza divus vienadus kvadratus, kuru malas garums ir 7 cm. Tos uzlika vienu otram
virsh ta, ka izveidojas taisnstiris (skat. 22. att.), kura vienas malas garums ir 7 cm, bet otras malas
garums ir 9 cm. Aprékini abu kvadratu kopigas (iekrasotas) dalas perimetru!

T.2.8. Sniegotaja ciema dzivo tikai divas gimenes: Meli un PatieSi. Melu gimene vienmér melo, bet
PatieSu gimene vienmeér saka patiesibu. Uz ielas stav divi zéni — Niks un Niklavs. Niks saka: “Més abi
esam Meli.” No kuras gimenes ir Niks? No kuras gimenes ir Niklavs?

3. KARTA
T.3.1. Aprekini un atbildi izsaki litros!

1
Ehl +500ml-2+481 =

T.3.2. Cik dazados veidos Paula no skolas var aiziet uz majam (skat. 23. att.)? Uzraksti visus iespéjamos
celus, izmantojot dotos apziméjumus!

Skola Majas
23. att.

T.3.3. Vai var atrast tadu skaitli, ko var ielikt burta vieta, lai dota vienadiba butu patiesa? Ja var, tad
paradi pieméru, ja nevar, tad pamato, kapéc nevar!

Risinajums
1) x+x=0
2) y(1-y1y)=0
3) a:a=10

T.3.4. Parliec katra nepatiesaja nevienadiba vienu sérkocinu, lai iegltu patiesu nevienadibu!

D o - o - - s . [ e T o i T D T
Nevienadibas zimi mainit nedrikst! Piezime. No sérkociniem var izveidot $adus ciparus: £ 270 (00,

H [ Y ] i ' ] ' ' H '
.
' '

] [ v ] v ] v ] ' v '

T.3.5. Abu iekrasoto kvadratu perimetru summa ir 80 cm (skat. 24. att.). Liela kvadrata mala ir 3 reizes
garaka neka maza kvadrata mala. Aprékini katra kvadrata malas garumul!

—

24. att.

T.3.6. Sokolades tafelites tiek pakotas kastés pa 5 vai 12 katra kasté. Kads mazakais skaits kastu ir
nepiecieSams, lai sapakotu 145 Sokolades tafelites (visam kastém jabat pilnam)?
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T.3.7. Divivelosipédisti, starp kuriem attalums bija 24 km, devas viens otram preti. Péc stundas attalums
starp viniem bija 12 km. Kads attalums starp viniem bus vél péc pusstundas? Velosipédistu atrumi ir
nemainigi. Apskati visus iespéjamos gadijumus!

4. KARTA
T.4.1. Aprekini: 2016: 4 —4-8 =
T.4.2. a) Saliec darbibu zimes vai iekavas, lai rezultats batu 7!
555 5=7
b) Paradi, ka [1dziga veida, vairakas reizes izmantojot ciparu 5, iegit rezultatu 8!

T.4.3. Zem katras figlras tuksajas rGtinas ieraksti, kada dala figlras ir iekrasota! Salidzini dalas: apliti
ieraksti >, < vai =

‘=
HOH O

T.4.4. Apskati diagrammu un atbildi uz jautajumiem!

Aptuvenais iedzivotaju skaits daZos Latvijas novados 2015. gada

Aizputes novads 0 .
Engures novads Hg““"

Kocénu novads innnnn
Riebinu novads nnnnn
Rundales novads nnnll

i = 1000 iedzivotaji; || = 500 iedzivotaji

a) Kura novada bija visvairak iedzivotaju?

b) Cik iedzivotaju bija Rundales novada?

c) Par cik iedzivotajiem Engures novada bija vairak neka Riebinu novada?

T.4.5. Aizpildi starpibu piramidu! Katra ratina ierakstitais skaitlis ir vienads ar to divu skait|u starpibu,
kas ierakstTti ratinas tiesi virs ta.

\ 5102 \ \ 4102 \ \
\ 3086 \ \ 2089 \

T.4.6. Arblza masair 2 kg un vél treSdala no visas ta masas. Kada ir arblza masa?

T.4.7. Briedis spéj skriet ar atrumu 72 km/h, zilonis — ar atrumu 10 m/s, bet lacis — ar atrumu 900 m/min.
No Siem dzivniekiem visatrak spéj skriet .........ccoccevevereerenrereenenn ; vislénak —
Pamato savu atbildi!
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T.4.8. Egils var parvietoties vienu ratinu uz augsu vai vienu ratinu pa labi. Cik dazados veidos Egils no
melnas majinas var nok|at baltaja majina (skat. 25. att.)? lekrasotajas ritinas Egils nedrikst iet. Pamato

savu atbildi!

(a)
T.4.9. No vienadiem kvadratiem, kuru malas garums ir 1 cm, salika 26. att. redzamo figlru. Aprékini sis

figlras perimetru!

25. att.

26. att.

T.4.10. Vai tuksajos lodzinos var ierakstit naturalus skaitlus, lai iegltu patiesu vienadibu? Ja var, tad
ieraksti, ja nevar, tad pamato, kapéc nevar!

2 [ J+4-[J=2015

T.4.11. Sarunajas Cetri rukisi:

Gastons: “Es nociepu medus burku.”
Alfs: “Gastons melo.”

Vilnis: “Alfs melo.”

Radis: “Vilnis melo.”

Cik no cetriem rakiSiem teica patiesibu? Pamato savu atbildi!
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JAUNO MATEMATIKU KONKURSS

1. KARTA

J.1.1. Rudens rébuss

Atrodi vienu pieméru, ar kadu burtu dotaja skaitlu rébusa aizstats katrs cipars, ja vienadi burti apzimé
vienadus ciparus, bet dazadi burti — daZzadus ciparus (iznemot E un E, kas apzimé vienu un to pasu
ciparu, un ari A un A, kas apzimé vienu un to pasu ciparu).

(> m N«
nln n

J.1.2. Laika skaitiSana

Desmit mindtes pirms es ieliku kiku krasni, es izlaidu savu kaki lauka. Kiikai ir jacepas 35 minutes, tapéc
es iestatiju taimeri uz 35 minatéem. Nekavéjoties es sev pagatavoju téju, kas man aiznéma sesas
mindtes. Tris mindtes pirms es biju izdzeérusi savu téju, kakis atgriezas majas, tas bija piecas minites
pirms cepeskrasns taimeris saka pikstét. Tiesi pa vidu starp laiku, kad es pabeidzu gatavot téju, un laiku,
kad kakis atgriezas majas, es atbildéju uz telefona zvanu. Péc piecam mindtém es beidzu runat pa
telefonu, un taja bridi pulkstenis radija 15:59.

a) Cik minGtes péc tam, kad kakis bija izlaists lauka, cepeskrasns taimeris saka pikstét?

b) Cik mindtes pagaja no briZa, kad téja bija pagatavota, lidz bridim, kad t&jas krlze bija tuksa?

c) Cikos es izlaidu savu kaki lauka?

J.1.3. Taisnstari

Kvadratveida papira lapu sagrieza seSos mazakos taisnstiros (skat. 27. att.). Mazo taisnstiiru perimetru
summa ir 120 cm. Kads ir kvadratveida papira lapas laukums?

27. att.

J.1.4. Sautrinas

Sautrinu mesana par katru no tris iemestajam $autrinam tiek sanemts noteikts skaits punktu, atkariba
no ta, kura vieta méerki (skat. 28. att.) Sautrina ir trapijusi:

50 punkti, ja sarkanaja centr3;

25 punkti, ja zalaja centr3;

pie sektora noraditais punktu skaits, ja trapijusi melnaja vai baltaja sektora (sektora vienkarsa
vértiba);

divkarsots pie sektora noraditais punktu skaits, ja trapijusi aréja sarkani-zalaja gredzena (sektora
dubulta vértiba);

triskarSots pie sektora noraditais punktu skaits, ja trapijusi iek$éja sarkani-zalaja gredzena
(sektora triskarsa vértiba);

0 punkti, ja trapa arpus aréja sarkani-zala gredzena.

Pieméram, kopéjais ieglito punktu skaits 28. att. dotaja situacijair 25 + (3-6) + 12 = 55.
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a) Uzraksti vienu pieméru, kur trapija tris Sautrinas, ja kopé€jais ieglito punktu skaits ir 177.

b) Kur varéja trapit tris Sautrinas, ja kopéjais ieglto punktu skaits ir 137 un zinams, ka bija divas

triskarsas vértibas un tresa Sautrina netrapija ne sarkanaja, ne zalaja centra?

Sektora dubulta vértiba
2 x punktu skaits

Sarkanais centrs
50 punkti

Zalais centrs

Sektora triskar$a vértiba &> punk

3 x punktu skaits Sektora vienkarsa véertiba

1 x punktu skaits
0 punkti

J.1.5. Tetrakubi
Doti astoni dazadi tetrakubi (skat. 29. att.). Katrs tetrakubs sastav no cetriem vienibas kubiniem.

BT

29. att.

No Siem tetrakubiem izvélgjas tris un salika taisnstlira paralélskaldni ar izmériem
3 X 2 X 2 (skat. 30. att., kura ir izmantoti tetrakubi E, O un L). Lai bitu vieglak uztverams, ka tetrakubi
salikti, to var attélot, paradot katru slani atseviski (skat. 31. att.). Atrodi vél Cetrus citus veidus, ka no
tris dazadiem tetrakubiem salikt taisnstira paralélskaldni ar izmériem 3 X 2 X 2.

Piezime. Divus veidus uzskata par dazadiem, ja tiem atskiras vismaz viens izmantotais tetrakubs.

E o] ; E

; L
aug$8jais slanis apakséjais slanis
30. att. 31. att.

2. KARTA

J.2.1. Magiskais seSstdiris

Katram naturalam skaitlim no 1 lidz 19 dotaja figlra (skat. 32. att.) japaradas tiesi vienu reizi. Aizpildi
tuksos lodzinus ta, lai katra josla ierakstito skaitju summa bitu viena un ta pati!

Piezime. Visas iespéjamas joslas skat. 33. att., tas var bit pagrieztas.

33. att.
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2.2. Kalnainas takas

Cetri ciemati 4, B, C un D ir savienoti ar takam (skat. 34. att.). Marsruta A - B — C un marsruta
B = C - D katra ir 10 kalni, marsruta A > B — D ir 22 kalni un marsruta A - D — B ir 45 kalni.
Taristu grupa sak celojumu ciemata A un vélas noklat ciemata D. Vini grib izvéléties marsrutu, kura ir
vismazak kalnu. Kur$s marsruts viniem jaizvélas?

C
34. att.

J.2.3. Baltas un melnas bumbinas
Kasté ir 75 baltas un 150 melnas bumbinas. Pie kastes ir liela kaudze ar melnam bumbinam. No kastes
uz labu laimi izvelk divas bumbinas.
o Jatas abas ir melnas, tad vienu no tam atliek atpakal, bet otru aizsviez prom.
o Javiena no tam ir melna, bet otra — balta, tad balto atliek atpakal, bet melno aizsviez prom.
o Jatasabasir baltas, tad tas abas aizsviez prom, panem vienu melnu bumbinu no kaudzes un ieliek
kasté.
Tada veida turpinot, beigas kasté paliks viena bumbina. Kada krasa ta bis?

J.2.4. Vai nu pirmskaitlis, vai kvadrats
Tabula dotajiem skaitliem ir Sadas Tpasibas:
o skaitli nav cipara O;
o visi skaitla cipari ir dazadi;
o skaitla pirmais un pédéjais cipars ir vai nu viencipara pirmskaitlis, vai viencipara kvadrats;
o katri divi viens otram blakus esosi cipari veido vai nu pirmskaitli, vai kvadratu.

971643 17364
9 — kvadrats 1 — kvadrats
97 — pirmskaitlis 17 — pirmskaitlis
71 — pirmskaitlis 73 — pirmskaitlis
16 — kvadrats 36 — kvadrats
64 — kvadrats 64 — kvadrats
43 — pirmskaitlis 4 — kvadrats

3 — pirmskaitlis
a) Atrodi sesciparu skaitli, kuram ir tadas pasas Tpasibas un kurs ir lielaks neka 971643.
b) Pieradi, ka nav tads skaitlis ar minétajam ¢etram Tpasibam, kurs satur ciparu 8.
c) Kads ir lielakais iespéjamais skaitlis ar minétajam cetram Tpasibam?
J.2.5. Simetriskie raksti

Izmantojot divu veidu flizes (skat. 35. att.), izveidoja 4 X 4 flizu laukumu ar 36. att. redzamo rakstu.
Tam ir divas simetrijas asis.

35. att.

a) lzveido 4 X 4 flizu laukumu, lai ta rakstam ir vertikala simetrijas ass, bet nav horizontala simetrijas
ass! Izveido divus dazadus $adus rakstus!

b) Vaiir iespéjams izveidot 4 X 4 flizu laukumu, kuram batu vairak neka divas simetrijas asis?
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3. KARTA
J.3.1. Cel3 vértiba 100

lezimé celu, ka no Starta nok|Gt Finisa (skat. 37. att.), ja

o parvietoties drikst tikai uz blakus ratinu (blakus riitinas ir tas, kuram ir kopiga mala);
o katra ratina drikst nonakt ne vairak ka vienu reizi;

o visu skaitlu, kas ierakstiti apstaigatajas ritinas, summai jabat 100.

Starts

9 13 7 8 10

9 13 10 14 10

13 1112 13 11

Finiss

37. att.
J.3.2. Tris reizinataju summa
Tris dazadu naturalu skait|u reizinajums ir 36. Kada var bt So skaitlu summa?
J.3.3. SkaitJu virkne
Skait|u virkné katru nakamo locekli iegist, saskaitot iepriekséja virknes locekla ciparu kvadratus.
Pieméram, ja virknes pirmais loceklis ir 12, tad otrais loceklis ir 1% + 22 = 5, tresais loceklis ir
52 = 25, ceturtais loceklis ir 22 + 52 = 29 utt.
a) Apreékini virknes pirmos piecus loceklus, ja pirmais loceklis ir 25.

b) Kads ir virknes 2016. loceklis, ja virknes pirmais loceklis ir 25?

J.3.4. Kad mazais Bobs noraugas abu paréjo izdaribas...

Apnémigais Kevins uz lielas lapas atziméja 10 punktus ta, ka nekadi tris punkti neatrodas uz vienas
taisnes. Péc tam vins$ katrus divus punktus savienoja ar nogriezni. Dumpigais Stjuarts pari Kevina
Ziméjumam novilka taisni. Zinams, ka neviens no Kevina atliktajiem punktiem neatrodas uz Stjuarta
novilktas taisnes. Kads ir lielakais skaits nogrieznu, ko Stjuarta uzziméta taisne var krustot?
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J.3.5. Sniegparslinu prata meigis
No devinam 38. att. dotajam kartitém saliec 3 X 3 kvadratu t3, lai, saskaroties kartiSu malam, veidotos
saderigs ziméjums! (Pieméram, 39. att. paradits saderigs ziméjums, bet 40. att. — nesaderigs.)

"N

:E N

4
AR
\%ﬂ

A\

:
<

*»

o

L4

38. att.

B

40. att.

39. att.
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4. KARTA

J.4.1. Putnu verotajs
Putnu vérotajs grib iziet cauri parkam un apskatit putnus (skat. 41. att.). Visu piecu krasu putnus vins
grib redzét vienada skaita (pieméram, katras krasas putnu vins varétu apskattt tiesi vienu reizi). Putnu
vérotajs ir redzé&jis putnu, ja tas atrodas vina cela. Uzzimég, ka japarvietojas putnu vérotajam, ja vins
nekad neiet vairak ka vienu reizi pa vienu un to pasu vietu!

— IZEJA

IEEJA —

J.4.2. Geometriska ferma
Ferma ir tik daudz vietas, lai taja varétu izmitinat 240 cikas, katru atseviska aploka (skat. 42. att.).
Nonemot Zogus starp aplokiem, tos var piemérot govju izmitinaSanai, kuram nepiecieSams cetras
reizes vairak vietas neka cukam, vai zirgu izmitinasanai, kuriem nepiecieSams 10 reizes vairak vietas
neka cikam. Govju aplokiem jabit kvadrata forma, bet zirgu aploki var bat jebkada forma.

42. att.

a) Vai ferma varétu izmitinat 20 zirgus, 6 govis un 16 clkas?
b) Kads ir lielakais skaits govju, ko varétu izmitinat ferma, ja govis un zirgi bGtu vienada skaita?
c¢) Ja ferma bitu 2 govis, tad kads ir lielakais skaits zirgu, kurus varétu izmitinat?
J.4.3. Spélu nauda
Maza masa izveidoja spélu naudu. Katra banknote ir vai nu sarkana, vai zala; visam sarkanajam
banknotém ir vienada vértiba un visam zalajam banknotém ir vienada veértiba. Tris zalo un astonu

sarkano banknoSu kopéja vértiba ir 46 eiro, bet astonu zalo un tris sarkano banknosu kopéja vértiba ir
31 eiro. Kada ir divu zalo un tris sarkano banknosu kopéja vértiba?

J.4.4. Ansa PIN kods
Ansis vienmér atceras savu Cetrciparu PIN kodu, jo zina, ka tam vienlaicigi izpildas $adas Tpasibas:

1) tasir naturala skaitla kvadrats;
2) kadtodalaar2,3,4,5,6,7, 8vai9, tad atlikuma iegist 1.

Kads ir Ansa PIN kods?



42 | Uzdevumi

J.4.5. Krasainas bumbinas

Uz galda atrodas vairakas kastites, katra kastité ir tris bumbinas. Zinams, ka katras divas kastités tiesi
vienai bumbinai sakrit krasa, bet nav tadas krasas bumbina, kas b{tu visas kastités. Kads ir lielakais
skaits kastiSu, kas var atrasties uz galda?

5. KARTA

J.5.1. Minas
Izkraso 43. att. tuks$as rltinas, ja katrs skaitlis norada, cik melnu ratinu atrodas ap ratinu, kura tas
ierakstits!

Piezime. Ap ritinu atrodas tas ritinas, kuram ar to ir kopiga mala vai stiris.

2|2 2|3 3

2
3 Matilde S

Gerda

D

lazeps

43. att. 44. att.

J.5.2. Dalu summa
Izmantojot naturalus skaitlus no 1 lidz 20, katru tiesi vienu reizi, izveido desmit parastas dalas, kuru
summa ir naturals skaitlis!
J.5.3. Apsléptie skaitli
Kadi naturali skaitli var bt ierakstiti x un y vieta, lai vienadiba x2 - y — 1 = 2015 bitu patiesa?
J.5.4. Ne parak preciza karte
Amalda uzziméja karti (44. att.), kura attéloja Cetras ielas un Cetru savu draugu majas. Vienigais, kas
karté neatbilst patiesibai ir tas, ka tris no Sim ielam ir jabGt taisném. Kur$ no Amaldas draugiem dzivo
[ikumainaja iela?
J.5.5. Jaukie skaitli

Ja kvadratu var sadalit n mazakos kvadratos ta, ka ir ne vairak ka divu dazadu izmeéeru kvadrati, tad
skaitli n sauksim par jauku. Pieméram, skaitli 4 un 10 ir jauki (45. att.).

45. att.
a) Pieradi, ka skaitlis 6 ir jauks!
b) Pieradi, ka skaitlis 2015 ir jauks!

c) Pieradi, ka katrs naturals skaitlis, kas lielaks neka 5, ir jauks!



Uzdevumi | 43

PROFESORA CIPARINA KLUBS

1. NODARBIBA

P.1.1. Vakars uz ledusskapja
Saimnieki kaki Mikeli uz nakti netiSam ieslédza virtuve. Ta ka
virtuvé nebija neka édama vai ka cita ievéribas cieniga, Mikelis
meéginaja sevi izklaidét, skaitot flizes. Vins flizes sanumureéja ta, ka
redzams 46. att.

7| 8 9 |10 11|12 |13

6 12930 |31(32|33]114

5012814344 |45]134]15

4 127)142)49)146]35] 16

31264148 |47 )36]17

2 12540 |39 |38 |37]18

1124|2322 (21|20 19
46. att.

Vins iztélojas, ka uz laucina ar numuru 1 uzliek kubu, kas ar savu skaldni precizi nokl3j tiesi vienu flizi.
Tad vins domas nokrasoja kuba aug$éjo skaldni ar slapju krasu un saka kubu velt pa numurétajam
flizém, katru reizi ar skaldni noklajot numurétu flizi augosa seciba, lidz kubs nonaca uz flizes ar numuru
49. Ja nokrasota skaldne saskaras ar flizi, ta to pilniba nokraso. Kada ir uz nokrasotajam flizém
uzrakstito skaitJu summa?

P.1.2. Eskalators
Pa augSup slidosa eskalatora kapném uz augsu devas divi cilvéki, pie tam pirmais no viniem gaja ar

otrs — 24 pakapienus. Cik pakapienu ir eskalatoram?

P.1.3. Gudrais celinieks

Reiz sen senos laikos kada taltala karalvalsti karalis noléma, ka ir jaizprecina sava vieniga meita. Péc
karalvalsts noteikumiem princese drikst izvéléties spéli, kuras uzvarétajs vinai bls jaapprec. Karala
meita, negribédama vél iet pie vira, izvéléjas vardu spéli. Vina pie sevis pa vienam aicinaja princus un
jautaja — kapéc tu pie manis atnaci? Ja princis teica patiesibu, princese vinu atraidija. Bet, ja princis
meloja, princese lika sargiem vinu iemest cietuma. Tomér kadam nejausam celotajam, kurs bija
dzirdéjis par princeses jautajumu un princu likteni, izdevas vinu apprecét. Ko vins$ atbildéja princesei?
Piezime. Princese vienmér var precizi pateikt, kuri ir meli un kura ir patiesiba.

P.1.4. Starpbridis
Andris un Juris pie pusdienu galda smagi sastridéjas. Andris bija pilnigi parliecinats, ja ir dots, ka
xyt+z=xz+y=yz+x,
tad var pieradit, ka (x —y)(x — z)(y — z) = 0. Savukart Juris vinam méginaja ieskaidrot, ka vina
risinajums nav matematiski korekts. Palidzi izskirt puiSu stridu!
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P.1.5. Tronu spéle

2.

Divi karali spélé spéli. Viniem ir tafele, uz kuras ir uzrakstits skaitlis 1000. Vinu riciba ir arT 1000

nevienam vél nepiederosi zemes gabali. Katra gajiena karalis var

o vai nu panemt sava 1pasuma no 1 lidz 5 zemes gabaliem (tas ir, 1, 2, 3, 4, 5 zemes gabalus),

o vai arl atteikties no Tpasuma tiesibam uz 1 lidz 5 zemes gabaliem (tas ir, 1, 2, 3, 4, 5 zemes
gabaliem).

Sakuma karaliem nepieder neviens zemes gabals. Kad karalis izdara savu gajienu, vinam uz tafeles ir

jauzraksta atlikusais nevienam nepiederoSo zemju gabalu skaits. Zaudé tas karalis, kurs ir spiests

uzrakstit skaitli, kas uz tafeles jau ir uzrakstits, uzvarétajs sava 1pasuma ieglst visus 1000 zemes

gabalus. Kurs no karaliem noteikti var uzvaréet?

NODARBIBA

P.2.1. Kaku valiita

Mikelim ir 68 sardines, kas ir vienadas péc aréja izskata, bet visas to masas ir dazadas. Ka ar 100
svérsanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast visvieglako un vissmagako sardini?

P.2.2. Vienadmalu trijstari

Doti pieci figliru komplekti (skat. 47. att.), katra figlra taja ir trijos identiskos eksemplaros un sastav no
vienadiem vienadmalu trijsttriem. No kuriem figliru komplektiem, bez parklasanas un spraugam var
salikt vienadmalu trijstdri? Ja vienadmalu trijstiri izveidot nav iesp&jams, tad pamato, kapéc!

a) AAA
o A A A/
o AA AA AA

 Abd ALd AL
S o

47. att.

P.2.3. Neiespéjama kéedite

a) Ka izveidot kéditi ar trim posmiem no trim lentitém, lai, pargriezot jebkuru vienu posmu, visa kédite
sadalttos tris dajas?

Pieméram, 48. att. dota kédite neder, jo $aja gadijuma kedite sadalisies tris atseviskas dalas tikai tad,
ja pargriezis vidéjo posmu nevis jebkuru posmu, ka prasits uzdevuma nosacijumos.

b) Ka izveidot kéditi ar pieciem posmiem no piecam lentitém, lai, pargriezot jebkuru vienu posmu, visa
kéedtte sadalitos piecas dalas?

48. att.
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P.2.4. Starpbridis
Andris pusdienu laika izdomaja uzdevumu un pierakstija to uz salvetes:

10™-1

. - g . - o pe n. ar e
Pieradi, ka jebkuram naturalam n, skaitlis —5ir vesels skaitlis!

Juris, pusdienu biedra uzdevumu ieraudzijis, talt pat saka to rékinat. Palidzi Jurim atrisinat uzdevumul!

P.2.5. Apala galda bruninieki

Karalis Artdrs, lai pateiktos saviem 15 labakajiem bruniniekiem par
varondarbiem, sarikoja banketu. Ap apalu galdu tika novietotas 15 vardu
kartites — pa vienai katram no 15 bruniniekiem (vinu vardi ir dazadi). Kartites
uz galda ir novietotas |oti rGpigi — ta, lai tas veidotu regularu
15-stdri. Katrai kartitei preti ir novietots krésls. Diemzél, kad bruninieki
ieraudzija ar gardumiem piekrauto banketa galdu, neviens neievéroja vardu
kartites un apsédas ta, ka neviens bruninieks neapsédas sev paredzétaja
vieta. Vai noteikti ir iespéjams apalo galdu pagriezt ta, lai vismaz diviem
bruniniekiem atbilstu vinu vardu kartites? Atbildi pamato!

3. NODARBIBA

P.3.1. Biznesmenis
Mikelis ieradas tirgd ar kadu daudzumu lasu. Pirmajam pircéjam vins$ pardeva pusi no Siem lasiem un
vél puslasi; otrajam — pusi no atlikusajiem lasiem un vél puslasi; treSajam — pusi no jauna atlikuma un
puslasi; ceturtajam — pusi no atlikuma un vél puslasi. Rezultata visi lasi tika pardoti. Aprékini, cik lasu
Mikelim bija sakuma!
P.3.2. Reigis
Aizpildi tuksas ratinas (skat. 49. att.) ta, lai
o tajas butu ierakstiti tikai naturali skaitli no 1 dz 12;
o katra trijnieka (skaitli, kas savienoti ar trijstariti), saskaitot kadus divus skaitlus, iegitu treso
skaitli;
o skaitli horizontalajas rindas neatkartotos!

Pietiek paradit vienu piemeéru.

10

49. att.
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P.3.3. Parades gajiens
Saha figirina Karalis viena gajiena var parvietoties uz jebkuru blakus eso3u laucinu, kam ar pasreizéjo
ir kaut viens kopigs punkts. Ja karalis pariet uz ratinu, kam ar pasSreizéjo ir kopiga mala, tad vins ir
nogajis celu garuma 1 (skat. 50. att.); ja karalis pariet uz ratinu, kam ar pasreizéjo ir kopigs stiiris, tad
vind ir nogajis celu garuma V2 (skat. 51. att.). Karalis apstaigaja 9 X 9 $aha galdinu, katra laucina
paviesojoties tiesi vienu reizi. Kads ir garakais iespéjamais cels, ko Karalis varéja veikt?

50. att. 51. att.

P.3.4. Starpbridis
Juris uz tafeles uzrakstija divus vienadojumus: a® + 3ab? = 14 un b3 + 3a?b = 13. Savukart Andris,
tos izmantojot, aprékinaja izteiksmes a? — b? vértibu. Aprékini $o vértibu un pieradi, ka ta ir vieniga
iespéjamal

P.3.5. Prata spéles

Ansitis un Grietina spélé spéli. Viniem ir 5 X 5 ratinu kvadrats, kuram sakuma visas ratinas ir baltas,
melna krasa un neierobezots skaits stirisu (skat. 52. att.). Stdrisa rdtina precizi noklaj kvadrata ratinu.

52. att.

Spéles sakuma Ansitis izvélas naturalu skaitli n, kas neparsniedz 25. Tad Ansitis izvélas vienu balto
ratinu un nokraso melna krasa, péc tam vienu balto ratinu melna krasa nokraso Grietina, tad atkal
Ansitis un ta talak, l"dz uz laukuma melna krasa ir nokrasotas tiesi n ratinas.

Ansitis ir uzvaréjis, ja spéles beigas baltas rltinas var noklat ar stirisSiem ta, lai nenoklatas bitu ne
vairak ka divas baltas ratinas. Starisus drikst likt tikai uz baltajam ratinam, stdrisi nedrikst parklaties,
bet tos drikst pagriezt. Ja nenoklatas paliek vismaz tris rtinas, uzvaréjusi ir Grietina.

Kads ir mazakais skaitlis, kuru Ansitis nedrikst nosaukt, ja vélas uzvarét?

4. NODARBIBA

P.4.1. Matematiskais motocikls
Gajéja atrums ir 5 km/h, bet divvietiga motocikla atrums — 50 km/h. Plkst. 12:00 punkta A atrodas tris
cilvéki un viens divvietigs motocikls. Vai visi tris cilveki Iidz plkst. 15:00 var nok]at punkta B, kas atrodas
60 km attaluma no punkta 4, izmantojot tikai So motociklu vai parvietojoties ar kajam?

P.4.2. Ruka namins

Reiz sensenos laikos kada taltala zeme rakiSu ciema izdzisa elektriba. Lai atrisinatu So problému, ciema
vecakais rakis izdalija visiem rikiSiem pa svecitei, lai vakara darbi nebdtu jadara pilniga tumsa. Svecites
Sp€&j apgaismot visus telpas punktus, kurus spéj aizsniegt taisni, no sveces nakosi stari. Rikitis Ruks par
ciema vecaka |lémumu bija TpaSi neapmierinats, jo vina vienistabas namina ir 15 sienas un vins
izskaitloja, ka visu sienu pilnigai apgaismosanai bitu nepiecieSamas vismaz 5 sveces. Rukisa istaba no
augsas izskatas ka slégta lauzta linija, kas sevi nekrusto, un katra siena ir viens nogrieznis 3aja
daudzstari. Uzzimé vienu piemeéru, kads varétu izskatities Ruka namins!
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Piemérs. Pienemsim, ka Ruka istabai ir tikai 8 sienas (skat. 53. att.). Tad $adu istabu nav iespé&jams
apgaismot tikai ar vienu sveci (skat. 54. att.). Tatad ir nepiecieSamas vismaz divas sveces un tas var
novietot, pieméram, ka attélots 55. att.

Piezime. Ziméjumos ar Iinijam paradits, ka iet sveces gaismas stari un kadu platibu spéj apgaismot katra
svece.

53. att. o4. att. 55. att.

P.4.3. Starpbridis
Juris vienu dienu neieradas skola, un taja diena Andrim starpbriZos vairs nebija ar ko kopigi rékinat.
Tapéc vins rékinaja viens pats. Kada gramata vins atrada uzdevumu:

Katram veselam skaitlim x izteiksmes ax3 + bx? + cx +d, kur a, b, ¢, d ir veseli skaitli, vértiba
dalas ar 5. Pieradit, ka katrs no skaitliem a, b, c un d dalas ar 5.

Palidzi Andrim atrisinat uzdevumu!

P.4.4. RaséSanas stunda

Emilam ir lineals, kura garums ir tiesi 33 cm. Tam ir palikusas tikai astonas iedalas, paréjas ir izdzisusas.
Un tomeér ar $o linealu Emils lidz stundas beigam iemanijas izmérit jebkuru garumu veselos centimetros
no 1 Iidz 33. Katra garuma izmériSanai pietiek tikai vienreiz pielikt linealu. Ka izvietotas neizdzisusas
lineala iedalas?

Piemeérs. Dots 13 cm gars lineals ar cetram iedalam (skat. 56. att.), ar kuru var nomérit jebkuru garumu
veselos centimetros no 1 lidz 13. Pieméram, lai noméritu 4 cm, var izmantot iedalas platuma 1 cm un
3 cm, lai nomérttu 8 cm, var izmantot iedalas platuma 6 cm un 2 cm.

56. att.

P.4.5. Magiskas ritis
Dots n X m ratinu laukums. Katra ratina sakuma ir ierakstits kads naturals skaitlis. Viena gajiena laika
drikst vai nu patvaligi izvélétas rindinas visus skaitlus dubultot, vai arT patvaligi izvélétas kolonnas visus
skaitJus samazinat par 1. Vai vienmeér ir iespéjams panakt situaciju, kad péc galiga skaita gajienu katra
laukuma ratina ir ierakstita 0?

5. NODARBIBA

P.5.1. Tejas laiks
Pieci cilveki var izdzert visu Gdeni no patvara, kas turpina varities visu téjas dzerSanas laiku, viena
stunda, bet 10 cilvéki — 35 minatés. Cik ilga laika visu patvari esoso Gdeni izdzers 8 cilveki, ja visi
uzdevuma minétie cilvéki dzer téju ar vienadu atrumu? levéro, ka tGdens iztvaiko!
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P.5.2. Baraviku iela

Raku pilséta, Baraviku iela atrodas seSi nami. Katra nama dzivo pa rakitim: Antons, Brencis, Cukurins,
Davis, Emils un Forsais. Zinams, ka Antons un 1. nama iedzivotajs strada oglu raktuvés, Emils un
2. nama iemitnieks ir zeltraci, bet 3. nama iemitnieks un Cukurin§ — meza uzraugi. Bren¢a un Forsa
milakais édiens ir sénu sacepums, tacu 3. nama iemitnieks sénes neéd, 5. nama iemitnieks ir vecaks
neka Antons, 6. nama iemitnieks — vecaks neka Cukurins. Brencis un 1. nama iemitnieks nésa tikai
sarkanas krasas cepures, bet Cukurins un 5. nama iemitnieks — tikai zalas. Nosaki, kura nama dzivo katrs
rakis un kada ir katra rika profesija!

P.5.3. Burta skérésana

Sagriez 57. att. doto figlru septinas dalas ar ne vairak ka ¢etriem taisniem griezieniem un no iegttajam
dalam saliec kvadratu!

=4

P.5.4. Starpbridis

Andris un Juris ieradas pusdienas ar novélosanos, un bija vairs palicis tikai viens abols. Vini noléma
stridu izSkirt ta, ka vini to parasti dara — abolu sanems tas, kurs visatrak atrisinas uzdevumu.

a+b a+c b+c . 1. il e = e a+b a+c b+c
Dots, ka a, b, c, — T, un—-ir naturali skaitli. Pieradit, ka - + - + W <9,

Pameégini atrisinat ar1 Tu!
P.5.5. Profesora mikla

Profesoram Ciparinam uzdavinaja 200 gabalinu puzli. Tacu ta nebija parasta puzle. Visa puzle kopuma
ir izkrasota n krasas. Atrodi mazako iespéjamo n véertibu, ja jebkuriem 25 puzles gabaliniem ir kopiga
krasa, ta¢u nav tadas krasas, kas ir sastopama visos puzles gabalinos!
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SAGATAVOSANAS OLIMPIADE

5. KLASE
S.5.1. Katra lodzina ieraksti “+” vai “—" zimi ta, lai iegltu patiesu vienadibu!

640320160804 0201 =81

S$.5.2. Nosaki izmeérus visiem tadiem taisnstariem, kuru malas iet pa ratinu linijam un kuru laukums ir
tikpat liels ka 58. att. dota Cetrstdra laukums!

58. att.

S$.5.3. Atrodi lielako piecciparu skaitli, kas dalas ar 3 un kam visi cipari ir dazadi!

S.5.4. Vai astonstira virsotnés var ierakstit naturalus skaitlus no 1 lidz 8 (katra virsotné citu skaitli) ta,
lai, katrai malai, aprékinot tas galos ierakstito skaitlu starpibu, visas astonas iegitas starpibas bitu
dazadas?

S.5.5. Kada meénesi tris tresdienas bija para datumos. Kada nedélas diena bija ST ménesa 18. datums?

6. KLASE
S.6.1. Atrodi tadu skaitli, kas dalot ar 11, dod atlikumu 5, bet, dalot ar 13, dod atlikumu 9.

S.6.2. Kada valstlir tikai 15-solaru un 20-solaru monétas. Makvinam bija dazas monétas. Divas monétas
jeb piekto dalu savas naudas vin$ atdeva masai, bet pusi no atlikusas naudas jeb tris monétas
samaksaja par saldumiem. Cik naudas Makvinam bija sakuma?

S.6.3. Uz ritinu lapas, ratinu virsotnés atziméti 49 punkti (skat. 59. att.). Cik ir tadu kvadratu, kuru
virsotnes ir $ajos punktos un kuru malas iet pa ratinu linijam?

59, att.

S.6.4. Kads ir lielakais iesp&jamais svétdienu skaits gada?

S.6.5. Vai kubu var sagriezt 20 mazakos kubos?
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7. KLASE

S.7.1. Apskata visus tadus vienadojumus ax + b = cx + d, kur a, b, ¢, d katrs ir ar vértibu 1; 2 vai 3.
a) Uzraksti vienu $adu vienadojumu, kuram nav saknu!
b) Cik starp Siem vienadojumiem ir tadu, kuriem nav saknu?
S.7.2. Pieradi, ka blakuslenku bisektrises ir perpendikularas!
S.7.3. Atrodi visus tadus trisciparu skaitlus, kuriem vienlaicigi izpildas $adas Tpasibas:
e  visi cipari ir dazadi,
e pirmais cipars ir vislielakais un pédéjais — vismazakais,
e ciparu summa ir para skaitlis,
e starpiba starp pirmo un otro ciparu ir 3 reizes lielaka neka starpiba starp otro un tresu ciparu!
S.7.4. Vai kubu var sagriezt 148 mazakos kubos?
S.7.5. Sesas figlrinas novietotas ta, ka paradits 60. att.
[o[ololelele] | | [e]e]efofo]o]
61. att.

60. att.
Viena gajiena vienu figlrinu var parbidtt uz blakus ratinu, ja ta ir tuksa, vai arl parcelt pari vienai, divam
vai trim figlrinam, ja ratina, uz kuru to parcel, ir tuksa. Jaiegust 61. att. paraditais figlrinu izvietojums.
a) Paradi, ka to var izdarit, izmantojot 5 gajienus!

b) Vai to var izdarit, izmantojot tikai 4 gajienus?

8. KLASE

S.8.1. Doti astoni skaitli: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Sadali tos divas grupas ta, lai pirmas grupas skaitlu summa
bltu vienada ar otras grupas skaitlu summu un pirmas grupas skaitJu kvadratu summa bitu vienada ar
otras grupas skaitlu kvadratu summul!

$.8.2. Vienadojumam ax = b, kur a un b — kaut kadi doti skaitli, x — mainigais, nav atrisinajuma. Cik
atrisinajumu ir vienadojumam bx = a?

S.8.3. Cikvirsotnu irizliektam daudzstirim, kuram diagonalu ir 14 reizes vairak neka malu?

S.8.4. Ritinu virsotnés atziméti 16 balti punkti (skat. 62. att.).

a) Vaidazus punktus var nokrasot melnus ta, lai nekadi tris viena krasa nokrasoti punkti neatrastos
uz vienas taisnes?

b) Vaito var izdarit, ja melna krasa janokraso tiesi septini punkti?
o 0 O O
o O O O
c 0 0 O°
©c 0 0 o
62. att.

S$.8.5. Uz lapas uzrakstti vairaki naturali skaitli, kas katrs dalas ar 3. Visi Sie skaitli kopa satur visus
ciparus, katru tieSi vienu reizi. Kads ir lielakais iespéjamais uzrakstito skaitju skaits?
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9. KLASE
$.9.1. Kvadratvienadojuma 3x? + 3ax + (x — 1)b = 0 saknes ir 1 un 2. Noteikt skaitlus a un b.
$.9.2. Vai kvadratu var sadalit piecas dalas, no kuram viena ir trijsturis, otra — Cetrstdris, tresa —
piecstlris, ceturta — seSstlris un piekta — septinstaris?
$.9.3. Atrast tadu naturalu skaitli n, kam vienlaicigi izpildas Sadas divas Tpasibas:
e 1 nedalas ne ar vienu no skaitliem 2, 3, 4,5,6, 7, 8, 9, 10;
e n — 1dalas ar katru no skaitliem 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10.
$.9.4. Cetrstiri ABCD novilkti nogrieZni, kas savieno pretéjo malu viduspunktus (skat. 63. att.). Pieradit,

ka iekrasoto laukumu summa ir puse no Cetrstira ABCD laukumal!

C
B

D

63. att.

$.9.5. Futbola turnira piedalijas piecas komandas: A, B, C, D, E. Katra ar katru spéléja vienu spéli. Par
uzvaru komanda sanéma 2 punktus, par neizskirtu 1 punktu, par zaudéjumu 0 punktus. Komanda A
nezaudéja nevienu spéli, bet B un E sava starpa spéléja neizskirti. Turnira beigas komandai A bija 6
punkti, komandai B — 6 punkti, C — 5 punkti, D — 2 punkti, E — 1 punkts. Noskaidrot, ka beidzas visas
turnira spéles!
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NOVADA OLIMPIADE

5. KLASE

N.5.1. Dalas ir uzrakstitas augo3a seciba. Kads naturals skaitlis var bat ierakstits [ | vieta?
5 D_ 3
16’ 54

N.5.2. Rinda viens aiz otra bez tukSumiem ir uzrakstiti péc kartas sekojosi naturali skaitli no 1 lidz N,
tadejadi veidojot vienu lielu skaitli (Pieméram, ja N = 12, tad ir uzrakstits skaitlis 123456789101112.).
Kads ir mazakais iegltais skaitlis, kas dalas ar a) 8; b) 187?

N.5.3. No 20 vienadiem kubiniem, kuriem katras Skautnes garums ir 1 cm, saliméja 64. att. redzamo
fighru, kurai katra skaldneé trakst centralais kubins, ka ari iztrikst pasas figlras centralais kubins. Cik
kvadratini, kuriem katras malas garums ir 1 cm, ir nepiecieSami, lai aplimétu visu So figru?

64. att.

N.5.4. Vienadi burti apzimé vienadus skaitlus, dazadi — dazadus. Atrodi vienu pieméru, kadi naturali
skaitli jaliek burtu vieta, lai abas dotas vienadibas bitu patiesas!

A+B=C-D
A-B=C+D

N.5.5. Sadali taisnstdri arizmériem 11 X 13 ratinas seSos kvadratos t3, lai dalifjuma linijas ietu pa rdtinu
[Tnijam!

6. KLASE

N.6.1. Tris braliem — Rihardam, Haraldam un Olafam — kopa ir 13,20 eiro. Zinams, ka Haraldam ir par
2,10 eiro vairak neka Rihardam un par 3,30 eiro mazak neka Olafam. Cik naudas ir katram bralim?

N.6.2. Rinda viens aiz otra bez tukSumiem ir uzrakstiti péc kartas sekojosi naturali skaitli no 1 lidz N,
tadéjadi veidojot vienu lielu skaitli (Pieméram, ja N = 12, tad ir uzrakstits skaitlis 123456789101112.).

Kads ir mazakais iegitais skaitlis, kas dalas ar a) 9; b) 24?

N.6.3. Rdtinu lapa, kura katras ratinas malas garums ir 1 vieniba, pa ratinu linijam uzzimé astonstdri t3,
lai ta malu garumi péc kartas ir 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 vienibas!

N.6.4. Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. Ka, izmantojot sviras
svarus bez atsvariem, ar 28 svérSanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?
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N.6.5. Katra tuksaja kvadratina (skat. 65. att.) ieraksti vienu ciparu t3, lai iegltu pareizu reizinasanas
pieméru! Neviens skaitlis taja nedrikst sakties ar 0.

65. att.

7. KLASE

N.7.1. Saldumu veikala vienas konfektes cena ir 3 centi. Aivaram ir vairak naudas neka Bruno, Cildai ir
vairak naudas neka Aivaram, Dainai — vairak neka Cildai.

a) Vai Daina noteikti var nopirkt vairak konfeksu neka Bruno?
b) Vai Cilda noteikti var nopirkt vairak konfeksu neka Bruno?

N.7.2. Dots naturals skaitlis, kas dalas ar 99 un kura pédéjais cipars nav 0. Pieradi, ka, uzrakstot 31 skaitla
ciparus pretéja seciba, art iegust skaitli, kas dalas ar 99.

N.7.3. No tris dotajam figiram (skat. 66. att.) saliec simetrisku daudzstdri un uzzimé ta simetrijas asi!
Figlras drikst bt pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

Piezime. Figlira ir simetriska, ja to var parloctt t3, ka tas abas puses sakrit.

66. att.

N.7.4. Dotas 13 péc aréja izskata vienadas monétas. No tam 12 monétas ir ar vienadu masu, bet viena —
ar atskirigu. Doti ar1 sviras svari bez atsvariem. Ka ar divam svérSanam noskaidrot, vai atskiriga monéta
ir vieglaka vai smagaka par paréjam? PaSu monétu atrast nav nepiecieSams.

N.7.5. a) Vai var atrast tadus dazadus veselus skaitlus a, b, ¢ un d, ka izpildas vienadibas a + b = cd un
ab = c+d?

b) Vai $adus skait|us var atrast, ja papildus zinams, ka a > 2016?

8. KLASE

N.8.1. Aprékiniizteiksmesva —b ++Vb —c ++Vc —d ++Vd — a vértibu!

N.8.2. Karlina uzrakstija divus skaitlus, kuru pieraksta nav izmantots cipars 0. Katru ciparu vina aizstaja
ar burtu: dazadus ciparus — ar dazadiem burtiem, vienadus — ar vienadiem. Viens no uzrakstitajiem
skaitliem DUBLUNNN dalas ar 104. Pieradi, ka otrs skaitlis BURBULVANNA nedalas ar 56.

N.8.3. Caur taisnstlira ABCD diagonalu krustpunktu O novilkta taisne PQ ta, ka P atrodas uz AD, Q —uz
BC un PQ = QD. Pieradit, ka DP = 2AP.

N.8.4. Kadu lielako skaitu ratinu diagonalu var novilkt 4 X 4 ratinas liela tabul3, lai Sis diagonales veidotu
slegtu lauztu lniju? Lauzta linija nedrikst pati sevi krustot vai pieskarties.
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N.8.5. Smaragda pilséta naudas vieniba ir centi. Tur ir 21% PVN (pievienotas vértibas nodok|a) likme. Tas
nozimé, ka ikvienas pardodamas preces cenu ieglst, pareizinot kadu veselu skaitu centu (cenu bez
PVN) ar skaitli 1,21 un reizinajumu noapalojot lidz tuvakajam veselajam centu skaitam. Cenu sauc par
neiespéjamu, ja to nevar iegtt minétaja veida. Cik pavisam ir neiespéjamu cenu no 1 lidz 1000 centiem
ieskaitot?

Pieméram, 3 centi ir neiespéjama cena, jo 2-1,21 = 2,42, péc noapalosanas 2 centi, savukart,
3-1,21 = 3,63, péc noapajosanas 4 centi. Ta ka nekada cita vesela skaitla starp 2 un 3 nav, tad cenu,
kas ir tieSi 3 centi, nevar iegut péc PVN pievieno3anas.

9. KLASE
N.9.1. Nosaki funkcijuy = 2016 —xuny = 2(;—15 grafiku krustpunktu koordinatas!

N.9.2. Pieradit, ka
a) no pieciem naturaliem skaitliem vienmér var izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru summa dalas
ar 4;

b) var atrast Cetrus tadus naturalus skaitlus, ka no tiem nevar izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru
summa dalas ar 4.

N.9.3. Trijstari ABC novilkta bisektrise BD . Zinams, ka AD = DB un AB = 2BC . Aprékinat «BAC
lielumu!

N.9.4. Kerpjbardis, Puszabaks un Uzrocis spélé novusu, pie tam tas, kurs zaudé partiju, atdod savu vietu
tam, kurs iepriek$éjo partiju nespéléja. Beigas izradijas, ka Kérpjbardis ir izspéléjis 10 partijas, bet
Puszabaks — 21. Cik partijas izspéléja Uzrocis?

N.9.5. Doti 2016 skaitli: 1%; 22;32;...; 2015%; 20162. Vai starp $iem skaitliem var salikt ”+” un “—”
zimes ta, lai iegtas izteiksmes vertiba bitu 0?
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VALSTS OLIMPIADE

9. KLASE

V.9.1. Zinams, ka x un y ir tadi naturali skaitli, ka xy? ir naturala skaitla kubs. Pieradrt, ka arf x2y ir
naturala skaitla kubs!

V.9.2. Trijstlrt ABC novilkta mediana AF, punkts D ir tas viduspunkts. Taisne CD krusto malu AB
punkta E. Pieradit: ja BD = BF, tad AE = DE!

V.9.3. Vaitabul3, kuras izméri ir 4 X 4 ratinas, var ierakstit naturalus skaitlus no 1 [idz 16 (katra ratina
citu) t3, lai katras divas ratinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skaitlu starpiba bitu vismaz a) 6; b) 7?

V.9.4. Atrast skaitla msz& mazako pirmreizinataju!

V.9.5. Naturalu skaitju virkni (s;) péc parauga ,,2016” veido $adi: virknes pirmais loceklis s; ir 2; virknes
otrais loceklis s, — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s; un ta pieraksta ir cipars 0; virknes
tresais loceklis s3 — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s, un ta pieraksta ir cipars 1; virknes
ceturtais loceklis s, — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s3 un ta pieraksta ir cipars 6. Péc tam
meklétie cipari cikliski atkartojas: 2-0-1-6-2-0-... . Virknes pirmie locekli ir 2; 10; 11; 16; 20; 30; 31; 36;
42; 50. Kadi ir ¢etri nakamie skaitli, kas virkné seko aiz skaitla 20167?
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ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

5. KLASE
A.5.1. Uzraksti dotos skaitlus augosa seciba! Atbildi pamato!
DLV; MMXVI; CMXCIV; XXXVII
A.5.2. Vaivar atrast tadus naturalus skaitjusaun b, kal4-a+2-b+ 1= 20167
A.5.3. Starp dotajiem skaitliem vienadibas kreisaja pusé saliec darbibu zimes un iekavas ta, lai iegltu
patiesu vienadibu!
a)3 3 7 7=14

b)3 3 7 7=24
A.5.4. Sadali 67. att. redzamo figiru tris dalas, no kuram var salikt kvadratu! Saliekot dalas nedrikst

parklaties, dalas drikst pagriezt, bet nedrikst apgazt otradi.

67. att.
A.5.5. Klasé ir 12 skoléni, katrs no tiem nositija 1szinu tiesi seSiem citiem saviem klases biedriem. Pieradi,

ka noteikti ir tadi divi skoléni, kas nosGtijusi 1szinu viens otram!

6. KLASE
A.6.1. Aplisos (skat. 68. att.) ieraksti triikstosas darbibu zimes un kvadratinos — trikstosos skaitlus, lai

iegltu patiesas vienadibas! Paradi arf risinajumul!
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68. att.

A.6.2. Vaivar atrast tadus naturalus skaitjusaun b, ka14-a+ 15 = 2016 — 6 - b?
A.6.3. Vairakas tantites piedalijas sénosSanas sacensibas. Kad sacensibu beigas saskaitija atrastas

. o s . . - - e o . . T |
baravikas, tad izradijas, ka katrai no divam tantitém, kuram bija vislielakais baraviku skaits, bija tieSi -
no visu baraviku kopskaita. Savukart, katrai no piecam tantitém, kuram bija vismazakais baraviku

. T | . . . . . - . - _
skaits, bija tiesi 73 o visu baraviku kopskaita. Cik pavisam tantites piedalijas sacensibas?
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A.6.4. Kvadrats ar izmériem 12 X 12 ratinas divos veidos ir sadalits taisnsturos ar izmériem 3 X 4
ratinas (skat. 69. att.): tris rindas pa Cetriem taisnstlriem katra (ar gaisi pelékajam Iinijam) un cetras
rindas pa trim taisnstlriem katra (ar melnajam linijam). Kads ir mazakais rdtinu skaits, kas jaiekraso
12 X 12 ratinu kvadrata, lai katra gaiSpelékaja un katra melnaja taisnstri batu vismaz viena iekrasota
ratina?

k| 3
e >, .. »,
k' 1
o v, . > . »,
' Y
v, y,
y a!
\ A A J
69. att 70. att.

A.6.5. Sadali 70. att. redzamo figlru tris vienadas (gan péc formas, gan péc laukuma) dalas! Gabali

”n

attieciba viens pret otru drikst bt gan pagriezti, gan ,,apmesti otradi”.

7. KLASE
A.7.1. Dota lineara funkcijay = 2015x + 2016.
a) Nosaki dotas funkcijas krustpunktus ar koordinatu asim!

b) Uzraksti vienadojumu linearai funkcijai, kuras grafiks nekrusto dotas funkcijas grafiku un iet caur
punktu (1; 43)!

A.7.2. Karlsons sev pusdienam nopirka 8 piradzinus un 15 magonmaizites, bet Bralitis — vienu piradzinu
un vienu magonmaiziti. Karlsons par savam pusdienam samaksaja tiesi divus eiro (katra maizite un
piradzins maksa veselu skaitu centu). Cik samaksaja Bralitis?

A.7.3. Dots, ka AB||CD un AD||BC (skat. 71. att.). Nogrieznu AC un BD krustpunkts ir M. Uz taisnes AB
izvéléts tads punkts N, ka AM = MN. Pieradit, ka <ANC = 90°.

4'\‘7

A D
71. att.

A.7.4. Divi raki — Svirpulnieks un Pukstin$ — katru dienu tira zobus. Katrs lieto savu zobu birsti un katrs
sava veida zobu pastas tlbinas. Katram rikim viena zobu pastas tibina pietiek veselam skaitam dienu.
Ja viena diena rukim beidzas viena zobu pastas tlbina, tad nakamaja diena vins iesak tadu pasu jaunu
tdbinu. Svirpulniekam viena zobu pastas tlbina pietiek divas dienas ilgak neka Pukstinam. Ja abi sak
jaunas zobu pastas tlbinas viena un taja pasa diena, tad diena, kad Pukstin$ pédéjo dienu izmanto
treso zobu pastas tlbinu, Svirpulnieks pirmo dienu ir iesacis jaunu tubinu. Cik dienas katram rakim
pietiek ar vienu zobu pastas tuabinu?
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A.7.5. Kvadrats sadalits 12 X 12 vienadas kvadratiskas ritinas un izkrasots ka $aha galdins. Cetrdesmit
trijas baltajas ratinas séz pa vienai musai. Varde Ieka pa kvadratu, katra léciena skérsojot divu ratinu
kopéjo malu. Ta nelec caur ritinu stdri un nelec ratina, kura ta jau ir bijusi. lelecot ratina, kura séz
musa, varde to apéd. Zinams, ka varde ir bijusi vismaz 100 rGtinas. Pieradit, ka varde ir apédusi vismaz
21 musul!

8. KLASE
A.8.1. Aprekini dotas izteiksmes vértibu!
2000016 - 1999984
512.213 — 128
A.8.2. Vaivar atrast tadus veselus skaitlus a un b, ka ab(a + 43b) = 434343?

A.8.3. Zinams, ka skaitlis dalas ar 2016 un ka visi ta cipari ir dazadi. Kads ir lielakais ciparu skaits, kas var
bit Saja skaitli?

A.8.4. Dota taisnlenka trapece ABCD, kurasisaka sanu mala ir BC. Malu AD un CD viduspunkti attiecigi
ir M un K, bet diagonales AC viduspunkts ir N. Pieradit, ka AMNB = ACKM.

A.8.5. Divispélétaji spélé spéliuz N X N ratinas liela laukuma. Sakuma laukuma kreisaja apakséja ritina
atrodas spélu kaulins. Katra gajiena spélu kaulinu drikst parvietot vai nu vienu laucinu pa labi, vai vienu
laucinu uz augsu, vai ari divus laucinus pa diagonali uz augSu pa labi (skat. 72. att., kur kaulina
sakumpozicija apziméta ar baltu, bet atlautie gajieni — ar pelékiem apliSiem). Kaulinu nedrikst parvietot
arpus laukuma robezam. Spélétaji gajienus izdara péc kartas. Zaude spélétajs, kurS nevar izdarit
gajienu. Kurs no spélétajiem, pareizi spéléjot, uzvar,jaa) N = 7, b) N = 8?

®

72. att.

9. KLASE
x—1
— <o

A.9.1. Atrisinat nevienadibu .

A.9.2. Vaivar atrast tadus veselus skaitlus x, y un z, ka x3 — 2016xyz = 10?
3, bet 10 = 2 (mod 4). Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos skait]os.

A.9.3. Dots taisnstliris ABCD. Malas AB viduspunkts ir M. Zinams, ka uz malas BC var izvéléties tadu
punktu N, ka <BMN = «CDN = 30°. Pieradtt, ka trijstlris CDM ir vienadmalu!

A.9.4. Naturalu skaitlu virknes 1; 2; 2; 4; 8; 32; 48; ... katrs loceklis, sakot ar treso, ir vienads ar divu
iepriekséjo locek|u nenulles ciparu reizinajumu. Kads ir $is virknes 2016. loceklis?

A.9.5. Sivénam ir 10 podi ar medu, kas péc kartas sanumuréti ar skaitliem no 1 lidz 10. Kadu dienu vins
uzzinaja, ka Vinnijs Pliks slepeni ir izédis ¢etrus no tiem, pie tam to numuri veido aritmétisko progresiju.
Katra poda saturu Sivéns var parbaudit. Pieradit, ka vin$ var noskaidrot, kuri tiesi ir izéstie podi,
parbaudot ne vairak ka Cetrus podus!
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IETEIKUMI

TIK VAL... CIK?

1. KARTA
T.1.1. Turpini: 1000 -100+10—1=900+10—-1=

T.1.2. Aprékini katras vienadibas kreisas puses vértibu un salidzini to ar skaitli vienadibas labaja pusé! Ja
abi skaitli sakrit, tad vienadiba ir patiesa.

T.1.3. 4.aklases skoléni kopa apéda 40 kg. Vai abu paréjo klasu skoléni apéda vairak?

T.1.4. Nem paliga taisnstdri: cik reizu palielinasies taisnstdra laukums (reizindjums), ja katras malas
garumu (reizinataju) palielina divas reizes (skat. 73. att.)?

73. att.
T.1.5. Turpiniierakstit skaitJus tuksajas ritinas!
[1lofofafafa] [ | [

T.1.6. Dota figlra satur 25 ratinas. Cik ratinas ir iekrasotas? Kada dala no visam ta ir?

T.1.7. Lai noklGtu iekrasotaja ratina (skat. 74. att.), Alisei ar X atzimétaja ratina ir janonak divas reizes.
Kuras ratinas vel Alisei noteikti ir janonak divas reizes?

_ X

74. att.

T.1.8. Punktéta linija sastav no tris katra kvadrata malam, un kvadratam visu malu garumi ir vienadi. Cik

T.1.9. Parbaudi, kur$ no atbilZu variantiem atbilst uzdevuma nosacijumiem!

T.1.10. Paradi pieméru, kura paradits, ka nepietiek iznemt 12 konfektes, lai noteikti bitu iznemtas visu
tris garsSu konfektes!

2. KARTA
T.2.1. levero darbibu secibu!
T.2.2. 2015:10 = 201, atl.

T.2.3. No pirmas figlras var izlocit kubu, bet no otras figliras — nevar. Vai no pédéjam divam figlram var
izloctt kubu? Var