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Ievads

Cilvékiem ir jaattista visa veida domasana. Matematikas sacensibu
uzdevumi attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu
péc pieradijuma. Tie radina logiski sakartot savas domas un darboties secigi.
Apgit Sis prasmes ir Tpasi noderigi skoléniem, kas izvélgjusies macities eksaktos
priekSmetus.

Matematikas olimpiazu uzdevumi ir paredzéti, lai skoléni apgitu cetras
nozimigas matematikas nozares - algebru, geometriju, kombinatoriku un skaitju
teoriju. Izmantojot So macibu materialu, skoléni var novértét, cik spécigi vini ir
katra no minétajam nozarém, un tadéjadi pilnveidoties.

Gramata ir apkopoti 2005./2006.m.g. matematikas olimpiazu 9.-12. klasu
uzdevumi un atrisindjumi. Sagatavosanas olimpiade ir paredzéta ka sacensibas
skolas, savukart, rajona olimpiade - rajona méroga. Tie, kam ir labi rezultati
rajona olimpiad€, piedalas valsts olimpiadé. Macibu gada beigas norisinas Atklata
matematikas olimpiade, kura var piedalities jebkurS gribétajs. Skoléni, kuri ir
uzradijusi labus rezultatus valsts olimpiadé, tiek uzaicindti uz divu dienu
sacensibam, lai noteiktu, kuri skoléni piedalisies starptautiskaja olimpiad€. Esam
ieklavusi gramata ari starptautiskas olimpiades uzdevumus. Te ir arl uzdevumi no
atlases sacensibam uz komandu olimpiadi ,Baltijas cel$” un no pasa ”Baltijas
cela”, kas ir starptautiskas sacensibas un uz kuram no katras valsts dodas pieci
9.-12. klasu skoléni.

Lai ar ne visi starté augstaka Iimena olimpiadés, ikvienam ir dota iespé&ja
piedalities gan sagatavosanas, gan atklataja matematikas olimpiadé. Si gramata
blis paligs gatavosanas darba. To var izmantot skoléni, skolotaji un jebkurs cits,
kurs vélas uzlabot savu matematisko domasanu.

Ja lasitajs nezina, ka var atrisinat attiecigo uzdevumu, vins var meklét
palidzibu otraja gramatas sadala ,Ieteikumi”, kura sniegtas norades, ka nonakt
pie mums zinama atrisinajuma. Lasitajs, protams, var atrast ari atrisinajumus,
kas atSkiras no gramata dotajiem un tomér ir pareizi.

Novélam veiksmigu risindSanu un ceram, ka gramata Jums palidzés sasniegt
plasakus zintbu apvarsnus.

Autori



Uzdevumi

S. SagatavoSanas olimpiade
S.9. Devita klase

S.9.1. Uz koordinatu asim nav uzraditi mérogi. Vai var gadities, ka 1. zim.

attéloti funkciju y=ax?+bx+c, y=bx>+cx+a un y =cx?

A
y

+ax+b grafiki?

0 X

1. zim.

S.9.2. Pieradit: trijstura ABC ta ar€ja lenka bisektrise, kas atrodas pie virsotnes
B, krusto apvilkto rinka liniju loka ABC viduspunkta (zinams, ka AB = BC).

S.9.3. Dots, ka p - pirmskaitlis. Pieradit, ka p*-1 dalas vai nu ar 15, vai ar 16.

S.9.4. Rinka linija ar radiusu R pieskaras AABC malam AB un BC, bet tas centrs
atrodas uz malas AC. Pieradit, ka R < 2r, kur r - AABC ievilktas rinka linijas
radiuss.

S.9.5. Kvadratisks rezgis sastav no 5x5 vienadam kvadratiskam rdatinam. Ar
vienu gajienu var nokrasot sarkana krasa jebkura viena kvadrata kontdru. Ar
kadu mazako gajienu skaitu var nokrasot sarkanu visu rezgi?

S.10. Desmita klase

S.10.1. Dots, ka a>0 un b > 0. Pieradit: taisne, kuras vienadojums ir

_+E:1' atsSke] no koordinatu asu ,pozitivajiem” stariem 0x un 0y
a

nogrieznus, kuru garumi ir attiecigi a un b.

S.10.2. Vai eksisté tadi racionali skaitli x un y, ka vienlaicigi x#0, y=#0 un
X2 + y? = 13xy?

S.10.3. Uz taisnes t atlikti punkti A1, A2, A3, A4 (tieSi $ada seciba); punkts B
nepieder taisnei t. Ar Rij apzimésim tas rinka linijas radiusu, kas apvilkta ap
trijstari BAA; (1= J; 1<i, j <4). Pieradit, ka R12 . R34 = R13 . R24.

S$.10.4. Dots, ka a, b, c- pozitivi skaitli un abc=1. Pieradit, ka

1

2>a+1+-.

a
S.10.5. Klasé ir 6 aktivisti. Katri divi aktivisti veido tiesi vienu komisiju. Atrast
mazako skaitli n ar Tpasibu: no jebkuram n komisijam var izvéléties 3 tadas

komisijas, kas kopa satur visus 6 aktivistus.

aZ+b%+c



S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Divas paralélas taisnes krusto funkcijas y = x? grafiku: viena taisne -
punktos A un B, otra taisne — punktos C un D. Pieradit: taisne, kas iet caur
nogrieznu AB un CD viduspunktiem, paraléla Oy asij.

S.11.2. Klasé ir 5 aktivisti. Vini izveidojusi vairakas komisijas. Katra komisija ir
vismaz viens loceklis, un nekadas divas komisijas sastava zina nesakrit. Bez
tam katram divam komisijam ir vismaz viens kopéjs loceklis. Kads lielakais
komisiju skaits var but izveidots?

S.11.3. Rinka linijas W: un W2 krustojas punktos A un B. Rinka linijas Wi
pieskare, kas novilkta punkta A, krusto W2 vél punkta C; rinka linijas W2
pieskare, kas novilkta punkta B, krusto W1 vél punkta D. Pieradit, ka AD||BC.

S.11.4. Dots, ka «a,f,y,0 ir Sauri lenki un a+ﬁ+7/+5:900. Pieradit, ka
sin(a + B)-sin(B + y)-sin(y +8) -sin(8 +a) > 4sina -sin #-siny -sin &.

S.11.5. Vai eksisté 8-ciparu naturals skaitlis M ar ipasSibu: ja n - patvaligs
piecciparu naturals skaitlis, tad M ciparus var parkartot tada seciba, lai

iegutais 8-ciparu skaitlis M1 dalitos ar n? (Skaitlis M1 var sakties ari ar vienu
vai vairakam nullém.)

S.12. Divpadsmita klase
S.12.1. Dots, ka a, b, c- redli skaiti un |a—bl<c<a+b. Vai noteikti

la—c/<b<a+c?

S.12.2. Vai eksisté tadi naturali skaitli x un y, ka abi skaitli 7%-2Y -1 un

7%.2Y +1 ir pirmskait]i?

S.12.3. Dots, ka ABCDE ir izliekts piecsturis, pie tam AB||CE, BC||AD, CD||BE un
AE||BD. Nogriezni AC un BE krustojas punkta Di, bet nogriezni AD un BE
krustojas punkta C:. Pieradit, ka BD: = C:E.

S.12.4. Kadiem naturaliem n eksisté polinoms P(t) ar TpaSibu:

P(X—1j=xn —i visiem realiem x=07?

X Xn

S.12.5. Futbola turnira piedalijas 28 komandas, katra ar katru citu spélé&ja tieSi
vienu reizi. Par uzvaru komanda iegist 2 punktus, par neizskirtu - 1 punktu,
par zaudéjumu - 0 punktus. Vairak neka 75% spélu beidzas neizskirti.
Pieradit: vismaz divam komandam turnira nosléguma bija vienads punktu
skaits.

R. 56. Rajona olimpiade
R.9. Devita klase

R.9.1. Kada kolektiva katram cilvékam ir tieSi 3 draugi (ja A ir B draugs, tad ari B
ir A draugs). Nav tadu triju cilvéku, kas visi sava starpa draudzétos. Kads ir
mazakais iesp&jamais cilveku skaits Saja kolektiva?

R.9.2. Dots, ka ABCD - paralelograms. Taisne t ir paral€la diagonalei BD un
krusto malu AB punkta M, bet malu AD - punkta K. Pieradit, ka trijstiru BMC
un KCD laukumi ir vienadi.

Ja nevarat atrisinat uzdevumu visparigaja gadijuma, apskatiet gadijumu, kad
ABCD - kvadrats (protams, ieguto punktu skaits tad bids mazaks).

R.9.3. Ja a - reals skaitlis, tad ar [a] apzimé lielako veselo skaitli, kas
neparsniedz a (skaitla a veselo dalu). Pieméram, [4,8] = 4; [-3, 3] = -4;
[5] = 5.



Savukart péc definicijas {a}za—[a] (skaitla a dalveida dala). Pieméram,
{4,8¥ = 0,8; {-3,3y = 0,7; {5}=0.
Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému

x]+{y}=2

[y]+{z}=x

[2]+{xj=y

R.9.4. Kuri naturalie skaitli x apmierina vienlaicigi visas sekojosas prasibas:

X <2006,

x dalas ar 5,

X + 1 dalas ar 7,

X + 2 dalas ar 9,

x + 3 dalas ar 117

R.9.5. Gunars un Dzintars pamisus raksta uz tafeles pa vienam naturdlam
skaitlim, kas neparsniedz 1000. Sak Dzintars, uzrakstot skaitli 1. Neviens jau
uzrakstits skaitlis netiek nodzésts; nevienu skaitli nedrikst rakstit otrreiz.
Ja kaut kads skaitlis x jau ir uz tafeles, tad ar kartéjo gajienu drikst uzrakstit
vai nu X + 1, vai 2x (ja izvelétais rakstamais skaitlis neparsniedz 1000). Tas,
kurs uzraksta 1000, uzvar. Kurs no zéniem uzvar, pareizi spéléjot?

R.10. Desmita klase

R.10.1. Atrodiet lielako 12-ciparu skaitli ar Tpasibu: katri divi blakus uzrakstiti
cipari veido pirmskaitli, un visi Sie 11 pirmskaitli ir dazadi.

R.10.2. Katram no diviem vienadiem regulariem n-stdriem virsotnes kaut kada
kartiba sanumurétas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz n (katra n-star visi
numuri ir dazadi).

Noskaidrojiet, vai noteikti katra n-sturi var izveléties 3 virsotnes ta, ka

vienlaicigi izpildas sekojoSas ipasibas:

e abos n-stiiros izvélétas virsotnes ar vieniem un tiem pasiem numuriem,

e pirmaja n-stur izvéléto virsotnu veidotais trijstlris un otraja n-stan
izvéléto virsotnu veidotais trijstdris abi ir viena tipa: vai nu abi ir
Saurlenku, vai abi - taisnlenka, vai abi - platlenka.

Atbildiet uz So jautajumu, ja

a)n =5;
b) n = 2006.
R.10.3. Dots, ka a, b un c - pozitivi skaitli. Pieradit, ka vismaz viens no skaitliem
a b

, , neparsniedz l

bc+1 ac+1 ab+1 2

R.10.4. Saurlenku trijstira ABC iek$pusé atrodas punkts P. Stari AP, BP, CP
krusto attiecigi malas BC ,AC, AB attiecigi punktos A:, Bi, Ci. Pieradit: ap
abiem Cetrstliriem ABA1B1 un ACA1Ci var apvilkt rinka Iinijas tad un tikai tad,
ja P ir AABC augstumu krustpunkts.

R.10.5. Ir 2006 péc arg€ja izskata vienadas monétas. Dazas (vismaz viena) ir
Istas un dazas (vismaz viena) ir viltotas. Visam istajam moné&tam ir vienadas
masas; arl visam viltotajam monétam ir vienadas masas. Viltotas monétas ir
vieglakas par istajam. Ka, izmantojot sviras svarus bez atsvariem, ar 1004
svérSanam noskaidrot, cik ir viltoto monétu?

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Doti 6 viens otram sekojosi naturali skaitli. Pieradit: eksisté pirmskaitlis,
ar kuru dalas tieSi viens no Siem skaitliem.

R.11.2. Kvadrats ABCD sastav no nxn vienadam kvadratiskam rGtinam, n>2.
Par “l&diju” sauc figuru, kas var atrasties jebkura ritina; ta apdraud visas tas



ratinas, kas atrodas ar to viena horizontalé, viena vertikalé vai viena
“diagonal&”, kura paraléla AC (skat. 3. zim.)

B C
A
<€ =>
/
g ¥
A 3. zim. D

Kadu mazako Iédiju skaitu var novietot kvadrata, lai visas neaiznemtas ratinas
biltu apdraudétas?

R.11.3. Stars t ir AABC lenka A bisektrise. Ta krusto malu BC punkta K. Punkti
M un N ir to perpendikulu pamati, kas no B un C vilkti pret t (M un N
nesakrit). Ta perpendikula pamats, kas no K vilkts pret AC, ir S. Pieradit, ka
ZMSK =/ZNSK .

R.11.4. Funkcija f(x) definéta visiem x>0. Ir zinams, ka funkcijas f(x)—x* un
f(x)—3x ir augosas visa definicijas apgabala. Pieradit, ka funkcija
f(x)—x?—x ir augoda
a) segmenta [0; 1],

b) visa definicijas apgabala.

R.11.5. Andrim, Dzintaram un Gunaram ir liels daudzums zimisu. Uz katras
zimites ir uzrakstits viens no skaitliem 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8. Maija uzliméja
katram no viniem uz pieres pa vienai zimitei. Katrs zéns redz zimites uz abu
draugu pierém, bet neredz zimiti uz savas pieres. Maija, visiem dzirdot,
pazinoja: ,Ne visi skaitli uz jisu pierém ir dazadi. Visu triju skaitlu reizinajums
ir vesela skaitla kvadrats.”

Vai zéni nesarunajoties var noskaidrot, kadi skaitli ir uz vinu pierem?

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Koordinatu plakné uzziméts funkcijas y = Xx* —2x* +7 grafiks un taisne,

kas krusto So grafiku 4 dazados punktos. Pieradit, ka krustpunktu abscisu
summa ir 0.

R.12.2. Parlamenta ir 100 deputatu. Ir zinams, ka nevienam deputatam nav
aizspriedumu pret vairak neka 5 citiem deputatiem. (Ja A ir aizspriedumi pret
B, tad B var ari nebut aizspriedumu pret A.)
Kads ir mazakais komisiju skaits, kuras noteikti var sadalit jebkura Sada
parlamenta deputatus (katram deputatam japiedalas vismaz viena komisija)
ta, ka neviena komisija nevienam deputatam nav aizspriedumu ne pret vienu
citu?

R.12.3. Kuriem pirmskaitliem p piemit TpaSiba: skaitlim p2 +11 ir mazak neka 11

naturalu dalitaju?

R.12.4. Rinka linija ievilkts kvadrats ABCD. Punkts M atrodas uz mazaka no
lokiem CD un nesakrit ne ar C, ne ar D. Taisne AM krusto taisnes BD un CD
attiecigi punktos P un R. Taisne BM krusto taisnes AC un DC attiecigi punktos
Q un S. Pieradiet, ka PSLQR.

R.12.5. Pa apli izvietotas n spuldzes; sakotng&ji tas visas ir izslégtas. Viena
spuldze apziméta ar S. Atrodam visus skaitla n pozitivos dalitajus, ieskaitot 1
un n. Katram Sadam dalitdjam d veicam sekojoSu operaciju: mainam katras
d-tas spuldzes stavokli (sakot ar spuldzi S), pavisam izdarot n mainas.
(Pieméram, ja 4. zim attélotaja situacija pie n = 6 nemts dalitajs d = 3, tad
pakapeniski mainisim spuldzu S; C; S; C; S; C stavok|us.)
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D B
C
Kuram n vértibam, beidzot Sis darbibas, visas spuldzes bis ieslégtas?

4, 7zim.

V. 56. Republikas olimpiade
V.9. Devita klase

V.9.1. Atrisinat vienadojumu X +Yy =1025, ja x un y ir naturali skaitli - skaitla
640000 dalitaji.

V.9.2. Apzimé&jam f(x):x2+px+q. Zindms, ka vienadojumam f(x)=0 ir

divas saknes, no kuram viena atrodas starp 0 un 1, bet otra — né. Pieradit, ka

f(q)<0.

V.9.3. Trijstira ABC ievilktas rinka linijas centrs ir I. Uz taisnes AB atrasti tadi
divi dazadi punkti C1 un Cz, ka IC, =1C, =IC; uz taisnes AC atrasti tadi divi
dazadi punkti B: un Bz, ka IB, =1B, =IB; uz taisnes BC atrasti tadi divi
dazadi punkti A1 un Az, ka 1A, = 1A, =1A.

Pieradit, ka A/A,+B,B,+C,C, =AB+BC+CA.

V.9.4. Eksamenam tika sagatavoti 8 uzdevumi. Katram skolénam iedeva 3 no
tiem. Nav tadu divu skolénu, kas bitu sanémusi vairak neka vienu kopigu
uzdevumu. Kads ir lielakais iespéjamais skolénu skaits?

V.9.5. Devinos traukos pavisam kopa ir 36 litri ddens. Udeni, kas ir 1. trauka,
sadalija 8 vienadas dalas un Sis dalas ieléja paréjos 8 traukos (pa vienai dalai
katra trauka). Péc tam to pasu izdarija ar tdeni, kas bija 2. trauka, 3. trauka,

..., 8. trauka, 9. trauka. Izradijas, ka tagad katra trauka ir tikpat tdens, cik
tur bija sakuma. Cik litru tdens sakuma bija katra trauka?

V.10. Desmita klase

V.10.1. Kada valsti ir 100 pilsétas. Starp dazam no tam noorganizéti avioreisi.
Starp katram divam pilsétam ir augstakais viens reiss. Katrs reiss savieno
tikai 2 pilsétas, pa celam nenolaiZoties citas. Katrs reiss ,darbojas” abos
virzienos. Reisus organizé 90 aviokompanijas. Katra aviokompanija organizé
tieSi 30 reisus. Ja kompanija organizé reisu starp kadam divam pilsétam
(apzimésim tas ar A un B), tad tai ir biroji gan pilséta A, gan pilséta B.
Pieradit, ka ir tada pils€éta, kura ir vismaz 9 biroji.

V.10.2. Kadiem pirmskaitliem p un q, kas neparsniedz 100, visi skaitli p + 6,
p+10,g+4,q+ 10unp + g+ 1 ar ir pirmskaitli?

V.10.3. Divas rinka linijas iek$€&ji pieskaras punktd M. Taisne t krusto tas punktos
A, B, C, D (skat. 5. zim.) Pieradit, ka ZAMB=~/CMD.
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5. zim.

V.10.4. Pieradit, ka
1 1 1

1
e >21
2 ads Fads T Tz F

V.10.5. K&dam mazakajam naturalajam skaitlim n piemit Sada ipasiba: vienalga
kada veida nokrasojot dazus no naturalajiem skaitliem 1; 2; 3; ...; n baltus,
bet paréjos - sarkanus, vienadojumam x + y + z =t eksisté atrisinajums,
kura visu Cetru mainigo vértibas ir viena un tai pasa krasa (starp Sim vértibam
var but arl sava starpa vienadas)?

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Skola ir n skolnieki un m skolotaji. Ir zinams, ka katrs skolotajs maca
tieSi a skolniekus, a > 1, un katriem diviem dazadiem skolniekiem var atrast
tieSi b skolotajus, kuri maca abus Sos skolniekus. Pieradit, ka

m _n(n-1)
b a@-1)°

V.11.2. Realu skaitlu virkné (an), n=1; 2; 3; ..., pirmo locekli a1 izvélas
patvaligi, bet katru nakoSo aprékina péc formulas a, ., :an(an +2), n=1; 2;
3; ... . Kadas vértibas var pienemt azoo06?

V.11.3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu (X+ y)(xy +1): 2%,

V.11.4. Dots, ka AABC ir Saurlenku trijstris. Rinka linija @ iet caur A un B un
krusto malas AC un BC attiecigi punktos M un N. Pieskares, kas @ novilktas
punktos M un N, krustojas punkta O. Pieradit: O ir ACMN apvilktas rinka
linijas centrs tad un tikai tad, ja AB ir @ diametrs.

V.11.5. Regulara n - stlra A virsotnés ierakstiti skaitli: n-1 virsotné nulles, bet
viena virsotné - vieninieks. Ar vienu gajienu atlauts izvéléties jebkuru tadu
regularu daudzstdri D, kura visas virsotnes ir n-stlra A virsotnés, un visiem
skaitliem daudzstlra D virsotnés pieskaitit 1. Kadiem n, atkartojot Sadus
gajienus, iesp€jams panakt, lai visas n-stira A virsotnés butu ierakstiti
vienadi skaitli?

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Pieradit, ka
(L+ tgl® N1+ tg2° J1+tg3° )...(1+ tg44® 1+ tgas° )= 2%,

V.12.2. Funkcija f(x) definéta pie 0< x <1. Zinams, ka f(0)=f(1)=0 un visiem
X un y no intervala [0; 1] pastav nevienadiba

f[XZyJSf(x)Jrf(y).

a) Pieradit: vienadojumam f(X):O ir bezgaligi daudz atrisinajumu,
b) vai eksisté tada funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus un starp
kuras vértibam ir tadas, kas atskiras no 0?
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V.12.3. Trijstlri ABC visas malas ir dazada garuma un taja ievilktas rinka linijas
centrs ir I. Ievilkta rinka linija pieskaras malam AB, BC, CA attiecigi punktos
D, E, F.

a) Pieradit, ka ACDI un ADSI ir lidzigi, ja S ir CI un EF krustpunkts,

b) pienemsim, ka K ir nogriezna CD un ievilktas rinka linijas kopé&jais punkts,
kas atSkiras no D. Taisne, kas punktd K pieskaras ievilktajai rinka [inijai,
krusto taisni AB punkta G. Pieradit, ka GS L Cl.

V.12.4. Naturali skaitli m un n apmierina sekojosu ipasibu: m dalas ar jebkuru no
skaitliem 1; 2; 3; ... ; n, bet nedalas nearn+ 1, nearn+ 2, ne ar n + 3.
Kadas ir iesp€jamas n veértibas?

V.12.5. Uz katras daudzskaldna skautnes atziméta bultina. Zinams, ka katra
virsotné ieiet vismaz viena bultina un no katras virsotnes iziet vismaz viena
bultina.

a) Pieradit: ja daudzskaldnis ir izliekts, tad noteikti eksisté tada skaldne,
kuras kontlru var apiet, ejot pa malam bultinu noraditajos virzienos,
b) vai si ipasiba noteikti izpildas, ja daudzskaldnis nav izliekts?

A. Latvijas 33. atklata matematikas olimpiade
A.9. Devita klase

A.9.1. Kada ir lielaka iesp€jama ciparu summa septinciparu naturalam skaitlim,
kas dalas ar 8?

A.9.2. Dots, ka n - naturals skaitlis. Katrs no 2n+1 riikiSiem Lieldienas vienu reizi
ieradas pie Sniegbaltites un kadu laiku tur uzturéjas. Ja divi rikisi vienlaikus
bija pie Sniegbaltites, tad vini tur satikas. Zinams, ka katrs rukitis pie
Sniegbaltites satika vismaz n citus rikiSus.

Pieradit: ir tads rikitis, kas pie Sniegbaltites satika visus 2n citus rikisus.

A.9.3. Dots, ka AABC ir regulars. Punkts P atrodas uz ABC apvilktas rinka linijas
(skat. 6. zim.) Taisnes, kas caur P vilktas paraléli AB, BC un CA, krusto
atbilstoSi taisnes BC, AC un AB attiecigi punktos M, K un N. Pieradit, ka
/BMN=/ZBMK.

6. zZim.

A.9.4. Apzimésim f(x)=x?+ px+(. Ir dots, ka vienadojumam f(x)=0 ir divas
saknes, kas atskiras viena no otras vismaz par 5. Pieradit, ka vienadojumam
f(x)+ f(x+1)+ f(x+2)=0 ari ir divas saknes.

A.9.5. Apskatam naturalos skaitlus no 1 Ilidz 100 ieskaitot. Kadu lielako
daudzumu no tiem var izvéléties ta, lai nekadi divi izvéletie skaitli nedalitos
viens ar otru un katriem diviem izvéletajiem skaitliem lielakais kopigais
dalitajs butu lielaks par 1?
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A.10. Desmita klase

A.10.1. Kvadrats sastav no 5x5 vienadam kvadratiskam baltam ratinam.
Paradiet, ka a) 8, b) 9, c¢) 10 no tam var nokrasot melnas ta, lai katrai
atlikusajai baltajai rGtinai R bitu tiesi viena melna ritina, ar kuru R ir kopiga
mala.

A.10.2. Pusrinka linijas diametrs ir AB. Uz pusrinka Iinijas nemti divi punkti M un
N, kas nesakrit ne ar A, ne ar B. Stari AM un BN krustojas punkta O.

Pieradit: ap AMNO apvilktas rinka linijas garums atkarigs tikai no hordas MN
garuma, nevis no tas novietojuma.

A.10.3. Ir dots, ka, sareizinot visus naturalos skaitlus no 1 lidz 33 ieskaitot,
iegust 86833176188xy8864955181944012zt000000, kur x, y, z, t ir cipari.
Noskaidrojiet x, y, z un t vértibas.

A.10.4. Tenisa turnira piedalijas n spélétaji, katrs ar katru citu spél&ja tieSi 2
reizes. Neizskirtu tenisa nav. Turnira nosléguma tiesi vienam spélétajam bija
13 uzvaras un tiesi 2 spélétajiem — pa 10 uzvaram; citiem katram bija vai nu
11, vai 12 uzvaras. Kada var but n vértiba?

A.10.5. Dots, ka x, y un z ir pozitivi skaitli.

1 1 1
a) Pienemsim, ka zinams: X+ Y+ z < 3. Vai noteikti —+—+—2>37?
X y z

1 1 1
b) Pienemsim, ka zinams: X+ Y+ z > 3. Vai noteikti —+—+—<3?
X y z

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Apskatam n péc kartas nemtus naturalus skaitlus. Vai var gadities, ka tos
var sadalit divas grupas ta, ka katras grupas skaitlu summa ir pirmskaitlis, ja
a) n = 8, b) n = 10? Katra grupa jabut vismaz 2 skaitliem.

A.11.2. Dots, ka a<b<c<d ir pozitivi veseli skaitli, ad = bc un /d —+a <1.
Pieradit, ka a ir vesela skaitla kvadrats.

A.11.3. Punkts P atrodas regulara trijstiira ABC iekSpusé. Pieradit, ka:
a) PA+PB+PC <3-AB,
b) PA+PB+PC <2-AB.

A.11.4. Dots, ka a - pozitivs skaitlis. Atrisinat vienadojumu x+a®=%a-x.

A.11.5. Dots, ka n - naturals skaitlis, n>3. Katri divi no n zinatniekiem
sarakstas viena no n valodam, turklat visas n valodas tiek izmantotas.
Pieradiet: var atrast tadus tris zinatniekus, kas savstarp&ja saraksté izmanto
tris dazadas valodas.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Vai eksisté tads vesels pozitivs skaitlis n, ka skaitlim n? ir tikpat daudz
naturalu dalitaju, kas dod atlikumu 1, dalot ar 3, cik naturalu dalitaju, kas dod
atlikumu 2, dalot ar 3?

A.12.2. Pieradit, ka ZAMB = ZANB = ZAKB, kur A, B, M, N, K - punkti, kas
atrodas kvadratiska rezga virsotnés (skat. 7. zZim.)

M

N

L

K
A TB 7. zim.
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A.12.3. Zinams, ka katram no vienadojumiem ax®+bx+c=0 un
Ax? +Bx+C =0 ir tieéi divas dazadas readlas saknes. Zinams ari, ka visiem
realiem X pastdv nevienadiba |ax? +bx+c‘ S‘sz +Bx+C|. Pieradit, ka

a’+b®>+c? <A +B?+C°>.

A.12.4. Dotas 5 péc ar€ja izskata vienadas monétas. Tris no tam ir istas (to
masas ir vienadas sava starpa), divas - viltotas (to masas ari ir vienadas sava
starpa, bet citadas neka i1stajam monétam). Nav zinams, vai viltota monéta
vieglaka vai smagaka par isto. Musu riciba ir sviras svari; ir iesp€jams nolasit
uz kausiem uzlikto masu starpibu. Ar kadu iesp&jami mazu svérSanu skaitu
JUs varat atrast kaut vienu isto monétu? (Nav japierada, ka Jusu piedavatais
svérsanu skaits ir mazakais iespéjamais.)

A.12.5. Vai eksiste tada funkcija f, kuras definicijas apgabals sastav no visiem
plaknes daudzstiriem, visas vértibas ir lielakas par 0 un mazakas par 1 un
kam piemit Tpasiba: ja daudzstiris D sadalits divos daudzstiros D: un D2, tad
noteikti f(D)= f(D1)+ f(Dz)?

Piezime. Ja daudzstdri X; un X, ir vienadi, bet atSkiras viens no otra ar
novietojumu plakné, tad varbat f(x,)= f(x,).

VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlase dalibai
47 .Starptautiskaja matematikas olimpiadé

VP.1. Latvijas 56.matematikas olimpiades 4.karta

VP.1.1. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu

¥=2%y +1

VP.1.2. Dots, ka a1, a2, ..., an, b1, bz, ..., bn ir reali skait|i un pastav sakariba
(a1?+az2?+...+an? - 1)(b12+b2%+...4+bn? - 1) > (aibi+azbz+...+anbn - 1)2.
Pieradit, ka ai12 + a22 + ... + an® > 1.

VP.1.3. Kluba ir 3n+1 dalibnieki. Katri divi sava starpa sarunajas tiesi viena no 3
valodam: anglu, vacu, francu. Katrs kluba dalibnieks katra no Sim valodam
sarunajas ar tiesi n citiem.

Pieradit: var atrast tadus tris kluba dalibniekus, kas savstarp€ja sazina lieto
visas tris valodas.

VP.1.4. Dots, ka AABC ir Saurlenku. Taja ievilkta rinka linija pieskaras malam AB
un AC atbilstoSi punktos D un E. Lenku ACB un ABC bisektrises krusto taisni
DE attiecigi punktos X un Y. Malas BC viduspunkts ir Z. Pieradit: AXYZ ir
vienadmalu tad un tikai tad, ja £ A=60°.

VP.1.5. Plakné dota taisnlenka koordinatu sistéma un atziméti n punkti. Pieradit,
ka var nokrasot dazus no Siem punktiem baltus, bet paréjos — sarkanus t3, ka
uz katras taisnes, kas paraléla kadai no koordinatu asim, abu krasu punktu
daudzumi atskiras viens no otra ne vairak ka par 1.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 6.maija

VP.2.1. Dots, ka d - pozitivs vesels skaitlis. Definéjam skaitlu virkni (an) Sadi:
ao=1
& jaa, — paraskaitlis,
an+l: 2 , . n L
a, +d, jaa, —neparaskaitlis
Kadam d vertibam eksisté tads k>0, ka ak=1?
VP.2.2. Dots, ka ABCD ir trapece ar pamatiem AB un CD. Tas diagonales ir
savstarpéji perpendikularas un krustojas punktd O. Punkti M un N atrodas
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attiecigi uz stariem OA un OB, pie tam ZANC=/BMD=90°. Punkts E ir
nogriezna MN viduspunkts. Pieradit, ka OE L AB.

X2 +x3 ..+ x3

VP.2.3. Katram naturalam n atrodiet izteiksmes mazako

X1+ X, + .+ X,
iesp&jamo vértibu, ja x1, X2, ...,Xn ir dazadi naturali skaitli.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 7.maija

VP.3.1. Pienemsim, ka ai<ax<as<as<as<aes<ay ir aritmetiska progresija, kas
sastav no pirmskaitliem. Kada ir mazaka iesp&jama a vértiba?

VP.3.2. Vai eksisté naturali skaitli m un n, kam piemit sada ipasiba: jebkura
grupa, kas satur m zénus un n meitenes, var izvél€ties 5 zénus un 5 meitenes
ta, ka vai nu visi izvélétie zéni pazist visas izvélétas meitenes, vai ari neviens
no izvélétajiem zéniem nepazist nevienu no izvélétajam meiteném?

VP.3.3. Kadam funkcijam f(t) vienlaicigi piemit sekojosas ipasibas:

o f(t) definéta visiem pozitiviem realiem t,
o f(t) vértibas ir pozitivi reali skaitli,
e visiem pozitiviem realiem X un y pastav vienadiba

X*(F(x)+ F(y))=(x+y)- F(f(x)-y)?

IMO. 47. Starptautiska matematikas olimpiade
(47t International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2006. gada 12. julija.

IMO.1. Trijstlri ABC ievilktas rinka linijas centrs ir |I. Punkts P atrodas trijstiira
iekSpusé un apmierina sakaribu /PBA+ /PCA = Z/PBC + ZPCB.

Pieradiet, ka AP > Al un ka vienadiba ir spéka tad un tikai tad, ja punkts P
sakrit ar punktu I.

IMO.2. Pienemsim, ka P ir regulars 2006-sturis. Daudzstira P diagonali sauc par
labu, ja tas galapunkti sadala P kontdru divas dalas, katra no kuram satur
nepara skaitu daudzsttra P malu. ArT daudzstura P malas sauc par labam.
Pienemsim, ka daudzstiris P ir sadalits trijstiros, novelkot 2003 diagonales,
nekadam divam no kuram nav kopigu punktu daudzstira P iekSpusé. Kads ir
lielakais $ada sadalijuma iesp&jamais tadu vienadsanu trijstlru skaits, kuriem
ir pa divam labam malam?

IMO.3. Noskaidrojiet, kads ir vismazakais realais skaitlis M, ar kuru nevienadiba

lab(a® —b? )+ be(b? —c2)+calc? ~a® | <M(a? +b* +¢*f  ir speka  visiem

realiem skaitliem a, b un c.

IMO. Uzdevumi 2006. gada 13. julija.

IMO.4. Noskaidrojiet, kuriem veselu skaitlu pariem (X,y) ir spéka vienadiba
1+28 427 =y2,

IMO.5. Pienemsim, ka P(X) ir n-tas pakapes polinoms ar veseliem koeficientiem,
n>1. Pienemsim, ka K ir pozitivs vesels skaitlis. Aplikosim polinomu
QX)=P(P(...P(P(x))...)), kur P paradas k reizes. Pieradiet, ka ir ne vairak ka n
tadu veselu skaitlu t, kuriem Q(t)=t.

IMO.6. Katrai izliekta daudzstira P malai b piekartojam maksimalo tada trijstira
laukumu, kurs ietilpst daudzstiri P un kuram b ir viena no malam. Pieradiet,

ka visam daudzstlira P malam piekartoto laukumu summa nav mazaka par
divkarsotu daudzstira P laukumu.
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AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas CelS 2005”

AB.A. Algebra

AB.A.1. Dots, ka

a+b-c a-b+c -a+b+c _ _ .
= = . Kadas vértibas var pienemt

C b a
izteiksme (a * b)(a * C)(b b C) ?
abc

AB.A.2. Visi burti apzimé pozitivus skaitlus. Pieradit nevienadibas
u v _ 4(uy+vx
2y U Yy Ay v
Xy (x+y)
a b c d

+ + + >
b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c
AB.A.3. Ir zinams, ka visi burti apzimé pozitivus skaitlus un xX<y<z, x<a<z,
x<b<z, x<c<z, x+y+z=a+b+c un xyz=abc. Pieradit, ka viens no
skaitliem x, y, z vienads ar a, otrs — ar b, bet tresais - ar c.
AB.A.4. Dots, ka X#1 - reéls pozitivs skaitlis un n — pozitivs vesels skaitlis.
Pieradit, ka
, X"+ x"=2
nNn<————

< =) .
X+X" =2
AB.A.5. Noskaidrojiet, kuras funkcijas f(X,y) vienlaicigi apmierina $adas 4
prasibas:

a) f(x,y) definéta visiem veseliem X un'y,

b) f vértibas ir reali skaitli,

c) katriem veseliem X, Y, z pastav sakariba f(x,y)- f(y,2)- f(z,x) =1,
d) katram veselam x pastav sakariba f(x+1,x)=2.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Kuba virsotnés pa reizei ierakstiti visi naturalie skaitli no 1 lIdz 8.
Pieradit: var atrast tadas divas pretéjas kuba virsotnes un savienot tas ar
lauztu Iiniju, kas sastav no trim kuba Skautném, ka Sis lauztas linijas Cetras
virsotnés ierakstito skaitlu summa ir vismaz 21.

AB.K.2. Katri divi no 6 datoriem savienoti ar baltu vai sarkanu vadu. Pieradit: var
atrast tadus 4 datorus un apzimét tos ar A, B, C un D, ka visi 4 vadi A-B, B-C,
C-D, D-A ir vienada krasa.

AB.K.3. Kvadrats ar izmériem nxn sadalits n? vienados kvadratinos. Katra no
(n+1)? mazo kvadratinu virsotném tiek nokrasota zala vai dzeltena. Cik ir
tadu krasojumu, kuros katram mazajam kvadratinam ir tieSi 2 zalas un 2
dzeltenas virsotnes?

AB.K.4. Lenta sastdav no n vienadiem kvadratiniem: LLI[T[ ....... [T
Kreisajos 9 kvadratinos ir pa vienai figlrinai. Ar vienu gajienu figlrina var vai

nu parbidities uz blakus pa labi eso$o ritinu, ja ta ir briva (=I*&[--), vai ari
parlékt pari blakus pa labi esosai figlrinai uz aiznakoso rdtinu pa labi, ja ta ir

briva (:@:) Kada ir mazaka iesp&jama n vértiba, pie kuras figirinas
kadreiz var nostaties kaut kados 9 péc kartas esoSos kvadratinos pretéja
seciba neka sakuma?

AB.K.5. Klasé ir 10 skoléni. Viniem jaredistréjas 1023 eksamenu kartosanai,
turklat nedrikst bdt divu tadu eksamenu, kurus karto vieni un tie pasi
skolnieki. Katru eksamenu jakarto vismaz vienam skolniekam. Dots, ka n -
vesels skaitlis, 0<n<1023. Pieradit, ka eksameniem redistréjusos skolnieku

17



sarakstus var nodrukat uz baltam un zalam lapam ta, ka vienlaicigi izpildas
Sadas prasibas:

e ja divas lapas X un Y ir viena krasa, tad ta lapa, uz kuras pierakstiti tiesi
tie skolnieki, kas pierakstiti vismaz uz vienas no lapam X un Y, ir tada pasa
krasa ka X unY,

e ir tiesi n baltas lapas.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Rinka linijas w1 un w2 krustojas punktos A un B. Taisne t1 iet caur A,
pieskaras w2 un krusto rinka liniju wi vél punkta C; taisne t2 iet caur A,
pieskaras wi un krusto rinka liniju w2 vél punkta D. Stars s sakas punkta A,
atrodas lenka CAD iekSpusé un krusto wi punktd M, w2 punkta N un AACD
apvilkto rinka liniju punkta P. Pieradit, ka AM=NP.

AB.G.2. Naturalam skaitlim n piemit 1pasSiba: ir iespéjams plakné izvéléties n
tadus punktus, no kuriem nekadi 3 neatrodas uz vienas taisnes, ka neviena
n—1 posma lauzta linija, kuras virsotnes ir izveélétie N punkti, pati sevi
nekrusto.

Atrast lielako iesp&jamo n vértibu.

AB.G.3. Izliekta cetrstiri ABCD zinams, ka £A=2C=90°. Uz katras no ABCD
malam atziméts pa vienam iekSéjam pelékam punktam. Pieradit, ka ta izliekta
Cetrstlira perimetrs, kura virsotnes ir Sie pelékie punkti, nav mazaks par 2-AC.

AB.G.4. Ap trijstari ABC apvilkta rinka linija w. Punkts M atrodas uz ta w loka BC,
kurS nesatur A. Taisne, kas vilkta caur A paraléli BC, krusto w vél punkta Ai.
Taisnes MA un MA: krusto malu BC attiecigi punktos N un Ni. Pieradit, ka

N,B NB (AC)’
N,C NC \AB)
AB.G.5. Pieradit, ka ap AABC apvilktas rinka linijas centrs atrodas uz taisnes AM

(skat. 8. zim.), ja AABC - Saurlenku.
B

C 8. zim.

AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. Dots, ka n - naturals skaitlis. Pieradit, ka 3" + n® dalas ar 7 tad un tikai

tad, ja 3" -n®+1 dalas ar 7.

AB.S.2. Katram no naturaliem skaitliem 5001; 5002; 5003; ...; 10000 atrodam
lielako nepara dalitaju. Atrast So dalitaju summu.

AB.S.3. Dots, ka a un b - divi dazadi naturali skaitli. Zinams ari, ka visi tris skaitli

a+b 2ab
T' vab un b ir veseli. Atrast mazako iesp&€jamo |a-b| vértibu.
a+

AB.S.4. Atrast lielako naturalo skaitli n ar Ipasibu: dalot n ar jebkuru naturala

n
skaitla kvadratu x?, kur 2 < x? < E, atlikums ir nepara skaitlis.

AB.S.5. Noskaidrojiet, kuras funkcijas f(t) vienlaicigi apmierina 3 prasibas:
a) f(t) definéta visiem veseliem pozitiviem t,
b) f(t) vértibas ir veseli pozitivi skaitli,

2
c) katriem veseliem pozitiviem m un n skaitlis (m2+n) dalas ar

(f(m)) + f(n).
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BW. 16.matematikas komandu olimpiade ,Baltijas CelS
2005”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Pienemsim, ka a, ir pozitivs vesels skaitlis. Definésim virkni (a,), n>0,
i .
sekojosi: ja a,=)» c;10', kur c; ir tadi veseli skaitli, ka O<c;<9, tad
i—0

2005

_ 2005 2005
2,1 =Cp

+Cp t..tCi.
Vai var izvéléties a, ta, lai visi virknes locek|i bitu dazadi?
BW.A.2. Pienemsim, ka «, B un y ir tris lenki, kam izpildas nosacijumi

0<a,f,7<90° un sina +sin B +sin y =1. Pieradit, ka tgza+tgzﬁ+tg2)/2§.

1
BW.A.3. Aplakosim virkni (ak), k>1, kuru definé€ ar nosacijumiem ai=1; a, =§;

1 1 ,
Ay, =8, +—a, 4 +—, ja k>1.
2 4a,a, 4
L 1 1 1 1
Pieradiet, ka + + +...+ <4.
Q83 A8,  a3ds 8982100

BW.A.4. Atrodiet tadus tris dazadus polinomus ar realiem koeficientiem P(x), ka
visiem x pastav sakariba P(x2+1)=(P(x))?+1.
BW.A.5. Pienemsim, ka a, b, c ir pozitivi reali skaitli, kas apmierina nosacijumu

abc=1. Pieradiet, ka a + b + ¢ <1.

a?+2 b?+2 c?+2

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Pienemsim, ka K un N ir pozitivi veseli skaitli un 1<K <N. Karsu
komplekts satur N dazadas kartis, kas sakuma saliktas kaudzé viena virs otras
kaut kada seciba. Ar vienu gajienu var panemt K augséjas kartis, apmainit to
secibu uz preté&jo un jauniegito K karsu bloku novietot kaudzes apaksa.
Pieradiet: atkartojot Sadus gajienus, kartis novietosies sakotn&ja seciba péc

2
ne vairak ka

Ve gajieniem.

BW.K.2. Taisnsturveida tabula ir n rindas un 6 kolonnas, turklat n>2. Katra
tabulas ratina ierakstits skaitlis 0 vai 1. Tabula nav divu vienadu rindinu. Ja
tabula ir rindinas (x1, X2, X3, X4, X5, X6) Un (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ys), tad taja ir ari
rindina (Xxi1yi, Xa2y2, X3ys, XaYs, XsYs, XeYe). Pieradiet: tabula ir tada kolonna,
kura vismaz puse ritinu ierakstitas nulles.

BW.K.3. Aplikosim kvadratisku rezgi, kas sastav no 25x25 vienibas
kvadratiniem. Viena gajiena ar sarkanu zimuli drikst uzzimét jebkura izméra
kvadrata kontdru, kas iet pa rezga linijam. Ar kadu mazako gajienu skaitu var
nokrasot visas rezga linijas?

BW.K.4. Taisnstiris sadalits 200x3 vienibas kvadratos. Pieradit: to veidu skaits,
kuros taisnstidri var sadalit mazakos taisnstiros ar izmériem 1x 2, dalas ar 3.

BW.K.5. Apzimésim m=30030=2-3-5-7-11-13. Ar M sapratisim visu tadu skaitla
m pozitivu dalitaju kopu, kuri katrs sadalas divu pirmskaitlu reizinajuma.
Atrodiet mazako naturalo skaitli n ar Tpasibu: lai ka izvélétos n skaitlus no
kopas M, starp izvélétajiem atradisies 3 tadi skaitlia, b, c, ka a-b-c=m.
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BW.G. Geometrija

BW.G.1. Punkti D un E atrodas attiecigi uz trijstira ABC malam BC un AC; pastav
vienadiba BD=AE. Taisne, kas iet caur trijsturu ADC un BEC apvilkto rinka
[Tniju centriem, krusto taisnes AC un BC attiecigi punktos K un L. Pieradiet, ka
KC=LC.

BW.G.2. Pienemsim, ka ABCD ir izliekts Cetrstiris un BC=AD. Punkti M un N ir
attiecigi malu AB un CD viduspunkti. Taisnes AD un BC krusto taisni MN
attiecigi punktos P un Q. Pieradit, ka CQ=DP

BW.G.3. Ar kadu mazako daudzumu rinku, kuru radiusi ir \/5, var parklat
taisnstlri @) ar izmériem 6x3; b) ar izmériem 5x37?

BW.G.4. Pienemsim, ka trijstira ABC medianas krustojas punkta M. Pienemsim
ari, ka D un E ir dazadi punkti uz taisnes BC un DC=CE=AB. Savukart punkti P
un Q atrodas atbilstosi uz nogriezniem BD un BE, un pastav vienadibas
2BP=PD un 2BQ=QE. Aprékinat ZPMQ.

BW.G.5. Taisnes e un f ir savstarp€ji perpendikularas un krustojas punkta H.
Punkti A un B pieder taisnei e, bet punkti C un D pieder taisnei f; visi pieci
punkti A, B, C, D, H ir dazadi. Taisnes b un d vilktas atbilstoSi caur B un D
perpendikulari AC; taisnes a un c vilktas atbilstosi caur A un C perpendikulari
BD. Pienemsim, ka a un b krustojas punkta X, bet c un d krustojas punkta Y.
Pieradiet, ka taisne XY iet caur punktu H.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Pienemsim, ka p ir pirmskaitlis, bet n - pozitivs vesels skaitlis. Ar q
apzimésim skaitla (n+1)P-nP patvaligu pozitivu dalitaju. Pieradit, ka g-1 dalas
ar p.

BW.S.2. Virkni (xn), n>0, definé sekojoSi: xo=a; X1=2; Xn=2Xn-1Xn-2-Xn-1-Xn-2+1,
ja n>1. Kuriem veseliem skaitliem a vienlaicigi visi skaitli 2x3n-1, n>1, ir
veselu skait|lu kvadrati?

4xy

X+y

skaitlis. Pieradiet, ka vismaz vienu skaitla z dalitaju var izteikt forma 4n-1, kur
n ir vesels pozitivs skaitlis.

BW.S.4. Vai var atrast 2005 dazadus pozitivu veselu skaitlu kvadratus, kuru
summa ir vesela skaitla kvadrats?

BW.S.5. Kuriem veseliem pozitiviem skaitliem n piemit TpaSiba: izsakot
n=pip2...px, kur pi, p2, ..., pk ir pirmskaitli (ne noteikti dazadi), skaitlis
(p1+1)(p2+1)...(px+1) dalas ar n?

BW.S.3. Skaitli x un y ir veseli un pozitivi; skaitlis z=

ir nepara vesels
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Ieteikumi

S. SagatavoSanas olimpiade
S.9. Devita klase

S.9.1. Parabolas zari ir vérsti uz augsu, ja koeficients pie x? ir pozitivs.

S.9.2. Novelciet ari iekSéja lenka bisektrisi un salidziniet rinka Iinijas loku un
trijstdra lenku lielumus.

S.9.3. Atseviski apskatiet gadijumus, kad p — para skaitlis un p — nepara skaitlis.

S.9.4. Izsakiet AABC laukumu divos veidos - ar R palidzibu un ar r palidzibu.

S.9.5. Apskatiet, kada cela iespéjams nokrasot nogrieznus, kas no rezga malam
Jiet” uz rezga iekSpusi.

S.10. Desmita klase

S.10.1. Izdomajiet, ko var pateikt par punkta koordinatam un linijas
vienadojumu, ja Sis punkts atrodas uz dotas linijas.

S.10.2. levérojiet, ka vienadojums ir homogéns, tatad var izdalit abas puses ar
viena mainiga augstako pakapi un ieviest jaunu mainigo.

S.10.3. Novelciet kop&jo augstumu no punkta R pret taisni t un izsakiet Rij ar Si
augstuma un trijsturu lenku sinusu palidzibu.

S.10.4. Aizstajiet b? +c? ar citu tadu izteiksmi, kas to noteikti neparsniedz.

S.10.5. Sadaliet visas iesp&jamas komisijas 5 grupas ta, lai, pielietojot Dirihlé
principu, iegutu atbildi, ka ar 11 komisijam pietiek. Neaizmirstiet paradit, ka
ar mazak nepietiek.

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Uzrakstiet novilkto taiSnu vienadojumus un atrodiet abscisas punktiem,
kuros taisnes krusto parabolu.

S.11.2. Sadaliet visas iespéjamas komisijas pa pariem un tad pielietojiet Dirihlé
principu.

S.11.3. Atcerieties hordas — pieskares lenka un ievilkta lenka Tpasibas.

S.11.4. Apskatiet trijsturi, kura divi lenki ir a un B. Izmantojot sinusu teorému un
kosinusu teorému, ar apvilktas rinka linijas radiusu izsakiet malu garumus. To
pasu izdariet ar citiem lenku pariem.

S.11.5. Pienemiet, ka eksist€, un izpétiet -gadijuma, ja n = 10000, M jasatur
vismaz 4 nulles. Atrodiet citus n, kas rada pretrunu ar So apgalvojumu.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Atcerieties, ka |a—b| < C var izteikt ka —c<a—-b<c.

S.12.2. Ar kadiem pirmskaitliem dalas vismaz viens no 3 péc kartas nemtiem
naturaliem skaitliem?

S.12.3. Izsakiet paralelitates nosacijumus ar laukumu vienadibu palidzibu.
Atrodiet zim&juma paralelogramus.

S.12.4. Paradiet, ka para n neeksisté tads polinoms. Lai pieraditu polinoma
eksistenci nepara n gadijuma, lieto matematisko indukciju péc shémas

1; 3; n, n+2 => n+4.

S.12.5. Lai komandam bitu dazadi punktu skaiti, jabtt dazadam starpibam starp
to uzvaru un zaudéjumu daudzumiem. Tapéc vienai Sai starpibai péc modula
jabat vismaz 14. Novérté&jiet Sada gadijuma iesp&jamo rezultativo spélu
skaitu.
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R. 56. Rajona olimpiade
R.9. Devita klase

R.9.1. Mé&giniet ilustréjot atrast mazako iespéjamo skaitu un pieradiet, ka tas ir
mazakais, izmantojot faktu, ka nav tadu 3 cilvéku, kas sava starpa
draudzétos.

R.9.2. Ja trijstlriem ir kopigs pamats un vienadi augstumi pret So pamatu, tad
trijstdru laukumi ir vienadi.

R.9.3. [a]e Z {a}<[01).

R.9.4. 2x—-5 dalas ar 5; ar 7; ar 9; ar 11.

R.9.5. Pé&déEjais (uzvarosais) gajiens tiek izdarits vai nu no pozicijas 500, vai no
pozicijas 999.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Apskatiet, kadiem jabut visiem cipariem, kas atrodami mekléjama skaitli,
lai izpilditos miné&ta 1pasiba.

R.10.2. a) n€; pietiek atrast vienu pieméru, kad ta nav.

b) apvelciet ap abiem 2006-stdriem rinka linijas.

R.10.3. Apskatiet gadijumu, kad a<b un a<c.

R.10.4. Uzdevumam ir divas dalas: pirmkart, pieradit - ja P ir AABC augstumu
krustpunkts, tad ap abiem dotajiem cCetrstiriem var apvilkt rinka linijas;
otrkart, pieradit - ja ap abiem dotajiem Cetrstlriem var apvilkt rinka linijas,
tad P ir AABC augstumu krustpunkts.

Ja divi ievilkti lenki balstas uz vienu un to pasu loku, tad tie ir vienadi.

R.10.5. Salidziniet divas monétas un tad So monétu pari - ar citu monétu pari.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Apskatiet, cik no seSiem péc kartas sekojoSiem skaitliem dalas ar 5.

R.11.2. Atrodiet rindinu un kolonnu, kuru rutinas nav apdraudétas pa horizontali
resp. vertikali, un apskatiet, cik |édiju vajag, lai apdraudétu visas Sis ritinas.

R.11.3. Novelciet ari perpendikulu no K pret malu AB.

R.11.4. Apskatiet divus gadijumus: kad 0<X<y<lunkad 1<x<Yy.

R.11.5. Apziméjiet skaitlus ar x, x un y, kur var buat ari ta, ka X =Y, un apskatiet
So skaitlu reizinajumu.

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Ta ka taisne nav perpendikulara Ox asij, jo tad ta krustotu grafiku viena
punkta; tad tas vienadojums ir forma y=ax+b.

R.12.2. Uzdevuma atrisinajums sastav no 2 dalam: pirmkart, atrast komisiju
skaitu, par cik mazak komisiju noteikti nevar buat; otrkart, pieradit, ar cik
komisijam vienmér pietiek.

Atbilde: 11 komisijas.

R.12.3. Vispirms parbaudiet gadijumus, kad p <11. Tad pienemiet, ka p>11, un
pieradiet, ka sada gadijuma p dalas gan ar 3, gan ar 4.

R.12.4. /PMS ir puse no mazaka loka AB.

R.12.5. Pieradiet, ka s€rija, kas atbilst dotajam d, katras spuldzes stavoklis tiek
mainits vai nu 0 reizes, vai d reizes.
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V. 56. Republikas olimpiade
V.9. Devita klase

V.9.1. Ta ka 1025 - nepara, tad vai nu x, vai y ir nepara.

v.9.2. f(0)-f()) <0, jo tieSi viena no kvadratvienadojuma sakném ir intervala
(0;1).

V.9.3. Izmantojiet ievilktas rinka linijas pieskarsanas punktus AABC malam un
apskatiet izveidojusos taisnlenka trijstlrus. Sakuma apskatiet gadijumu, kad
ir atlikti punkti A1 un Az.

V.9.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) Japarada, ka var sadalit
uzdevumus 8 skoléniem; 2) Japierada, ka tas ir lielakais iesp€jamais skolénu
skaits, jo katru uzdevumu var iedot augstakais 3 skoléniem.

V.9.5. Iesp&jamais variants ir : 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 un 0 litri. M&giniet pieradit,
ka Sis ir vienigais iesp&jamais atrisinajums, apskatot parlieSanu ka bezgaligu,
periodisku procesu.

V.10. Desmita klase

V.10.1. Ta ka no 8 elementiem var izveidot ne vairak ka 28 parus, tad kompanija
var noorganizét vairak par 28 reisiem tikai tad, ja tai batu vairak ka 8 biroji.
V.10.2. Apskatiet gadijumus, kad p un q ir 2 un 3, un tad gadijumus, kad p un q

ir 3k+1 vai 3k+2, kur k ir naturals skaitlis.
V.10.3. Novelciet punkta M abu rinka Iniju kopé&jo pieskari un izmantojiet ievilktu
lenku un hordas-pieskares lenku ipasibas.
1

1 1
+ + ...+
V442 V2443 J2005+ /2006
uzdevuma doto.

V.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) Japarada, ka skaitlim 10 Sada
Tpasiba nepiemit; 2) Japarada, ka skaitlim 11 Sada ipasiba nepiemit. To var
izdarit, pienemot pretéjo tam, kas japierada, un apskatot gadijumus, kad 1 un
2 ir vienadas vai atskirigas krasas.

V.10.4. Apskatiet summu un salidziniet ar

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Iedomajieties, ka skolotaji ir m sarkani punkti, visi iesp&jamie skolénu
_ .. n(n-1 . . . - .
pari ir % zali punkti un pétiet, ka tos var savienot.

V.11.2. Apskatiet virkni bh=an+1

V.11.3. Atcerieties, ka (x-1)(y—1)=0, izmantojiet dalamibas T1pasibas un
atcerieties, ka atrisinajums var saturét ari mainigu lielumu.

V.11.4. Uzdevums japierada uz abam pusém: pirmkart, ja AB ir w diametrs, tad
no ta seko, ka O ir ACMN apvilktas rinka linijas centrs, izmantojot ievilkta un
hordas-pieskares lenka TpasSibas un Talesa teorému; otrkart, ja O ir ACMN
apvilktas rinka linijas centrs, tad AB ir w diametrs, atceroties, ka attalumi no
trijstlrim apvilktas rinka linijas centra lidz trijstlra virsotném ir vienadi.

V.11.5. So uzdevumu iesakam risinat, izmantojot vektoru linearas kombinacijas.
Atcerieties, ka summa vektoriem, kas vilkti no regulara daudzstira centra uz

virsotném, ir 0.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Izsakiet izteiksmi (1+1tgx)(1+1tg(45°—X)) un rezultatus grupégjiet.

V.12.2. a) Apskatiet divus gadijumus: kad x=y vai x=0, y=1, un izmantojiet
ieglto par indukcijas bazi.
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b) Atcerieties, ka funkcija var pienemt ari tikai 2 vértibas.

V.12.3. a) Izmantojiet sakaribas taisnlenka trijstari.
b) Apskatiet Cetrstliri GKID un atcerieties, ka ievilkti lenki, kas balstas uz
vienu un to pasu loku, ir vienadi.

V.12.4. Pieradiet, ka n+1, n+2, n+3 ir pirmskaitlu pakapes. Izmantojiet to, ka
vismaz viens no Siem skaitliem ir para skaitlis, tatad ir 2%, tiesi viens dalas ar
3, tatad ir 3Y, tapéc 2% =3Y +1.

V.12.5. a) Izpétiet, kadas dalas daudzskaldna virsmu sadala celS, kas veidojas,
ejot pa bultinam.
b) Atrodiet ,gredzenveidiga” daudzskaldna pieméru, kuram $adu skaldni
nevar atrast.

A. Latvijas 33. atklata olimpiade

A.9. Devita klase

A.9.1. Izmantojiet to, ka skaitlis ...000 dalas ar 8.

A.9.2. Apskatiet, kad var aiziet pirmais atnakusais rakitis, lai varétu izpildities
uzdevuma nosacijumi.

A.9.3. Apskatiet trapeces PNBM un PMCK.

A.9.4. Atcerieties, ka vienadojumam ir divas saknes, ja ta funkcija maina zimi
divas vietas.

A.9.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) Apskata skaitlus, kas dalas ar 2,
un izvélas lielako daudzumu no tiem ar nepiecieSamo Ipasibu; 2) Pierada, ka
vairak skaitlus, kas apmierina uzdevuma prasibas, izvéléties nevar.

A.10. Desmita klase

A.10.1. Méginiet sakt ar c punktu.

A.10.2. Apskatiet, cik lieli ir lenki MON abos novietojuma gadijumos, un
izmantojiet sinusu teorému.

A.10.3. Izdaliet skaitli 33! reizinatajus 22, 3°, 10¢, 119 un izmantojiet dalamibas
pazimes.

A.10.4. Vispirms atrodiet, ka nav iesp&jami citi gadijumi ka n=12 vai n=13. Péc
tam pieradiet, ka vienigais iesp€jamais variants ir n=12.

A.10.5. a) Apskatiet reizinajumu (x+y+z)(£+l+1]. Un atcerieties, ka
X 'y z

vid€jais aritmétiskais vienmér ir lielaks vai vienads ar vidéjo geometrisko.
b) Atrodiet pieméru, kas pierada pret€jo.

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. a) Atrodiet pieméru, kas apmierina uzdevuma prasibas.
b) Apskatiet skaitlu paribu.

A.11.2. Apzimé&jiet b=a+n, c=a+m, d=a+p, kur 0O<n<m<p, un apskatiet doto
vienadibu.

A.11.3. Pieradiet lemmu: PA<AB. Izmantojiet to, pieradot abas nevienadibas.

A.11.4. Parveidojiet vienadojumu par a=3/3/a—x —x un apskatiet funkciju
f(a)=3%a—x.

A.11.5. Izmantojiet matematisko indukciju.
A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Pieradiet, ka $ads skaitlis neeksisteé.
A.12.2, Apskatiet rinka liniju, kuras centrs ir AM viduspunkts.
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A.12.3.Uzzimé&jiet shematiski funkciju f(x) =‘ax2 +bx + c‘ un F(x) =‘Ax2 +Bx+C

grafikus.

A.12.4. Paradiet, ka ar divam svérsanam pietiek.

A.12.5. Sada funkcija eksisté. Sadaliet plakni vienibas kvadratos un sanumuré&jiet
tos ,,pa spirali” ar naturaliem skaitliem.

VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlas€ dalibai
47. Starptautiskaja matematikas olimpiadée

VP1. Latvijas 56.matematikas olimpiades 4.karta
VP1.1. Pienemiet, ka x=2"-(2n+1), kur m=0; n>=0; m,neZ, un atcerieties, ka

12 1 var sadalft reizinatajos (I—l)(|20+1XI21 +1)..(|2H+1). Izmantojiet
atlikumus péc modula 8.

VP1.2. Pieradiet no pretéja. Apzimé&jiet (ai?+ax’+...+an’-1) un
(b12+b2%+...+bn? - 1) pretéjos skaitlus ar jauniem mainigajiem.

VP1.3. Apzimégjiet dalibniekus ar virsotném un valodas ar krasam, kadas
nokrasotas Skautnes, kas savieno virsotnes. Salidziniet visu trijstiru skaitu ar
»Slikto” trijstlru skaitu.

VP1.4. Izmantojiet rinka linijas centru, lai pieraditu, ka ABXC un ABYC ir
taisnlenka ar kopigu hipotendzu. Var pieradit, ka ,AXZY regulars” tikai, ja
ZYXZ=60°, un tas tikai, ja ZA=60°.

VP1.5. Apskatiet gadijumus, kad n=0, n=1, n=2 un n=3. Nemiet tos par
induktivo bazi un apskatiet, ka krasot (n+1)-o0 punktu visos iesp&jamos
izvietojuma (attieciba pret citiem punktiem uz taisném, kas vertikalas vai
horizontalas un iet caur So punktu) variantos.

VP2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 6.maija

VP2.1. Apskatiet gadijumus, kad d ir para vai nepara skaitlis, un izmantojiet
matematisko indukciju.
VP2.2. Pieradiet, ka AOMN ~ AOBA, un izmantojiet So lidzibu.

. nin+1 N . . . . T
VP2.3. Atbilde: g Defingjiet xi=i, 1<i<n un izmantojiet olimpiazu
n(n+1
matematika visparzinamas formulas: 1+2+..+n= ( )
n(n+1) ?
PB+2°+..+nd =(Tj . Ar matematisko indukciju pieradiet, ka
dazadiem naturaliem X1,..,Xn pastav nevienadiba

XA XS A XD > (X Xy X )

VP3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 7.maija

VP3.1. Atbilde ir 907. Novértgjiet pirmo locekli (no apaksas), ka ari atrodiet
iespéjamas diferences vértibas, pétot, ar kadiem pirmskaitliem tai noteikti
jadalas.

VP3.2. Nemiet n=9 un aprékiniet tik lielu m, lai noteikti atrodas 5 z&ni, kas pazist
vienas un tas pasas meitenes. Apskatiet iespéjamos gadijumus atkariba no So
pazistamo meitenu skaita.

VP3.3. Apziméjiet f(l): a, a>0, un ievietojiet dotaja vienadiba dazadas

konkrétas x un y vértibas (pieméram, 1; a utt.). No iegltajam sakaribam
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atrodiet a. Péc tam ievietojot dotaja vienadiba X=a, iespéjams atrast
mekléto funkciju.

IMO. 47. Starptautiska matematikas olimpiade
(47t International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2006. gada 12. jdlija.

IMO.1. Risinajums balstas uz lemmu: ja AABC virsotnes A lenka bisektrise krusto
apvilkto rinka liniju punkta M, tad MB=MC=MI.

IMO.2. Atbilde: 1003. Risinajumam ir divas dalas - pieradit, ka vairak nav
iespéjams, un paradit, ka 1003 trijstdri var bat.

92

IMO.3. Atbilde: M =¥. Var izmantot identiskus parveidojumus, lai iegltu

simetrisku nevienadibu un redlos skaitlus a, b un c varétu sakartot (tatad
uzskatit, ka a<b<c ). V@l var izmantot nevienadibas starp vid&jo
aritmétisko un vidéjo Jeometrisko, starp vidéjo aritmétisko un vidéjo
kvadratisko.

Lai paraditu, ka atrastais M ir mazakais iesp€jamais, var pieradit, ka tads tas
ir jau nenulles skaitju gadijuma. Tam noder iepriekSéja risinasanas gaita
apskatit gadijumus, kad izpildas vienadibas.

IMO. Uzdevumi 2006. gada 13. jlija.

IMO.4. Reducé€jiet uzdevumu uz gadijumu x>0, y>0. Parveidojiet to forma
2X(1+2X+l)=(y—1)(y+1) un apskatiet y-1 un y+1 dalidanos ar dazadam
divnieka pakapém.

IMO.5. Pétiet skaitju virknes X,, X, =P(x,), X, =P(x,) utt., kur X,- tads
skaitlis, ka Q(X,)= X, . Vispirms pieradiet, ka P(P(X,))= X,

IMO.6. Viens no risinajumiem izmanto lemmu: ja izliekta 2n-stlra laukums ir L,
tad eksisté tada mala AB un virsotne V, ka ABV laukums ir ne mazaks par

1.

n
AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas CelS 2005”

AB.A. Algebra

AB.A.1. Pieskaitiet visam izteiksmém skaitli 2 un apskatiet 2 gadijumus:
a+b+c=0una+b+c=0

AB.A.2. a) Izmantojiet (x—y)?>0

b) Izmantojiet pirmaja punkta pieradito, apskatot dotas izteiksmes pirma, tresa
saskaitama summu un otra, ceturta saskaitama summu.

AB.A.3. Apskatiet polinomus (t-a)(t-b)(t-c) un (t-x)(t-y)(t-z) un pieradiet, ka eksisté
tads t, ar kuru to vértibas ir vienadas.

AB.A.4. [eviesiet jaunu mainigo \/_ =Y.

fixy) _ f(x+1y)
2)( - 2X+l
C - konstante, kas nav atkariga no X (bet var bat atkariga no y).

AB.A.5. Pieradiet, ka un no ta seciniet, ka f(x,y)=2"-c,
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AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Iekrasojiet kuba virsotnes ,Saha galdina kartiba”. Pieradiet, ka katram 3
virsotném, kas nav visas viena krasa, eksisté > 2 lauztas linijas, kas savieno
kuba pret€jas virsotnes.

AB.K.2. Ar Dirihlé principa palidzibu pieradiet, ka var atrast 4 datorus, kurus
savieno >4 ,vienadas krasas vadi”. Talak analizgjiet atseviSkus gadijumus.

AB.K.3. Skirojiet divus gadijumus:

1) apakségja rinda punkti nokrasoti pamisus,
2) apakséja rinda ir divi blakus esosi vienadi nokrasoti punkti.

AB.K.4. Atbilde: n=18. Pétiet, kur beigas jaatrodas tam 2 figlrinam, kuras
sakuma ir vistalak pa labi.

AB.K.5. levérojiet, ka katrai netuksSai skolénu kopai atbilst kads eksamens.
Attélojiet Sis kopas ar nullu un vieninieku virkném garuma 10.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Atrodiet lidzigu trijstru parus.

AB.G.2. Izdomajiet, kadas formas var bt n punktu izliektais apvalks, lai
nevarétu izveidot lauztu liniju, kas krusto pati sevi.
malam vai to summam un kura savieno A ar C. Atcerieties, ka taisnlenka
trijstirmi garums medianai, kas vilkta pret hipotendzu, ir puse no hipotenidzas
garuma.

AX  AC -sina i

XB BC-sing’

AB un o, - lenki, kados CX sadala lenki ACB; tad varat pielietot to

uzdevuma.

AB.G.5. Atrodiet, ar kadu divu lenku vienadibu var izsacit faktu, ka O ir uz
taisnes AM. Iesakam izmantot ari M simetriskos punktus pret malam AB un
AC.

AB.G.4. Pieradiet lemmu a X - punkts uz trijstura ABC malas

AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. Atrodiet, kadus atlikumus var dot n3 un 37, dalot ar 7. Uzdevums
japierada ,uz abam pusém”: pirmkart, ja 3" -n® +1 dalas ar 7; otrkart, ja
3" +n® dalas ar 7.

AB.S.2. Apziméjiet dotos skaitlus ar n+1; n+2; n+3;...; 2n. Noskaidrojiet, vai
iesp&jamas vairakas vienadas lielako nepara dalitaju vértibas.

- a+b 2ab o
AB.S.3. Apzim€jot X= T un = —b , liesp€jams ieglt vienadibas
a-+

a=x+/x(x- yi un b=2x—a=xF/x(x— yi, no kuram var izteikt prasito,
ja ir izpétits, kados veselos skaitlos var sadalit reizinatajus zem sakném.

AB.S.4. Pieradiet, ka 1) n ir nepara, 2) nepilnais dalijums, dalot n ar nepara
kvadratu, ir para skaitlis. Tatad neviens apskatamais nepara kvadrats, ar kuru

n n v .. R S - -
dala, nav starp Z un § No Sejienes novértgjiet, cik lieli Sie nepara kvadrati

var but.
AB.S.5. Izmantojiet fiks€étas n un m vértibas, lai iegutu jaunus nosacijumus.
Izmantojiet pirmskaitli p un iegutos nosacijumus, lai pieraditu, ka eksisté

bezgala daudz tadu k, ka f(k):k. Nofiks&jiet n, lai pieraditu, ka vienmér

f(t)=t.
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BW. 16.matematikas komandu olimpiade ,Baltijas CelS
2005”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Pieradiet, ka (an) ir ierobezota virkne. Ta ka tas locek|u ir bezgaligi
daudz, tad vismaz viena vértiba tiks pienemta bezgaligi daudz reizes.
BW.A.2. Nevienadiba identisku parveidojumu cela viegli parveidojama par
1 1 1 27
+ >—,
cos’a cos’f cos’y 8
1 1 1 Xy X z y z o
X+y+2z) —+—+—|=3+| —+=|+| —+— |+| =+ —| un nevienadibu starp
Xy z y X Z X zy
nenegativu skaitlu vid€jo kvadratisko un vidéjo aritmétisko.

Izmantojiet vienadibu

1
BW.A.3. Ta ka visi virknes locekli pozitivi, tad a, , >a, +Eak+l' no kurienes var

- 1 2 2
iegut < - .
akak+2 aka‘kJrl ak+lak+2
BW.A.4. Paradiet, ka der P(t)=t un, ja P(t) ir polinoms, kas apmierina

uzdevuma nosacijumus, tad polinoms Q(t)=(P(t))*+1 ari apmierina

uzdevuma nosacijumus.
BW.A.5. Aizstajiet saucgjus ar 2a+1, 2b+1, 2c+1 un atbrivojieties no saucé&jiem.

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Izdaliet n ar k ar atlikumu: n=q-k+r,0<r <k un pieradiet, ka katra
atseviski nemta karts atgriezas sakotnéja pozicija vai nu péc 2q gajieniem, vai
péc 2g+2 gajieniem, tatad péc 2q(q+1) gajieniem visas kartis vienlaicigi bus
sakuma pozicijas. Pieradot izskir divus gadijumus: i <r un r<i<k.

BW.K.2. Skirojiet gadijumus atkariba no ta, kads ir mazakais nullu skaits viena
rindina.

BW.K.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) Japarada, ka ar 48 gajieniem
rezgi var nokrasot; 2) Japierada, ka ar mazak ka 48 gajieniem nepietiek.

BW.K.4. Izmantojiet rekurento sakaribu metodi, aplikojiet ari taisnstlrus ar
vienu izgrieztu stura ratinu.

BW.K.5. Atbilde: n=11. Lai pieraditu, ka Si vértiba der, sadaliet M dalitajus
piecas grupas pa trim ta, lai katra grupa visu skaitlu reizinajums batu m.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Atcerieties faktu, ka taisne, kas iet caur rinka Iniju centriem, ir
perpendikulara taisnei, kas iet caur rinka liniju krustpunktiem. To izmantojot,
var reducét uzdevumu uz tadu, ka japierada: iepriekSminéta taisne ir lenka
ACB bisektrise. So var pieradit, ja pierada, ka rinka liniju krustpunkts, kas nav
C, atrodas vienados attalumos no CA un CB.

BW.G.2. Atlieciet Cetrstlira virsotnu projekcijas uz MN un izmantojiet vienados
nogrieznus, lai atrastu vienadus taisnlenka trijstlrus. Izmantojiet tos, lai
pieraditu, ka AP=BQ, un no ta izsakiet prasito.

BW.G.3. Lai pieraditu, ka ar mazak nepietiek, izvélieties punktus, starp kuriem
varat novértét attalumus, un paradiet, ka nevar parklat divus no Siem
punktiem ar vienu rinki, tatad vajag vismaz tik rinkus, cik punktus esat
izvélgjusies.

Lai pieraditu, ka ar attiecigo skaitu pietiek, paradiet, ka taisnsturi var parklat
ar $adu skaitu Cetrstiiru, kurus katru var parklat ar rinki.
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1
BW.G.4. Izmantojiet homotétiju ar centru B un koeficientu §

BW.G.5. Atrodiet zZim&juma rinka linijas, kas iet caur daziem no dotajiem 4
punktiem, perpendikulu pamatiem un H, un padomajiet par to radikalajam
asim.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Izsakiet q ka pirmskait|u reizingjumu q =0, -Q, -...-q, un pieradiet:
gi-1dalas arp, ja 1<i<Kk.

BW.S.2. Izsakiet Yy, =2X, —1, ieglstiet y, =Y, , Y, ., (n>1) un apskatiet, kada
gadijuma visi ysn ir kvadrati.

BW.S.3. Izsakiet X =2° -X; un y:2t -Y,, kur x1 un y1 — nepara naturali skaitli,
un apskatiet gadijumus, kad s>t un s=t.

BW.S.4. Tas ir iespéjams. Izmantojiet vienadibu 5°=3?+4? un no tas
pakapeniski konstrugjiet lidzigas ar 3; 4; 5; ... kvadratiem labaja pusé.

BW.S.5. Atbilde ir n=2"-3Y, kur x un y ir nenegativi veseli skaiti un
y<x<2y.
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Atrisinajumi
S. SagatavoSanas olimpiade
S.9. Devita klase

S$.9.1. Né. Ta ka visam parabolam zari vérsti “uz augsu”, tad a > 0, b > 0, c > 0.

Bet tad neviena no parabolam nevar krustot ordinatu asi (kur x = 0) punkta,
kuray < 0.

S.9.2. Novelkam ari iekséja lenka bisektrisi, kas krusto rinka liniju punkta N. Ta
ka UAN =24=UNC, tad N ir UAC viduspunkts.

N Al. zim.
Ta ka

ZMBN = ZMBC + ZCBN = %LTBC +%4CBA = %(LTBC + ZCBA) = % -180° =

=90°, tad M un N ir diametrali pret&ji punkti. Tatad W NAM =UNCM .
Atnemot no Sis vienadibas vienadibu W AN = UNC, ieglistam U AM =UCM ,
k.b.j.
S.9.3. JJa p=2,tad p* -1 =15.Jap > 2, tad p - nepara skaitlis. Ievérojam, ka
pt-1=(p?-1)(p*+1)=(p-1)(p+ 1)(p* + 1).

Skaitli p- 1 un p + 1 ir divi viens otram sekojoSi para skaitli, tapéc viens no
tiem dalds ar 2, bet otrs ar 4; p?+1 ir para skaitlis. Tapéc p*1 dalas ar
2-4-2=16.

S.9.4. levérosim, ka L(ABC)=L(ABO)+L(CBO)= % AB-R + % BC-R=
= %(AB +BC)-R un L(ABC)= %(AB +BC +CA)-r.
No abu laukuma izteiksmju vienadibas seko

r AB +BC AB +BC 1

—= > =—, k.b.j. (Skat. A2. zim.).
R AB+BC+CA (AB+BC)+(AB+BC) 2
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AZAN

A2. zim.

S.9.5. Atbilde: Ar 8 gajieniem. Risinajums sastav no divam dalam. Pirmkart:
paradit, ka ar 8 gajieniem var parkrasot visas ritinu konturas; otrkart:
pieradit, ka ar mazak gajieniem nepietiek. Pirmkart: viegli redzét, ka prasitais
sasniedzams, nokrasojot kvadratus, kuru diagonales ir AE; AD; CF; BF; HL;
IL; JG; KG (skat. A3. zim.).

G

H

A A3. zZim. A4d. zim.

Otrkart: viegli saprast, ka ar vienu gajienu var nokrasot augstakais divus no
A4. Zim. izceltajjem 16 nogriezniem. Tapéc nepiecieSami vismaz

16
— =8gajieni.
2 gaj

S.10. Desmita klase

S.10.1. Ja punkts atrodas uz x ass, tad y vértiba taja ir 0 un x vértiba sakrit ar s1
punkta atSkeltd nogriezna garumu (vai garumu ar ,-, zimi). Ja punkts atrodas
uz y ass, tad x vértiba taja ir 0 un y vértiba sakrit ar $1 punkta atskelta
nogriezna garumu (vai garumu ar ,-, zimi). Ja dotaja vienadojuma ievietojam
punktu (a;0) un (0;b) vértibas, ieglstam §+9:l un g+%:1. Katra
punkta koordinatas apmierina doto vienadojumu, tatad punkti atrodas uz
uzdevuma minétas taisnes.

No S uzdevuma varam macities, ka ari parbaude var bdt pilnvértigs
atrisinajums.

S.10.2. Atbilde: ne.

2 /
Pieradijums: ja x2+y2 = 13xy, tad [ij —13.(5]4—1:0 un 1:%1_ 1265 .
y y y

X
Bet +/165 ir iracionals skaitlis, tapéc ari iegltas — vértibas ir iracionalas -

pretruna.
S.10.3. Atceramies, ka trijstiri ABC AB=2RsinC, kur R - apvilktas rinka linijas
BA h h
radiuss. Tapéc Rjy =—— 2 = ; lidzigi Rgy =

2sinag  2siney sinay 2sinagsinay
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h h

Rig=——————— un Roy=— - . No ta seko vajadzigais.
2sin g sinag 2sinay sinay
(Ievérojam, ka punktu kartiba uz taisnes nav svariga.)
B
h
o C1  J% b b %3 J4 AS5. zim.
$.10.4. Ta ka (b—c)® >0, tad b +c* > 2bc.
2
Tapeéc a’+b*+c?>a’+2bc=a’+~=. Tapéc pietieck pieradit, ka
a
2 1 1 a’-a’—a+1
a+f>a+-+1 jeb a’—a-1+->20=—— >0
a a a a
2 2
a“-1la-1 a-1)(a+1
& ﬂ—u >0 w >0, kas ir acimredzames.

a a
S.10.5. Atbilde: n = 11

Risinajums. Apzimésim aktivistus ar A; B; C; D; E; F. Desmit komisiju
piemérs AB; AC; AD; AE; BC; BD; BE; CD; CE; DE parada, ka jabut n>10.
TieSam, neviena no visam 10 komisijam nesatur F, tdtad F nesatur ari to
apvienojumi.
Tagad paradisim, ka vértiba n=11 der. Dosim divus risinajumus.
1.risinajums. Sadalam visas komisijas 5 grupas ta, lai katra grupa butu tris
komisijas, kas kopa satur visus 6 aktivistus:

AB, CF, DE

AC, BD, EF

AD, BF, CE

AE, BC, DF

AF, BE, CD.
No jebkuram 11 komisijam atradisies 3, kas ir viena grupa (jo 2-5=10<11),
un tas kopa saturés visus aktivistus.
2.risinajums. Apzimésim katru aktivistu ar punktu regulara sesstlira virsotng,
iespéjamas komisijas - ar taiSnu nogriezniem, kas Sos punktus savieno.
Ievérosim, ka pavisam ir 15 nogriezni. Pienemsim: no visiem 15 nogriezniem
ir izdzésti 4, un starp atlikusajiem 11 nogriezniem nevar atrast nevienu 3
nogrieznu komplektu, kas pa divi savieno visus 6 punktus. Apskatisim tikai
dazus iespéjamos 3 nogrieznu komplektus. Ja misu piepnémums ir pareizs,
més varam vienlaicigi izjaukt visus Sos 3 nogrieznu komplektus, izdzésot 4
linijas. Saskaitisim, cik 3 nogrieznu komplektus, kadi paraditi Zziméjuma A6.,
var izveidot.

SN

Katru reizi, kad kadu figlru pagriez ap centru par 60° un pa pariem tiek
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savienoti citi punkti, ir ieglts jauns 3 nogrieznu komplekts. No zZImé&juma
paraditajam figiram varam iegut: noa - 1, nob -2 unnocund - 3
komplektus, kopa 9. Katra gara diagonale ietilpst viena a tipa, viena c tipa un
viena d tipa komplekta. Tatad garas diagonales izdzésana ,saboja” tris
komplektus. Malas izdzéSana saboja divus komplektus (b un c tipa), bet Tsas
diagonales izdzéSana - vienu komplektu (d tipa). Turklat, ta ka ir tikai viens
a tipa komplekts, tad tikai pirmas garas diagonales izdzéSana saboja tris
komplektus - nakoso garo diagonalu izdzéSanas (ja tadas dzés) saboja katra
pa augstakais diviem jauniem komplektiem.

Tatad 4 nogrieznu izdzéSana var izbojat augstakais 3+2+2+2=9 no
apskatamajiem komplektiem, turklat tas var notikt tikai pie nosacijuma, ka
tiek dzestas tikai garas diagonales un malas. Tapéc, lai sabojatu visus d
tipa komplektus, jadzeés visas 3 garas diagonales; tad atliek vél dzést vienu
malu. Bet vienas malas dzéSana nevar sabojat abus b tipa komplektus.

Tatad misu pienémums ir nepareizs, un ar 4 nogrieznu izdzéSanu nevar
sabojat pat visus 9 musu apskatitos komplektus (nemaz nertpé&joties par
citiem).

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Apzimésim taiSnu vienadojumus ar Y =kx+b; un y =kx+b,. Tad punktu
A un B abscisas ir vienadojuma X2 =kx+Dby saknes, bet punktu C un D

abscisas ir vienadojuma X2 =kx+ b, saknes. Péc Vjeta teorémas Xp +Xg =K
Xa +Xp _ Xc +Xp

2
ir vienadas abscisas, no ka seko vajadzigais.

S.11.2. Atbilde: 16 komisijas. Risinajums sastav no divam dalam. Pirmkart:
paradit, ka ar atrasto komisiju skaitu vél izpildas visi nosacijumi, otrkart:
pieradit, ka lielakam komisiju skaitam tie vairs neizpildas.

Pirmkart: var nemt kopas {A; B;C;D;E}visas iespéjamas apakskopas, kas
satur aktivistu A; tadu ir 24 = 16, jo tas viena no otras atsSkiras ar 4 aktivistu
B; C; D; E ieklauSanu/neieklausanu.

Otrkart: ta ka pavisam ir 2° = 32 apakskopas (viena no tam - tuksa), tad tas
var sadalit 32:2 = 16 paros ta, ka neviena para apaksSkopam nav kopigu
loceklu un tas abas kopa satur visus 5 aktivistus. Ja tiks veidotas vairak neka
16 komisijas, tad divas no tam bls no viena para, un tam nebls kopigu
locek|u.

S.11.3. No hordas - pieskares lenka un ievilkta lenka Tipasibam

o' o'

LXBC:%UBC:ABAC:%uBmA:ABDA. No td un no kapsju lenku

un Xc +Xp = k, tatad

. Tapéc AB un CD viduspunktiem

Ipasibam seko vajadzigais.
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S.11.4. Apskatam trijstdri, kura divu lenku lielumi ir ¢ un f. Tad tresa lenka

lielums ir 7/+5+900 , tapéc trijstlris ir platlenka. No sinusu teorémas ta malu
garumi ir 2Rsina; 2Rsin #; 2Rsin(a + f).
No kosinusu teorémas:

(2Rsin(ar + B))? > (2Rsin )? +(2Rsin B)?, tapéc

2a+ﬁn2ﬂ229naﬂnﬁ

sin?(a + B) > sin
Lidzigi iegustam
sin?(B+y)> 2sin Bsiny
sin?(y +5)> 2sin ysin &
sin?(5+a)>2sinssina .
Sareizinot Sis 4 nevienadibas un velkot kvadratsakni, ieglistam vajadzigo.

S.11.5. Atbilde: né, neeksisté. Risinajums. Pienemsim, ka tads skaitlis M eksisteé.
No ta javar iegut M3, kas dalas ar 10000; tapéc M satur vismaz 4 nulles. No M

javar ieglt ari skaitli abcdefgh, kas daldas ar 99999. Ievérojam, ka
abcdefgh = abc -10° + defgh = abc - 99999 + (abc + defgh), tapéc  abc + defgh
jadalas aL99999. L

Ta ka abc+defgh <2-99999, tad jabat abc+defgh =99999. Tapéc d =0,

e0una+f=b+g=c+ h =9. Bet td nevar bit, jo vismaz 4 no cipariem
a; f; b;g;c; hir0.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Ja. Doto nevienadibu |a—b|<c var izteikt ka —c<a-b<c. Sis

a-b<c
nevienadibas ir ekvivalentas sistémai . Apvienojot So sistému ar
—a+b<c
a-b<c

otru sakuma doto nevienadibu, ieglstam <{b—-a<c, kas reduc&jas par
c<a+b
a+b>c
b+c>a. Uz to pasu tada pasa cela reducéjas pieradamas nevienadibas.
c+a>b

S.12.2. N&. Viens no trim péc kartas sekojodiem naturaliem skaitliem 7%-2Y —1,

7%.2Y un 7%.2Y +1dalas ar 3. Ta ka tas nav 7%-2Y, tad viens no abiem

apskatamajiem skaitliem dalas ar 3. Ta ka tas ir vismaz 7*-2' —1=13, tad tas
nav pirmskaitlis.

S.12.3. Vispirms pieradisim, ka AC||DE. Apskatot zim&umu A8, viegli saprast, ka
diviem trijstiriem, kam kopé&ja viena mala un pretéjas virsotnes atrodas uz
taisnes, kas paraléla Sai malai, ir vienadi laukumi.
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]

" A9. zim.

A8 Zim. A E

Ja patvaligas figdras F laukumu apzimé&jam ar L(F), tad no dota seko
L(AED)=L(AEB)=L(ACB)=L(DCB)=L(DCE); bet no L(AED)=L(DCE) seko
AC| |DE. To vieglak saprast apskatot zim&jumu A9. Tatad DCDiE un DCBC; ir
paralelogrami; tatad BC:=CD=EDi. No BC1=ED: seko vajadzigais.
S.12.4. Atbilde: nepara naturaliem n.

Risinajums sastav no divam dalam: pirmkart, paradit, ka nevienam para n
polinoms ar tadu Tpasibu neeksisté; otrkart, paradit, ka katram nepara n tads
polinoms eksiste.

Pirmkart: pienemsim, ka n ir para skaitlis un sads polinoms P(t) eksisté. Tad

; . o 1 n 1 _ 1
patvaligam a=0 pie XxX=a iegistam Pla——|=a ——— un pie X=——
a an a

. 1 1 Y _ e .
iegistam P|-—————|=|—-——| — jeb (ta ka n ir para skaitlis)

1
a 1 a 1)
a a
1 1 . e .
Pl——+a =——a . Ta ka abas nupat iegttas vienadibas izsaka polinoma
a a

y 1 1 2
vértibu viena un tai pasa punkta, tad a"——=—"—_a" un 2a" =—, no
n n n
a a a
kurienes a®" = 1. Skaidrs, ka tas nav spéka vienlaicigi visiem apskatamajiem
a. leguta pretruna.

Otrkart: paradisim, ka katram nepara naturalam n Sads polinoms Pn eksisté.
Viegli saprast, ka pie n =1 der Pi(t) =t. Pie n =3 der P3(t) =t + 3t.

3
Tie$am, [x—ij +3(x—1j=(x3—3x+§—i3)+(3x—§J:x3—i3 Més
X X X X X X

apgalvojam: ja Pn(t) un Pn+2(t) apmierina uzdevuma prasibas nepara skaitliem
n un n+2, tad Ph4(t)= t2 42 -Pn+2(t)— P,(t) apmierina uzdevuma
prasibas nepara skaitlim n+ 4. TieSam,

2
ol -2
X X X X
1 1 1 1
— X2+— Xn+2__ _ Xn - =Xn+4__
( ij( Xn+2j ( an Xn+4

S.12.5. Pavisam tiek izspélétas C2g :&227:378 spéles. Ta ka 378-%:283,5,

tad vismaz 284 spéles beidzas neizskirti. Tapéc turnira pavisam izcinitas ne
vairak ka 378 - 284 = 94 uzvaras un piedzivoti ne vairak ka 94 zaud&jumi.

Aprékinasim katrai komandai starpibu starp tas uzvaru skaitu un zaud&jumu
skaitu. Pienemsim, ka turnira beigas visam komandam ir dazads punktu
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skaits; tad visam 28 aprékinatajam starpibam jabit dazadam. (Paskaidrosim
to. Iedomasimies, ka par uzvaru komandai pieskir 1 punktu, par neizskirtu -
0, par zaud&jumu pieskir -1 punktu. Punktu summu vienadiba no ta
nemainas, visam komandam gala bls par 27 punktiem mazak. Tagad
komandas ieguto punktu summa ir vienada ar starpibu starp tas uzvaru skaitu
un zaud&jumu skaitu. Tapéc, ja punktu skaiti ir dazadi, tad ari Sis starpibas ir
dazadas. ) Tapéc ne vairak ka viena no tam ir 0, un ir vismaz 27 nenulles
starpibas. Starp tam var izvéléties vai nu >14 pozitivas, vai >14 negativas.
Pienemsim, ka var atrast 14 pozitivas starpibas; otrs gadijums ir pilnigi
~Simetrisks”.

Ievérosim, ka katrai komandai nav mazak uzvaru neka vinai aprékinata
starpiba. Tapéc apskatamajam 14 komandam kopa nav mazak par

1+2+...+14=(14-15)-%=105 uzvaram (saskaitijam cetrpadsmit mazakos

naturalos skaitlus). Ta ir pretruna ar sakuma aprekinato, ka turnira nav vairak
par 94 uzvaram.
Tatad musu pienémums ir nepareizs, k.b.j.

R. Rajona olimpiade

R.9. Devita klase
R.9.1. To, ka var but 6 cilveéki, skat. A10. zim.

Al10. zZim.

Pieradisim, ka tas ir mazakais iesp€jamais skaits. Apzimésim ar A vienu
cilvéku, ar B, C, D - vina draugus. Ta ka B nevar draudzéties ne ar C, ne D,
tad ir vismaz vél divi citi cilvéki — B draugi, no kurienes seko vajadzigais.

R.9.2. Ta ka AKDC un AKDB ir kopigs pamats KD un vienadi augstumi pret So
pamatu, tad L(KDC) = L(KDB). Lidzigi L(BMC) = L(BMD).

All. zim.

Bet AKDB un ABMD ir kopigs pamats BD un vienadi augstumi pret So
pamatu, tapéc L(KDB) = L(BMD). No Sim vienadibam seko vajadzigais.
(Specialaja kvadrata gadijuma vajadzigais seko ari, pieméram, no simetrijas
dé| spéka esosas vienadibas ABMC=ADKC.)
R.9.3. Parrakstam sistému forma

[X]+{y} =[2] +{2}

[yl1+{z} =[x]+{x}

[z]+{x} =[y]+{y}
Ta ka skaitlis viennozimigi nosaka savu veselo dalu un dalveida daju, tad no
Sejienes seko [x] = [y] = [z] un {x} = {y} = {z}, tatad x =y = z. No otras
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puses, skaidrs, ka jebkur$s vienadu skaitlu trijnieks (a;a;a) der par
atrisinajumu.

R.9.4. No uzdevuma dotajam pédéjam 4 prasibam seko, ka 2x-5 dalas ar 5; ar
7; ar9; ar 11 (pieméram, 2x -5 =2(x + 1) - 7 dalas ar 7 utml.). Ta ka 5; 7;
9; 11 pa pariem ir savstarpéji pirmskaitli, tad 2x -5 dalas ar
5.7-9-11=3465. Ta ka 1<x <2006, tad —3<2x—5<4007. Sajas robezas
ar 3465 dalas tikai 0 un 3465. Bet 2x — 5 = 0 naturalam x nav iesp&jams,
tapéc 2x - 5 = 3465 un x = 1735.

R.9.5. Uzvar Gunars.

Ta ka pédgjais (uzvarosais) gajiens tiek izdarits vai nu no pozicijas 500, vai no
pozicijas 999, tad zaudé tas, kurS uzraksta vienu no Siem skaitliem.
Pienemsim, ka zaudétajs uzraksta 500. Tas tiek darits tapéc, ka citu iespé&ju
(iznemot varbit rakstit 999) vinam nav. Tas nozimég, ka visi skaitli 1; 2; 3;
...; 499 jau ir uzrakstiti (citadi varétu rakstit mazako vél neuzrakstito no tiem)
un tatad ar divas reizes lielakie skaitli 502; 504; ... 998 ir uzrakstiti; no ta
savukart seko, ka ari 503; 505; ...; 997 ir jau uzrakstiti. Savukart 999 vél nav
uzrakstits (citadi spéle butu beigusies jau atrak) un ari 501 vél nav uzrakstits
(citadi jau iepriek$ batu uzrakstits 500, un spéle bdtu beigusies atrak). Tatad
bridi, kad zaudetajs uzrakstijis 500, uz tafeles atrodas 997 skaitli (ieskaitot
500). Tapéc skaitli 500 uzraksta sacéjs, proti, Dzintars. Tapéc vins zaudeé.
Gadijumu, ja ,zaud€josais gajiens” ir 999 uzrakstiSana, analizé lidzigi.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Visiem cipariem, iznemot pirmo, jabat 1; 3; 7; 9. No Siem cipariem var
sastadit 10 pirmskaitlus 11; 13; 17; 19; 31; 37; 71; 73; 79; 97. Tatad visi tie
bls atrodami mekléjama skaitli, un vienpadsmitais pirmskaitlis bus tas, kas
saksies ar skaitla pirmo ciparu.

Ar 1 sakas 4 augsSminétie pirmskaitli, bet beidzas 3; tapéc 1 ir mekléjama
skaitla otrais cipars. Vislielakais iesp&jamais pirmais cipars ir 6 (jo 71 bus
sastopams talak, bet 81 un 91 nav pirmskaitli).
Ar 9 sakas 1 pirmskaitlis, bet beidzas 2; tapéc 9 ir mekl€jama skaitla pédé&jais
cipars. Aiz otra cipara lielakie iespéjamie rakstami cipari 9 un 7. Tatad skaitlis
jameklé forma

6197abcdefg9.
Citu devitnieku skaithh nevar but (aiz tiem neko nevar uzrakstit). Tapéc g=7.
IzvEloties a un b iespé&jami lielus, ieglistam

619737cdef79.
Ta kd ¢#9 un c#3 (73un79 jau sastopami citur), tad c = 1. Ieglstam
formu

6197371def79.

Ta ka d#7 un d=#9 (aiz d nebdtu ko rakstit), liekam iesp&ami lielako
vértibu d = 3. Atliek e =f =1 (lai paraditos pirmskaitlis11).
Atbilde: 619737131179.

R.10.2. a) Né. Skat., piem., A12. zim.

1 1

Al2.zim.
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b) ja. Apvelkam ap abiem 2006-stiriem rinka linijas. Ja eksisté kaut viens
skaitlu paris, kas abos 2006-stlros ir diametra galapunktos, tad par tresajam
virsotném var nemt jebkuras ar vienadiem numuriem - abi trijstlri bds
taisnlenka (skat.A13. zim.).

Ja tada para nav, tad nemam divus skaitlus, kas pirmaja 2006-sturi ir
diametra galapunktos (pienemsim, tie ir x un y). Pienemsim, ka skaitlis z otra
2006-stirt ir uz viena diametra ar skaitli x. Tad skaitli x, y, z ir mekl€jamie:
abi ar tiem sanumurétie trijstari ir taisnlenka, jo divas trijstra virsotnes
atrodas diametra galapunktos, bet tresa - uz rinka linijas(skat.A14. zim.).

Y Z
\ Y
X X
Al3.zim. Al4.zim.

R.10.3. Varam pienemt, ka a ir mazakais (vai viens no mazakajiem) no skaitliem
a
<= Nevienadiba —;
bc+1 a“+1 a“+1
(a-1)* > 0. No ta seko a’ —2a+1>0 un a’+1>2a.

R.10.4. Atrisindjumam ir divas dalas: pirmkart, pieradit - ja P ir AABC
augstumu krustpunkts, tad ap abiem dotajiem cetrstliriem var apvilkt rinka
linijas; otrkart, pieradit - ja ap abiem dotajiem cetrstiiriem var apvilkt rinka
linijas, tad P ir AABC augstumu krustpunkts.

Pirmkart: Ja P ir AABC augstumu krustpunkts, tad (A15. zim.).

i

a, b, c. Tad

1 . . -
SE ir pareiza. Tiesam,

Aq

ATTC B a C1
Al5. zZim. Al6. zZim.

ZABB=/AAB (un tatad A, B, A1, B:1 ir uz vienas rinpka linijas) un
ZAC,C=~ZAAC (un tatad A, C, A1, C1 ir uz vienas rinka Iinijas).

Otrkart: ja uzdevuma minétas divas rinka linijas eksisté, tad (A16. zim.)
ievilktu lenku Tpasibas dé] ZA,CC, = LA, AB=2ZA B,P. No Sejienes seko, ka
Bi, C, A1, P ir uz vienas ripka linijas un tatad ZCA,P +£CB,P =180°. No t3,
ka A, Bi, A1, B ir uz vienas rinka linijas, seko, ka ZAB,B=ZAA B un tatad
ZCB,P=ZCAP. No abam izceltajam vienadibam seko, ka
ZCB,P=«ZCA,P=90°, t.i., P ir AABC augstumu krustpunkts.

R.10.5. Salidzinam divas monétas A un B. Pastav divas iesp€jas.
1.) A un B ir dazadas masas. Tad viena no tam ir viltota, otra - ista. Sadalam
atlikusas 2004 monétas 1002 paros un katru no tiem salidzinam ar pari
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(A, B). Katra svérSana meés noskaidrosim, cik viltoto monétu ir konkrétaja
pari. Pavisam tiks izmantotas 1 + 1002 = 1003 svérsanas.

2.) A un B ir vienadas masas. Ka iepriekS salidzinam pari (A, B) ar citiem
monétu pariem, kamér atrodam pari (C, D), kura masa atskiras no ( A, B)
masas. Pienemsim, ka (C, D) kop€ja masa ir mazaka neka (A, B) kop&ja masa
(otrs gadijums ir ,simetrisks”). Tad A un B, ka ari visas citas lidz Sim svértas
monétas ir istas. Salidzinam C un D. Rezultata més atrodam vismaz vienu
monétu no para (C, D), kura ir viltota, ka ari noskaidrojam, cik viltoto monétu
ir part (C, D). Tagad izveidojam pari (ista monéta, viltota moné€ta) un
turpinam ka 1. gadijuma. Pavisam tiks izmantotas 1 + 1002 + 1 = 1004
svérsanas.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Apzimésim apskatamos skaitlusarn; n+1; n+2; n+3; n+4; n+ 5.
Ja n (un tatad ari n + 5) nedalas ar 5, tad tieSi viens no apskatamajiem
skaitliem dalas ar 5. Ja n dalas ar 5, tad neviens no skaitliem n + 1; n + 2;
n + 3; n + 4 nedalas ar 5; divi no tiem (to starpiba ir 2) nedalas ar 2; vismaz
viens no giem abiem nedalas ar 3. Sis skaitlis tapéc dalas ar kadu pirmskaitli
p, p>5; tatad p>7. Bet no 6 péc kartas nemtiem skaitliem tikai viens var

dalities ar p, jap > 6.
2n-1
R.11.2. Atbilde: vajag vismaz [T—‘ |Iédijas (mazakais veselais skaitlis, kas

nav mazaks par doto dalu), un ar So daudzumu pietiek.
Tatad mekléjamais daudzums ir:

2m, jan =3m;

2m+1,jan=3m + 1;

2m+ 1,jan =3m + 2.

Ievérosim, ka pie n>2 atrastais I€diju skaits ir mazaks par n.

- C

N

T _ m

m

A n=3m Al7. zim.

Atrisinajums sastav no divam dalam. Pirmkart: paradit, ka ar atrasto skaitu
Iediju pietiek, otrkart: pieradit, ka ar mazaku skaitu I€diju nepietiek.

Pirmkart: paradam, ka ar atrasto skaitu Iédiju vienmeér pietiks, lai apdraudétu
visas neaiznemtas rdtinas. Tas izdarams, ka paradits Al7. un A18.
ZImE&jumos.
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| T c
- {m+l
a : m

i m
Lo i
A n=3m+1, n=3m+ Al8. zim.

Otrkart: pieradisim, ka mazak Iédiju nevar izvietot ta, lai apdraudétu visus
brivos laucinus. Pienemsim, ka ir vél mazak - k lé&dijas, kas apmierina
nosacijumus. Tad ir vismaz n-k>0 rindas (kolonnas) bez Iédijam.

Pienemsim, ka augséja "bezlédiju" rinda ri, r2, ..., rn-k ir rtinas, kuru kolonnas
nav Iédiju, un lab&ja "bezlediju" kolonna Ri, Rz, ..., Rnk ir ratinas, kuru rindas
nav lédiju (ievérojam: viena ri sakrit ar vienu Rj). Tad ir vismaz 2(n - k) -1
Sadas ritinas uz dazadam diagonalém, kas paralélas AC.

Vieglak to saprast, apskatot zim&jumu A19. Iedomasimies, ka mé&s no
augséjas rindas sakot parbaudam, vai taja rinda ir kada l|édija, un, kad
atrodam pirmo rindu, kura l&diju nav (piemé&ram, rindu a), tad sakam no
labas parbaudit kolonnas, kameér atrodam pirmo kolonnu, kura nav Iédiju
(pieméram, kolonnu b).

b C
(0] 0 0 0 a
0
0
0
A A19. Zim.

Tagad meés zinam, ka rindina a ratinas noteikti nav apdraudétas pa horizontali
un kolonna b rdtinas nav apdraudetas pa vertikali. Atrodam, kuras riatinas
rindina a ir tadas, kuras nav apdraudétas ari pa vertikali (kuru kolonnas nav
Iédiju), un atzimé&jam ar o, un tapat kolonna b atrodam, kuras ritinas nav
apdraudétas pa horizontali (kuru ratinu rindinas nav Iédiju). Pat ja katra no
musu iedomatajam k Iédijam atrodas sava rindina un sava kolonna, tik un ta
ir vismaz n-k rindinas bez Iédijam (rutinas, kas nav apdraudétas pa horizontali
kolonna b) un tikpat kolonnas bez Ieédijam (n-k rutinas, kas nav apdraudétas
pa vertikali, rindina a). Ta ka viena ritina sakrit, tad kopa kolonna b un
rindina a ir 2(n-k)-1 rutinas, kuras netiek apdraudétas ne pa horizontali, ne
pa vertikali. Tatad tam jabdt apdraudétam pa diagonali. Redzam, ka jebkura
no atzimétajam rutinam var atrasties tikai uz vienas diagonales, kas paraléla
AC. Viena leédija var apdraudét tikai vienu tadu rdtinu. Tapéc jabut
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k22(n—k)—l, 3k>2n-1, k22n3_1. Ta ka k - vesels skaitlis, tad

2n-1 _
k> 3 | Ieglta pretruna.

R.11.3. Novelkam perpendikulu KT pret AB. Ta ka ZBTK=_/BMK, tad ap
BTMK var apvilkt rinka Iiniju. Tapéc ZKBM=_/KTM. Simetrijas péc
(attieciba pret AM) Z/KTM=~/KSM, tapéc Z/KBM=/KSM.

Ta kd BM || CN, tad ZKBM=_/KCN. Ta ka ap CNKS var apvilkt rinka Iliniju
(pretéjo lenku summa ir 180°), tad ZNCK =_/NSK. No Sejienes seko
vajadzigais (skat. A20. zim.).

B
T

AZ20. zZim.

A C
S

R.11.4. a) Piepemsim, ka 0<x<y<1l. No dotd f(y)-3y>f(x)-3x,
tapac f(y)— f(x)>3(y—x).
TakaO<x+y+1<3,
tad f(y)— f(x)>(x+y+1(y—x)
jeb f(y)—f(x)>xy—x>+y? —yx+y—X,
jeb f(y)—y?—y> f(x)-x*—x, k.b.j.
b) Pienemsim, ka 1< X <. Tad no dota f(y)—y®>f(x)-x?,
tapec f(y)—F(x)> (y—x)y? +xy +x?).
Taka Y2 +xy +X>>y+x+1,
tad f(y)—f(x)>(x+y+1[y—x), no kurienes kd a) gadijuma seko
vajadzigais.
Ja f(x)—xz—x ir augosa apgabalos [0; 1] un [l; oo), tad ta ir augosa ari

apgabala [O; oo).

R.11.5. Ta ka visi tris skaitli nav dazadi, apzimésim tos ar x; x; y (varbdt x = vy).

Reizindjums X-X-y =X’y ir vesela skaitla kvadrats tad un tikai tad, ja y ir
vesela skaitla kvadrats. Tatad viens no Siem skaitliem ir 4, un abi paré&jie ir
sava starpa vienadi.
Ja visi skaitli ir 4, tad katrs zéns redz divus Cetriniekus. Ta ka katrs zina, ka 4
ir lietots vai nu vienu, vai tris reizes, tad katrs secina, ka vinam uz pieres ir
skaitlis 4. Ja visi skaitli nav 4, tad viens zéns redz divus vienadus skaitlus, kas
nav 4; tapéc vins secina, ka vinam uz pieres ir 4. Katrs no abiem pargjiem
redz skaitlus 4 un X # 4, tapéc no iepriekSéja secina, ka vinam uz pieres ir x
(x ir viens no skaitliem 2; 3; 5; 6; ;7; 8).

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Apskatamo krustpunktu abscisas ir vienadojuma X*—2x*+7=ax+b
saknes (ja Yy =ax+Db ir novilktas taisnes vienadojums; skaidrs, ka taisne nav

perpendikulara Ox asij, jo tad ta krustotu grafiku viena punkta; tapéc tas
vienadojums ir forma y =ax+Db). So vienadojumu var pierakstit forma
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x* +0-x* —2x* —ax+(7-b)=0
Apzimé€jot krustpunktu abscisas ar xi; X2; X3; X4, no Bezl teorémas seko, ka
kreisa puse identiski vienada ar (X—Xl)(x—xz)(x—x3)(x—x4). Atverot iekavas,

ieglstam polinomu, kur koeficients pie X3 ir —(X, +X, +X, +X,). Pielidzinot

koeficientus pie X, iegustam vajadzigo.

R.12.2. Uzdevuma atrisinajums sastav no 2 dalam: pirmkart, atrast komisiju

skaitu, par ko mazak komisiju noteikti nevar but; otrkart, pieradit, ar cik
komisijam vienmér pietiek.
Pirmkart: var gadities, ka ir 11 deputati, kuru ,aizspriedumu struktdra”
attélota A21. zim. (ziméjuma no katra punkta iziet bultinas uz 5 tam
sekojosiem punktiem pulkstenraditdja kustibas virziena). Nekadus divus no
tiem nevar ieklaut viena komisija. Tatad var gadities, ka nepiecieSamas
vismaz 11 komisijas.

A21. zZim.

Otrkart: paradisim, ka ar 11 komisijam vienmér pietiek. Pieradisim to ar
matematisko indukciju patvaligam deputatu skaitam n. Pie n=1; 2; ...; 11
tas ir acimredzams (katra komisija ieklauj vienu deputatu).

Pienemsim, ka apgalvojums ir pareizs pien=1; 2; 3; ..., m -1, kur m>12,
Apskatisim m deputatus. Ja katru no Siem deputatiem ,ienistu” vairak neka 5
citi, tad kopé€jais ,ienaidu” skaits batu lielaks par 5m. Ta ir pretruna, jo
katram deputatam ir aizspriedumi pret augstakais 5 citiem, tapéc ,ienaidu”
nav vairak par 5m.

Tapéc eksisté deputats A, pret kuru aizspriedumu nav vairak ka 5 citiem.
Apskatisim visus m-1 deputatus, iznemot A. Saskana ar induktivo hipotézi tos
var sadalit 11 komisijas vajadziga veida. Deputats A ir ,nepienemams” ne
vairak ka 10 no tam (jo ir <5 deputati, kam ir aizspriedumi pret vinu, un ir
<5 deputati, pret kuriem vinam ir aizspriedumi). Tatad A var pievienot
vismaz 1 komisijai. Induktiva pareja izdarita.

R.12.3. Parbaude parada, kaderp = 2; 3; 5un nederp = 7; p = 11. Pienemsim,
ka p>11. Ja p=3k+1, tad p2=9k?+6k+1;, ja p=3k+ 2, tad
p2 = 9k? + 12k + 4. Tatad p? + 11 dalas ar 3.

Bez tam p ir nepara skaitlis, p = 2q + 1; tapéc p? + 11 = 42 + 4q + 12 dalas
ar 4.

Tapéc p2 + 11 = 12a, kur a>12 (jo p>+11>11*+11=12-11). Sim skaitlim
ir vismaz 11 dazadi dalitaji 1; 2; 3; 4; 6; 12; 2a; 3a; 4a; 6a; 12a. Tatad Sie p
neapmierina uzdevuma prasibas.
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R.12.4. T3 k3 LPMS:%uAmB:45° = /PDS, tad ap PDMS var apvilkt rinka

liniju. Ta ka ZDMS=90° (balstas uz 180° lielo loku ,lielaja” rinka linija), tad
ari Z/DPS=090°.

M
D S C
P Q
0
A B
m A22. zim.

Tapéc PS L BD. Lidzigi pierada, ka RQ L AC. No izceltajiem faktiem seko
vajadzigais, jo BD L AC.

R.12.5. Atbilde: n = 2%, k =0; 1; 2; ...
Risinajums. Ja k = 0, tad n = 1; vieniga spuldze tiek ieslégta, un talak nekas
netiek darits. Pie n = 2, ke N, katram no para dalitdjiem d = 2; 4; 8; ..;
2. 2k atbilsto%d mainu sérija skar katru spuldzi 0 vai d reizes (tatad
kopuma neietekmé tas stavokli), kamér dalitajam 1 atbilstosa sérija maina
katras spuldzes stavokli 1 reizi. Tapéc beigas visas spuldzes bus ieslégtas.
Ja turpreti skaitlim n ir kads nepara pirmskaitlis p, ar kuru n dalas, tad (p+1)-
a spuldze (uzskatot S par pirmo spuldzi) tiks ,aizskarta” tiesi p+1 reizi
(serijas, kas atbilst n dalitajiem 1 un p) un tapéc beigas paliks izslégta.

V. 56. Republikas olimpiade
V.9. Devita klase

V.9.1. Viens no skaitliem x un y ir para, otrs — nepara. Skaitla 640000 nepara
dalitdji ir 1; 5; 25; 125; 625. Ievérojam, ka 640000=5"-2, Tapéac
1025-1=1024 = 2*°, 1025 - 25 = 1000 un 1025—625 = 400 ir skaitla 640000
dalitaji, bet 1025-5=1020=2°.3-5-17 un 1025-125=900=2%.3%.5% -
nav.

Atbilde. (1; 1024), (25; 1000), (400; 625), (625; 400), (1000; 25),
(1024; 1).

V.9.2. Pirmais atrisinajums. Ta ka intervala (0; 1) atrodas tikai viena no
kvadratvienadojuma f(x)=0 sakném, tad abas vértibas f(0) un f(1) reizé
nevar bdt pozitivas. Tapéc f(0)-f(1)<0. Iegistam q(p+Qq+1)<0 jeb
9° +pg+q <0, jeb f(q)<0.

Otrais atrisinajums. Pienemsim, ka vienadojuma f(X)=O saknes ir X1 un xa.
Saskana ar Vjeta teorému

£(q)=09° + pg+q = x2x2 — XX, (X, + X, )+ XX, =

=X X, (X1X2 —X =X +l): [Xl(l_ Xl)]' [Xz(l_ X, )]

Saskana ar uzdevuma doto tiesi viena no kvadratiekavam ir negativa, tapéc to
reizinajums ir <0.

V.9.3. Apziméjam ievilktas rinka linijas pieskarsanas punktus AABC malam ar
X; Y; Z (skat. A23. zim.) Taisnlenka trijstari AXI, AZI, AiYI un AxYI ir vienadi
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sava starpa (hk), tapéc A:A> = AX + AZ. Lidzigi BiB2 = BX + BY un
Ci1C2 = CY + CZ. Saskaitot Sis vienadibas, ieglstam vajadzigo.

BAl

4 A2
Z C

A23. zZim.

V.9.4. Ja uzdevumus apzim€jam ar A; B; C; D; E; F; G; H, tad 8 skoléniem var

iedot komplektus ABC; ADE; AFG; BDG; BFH, CDH, CEF, EGH. Tatad var bt 8
skoléni.
Ja kadu uzdevumu iedalitu >4 skoléniem, tad katram no tiem jasanem vél 2
citi uzdevumi, un pavisam bitu vismaz 1+4-2=9 uzdevumi - pretruna.
Tatad katru uzdevumu iedeva augstakais 3 skoléniem, un pavisam tika iedoti
augstakais 8-3=24 uzdevumu teksti. Ta ka katrs skoléns sanéma tris
tekstus, tad skolénu nav vairak par 24 : 3 = 8.

V.9.5. Atbilde: 8; 7; 6; 5; 4; 3; 2; 1; O litri.

Risinajums. To, ka minéta atbilde apmierina uzdevuma nosacijumus,
parbauda tiesi. Pieradisim, ka ta ir vieniga. Ta ka péc viena ,cikla” Gdens
sadalijums ir sakotn€jais, més varam iztéloties, ka process notiek bezgaligi un
ir periodisks. Apskatisim Saja bezgaligaja periodiskaja procesa devinu vienu
otrai sekojosu parlieSanu virkni, kas sakas ar Gdens izlieSanu no ta trauka T,
kura ir vismazakais procesa gaita no trauka izlejamais udens daudzums;
apzimésim So daudzumu ar 8x. Saskana ar So izvéli trauka T astonas
nakosajas liesanas tiks ieliets vismaz tGdens daudzums x katra reizé.

Ta ka trauka T astonas nakosajas lieSanas kopa ielies Gdens daudzumu 8x,
tad katrd no SIim 8 lieSanam trauka T ielies Gdens daudzumu x. Tatad katra
trauka tai bridi, kad no ta izlej tGdeni, ir iddens daudzums 8x. No ta iegustam,
ka udens daudzums sakotné&ji ir 8x; 7x; 6x; 5x; 4x; 3x; 2x; x; 0. Ta ka
8X+7X+...+Xx+0=36, ieglistam x = 1, no ka seko uzdevuma atbilde.

A

V.10. Desmita klase

V.10.1. Ja kadai kompanijai bdtu mazak par 9 birojiem, tad ta nevarétu
noorganizeét vairak par 28 reisiem, jo no 8 elementiem var izveidot ne vairak
ka 28 parus. Tatad katrai kompanijai ir vismaz 9 biroji, un biroju kopskaits ir
vismaz 9-90=810. Ta ka 810>8-100, tad starp 100 pilsétam ir jabit tadai,
kura ir vairak neka 8, tatad vismaz 9 biroji.

V.10.2. Skaidrs, ka p#2, q#2, p=#3. Ja p=3k+2, keN, tad
p + 10=3(k+4) nav pirmskaitlis. Tapéc p=3k+1, keN. Ja q=3m + 1,
meN,tadp + g+ 1=3(k + m + 1) nav pirmskaitlis. Jag=3m+ 2, meN,
tad q + 10 nav pirmskaitlis. Tapéc q =3. Tad g+ 4 un q + 10 tiesam ir
pirmskaitli, un jameklé tadi pirmskaitli p forma p =3k + 1, ke N, ka p + 4,
p+6, p+ 10 arl ir pirmskaitli. TieSa parbaude parada, ka der tikai p = 7,
p=13,p=37,p =97.

V.10.3. 1. risinajums. Speciala gadijuma, ja M ir loka AMD viduspunkts,
apskatam taisni I, kas iet caur M un abu rinku centriem. Ta ir perpendikulara
taisnei t, tatad krusto gan nogriezni AD, gan nogriezni BC to viduspunktos.
Tada gadijuma ZLAMB=/DMC, jo Sie lepki ir viens otram simetriski
attieciba pret I.
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Vispariga gadijuma (kas ietver ari specialo), novelkam punkta M abu rinka
liniju kop€jo pieskari s (skat. A24. zim.) No ievilktu lenku un hordas -
pieskares lenku T1pasibam seko A24.zim. atzimétas lenku vienadibas.

Redzams, ka <CMD= <{— <Y ,, LAMB= /MBC— /MAB (réja lenka
ipagiba) = =W~ =¥, tatad L.CMD= ZAMB.

2. risinajums. Pagarinam MB un MC lidz krustpunktiem Bi un C; ar aréjo rinka
lTniju (skat. A25. zim.) Ta ka abas rinka linijas ir homotétiskas ar centru M,
tad B: un Ci ir atbilstosi punktu B un C attéli saja homotétija; tatad taisne
BiC1 ir taisnes BC attéls, tapéc B,C, | BC. Tapéc loki AB1 un CiD ir vienadi,
no ka seko uz tiem balstosos ievilkto lenku vienadiba.

V.10.4. levérojam, ka

1 1 1
S= + + +...+
VI+v2 V2443 V3444
1 1

+

J2004 +2005 2005 + /2006

= (V2 -V1)+(V3=v2)+ (V& —V3)+...+
+(1/2005 — /2004 )+ (+'2006 — /2005 ) =
=/2006 —1> 43,7

Ta ka Saja summa katrs nakoSais saskaitamais mazaks par ieprieks€jo, tad

1
uzdevuma formuléjuma minéto saskaitamo summa ir lielaka par ES' tatad

lielaka par 21,85.
V.10.5. Atbilde: n = 11.
Risinajums. Vispirms paradisim, ka pie n = 10 skaitlus var nokrasot ta, lai
minéta tipa atrisinajums neeksistétu. Pieméram, nokrasojam 1; 2; 9; 10
baltus, bet 3; 4; 5; 6; 7; 8 — sarkanus. Katru tris sarkano saskaitamo summa
ir vismaz 3-3=9, tatad nav sarkana. Savukart katru tris baltu saskaitamo
summa ir vismaz 11 (ja kads no tiem ir 9 vai 10), vai no 3 lidz 6 (ja neviens
no tiem nav ne 9, ne 10), tatad nav balta.
Tagad paradisim, ka pie n = 11 minéta tipa atrisinajums noteikti eksisté. To,
ka skaitlis x ir balts resp. sarkans, pierakstisim ka x ~b resp. x ~s.
Pienemsim pret&jo tam, kas japierada. Skirojam divus gadijumus.
e Skaitli 1 un 2 ir viena un tai pasa krasa; varam pienemt, ka 1 ~ s un
2~s. Takal+1+1=3unl+1+2=4,tad3 ~bun4 ~b.
Tad 3+3+3=9, tapéc 9~ s; ta ka 3+4+4 =11, tad 11 ~s. Bet
1+ 1+ 9 =11 pretruna.
e Skaitli 1 un 2 ir dazadas krasas; varam pienemt, ka 1 ~sun 2 ~ b. Ta ka
1+14+41=3, tad 3~b. Ta ka 2+2+2=6, tad 6~5s; ta ka
2+3+3=8,tad8 ~s.Betl+ 1+ 6 =8 - pretruna.
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V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Attélosim skolotajus ar m sarkaniem punktiem, bet skolnieku parus - ar

n(n-1)
2

skolniekus, novilksim starp atbilstoSajiem punktiem Iiniju. No katra sarkana

aa-1)
2

zaliem punktiem. Ja kads skolotajs maca abus kada pari ietilpstoSos

1
punkta iziet tiesi linijas, tapéc liniju kopskaits ir E-m~a-(a—1). No

1
katra zala punkta iziet tiesi b linijas, tapéc liniju kopskaits ir §~b~n~(n—1).

No vienadibas %-m~a (a-1)= % -b-n-(n-1) seko vajadzigais.

V.11.2. Pieskaitot abam dotas vienadibas pusém 1, iegistam a,,, +1:(an +l)2.

(Talak iegisim a,,,+1=(a +1)2=((an+1)2)2 un ta uz priek&u.) Tapéc

n+1
2005

a2006+1:(a1 +1)2 . TApEc 8,y +120 un a,,, > —1. Paradisim, ka a,,,, var

pienemt jebkuru vértibu @ >-1. Ja a>-1, tad, izvéloties a, =2 ~Va+1-1,
iegusim a,,,; = o . TApEéc azoos iesp&jamo veértibu kopa ir [—1; oo).

V.11.3. Vispirms atzimésim, ka naturaliem x un vy pastav nevienadiba

Xy +1>X+Yy; tiedam, ta ir ekvivalenta ar (x—1fy—1)>0, kas ir patiesiba.
Lai izpilditos (X +y)xy +1)=2%, jabat x+y =2, xy+1=2", kur a un b -
naturali skaitli; saskana ar iepriek$&jo b>a. No ta, ka xy + 1 dalas ar 2% un
x +y dalas ar 2°, seko, ka ari X(x+Y) dalas ar 2°; (X2 +xy)—(xy +1) dalas
ar 2°; x? -1 dalas ar 2°; (x+1)x —1) dalas ar 2°.
Ievérosim, ka LKD(x + 1; x-1) ir vai nu 1, vai 2. Tapéc vai nu viens no
skaitliem x + 1 un x - 1 dalas ar 2%, vai ari viens no tiem dalas ar 2**, bet
otrs ar 2. Jebkura gadijuma viens no skaitliem x + 1 un x — 1 dalas ar 2+,
Ta ka no nosacijuma X+Yy=2% seko, ka 1<x<2%-1, tad x var bt tikai
§adas vertibas: xi=1; X,=2""-1; X,=2""+1; x,=2"-1, kur a-
naturals skaitlis (X =2** —1 der tikai pie a>2). Atbilstodas y vértibas iegist
ka y=2"-Xx,un y, =2"-1; y,=2""+1; y,=2""-1; y, =1 (vértiba ys
un tatad ari x3 der tikai pie a=>2). Apkopojot redzam, ka varbut der
(x;y)= @ 2* -1); (x;y)=(2° -1 2 +1); (x;y)=(2° +1,2* —1);
(X; y)=(2a -1 1), a - naturals. Parbaude parada, ka Sis vértibas tieSam der;
z=2avaiz=3a+ 1.

V.11.4. Pirmkart: pienemsim, ka AB ir @ diametrs. Tad AN un BM ir AABC
augstumi; apzimésim AABC augstumu krustpunktu ar H. Pienemsim, ka
pieskare, kas @ novilkta punkta M, krusto augstumu CH punktd X. Tad
ZMCX =90° — Z/A= ZABM = Z/SMA  (ievilkts un hordas - pieskares
lenkis)= ZCMX, tatad AMXC ir vienadsanu. Tatad X atrodas uz MC
vidusperpendikula, tatad (péc Talesa teorémas) CH viduspunkta. Lidzigi ari @
pieskare, kas novilkta punkta N, krusto CH ta viduspunkta, tatad punkta X, un
CX = NX. No MX = CX = NX seko, ka X ir ACMN apvilktas rinka linijas
centrs.

46



w

Al B A B
A26. zim. A27. zim.

Otrkart: pienemsim, ka O ir ACMN apvilktas rinka linijas centrs. Tad

(skat. A27. zZim.) OC = OM = ON, tapéc ZCMO=,/MCO=~/ABM un

ZCNO = Z/NCO = ZNAB. Tapec Z/ACB=~ZABM+ ZBAN un

2/ANB=ZANB+ Z/AMB=180° — /B — éﬁ+1800 /A=
=360° — (/A + B+ £C)=180°,

tapéc ZANB=90° un AB ir @ diametrs.

V.11.5. To nevar panakt nevienam n. Apzimésim n-stira A virsotnes ar
A1, Az, ..., An, bet centru - ar O.

— — —

Apskatisim lielumu S a,-OA +a, -OA,+...+a,-OA, , kur ai ir virsotné Ai

ierakstitais skaitlis (i = 1; 2; ... ; n). Sakotné&ji S nav nulles vektors. Izdarot
- -

pielauto gajienu, S ,izmainas” par 0 (jo to vektoru summa, kas savieno O ar
- - -
regulara k-stdra virsotném, noteikti ir 0), tapéc S nekad nav 0. Bet, ja

> o

visas n-stilira A virsotnés atrastos vienadi skaitli, tad batu S=0.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Tevérosim, ka (L+tgx f1+tg(45° —x))= (1+tgx)(1+1_thJ =
1+ tgx
:(1+tgx)- =2 visam pielaujamam x vértibam. Grupé&jot reizinatajus
1+tgx

(1+tgl°) un (1+tg44°), (1+t92°) un (1+tg43°) utt., iegstam vajadzigo.
V.12.2. a) levietojot x =y = a, ieglstam f(a)S 2f(a), tapéc f(a)ZO. Nemot
X =0; y =1, iegustam

0< f(%} <f(0)+f(1)=0, tapéc f(%) =0.

Pienemsim, ka ir jau pieradits, ka kadam naturalam k pastav vienadiba

f(zikao. Tad nemot x=0 un y=2—k, ieglstam
1 1
0<f| — 2—k =0, tapéc f| — o =0. Tatad katram naturalam n

1
pastav vienadiba f(Z_

b) funkcija

47



0, ja X — racionals skaitlis
f(x) =

1, ja X — iracionals skaitlis

apmierina visas uzdevuma prasibas.

V.12.3. a) Ta ka CF = CE, tad AECF ir vienadsanu un ta bisektrise CS ir ari
augstums. Tapéc ES ir augstums pret hipotenlzu taisnlenka trijstari CEI.
Tapéc EI*=I1S-IC. Ta k& ElI=DI, tad DI?=IS-IC, no kurienes
DI:IC=I1S:ID. Tapéc ASID ~ ADIC (kopé&js lenkis I un proporcionalas to
ietverosSas malas).

A D A28. zim.
b) Ta ka £ZGKI = £ZGDI =90°, tad ap cetrsttri GKID var apvilkt rinka liniju
. No a) punkta seko, ka ZISD = /ZIDC = ZIDK = ZIKD. No vienadibas
ZISD = ZIKD seko, ka punkti D, K, S, | atrodas uz vienas rinka linijas (labi
zinams visparigs fakts: ja AXZY = ZXTZ un punkti Z, T atrodas viena pusé
no taisnes XY, tad punkti X, Y, Z, T atrodas uz vienas rinka linijas). Si rinka
linija ir W, jo @ iet caur punktiem D, I, K. Tapéc ZGSI = ZGKI =90°.
V.12.4. Vispirms pieradisim, ka n+ 1; n+ 2; n+ 3 ir kaut kadu pirmskaitju
pakapes ar naturaliem kapinatajiem. Pretéja gadijuma kads no Siem skaitliem
bdtu izsakams ka reizinajums a-b, kur a>2, b>2, LKD(a, b) = 1. Ta ka m
nedalds ar a-b, tad vai nu m nedalas ar a, vai arfi m nedalas ar b;
pienemsim, ka m nedalds ar a. Tad a>n+1. Ta ki a-b<n+3, tad
a-b—a<2 jeb a(b—l)SZ. Tas iesp&jams tikai, ja a=2 un b=2; tad
a-b=4.Jan+1=4,tadn=3;jan+2=4,tadn=2; jan+ 3 =4, tad
n = 1. Vértiba n = 3 neapmierina uzdevuma nosacijumus (ja m dalas ar 2 un
ar 3, tad m dalas ariar 6); pien=1unn=2visiskaitin+1; n+2; n+ 3
ir pirmskaitlu pakapes.
Tatadn + 1; n + 2; n + 3 ir pirmskait|u pakapes.
Vismaz viens no $iem skaitliem ir para skaitlis, tatad ir 2*; tiesi viens dalas ar
3, tatad ir 3¥. Tapéc 2* =3Y £1. Skirojam abus gadijumus:
a) 2 =3"+1.Taka 2" =2-4' =2-(3+1)', tad pie nepara x pakape 2" dod
atlikumu 2, dalot ar 3; tapéc x ir para skaitlis, x = 2z. Iegistam 2% —1=3Y
un (ZZ —1X2Z +1):3y. Tatad 2° —1 un 2% +1 ir trijnieka pakapes vai 1; tas
sava starpa atSkiras par 2, tapéc ir 1 un 3. Tapéc z =1, x =2 un musu
apskatama divnieka pakape ir 4.
Jan+1=4, tad n = 3; jau iepriekS redz&jam, ka tas neder. Ja n + 2 = 4,
tadn=2; varamnpemtm =2.Jan+ 3 =4,tadn =1; varam nemtm = 1.
b) 2* =3 —1. Pie x = 1 nonakam pie n = 1; pienemam, ka X>2. Jay -
nepara skaitlis, tad y=2t+ 1 un 3 -1=3"""_-1=3.9' —1=3-(8+1)t -1
dalas ar 2, bet nedalas ar 4; ta nevar bit. Tapéc y =2z un
2% :(3z —1X3z +1). Tapéc skaitli 3° —1 un 3’ +1 ir divnieka pakapes vai 1,
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kas sava starpa atSkiras par 2; tie var bdt tikai 2 un 4. Tad 2* =8. Ja
n+1=8, tad n=7; ta ka n+ 3 =10 nav pirmskaitla pakape, Si atbilde
neder.Jan+2=8,tadn=6; varnemtm=60.Jan+3=8,tadn =5; ta
ka n + 1 = 6 nav pirmskaitla pakape, S atbilde neder.
Atbilde:n=1; n=2; n=6.

V.12.5. a) Apskatisim vispirms izliekta daudzskaldna gadijumu.
Sakam iet no patvaligas virsotnes bultinu virzienos pa Skautném. Tas ir
iesp€jams, jo no katras virsotnes iziet kada Skautne. Ta ka virsotnu ir galigs
skaits, tad kadreiz més atgriezisimies virsotng, kura jau esam bijusi. Sai bridi
bls izveidojies cikls, kas apejams bultinu virzienos (skat. A29. zim.) Sis cikls
sadala daudzskaldna virsmu divas dalas. Apskatam D - vienu no tam. Ja taja
iekSpusé nav ne citu virsotnu, ne citu Skautnu, tad ta ir skaldne, kada mums
nepiecieSama. Pienemsim, ka Sis dalas D iekSpusé atrodas virsotne V
(skat. A30. zim.)
Sakam iet no virsotnes V pa Skautném bultinu virzienos, kamér
1) vai nu nonakam uz jau esosa kontira,
2) vai ari masu jaunveidojamais celsS izveido ciklu (ka ieprieks).

A29. zZim. ° A30. zZim. A31l. zZim.

Otraja gadijuma atrastais cikls ierobezo mazaku daju neka D. Pirmaja
gadijuma (skat. A30. zim.) sakam iet no virsotnes V pa Skautném pretéji
bultinu virzieniem, kamér nonakam kada virsotng, kas jau redzama A31. zim.
Ja turpreti D iekSpusé nav citu virsotnu, bet ir Skautne, tad apskatam So
Skautni kopa ar katru no D kontira dalam, kuras S Skautne sadala D kontiru.
Katra gadijuma izveidosies dala, kas mazaka par D un apejama pa kontdru
bultinu virzienos.

Ar So dalu rikojamies tapat ka iepriek$ ar daju D utt. Ta ka nevaram atrast
bezgaligi daudzas arvien mazakas dalas, kuras norobezo pa Skautném ejosas
kontlras, tad kadreiz iegisim dalu, kas apejama pa kontlru bultinu virziena
un kuras iekSpusé nav ne citu virsotnu, ne citu Skautnu, t.i., iegisim mums
vajadzigo skaldni.

Piezime. Viegli pamanit, ka Sadas skaldnes ir vismaz divas (pa vienai katra no
tam dalam, kuras daudzskaldna virsmu sadala pirmais atrastais cikls).

b) Ieliekta daudzskaldna gadijuma S$adu skaldni varbit ari nevar atrast.
Piemérs redzams A32.zim. (Daudzskaldnis ir kubs ar prizmveidigu
Lcaurumu”.)

Piezime. Spriedumu, kas derigs izliektam daudzskaldnim, Soreiz nevar
atkartot, jo sakotné&jais (un ari katrs nakosais) cikls var nesadalit virsmu divas
dalas, un tapéc nav pamata apgalvot, ka katrs nakosais atrastais cikls
ierobezo mazaku apgabalu neka iepriekSéjais, tapéc misu aprakstitais
mekléSanas process var nekad nebeigties.
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A. Latvijas 33. atklata matematikas olimpiade

A.9. Devita klase

A.9.1. Septinciparu naturals skaitlis dalas ar 8 tad un tikai tad, ja ta pé&dé&jo 3
ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8 (jo ..abc =...000+abc =...-10° +a_bc).
Ja pirmie 4 cipari ir 9 un ﬁ=888, ciparu summa ir 4-9+3-8=60. Pieradisim,

ka abc ciparu summa nevar bat lieldka par 24. Lai t3 batu lielaka par 24,
pastav sadas iespéjas:

1) viens no cipariem a, b, cir 9, bet divi -8,

2) divi no cipariem a, b, cir 9, bet viens - 8,

3) visi ciparia, b, cir 9,

4) divi no cipariem a, b, cir 9, bet viens - 7.
Viegli parbaudit, ka neviens no sadiem skaitliem nedalas ar 8.

A.9.2. Pienemsim, ka péd€jais atnaca rukitis A, bet pirmais aizgaja rukitis B. Ja
A=B, tas ir mekléjamais rukitis. Ja A=B, tad ar Ka apzimésim kompaniju, kas
sastav no pasa A un vina satiktajiem rikiSiem; lidzigi ievieSam Kg. Gan Ka,
gan Kg katra ir vismaz n+1 rakitis. Ta ka (n+1)+(n+1)>2n+1, tad eksisté
tads rukitis, kas pieder gan Ka, gan Ks; apzimésim to ar R. Ja kads rukitis X
aizietu agrak, neka atnaca R, tad ari B batu aizgajis agrak, neka atnaca R; bet
tad B nebutu saticis R - pretruna. Ja kads rukitis Y atnaktu vélak, neka
aizgaja R, tad ari A atnaktu vélak, neka aizgaja R, un A nebltu saticis R -
pretruna.

No minéta seko, ka R satika visus rGkisus.

A.9.3. No konstrukcijas seko, ka PMBN ir trapece, pie tam vienadsanu (lenki pie

pamata PM abi ir 60°). Tapéc ZBMN=_/BPN.
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Lidzigi PMCK ir vienadsanu trapece, tapéc ZBMK=/BCP, un mums pietiek
pieradit, ka ZBPN=«/BCP. Ta ka tie abi ir ievilkti lenki, tad pietiek pieradit, ka
B ir loka PBL viduspunkts. Bet tas seko no vienadibam UAPB=uUCLB=120° un
UAmMP=uCnL (loki starp paralélam hordam), atnemot tas vienu no otras.
Piezime. No pieradita seko, ka M, N, K atrodas uz vienas taisnes.

A.9.4. Apzimé&jam vienadojuma f(X)=0 saknes ar xi: un x2, xi<x2. Tad pie

Xx1<x<x2 pastav nevienadiba f(X) <0, bet pie x>x2 un pie x<xi pastav
nevienadiba f(x)>0. Tapéc pie x3=x1+0,1 pastav nevienadibas f(x;)<0,
f(X;+1) <0 un f(x;+2)<0; pie xa=x1-10 pastav nevienadibas f(x,)>0,
f(x,+1)>0 un f(x,+2)>0; pie xs>x2 pastav nevienadibas f(x;)>0,
f(Xs +1) >0 un f(x;+2)>0.

Tatad funkcija F(X) = f(X)+ f(x+1) + f(X+2) maina zimi starp xs un xs3, ka
ari starp x3 un x4, no kurienes seko vajadzigais.

A.9.5. Atbilde: 25 skaitlus.

Risinajums. Apskatisim skaitlus 52; 54; 56; ...; 96; 98; 100. Tie visi dalas ar
2 un neviens nedalas ar otru, jo pat lielaka skaitla dalijums ar mazako ir

100
5—2 < 2, tatad nekadu divu apskatamo skaitju dalijums nav naturals skaitlis.

Pieradisim, ka vairak par 25 skaitliem, kas apmierina uzdevuma prasibas,
izvéléties nevar. Pienemsim, ka kopa M ir kopa ar maksimalo skaitlu skaitu
taja. Ja eksisté tads xeM, ka x<50, tad 2x¢M; mazako no Sadiem x var
aizstat ar 2x. (Viegli parbaudit, ka kopai M izvirzamas prasibas saglabajas.) Ar
galigu skaitu gajienu M varam parveidot par Mi, kura visi skaitli ir lielaki par
50, bet elementu ir tikpat, cik kopa M. Ja M: butu vairak neka 25 elementi,
tad vismaz divi no tiem atrastos viena no 25 pariem (51; 52), (53; 54), (55;
56), ..., (97; 98), (99; 100). Bet ta ir pretruna, jo diviem skaitliem, kas
atsSkiras viens no otra par 1, lielakais kopigais dalitajs ir 1.

A.10. Desmita klase
A.10.1. Skat., piem., A34. zim.

A34. 7Zim.
A.10.2. Apzimésim hordas MN savilkta loka lenkisko lielumu ar w. Iesp&jami divi
gadijumi:
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M
I
H 0
A i B
A " X C

MO = %(IEEI" - o) =90° —;_J 20N = %(ISEF' +) = 90° +%
A35. zim.

: o, . )
Atliek ievérot, ka sin(90° —E)=S|n(900+5), un izmantot sinusu teorému

MN= 2R -sin ZMON.

A.10.3. Ievérosim, ka
331=31.29.23.19-17-13%-11%.74.3".5". 2% =M .11%.3"*.2**.10", kur M-
naturals skaitlis, kas nebeidzas ar 0. Tapéc 33! beidzas tiesSi ar 7 nullém. No
ta seko, ka t=0, z¥0. Skaitlis, ko iegust, nosvitrojot péde&jas 7 nulles,
acimredzami dalas ar 8; tapéc ta pédéjo triju ciparu veidotajam skaitlim

jadalas ar 8. Skaitlis 12z dalas ar 8, ja z=0 vai z=8; ta ka z+0, tad z=8.
Ta ka 33! dalas ar 9, tad ta ciparu summai jadalas ar 9, t.i., 142+x+y jadalas
ar 9 (jeb, kas ir tas pats, x+y-2 jadalas ar 9). Ta ka 33! dalas ar 11, tad ta
alternéjosai ciparu summai (nepara vietas esosie cipari ar ,+"” zimi, para
vietas esosie cipari ar ,-” zZimi) jadalas ar 11, t.i., (-x+y-22) jadalas ar 11
(jeb, kas ir tas pats, y-x jadalas ar 11). Ta ka x un y — cipari, tad no Sejienes
seko, ka y=x; tad no ta, ka x+y-2 dalas ar 9, seko, ka x=y=1.
Atbilde: x=y=1; z=8; t=0.

A.10.4. Atbilde: n=12.
Risinajums. Skaidrs, ka n=3. Apzimésim spélétaju izcinito uzvaru daudzumus
ar

10=k, =k, <k, <k, <..<k,, <k, =13.

~Uzvarétajs” pavisam spéléja 2(n-1) reizes, tatad zaudé&ja 2n-15 reizes. Ta ka
Luzvarétajs” nevar€ja zaudét vairak neka uzvarét (un nevar€ja arl zaudét
tikpat, cik uzvaréet, jo ir spéletaji, kas zaudé&jusi vairak neka uzvaréjusi), tad
2n-15<13, no kurienes n<14, tatad n<13. Lidzigi (apskatot ,zaudétajus”)
iegustam, ka 2n-12>10, tatad n>11 unn=12.

Tatad vai nu n=12, vai n=13. Pienemsim, ka n=13. Ja i spélétajiem bija 11
uzvaras katram un j spélétajiem bija 12 uzvaras katram, tad pavisam tika
izcinitas 2:10+11i+12j+13=11i+12j+33 uzvaras. Bet pavisam tika spélétas
13:12=156 spéles, tapéc 11i+12j=123. Ta ka i+j=10, tad ieglstam j=13,
i=-3; ta nevar bat. Tapéc n+13, tatad vieniga iespéja varétu bat n=12. Tada
iesp&ja tieSam pastav: pieméram, ,uzvarétajs” abas spélés uzvar katru no
abiem ,zaudétajiem”, bet visu citu tenisistu paru spélés katram no abiem
SspéElétajiem ir pa vienai uzvarai.

A.10.5. a) ja, noteikti. Ieverosim, ka

(x+y+z)(1+1+1]:3+(5+X]+(§+Ej+(l+£j.Téképozitiviemair
X y z y X zZ X zZy

1 [ 1
spéka a+—2=2.|a-— =2, tad apskatama reizinajuma vértiba ir vismaz
a a

3+3-2=9. No ta seko apgalvojums.
b) n€, ne noteikti. Pieméram, var bat x=0,1; y=0,1; z=100.
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A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. a) ja; pieméram, 1+2+4=7 un 3+5+6+7+8=29.
b) né. Starp 10 péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem ir tiesi 5 para un 5
nepara skaitli, tatad visu 10 skaitlu summa ir nepara skaitlis. Tapéc viena no
apskatamo grupu summam ir nepara skaitlis, otra - para skaitlis. Ta ka abas
summas ir lielakas par 2, tad ta summa, kas ir para skaitlis, nav pirmskaitlis.
A.11.2. Apzimé&jam b=a+n, c=a+m, d=a+p, kur 0<n<m<p.

m-n
No a(a+p)=(at+n)(a+m) seko p=m+n+——. Ta ka p - naturals skaitlis, tad
a

a<m-n un p>m+n+1, pie tam vienadiba pastav tad un tikai tad, ja a=m-n. No
Ja+p <+/a+1 seko pSZ\/EJrl,

tatad m+n+1§p£2J§+1£2an+l,nolmﬂams m+n+1<2+mn+1,
m-2vmn+n<0 un (\/ﬁ—\/ﬁ)z <0, no kurienes m=n.

2
Acimredzami japastav vienadibai p=m+n+1, jo citadi bas (\/ﬁ—\/ﬁ) <0, ka

nevar bat. Atceroties ieprieks ieglito, no Sejienes seko, ka a=m-n=m?, k.b.j.
A.11.3. Lemma. PA<AB.

TieSam, pagarinam AP lidz krustpunktam A: ar malu BC. Vai nu ZAA1B>900°,

vai ari ZAA:1C=90°; varam pienemt, ka ZAA1B>90°. Tad trijsturi AAiB lenkis

AA:1B ir lielakais lenkis, tatad pret to atrodas lielaka mala; tapéc AB>AA1>AP.

Otra gadijuma AB=AC>AA1>AP.

Tagad atrisinasim uzdevumu.

N A

P P

B Ay C A36. zim. B c A37.zim.

a) no lemmas PA<a, PB<a, PC<a, kur a - regulara trijstira malas garums.
Saskaitot Sis nevienadibas, ieglstam vajadzigo.
b) novelkam MN]||BC; tad AMAN ir regulars. No trijstira nevienadibas seko
BP+CP<(BM+MP)+(CN+NP), tatad

BP+CP<BM+CN+MN (1)
No lemmas seko

AP<AM (2)
Saskaitot (1) un (2) un ievérojot, ka MN=AN, ieglistam
BP+CP+AP<BM+CN+MN+AM=(BM+AM)+(CN+AN)=BA+AC=2-AB, k.b.j.

A.11.4. Parveidojam vienadojumu:

x+a’=3a-x
Ya-x—-x=a’

Ylla-x-x=a
Uzskatisim a par mainigo, bet x — par parametru un apskatisim funkciju

f(a)=3a-x.
Musu vienadojums pierakstams forma

f(f(a))=a.

Ievérosim, ka f(a) ir augosa funkcija. Tapéc, ja f(a)>a, tad f(f(a))>f(a)>a; ja
f(a)<a, tad f(f(a))<f(a)<a. Tatad jabit f(a)=a. No $ejienes ieglistam x=a—a’.
Parbaude parada, ka S sakne der.
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Piezime. So sakni nav grati arm vienkarsi uzminét. Tas, ka ta ir vieniga, tad
seko no fakta, ka dotda vienadojuma kreisaja pusé ir argumenta X augosa
funkcija, bet labaja pusé - argumenta X dilstosa funkcija.

A.11.5. Izmantosim matematisko indukciju. Pie n=3 uzdevuma apgalvojums ir
acimredzams. Pienemsim, ka tas ir patiess pie n=3; 4; ...; k. Apskatam
n=k+1. Izvélamies vienu zinatnieku A un Skirojam divus gadijumus.

1. Ir tadi divi zinatnieki B un C, ka valoda AB netiek lietota neviena cita
saraksté un valoda AC ari netiek lietota neviena cita saraksté. Tad A, B, C ir
mekl&jama grupa.

2. Tadu divu zinatnieku nav. Tas nozimé&, ka no valodam, kuras izmanto A,
augstakais viena citas sarakstés netiek lietota. Aizmirsisim par zinatnieku A
un vina sarakstém. Ja tiesi viena no A lietotajam valodam citds sarakstés
netiek lietota, tad atlikusie k zinatnieki izmanto k valodas, un lietojam
induktivo hipotézi. Ja visas A lietotas valodas tiek lietotas ar1 citur, tad
atlikusaja k zinatnieku grupa apvienojam k-to un (k+1)-o valodas un lietojam
induktivo hipotézi. Iegdtaja trijnieka ,integréto” valodu atSifréjam tas
sakotné&ja forma.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Varam apzimét n=3ka, kur a nedalas ar 3. Tad n?=32%.32, Dalitaji, par
kuriem runa uzdevuma, ir precizi skaitla a2 dalitaji (citi skaitla n? dalitaji dalas
ar 3).
Ta ka a? ir nepara skaits dalitaju (visi dalitaji, iznemot a, apvienojas pa
pariem ta, ka viena pari ieejoSo dalitaju reizinajums ir a?), tad uzdevuma
prasitais skaitlis neeksiste.

A.12.2. Viegli parliecinaties, ka punkti A, B, K, N, M atrodas vienados attalumos
no iekrasotas rutinas centra, tatad atrodas uz vienas rinka linijas. Tatad
apskatamie lenki ir ievilkti lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku.

|

N

K
Al |B A38. zim.
Iespé&jami |oti daudzi citi risinajumi.
A.12.3. No dotd seko, ka a#0 un A=#0. Funkciju f(X)=‘ax2+bX+c un

F(x) :‘sz + BX +C‘ grafiki shematiski attéloti A39. zim.

o A39. zim.

Lai nevienadiba |f(X)| S|F(X)| varétu izpildities visiem realiem x, abiem

vienadojumiem  jabGt vienam un tam pasam sakném. Tatad

f(x)=a(x—x)(x—X%,) un F(X)=A(X-x)(X—X,); tatad f(x) un F(x)

koeficienti ir proporcionali. Pie x=0 iegustam |c|<|C|. Izmantojot min€&to

proporcionalitati, ari |b|<|B| un |a|<]A], no kurienes seko vajadzigais.
A.12.4. Paradisim, ka to var izdarit ar 2 svérSanam. Apzimésim monétas ar A, B,

C, D, E.

1. variants: Nosveram A pret B un C pret D.
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Ja A=B un C=D, tad E ir ista.
Ja A=B un C#D, tad A un B iristas.
Ja A#B un C=D, tad C un D ir istas.
Ja A=B un C=D, tad E ir 1sta.
2. variants: Nosveram A un B pret C un D; nenegativo starpibu apzimé&jam ar
x. Nosveram A pret C; nenegativo starpibu apzimé&jam ar y.
Ja x=0, tad E ir 1sta monéta.
Ja x+0 un y=0, tad A un C abas ir istas.
Ja x#+0 un x=y, tad B un D abas ir istas.
Ja x#+0 un x=2y, tad E ir ista.
Piezime. Var pieradit, ka ar vienu svérSanu nepietiek.
A.12.5. Atbilde: Ja eksisté. 1.risinajums: Sadalisim plakni vienibas kvadratos un
sanumurésim tos ,pa spirali” ar naturaliem skaitliem, ka paradits A40. zim.

17116|15|14|13

18|54 |3 |12
11
819110

A40. zim.
Katram daudzsturim D eksisté tads k, ka D neiziet arpus pirmo k vienibas
kvadratu veidotas figuras. Pienemsim, ka D aiznemtais laukums i-ta vienibas
kvadrata iekSpusé ir Si (i=1; 2; ...; k). Tad defingjam

f(D)=i+i+£+...+S—t.

2 4 8 2

2.risinajums: (Ieteica Madars Virza, Valmieras Valsts gimnazijas skoléns.)
Novietosim virs plaknes puslodi ar sfériskas virsmas laukumu 1 ta, ka tas
pamats ir paral€ls plaknei un pols atrodas starp puslodes pamatu un plakni
(A41. zim.) C, P, H - attiecigi puslodes pamata centrs, puslodes pols un
punkts, kura CP krusto plakni.

L -7 A4l. zZim.
Skaidrs, ka katram plaknes punktam varam piekartot vienu puslodes sfériskas
virsmas punktu, pie tam ta, ka veidojas savstarpé&ji viennozimiga atbilstiba
(rinka linijas punkti $aja atbilstiba nepiedalas). Sadu atbilstibu var izveidot,
velkot nogrieznus no C lidz plaknes punktiem un piekartojot tiem nogriezna
krustpunktus ar puslodes virsmu. Viena Sadas atbilstibas Tpasiba bitu, ka
noslégtas figlras plakné attélojas par noslégtam figiram uz puslodes, pie
tam, sadalot plaknes figuru divas dalas, ari puslodes figira sadalas divas
dalas.

Par prasito funkciju varam nemt tadu, kas figurai plakné piekarto laukumu
atbilstosajai figlirai uz sféras.
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VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlase dalibai
47 .Starptautiskaja matematikas olimpiadé

VP.1. Latvijas 56.matematikas olimpiades 4.karta
VP.1.1. Parrakstot vienadojumu forma 3 —-1=2*.y , redzam, ka x nevar bt
lielaks par kapinataju, ar kadu 2 ieiet skaitli 3*—1. Pienemam, ka
x=2"-(2n+1), kur m=0; n=0; m,neZ, un uzrakstam
3X _1: 32m(2n+l) _1: (32n+1)2'“ _1:
:(32n+1_1)((32n+1)20 _'_1)((32n+1)21 _’_:I-)((32n+1)22 +1)...((32n+l)2m71 +1)
levérojam, ka 3" =3.9" =3-(8+1)" =, 3, tapéc 3" -1 dalas ar 2, bet
nedalas ar 4. Savukér}:3 D i_0
i i , al=
(32n+1)2 Eg 32 58 J- )
1, jai=123;...,
1) dalas ar 4, bet nedalas ar 8, ja i=0;
2) dalas ar 2, bet nedalas ar 4, ja i=1;2;3;... .
Tapéc 3 -1=37C"0 1
1) dalas ar 2, bet ne ar 4, ja m=0,
2) dalas ar 2™*2, bet ne ar 2™*3, ja m>0.
Tatad x<m+2. leglstam 2™(2n+1)<m+2 (n,m=0; n,meZ).
Viegli parbaudit, ka pie m=3 jau 2™>m+2.
Tapéc me{0;1;2}; visos gadijumos Nn=0.
Attiecigi ieglstam (X=1; y=1), (X=2; y=2), (X=4; y=5).

tatad (3% )2i +1

VP.1.2. Pienemsim preté&jo: af +6122 +...+a§ <1. Tad acimredzot ari
bl +bZ+..+b? <1. Apzimésim x=1-a’-a,—..—a’>0 un
y=1-b2—b?—..—b?>0.

Dotaja nevienadiba katrai iekavai mainot zimes uz pretéjo (nevienadiba
saglabajas, jo abas pusés izmainita zime ,tiek pareizinata” ar tadu pasu) un
pareizinot abas puses ar 4, iegistam 4xy > (2—2a,b, —2a,b, —...—2a b )* =

=((a, =b)?+(a, —=b,)* +..+(a, —=b,)*> +x+Yy)?, no kurienes, ta ka X=0 un
y=0, seko 4xy>(x+Yy)2. Ta ieglstam (X-y)?<0 - pretruna.

VP.1.3. Runasim par grafu ar 3n+1 virsotném, kura Skautnes nokrasotas krasas

3n+1)(3n)(3n -1
a, v, f. Pavisam ir CJ | = ( X 5 X ) virsotnu trijnieki. Novértésim, cik
ir tadu virsotnu trijnieku, kuras savienojoSas Skautnes visas nav dazadas
krasas. Nemam vienu virsotni w un apskatam tas n virsotnes, kuras ar w

savienotas ar a krasas Skautném. Katras divas no Sim n virsotném kopa ar w

n(n-1)
2

veido mekléjama tipa trijstlri; pavisam to ir Cf: . Apskatot ar

krasas v un f un nemot par virsotni w patvaligu virsotni, iegistam
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n(n—-1 . _ . Y -
3-(3n +l)-% trijstirus; ja dazos trijstiros visas Skautnes nokrasotas

vienadi, tad skaits ir mazaks. Aplikojam starpibu

(B3n+1)-3n-(3n-1)
6

~3.(3n +1)-—”(”2_1) -

1
=@Bn+1)- E[n(3n —1)—3n(n —l)] =n(3n+1) >0; tas parada, ka trijstri ar
visam dazadam malam eksisté (patiesiba to ir pat krietni vairak neka viens).

VP.1.4.

Z _
B A42. zim.

Apzimé&jam AABC ievilktas rinka linijas centru ar L.

Ievérojam, ka AXIB:180°-ABIC:%AB+%ACZQOO-%AA. No vienadsanu

ADAE ieglstam AADE:90°-%4A. Tatad ZXIB=/ZADE=/XDB ; no ta seko,

ka ap BXDI var apvilkt rinka liniju. Lidzigi ieglst, ka ap EICY var apvilkt rinka
[iniju. No Siem faktiem seko, ka ZBXC=/BDI=90° un ZBYC=ZIEC=90°.
Tatad ABXC un ABYC ir taisnlenka ar kopigu hipotenizu BC, tapéc

ZXZ%BC:ZY. Redzam, ka ,AXZY regulars”"s /YXZ=60°. levérosim, ka

ZYXC = ZDXI = /DBl = ZABY (jo ap BXDI var apvilkt rinka liniju) un
ZCXZ=/XCZ (jo CZ=XZ ka hipoteniizas puse un mediana taisnlenka trijstari

BXC). Tapéc /YXZ=/YXC+/CXZ=ABY+/XCZ= % =90°-% ZA.

Tatad LYXZ=60°<=~/A=60°, k.b.j.

VP.1.5. Ja n=0, n=1, n=2 vai n=3, uzdevuma apgalvojums acimredzams.
Pienemsim, ka tas pareizs pie n<k, un apskatam k punktus (k>4). Skirojam
vairakus gadijumus:

a) ir punkts P, kas ir vienigais gan uz ,horizontales”, kas iet caur P, gan uz
Jvertikales”, kas iet caur P. Uz laiku novacam P, izkrasojam atlikuSos punktus
saskana ar induktivo hipotézi un péc tam P izkrasojam patvaligi;
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b) ir punkts P, kas ir vienigais uz ,vertikales”, kas iet caur P, bet nav vienigais
uz ,horizontales”, kas iet caur P. Uz laiku novacam P, izkrasojam atlikuSos
punktus saskana ar induktivo hipotézi un péc tam izkrasojam P ta, lai uz
Lhorizontales” TpaSiba saglabatos (t.i., krasojam P ,mazakuma krasa”, ja uz
,horizontales” krasas nav vienada daudzuma, un patvaligi, ja tas ir vienada
daudzuma);

c) ir punkts P, kas ir vienigais uz ,horizontales” caur P, bet nav vienigais uz
,vertikales” caur P. So gadijumu analizéjam lidzigi b) gadijumam;

d) katram punktam P ir citi punkti gan uz ,vertikales” caur P, gan uz
Lhorizontales” caur P. Nemam P un atbilstoSos punktus Pi un P2 (skat.
A43. zim.) Aplukojam ceturto taisnstdra virsotni X.

P P,

P2 X A43. 7im.

di1) X ari ir starp apskatamajiem k punktiem. Uz laiku novacam punktus P, P3,
P> un X, izkrasojam atlikusos punktus saskana ar induktivo hipotézi un péc
tam krasojam P un X - baltus, P: un P> - sarkanus;

d2) X nav starp apskatamajiem k punktiem. Uz laiku novacam P, P1 un P2 un
pievienojam punktu X. Ieguto k-2 punktu sistému izkrasojam saskana ar
induktivo hipotézi; péc tam novacam X, izkrasojam P: un P2 tapat, ka bija
izkrasots X, bet P izkrasojam pretéja krasa, neka bija izkrasots X.

Induktiva pareja izdarita.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 6.maija

VP.2.1. Atbilde: nepara pozitiviem d.

Risinajums.
I Ja d - para skaitlis, tad ar matematisko indukciju viegli pieradam, ka visi an

ir nepara un a, =1+n-d>1, ja n>1.
II Pienemsim, ka d - nepara skaitlis. Pieradisim ar matematisko indukciju
sekojosus apgalvojumus (reizé):
eKatram i pastav nevienadiba a; <2d
e eJa ai - nepara skaitlis, tad a; <d.
Viegli saprast, ka ao=1, a; =1+d<2d - para skaitlis un

1 1
a, =§(1+d)sz(d+d)=d . Tatad (e) un (e e) ir pareizi, jai=0; 1; 2.
Pienemsim, ka tie ir pareizi pie i=0; 1; 2; ...; k. Apskatam ak+1. Ta ka
a, 2
LS g

5 =d<2d un a, +d<d+d=2d, ja ak - nepara, tad (e) izpildas ari

a
loceklim ak+1. Talak ja ak+: ir nepara, tad tas ieglts ka 7" , tapéc

Ay _2—2d:d . Ari (e e) parbaudits.

Redzam, ka virkne ir ierobezota. Tapéc locekli atkartojas, nemam mazako
tadu i, kam eksisté j ar pasibam i<j, ai=a;. Pienemsim, ka i>0. Skirojam
divus gadijumus:

1) a, <d. Tad ai un aj abi ieglti daliSanas rezultata, bet tad ai-1=aj-1, un ta ir
pretruna ar i minimalitati.

2) ai>d. Tad ai=aj — para skaitlis, un tie abi ieglti ka ai-1+d un aj-1+d;
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no ai-1+d=aj-1+d seko ai-1=aj-1, un ta ir pretruna ar i minimalitati.
Tatad pienémums, ka i>0, ir aplams. Tapéc i=0, no ka seko vajadzigais.
Komentars. Ja i=0, augstak minétas pretrunas nerodas, jo tad ai nav ieguts
saskana ar virknes definicijas otro dalu.

VP.2.2. Pieradisim vispirms, ka AOMN ~ AOBA.

D C
@)
N Ad4.7im
A B
No taisnlenka trijstdriem ANC un BMD iegistam, ka ON? =0A-OC un
OM? =0B-OD. Ta ki AAOB ~ ACOD, tad OA:OB=AB. Tapéc
OoC OD <D

ON*> OC OD OMm? ON? OM? ON OM __ _ .

= = = No = ko — =——. Ta ka papildus

OA’ OA OB OB’ ~OA’ OB? °OA OB

vél ZNOM abiem trijstiriem ir kopé&js, tad tie ir lidzigi.

Ta ka AMON ir taisnlenka, tad EM=EO=EN. Izmantojot ieglto lidzibu,
ZEOM = ZEMO= Z0OBA.

B A45.7im
Tapéc /BOE =90° — ZEOM =90° — ZOBA, no kurienes
/BOE+ ZOBA =90°. No t3 seko vajadziga perpendikularitate (skat. AOXB).

VP.2.3. Atbilde: M

Risinajums: Sadu vértibu ieglst, pieméram, defingjot X, =i, 1<i<n, jo

_ n(n+1) n(n+1)

2
14+2+..+n PP+ +..+nd :( ) . Sis ir olimpiazu
matematika visparzinamas formulas, kuras var pieradit daudzos veidos, ari ar
matematisko indukciju.
Ja meés pratisim pieradit, ka visiem dazadiem naturaliem xi, ..., Xn
X2+ X3 A x> (X, + X, X)) (1),

n(n+1

tad, sareizinot to ar (X; +X, +...+X,) 2 % (2),

ieglsim, ka sakuma dota atbilde tieSam ir minimums.

Nevienadibu (1) pieradisim ar matematisko indukciju. Tas pareiziba pie n=1
acimredzama. Pienemsim, ka ta pareiza pie n=k-1, t.i., dazadiem naturaliem
X1, coey Xicr IF SPEKE X5 + X5+ X5 4 > (X, + X+ X, )
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Varam pienemt, ka Xi<Xo<...<Xi1<Xx. Tad

O+ X)) = (X +o+ X, )P =

= [(xf XS ) - (X +---+Xk_1)2]+ xk[xﬁ — X, —2(X, + X, +...+xk_1)]

Pirma iekava ir > 0 saskana ar induktivo pienémumu. Otro novértéjam sadi:
X2 =X —2(X, + X, Fot X)) >

>x2 —X, —2((X, ~D+ (X, —2) +...+ (X, —(k-1)) =

=XZ + (X —2(k=D)x, )+ 201+ 2+...+(k-1)=

=xﬁ —X, (2k-1) +k(k-1) = (x, —(k-D))(x, —k) =0, jo x, > k.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2006. gada 7.maija

VP.3.1. Atbilde: 907.
Risinajums. Apzimésim mekléjamo progresiju ar p; p+d; p+2d; p+3d; p+4d;
p+5d; p+6d. Skaidrs, ka p>2 (citadi p+2d>2 dalas ar 2). Lidzigi p>3 un p>5.
Ja p>2, tad d jabuit para skaitlim. Lidzigi d jadalas ar 3 (citadi kads no
skaitliem p+d vai p+2d dalitos ar 3) un d dalas ar 5 (citadi kads no p+d,
p+2d, p+3d, p+4d dalitos ar 5).
Secinam, ka p>7 un d dalas ar 30. Talak skirojam divus gadijumus.
1) p>7. Tad, ja d nedalas ar 7, viens no skaitliem p+d; p+2d; p+3d ; p+4d;
p+5d; p+6d dalas ar7 (apskatam atlikumus, kadus tie dod, dalot ar 7); ja
savukart d dalas ar 7, tad d dalas ar 7-30=210un p+6d>11+6-210=1271.
2) p=7, d dalas ar 30. Ja d=30, tad musu virkné ir skaitlis
7+6-30=189=11-17; tas pats notiek, ja d=60 vai d=90. Ja d=120, tad
7+2-120=247 =13-19. Ja d=150, tad ieglstam pirmskaitlus 7; 157; 307;
457; 607; 757; 907. Ta ka 907<1271, atbilde pieradita.

VP.3.2. Atbilde: ja, eksisté.
Risindjums. Nemam m=4-2° +1, n=9. Katram no m z&niem apskatam vipam
pazistamo meitenu kopu. Ta k3 iesp&amu dazadu $adu kopu ir 2°, tad
atradisies 5 zéni, kam Sis kopas ir vienadas. Apzimé&jam attiecigo meitenu
kopu ar M, bet zénu kopu ar Z; Z satur 5 zénus, bet M elementu skaits mums
nav zinams. Skirojam divus gadijumus:

1) |M| >5; tad viss kartiba (ir ,paziSanas situacija”);
2) [M|<5. Tad apskatam 5 meitenes, kas nav no kopas M; tas veido kopu M,
IM,| =5. Kopas Z un M: veido ,nepazidanas situaciju”.

VP.3.3. Atbilde: f(t)= %

Risinjums. Apzim&jam f(l)=a, a>0. Ievietojot dotaja vienadiba x =y =1,
iegistam 1(f(1)+ f(1))=2- f(f(1)-1), ti., 2a=2f(a)=a= f(a). Ievietojot
dotaja vienadibd x=a un y=1, iegistam a’(f(a)+a)=(a+1)- f(f(a)), no
kurienes 2a®=(a+1)-a. Ta ka a=0, tad 2a’ =a+1, no kurienes a, :—%
(neder) un a,=1. Ievietojot dotaja vienadojuma X=1, ieglstam

1+ f(y)=@+y)- f(y), no kurienes f(y):l. Parbaude parada, ka &I

atbilde der.
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IMO. 47. Starptautiska matematikas olimpiade
(47% International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2006. gada 12. jlija.

IMO.1. Apzimésim loku BC un AB viduspunktus attiecigi ar M un N (skat.
A46. zim.).
A A

N

i c N C

M A46. zZim M A47. 7im
Tad A,I,M ir uz vienas taisnes ( ZA bisektrises) un ZICM =

Z%(UNB+UBM):%UNB+%UBM = Z/NCB + ZBAM :%(AC+4A).
- 1 1 1
Savukart ZCIM :E(u NA+uCM):Eu NA+ZUCM =

=4NCA+4MAC=%(4C+4A). Tatad ZICM =~/CIM, tatad AIMC ir

vienadsanu un MC=MI. Lidzigi pierada, ka MB=MI. Tatad eksisté rinka linija
o ar centru M, kas iet caur B,l un C.

No uzdevuma dota seko, ka A+/2=/3+/4= %(AB + £C) (skat.
A47. zim.), tapéc /BPC =180°—%(ZB + /C). Bet ari ZBIC =

=180°— ZIBC — ZICB =180°—%(LB + ZC) (skat. A46. zim.)

Tatad Z/BPC =/BIC. Ta ka P un | atrodas viena pusé no taisnes BC, tad
no izcelta apgalvojuma seko, ka B, P, I, C ir uz vienas rinka linijas jeb, ka P
pieder w.

M ® A48. 7zim

Tapéc no AAPM ieglstam AP+ PM > AM = Al +IM = Al + PM . Vienadiba
pastav tad un tikai tad, ja AAPM dedeneré&jas par nogriezni, t.i., ja P atrodas
uz AM, t.i., ja P sakrit ar . Uzdevums atrisinats.
IMO.2. Atbilde: 1003.

Risinajums. 1) Skaidrs, ka nevienam trijstirim nevar bit 3 labas malas, jo
triju nepara skaitlu summa ir nepara, tatad nevar bit 2006. Tapéc vienadsanu
trijstiriem, par kuriem runa uzdevuma, ir tiesi divas labas malas; tapéc tas ir
sanu malas. Vienadsanu trijsturi, kuram ir divas labas malas, sauksim par
labu.
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u

A49. 7zim
Ja XYZ - labs trijsturis ar vienadajam malam XY un ZY, tad teiksim: tas
daudzstlra malas, kas ir otra pus€ no XY neka Z vai otra pusé no YZ neka X,
pieder AXYZ (skat. A49. zim., kur tas daudzstura malas, kas pieder AXYZ,
atrodas izceltaja kontudra dala). Gan ,malas XY dél”, gan ,malas YZ dé&l” AXYZ
pieder nepara skaits malu.
No tam malam, kas AXYZ pieder ,malas XY dél|”, vismaz viena nepieder
nevienam citam labam trijstirim. TieSam, katrs tads labs trijstliris pilniba
atrodas iesvitrotaja segmenta, tapéc (ta ka tas ir vienadsanu) tam kopuma
Saja segmenta piederétu para skaits malu. Tas attiecas ari uz visiem Saja
segmenta esosajiem labajiem trijstiriem kopa. Bet Saja segmenta pavisam ir
nepara skaits malu, tapéc viena no tam nepieder nevienam citam labam
trijstdrim.
Lidzigi no tam malam, kas AXYZ pieder ,malas YZ dé&|”, vismaz viena nepieder
nevienam citam labam trijstdrim.
Tapéc katra laba trijstira ,ekskluziva 1pasuma” ir vismaz divas daudzstira P

2006 _ 1003.

malas. Tapéc labo trijsturu nav vairak par

2) Tagad paradisim, ka var bt tiesi 1003 labi trijstliri. Tos var ieglt, novelkot
daudzsturi A1A2As...A2006 diagonales A:1Asz; AszAs; AsA7; ...; A2003A2005; A2005A1.
Jau esam ieguvusi 1003 labus trijstdrus. Atlikuso P dalu varam sadalit
trijsturos patvaligi.
IMO.3. Apskatamo nevienadibu identisku parveidojumu cela var parveidot par
(a-bfb-c)a-c)a+b+c)< M(a® +b? +¢?) (1)

Ta ir simetriska, tapéc varam uzskatit, ka a<b<c. Tada gadijuma no
nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

(a5 -c) =(o-a) o)< O e=al

(vienadiba pastav tikai tad, ja b—a=c-b resp. a+c=2b) un no
nevienadibas starp vid€jo aritmétisko un vidéjo kvadratisko

(c—a) :((b—a)+(c—b)j2 . (b—a)’ +(c—b)’
4 2 2

(vienadiba atkal pastav tad un tikai tad, ja a+C=2b). So nevienadibu talak
parveidojam par 3-(c—a)’ < 2'((b—a)2 +(c—b) +(C—a)2) (3), kur vienadiba
atkal pastav tad un tikai tad, ja a+c=2b.

Izmantojot (2) un (3), pakapeniski iegustam

|(a_b)(b_c)(a_c)(a+b+01S%‘(C—a)s(a+b+cj=

L fe-aFfarbcy %J(amﬂ)z (2lo-aF +(c-oF +c-aF]) =
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2

:Q4((t)—a)z+<c—b>2+<c—a>2]3.(a+b+c)z 5

< (lietojam 4. pakapes
2 3 :

saknei nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko cetru

2 2 2 2
. 3.(b—a) +(c-b)* +(c-a) +(a+bo)
reizinataju gadijuma) <~ 3 y _

:ﬂ-(a2 +b2+c2)2
32 '

92

Més redzam, ka (1) ir spéka ar konstanti M = 5

Tagad paradisim, ka td ir mazaka iespéjama M vértiba. Lai to pieradituy,
pietiek paradit gadijumu, kad visu nestingro nevienadibu vieta ir vienadibas
starp nenulles skaitliem. Atceroties musu spriedumu, vienadibas pastav tad
un tikai tad, ja vienlaicigi

a+c=2b

(b-a) +(c-b)* +(c—a)’
3

, + pie tam jabit a<b<ec.
=(a+b+c)

L a+c e 2
Ievietojot b = sistémas otraja vienadojuma, iegustam 2(c—a) =

2b=a+c

=9(a+c) =36b?, tatad varam apliikot sistému .
(@+c) {18b2 =(c-a)

y 3
Sai sistémai acimredzami eksisté atrisindjums b=1, azl—Eﬁ,

3 Y- o
C:l+5\/§, kas apmierina ari nosacijumu a<b<c. Ar 8§im a, b, ¢ vértibam

92

n M =¥ (1) parvérsas par vienadibu starp diviem pozitiviem skaitliem,

- o 9v2 o L
tatad vértibu M =¥ samazinat nevar. Uzdevums atrisinats.

IMO. Uzdevumi 2006. gada 13. julija.

IMO.4. Ja x=0, ieglGstam vienadojumu y2 =4, no kurienes y =22. Skaidrs, ka
nevar bit x<0, jo tad 1<1+2*+27"<1+2'+2'=2, un y neiznak
vesels. Ja (X; y) ir vienadojuma atrisindjums, tad acimredzami ari (x;—y) ir
atrisindjums; skaidrs, ka nevar bt y=0. Sakuma aprobezosimies ar
gadijumu x>0, y>0. Vienadojumu var parrakstit forma

2X(1+2°%)=(y -1y +1) (1)
No Sejienes redzam, ka y—1 un y+1 ir para skaitli; ta ka tie atSkiras viens
no otra par 2, tad tiesi viens no tiem dalas ar 4, bet laba puse dalas ar 8.
Tapéc ari kreisa puse dalas ar 8; ta ka 1+ 2*" ir nepara skaitlis, tad 2* dalas
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ar 8 un x>3. Tatad viens no skaitliem y—1 un y+1 dalas ar 2 (bet ne ar
4), savukart otrs dalas ar 2** (bet ne ar 2*). Skirosim abas iespéjas.
1. Skaitlis y—1 dalas ar 2**', bet ne ar 2*. Tad y—-1=2*"-k, (k>1, k -
nepara) un y=2"".k+1. Ievietojot to dotaja vienadojuma (1), iegiistam
2¥(1+2°%) = 222K? +- 2%k jeb 1+ 2" =2"?k? +K, no kurienes
1-k =2°2(k* -8) (2)
Ta ka k>1, jabat k?—-8<0; ta ka k ir nepara, tad k=1. Tad no (2)
ieglstam 2% -(—7)20 - pretruna. Tatad 1. iesp€ja patiesiba nav
realiz€jama.
2. Skaitlis y+1 dalas ar 2", bet ne ar 2*. Tad y+1=2*"-k (kur k>1, k -
nepara). No (1)  iegdstam 2x(1+ 2X+1)= 2272 k? —2% .k jeb
1+2** =2%2.k? _k, no kurienes
1+k = 2°%(k? -8) (3)
Ta ka k- nepara, tad jabat x>3. Tapec 1+k=>2(k?—8), no kurienes
1+41+136 1+15
4 < 4
redzam, ka nevar bat k =1; tatad k = 3. Ieglstam 2*? =4, tapéc X—2=2
un X=4; tad y=2".3-1=2%.3-1=23. Parbaude parada, ka
(x;y)=(423) ir vienadojuma atrisindgjums. Atceroties sakuma min&to,
redzam, ka vienadojumam ir 4 atrisinajumi: (0;2), (O;—Z), (4;23), (4;—23).
IMO.5. Uzdevumu risinasanas gaita més izmantosim divus sekojosus faktus.
Fi. Ja R(X) - polinoms ar veseliem koeficientiem, bet u un v - divi dazadi
veseli skaitli, tad R(u)-R(Vv) dalas ar u-v.
Tie$dm, ja R(X) = a,x“ +a,x“* +..+a,_,x+a,, tad R(u)—R(v) = ao(uk —v")+

2k? —k-17<0; tapéc k< =4, tatad k<3. No (3)

+a1(uk’1—vk’1)+...+ak_1(u—v), un atliek ievérot, ka katram naturalam n

starpiba u" —v" dalas ar u—v, jo ir spéka viegli parbaudama identitate
TRV (TRY) (LN TL VRN TLE VT Ve VL )

F2. Katram n-tas pakapes polinomam, kur n >1, ir augstakais n saknes.
Faktus F1 un F2 matematikas olimpiadés uzskata par visparzinamiem.

Ja f(X) ir funkcija un ja pastav vienadiba f(a)= a, tad skaitli a sauksim par
funkcijas f nekustigo punktu. Visi Seit apskatamie nekustigie punkti bds veseli
skaitli.

Mlsu risinajuma stratégija bls atrast tadu n-tas pakapes polinomu R(Xx), ka
katrs polinoma Q(X) nekustigais punkts ir R(X) sakne. Tad saskana ar faktu F2
So nekustigo punktu nav vairak par n, k.b.j.

Lemma. Katrs polinoma Q(X) nekustigais punkts ir ari vienkar$aka polinoma
P(P(x)) nekustigais punkts.

Lemmas pieradijums. Pienemsim, ka X, ir kads Q(X) nekustigais punkts (tadi

var bat vairaki). Tas nozimég, ka skaitju virkné X,; X, =P(X,); X, =P(X,);
X =P(X)) ;i X =P(X3)7 Xy =P(X.,); X =P(X_,) pastav vienadiba
X, = X,, un tapéc X,,, = P(X,) =X, . Skirojam divus gadijumus.

1. Patiesiba X, =X,. Tad ari X, = P(x)) =P(X,) =X,, un tatad x, ir P(P(x))
nekustigs punkts.

64



2. Patiesiba X, # X,. M&s apgalvojam, ka tad skaitlu virkné X,; X;;
Xy 500 %as X (=X%X): X (=X%);... nekadi divi blakus esosi locekli nav
vienadi sava starpa. TieSam, pret&ja gadijuma ari visi nakosie locek]i batu tadi
pasi, un ta, ka virkne ir periodiska, tad iznaktu ari, ka X, = X, - pretruna.
Tapéc no F1 seko sekojosas dalamibas:

X, — X, dalas ar X, — X,

X, — X, dalas ar X, — X,

X, — X, dalas ar X,_, — X,

X, — X, dalas ar X, ; —X,, ko var izteikt ari ka

X, — X, dalas ar X, ; — X,

Tatad nenulles skaitli X, —X,, X, —=X,, X, =Xg,..., X,y =Xy, X, — X, cikliski

katrs ir nakosa skaitla dalitajs. Ta ka péc modula mazaks nenulles skaitlis
nevar dalities ar péc modula lielaku nenulles skaitli, tad no Sejienes seko

X0 = X | S [X = %,| <[X, = Xg| <o <Xy =X < [Xo —Xy|; tapEC

Xo =X | =X =X, =X, = X5| = oo =Xy = Xo| =[Xo = X,|. Ja X, - lielakais no
skaitliem periodiskaja virkné X,, X;, X,,..., X,_4,... tad no

X1 = X =[Xmy = Xna| s€kO Xy =Xpy. Tad ari X, =Xy.,5 Xpa =Xpygree

virknes periodiskuma de€| agri vai vélu iegusim, ka X, =X,, tatad X, ir
polinoma P(P(x)) nekustigs punkts. Lemma pieradita.

Piezime. Jau no lemmas seko, ka polinomam Q(X) nav vairak par 2n
nekustigiem punktiem, jo katrs polinoma P(P(x)) nekustigs punkts ir polinoma
S(x) = P(P(x)) — x sakne; polinoma S(X) pakape ir 2n.

Tagad risinasim sakotné&jo uzdevumu. Ja visi Q(X) nekustigie punkti ir ari P(X)
nekustigie punkti, tad tie ir n-tas pakapes polinoma P(X)—X saknes; tad
saskana ar faktu F2 to nav vairak par n.

Tomér var ari gadities, ka polinomam Q(X) ir tads nekustigs punkts a, kas nav
vienlaikus ari P(X) nekustigs punkts; apziméjam P(a)=b, b= a. Saskana ar
lemmu P(b)=a. Sai gadijuma lemmas pieradijuma apskatitd periodiska
virkne X,; X,; X,;... ar perioda garumu K ir a; b; a; b;... ; tapéc skaidrs, ka
ari b ir Q(x) nekustigais punkts, jo ari virkné b; a; b; a;... (k-1)-ais loceklis
sakrit ar pirmo.

Pienemsim, ka C - kaut kads cits polinoma Q(X) nekustigs punkts, kas atskiras
gan no a, gan no b; apziméjam P(c)=d (varbit c = d). Saskana ar lemmu
P(d) =c. Pieradisim, ka d nesakrit ne ar a, ne ar b. Ja d=a, tad
P(d) =P(a), tapéc c=b - pretruna; ja d =b, tad P(d) =P(b), tapéc c=a-
pretruna. No vienadibam P(a)=b, P(b)=a, P(c)=d, P(d)=c un no fakta
F1 seko:

b-d dalas ar a-c
a-d dalas ar b-c
b-c dalas ar a-d
Ta ka visas Sis starpibas ir nenulles skaitli, tad

a-c=x(b—d)

{a—c dalas ar b-d

65



a—-d=x+b-c)
Ja abas $ajas vienadibas ir ,+” zime, tad no a—c=b-d un a-d=b-c
saskaitot seko a=b - pretruna. Tapéc vismaz viena no tam ir ,-” zime. Abos
gadijumos iegistam a+b=c+d, ko varam pierakstit ka a+b—-c—P(c)=0.
Izcelta vienadiba izsaka faktu, ka € ir polinoma R(x)=(a+b)—x—P(X)
sakne. Viegli parbaudit, ka ari @ un b ir §i polinoma saknes. Tatad visi Q(X)
nekustigie punkti ir R(X) saknes. Bet polinoma R(X) pakape ir n. No fakta F2

seko, ka uzdevums atrisinats.

IMO.6. Talakaja risinajuma més nedaudz visparinasim daudzstira jédzienu:
uzskatisim, ka dazi no ta lenkiem var bit ari 180° lieli. Figlras F laukumu
apzimésim ar [F].

Lemma. Ja izliekta 2n-stira laukums ir L, tad eksisté tada S1 daudzstira mala

AB un tada virsotne V, ka [ABV]>—-L.
n

Pieradijums. Apzimésim daudzstlra virsotnes péc kartas pozitiva seciba ar
A1Az...AnB1B2...Bn; diagonalu ABi un Ai+1Bi+1 krustpunktu apzimésim ar G
(uzskatam, ka An+: ir tas pats Bi un Bn+:1 — tas pats Ai1). Punkti Ci, Ca,...,Cn
eksisté un atrodas daudzstira iekSpusé, jo daudzstiris ir izliekts. Vispirms
pieradisim, ka trijsturi A:A2C: un BiB2Ci, A2A3Cz un B2B3Cj,...,An-1AnCn-1,
Bn-1BnCn-1, AnB1Cn, BnA1Cn kopuma parkldj visu 2n-stari (skat., piem.,

A50. zim., kur n=3).

AL A, AbB0. zim A51. 7im
TieSam, apskatisim patvaligu daudzstira punktu X, kas neatrodas ne uz
malas, ne uz kadas no diagonalém AiBi, A2B2,...,AnBn. Aplikosim péc kartas
starus AiBi, A2B2,...,AnBn, B1A1; varam pienemt, ka X ir pa labi no stara AiBi.
Tad X ir pa kreisi no stara BiAi. Tatad apskatamaja staru virkné ir divi tadi
viens otram sekojosi stari, ka pirmajam no tiem X ir pa labi, bet otrajam - pa
kreisi (skat. A51. zim.) Tatad X ir parklats ar vienu no mis intereséjosiem 2n
trijstiriem; tatad Sie trijstdri parklaj visu 2n-stdri, un to laukumu summa ir
vismaz L. Tapéc eksisté divi ,pret&ji” trijstiri, kuru laukumu summa ir vismaz

1
—.L (skat. A52.zim.) Varam pienemt, ka NO>LO; tad [NOK]>[LOK] un
n

1
tapéc [MNK]=[MNO]+[NOK]>[MNO]+[LOK]> =-L. Lemma pieradita.
n

L K

1
1
1
1
1
!
1
1
1
1
!
1
1

M ‘N AS52. zZim
Apzimésim tagad misu daudzstira P laukumu ar L, bet ta malam ai, az,...,an
piekartoto trijstdru laukumus - ar Li, Lo,...,Ln. Pienemsim, ka
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L, L L
Li+Llo+..+Ln<2L; tad —1+T2+...+T”<2. Eksisté tadi pozitivi racionali
. L; ' o
skaitli ri, r2,...,rn, ka T<ri un ri+re+...+m=2, 1<1<n. Izteiksim tos ar

k. .
kopsaucgju: ri=—, 1<i<n. Tad ki+kz+...+kn=2m. Sadalisim katru malu a;,
m

1<i<n, ki vienados nogrieznos; esam ieguvusi izliektu 2m-stdri (kuram dazi
lenki varbat ir 180° lieli). Pielietosim Sim 2m-stirim lemmu (skat. A53. zim.):

Vv
X A B Y A53. zim
1 1 K,
[AVB] >—-L, XY=ai, AB=-—-a,. Tad Li=[XYV]=k,-[ABV] >—/-L=n-L
m K, m
_ L, _ RN _ o :
Tatad TZ r,. Bet ta ir pretruna ar ri izvéli. Tatad masu augstak izceltais

apgalvojums ir nepareizs, un Li+...+Ln>2L, k.b.j.

AB. Atlases sacensibas starptautiskajai komandu
olimpiadei ,,Baltijas CelS 2005”

AB.A. Algebra
AB.A.1. Pieskaitot visam izteiksmeém 2, meés iegustam
a+b+c a+b+c a+b+c .
= = . Pastav 2 iespé&jas:
c b a
1) a+b+c=0.Tada+b=-c,a+c=-b, b+ c=-aun prasita vértiba ir
"_111.

1 1 1
2) a+b+c#0;tad —=—==, a=b=c un prasita vértiba ir ,8".
a

Skaidrs, ka abas vértibas ir sasniedzamas.
4 -
> ———. Tapéc

AB.A.2. 1) no (x—y)ZZO ieglstam (X + y)224xy un L 5
X (x+vy)

UV o_uyEvx 4(uy +vx)
Xy Xy (x+y)? '
2) izmantojot nupat pieradito, iegustam

a N c >4ad+2az+ab+bc+2c2+cd)
b+2c+d d+2a+b (2a+2b+2c+2d)?
3 2a? +2c% +ab+hc+cd +da

(a+b+c+d)?

b . d 2b2 +2d? +ab+bc+cd +da
c+2d+a a+2b+c (a+b+c+d)? '
Saskaitot abas iegltas nevienadibas, ieglistam, ka

k.b.j.

un lidzigi
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a b c d
+ + + =
b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c
2% +2b? +2c? +2d° +2ab+ 2bc+2cd +2da _ (a+b+c+d)’ +(a—c) +(b-d)’
- (a+b+c+d) (a+b+c+d)

>1

AB.A.3. Apskatam funkcijas f(t)=(t—a)t—b)t—c) un g(t)=(t—x)t—y)t-z).
Ta ka f(z)>0=g(z) un f(x)<0=g(x), tad intervala [x;z] eksisté tads
punkts u, kura f(u)=g(u).

No vienadibas (u—a)u—b)u—c)=(u—x)u—y)u—-z) seko

u® —u®(@a+b+c)+u(ab+ac+bc)-abc =

=u® —u(x+y+2z)+u(xy +xz+yz)-xyz.

Nemot v&ra uzdevuma doto, ieglistam u(ab+ac+bc—xy —xz—yz)=0. Ta ka
u>x>0, no Sejienes seko ab+ac+hbc=xy+xz+yz.

Tapéc f(t)=g(t) (péc koeficientiem). Tapéc f(t) un g(t) saknu kopas sakrit,
no kurienes seko vajadzigais.
AB.A.4. Apziméjam Jx=y. Tad x"+x"-2= (y“ - y‘“)z un

xtexto2= (y1 — y_l)z.

n -Nn
Pieradama nevienadiba k|lst par y 1 >nN.
y-y
n -n 2n
— -1
Viegli saprast, ka % =y y 7 - y" -(1+ yi+yt 4o+ yz”’z)z
y-y y -

(sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko)

> yl—n .n-n y2+4+6+,..+(2n—2) — yl—n .n-n yn(n—l) =n, k.b.j.
AB.A.5. Ievietojot X=Yy =z, iegistam f(x, x)=1 visiem xeZ.

Pie y =z iegastam f(x, y)- f(y, x)=1 visiem x,yeZ.

Tapéc f(x,z)= f(zl g f(x,y) f(y,2)= ]‘:E)Z( z; visiem X,y,ze€Z.
Tapéc 2= f(x +1, X):M no kurienes f(X+1, y) = f(x, y) visiem

fxy) px+1 2X
X, yelZ.

f(x,
Tapéc, lielumam x mainoties, lielums (Xy) paliek konstants. Pie x =y

ieglstam f(x, y) = f(y, y) :i (jo f(y, y)zl). Tapéc f(x, y): 2%y,
2% 2Y 2Y
Parbaude parada, ka Sis atrisinajums der.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Iekrasojam kuba virsotnes baltas un melnas, ka paradits A54. zim&juma:
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Ab4. zim.

N
\
N
—————1——9
o}

Katra Skautne savieno vienu baltu un vienu melnu virsotni.

Lauztu triju Skautnu liniju, kas savieno kuba pretgjas virsotnes, sauksim par
celu. Katra cela ir 2 baltas un 2 melnas virsotnes (a). Bez tam, ja meés
izvélamies 3 virsotnes, kas visas nav viena krasa, tad noteikti eksisté cels, kas
satur Sis 3 virsotnes (B). (Parbaude: nemam 2 melnas virsotnes un apskatam
tas kopa ar katru no baltam; tas izsme| visus dazados gadijumus.

e Ja 6; 7; 8 nav viena un tai pasa krasa, uzdevuma apgalvojums seko no
(B),jo6 +7 + 8 = 21.

e Ja 5; 7; 8 nav viena krasa, tad ari uzdevuma apgalvojums seko no
(B): 5+ 7 + 8 = 20 un ceturtaja cela virsotné ierakstits skaitlis > 1.

e Atliek iesp€ja, ka 5; 6; 7; 8 ir viena krasa, pienemsim, melna. Tad 4 ir
balta krasa. Ievérojam, ka 4 + 7 + 8 = 19. Viegli parbaudit, ka ir divi
celi, kas satur 4; 7; 8. Viena no tiem bez 4; 7; 8 ietilpst vél skaitlis
> 2, tapéc summa uz Si cela ir 4+7+8+(2 2):S, kur s>21.

6-5
AB.K.2. Vadu pavisam ir 7 =15. Varam pienemt, ka balto vadu ir > 8.

Ir pavisam Cé’zCézlS kopas, kas katra satur 4 datorus. Katrs vads

Jietilpst” Cf =6 Sadas kopas (jau savienotajiem diviem datoriem japiekarto
katri divi no atlikusajiem cetriem datoriem). Tatad 8 baltie vadi sastopami
Cetru datoru kopas 8-6 =48 reizes. Ta ka 15-3=45<48, tad eksisté tada
Cetru datoru kopa, kura sastopami >4 balti vadi. Ja Sie vadi veido ciklu, viss
kartiba. Ja né, viegli saprast, ka baltie vadi veido konfiguraciju A55. zim.,
turklat varam pienemt, ka citu baltu vadu Saja konfiguracija nav (citadi jau
batu cikls).
Y z

X

Te AS55 zim.
Pie abiem par€jiem datoriem P un Q kopa pienak vismaz 4 balti vadi. Pat ja
viens no tiem ir starp P un Q, jabGt >2 vadiem, kas savieno A55. zim.
konfiguraciju ar vienu no datoriem P un Q (pienemam - ar P). Ja tie abi iet uz
{X,Y,Z}, viss kartiba. Tapéc uzskatam, ka viens no iem vadiem ir P-T
(skat. A56. zim.). Ja otrs ir P-Y vai P-Z, arl viss kartiba. Atliek A57. zim.
attélotais gadijums, turklat citu baltu vadu Saja konfiguracija nav.

Y Z Y Z
X X
T p T p
A56. zim. AbL7. zim.
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No Q iet 2 balti vadi. Ka ieprieks pieradam, ka viens no tiem iet uz {X,Y, Z},
otrs uz {X,T, P}. Ja viens vads ir QX, otrs uzreiz rada ciklu. Tapéc viens iet

no Q uz {Y, Z}, otrs - no Q uz {T, P}. Acimredzami, ka rodas balts cikls.
AB.K.3. Sanumurésim apakséjas rindas punktus no kreisas uz labo ar 1; 2; 3;
..; N; n+ 1. To, ka i-tais punkts ir dzeltens resp. zal$, izsacisim ar i~d
resp. i1~ 2.
Skaitisim vispirms krasojumus, kuros 1~ d . Skirosim 2 gadijumus:
e apakséja rinda punkti nokrasoti pamisus. Tad 2. rindas kreisais punkts
nosaka visas 2. rindas krasojumu (un So kreiso punktu var krasot gan
zalu, gan dzeltenu), péc tam 3. rindas kreisais punkts nosaka visas

3. rindas krasojumu, utt. Tapéc &adu krasojumu ir 2" .

e Apaks$éja rinda ir divi blakus esosi vienadi nokrasoti punkti, un pirmais
$ads paris (skaitot no kreisds puses) ir (i;i+1), i=1; 2; 3; ...;n.
Ievérosim, ka i un i + 1 krasas viennozimigi nosaka i paritate.

Tagad ,kolonnas” virs (i; i +1) krasas noteiktas viennozimigi:

o o°
e o
o O
—O0—0—O0—0—©@
H 1 ~ Y ~
Pl nei A58, 7im.

Skaidrs, ka pa kreisi no i - tas kolonnas krasojums ari noteikts viennozimigi
(apskatam péc kartas (i - 1) -o, (i - 2) -o, ..., 2 - 0, pirmo kolonnas). Pa labi
no (i + 1)-3as kolonnas pirmas rindas krasojumu var izvéléties patvaligi, bet
citu punktu krasas noteiktas viennozimigi (apskatam péc kartas (i + 2) - o,

(i+3)-o0,....,n-0,(n+ 1) - o kolonnas). Tatad dazadu krasojumu ir on-i,
Tapéc dazadu krasojumu misu gadijuma iznak o=l on=2, 120 _on 1,
Kopa ir 2" +2" —1= o+l 4 krasojumi, kuros 1~d .

Gadijumu, kuros 1~ z, arl ir 2"+l _ 1. Tatad pavisam apskatamo krasojumu ir
2n+2 _ 2 )

AB.K.4. Sanumuresim figurinas ar skaitliem no 1 lidz 9 no kreisas uz labo pusi
sakuma pozicija. Skaidrs, ka nevar biit N <16, jo tad Nr. 9 bdtu japarvietojas
pa kreisi. Paradisim, ka nevar but arm n =17. Pie n =17 figUrinai Nr. 9

japaliek uz vietas. Tapéc pirmais gajiens ir . Ari Nr. 8 tagad vairs

nedrikst kustéties, tapéec ir ,siena”, kurai pari netiek citas figurinas.
Paradisim, ka mérkis ir sasniedzams ar n = 18. Vispirms iebidam Nr. 9 1staja
vieta. Tad pakapeniski nogadajam istajas vietas Nr. 7, Nr. 5, Nr. 3, Nr. 1. Péc
tam nogadajam istajas vietas péc kartas Nr. 2, Nr. 4, Nr. 6, Nr. 8.

AB.K.5. Skaidrs, ka uz lapam jaraksta skolénu kopas visas netuksas apakskopas,

jo to ir tiesi 210 _1-1023. 1dentificésim skolénus ar skaitliem 0; 1; 2; ...; 9.
Nemsim skolénu kopu Ac {O; 12 ... 9}.
Paradisim, ka izvéleties krasu lapai, uz kuras uzrakstita A.

e Jan = 1023, lapas krasa noteikti ir balta.

e Jan =0, lapas krasa noteikti ir zala.
e Apskatam gadijumu, kad n > 0 un n < 1023.

70



Izsakam n=2% +2% 4  4+2% kur O<a <ay<..<a <9 - dazadi
naturali skaitli (t.i., izsakam n binaraja sistéma). Uzskatisim skaitlus
a, ay,..., ay par baltiem, bet paréjos skaitjus no {O;IL' 2....; 9} - par zaliem.
Krasosim kopas A lapu tada krasa, kada ir kopas A lielakais elements.

Ta ka divu kopu apvienojuma lielakais elements ir lielakais no So kopu
lielakajiem elementiem, uzdevuma nosacijums par lapu krasam izpildas.

Noskaidrosim, cik ir balto lapu. Ir tiesi 28 kopas, kuru lielakais elements ir a;
(katru no 0; 1; ...; ai—1 var ieklaut vai neieklaut). Tapéc balto lapu ir

2% 2% 4 42% =n, kas bija vajadzigs.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. No trijsttra aréja lenka 1pasibas <ZCMP =/ZCAM + ~/ZMCA,
ZMAD = Z/MCA ka hordas - pieskares lenkis;
ZCMP = Z/CAM + /MCA = ZCAM + /MAD = ZCAD .
No ievilkta lepka Tipasibam <ZCPM =_~/CDA. No Sejienes seko, ka

AMCP ~ AACD un tapéc % = w
AC AD
(0]

A59. zim.

S

Lidziga cela ZACM = _~/DAN un ZCAM = /ADN, tapéc AACM ~ ADAN un
AN CM

AD CA’

MP AN
AD  AD’

No abam iegltajam proporcijam seko tatad

MP = AN = NP = AM , k.b.j.
AB.G.2. Skaidrs, ka var but n = 4 (skat. A60. zim.).
e

® AG0. zim.
(] (]

Ja n>5, izvélamies 4 no punktiem. Ja tie ir izliekta Cetrstlira virsotnes, tad
eksisté lauzta linija, kas sevi krusto (skat. A61. zim.)
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A61. zZim. AB2. zim

Tapéc n punktu izliektais apvalks ir trijstdris, un abi par€jie punkti atrodas ta
iekSpusé (skat. A62. zim.). To ir > 2. Taisne XY krusto divas AABC malas,
tapéc kopa ar tresas malas galapunktiem veido izliektu Cetrstiri - pretruna ar
ieprieksgjo.
AB.G.3. Apzim€jam pelékos punktus ar X, Y, Z un T (skat. A63. zim.).
Apzimé&jam XY un ZT viduspunktus attiecigi ar M un N. Tad AM =£XY

1

CN=§ZT (medidnas pret hipoteniizam), un labi zindms, ka

MN < %(YZ + XT) (skat. piezimi). No Siem faktiem seko, ka

XY +ZT +(YZ + XT)>2-AM +2-CN +2-MN =
=2(AM +MN +NC)>2-AC, k.b.j.

A Y
Z
Y
N
/AC x
T
AB3. zim. AbB4. zim.

Piezime:
— —_— - - —_— - - —_— ——— -— -
2MN =| MY +YZ+ZN [+| MX+XT+TN (= MY + MX |+| YZ+ XT |+

-— - e s T
+| ZN+TN |= 0+YZ+ XT+ 0 =YZ + XT, tapéc

‘2 MN| = VZ+ XT|<YZ + XT , k.b.j.
AB.G.4. Lemma, 22X _ AC-SINa ¢ A65. zim.).
XB BC-sing
C
o)\ B
A w_X B
AB5. zZIm.
I . - AX sina BX sin g
Tie$am, no sinusu teorémas = =

= un = .
AC sinw  BC sin(80° - )
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Dalot Sis vienadibas vienu ar otru, iegistam
AX BC sina  AX AC-sina

. = = = ,
AC BX sing BX BC:sing

Aq
B N N, C
B
o\|% AB6. zZim.
M

|\ U
Ta ka AA||BC, tad AB=CA;. Tapéc /BMA=/AMC (=a); apzimésim
BN; BMsin(a+4) NB  BMsina
N;,C CMsina ' NC CMsin(a+p8)’
AC _ 2Rsin(a+8) _sin(a+p)
AB 2Rsina sina
Sis sakaribas ievietojot pieradamaja vienadiba, iegust identitati.
AB.G.5. Apzimésim /BCA=y un ZCBA=/f, AABC apvilktas rinka linijas

ZAMA, = B Tad

- no sinusu teorémas.

centru ar O.
B
BA
QO M
' A \f
IA C
A Y
C  A67. zim. AB8. zim.

Ja més pratisim pieradit, ka Z/BAM = /BAQO, vajadzigais bis pieradits. Ta ka
Z/ACB =1y, tad ZAOB=2y. Tad ZBAO + ZABO =180° —2y. Ta k& AAOB -

vienadsanu, tad ZBAO = 90° —y (skat. A68. zim.).

Atrodam M simetriskos punktus M1 resp. M2 attieciba pret AB resp. AC. (skat.

A69. zZim.). Tad Mi, B, C, Mz atrodas uz vienas taisnes. Viduslinijas ipaSibas
dé] XY || BC.

Caur A, X, M, Y var novilkt rinka Iiniju, jo ZAXM + ZAYM =90° +90° =180°.
Tad ZBAM = ZXYM = ZCM,Y =90° —y = Z/BAO, k.b.j.
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I// B N \3
/ M
1 \
1 \
1 \
1 1
] |
1 1
\ 1
A B /
CYY
AB9. zim. M2

AB.S. Skaitlu teorija
AB.S.1. Viegli sastadit sadu tabulu:

= o123 a]s 6
SRR TR T

Skaidrs, ka 3" nekad nedalas ar 7. Tapéc, lai 3" +n°

3

dalitos ar 7, jabut
=71 vai n =7 —1). Bet Sajos
gadijumos 1-(—1)+1:O un (—1)-1+1:O. Lidzigi, ja 3“-(1)+lE7 0, jabat

3" =, —1 vai 3" =, 1 (atbilstodi tam, vai n

3" =7 -1, un, ja 3n~(—1)+1z7 0, jabat 3" =71 (ievérojam, ka katram

naturalam n vai nu 3" =71, vai 3" =7 -1). Sajos gadijumos (—1)+1=0 un
1+(—1): 0. Lidz ar to vajadzigais pieradits.

AB.S.2. Apzimésim skaitla n lielako nepara dalitaju ar f(n). Ievérosim: ja
f(X)= f(y), tad X un Yy attieciba ir divnieka pakape. Starp skaitliem n+1;
n+2;..;2n Sadus X atrast nav iespé&jams, tapéc  vértibas
f(n+1), f(n+2)..., f(2n) visas ir dazadas. Skaidrs, ka &is vértibas var bt
tikai no kopas {L‘ 35... 2n—1}, t.i., skaita n. Ta ka to ir tiesi n, tad tas ir visi
Sis kopas elementi, katrs pa reizei. Tapéc to summa ir

1+(2n-1
1+3+5+...+(2n—1):¥-n:n2. Mdsu gadijuma n = 5000, tapéc &
summa ir 25 000 000.

. a+b 2ab
AB.S.3. Apziméjam X=——un y=——-.
2 a+b

Tad ab=xy  un 0=a%—a(a+h)+ab=a’—2ax+xy, tapéc

X(X— y): (a— X)Z, un X(X— y) ir naturala skaitla kvadrats.
Apzimésim d = LKD(X, y) un X=dx;, y=dy;. Tad LKD (x1, y1) = 1, tapéc ari

LKD (X1, X1—y1) =1. Ta ka X(X— y) ir kvadrats, tad d2X1(X1 — yl) ir kvadrats,

tap€c X1 un X —Yp ir kvadrati. Apzim&jam X; = m? un X1—Y1= n2.
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Ievérojam, ka Xy =ab = \/%2 ir kvadrats. Tatad x;d-y;d = d2m2(m2 —nz) ir
kvadrats. Tapéc m2—n2 ir kvadrats; apzimé&jam m2 —n2 = p2 jeb
m? =n? + p°.

Esam ieguvusi, ka X:dmz, y=dy; :d(xl—nz):d(m2 —nz):dpz.

No a%—2ax+xy =0 seko a= xin(T—y); b=2x—a=x$m. Tapéc
la—b|=2\x(x-y)= 2\/dm2 -d(m2 - pz): 2dmn. Mazaka vértiba ieglistama,
2

jad=1,m=5n=3, jo jabit m? =n?+ p?. Tapec Ja—b|>30. &i vértiba

sasniedzama, ja a = 40, b = 10.

AB.S.4. Atbilde: mekléjamais skaitlis ir 505.
Risindjums. To, ka 505 apmierina uzdevuma prasibas, parbaudam tiesi. Tapéc
skaidrs, ka mekléjamais n > 10. (Tas skaidrs ari no pieméra n = 11.) Ta k3,

dalot n ar 4, atlikums ir nepara, tad ari n ir nepara. Ja n:q-x2 +r, tad

2

n
qg=2 (o x <§). Dalot ar nepara kvadratu, q nevar but 3 (tad n iznaktu

n
para); tatad q > 4. Tapéc nevienadiba I < (2k —1)2 < — nav iesp&jama.

n
3

n
Tatad jaeksisté tadam m, ka (2m—1)2S <§<(2m+1)2. No Sejienes

n
4
n n n n
(2m+1? —(2m-1)?> >=-=, tapec 8m>-— un (2m-1)> <—<24m. No
3 4 12 4
Sejienes me{l; 2:3.4:5; 6}, tatad N<96-m=576. Tad nepara kvadrati, no
tiem, par dalisanu ar kuriem runa uzdevuma, ir 9; 25; 49; ...; 225.
Dalot ar 169 un 225, dalijumam q jabut para; tapéc tam jabut 2 (citadi
4.169 >576). Tapéc jablit Nn<3-169=507. Lieldka iesp&jama vértiba 505
der.
AB.S.5. Skaidrs, ka der funkcija f(t)Et. Pieradisim, ka citu funkciju ar
vajadzigajam ipasibam nav.
Pie m =n =1 ieglstam, ka 4 dalas ar f2(1)+f(1), tapec f(1)=1 (ja
f(1)>2, tad f2(1)+f(1)26). Pie m =1 un patvaliga n ieglstam, ka
(n+1)2 : f(n)+1; pie. n=1 un patvaliga m ieglstam, ka
(m2 +1)23 f2(m)+1.
Pienemsim, ka p — patvaligs pirmskaitlis; pieradisim, ka f(p—1)= p—1. No
iepriek$éja seko, ka f(p—1)+1 ir skaitla p? dalitajs; tatad f(p—l)+l: p vai
f(p-1)+1=p?. Ja f(p-1)+1=p?, tad f(p-1)=p?-1. Tad no
. 2
iepriekséja ((p—1)2 +1)2:(p2 —1) +1. Tas nav iesp&jams, jo pie p>1 ir

speka (p2 —1)2 +1> ((p —1)2 +1)2 - viegli parbaudit.
Tatad mums ir bezgaligi daudzas tadas k vértibas, ka f(k)=k. Nemot

2
uzdevuma nosacijumos m = k, ieglistam: (k2 +n) dalas ar k2 + f(n) visiem
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n. Nemam vienu fiksétu n. Ievérojam, ka

k2 nf =2+ f)en—t)f =Kk2+ t()f +

+2(k2 + f(n)Xn— f(n))+(n- f(n))z. Tatad visiem bezgaligi daudzajiem k
skaitlis (n — f(n))2 dalas ar f(n)+ k2. Izvéloties tadu k, ka

k2 + f(n)>(n— f(n))z, redzam, ka n— f(n):O un f(n): n.

BW. 16.matematikas komandu olimpiade ,,Baltijas CelS
2005”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Atbilde: n€, tas nav iesp&jams.
Risinajums. Ievérosim, ka a,,, ir skaitla a, decimala pieraksta ciparu 2005-o0

pakapju summa. Pieradisim, ka (@, ) ir ierobezota virkne. Tad tas locek]i var
pienemt tikai galigu skaitu vértibu (jo tie ir naturali skaitli). Ta ka loceklu ir
bezgaligi daudz, tad vismaz viena vértiba tiks pienemta bezgaligi daudzas
reizes, tatad vairak neka vienu reizi, un uzdevums bus atrisinats.

Skaidrs, ka virkne ir ierobezota no apaksSas, jo visi tas locekli ir pozitivi.
Pieradisim, ka ta ir ierobezota ari no augsas.

Atradisim vispirms tadu skaitli M, kam piemit 1pasiba: ja x - naturals skaitlis
un x>M, tad skaitla X decimala pieraksta ciparu 2005-0 pakapju summa S(x)
mazaka par X.

Apzimésim patvaliga (k+1)-ciparu naturadla skaitla x decimalo pierakstu ar
c,C,C,..c,, ¢, #0, 0<c,cC,,...,C, <9. Tad

S(x) =C§OO5+C12005+...+C|3005§(k +1),92005=
123 k) S
S(X) - 2k .92005 ~ 92005

- 10¢ 5k

savukart x>10*. Tapéac

S(x
ﬁ <1 un tatad S(x)<x. Tatad par M var nemt jebkuru (k+1)-ciparu naturalu
X

. Ja k ir pietiekosi liels, tad

skaitli, ja tikai 5% >92°%,

Apzimésim ar M; lielako no summam S(1), S(2), ..., S(M). Talak skirojam divus
gadijumus:

1) neviens virknes loceklis nav lielaks pa M. Tad ta ir ierobeZota no augsas ar
M.

2) virkné ir locekli, kas lielaki par M; apzimésim pirmo no tiem ar L, L>M.
Tad nakosie virknes locekli pakapeniski samazinas, kamér kads no tiem k|Gst
mazaks vai vienads ar M. Tagad nakosais virknes loceklis nevar bit lielaks par
M;. Ja Sis loceklis ir lielaks par M, tad turpmakie virknes locekli atkal
samazinas, kamér kads no tiem neparsniedz M, utt. Tatad neviens no
turpmakajiem virknes locekliem nav lielaks par M;, un uzdevums ir atrisinats,
jo neviens virknes loceklis neparsniedz lielako no skaitliem L un M;j.

Piezime: patiesiba vértibu M; var parsniegt tikai ao un tam sekojoSie dazi
pirmie virknes locekli.
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BW.A.2. Nevienadiba identisku parveidojumu cela viegli parveidojama par
1 1 1 27
—+ o+ T2
cos“a cos“p cos“y 8

Apzimésim cos’a =X, cos’ f=Yy, cos’y=12; x ,y, z > 0. Ta ka visiem
pozitiviem X, VY, Z ir spéka

(x+y+z)(£+1+lj=3+(§+XJ+(§+£]+(X+EJZ
X y z y X z X zy

23+2\/§.X+2\/§.£+2\/X.£:9,
y X z X zy

1 1 1 9 9 7
tad—+—+—>—— , un mums pietiek pieradit, ka — > — jeb, ka
X Yy 7 X+y+z X+y+z 8

8 . i .
x+y+zs§. Bet x+y+z=3—(S|n2a+sm2ﬁ+sm2y), tapéc pietiek

. . . 1
pieradit, ka SIn2a+SIn2ﬂ+SIn272§. Tas seko no labi pazistamas

nevienadibas starp nenegativu skaitlu vidéjo kvadratisko un vidé&jo

— . a?+b?+c® _a+b+c
aritmétisko: ja a,b,c >0, tad 3 > 3 .

Masu gadijuma sina+sin g+siny =1, tapéc

- H 1 2
smoc+SInB+3'an :1, k.b.j.
3 3

BW.A.3. No virknes definicijas seko, ka visi tas locekli ir pozitivi, tapéc

sin’ oc+sin2[$+sin2y23-(

1
A, >a +Eak+l. Tapéc pakapeniski iegistam

1
Eakﬂ <ag,, —a, (1)

ey <28y, —28, (2)
1 < 2 3 2 (3)
akak+2 akakJrl ak+1ak+2
(nevienadiba (3) ieglta, dalot (2) abas puses ar a, -a,; "a,,,)-
Ievietojot (3) pakapeniski k=1; 2; 3; ...; 98 un iegutas nevienadibas
saskaitot, iegustam

1 1 1 1 2 2 2 2
+ + +..+ < - + -
a1a3 aZa4 a3a5 a983'100 alaz a2a3 a2a3 a3a4
2 2 2 2 2
+ - = - < =4, k.b.j.

a98a99 a99a100 alaZ a998‘100 alaZ
BW.A.4. Acimredzot der P(t)=t: tiesam, P(x*+1)=x*+1 un
(P(x))? +1=(x)* +1= x> +1.
Viegli pieradit: ja P(t) ir polinoms, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, tad
polinoms Q(t) = (P(t))* +1 ari apmierina uzdevuma nosacijumus. Tie$am,

Q(x* +1) = (P(x* +1))* +1=((P(x))* +1)* +1=(Q(x))* +1.
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Tatad divi citi mekl&jamie polinomi var&tu bat, pieméram, P,(X)=X*+1 un
P,(X) = (P,(X))* +1=(X* +1)* +1=x" +2x* +2.
Interesanti, bet grits uzdevums ir atrast visus polinomus P(x) ar uzdevuma
minéto Tpasibu.
BW.A.5. Ta ka (X-1)>>0, tad x*+1>2x un tatad X°+2>2x+1. Tapéc
a N b N c <
2a+1 2b+1 2c+1
a2b+1)(2c+1)+b(2a+1)(2c+1) +c(2a+1)(2b+1) < (2a+1)(2b+1)(2c+1).
Atverot iekavas un savelkot lidzigos loceklus, iegistam 4abc<a+b+c+1
jeb, ta ka abc=1, a+b+c>3.
No nevienadibas starp pozitivu skaitlu vidéjo aritmétisko un vidéjo
geometrisko seko a+b+c233{/abT=3, k.b.j.

mums pietiek pieradit, ka jeb

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Izdalisim n ar k ar atlikumu: n=q-k+r,0<r<Kk. Skaidrs, ka q>1.
Més pieradisim, ka katra atseviski nemta karts atgriezas sakotnéja
pozicija vai nu péc 2q gajieniem vai péc 2q+2 gajieniem. No ta seko, ka
péc 2q(g+1) gajieniem visas kartis vienlaicigi bus sakuma pozicijas. Atliek

2 2
ievérot, ka 2q(q+1) <2q-2q =4q° :4(%) 34-(3 , k.b.j.

Pieradisim augstak izcelto apgalvojumu.

Sanumurésim karsu pozicijas ar 1; 2; 3; ...; n, sakot no apaksas. Ta ka katra

karts kadreiz nonak viena no pozicijam 1; 2; ...; k, tad izcelto apgalvojumu

pietiek pieradit kartim, kas sakuma ir pozicijas 1; 2; ...; k. Sauksim tas par

kartim 1; 2; ...; k.

Apskatisim i-to karti. Skirosim divus gadijumus.

1) i<r.

Tad pirmo q gajienu rezultata S1 karts pakapeniski nonaks pozicijas i+k;

i+2k; ...; i+0-k (batiski, ka i+q-k<r+qg-k=n), t.i., visu laiku bds

virzijusies uz augsSu. Péc Siem g gajieniem apskatama karts ir starp augséjam

k kartim: virstasirvél n—(i+q-kK)=(r+qg-k)—(i+q-k)=r—i<r <k Kkartis.

Apgriezot augséjas k kartis otradi, apskatama karts bis (r-i+1)-a, skaitot no

apaksas, tatad ar kartéjo gajienu ta nonaks (r-i+1)-a pozicija. Sobrid izdarits

g+1 gajiens.

Ievérosim, ka r—i+1=r—(i—1) <r. Tapéc, spriezot lidzigi ka ieprieks, vél

péc q+1 gajiena Si karts nonaks pozicija ar numuru r-(r-i+1)+1=i, t.i., bads

atgriezusies sakotné&ja pozicija.

2) r<i<k.

So gadijumu analizé lidzigi A gadijumam. Atstdjam to izdarit lasitdjam

patstavigi (,,cikla garums” izradisies 2q). Lidz ar to uzdevums atrisinats.
BW.K.2. Teiksim, ka rindina (Xi1y1, Xay2, X3Y3, XaY4, Xsys, XeYe) ir rindinu

(X1, X2, X3, Xa, X5, X6) Un (Y1, y2, Y3, Y4, Y5, Ye) reizinajums.

§kaidrs, ka tabula ir dazas nulles (citadi visas rindinas bltu vienadas).

Skirosim vairakus gadijumus.

1) Ir rindina ar tiesi vienu nulli; varam uzskatit, ka ta ir (0; 1; 1; 1; 1; 1) (citi

gadijumi ir analogiski). Koncentrésimies uz pirmo kolonnu. Ja kada rindina

(1; x2; X3; X4; Xs5; X6) pirmaja kolonna ir 1, tad reizinajuma (0; 1; 1; 1; 1; 1)x

x(1; X2; x3; Xa; Xs5; X6)=(0; X2; X3; X4; Xs5; X6) pirmaja kolonna ir 0, turklat

katrai rindinai ar vieninieku pirmaja kolonna $ada cela atbilst cita rindina ar

nulli pirmaja kolonna. Tatad Saja gadijuma pirma kolonna apmierina

uzdevuma prasibas.
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2) Ir rindina ar tiesi divam nullém; varam uzskatit, ka ta ir (0; 0; 1; 1; 1; 1).
Ar njj apzimésim to rindinu skaitu, kam pirmie divi elementi ir atbilstoSi i un j.
Lidzigi ka A gadijuma pieradam, ka n,, 2n,,. Varam pienemt, ka Ny, 2n,,
(otrs gadijums ir analogisks). Tad 1. kolonna ir noo+no: nulles un nio+ni:
vieninieki. Ta ka ny+ny, =n;, +n,,, tad atkal pirma kolonna apmierina

uzdevuma prasibas.

3) Katra rindina (iznemot varbudt rindinu (1; 1; 1; 1; 1; 1), ja tada visparir) ir
vismaz 3 nulles. Pieradisim: nevar bit, ka katra tada rindina ir tiesi 3 nulles.
Pienemsim pretéjo. Ta ka n>2, tad ir vismaz divas dazadas rindinas, katra ar
3 nullém; to reizinajuma ir vismaz 4 nulles - pretruna. Iegistam, ka tabula ir
vairak neka 3(n-1) nulles. Ta ka tas sadalas pa sesam kolonnam, tad kada
¥=%—%. Ja n=2k, ke N, tad nullu skaits

kolonna to ir vairak neka

. 1
saja kolonna ir vairak neka k_E' tatad vismaz k, tatad vismaz puse; ja

n=2k+1, ke N, tad nullu skaits $aja kolonna ir vairak neka k, tatad vismaz
k+1, tatad vairak neka puse.

BW.K.3. Atbilde: ar 48 gajieniem
Risinajums. Vispirms pieradisim, ka ar 48 gajieniem pietiek. Pienemsim, ka
viena no kvadratiska rezga diagonalém ir XY. Uz Sis diagonales ir 48 rezga
punkti (bez X un Y). Izvélésimies Z-patvaligu rezda punktu uz Sis diagonales.
Ja XZ>YZ, uzzim€jam tada kvadrata konturu, kura diagonale ir XZ; ja YZ>XZ,
uzziméjam tada kvadrata kontudru, kura diagonale ir YZ. Viegli parbaudit, ka
uzzimétie kontdri ,nosedz” visu rezgi.
Tagad paradisim, ka ar mazak ka 48 gajieniem nepietiek. Aplukosim tos
vienibas nogrieznus, kas sakas uz kvadratiska rezga aréja kontira un vérsti ta
iekSpusé; tadu nogrieznu pavisam ir 4-24 =96. Katrs sarkanais kontilirs satur

y . 96
ne vairak ka divus $adus nogrieznus, tapéc jaiekraso vismaz > =48 kontari.

BW.K.4. Ja F - no vienibas kvadratiem sastavosa figtra, dala no kuras iesvitrota,
tad ar <F> apzimésim to veidu skaitu, kuros iesvitroto dalu var sagriezt
taisnstliros ar izméru 1x2.

Pieméram, < > =2 (skat. A70.zim.)

|
—I A70.zim.

Pétot, kada veida no augSas var sakties 3x(n+2) ratinu taisnstdra

sagriesana 1x 2 ratinu taisnstiros, viegli ieglstam, ka pie n > 2
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Pie

pie

pie

pie

pie

Apzimgjot

n-2

n-2
Lidzigi ieglstam, ka pie n>4
]
n-2>: < n-2>+<
AT72.zim.
[ [ ]

< >

J

>:xn un <

no Sejienes iegistam:

Yn = Xn2 +2 Yn

Yn = Xn2 t Yn2

(no A71. zim.)

(no A72. zim.)

(1)
(2)

Vienadiba (1) ievietojot n vieta n-2, iegustam, ka
2 Yn-2 = Xn-2 = Xn-4

Vienadibu

(2) varam parveidot par

2 Yn = 2%n-2 + 2Yn-2

(3)

(4)

AT71.7im.

Saskaitot (1), (3) un (4), péc saisinasanas ieglistam:
Xn = 4Xn-2 - Xn-4

Viegli parbaudit, ka X, = 3 (skat. A73. zim.).

AT73. zim.
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Skaidrs ari ,ka X,=1 (taisnstirim ar 0 rindinam eksisté viens sadalijums 1x2
elementos - ,tuksais sadalijums”, kas nesatur nevienu elementu. Citadi to var
saprast ari no A71. zZim.: lai iznaktu X,=3, pirmajam saskaitamajam X, jabut
vieniniekam.

No Xo=1, X,=3 un sakaribas (5) varam pakapeniski aprékinat (Xz) elementu
atlikumus péc modula 3.

2n Xon atlikums péc modula 3
0 (1)

2 (0)

4 4.0-1=-1=2

6 4.2-0=8=2

8 4.2-2=6=0

10 4.0-2=-2=1

12 4-1-0=4=1)
14 4-1—1:35U

Katrs nakosSais atlikums viennozimigi atkarigs no diviem iepriekSéjiem. Ta ka
divu péc kartas sekojosu atlikumu paris (1;0) ir atkartojies, tad cikliski
atkartosies ari visi talakie atlikumi. Secinam, ka pie n=2; 8; 14; 20; ... X,
dalas ar 3. Ta ka 200=2+6-33, tad ari x200 dalas ar 3, k.b.j.
BW.K.5. Atbilde: n=11.

Risindjums. Ja izvéléti 10 dalitaji, kas nesatur pirmskaitli 13, tad nekadu So
dalitaju reizinajums nevar biat m. Tapéc jabat n >11. Sadalisim kopu M piecas
dalas:

{2.3, 5.13, 7-11}

{2-5, 3.7, 11.13}

{2.7, 3-13, 5-11}

{2-11, 3.5, 7-13}

{2-13, 3-11, 5-7}.
Ja izvélas 11 dalitajus no kopas M, tad tris no tiem bis izvéléti no vienas
dalas (jo 2-5=10<11). Bet katra dala visu triju dalitaju reizindjums ir m.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Pienemsim, ka abas minétas rinka linijas bez punkta C krustojas vél ari
punkta P. Taisne KL, kas iet caur centriem, ir perpendikulara CP. Ja més
pieradisim, ka CP ir LACB bisektrise, tad trijstiri KCL bisektrise bis ari
augstums, tapéc AKCL bis vienadsanu un KC=LC.
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No ta, ka Cetrstliri CAPD un CEPB ir ievilkti, seko A74. zim. paraditas lenku
vienadibas. Ta ka bez tam AE=BD, tad AAPE=ADPB (Iml). Tapéc P ir
vienados attalumos no taisnem CA un CB (vienados trijstliros atbilstoSie
augstumi ir vienadi), tapéc P atrodas uz ZACB bisektrises, k.b.j.

BW.G.2. Ar A’, B/, C’, D’ apzimésim attiecigi punktu A, B, C, D projekcijas uz
taisnes MN. Ta ka M un N ir malu viduspunkti, tad AA'’=BB’ un CC'=DD".

M\ -

B X' A75. zm.
Apzimésim ar X un Y attiecigi C resp. D projekcijas uz BB’ resp. AA’. Tad
AY=AA’-DD’'=BB’-CC'=BX. No Sis vienadibas un no AD=BC seko taisnlenka
trijstiru vienadiba AAYD = ABXC. Tapéc DAY = ZCBX. No Sis vienadibas
un no AA'=BB’ seko taisnlenka trijstiru vienadiba AAA'P = ABB'Q; tapéc
AP=BQ. Tapéc CQ=BQ-BC=AP-AD=DP, k.b.j.

BW.G.3. Atbilde: a) ar 6, b) ar 5.
Risinajums. a) Apskatisim taisnstura virsotnes un garako malu viduspunktus.
Katri divi no Siem 6 punktiem atrodas attdluma >3 viens no otra. Ta ka

3> 2-\/5, tad nekadus divus no Siem 6 punktiem nevar parklat ar vienu rinki;
tapéc ar 5 rinkiem nepietiek. No otras puses, taisnstliri 6x3 viegli parklat ar

seSiem kvadratiem 2x2, un katru no Siem kvadratiem var parklat ar vienu
rinki. Tatad ar 6 rinkiem pietiek.
b) Apskatisim taisnstlra virsotnes un centru. Attalums no centra lidz virsotnei

ir %\/5%32 =%\/§=,/8,5>\/§=2\/§; ari 3>2J2 un 5>2v2. Tapac

nekadus divus no Siem 5 punktiem nevar parklat ar vienu rinki; tapéc ar 4
rinkiem nepietiek.
y
3

)
2 AT6. zZim.

5
Ka redzams A76. zim., taisnsturi var sadalit 5 taisnstilros ar izmériem §><2

5
vai Exl; katram no tiem diagonale ir isaka neka 2\/5, tatad katru no tiem

var parklat ar vienu rinki. Tatad ar 5 rinkiem pietiek.

BW.G.4. Apzim€jam AC viduspunktu ar Bi. Papildinam trijsttri ABC lidz
paralelogramam ABCX. Tad CX=BA, tatad CX=CD=CE. Tatad eksisté rinka
linija o, kas iet caur X, D un E. Ta ka DE ir Sis rinka linijas diametrs, tad

82



/DXE=90°. Punkts M atrodas uz BX, un saskana ar medianu krustpunkta

ipasibu BM=§BBl=%BX. Ta ka ari BP=%BD un BQ=%BE, tad

homotétija ar centru B un koeficientu 1 /DXE attélojas par ZPMQ. Tapéc

3
Z/PMQ= /DXE =90°.

BW.G.5. Apzimé&jam ar Ai, B, Ci, D1 attiecigi a un BD, b un AC, c un BD, d un AC
krustpunktus. No dotajiem taisnajiem lenkiem seko, ka sekojoSas punktu
grupas katra atrodas uz vienas rinka linijas:

A, D, Ai, D1, H - uz w1 ar diametru AD,
B, C, B1, Ci1, H — uz wz ar diametru BC,
C, D, Ci1, D1 — uz ws ar diametru CD.

Y A77. Zim.

Rinka ITniju w1 un ws radikala ass ir DD1, bet w2 un ws radikala ass ir CCi1. Ta
ka Y ir DD1 un CC: krustpunkts, tad Y ir wi, w2 un ws radikalais centrs, tatad
pieder wi un w2 radikalajai asij /. Lidzigi (ws vieta izmantojot rinka liniju wa,
kas iet caur A, B, Ai, B1) pierada, ka ari X pieder wi un w2 radikalajai asij /.
Bet ¢ iet caur H, kas ir kop&js w1 un wa. Tatad X, Y, H visi pieder taisnei 7,
k.b.j.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Ja q=1, uzdevuma apgalvojums acimredzams. Ja q>1, izsacisim q ka
pirmskait|u reizingjumu: q=d,-q, -...-q, . Protams, ari q1, gz, ..., gk ir skaitla
(n +1)p —n® dalitaji. Pienemsim, ka més prastu pieradit: qi-1 dalas ar p, ja
1<i<Kk. Pierakstot to kongruencu valoda, iegistam

qlEpl
d, Epl
qk Epl

Sareizinot Sis kongruences, iegustam 0, -Q,-...-q, =, 1 jeb q=,1, k.b.j.
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Tatad mums pietiek pieradit uzdevuma apgalvojumu gadijumam, kad
q ir pirmskaitlis.

Risindjuma més izmantosim Sadus divus labi pazistamus skaitlu teorijas faktus
(lasitajs var tos pieradit patstavigi vai ar atrast to pieradijumus literatiira):
(1) ja g - pirmskaitlis un x nedalas ar g, tad eksisté tads y, ka Xy =, 1

(2) ja to ir mazakais no tiem nenulles kapinatajiem t, kam izpildas sakariba
x' =, 1, tad katrs 3ads kapinatajs t dalas ar to.

Fakta (1) pieradijuma apluko skaitlu x, 2x, 3x, ..., (g-1)x atlikumus, dalot ar
g, un pierada, ka tie visi ir dazadi un atskirigi no nulles; fakta (2) pieradijuma
izsaka t=K-t,+r, 0<r<t,, un pierada, ka r=0.

Risindjuma plans ir Sads.

1) atradisim tadu skaitli s, ka S” qu un p ir mazakais no tiem nenulles
kapinatajiem t, ar kuriem s' =, 1. Tad automatiski s nedalas ar q un tapéc
LKD(s,q)=1.

2) atceresimies, ka no Ferma Mazas teorémas seko gt =, 1.

3) saskana ar augsminéto Tpasibu (2) ieglisim, ka g-1 dalas ar p, k.b.j.

Atliek realizét punktu 1).

Ja (n+1)° —nP dalas ar pirmskaitli q, tad ne (n+1)°, ne n® ar g nedalas.

(Pretéja gadijuma ari otrs no Siem skaitliem dalitos ar g, bet tad gan n+1, gan
n dalitos ar q; tas nav iespé&jams.) Tatad ne n+1, ne n nedalas ar q; tapéc
LKD(n,q)=LKD(n+1,q)=1.

Saskana ar (1) eksisté tads m, ka m-n= 1.

Definéjam s=m(n+1). Més apgalvojam, ka tas apmierina punkta 1) prasibas.
Vispirms parbaudisim, ka s’ =, 1. Ta k& péc uzdevuma dota (n +1)p -nP
dalas ar q, tad (n+1)° =, nP. Tapéc

p P _ _ p_
s =(m(n+1)) =m"-(n+1)° =, m’n® =(m-n)’ =, 1.
Saskana ar (2) mazakais no tiem t, kam s' =, 1, ir p dalitajs. Ta ka p ir
pirmskaitlis, tad mazakais no $adiem t ir vai nu 1, vai p. Pienemsim, ka tas ir
1; tad m(n+1) =,1. Ta ka art m-n= 1, tad, atpemot Sis kongruences,
iegistam m=, 0, un tad m-n=, 0 - pretruna. Tatad mazakais no tiem t,
kam s' =, 1, irp, k.b.j.
BW.S.2. Atbilde: a=2m?-2m+1, meN.

Risinajums. Apzimésim y, =2x,-1. Tad pie n>1
Yo =4X X, , = 2X, 4 —2X,, +1= (an—l _1)'(2Xn—2 _1): YnaYn,- Tapéc pie
n=0 Yoz = Yne2Yna =Yna Yo You = y§+l Yoo Tatad yn+s3 ir kvadrats tad un

tikai tad, ja yn ir kvadrats. Tapéc visi ysn ir kvadrati tad un tikai tad, ja yo ir
kvadrats, bet yo=2a-1; ja tas ir kvadrats, tad tas ir nepara skaitla 2m-1

kvadrats, m>1. Tatad 2a—1= (2m —1)2 , No kurienes seko vajadzigais.
BW.S.3. Izsacisim X=2°-X, un y=2'-y,, kur x1 un y1 - nepara naturali skait]i.
2
27Xy,

Varam pienemt, ka s>t. Tad z=_— .
27X +Y,
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Ja s>t, tad skaititaja ir para, bet saucéja - nepara skaitlis, tatad z ir para

25+2X
skaitlis — pretruna. Tapéc s=t un z :—1yl.

X1+Y:
Apzimésim LKD(x1,y1)=d, x1=dxz, y1=dyz; tatad LKD(xz,y2)=1. Tad
L 25+2X2y2d

X, +Ys
ar 4. Ta ka x2 un yz ir nepara skaitli, tad viens no tiem dod atlikumu 1, bet
otrs — atlikumu 3, dalot ar 4; varam pienemt, ka X, =, 3. Ta ka
LKD(x2,x2+y2)=LKD(x2,y2)=1, tad x2 skaitla z izteiksmé& nesaisinasies; tapéc
X2 ir skaitla z dalitajs mums vajadziga forma.
BW.S.4. Atbilde: ja, var.
Risinajums. Vienadibas

52 =32 +4°

5°.52 =32.5% +4% .5 =32 (3% +4%) +4% .52 =32.3° + 3% .47 + 4° .5
5°.52.52 =32.32.5% +32.42.5% + 42 .57 .52 =
=32.3%.(32+42)+32.42.5% + 4 .52.52 =

=32.37.324+32.32.42 +32.42.5% 1 4> .57 .52 utt.

parada, ka var iegit jebkuru galigu skaitu dazadu kvadratu ar vajadzigajam
Tpasibam.

BW.S.5. Atbilde: n=2*-3Y, kur x un y ir nenegativi veseli skaitli un y<x<2y.

Risindjums. Piepemam, ka n=p,-p, -...-p,, Mm=(p, +D(P, +D-...-(p, +1
un pk ir vislielakais no pirmskaitliem pi, ..., pk (vai viens no vislielakajiem, ja
tadi ir vairaki). Pienemsim uz bridi, ka px>3. Tad kadam i, 1<i <Kk, pi+1

C+1 +1 1
dalas ar pk, bet tas nav iesp&€jams: ja pi=px, tad Pit2 = P =1+— nav

Py Py Py

. Ta ka skaititajs dalas ar 4 un z ir nepara, tad ari saucéjs dalas

vesels skaitlis, bet, ja pi<pk, tad pi+1<p«.

Tapéc n pirmreizinataji var bat tikai 2 un 3, tatad n=2" -3, kur x>0,
y>0, x uny - veseli skaitli. Tad m=3*-4Y =2% .3* Lai m dalitos ar n,
saskana ar aritmétikas pamatteorému nepiecieSami un pietiekami, lai 2y > X
un XYVY.
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Uzdevumu sadalijums pa téemam

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra,
geometrija, skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no Sim grupam sadalita vél sikakas apaksgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam
metodém. Ta ka izstradne paredzéta 9. - 12. klasu skoléniem, tad metodes izvéle
atkariga no skoléna vecuma un taja bridi vinam pieejamam zinaSanam.

Algebra

Funkcijas, virknes: S.9.1., R.11.4,, R.12.1.,V.9.2,, V.11.2,, A.9.4., A.12.3.,
IMO.5., BW.A.3.

Nevienadibas: S.10.4., S.12.1., R.10.3., R.11.4., V.10.4., A.10.5., A.11.2,,
VP.1.2., VP.2.3., IMO.3., AB.A.2., AB.A.4., BW.A.1., BW.A.2., BW.A.3., BW.A.5.
Funkcionalvienadojumi: S.12.4., V.12.2., VP.3.3., AB.A.5., AB.S.5., BW.A.4.
Vienadojumi, vienadojumu sistémas: R.9.3., A.9.4., A.11.4.

Polinomi: R.12.1., IMO.5., AB.A.3.

Parveidojumi: V.12.1., AB.A.1.

Geometrija

Ar rinka liniju saistiti lenki: S.9.2., S.11.3., R.10.4., R.11.3., R.12.4., V.10.3.,
V.11.4., A.9.3.,, A.12.2., VP.1.4., IMO.1., AB.G.1., AB.G.5., BW.G.1.
Geometriskie parveidojumi: V.10.3., BW.G.4.

Vienadi trijstuari: V.9.3., BW.G.1., BW.G.2.

Laukumi: S.12.3., R.9.2., A.12.5., IMO.6.

Metriskas sakaribas: S.10.3., V.12.3., A.10.2., VP.2.2., AB.G.4.

Lidziba: V.12.3., AB.G.1.

Koordinatu metode: S.10.1., S.11.1.

Nevienadibas: S.9.4., S.11.4., A.11.3., IMO.1., IMO.6., AB.G.3.

Figiuru sistemas: S.9.5,, R.10.2,,R.11.2,, V.12.5,, A.10.1., VP.1.5., AB.G.2,,
BW.K.3., BW.G.3.

Radikala ass: BW.G.5.

Dirihle princips: S.9.5., V.12.5., IMO.2., BW.K.3., BW.G.3.

Vektori: V.11.5.

Skaitlu teorija

Atlikumi: 5.9.3., S.12.2., R.11.1,, R.12.3,, V.10.2,, A.11.1,, VP.3.1., AB.S.1.,
AB.S.4.

Kongruences: BW.S.1.

Sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: S.9.3., S.12.2., V.9.1., V.12.4., A.9.5,,
A.12.1., VP.1.1., AB.S.2., AB.S.3., BW.K.5., BW.S.2., BW.S.3., BW.S.5.
Racionali un iracionali skaitli: S.10.2.

Dalamibas ipasibas un pazimes: S.11.5., R.10.1., R.12.3., A.10.3., AB.S.5.
Vienadojumi veselos skaitlos: V.11.3., IMO.4., BW.S.4.

Skaitla pieraksts: S.11.5., A.9.1.

Kombinatorika

Dirihlé princips: S.10.5., S.11.2,, R.12.2,,V.9.4,, V.10.1., VP.1.3,, VP.3.2,,
BW.K.2., BW.K.5.

Invariantu metode: V.11.1., V.11.5.

Ekstremala elementu metode: A.9.2.
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Skaitisana: AB.K.3., BW.K.4.

Gadijumu parlase: V.10.5., AB.K.1., AB.K.2.

Kombinatorikas strukturas: S.12.5., R.9.1., R.12.2.,V.9.4., A.10.4., A.11.5,,
AB.K.5., BW.K.2.

Algoritmika

Algoritma izstrade: R.10.5., R.11.5., A.12.4., VP.1.5., AB.K.4.
Algoritma analize: R.9.5., R.12.5., V.9.5,, VP.2.1., AB.K.4., BW.A.1., BW.K.1.
Logiski uzdevumi: R.11.5.
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Literatura

Vairaki Latvijas olimpiazu uzdevumi aizgdti no citiem avotiem:

Olimpiade ,Baltijas cel$”: S.10.3., S.11.4., S.11.5., S.12.4.
Iranas matematikas olimpiade: R.11.4.

Jaunzélandes matematikas olimpiade: R.12.5., V.9.3.

Irijas matematikas olimpiade: V.10.2.

Lielbritanijas matematikas olimpiade: V.10.5., VP.3.1.
Bulgarijas matematikas olimpiade: V.11.4., V.12.3., VP.1.1.
Sanktpéterburgas matematikas olimpiade: V.11.5.

ASV matematikas olimpiade: V.12.1., VP.1.2.

Balkanu matematikas olimpiade: VP.1.4., AB.S.3.
Starptautiska matematikas olimpiade: VP.1.5.

Izraélas - Ungarijas matematikas sacensibas: VP.3.2., AB.A.4.
Rumanijas matematikas olimpiade: AB.A.5., AB.K.2., AB.S.4.
Krievijas matematikas olimpiade: AB.S.2.

T.Andrejesku: A.12.5.
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Sérija ,Laima” matematika

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformé&taja: L. Kalnina

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo,
bet dvéselé lielo islandieSu tautu.

Kops ta laika misu tautu solidaritate izpaudusies daudzéjada zina. Viena no
tas izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas
projekts), kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pdlinus matematikas
olimpiazu un matematikas padzilindtas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju
par svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitdjs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais

ieguldijums.
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