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Ievads

Matematikas olimpiades vienmér ir bijusas lielisks paliglidzeklis
matematikas pilnigakai apgtsanai un izpratnei. To uzdevumi ir atskirigi no skola
apgutajiem, Iidz ar to matematikas olimpiades ari paplasina skolénu redzesloku
un vedina skolénus domat par matematikas zinatnes témam. Tas sniedz
skoléniem ne tikai jaunas zinaSanas, bet ari dod iesp&ju satikties skoléniem ar
[l[dzigam interesém. Tadé&jadi skoléni tiek motivéti turpinat padzilinatu
matematikas apgtsanu, tacu ar pasam olimpiadém vien nepietiek - skoléniem ir
nepiecieSams tam ari gatavoties.

ST gramata ir paredzéta ka paligs gatavosanas procesa. Gramata ir apkopoti
2006./2007.m.g. matematikas olimpiazu 9.-12. klasu uzdevumi un atrisinajumi.
Bez uzdevumiem un atrisindjumiem gramata ieklauta art 3. sadala - ieteikumi,
kur var pasmelties idejas, ja neizdodas atsisinat uzdevumus patstavigi. Iesakam
lasitajam vispirms censties atrisinat uzdevumu pasa spékiem vai risinat to kopa
ar draugiem un tikai tad meklét palidzibu ieteikumos vai atrisindjumos. Veltiet
laiku gan uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisindjumus, gan atrisinajumu
saprasanai.

Gramata apskatitas tadas matematikas olimpiades ka sagatavosanas,
rajona, valsts, atklata, starptautiska un ,Baltijas Cels".

Sagatavosanas olimpiade notiek kops 1987./ 88. macibu gada; to rikoSanas
ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.

Rajona olimpiades 9. - 12. (agrdk 8. - 11.) klasém notiek kops 20. gs.
piecdesmitajiem gadiem. Kops 1977./ 88. macibu gada tas, tapat ka valsts
olimpiades 3. karta, tiek rikotas, sadarbojoties LR IZM/ LR IZM ISEC un LU
A.Liepas NMS.

Atklatas matematikas olimpiades notiek kops 1974. gada. Tas riko LU
A.Liepas NMS.

Starptautiska matematikas olimpiade notiek kops 1959. gada, kad ta notika
Rumanija. Sakuma taja piedalijas tikai Austrumu bloka valstis. 2006./2007.
macibu gada Saja olimpiadé piedalijas dalibnieki no 93 valstim.

.Baltijas Cel$” pirmo reizi notika 1990. gada Riga. Tas ieguvis savu
nosaukumi no masu demonstracijas, kas notika 1989.gada maija. Atskiriba no
lielakas dalas matematikas sacensibu ,Baltijas Cel$” ir komandu sacensibas. Taja
sakotné&ji piedalijas tikai Baltijas valstis, bet nu taja piedalas visas valstis ap
Baltijas juru un Islande.

So sacensibu uzdevumu atrisina$anai bieZi nepiecie$ami nevis sarezditi
matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu Tpatnibu,
no kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var ieglt pilnigu
atrisinajumu. Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot tikai
visparigus sprieSanas panémienus, taCu uzdevuma atrisindjumiem ir jabat
pilnigiem un skaidri pierakstitiem.

Daudzus uzdevumus noteikti var atrisinat ari citadi, neka te noradits, tapéc
ir vérts atrisinat uzdevumu pasa spékiem un tikai tad iepazities ari ar gramata
sniegtajiem atrisinajumiem, jo tie var saturét jaunas, jums agrak nezinamas
idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas jlsu patstavigi veiktajos spriedumos.
Ja atrisinajumos tiek izmantoti kadi risinatajam nezinami panémieni, noteikti
jameklé un jaapgdst Sie panémieni, lai varétu turpmak tos izmanot.

Novélam apgut daudz derigu ideju un ceram, ka gramata Jums palidzés
sasniegt savus meérkus.

Autori



Uzdevumi

S. SagatavoSanas olimpiade
S.9. Devita klase

S.9.1. Kvadratvienadojuma X + px+ =0 saknes atskiras viena no otras vismaz

par 6. Pieradit, ka kvadratvienadojuma X2+2px+3q:0 saknes atskiras

viena no otras vismaz par 10.

$.9.2. Andrim un Maijai bija vienads daudzums konfeksu. Andris apéda 8 reizes
mazak konfekSu neka Maija, un vinam palika 9 reizes vairak konfekSu neka
Maijai. Pieradit, ka Andra sakotng&jais konfeksSu skaits dalijas ar 71.

S$.9.3. Uz taisnlenka trijsttra ABC hipoteniizas AC atlikts tads punkts D, ka
CD =CB. Uz katetes BC atlikts tads punkts E, ka DE = CE. Pieradit, ka
AD + BE = DE

S$.9.4. Kvadrats sastav no 3x3 ritinam. Katra rdtina janokraso kada krasa.
Nepieciesams, lai katram divam dazadam krasam varétu atrast divas ritinas
ar kopé&ju malu, kuras nokrasotas Sajas krasas. Kads ir lielakais iesp&jamais
krasu skaits?

S.9.5. Tabula aizpildita ar skaitliem, ka paradits 1. zZim. Ar vienu gajienu var
izvEleties patvaligu pozitivu skaitli k un pareizinat vai nu visus vienas rindas,
vai visus vienas kolonnas skaitlus ar k. Vai, atkartojot Sadus gajienus, var
iegut 2. zim. attéloto situaciju?

314|5 3(6[9
6|78 47|10
9110|11 58|11
1.zim. 2.Zim.

S.10. Desmita klase
S.10.1. Dots, ka a, b un ¢ apmierina sakaribu (a+ b+ C)(9a—3b+ C)<O, pie tam

a = 0. Pieradit, ka vienadojumam ax® + bx+c =0 ir divas daadas saknes.

S.10.2. Vienu un to pasu naturalo skaitli dalija ar atlikumu ar 3, ar 24 un ar 50
(varbit kads atlikums bija 0). Ieglto triju atlikumu summa bija 17. Pieradit,
ka, dalot ar 3, ieguva atlikumu 1.

S.10.3. Trijsttra augstumu garumi ir 24, 30 un 40. Aprékinat ta laukumu.

$.10.4. Saurlepku trijstari ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti
perpendikuli pret malam AB un CB; to pamati ir attiecigi M un N. Pieradit, ka
punkti A, M, N, Catrodas uz vienas rinka linijas.

S.10.5. Vai eksisté tads naturals skaitlis n un polinomi P,(x), P,(X), ...,P,(x), ka

visiem X pastav sakariba X=(P1(X))3+(PZ(X))3+...+(Pn(X))3? Vai Sis

apgalvojums paliek spéka, ja vienadibas kreisaja pus€ X aizstaj ar x20069



S.11. Vienpadsmita klase
S.11.1. Dots, ka a un b - pozitivi skaitli. Funkciju f(x)=ax2+6x+b un

9(x) =bx? + 6x+a minimalo vértibu summa ir 0. Pieradit, ka katra no &im
minimalajam vértibam atseviski ir 0.

S.11.2. Naturals skaitlis n ir 20 dazadu naturalu skaitlu reizindjums. Kads ir
mazakais iesp&jamais N naturalo dalitaju skaits?

S.11.3. Stari Omun On krusto divas rinka linijas, ka paradits 3. zim.

3. 2m.

Dots, ka B, C, G, Fatrodas uz vienas rinka linijas. Pieradit, ka ari A, D, H, E
atrodas uz vienas rinka linijas.
S.11.4. Vai eksisté funkcija f(X), kas definéta visiem realiem X, pienem realas

vértibas un visiem realiem X apmierina sakaribu f(— X2 +3X+1)= (f(x))2 +27?

S.11.5. Apskatam tabulu ar izmériem 2xn rdtinas (skat. 4. zim.). Visas ratinas
kopa kaut ka izvietotas 2" monétas. Ar vienu gajienu var izvél&ties ritinu,
kura ir vismaz 2 monétas, vienu no Sim moné&tam aizvakt no tabulas, bet otru
parbidit vai nu vienu vietu uz augsu (ja to iesp&jams izdarit), vai vienu vietu
pa labi. Pieradiet: var panakt, lai lab&jas kolonnas augsSéja ritina atrastos
kada monéta.

4. 7M.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Kadu lielako daudzumu komisiju var izveidot no 6 cilvékiem, ja katra
komisija ir vismaz viens cilvéks, neviens cilvéks nav visas komisijas, katram
divam komisijam ir vismaz viens kop€js loceklis un nekadas divas komisijas
péc sastava nesakrit?

S.12.2. Trijstaris ABC ir regulars. Tam apvilkta rinka linija. Uz loka BC, kas
nesatur virsotni A, nemts punkts M. Pieradit, ka MA = MB + MC.

S.12.3. Vai pastav tadi naturali skaitli n un k, ka (1+ 2+3+...+ n)+ 2=k??
S.12.4. Dots, ka a, b, ¢c- pozitivi skaitli. Pieradit, ka

a®+b* +c®+15abc< 2(a+ b+c)(a2 +b? + 02).

S.12.5. Par kiegeli sauksim figlru, kas sastav no 5 vienadiem kubiniem; Cetri no
tiem izvietoti kvadrata forma, bet piektais saskaras ar vienu no Siem cetriem
pa veselu skaldni, pie tam neatrodas tai pasa ,slant”, kur paréjie Cetri (skat.
5. zim.).



5. Z2m.

a) pieradit, ka no vairakiem vienadiem kiegeliem var salikt kubu,
b) kads ir mazakais iesp&jamais kiedelu skaits sada kuba?

R. 57. Rajona olimpiade
R.9. Devita klase

R.9.1. Kada var bt summa tadiem Cetriem divciparu pirmskaitliem, kas sastaditi
no cipariem 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; Qizmantojot katru no tiem tiesi vienu reizi?

R.9.2. Dots, ka 3< x<6 un 3< y<6. Pieradit, ka 2x> + 2y? < 5xy.

R.9.3. Taisnlenka trijstiari ABC (LACB=90°) novilkta mediana CM. Rinka linija,
kas ievilkta AACM, pieskaras AC un AM attiecigi punktos X un Y; dots, ka

XY”CM . Aprékinat AABC lenku lielumus.

R.9.4. Celu policijas vieniba ir 7 policisti. Katru vakaru dezurét dodas 3 no tiem.
Péc kada laika izradijas, ka katri divi policisti kopa dezuré&jusi tiesi n reizes.

a) atrodiet kaut vienu iesp&€jamu n vértibu,
b) vai var bat, kan=3?

R.9.5. Kvadrats sastav no 10x10 rdtinam. Katra rGtina ierakstits naturals
skaitlis, kas neparsniedz 10. Ja divam ritinam ir kop&ja mala vai kopéjs
stiiris, tad tajas ierakstito skaitlu lielakais kopigais dalitajs ir 1.

a) pieradit, ka kads skaitlis ierakstits vismaz 15 riitinas,
b) pieradit, ka kads skaitlis ierakstits vismaz 17 ritinas.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Ir 2006 péc aréja izskata vienadas monétas. Dazas (vismaz viena) ir istas
un dazas (vismaz viena) ir viltotas. Visam Iistajam monétam ir vienadas
masas; ari visam viltotajam monétam ir vienadas masas. Viltotas monétas ir
vieglakas par istajam. Ka, izmantojot sviras svarus bez atsvariem, ar ne
vairak ka 1004 svérsanam noskaidrot, cik ir viltoto monétu?

R.10.2. Kvadrats sastav no nxn ratinam,n> 3. Pieradit, ka katru rdtinu var
nokrasot baltu, melnu vai sarkanu ta, lai izpilditos TpaSiba: katrai rGtinai X
eksisté tadas divas kaiminu ratinas y un z, ka X, Yy un Z visas nokrasotas
dazadas krasas. (Divas riatinas sauc par kaiminu ratinam, ja tam ir kopéja
mala.)

R.10.3. Sauksim naturalu skaitli n>1 par labu, ja visus ta pozitivos dalitajus var
sadalit divas dalas, kuru summas ir vienadas.

a) atrodiet kaut vienu labu skaitli, kas lielaks par 10,
b) vai eksisté labi skaitli, kas lielaki par 20 072 007

R.10.4. Taisnlenka trapecé ABCD ( LA= /B =90°) diagonales krustojas punkta
S. Punkts M atrodas uz nogriezna AB un SM L AB. Pieradit, ka
ZCMS= /ZDMS.

R.10.5. Dots, ka f(x)= x? +8x+12. Atrisinat vienadojumu f(f(f(x)))=0.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Atrisinat naturalos skaitjos vienadojumu X2 +3x=2Y.



R.11.2. Kada klas€ ir n zéni un N meitenes. Katrai meitenei patik X z€ni. Katram
zénam patik y meitenes. Pieradit, ka:

a) ja X +y>n, tad noteikti var atrast tadu zénu un tadu meiteni, kas patik
viens otram,
b) ja X + y <n, tad var gadities, ka Sadu zénu un meiteni atrast neizdodas.

R.11.3. Vai eksisté 3 kvadrattrinomi ar Tpasibu: lai ka ari apzimétu vienu no tiem
ar fi(x), otru — ar f,(X) un treSo - ar f;(x), atradisies tads skaitlis a, ka
fi(@) < f,(a) < f3(a) ?

R.11.4. Saurlenku trijstiri ABC novilkti augstumi AX un CY; malas AC
viduspunkts ir M. Uz augstuma AX atziméts tads punkts Z, ka YZ=7ZX
Pieradit, ka punkti A; Y; Z;, M atrodas uz vienas rinka linijas.

R.11.5. Rinda izrakstiti 6 pozitivi skaitli; pirmais no tiem ir 1, sestais ir 6. Par So
rindu ir zinams: ja skaitli X, Y, zatrodas taja viens aiz otra tieSi $ada seciba,

2Xz
tad y=——. Kadi skaitli izrakstiti rinda?
X+2

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Skaitli a1; a; ag, a4 Sada seciba veido geometrisku progresiju, kuras visi
locek]i ir dazadi; f (X) ir kvadrattrinoms. Vai var vienlaicigi pastavét
vienadibas f (a)) = a,, f (&) =a;, f (a3) = a,?

Vai var vienlaicigi pastaveét tikai divas no Sim vienadibam?

R.12.2. Pa apli izvietotas n spuldzes; sakotné&ji tas visas ir izslégtas. Viena
spuldze apziméta ar S. Atrodam visus skaitla n pozitivos dalitajus, ieskaitot 1
un n. Katram $3adam dalitdgjam d veicam sekojo$u operaciju: mainam katras
d-tas spuldzes stavokli (sakot ar spuldzi S), pavisam izdarot n mainas.
(Pieméram, ja 6. zim attélotaja situacija pie n=6 nemts dalitajs d =3, tad
pakapeniski mainisim spuldzu S; C; S; C; S; C stavoklus.)

S

D B
C

Kuram n vértibam, beidzot Sis darbibas, visas spuldzes bis ieslégtas?

R.12.3. Kadiem naturaliem skaitliem n vienlaicigi piemit sekojoSas ipasibas:
a) n- 1lun n+ lir pirmskaitli,

b) skaitla n visu naturalo dalitdju summa (ieskaitot 1 un n) ir 2n?

R.12.4. Trijstira ABC lenka A bisektrise krusto malas AB vidusperpendikulu
punkta X, malas AC vidusperpendikulu - punkta Y, bet AABC apvilkto rinka
liniju - punkta Z. Punkti A, X, Y, Z atrodas uz bisektrises Saja seciba.
Pieradiet, ka AX=YZ

R.12.5. Kvadrats sastav no 12x12 rGtinam, kas izkrasotas melnas un baltas
Saha galdina kartiba. Ar vienu gajienu var izvéléties divas ritinas, kam ir
kopiga mala, un parkrasot tas: melnu - par sarkanu, sarkanu - par baltu,
baltu - par melnu. Ar kadu mazako gajienu skaitu var panakt, lai vienlaicigi
visas sakotné&ji melnas ratinas butu baltas, bet visas sakotné&ji baltas rutinas -
melnas?

6. ZIM.
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V. 57. Republikas olimpiade

V.9. Devita klase
V.9.1. Dots, ka Xx# Yy un x* —2007x = y? — 2007y . Aprékiniet X+ Yy vértibu.
V.9.2. a) Vai var gadities, ka katram no kvadratvienadojumiem X2 + px+q=0,

X2 +(p+)x+(q+) =0 un x>+ (p+2)x+(q+2)=0 abas saknes ir veseli
skaitli?

b) Vai var gadities, ka bez tam ari vél katram no kvadratvienadojumiem
X2+ (p-Dx+(q-1)=0 un x*+(p—2)x+(q—2)=0 abas saknes ir veseli
skaitli? (Saknes var but ari vienadas.)

V.9.3. Saurlenku trijstiri ABC nogrieznis AM ir mediana, bet nogrieznis BN -
augstums. Dots, ka ZMCA=2-ZMAC. Pieradit, ka BC=2- AN.

V.9.4. Kvadrats sastav no 7x7 vienadam kvadratiskam rGtinam. Dazas no tam
nokrasotas melnas ta, ka katra kolonna un katra rinda ir para skaits melnu
ratinu (varbdt neviena). Kads var bit kopé&jais melno ratinu skaits?

V.9.5. a) Vai var 7. zim. paraditas tabulas ritinas ierakstit naturalus skaitlus no
1 Iidz 9 (katra ritina - citu skaitli) ta, lai izpilditos ipasiba: ja rinda un kolonna
apzimétas ar vienadiem burtiem, tad tajas ierakstito skaitlu reizinajumi ir
vienadi?

> WO
>WOOmMTEOI—

ABC

7. ZiM. A BCDEFGHI 8. Zm.

b) Vai var 8. zZim. paraditas tabulas ritinas ierakstit naturalus skaitlus no 1
lidz 81 (katra ratina - citu skaitli) ta, lai izpilditos tadda pati ipasiba?

V.10. Desmita klase

V.10.1. Vai eksisté tadi naturali skaitli X un y, ka izteiksmes X°—y%—Xx+Yy
vértiba ir a) 10, b) 20077
V.10.2. Pa apli izvietoti N traucini, N> 3; dazos no tiem atrodas monétas (varbit
tikai viena vai neviena monéta). Monétu pavisam ir tiesi n. Ja ir vismaz viens
traucins, kura atrodas ne mazak par 2 monétam, tad ar vienu gajienu atlauts
izvéleéties vienu no Sadiem trauciniem, iznemt no td 2 monétas un ielikt tas pa
vienai abos blakus esoSajos traucinos. Ar ieglto situaciju drikst izpildit tadu
pasu gajienu, utt.
Sakotnéji visas monétas atrodas viena traucina. Vai var panakt, lai katra
traucina batu tiesi viena monéta, jaa) n =7, b) n = 10?
V.10.3. Ja n - naturals skaitlis, kas lielaks par 1, tad ar X(n) apzimé&jam lielako
pirmskaitli, kas neparsniedz n, bet ar y(n) - mazako pirmskaitli, kas parsniedz
n. Pieméram, X(6) =5 X(5) =5 y(5) = 7. Pieradit, ka
1 1 1 1 1 1
+ + +.o..+ =—- .
X(2)-y@2) xQ)-y@ x(4)-y@) x(600-y(600 2 601
V.10.4. Regulara trijstira ABC iekSpusé izvélas patvaligu punktu O. Uz trijstira
malam AB, BC, CA attiecigi atrod tadus punktus X, Y, Z, ka OX||CA OY||AB
OZ||BC (skat. 9. zim.).
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X o)

C —
A 7 9. Zm.

Pieradit, ka nogrieznu OX, OY, OZ vidusperpendikulu veidota trijstlira
laukums nav atkarigs no O izvéles.

V.10.5. Uz papira lapas uzrakstiti n dazadi naturali skaitli, kas neparsniedz 14. Ir
zinams: katru no naturaliem skaitliem 1;2;3;...;27 var izsacit vai nu ka X, vai
ka 2x, vai ka X+ Y, kur Xun Yy - kaut kadi uzrakstitie skaitli.

Pieradit, kaa) n>6,b) n>7.

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Dots, ka N - naturals skaitlis.
a) Vai skaitliem nun n + 2007 var bt vienadas ciparu summas?
b) Vai skaitliem nun n + 199ciparu summas var bit vienadas?

V.11.2. Vai eksisté tadi tris kvadrattrinomi, ka katram no tiem ir vismaz viena
sakne, bet nekadu divu kvadrattrinomu summai saknu nav?

V.11.3. Katra papira lapas puse sadalita 3 daudzstlros. Viena pusé viens
daudzstiris nokrasots balts, otrs - sarkans, tresais - zals.
Pieradit: daudzsturus lapas otra pusé ari var nokrasot vienu baltu, vienu
sarkanu un vienu zalu ta, lai vismaz tre$a dala no lapas laukuma btu
nokrasota vienadi no abam pusém.

V.11.4. Uz trijstira ABC medianas AM nemts tads punkts K, ka
ZBAC+ ZBKC =180 . pieradit, ka AB-KC = AC-KB.

V.11.5. Realu skaitlu virkné a;,a,,8as, ... dots, ka a;; =4,a,, =2 un agz;=1. Bez

a —a a +a
tam visiem naturdliem n pastav vienadiba —= M2 — 143 T2

a, — a8y a, +a,

Pieradit, ka

a) neviens virknes loceklis nav O,

b) virkne ir periodiska,

c) a1k+a'§+...+ afoo ir naturala skaitla kvadrats, ja K - patvaligs naturals
skaitlis.

V.12. Divpadsmita klase
V.12.1. Kadi var bt nenegativi redli skaitli a un b, ja vienadojumiem
x? +a’x+b®=0 un x? +b?x+a*® =0 ir kopiga redla sakne?
V.12.2. Katra n-stlira prizmas virsotné ierakstits vai nu ,+1”, vai ,-1". Zinams,
ka katras skaldnes virsotnés ierakstito skaitlu reizinajums ir ,-1".
Vai var bat, ka a) n=4, b) n=107?
V.12.3. Atrisinat vienadojumu sistému
sin x+cos’ y = y?
sin? y+cos X=X
V.12.4. Divas rinka linijas W; un W, krustojas divos punktos A un B. Taisne t; iet

caur B un krusto w; vél punkta C, bet W, - vél punkta E. Taisne t, iet caur B
un krusto w; vél punkta D, bet w, - vél punkta F.
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Punkts B atrodas gan starp C un E, gan starp D un F. Nogrieznu CE un DF
viduspunktus apziméjam attiecigi ar M un N.
Pieradit, ka trijstari ACD, AEF un AMN ir lidzigi viens otram.

V.12.5. Naturalo skaitlu kopa sadalita dalas ta, ka katrs naturals skaitlis nonacis
tiesi viena dala un katra dala ir bezgaligi daudz skait|u. Vai noteikti starp
dalam atradisies tada, kas satur jebkura naturala skaitla daudzkartni?
Atbildiet uz So jautajumu, ja a) dalu ir galigs daudzums, b) dalu ir bezgaligi
daudz.

A. Latvijas 34. atklata matematikas olimpiade

A.9. Devita klase

A.9.1. Kvadratveida tabula sastav no 10x10 rGtinam. Katra ratina ierakstits
nenulles cipars. No katras rindinas un katras kolonnas cipariem, nemot tos
patvaliga seciba, izveidots viens desmitciparu naturals skaitlis. Vai var
gadities, ka tieSi 19 no Siem skaitliem (ne vairak un ne mazak) dalas ar 3?

A.9.2. Dots, ka AABC ir regulars. Punkts P atrodas uz ABC apvilktas rinka linijas
(skat. 10. zim.) Taisnes, kas caur P vilktas paraléli AB, BC un CA, krusto
atbilstosi taisnes BC, AC un AB attiecigi punktos M, K un N. Pieradit, ka
ZBMN = ZBMK .

DA
10. zim.

A.9.3. a) katrs no naturaliem skaitliem a un b ir izsakams ka divu veselu skaitlu
kvadratu summa. Pieradiet, ka ari reizinajums a-b ir izsakams $ada veida.

b) atrodiet divus tadus polinomus ar veseliem koeficientiem f (X) un g(x), ka
visiem X pastav vienadiba
(f(x))> +(g(x))* = (x2 + 1Xx2 + 4Xx2 +2x+ ZXXZ —2x+ 2).

A.9.4. Regulara n-stdri jauzzimé vairakas slégtas lauztas linijas ta, lai katra no
tam sastavétu tiesi no n dazadiem posmiem, lai katras linijas katrs posms
butu vai nu n-stira mala, vai diagonale un lai gan katra n-stira mala, gan
katra ta diagonale bltu posms tiesi viena no Sim linijam. Vai to var izdarit, ja
a)n=8; b) n=9?

A.9.5. Pa apli novietotas 10 viena lata monétas, visas ar ,lasi” uz augsu. Ar vienu
gajienu atlauts apgriezt otradi vai nu cetras péc kartas novietotas monétas,
vai ari divas pirmas un divas péd€jas monétas piecu péc kartas esoSu monétu
virkné (skat. 11.zim.) Sadus gajienus drikst atkartot vairakkart. Kads
lielakais monétu daudzums var vienlaicigi atrasties ar gerboni uz augsu?

O
0. .0
11. zim.
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A.10. Desmita klase

A.10.1. Desmitciparu naturals skaitlis dalas ar 999 999 Vai tas var dalities ari ar
1000 001?
A.10.2. Dots, ka X, Yy, zun tir pozitivi skaitli.

1 1 11
a) Pienemsim, ka zinams: X+ Y+ z+1t < 4. Vai noteikti —+—+—+¥ >47
X y z

b) Pienemsim, ka zinams: X+ Y+ z+t > 4. Vai noteikti %+%+%+%S 47?

A.10.3. Doti 7 dazadi siera gabali. Pieradit: vienu no tiem iesp&jams sagriezt
divos gabalos ta, ka iegltos 8 gabalus var sadalit divas dalas (pa 4 gabaliem
katra) ar vienadam kopé&jam masam.

A.10.4. Plakne sadalita vienados kvadratinos ka ritinu lapa. Uzziméts izliekts
daudzsturis, kura visas virsotnes atrodas ratinu virsotnés, bet neviena mala
neiet pa ratinu Iinijam. Pieradit: daudzstlira iekSpusé esosSo vertikalo ratinu
[niju garumu summa vienada ar daudzstiira iekSpusé esoSo horizontalo ritinu
[iniju garumu summu.

A.10.5. Plakné doti n punkti, Nn>3. Nekadi 3 no tiem neatrodas uz vienas
taisnes. Apskatam visas iespéjamas taisnes, kas katra iet caur diviem no Siem
punktiem. Pieradiet, ka
a) starp tam noteikti var atrast n- 1 taisnes, no kuram nekadas divas nav
paralélas sava starpa,

b) starp tam noteikti var atrast n taisnes, no kuram nekadas divas nav
paralélas sava starpa,

c) iespéjams, ka starp tam nevar atrast n + 1 taisnes, no kuram nekadas
divas nav paral€las sava starpa.

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Punkts P atrodas regulara trijstira ABCiekSpusé. Pieradit, ka:
a) PA+PB+PC<3-AB,
b) PA+PB+PC<2- AB.
A.11.2, Pieradit, ka
1 N 2 N 3 - 2007 < 1
1441241 2%+2241 343241 2007*+20077+1 2

A.11.3. Dots, ka ABCD - trapece. Uzzimétas divas rinka linijas, kuru diametri ir
trapeces sanu malas AB un CD. Diagonalu krustpunkts S atrodas arpus Sim
rinka linijam. Pieradit: pieskares, kas no S novilktas abam rinka linijam,
vienadas sava starpa.

A.11.4. Kada firma dazi darbinieki vienmér melo, bet paréjie vienmér runa
patiesibu (ir gan tadi, gan tadi). Nekadi divi darbinieki nestrada firma vienadi
ilgi; nekadiem diviem darbiniekiem nav vienadas algas. Kadu ritu katrs
darbinieks sniedza divus pazinojumus:

a) nav pat ne 10 darbinieku, kas stradatu firma ilgak par mani;
b) vismaz 90 darbinieki sanem lielaku algu neka es.
Cik darbinieku strada firma?

A.11.5. Kvadrats sastav no nxn vienadam kvadratiskam ruatinam. Divas ratinas
sauc par blakus ritinam, ja tam ir kopiga mala. Sakuma visas ritinas ir
baltas. Ar vienu gajienu atlauts nokrasot melna krasa
a) vienu baltu rdtinu, ja visas tas blakus ratinas ir baltas,

b) no divam baltam ritinam sastavosu taisnstiri, ja tiesi divas no tam blakus
esosam ritinam jau ir melnas,
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c) no ¢etram baltam riitinam sastavosu kvadratu, ja visas 8 tam blakus
esosas ratinas jau ir melnas.
Vai var nokrasot melnu visu kvadratu, jaa) n=8; b) n = 13?

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Pieradit, ka ZAMB=ZANB=ZAKB, kur A, B, M, N, K - punkti, kas
atrodas kvadratiska rezga virsotnés (skat. 12. zim.)

M

N

K

A B
12. z7im.

A.12.2. Apskatam vienadojumu x° —6x% + 7x—1=0.
a) pieradiet, ka tam ir tieSi 3 dazadas pozitivas saknes,
b) taisnstlra paralélskaldna augstums, garums un platums ir vienadi ar Sim
sakném (katrs izmérs - ar citu sakni). Atrast paral€lskaldna tilpumu un
virsmas laukumu.

A.12.3. Uz taisnes t atrodas divas figlrinas: pa kreisi - balta, pa labi - sarkana.
Ar vienu gajienu atlauts vai nu novietot uz taisnes vienu otrai blakus vél divas
vienas krasas figurinas, vai ari nonemt no taisnes divas vienas krasas
figlrinas, ja tas atrodas viena otrai blakus. Vai, atkartojot Sadus gajienus, var
panakt, lai uz taisnes atrastos tiesi divas figlrinas: pa kreisi - sarkana, pa labi
- balta?

A.12.4. Rinkis ar centru O jasagriez n vienados gabalos ar linijam, kas sastav no
galiga skaita taiSnu nogrieznu un rinka Iiniju loku. Pie tam O nedrikst
vienlaicigi piederét visu gabalu robezam. Vai tas ir iesp&jams, ja
an=2;

b) n > 27 (Pozitivas atbildes gadijuma pietiek to paradit vienai n vértibai.)

A.12.5. Plaukta viena rinda kaut kada seciba atrodas profesora Ciparina kopoto
rakstu N s€jumi. Zinams, ka sakuma neviens s€jums neatrodas sava vieta. Ar
vienu gajienu atlauts mainit vietam divus blakus esoSus s&jumus, ja neviens
no tiem nav sava vieta. Pieradiet, ka var panakt, lai vienlaicigi visi s&jumi
bltu savas vietas.

VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
48.Starptautiskaja matematikas olimpiadé

VP.1. Latvijas 57.matematikas olimpiades 4.karta
VP.1.1. Dots, ka a>0, b>0, ¢>0 un (a+b)(b+c)(c+a)=1. Pieradit, ka
ab+bc+ca§§.

VP.1.2. Dots, ka BC ir rinka diametrs, XY - horda, kas perpendikulara Sim
diametram. Punkts P atrodas uz hordas XY, un BP||CY. Punkts M atrodas uz
hordas CY, un MP||CX Taisnes CX un PB krustojas punkta K. Pieradit, ka
PB/MK.
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VP.1.3. Dots, ka p - pirmskaitlis, p>2, un xP +yPdalas ar p (X, y - naturali
skaitli). Pieradit, ka xP + yP dalas ar pZ.

VP.1.4. Plakné doti 5 punkti. Katri tris no tiem ir tada trijstira virsotnes, kura
laukums neparsniedz 1. Pieradit, ka visus Sos 5 punktus var parklat ar trapeci,
kuras laukums neparsniedz 3.

VP.1.5. Pasaku karalvalsti ir n pilsétas, N> 2. Katras divas pilsétas savieno tiesi
viens celS. Uz katra cela ieviesta vienvirziena satiksme. Celu krustojumu arpus
pilsétam nav (izmantoti viadukti). Bez tam katrs celS nokrasots vai nu balta,
vai sarkana krasa.

Pieradit: var atrast tadu pilsétu A, ka uz katru citu pilsétu iespé&jams aizbraukt
no A, braucot tikai pa vienas krasas celiem (Si krasa var atskirties, braucot no
A uz dazadam pilsétam).

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 30. aprili

VP.2.1. Dots, ka n > 1 - naturals skaitlis. Pieradit: eksisté tads pirmskaitlis p un
tadi naturali skaitli X3 <Xp <Xz < .., ka visi skaitli p+nX;, p+nX, p+nxs ..
ir pirmskaitli.

VP.2.2. Dots, ka a, b, ¢ - Saurlenka trijstGra malu garumi. Pieradit, ka
(a+b+c)(a +b? +c2)(a® +b%+¢%) > 4a® +0° + c?).

VP.2.3. Dots, ka ABCD - izliekts Cetrstiiris; M un N ir attiecigi malu AD un BC
viduspunkti. Punkti A, B, M, N atrodas uz vienas rinka linijas. Taisne AB
pieskaras rinka linijai, kas apvilkta ap trijstGri BMC. Pieradit: taisne AB
pieskaras ari rinka linijai, kas apvilkta ap trijstari AND.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 1. maija

VP.3.1. Izliekts daudzstiris sagriezts 14 paralelogramos. Pieradit: So pasu

daudzstari varéja sagriezt 10 paralelogramos.
2000

VP.3.2. Kadiem naturaliem skaitliem n skaitlis —n 1 ir vesela skaitla
kvadrats?

VP.3.3. Kvadrats sastav no 2007x 2007 ratinam. Katra rdtina dzivo pa rakitim.
Vienas dienas laika rtkisi var paveikt vienu no sekojosiem darbiem:
a) katras rindas iekSpusé parkartoties patvaliga seciba ta, ka katra ratina
joprojam dzivo pa vienam rukitim,
b) katras kolonnas iekSpusé parkartoties patvaliga seciba ta, ka katra rdtina
joprojam dzivo pa vienam rakitim.
Kads ir mazakais dienu skaits, ar kuru pietiek, lai rakisi varétu realizét jebkuru
parkartosanos, kadu vien vini bltu iedomajusies (péc parkartosanas katra
ratina joprojam jadzivo pa vienam rakitim)?

IMO. 48. Starptautiska matematikas olimpiade
(48™ International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2007. gada 25. jlija.
IMO.1. Doti redli skaitli a,a,,...,a,. Katram i(1<i<n)
i<n

definéjam
d; = maxja; :1< j <if-minja; :i < j<njun d=maxd, :1<i <n}.

}
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a) Pieradit, ka brivi izvélétiem skaitliem X < X, <...< X, ir spéka nevienadiba
, d
max{x —a|:1<i < n}ZE'

b) Pieradit, ka eksiste tadi reali skaitli X <X,<...<X kam

nr
max{x —a|:1<i én}:%.

IMO.2. Doti tadi pieci punkti A, B, C, D, E, ka Cetrsttris ABCD ir paralelograms
un ap Cetrstari BCED var apvilkt rinka Iiniju. Taisne | iet caur punktu A un
krusto nogriezni DC ta iekSéja punkta F, ka ari krusto taisni BC punkta G. Ir
zinams, ka EF = EG = EC. Pieradit, ka | ir lenka DAB bisektrise.

IMO.3. Starp matematikas sacensibu dalibniekiem daZi sava starpa ir draugi;

draudzibas ir abpuséjas - ja A draudzéjas ar B, tad ari B draudzé&jas ar A.
Dalibnieku grupu sauc par kliki, ja katri divi dalibnieki no Sis grupas sava
starpa ir draugi (Iidz ar to par kliki tiek uzskatita art jebkura grupa, kas sastav
no mazak neka diviem dalibniekiem). Dalibnieku skaitu kliké sauc par klikes
izméru.
Ir zinams, ka grupa, kas sastav no visiem sacensibu dalibniekiem, lielakais
klikes izmérs ir para skaitlis. Pieradit, ka visus sacensibu dalibniekus var
izvietot divas istabas ta, ka lielakais klikes izmérs viena istaba ir vienads ar
lielako klikes izméru otra istaba.

IMO. Uzdevumi 2007. gada 26. julija.

IMO.4. Trijstiri ABC lenka BCA bisektrise otrreiz krusto Sim trijstlGrim apvilkto
rinka liniju punkta R (R#C), ka ari krusto nogriezna BC vidusperpendikulu
punkta P un nogriezna AC vidusperpendikulu punkta Q. Punkts K ir nogriezna
BC viduspunkts un punkts L ir nogriezna AC viduspunkts. Pieradit, ka trijstdru
RPKun RQL laukumi ir vienadi.

IMO.5. Dots, ka a un b ir veseli pozitivi skaitli. Pieradit: ja (4a2— 1)2 dalas ar
4ab—-1, tad a=b.

IMO.6. Dots, ka n ir vesels pozitivs skaitlis, n>1. Aplikojam kopu

S={xy.2):xYy,ze{01,...,n},x+y+z>0}, kas sastav no (n+1)°-1
punktiem trisdimensiju telpa. Noskaidrot, kads ir mazakais iesp&jamais plaknu
skaits , kuru apvienojums satur visus kopas S punktus, bet nesatur punktu

(0,00).

AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2006”
AB.A. Algebra

AB.A.1. Pieradit vienadiby 21 —~_2N=2,2n=3_ 2 1

+ e — +—=
3 4 2n-1 2n

1 3 5 2n-1 .
= + + +...+—,janeN.
n+l n+2 n+3 2n

AB.A.2. Apskatam nevienadibu (X, + X, +...+ X, )° = 4(X Xy + XoXg + ...+ X, X ).
Kuriem n= 3 $i nevienadiba ir patiesa visam realam X, X,, ..., X, vértibam?
AB.A.3. Atrisinat vienadojumu sistému
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(x+y)P =z
(y+2F =
(z+x)P =y

realos skaitlos.
AB.A.4. Dots, ka a, b, ¢ - pozitivi skaitli un abc = 1.

Pieradit, ka Z(a2 +b% + cz)+ a+b+c>6+ab+bc+ca.

AB.A.5. Funkcija f (t) definéta visam veselam t vértibam, un tas vértibas ir veseli
skaitli. Visiem m, ne Z pastav sakariba

f(m—n+ f(n))= f(m)+ f(n).

Atrast visas Sadas funkcijas f un pieradit, ka citu bez Jlsu atrastajam nav.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Janim ir 1 lats 98 santimi - pavisam 100 monétas. Pieradit, ka vins var
savu naudu sadalit 2 vienadas dalas.

AB.K.2. Ritinu taisnstdrveida tabulad ir 37 rindas un 5 kolonnas. Katra ritina
ierakstits naturals skaitlis no 1 Iidz 10. Katra rindina skaitli no kreisas uz labo
pusi izvietoti nedilstosa kartiba. Katra ,diagonallinija”, kas iet ,pa labi un uz
leju”, visi ierakstitie skaitli ir vienadi. Pieradiet, ka tabula ir tada rinda, kura
visi skaitli ir vienadi.

AB.K.3. Andris un Maija spélé sekojosu spéli. Uz taisnes atrodas figdrina. Andris
nosauc skaitli X, kas ir starp O un 1, bet Maija parbida figlrinu pa taisni par
attalumu X. P&c tam vini dara to pasu vélreiz, utt. Nedrikst 10 reizes péc
kartas bidit figdrinu viena virziena. Vai Andris var panakt, lai kadreiz figlrina
atrastos tiesi attaluma 2006 no sakotnéjas vietas?

AB.K.4. Kvadratisks rezgis sastav no 2006x 2006 vienadam kvadratiskam
ratinam. Ar vienu gajienu var izvéléties jebkuru vél nenokrasotu ritinas malu
a un nokrasot gan @, gan visas tas malas, kam ar a ir kop€js punkts (tatad ar
vienu gajienu var nokrasot augstakais 7 malas). Malas drikst krasot
atkartoti. Vai var nokrasot visas ritinu malas, izdarot ne vairak ka 1 300 000
gajienu?

AB.K.5. Apskatam tabulu ar izmériem 2xn ratinas (skat. 13. zim.). Visas ratinas
kopa kaut ka izvietotas 2" moné&tas. Ar vienu gajienu var izvél&ties ritinu,
kura ir vismaz 2 monétas, vienu no Sim monétam aizvakt no tabulas, bet otru
parbidit vai nu vienu vietu uz augsu (ja to iesp&jams izdarit), vai vienu vietu
pa labi. Pieradiet: var panakt, lai lab&jas kolonnas augsSéja ratina atrastos
kada monéta.

13. 2m.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Dots, ka ABCD- izliekts Ccetrstliris. Ta diagonalu AC un BD
vidusperpendikuli krusto malu AD attiecigi punktos Y un X, pie tam X atrodas
starp A un Y. Taisnes BX un CY ir paralélas. Pieradit, ka AC L BD.

AB.G.2. Cetrstiri ABCD ievilkta rinka linija. Caur tas centru | vilkta taisne, kas
krusto malu AB punkta X, bet malu CD- punktd Y. Zinams, ka
ZAXY = ZDYX. Pieradit, ka AX: BX=YC : YD
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AB.G.3. Telpa doti 10° dazadi punkti. Apskatam visus nogrieznus, kas savieno
vienu punktu ar otru. Pieradit, ka no tiem var izvéléties 79 dazada garuma
nogrieznus.

AB.G.4. Saurlenku trijstari ABC lenkis A ir 60° liels. Pienemsim, ka D - malas
BC iekséjs punkts. Ap trijstiriem ABD un ACD apvilkto rinku centrus
apzimésim attiecigi ar O, un O,. Taisnes BO, un CO, krustojas punkta M;
ADO,0O, apvilkta rinka centrs ir N. Pieradit, ka visas taisnes MN, kuras $adi
ieglstamas dazadiem punkta D stavokliem, iet caur vienu punktu.

AB.G.5. Pieradit: ja ABCD - rinki ievilkts Cetrstiris, tad |AC— BD| < |AB—CD| .

AB.S. Skaitlu teorija
AB.S.1. Naturalam skaitlim nir tadi divi dazadi naturali dalitaji a un b, ka
(a+3fb-1)=n-3.
Pieradit, ka 3n ir naturala skaitla kvadrats.
AB.S.2. Skaitlis a0a0...a0b0c0cO0...c0c dalas ar 37 (cipari a un C katrs uzrakstiti
tiesi 1001 reizi). Pieradit, kab = a+c.
AB.S.3. Dots, ka n, X, Y- naturali skaitli un n? <x< y < n?+n. Pieradit, ka nav

tada naturala skaitla d, kas vienlaicigi apmierina prasibas:
1) d#xund=y,

2) Xydalas ard,
3) n<d<n?+n.
AB.S.4. Atrisinat naturalos skaitjos vienadojumu 14" =13-m" +1.
AB.S.5. Dots, ka p - pirmskaitlis, n - naturals skaitlis, kas lielaks par 1, p—1

dalas ar n un n®-1 dalas ar p. Pieradit, ka 4p— 3 ir kada naturala skaitla
kvadrats.

BW. 17. matematikas komandu olimpiade ,Baltijas Cels
2006"

BW.A. Algebra

BW.A.1. Zinams, ka realu skaitlu virknei a;, a, ag,... izpildas sakariba
8n = an-1 + an+2, n:2/ 3/ 4/
K&ds ir lielakais iesp&jamais skaits péc kartas nemtu Sadas virknes elementu,
kas visi ir pozitivi?

BW.A.2. Pienemsim, ka redli skaitli a; € [— 2;17], i=1, 2,..., 59, apmierina

BW.A.3. Pieradiet, ka katram polinomam P(X) ar realiem koeficientiem var
atrast tadu veselu pozitivu skaitli m un polinomus P(x), P,(x),..., P,(x) ar
realiem koeficientiem, ka P(X): (Pl(x))3 +(P2(X))3 +...+ (Pm(x))3.

BW.A.4. Pienemsim, ka a, b, ¢, d, € f ir nenegativi reali skaitli, kas apmierina
sakaribu a+b+c+d+e+f=6. Atrodiet lielako iesp&jamo izteiksmes
abc+ bcd+ cde+ def+ efa+ fab vértibu un noskaidrojiet, ar kuriem skaitju
komplektiem (@, b, ¢, d, e, f) S vértiba tiek sasniegta.
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BW.A.5. Izklaidigs profesors savu péd€jo gramatu ir veltijis kadas divargumentu
funkcijas * izpétei. Ja So operaciju pielieto jebkuriem diviem veseliem
skaitliem, rezultats arl ir vesels skaitlis. Ir zinams, ka funkcijai izpildas
sekojoSas aksiomas:

a) X*(X*y)=yvisiemXx,ye Z;

b) X*y)*y=Xvisiem X, yeZ.

Profesors sava gramata apgalvo, ka

1. funkcija * ir komutativa: X *y =y * X visiem X, ye Z .

2. funkcija * ir asociativa: (X *y) *z=x* (y * Z)visiem X,y ,= Z.
Kuri no Siem apgalvojumiem izriet no minétajam aksiomam?

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Noskaidrojiet, kads ir lielakais iespéjamais naturalu skaitlu daudzumes,

kam izpildas Sadas Ipasibas:

1. Skaitlu pieraksta izmantoti tikai cipari no kopas {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2. Neviens cipars neviena skaitli nav sastopams vairak ka vienu reizi.

3. Cipari katra skaitli ir augosa seciba.

4. Katriem diviem skaitliem ir vismaz viens kopigs cipars (var bt dazadas
vietas).

5. Neviens cipars nav sastopams visos skait|os.

BW.K.2. Sarikojuma, kura piedalijas 10 cilveéki, fotografs uznéma dazas
fotografijas. Katrs no 45 iesp&jamajiem cilvéku pariem redzams kopa tieSi
viena fotografija. Katra fotografija pavisam ir redzami divi vai tris cilvéki. Kads
ir mazakais iespéjamais uznemto fotografiju skaits?

BW.K.3. Direktors ir noskaidrojis, ka vina iestadé pastav seSas sazvérestibas un
katra sazvérestiba piedalas tiesSi tris darbinieki. Pieradiet, ka direktors var
sadalit iestadi divas laboratorijas ta, lai neviena laboratorija nebdtu 3 cilvéku,
kuri piedalas viena un taja pasa sazvérestiba.

BW.K.4. Regulara piecstira katra virsotné ierakstits reals skaitlis. Ar vienu
gajienu atlauts izvéleties divas blakus esosas piecstlira virsotnes un aizstat
katru no skaitliem, kas tajas ierakstiti, ar to vid&jo aritmétisko. Sadus
gajienus var izdarit atkartoti. Vai no jebkuras sakuma situacijas, kura visu
piecu skaitlu summa ir O, ir iesp&jams iegat situaciju , kura visi pieci skaitli ir
0?

BW.K.5. Tabula, kas sastav no 30x30 rdtinam, ierakstiti 162 plusi un 144
minusi. Neviena rinda un neviena kolonna nav vairak ka 17 zimes (katra
ratina ir ne vairak par vienu zimi). Katram plusam izskaitam, cik minusu ir
viena rindind ar So plusu. Katram minusam izskaitam, cik plusu ir viena
kolonna ar So minusu. Atrodiet visu Sis skaitiSanas rezultata iegdto skaitlu
summas maksimalo vértibu.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Trijstira augstumu garumi ir 12, 15 un 20. Kads ir $i trijstiira laukums?

BW.G.2. Trijsttri ABC B; un C; ir attiecigi malu AB un AC viduspunkti. Ap
trijstdriem ABGC; un AB;C apvilktas rinka linijas krustojas bez punkta A vél ari
punkta P. Taisne AP krusto ap trijsttiri AB,C; apvilkto rinka liniju bez punkta
A vél ari punkta P;. Pieradiet, ka 2AP = 3AR.

BW.G.3. Trijstiri ABC punkti D un E atrodas attiecigi uz malam AB un AC.
Taisnes BE un CD krustojas punkta F. Pieradiet: ja BC’=BD:BA+CE- CA
tad punkti A, D, F, E pieder vienai rinka linijai.

BW.G.4. Uz sféras virsmas atziméti 2006 punkti. Pieradiet, ka sféras virsmu var
sagriezt 2006 vienados gabalos ta, ka katra gabala iekSpusé atrodas tiesi
viens no atzimétajiem punktiem.
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BW.G.5. Trijstira ABC medianas krustojas punkta M. Taisne t iet caur punktu M
un krusto ap ABC apvilkto rinka Iiniju punktos X un Y t3, ka A un C atrodas
viena pusé no t. Pieradiet, ka BX- BY=AX-AY+ CX:- CY.

BW.S. Skait|u teorija

BW.S.1. Vai eksisté 4 dazadi naturali skaitli ar Tpasibu: katru divu So skaitju
reizinajumam pieskaitot 2006 iegist vesela skaitla kvadratu?
BW.S.2. Noskaidrojiet, kuriem naturaliem skaitliem n skaitlis 3"+1 dalas ar n°.

BW.S.3. Katram naturalam skaitlim n ar a, apzimésim n(”n) péd€jo ciparu.
Pieradiet, ka virkne (a,) ir periodiska, un noskaidrojiet tas minimala perioda
garumu.

BW.S.4. Vai eksisté naturalu skaitlu virkne aj, @y, as,... ar Tpasibu: katram
naturalam n katru n péc kartas nemtu virknes elementu summa dalas ar n??
BW.S.5. 12-ciparu naturals skaitlis, kura pieraksta izmantoti tikai cipari 1, 5un 9,

dalas ar 37. Pieradiet, ka ST skaitla ciparu summa nav 76.
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Ieteikumi

S. SagatavoSanas olimpiade

S.9. Devita klase

S.9.1. Izsakiet doto saknu starpibas nevienadibu ar koeficientiem p un Q.

S.9.2. Sastadiet vienadojumu, kura Andra sakotnéjo konfeksu skaits batu
apziméts ar a, savukart Andra apésto konfeksSu skaits - ar X.

S.9.3. Atlieciet hipotenlizas viduspunktu un atcerieties, ka taisnlenka trisstiri
attalumi no ST punkta lidz visam trisstlra virsotném ir vienadi (ka ap trisstiri
apvilktas rinka linijas radiusi). Izmantojiet to, ka vienadsanu trisstiri lenki pie
pamata vienadi.

S.9.4. Lai pieraditu, ka nevar bit vairak ka 5 krasas, novértéjiet, cik ir ratinu
malas, pa kuram krasas var saskarties.

S.9.5. Atrodiet lielumu, kas atlauto parveidojumu gaita nemainas, bet kam btu
jamainas, lai tabulas varétu parvérst vienu par otru.

S.10. Desmita klase

S.10.1. levérojiet lidzibu starp dotas nevienadibas reizinatajiem un vienadojumu.
Atcerieties: ja neparrauktai funkcijai pie dazadam argumenta vértibam ir
dazadas zimes, tad funkcijas grafiks starp Sim vértibam krusto x asi.

S.10.2. Novertgjiet atlikumu paritati atkariba no dalitaju paritates.

S.10.3. Atcerieties: ja trisstiira laukums ir L cm? un pret malu novilktais

. “ 2L . Y.
augstums ir a cm, tad $is malas garums ir — cm. Izmanto to, lai atrastu Sim
a

trisstarim lidzigu taisnlenka trisstari.

S.10.4. Atcerieties, ka ap Cetrstari var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja
pretéjo lenku summas pa pariem vienadas.

S.10.5. Atrodiet pieméru, kad n = 3, kas apmierina doto sakaribu un apgalvojums
ir spéka ari tad, ja vienadojuma kreisaja pusé X aizstaj ar x2006

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Apskatiet abu funkciju diskriminantus un seciniet, cik un kadas saknes ir
iesp&jamas.

S.11.2. Apskatiet, kadi ir skaitlu dalitaji, ja skaitli ir 1, &, a, ...,a&19, un atrodiet
pieméru, kad reizindjumam ir tikai Sie dalitaji un nekadi citi.

S.11.3. Izmantojot zinamos rinka linijas ievilktos Cetrstiirus, atrodiet, kapéc
lenku ZBAE un ZDHG summa ir 180.

S.11.4. ievietojiet konkrétas vértibas (veiksmigi 1 un 3) X vieta un no iegttajam
vienadibam iegustiet pretrunu.

S.11.5. Ar matematiskas indukcijas metodi pieradiet un izmantojiet lemmu: ja
tabulai viena rindina ar n ritinam un taja ievietotas >2"" monétas, tad var
panakt, lai péd€ja riutina atrastos kada monéta.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Apskatiet 6 elementu apakskopas un pieradiet, ka nevar bat vairak par
32 komisijam. Izveidojiet 32 komisijas, izmantojot kombinacijas.
S.12.2. Atlieciet uz AM nogriezni MS ar garumu BM un pieradiet, ka AS= CM.
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S.12.3. Lietojiet aritmétisko progresiju. Parveidojiet izteiksmi, lai viegli izmantot
atlikumus, dalot ar 9, un pieradit, ka vienadiba nav iesp&jama.

S.12.4. Atveriet iekavas un atcerieties nevienadibu starp skaitlu vid€jo
aritmétisko un vidéjo geometrisko.

S.12.5. Ievérojiet, ka kiegelis sastav no 5 kubiniem, lidz ar to saliekama kuba
tilpumam jadalas ar 5.

R. 57. Rajona olimpiade
R.9. Devita klase

R.9.1. Saskaitiet atseviski pirmskaitlu desmitus un vienus.
R.9.2. Parveidojiet pieradamo nevienadibu par (X—2y)(2x—Yy) <0.

R.9.3. Var pieradit, ka AAYX ir regulars.

R.9.4. a) Paméginiet saskaitit, cik reizes kopa bls dezur&jusi katri divi policisti,
ja visi iesp&jamie trijnieki ir nodezuréjusi pa vienai reizei.
b) Attélojiet policistus ka regulara septinstiira virsotnes un dezuréjusos
trijniekus - ar trijstiriem.

R.9.5. Apskatiet @) para skaitu skaitu, b) skaitla ,3” daudzkartnu skaitu 2x2
ratinu kvadratos.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Salidziniet divas moné&tas sava starpa un tad So moné&tu pari - ar citu
monétu pari.

R.10.2. Nokrasojiet katru otro kolonnu viena krasa.

R.10.3. b) Papétiet skaitli 30, méginiet visparinat.

R.10.4. ABSC~ ADSA(Il). Lidzigos trijstiros augstumu attieciba vienada ar
atbilstoSo malu attiecibu.

R.10.5. Parveidojiet f(x), izmantojot pilna kvadrata formulu.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Ja viens no reizinatajiem ir nepara skaitlis (iznemot vieninieku), tad
reizinajums nevar but divnieka pakape.

R.11.2. a) Saskaitiet, cik ir simpatiju un cik ir cilvéku klas€. b) Attélojiet
skolénus un vinu simpatijas geometriski.

R.11.3. Izdoma&jiet, ka bdtu jakrustojas Sadu trinomu grafikiem.

R.11.4. Lietojiet rinka linijas un lenkus, kas balstas uz vienu loku.

R.11.5. Parveidojiet doto vienadibu, lai katrs mainigais taja butu uzrakstits tikai
vienu reizi.

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Izveidojiet kvadratvienadojumu, izmantojot geometriskas progresijas
kvocientu un doto kvadrattrinomu.

R.12.2. Domajiet par to, cik reizes tiks skarta katra spuldze.

R.12.3. Izpétiet, kadus atlikumus var dot n, dalot ar 6.

R.12.4. Ievérojiet, ka AX=BX, tad prasito iespéjams pieradit ar trijstiru ACZY
un AZBXvienadibu.

R.12.5. Uzdevumu var atrisinat divas dalas: atrast nepiecieSamo skaitu gajienu
(spriezot péc melno ritinu skaita un izvietojuma) un pieradit, ka ar sadu
gajienu skaitu pietiek (sadalot laukumu mazakas dalas un aprakstot to
parveidojumus).
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V. 57. Republikas olimpiade
V.9. Devita klase

V.9.1. Parveidojiet doto vienadibu, lai varétu iznest lidzigos saskaitamos pirms
iekavam.

V.9.2. Mé&giniet uzminét, atceroties Vjeta teorémas apgtsanai risinatos piemérus.
Pastav sakariba kvadratvienadojuma koeficientiem, kurai izpildoties,
kvadratvienadojumam noteikti bls veselas saknes.

V.9.3. Novelciet medianu taisnlenka trijstiri BNC un pétiet lenku lielumus
trijstiros ANM un NMC.

V.9.4. Atcerieties: atbildot uz So jautdjumu, ir japarada visas iesp&jamas
vértibas, kuras var bdt melno ritinu skaits, ka ari japierada, ka citas vértibas
nevar bit. (Lai paraditu visas melno ritinu skaita vértibas, pietiek paradit
kvadrata krasoSanas shému katram ratinu skaitam.)

V.9.5. a) Ir iesp€jams; domajiet par pirmskaitliem, kas sastadis rindinas un
kolonnas reizinajumu.

b) Nav iespé&jams; domajiet par skaitliem, kas jaraksta uz diagonales.

V.10. Desmita klase

V.10.1. a) Ir iespéjams. b) Parveidojiet izteiksmi, lai ta butu divu reizinajumu
starpiba.

V.10.2. a) To ir iesp&jams izdarit 15 gajienos. b) Nav iesp&jams; atrodiet kadu
lielumu, kam piemit viena un ta pati Tpasiba péc katra gajiena, tacu Si TpaSiba
nepiemit vélamajam rezultatam.

V.10.3. Izpétiet, kadi ir atbilstoSie saskaitamie skaitliem starp diviem
blakusesoSiem pirmskaitliem, kada ir visu Sadu saskaitamo summa. Sadaliet
doto summu grupas.

V.10.4. Var pieradit, ka visi Sadi veidoti trijstdri ir vienadmalu un ka to augstumi
ir vienadi. Otro var iegdt, pieradot divus faktus: 1. Punkta O attalumu summa
lidz izveidota trijstGra malam ir ta augstums; 2. Nogrieznu OX, OY, OZ
garumu summa sakrit ar sakotnéja trijstura malas garumu.

V.10.5. a) Saskaitiet, cik dazadu vértibu var bat katrai no piedavatajam
izteiksmém, ja bls uzrakstiti n skaitli.

b) Atrodiet, kuri izteiksmju rezultati tomér dublé&jas, ja n = 6.

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. a) Ir iesp&jams.

b) Nav iespéjams. Pétiet skaitlu atlikumus, dalot tos ar 9.

V.11.2. Tadi kvadrattrinomi ir. Variet domat par grafiku saskaitiSanu - kadi
grafiki krustotu vai pieskartos X asij pasi, bet, kopa saskaititi, atrastos virs vai
zem tas.

V.11.3. Aprékiniet lapas laukumu, saskaitot daudzstlru dalas, kuras veidojas,
daudzsturiem ,parklajoties”.

V.11.4. Papildiniet BKC lidz paralelogramam BKCS izmantojiet laukumu
vienadibas.

V.11.5. a) Izmantojiet doto proporciju, lai secinatu, ka ja viens loceklis ir O, tad
visi klast tadi. b) Parveidojiet, vienkarsSojiet doto vienadibu un a, vieta
ievietojiet an+1. Pareiziniet sakotnéjo vienadojumu ar to, kura ievietots an+1. €)
Izmantojot punkta b) iegltas zinasanas izsakiet vajadzigo lielumu.
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V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Pielidziniet vienadojumu kreisas puses vienu otrai. Apskatiet divus
gadijumus: a un b atskirigi, a un b sakrit.

V.12.2. a) Ir iespéjams.

b) Izdomajiet, kads bltu virsotnés ierakstito skaitlu reizinajums visai figurai,
ja rékinot izmanto pamatus un ja rékinot izmanto sanu skaldnes.

V.12.3. Izdomajiet, kuru no atrisinajumiem meklésiet vispirms, saskaitiet
vienadojumus, atnemiet vienadojumus un noveérté&jiet atrisinajumu péc
lieluma.

V.12.4. Izmantojiet ievilktu lenku un krustlenku Tpasibas, ka ari ievilktu Cetrstiiru
Tpasibas, lai iegitu AACE~AADF un izmantotu So trijstliru medianas.

V.12.5. a) Ja. Atrodiet pretrunu situacija, kad katra dala nesatur kada (tiesi Sai
dalai atbilstosa) skaitla daudzkartni. b) Ng, ir iespéjams sadalit skaitlus
bezgaligi daudz grupas ta, ka katra trukst kada skaitla daudzkartnu.

A. Latvijas 34. atklata olimpiade
A.9. Devita klase

A.9.1. Atcerieties, ka skaitlis dalas ar 3 tad un tikai tad, ja ta visu ciparu summa
dalas ar 3.

A.9.2. Apskatiet trapeces PNBMun PMCK.

A.9.3. a) Izsakiet a un b k3 divu mainigo kvadratu summas un parveidojiet abu
izteiksmju reizinajumu.
b) Izmantojiet a) punkta ieguto identitati, apskatot reizinajumus:
(x2 +1Xx2 +4) un (x2 +2X+ ZXX2 —2X+ 2).

A.9.4. leveérojiet, ka katra virsotné viens lauztas linijas posms ieiet un otrs no tas
iziet.

A.9.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, kadus gajienus var
veikt, lai uz augsu tiktu novietot 8 derboni; 2) japierada, ka vairak ka 8
gerbonus uz augsSu novietot nevar.

A.10. Desmita klase
A.10.1. Ievérojiet, ka LKD(999 999, 1 000 001) =.1

1 1 11
A.10.2. a) Apskatiet reizinajumu (X+ y+ Z+t)(—+—+—+¥j un atcerieties, ka
Xy z
pozitivu skaitlu vid€jais aritmétiskais vienmér ir lielaks vai vienads ar to vid€jo
geometrisko.
b) Atrodiet pieméru, kas pierada preté&jo.
A.10.3. Tevérojiet: ja sieru masasir m <m,<m,<m, <m, <M, <m,, tad

m+m+m+m,>m,+m, +m; un M +M, +My, <M, + M, +M; +m, .
A.10.4. Ievérojiet, ka daudzstiira iekSpusé esosas vertikalas, tapat ar
horizontalas, linijas ir divu trijstru un vairaku trapecu/paralelogramu pamati.
Izsakiet daudzstiira laukumu ka So trijstliru un trapecu/paralelogramu
laukumu summu.
A.10.5. Apskatiet taisnes, kas iet caur vienu daudzstura virsotni. Aplukojiet ari
regularus N-stdrus.
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A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. a) Sakuma novértéjiet nogriezni AP attieciba pret trijstira malu AB,
pagarinot to lidz krustpunktam ar malu CA; lidzigi novértéjiet nogrieznus BP
un CP.

b) Izveidojiet trijstari MAN, kur MN || BCun Pe MN. Novértéjiet BP+CP,
izmantojot trijstiira nevienadibu, un AP, izmantojot a) punkta novértéjumu.

n
A.11.2. Parveidojiet ————

n“+n°+1
dota summa péc parveidojumiem sastavetu no diviem viegli novértéjamiem
saskaitamajiem.

A.11.3. Izmantojiet teorému par pieskares garuma kvadratu.

A.11.4. Lai uzzinatu, cik daudz meju ir uznémuma, apskatiet darbinieku, kam ir
vislielaka alga no patiesajiem darbiniekiem, un darbinieku, kuram ir
vismazaka alga no darbiniekiem, kas melo. Lai uzzinatu, cik daudz patiesu
darbinieku ir uznémuma, apskatiet to meli, kas strada visilgak, un to patieso
darbinieku, kas strada vismazako laiku.

A.11.5. a) Apskatiet to kvadrata ieksa esoSo ritinu malu skaitu, kam abas pusés
ir melnas ratinas.

b) Ja, var.

ta, lai, ievietojot n=1; 2; 3; ...; 200,/uzdevuma

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. levérojiet, ka visi atzimétie punkti atrodas uz vienas rinka linijas.

A.12.2. a) Apskatiet funkciju f(X) = x® —6x* + 7Xx—1 un atrodiet ¢etras X
vértibas, starp kuram funkcija maina zimi.

b) Ievérojiet: ja Xp; Xo; X3 — taisnstilra paralélskaldna augstums, garums un
platums, tad izpildas identitate (X-Xq)(X-X2)(X-Xa) = X°-65° + 7x-1.

A.12.3. Apskatiet, ka jamainas vélamo paru skaitam, lai sasniegtu uzdevuma
prasito, un ka var mainities vélamo paru skaits, izpildot uzdevuma minétas
operacijas, ja par vélamu pari sauc sarkanas un baltas figtrinas pari ,kur
sarkana figurina stav pa kreisi no baltas (ne noteikti blakus).

A.12.4. a) Pienemiet, ka tas ir iesp&jams, un apskatiet punktus A un B, kas ir
vienigas dalijuma linijas kopigie punkti ar dota rinka robezu.

b) Atrodiet pieméru, kurn=12

A.12.5. levérojiet, ka pie n=1 un n=2 prasitais ir izpildams, un lietojiet

matematisko indukciju.

VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
48.Starptautiskaja matematikas olimpiadé

VP.1. Latvijas 57. matematikas olimpiades 4. karta
1+abc

VP1.1. Identisku parveidojumu cela ieglstiet, ka ab+ac+bc= hic
a+pb+cC

Lietojiet VA-VG nevienadibu.

VP1.2. Pieradiet, ka ZPKM = ZKXB ka attiecigie lenki vienados trijstiros.

VP1.3. No Ferma Mazas teorémas seko, ka X” —x un yP —y dalas ar p.

VP1.4. Apskatiet trijstlri ar vislielako laukumu starp trijstiriem, kurus veido
dotie pieci punkti. Novelciet taisnes caur ta virsotném paraléli pret€jam
malam un apskatiet, kur varétu atrasties paré&jie divi punkti.

VP1.5. Izmantojiet matematisko indukciju, pienemot, ka starp m pilsétam var
atrast pilsétu L, no kuras var aizbraukt uz paréjam m-1 pilsétam. Apskatiet
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celus uz (m+1)-0 pilsétu P un atcerieties, ka svarigs ir gan celu virziens, gan
krasa.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 30. aprill

VP.2.1. So uzdevumu iesp&jams atrisinat, izdarot spriedumus par pirmskaitliem,
kas dod vienadus atlikumus, dalot ar n, un izsakot paréjos pirmskaitlus ar
vienu mazako no tiem.

VP.2.2. Uzdevuma prasito iesp€jams pieradit divos solos:
(a+b+c)a®+b®+c®)= (@ +b? +c?f un (a%+b?+c?) > 4@® +b° +c?), no
kuram pirma seko no Ko$i-Svarca-Bunjakovska nevienadibas un otra - no
ekvivalentiem algebriskiem parveidojumiem.

VP.2.3. Izmantojiet pieskares un hordas veidota lenka Tpasibu, ka tas ir puse no
loka, ko savelk horda. Lietojot vienadus lenkus un malu proporcijas, pieradiet
ADMN ~ AABN, lai atkal izmantotu iepriekSminéto Tpasibu.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 1. maija

VP.3.1. Pieradiet, ka: 1) daudzstiris ir centrali simetrisks; 2) 2n-stiri iespé&jams

n(n-1) n(n-1)
2 2

paralelogramu skaits (to var izdarit, izmantojot 1. pieradijumu). Izmantojot
Sos tris faktus (lemmas), var saprast, ka N <5 un tatad skaidrs, ka ir
iespéjams sagriezt 10 paralelogramos.

VP.3.2. Atbilde: tadi n neeksisté. Sadaliet doto skaitli tris reizinatajos, kas visi ir
naturali skaitli. Izmantojiet to, ka skaitlu a un b LKD var bit 1 vai 2, jaa- 2
dalas ar b.

To izmantojot, var spriest par reizinatajiem un secinat, ka divi no tiem ir
divkarsoti kvadrati.

VP.3.3. Atbilde: 3. Uzdevumam ir divas dalas: 1) pieradit, ka ar mazak nevar; 2)
paradit, ka ar 3 pietiek.

sadalit paralelogramos; 3) ir mazakais iespéjamais

IMO. 48. Starptautiska matematikas olimpiade (48"
International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2007. gada 25. jlija.

IMO.1. a) Atrodiet tos a, un a, kam a,—a, =d, un apskatiet a,; a;

r !

Xy
X, .

b) Var pieradit, ka prasitais izpildas virknei, kas definéta sekojosi:
d d
X =a 5 X, = max{xkl,ak _E} pie 2<k<n.
IMO.2. Ja CF=CG, tad var viegli pieradit, ka ZGAB= ZFAD. Iesp&jams
atrast pretrunas pienémumos CF <CG un CF > CG.

IMO.3. Iesp€jams sastadit algoritmu, kas pakapeniski parce| dalibniekus pa
vienam no vienas istabas uz otru un tad€jadi sakarto vinus ta, ka prasits.

IMO. Uzdevumi 2007. gada 26. jlija.

IMO.4. Apvelc ap doto trijsturi rinka ITniju un paskaties, kadas linijas iet caur tas
centru.
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IMO.5. Pienem, ka a#b, un atrodi divas ipasibas, ar kuram var bezgaligi ilgi
konstruét arvien mazakus skaitlus a un b, kuriem izpildas prasitais. Ta bds
pretruna ar veselu pozitivu skaitlu dabu un tatad pienémums a=b bis
aplams.

IMO.6. Atbilde: 3n. Ja visus plaknu vienddojumus sareizina, ieglst polinomu P,
kura pakape ir plaknu skaits un kam izpildas P(Xo,yo,zo):O, (Xo,yo,zo)e S,

un P(0,0,0);t 0. Var pieradit, ka $adam polinomam pakape degP > 3n.

AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2006”
AB.A. Algebra

AB.A.1. Parveidojiet vienadibas kreiso pusi, pieskaitot 1 pirmajam, treSajam,
piektajam, ... saskaitamajam, bet no paréjiem atnemot 1. Lidzigi parveidojiet
vienadibas labo pusi, atnemot 2 no katra saskaitama. Tadéjadi iegustiet, ka

N L 1 11 1 1 1 1
japierada vienadba: 1-—+—-———+...——=—+—+...+—.
2 3 4 2n n+l1 n+2 2n
AB.A.2. Izvélieties X1, X2, ..., Xn VErtibas, lai pieraditu, ka nevienadiba nav pareiza
visam Xi, X2, ..., Xn VEé€rtibam, ja n=3 vai n>5. Pieradiet, ka nevienadiba ir

pareiza visam Xi, Xp, X3 un X4 vértibam.

AB.A.3. Pienemiet, ka X=>Yy, un iegustiet citu nevienadibu no vienadojumu
sistéma dotajam vienadibam.

AB.A.4. Parveidojiet pieradamo nevienadibu. Parveidojumu gaita tris reizes
lietojiet sakaribu X*+Yy®>2Xy un izmantojiet sakaribu starp vidéjo

aritmétisko un vidéjo geometrisko.

AB.A.5. Izmatojiet doto sakaribu, lai iegltu citas sakaribas, pieméram,
f(f(m+ f(n)=f(n+m)+ f(m)+ f(n). Atcerieties, ka variet formulas m
vieta ievietot n un iegut citas sakaribas.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Sadaliet rinka liniju 198 vienados locinos un apskatiet tos 100 dalijuma
punktus, kur attalumi starp diviem blakus esoSiem dalijuma punktiem, izteikti
locinu skaita, atbilst santimu skaitiem Jana monétas.

AB.K.2. Apskatiet virkni €,d;,c,b,a,,a,,a;,8,,...,a5,8;, un atcerieties, ka

apskatamas virknes skaitjiem ir tikai 10 dazadas iesp&jamas vértibas.

a | bh|c|d|e
|||k |e
||| 0|6

8g7 | 37| Ca7 | d37 | €37

AB.K.3. Paradiet, ka Andris var panakt, lai figlrina parbiditos pa labi par

1
attalumu E no sakotn€jas vietas, bet ievérojiet, ka Maija var figurinu bidit
Z
ne tikai pa labi, bet ari pa kreisi.
AB.K.4. levérojam, ka més iekrasojam figlras, kas vienadas ar zimé&juma
redzamo.
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R S
14. Zm.
Ievérojiet: ja Sada figlrina nokrasota, tad, nokrasojot nogriezni XY, naksies
nokrasot otrreiz XA vai/un YB; lidzigi, nokrasojot RS naksies nokrasot otrreiz
RAvai/un SB Apskatiet, kads tada gadijuma bitu maksimalais iesp&jamais
nokrasoto nogrieznu skaits péc 1 300 000gajieniem.
AB.K.5. Skatit ieteikumu S.11.5.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Apskatiet vidusperpendikulu veidotos lenkus pie malas AD un seciniet,
kads bus vidusperpendikulu veidotais lenkis. Atcerieties: ja trijsturi augstums
ir ari mediana, tad tas ir ari bisektrise.

AB.G.2. Ievérojiet, ka ZYDI=ZAYl un ZYDI = ZAYI, un izmantojiet lidzigu
trijsturu malu attiecibas.

AB.G.3. Apskatiet gadijumu, kad visi punkti atrodas uz vienas taisnes, un
gadijumu, kad tris punkti A, B un C neatrodas uz vienas taisnes. Otraja
gadijuma érti apskatit, cik novietojumu var bt punktiem, no kuriem attalumi
lldz dotajiem tris punktiem A, B un C ir attiecigi X, y un z

AB.G.4. Atcerieties, ka var salidzinat péc lieluma (1:1 vai 1:2) lenkus, kas balstas
uz vienu un to pasu rinka linijas loku.

AB.G.5. Apziméjiet Cetrstlira diagonalu viduspunktus un, izmantojot Ptolomeja
teorému, parveidojiet Eilera formulu.

AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. No dota vienadojuma izsakiet n un ievérojiet: ja vienadibas viena puse
dalas ar kadu skaitli, tad arT vienadibas otrai pusei jadalas ar So pasu skaitli.
AB.S.2. ievérojiet, ka doto skaitli var izteikt forma:
a0a0...a0a 00...0 + c0c0...c0c + (b — a—c)-10%°%2,
ot ot ettt S bbbt s’
2003cipari 2002nulles 2003cipari
éajé uzdevuma €erti izmantot faktu, ka 10101 dalas ar 37 bez atlikuma.
AB.S.3. Pieradiet prasito, pienemot pretéjo — ka eksisté skaitlis d, kas vienlaicigi
apmierina visas tris prasibas.
AB.S.4. Pieradiet, ka m=n=1, skirojot gadijumus, kad n=1 un n>1.
AB.S.5. Ievérojiet, ka n®—1 var sadalit reizinatajos (n-1) un (n®>+n+1), kur
viens no Siem reizinatdjiem dalisies ar p, tatad to varés izteikt forma
t-p, te N. Izmantojiet apzimé&umu p=nk+1, ke N.

BW. 17. matematikas komandu olimpiade ,Baltijas CelS
2006”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Ievérojiet, ka virkne atri k|Ust alternéjosa (viens elements pozitivs,
viens negativs), tatad vérts apskatit tikai pirmos elementus. Izsakiet nakamos
elementus izmantojot pirmos tris, un atrodiet, kuri elementi nevar vienlaicigi
bt pozitivi.
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BW.A.2. Rezultatu iesp&jams iegit izmantojot nevienadibu starp vidéjas vértibas
kvadratu un i-td elementa un vidéjas vértibas starpibas kvadratu. Veidojiet
summas pa i elementiem ar $is nevienadibas abam pusém.

BW.A.3. Izmantojot indukciju, iespéjams pieradit, ka jebkuras pakapes polinomu
var izteikt ka kubu summu. Induktivas parejas pieradijuma apskatiet tris
gadijumus atkariba no ta, kadu atlikumu polinoma pakape dod, dalot ar 3.

BW.A.4. Pareiza atbilde ir 8. Uzdevumu var atrisinat, izmantojot aritmétiska
vidéja un geometriska vidéja nevienadibu.

BW.A.5. Pirmais apgalvojums seko no aksiomas, otrais apgalvojums neseko. Lai
pieraditu 1. apgalvojumu, der apzimét X* y=2z un parrakstit aksiomas
citadak. 2. apgalvojumam iesp€jams atrast pretpieméru - funkciju, kam
izpildas aksiomas, bet neizpildas 2. apgalvojums (S funkcija ir diezgan
vienkarsa).

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Uzdevuma risinajumam ir divas dalas: pieradit, ka var but ne vairak ka
32 3adi skaitli, un paradit, ka tieSam ir sadi 32 skaitli. Pirmo dalu pieradot, var
izmantot {1, 2, ..., 6} visas apakSkopas un apskatit, kd tas savstarpéji
parklajas.

BW.K.2. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas: atrast, ka nepiecieSamas
vismaz 19 fotografijas un parliecinaties, ka ar 19 fotografijam pietiek. Pirmajai
dalai var izmantot fotografiju pa divi un fotografiju pa tris skaitu, lai saskaititu
parus un to, ar cik cilvékiem paradas katrs cilvéks, lai novértétu paru
fotografiju skaitu. Otraja dala vajag uzkonstruét kadu pieméru, kura 19
fotografijas atrodami visi 45 pari.

BW.K.3. Izmantojot Dirihlé principu, iegistam, ka var atrast tadus tris cilvékus,
kas nav viena sazvérestiba jau mazam darbinieku skaitam. Lielakiem
darbinieku skaitiem izmanto indukciju.

BW.K.4. Atbilde: né&. Risinajums sastav no trim soliem: 1) izvéléties sakuma
poziciju, no kuras nav iesp&jams iegut prasito, 2) parveidot uzdevumu forma,
kura to ir vieglak pieradit, 3) ievérot, ka Saja forma sakuma pozicijai piemit
un saglabajas 1pasiba, kas nepiemit tam, kas jaiegust.

Parveidotais uzdevums: pieskaitot katrai virsotnei vienu piektdalu, iegust

. _— k
Cetras nulles un vieninieku. Ipasiba: skaitli ir uzrakstami forma 2—m

BW.K.5. Atbilde: 2592 = 72182. Uzdevumam ir divas dalas: atrast maksimalo
vértibu un paradit, ka to var sasniegt. Pirmo dalu var pieradit, atrodot funkciju
pa visam zimém, kas atrod mekléto summu, un noteikt tas maksimalo
vértibu. Otra dala pietiek paradit kadu izkartojuma pieméru.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Atbilde ir 150. Lai to atrastu, izsaka visas malas ar vienu no tam un tad
izmanto divas atskirigas laukuma aprékinasanas formulas.

BW.G.2. So attiecibu iespéjams atrast no diviem lidzigiem ar rinka linijam
apvilktiem Cetrstiriem.

BW.G.3. Atziméjiet punktu G uz BC ta, ka BGBC =BD-BA. Tas palidz atrast
vairakus Cetrstlirus, kam virsotnes atrodas uz rinka linijam.

BW.G.4. To iespé&jams izdarit, iedomajoties lodei ziemelu un dienvidu polus,
novelkot paraléles caur dotajiem punktiem ta, lai uz katras paraléles bitu
viens punkts, un velkot ,vertikales” no ziemeliem uz dienvidiem, krustojot ar
tam paraléles ,pareizajas” vietas.
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BW.G.5. Uzdevumu iesp€jams pieradit, izmantojot lemmu: ja rinka linija ievilkta
AB-BC BO

AD-DC OD’

Cetrstiira (ABCD) diagonales krustojas punkta O, tad

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Pétiet, kadu atlikumu dod Sie skaitli, dalot ar 4, kadu - to reizinajumi,
kadu - skait|u kvadrati.

BW.S.2. Iespgjams tikai n =1 Var pieradit, ka N nevar bdt para skaitlis; te
izmanto daliSanos ar 4. Var pienemt, ka ir kads n> 1, kam izpildas prasitais.
Izmantojiet N mazako pirmreizinatdju un to, ka ar to ir jadalas gan 3" + 1, gan
ta reizinajumam ar 3"— 1 Pé&tiet mazako pakapi, kada var kapinat 3, lai,
atnemot 1, rezultats dalitos ar minéto pirmskaitli. Izmantojiet So pakapi, lai
atrastu, kads ir nun p — 1lielakais kopigais dalitajs.

BW.S.3. Cikla garums ir 20. Pétiet n un n" atkariba no to pédé&jiem cipariem, to
atlikumus, dalot ar 4 un, kad nepiecieSams, ar 20, un kadus a, tie dod katra
gadijuma.

BW.S.4. 13, sSada virkne eksisté. Iesp&jams pieradit, ka var atrast nakamo
elementu virkné, ja doti sakotnéjie. Ar to ar pietiek, jo var sakt konstruét
virkni no viena skaitla.

BW.S.5. Atrodiet dalamibas pazimi ar skaitli 37, kas lidziga dalamibas pazimém
ar 3 un ar 9. Apskatiet dota skaitla un 111 111 111 11&tarpibu.
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Atrisinajumi
S. SagatavoSanas olimpiade

S.9. Devita klase

S.9.1. No dota vienadojuma |X1—X2|26. Lai, izmantojot Vjeta teorému, izteiktu
starpibu ar p un (, kapinam abas puses kvadrata. Izsakot ieglistam

Jp°—-40>6< p>-4q>36. Starpiba starp otra kvadratvienadojuma
sakném ir y/4p? —12q =/ p? + 3(p? - 4q) > +/3-36 = /108 > 10.

S.9.2. Pienemsim, ka Andrim bija a konfeksu, tad ari Maijai bija a konfeksu. Ja
Andris apéda X konfektes, tad Maija apéda 8x konfektes. No ta secinam, ka
Andrim palika a-X, bet Maijai a-8x konfeksu. Ta ka Andrim palika 9 reizes
vairak konfeksu neka Maijai, varam izveidot vienadojumu:
a-x=9(@a-8x)= 72x-x=9a-a=>8a=7Ix. Tatad 8a dalds ar 71 Ta ki
LKD(8, 71)= 1, tad adalas ar 71, kas bija japierada.

S.9.3. Skat. Al. zim.

A

D

//
B E ” AC\1. zim.
Apziméjam hipotentzas AC viduspunktu ar M; tad MA=MB =MC. Tapéc
/ZMBC = ZMCB = Z/DCE = ZEDC (vienadsanu trijstiiru lenki pie pamata).
No vienadsanu trijstlra BCD  seko /BDC = ZDBC. Tapéc
/BDE = #/BDC - ZEDC = ZDBC - Z/MBC = Z/DBM . Tapéc AEBD = AMDB
(/m¢), tatad EB =MD un ED = MB.
Tapéc AD + BE=AD + DM = AM =BM = DE, kas ari bija japierada.
S.9.4. Atbilde: 5 krasas.

Risingjums sastav no 2 dalam. Pirmkart: paradit, ka ar 5 krasam ritinas var
izkrasot ta, lai krasojums atbilstu uzdevuma nosacijumiem (pieméru skat.
A2. zim); otrkart: pieradit, ka ar vairak krasam tas nav iesp€jams.

1.variants. Pienemsim, ka krasu bltu vismaz 6, tad dazadu krasu paru batu
vismaz 15, bet ir tikai 12 rGtinu malas, pa kuram ritinas var saskarties. No ta
secinam, ka nav iesp&jams riitinas izkrasot 6 vai vairak krasas.

2.variants. Pienemsim, ka ritinas ir izkrasotas 6 vai vairak krasas. Apskatam
vidéjo ratinu, ta ir nokrasota krasa a. Uz visam 4 pusém tai rGtinas var bt
izkrasotas maksimums cetras citas krasas (skat. A3. zim). Nokrasojot kaut vai
visas atlikusas cetras ritinas krasa f, tam blakus var atrasties maksimums
Cetras cita krasa nokrasotas ritinas, bet, ja tika izmantotas 6 vai vairak
krasas, tad ar to nepietiek, jo ratinam, kas nokrasotas krasa f, jarobezojas ar
ratinam, kas nokrasotas piecas citas krasas. Esam ieguvusi pretrunu.
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A4. ZiM.

abc
S.9.5. Izdaramo gajienu rezultata lielums —— (skat. A4. zim.) nemainas, jo a, b,
Xyz
C, X, Y, Zir izvietoti ta, lai, izvéloties jebkuru rindu vai kolonnu, tiktu izmainits
viens lielums sauc€ja un otrs - skaititaja. Ta ka sakotn€ja un iegistamaja
. 4.8-9 6-10-5
tabula dalijumam ir dazadas vértibas: # , prasita
6-1C-5 4-8-9

parveidoSana nav iespéjama.

S.10. Desmita klase

S$.10.1. Apzim&jam f(x)=ax® +bx+c. No dota seko, ka f(1)- f(~3)<0, tapéac
f(x) maina zimi intervald (-3;1), t.i., funkcijas grafiks krusto OX asi starp
punktiem (-3) un 1, tapéc Sai parabolai ir vél otrs krustpunkts ar OX asi.

S.10.2. Skaitli 24 un 50 abi ir para skaitli. Dalot para skaitli ar para skaitli,
atlikums vienmér ir para skaitlis (varbat 0), bet, dalot nepara skaitli ar para
skaitli, atlikums vienmér ir nepara skaitlis. Tatad, dalot kadu skaitli ar 24 un
50, atlikumu summa vienmér bis para skaitlis: saskaitot divus para skaitjus,
summa ir para skaitlis un, saskaitot divus nepara skaitlus, summa ir para
skaitlis. Ta ka 17 ir nepara skaitlis, tad atlikums, dalot ar 3, ir nepara skaitlis.
Dalot ar 3 var ieglt atlikumus O, 1, 2 no ta seko, ka, dalot ar 3, ieguva
atlikumu 1.

2 2L 2L
S.10.3. Ja trijstira laukums ir L, tad ta malu garumi ir —, — un

24" 30 40
o .. 60 . o = me . .
Trijstdris, kura malu garumi ir T reizes lielaki neka pétamajam, ir tam

lidzigs; bet ta malu garumi ir 5, 4un 3 ,tatad tas ir taisnlenka. Tatad ari dotais
trijsturis ir taisnlenka; tapéc ta divi garakie augstumi ir ta katetes, un ta

laukums ir %-30-40: 600.

S.10.4. Ta ka Z/BMD+ ZBND=90° +90° =180, tad ap BNDM var apvilkt rinka
liniju. Tapéc ZBMN = ZBDN (ievilkti lenki, kas balstas uz vienu un to pasu
loku). Bet Z/NCD=90° - ZNDC= /BDN, tatad ZNCD=/BMN. Tapéc

ZAMN+ ZACN = ZAMN + ZBMN =180", no ka seko prasitais.
B

M

A < c AS5. Z2m.

|

3
S.10.5. Viegli parbaudit, ka X= (— ?{/EX)S J{X—%J +(x+
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Celot So vienadibu 2006. pakapé (un labaja pusé atstajot visus kubu
reizinadjumus), iegdstam vajadzigo izteiksmi pakapei X?°® (labaja pusé

ir 3299 kubi).

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Abam funkcijam diskriminanti ir vienadi. Tas nozim&, ka abiem
vienddojumiem f(x)=0 un g(x)=0 vai nu abiem ir pa divam sakném, vai
abiem - pa vienai saknei, vai abiem saknu nav. Tapéc vai nu abas minimalas
vértibas ir pozitivas, vai abas - negativas, vai abas - nulle. No Sejienes seko
vajadzigais.

S.11.2. Atbilde: 191

Risindjums sastav no 2 dalam. Pirmkart: pieradit, ka nevar bit mazak ka 191
naturalie dalitaji; otrkart: paradit, ka eksisté skaitlis, kuram ir tiesi 191
naturals dalitajs. Pirmkart: vismaz 19 no minétajiem skaitliem nav 1.
Pienemsim, ka tie ir d; <d,<...<d;g <d,,. Tad dalitaji

1<
<d, <d, <...<djy <
<d,d;g <d,dg<...<dgdg <
<d,dd <d,dgdg <...<d,dgdg <

<d,d,d,..d,,d,, < d,d,d,..dyd,, <
<d,d,d,d,..d,d,,

visi ir dazadi, jo katrs nakosais lielaks par iepriekséjo, un to skaits ir
1+(19+18+17+...+2+1)=191

Otrkart: ja n=1-2"-22.....2 = 2" tad skaitlim n ir tiei 191 dazads naturals
dalitajs: 1,2',22,23,..2'%9 219

S.11.3. Apziméjam ZEAB=a. Ta ka E, A, B un F atrodas uz vienas rinka linijas,
tad ZEAE preté&jais lenkis /BFE =180 —a . Lidzigi apzim&am /DHG=8.
Ta ka C, D, H un G atrodas uz vienas rinka linijas, tad Z/DHG pretg&jais lenkis
Z/GCD=180" —B. Ta ka ari B, C, G un F atrodas uz vienas ripka linijas, tad
a+B:1800. No ta seko, ka ari A, D, H un E atrodas uz vienas rinka linijas, jo
pret&jo lenku summa ZEAB+ ZDHG = o+ =180 (skat. A6. zim.).

m

A6. Zim.
S.11.4. Pie x=1 iegastam f(3)=(f(1))’+2; pie x=3 ieglstam
f(1)=(f(3))* + 2. Tevietojot (un apzim&jot f(l)=a), iegistam
a=(a2+2)2+2.

Tas nav iespé&jams. Tie$dm, ja ta batu ,tad a> 2; bet tad a*+2>a> 2 un
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a=(a?+2f +2>(a’+2f>a’+2>a - pretruna.
S.11.5. Lemma. Ja tabulad ir 1 rindina ar n rdtinam un taja izvietotas > n-t
monétas, tad var panakt, lai p€d€&ja ratina atrastos kada monéta.
Lemmu pierada ar matematisko indukciju. Baze n=1 ir trividla. Apskatam
pareju. Ja sakuma pedé&ja riatina jau ir kada monéta, viss kartiba. Preté&ja
gadijuma apskatam 1><(n—1) tabulu, kura ir divi komplekti monétu, katra
pa > 2"2 monétam; saskana ar induktivo hipotézi katrs no Siem komplektiem
var ,nogadat” (n-1)-a rdtina vismaz vienu monétu. Tas abas izmantojot,
ieglst vajadzigo tabulai 1xn. Lemma pieradita.
PieSkiram ritinam koordinatas, ka paradits A7. Zzim&juma.
1
2

1 2 3 ... n A7 7AmM.

Risinam ar indukciju sakotnéjo uzdevumu. Pie n=1 apgalvojums ir

acimredzams. TieSam, ir tikai 3 sakuma konfiguracijas:

e Abas monétas ir augséja ratina.

e Viena monéta ir augs€ja, bet otra ir apakséja ratina.

e Abas monétas ir apaksSéja ritina, bet tada gadijuma vienu no monétam
var parvietot uz augséjo ratinu.

Pienemsim, ka tas patiess tabulam 2><(n—1). Apskatam tabulu 2xn.

Skirojam iespé&jas:

a) n-ja kolonna ir >2 monétas; ir 3 konfiguracijas, izkartotas tapat ka

gadijuma, kad n=1

b) n-ja kolonna ir 1 monéta. Ja ta ir ratina (1, n), viss jau ir kartiba. Ja ta ir

ratina (2, n), tad tabula 2x(n—1) ir 2" —1 monétas. Ir divi apak$gadijumi:
bi) 1. rindina ir >2"' monétas; lietojam lemmu tabulas 2xn aug$éjai
rindinai.
b,) 1. rindina ir <2"" monétas; tad 2. rindind ir >2"" monétas. Lietojot
lemmu, nogadajam vienu no tam ritina (2, n). Ta ka tur jau atradas viena
monéta, tad tagad tur ir 2 monétas, un ar nakosSo gajienu sasniedzam
vajadzigo.

c) n-ja kolonna monétu nav. Tad tabula 2><(n—1) ir divi komplekti, katra pa

2" monétam. Saskana ar induktivo hipotézi nogadajam ritina (2, n-1) 2
monétas un ar nakoso gajienu sasniedzam meérki.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Atbilde: 32 komisijas.

Risinajums sastav no divam dalam. Pirmkart: pieradit, ka vairak ka 32
komisijas izveidot nevar; otrkart: paradit, ka var izveidot 32 komisijas.
Pirmkart: seSu elementu kopai ir 2% =64 apakskopas. Sadalam tas paros ta,
ka katra kopa ir pari ar savu papildinajumu (piem., {1,2} ir pari ar
{3,4,5,6}); pavisam ir 32 pari. Abas apakskopas no viena para nevar veidot
komisijas, jo tam nav kopiga elementa; tatad komisiju nevar bat vairak par
32. Otrkart, lai izveidotu 32 komisijas, var rikoties Sadi:

e nemam 1 komisiju, kas satur visus sesus cilvékus;

¢ nemam 6 komisijas, kas satur pa pieciem cilvékiem;

e npemam Cg’ =15 komisijas, kas satur pa Cetriem cilvékiem;
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e nemam Cg =10 komisijas, kas satur pa trim cilvékiem; pie tam viens no

tiem visas 10 komisijas ir viens un tas pats cilvéks A.

Ievérojam, ka1l + 6 + 15 + 10 = 32.

Konstrukcijas pareizibas parbaudé lietderigi ievérot faktu: ja divas komisijas
kopa ir vairak par 6 locekliem, tad tam noteikti ir kop€js loceklis. Ir izveidotas
komisijas, kuras ir 3, 4, 5 vai 6 cilvéki. 3 + 3 = 6, tacu visas 10 triju cilvéku
komisijas ir kopéjs cilvéks A. Nemot jebkuras citas divas komisijas, to locek|u
kopskaits =7, no ka seko, ka tam noteikti ir kads kopéjs loceklis.

S.12.2, Skat. A8. zZim.

B

A C
A8. Zim.

Ievérojam, ka Z/BMA= /BCA=60°, jo abi lenki balstds uz viena un ta pasa
loka. Atliekam MS=MB; tad ABMS ir vienadsanu ar virsotnes lenki 60°, tatad
regulars. Tapéc BS = BM. Ievérojam ari, ka BA = BC un
/ABS=60°-~/SBC=~/CBM. Tapéc AABS=ACBM (m/m), tatad
AS=CM; tapéc CM + BM = AS+ SM = AM, k.b.j.

S.12.3. Izmantojot aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, vienadiba

n(n+1)

parveidojas par +2=k? un talak par n(n+1):2k2—4. Apskatisim

atlikumus, dalot ar 9:
N atlikums | Kreisas puses atlikums | K atlikums | Labas puses atlikums
0 0(0+1)=0 atl.0 0 2.02-4=-4 atl.5
1(1+1)=2 atl.2 2.1 -4=-2 atl.7
2(2+1)=6 atl.6 2.22_4=4 atl4
3(3+1)=12 atl.3 2.32-4=14 atl.5
4(4+1)=20 atl.2 2.4 -4=28 atl.1
5(5+1)=30 atl.3 2.52_4=46 atl.1
6(6+1)=42 atl.6 2-6°—-4=68 atl.5
7(7+1)=56 atl.2 2.7°-4=94 atl.4
8 8(8+1)=72 atl.0 8 2.8%2-4=124 atl.7
Ta ka atlikumi abam pusém ir dazadi, tad vienadiba nav iespéjama.
S.12.4. Atverot iekavas, nevienadiba parveidojas par 15abc< a® +b® +c® +
+a’b+a’b+ab® + ab® + a’c+ a’c+ac® + ac® + b’c+b’c+bc® + bc?. Tas seko
ari no nevienadibas starp 15 skait|u vidéjo aritmétisko un vidéjo Jeometrisko,
tatad nevienadiba ir pareiza.
S.12.5. a) No diviem kiegeliem var salikt figiru, kada paradita A9. zim., no
divam tadam figiram - taisnstlra paralélskaldni ar izmériem 2x2x5 no 50
tadiem paralélskaldniem - kubu ar izmériem 10x10x10

N[OOI W|IN|EF
N/oOo|O|~IW|IN|E
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A9. Zim. A10. zim.

b) kuba tilpums ir kKxkxk =V . Ta ka kiedelis satur 5 kubinus, tad saliekama
kuba tilpums V dalas ar 5 (pienemt kubina Skautnes garumu par 1). Ta ka 5 ir
pirmskaitlis, tad ari kuba malas garums K dalas ar 5. Tapéc vienigais kubs, kas
ir mazaks par 10x10x10un ko varbit varétu salikt no kiedeliem, ir kubs ar
izmériem 5x5x5 tad tas sastavétu no 25 kiegeliem. Nokrasosim Saja kuba 27
kubinus péc A10. zim. redzamas shémas. Viens kiegelis var saturét augstakais
1 nokrasoto kubinu; tapéc A10. zim. redzamo kubu no kiedeliem salikt nevar.

R. 57. Rajona olimpiade

R.9. Devita klase

R.9.1. Sadi pirmskait]i var bat, pieméram, 23; 41; 59; 67. To summa ir 190. Ta
nevar bit citdda, jo cipari 2; 4; 5; 6 nevar bat saskaitamo pirmskaitlu vienu

cipari; tapéc tie ir desmitu cipari, un mekléjama summa noteikti ir
10-2+4+5+6)+ 1+3+7+9)=10-17+20=190.

R.9.2. Parveido pieradamo nevienadibu: 2x° —Xy—4xy—2y® <0; iznes pirms
iekavam  lidzigos saskaitamos: x(2x—y)—2y(2x—y)s0 un iegdst

(X —2y)(2x —y) <0, ko, dalot ar 2y® >0, parveido par [K—ZJ(E—%jSO.
y y

3 x _6
No dota ES_SI_B' tatad pédeja nevienadiba izpildas, jo pirma iekava bus
y
X
mazaka par nulli, vai nulle, ja — =2, bet otra - vai nu lielaka par nulli, vai

.o x 1
nulle, ja —=—.
y 2

R.9.3. Mediana ir vienada ar pusi no hipotendzas, tapéc MA=MC. Ta ka
AAMC ~ AAY X (malas pa pariem paralélas), tad YA=Y X Pieskaru vienadibas
dé] YA=XA Tapéc AAYX visas malas ir vienadas un tas ir regulars, ZA=60Q°
un £ZB=30°.

C

A== B Allzm.

R.9.4. a) Ja visi iesp&jamie policistu trijnieki ir nodezuréjusi pa vienai reizei, tad
katrs paris ir dezuréjis kopa ar pieciem citiem policistiem; tatad var bat n = 5.
b) attélosim policistus ar regulara 7-stiira virsotném. Ja pa reizei dezurés visi
tie policistu trijnieki, kuru atbilstosas virsotnes veido vienadsanu trijstari,
ieglisim situaciju arn = 3.

37



R.9.5. Katra 2x 2 ritinu kvadrata var bat ne vairak ka viens para skaitlis. Tatad
nepara skaitli ierakstiti vismaz 25x 3= 75 reizes. Ta ka to pavisam ir pieci,
iegustam a) risinajumu.

Katra 2x 2 ratinu kvadrata var bt ne vairak ka viens no skaitliem 3 un 9.
Atceroties ari spriedumu par para skaitliem, iegistam: katra 2x2 ritinu
kvadrata ir vismaz 2 skaitli no kopas {];5;7}; tatad to pavisam ir vismaz 50. Ta

ka 3-16< 50, iegistam b) risinajumu.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Salidzinam divas monétas A un B. Pastav divas iespégjas.

1.) A un B ir dazadas masas. Tad viena no tam ir viltota, otra - Ista. Sadalam
atlikusas 2004 monétas 1002 paros un katru no tiem salidzinam ar pari (A, B).
Katra svérSana més noskaidrosim, cik viltoto monétu ir taja pari, ko
salidzinam ar (A, B). Pavisam tiks izmantotas 1 + 1002 = 1003vérsanas.

2.) A un B ir vienadas masas. Ka ieprieks salidzinam pari (A, B) ar citiem
monétu pariem, kamér atrodam pari (C, D), kura masa atSkiras no (A, B)
masas. Pienemsim, ka (C, D) kop&ja masa ir mazaka neka (A, B) kopégja
masa (otrs gadijums ir Sim ,simetrisks”). Tad A un B, ka ari visas citas lidz
Sim svértas monétas ir istas. Salidzinam C un D. Rezultata més atrodam
vismaz vienu monétu no para (C, D), kura ir viltota, ka ari noskaidrojam, cik
viltoto monétu ir pari (C, D). Tagad izveidojam pari (ista monéta, viltota
monéta) un turpinam ka 1. gadijuma. Pavisam tiks izmantotas
1+ 1002 + 1 = 1004vérsanas.

R.10.2. Pie nepara N to var izdarit, pieméram, Sadi: 2;4;6;... rindas visas ritinas
nokraso melnas, bet pargjas rindas visas ritinas nokraso $adi: 1. rinda
bsbs.., 3. rinda sbsb.., 5. rinda bsbs.., 7. rinda sbsb.. utt. Pie n=4 var bdt,
pieméram, Al12. zim.

b|lm/s m
s|m/b |b
b|m|ls |¢
s|mib m [A12 Am,

Ja n - para skaitlis, kas dalas ar 4, kvadratu sadala 4x 4 rGtinu kvadratos un
izmanto A12. zim. redzamo krasojumu.

Ja n - para skaitlis, kas nedalas ar 4, kvadratu sadala Cetros vienados
kvadratos ar nepara skaitu ratinu katra un izmanto sakuma minéto
krasojumu.

R.10.3. a) pieméram, n= 30; dalitaju grupas ir 1+ 2+ 3+5+10+15=6+ 30.
b) ja p —pirmskaitlis, kas lielaks par 5, apskatam skaitli 6p. Dalitaju grupas ir
1+2+3+ p+2p+3p=6+6p. Ta ka pirmskaitli var bat bezgaligi lieli, tad ar
sadi konstruéts labs skaitlis var biit lieldks par 20072007

R.10.4. Skaidrs, ka ABSC~ ADSA(atbilstosie lenki vienadi ka krustlenki un ka
iekSejie Skérslenki pie paralélam taisném). Lidzigos trijstros augstumu
attieciba vienada ar atbilstoSo malu attiecibu, tapéc BC : DA = BM . AM.
Tapéc ACBM ~ ADAM, un ieglistam ZBCM = ZADM. Tad
Z/CMS=/BCM = Z/ADM = ZDMS, k.b.j.
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M | S
A D Al13. Zm.
R.10.5. Tevérosim, ka f(x)=(x+4)" — 4. Tapéc
f(f(x)= ((x+4 —4+4) —4=(x+4)" -4 un

F(F(F()=((x+4)* —4+4f —a=(x+4) - 4.

Risinot vienadojumu (X+ 4)° —4=0, iegistam
(x+4f =4

X+4=1+42

x=-4+42.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Parveidojam vienadojumu par X(X+3): 2Y. Ja X - para skaitlis, tad X + 3
- nepara skaitlis, kas lielaks par 1, tatad dalas ar kadu nepara pirmskaitli; tad
X(x+3) nevar bit vienads ar 2’ saskana ar aritmétikas pamatteorému.
Lidzigi nevar bat, ka X > 1 un X — nepara skaitlis. Parbaudot X = 1, redzam, ka
y =2 Tatad (x;y)=(L2) ir vienigais atrisinajums.

R.11.2. a) Pienemsim, ka tada para nav. Luigsim katram zénam uzrakstit y
dazadas kartites - katru ar savu vardu un kadu tas meitenes vardu, kas
vinam patik. Lidzigu darbu lugsim izdarit meiteném. Ta ka savstarp€ju
simpatiju nav, tad nav divu kartiSu, uz kuram bdtu vienadi uzraksti; tapéc
kartiSu nav vairak par nn= n>. No otras puses, kartiSu ir
X-n+y-n = (X+y)-n > n-n = n? - pretruna.

b) Attélosim meitenes ar punktiem rinka linijas iekSpusgé, bet zénus - ar
punktiem rinka linijas arpusé (ska‘t. Al14. zZim., kur n=9).

Al4. Zzm.
Ja katrai meitenei patik X zéni pulkstena raditaja kustibas virziena, sakot ar
to, kurs stav vinai blakus, bet katram zénam - y meitenes pulkstena raditaja
kustibas virziena, sakot ar to, kura stav vinam vienu poziciju prieksa, tad
savstarpéju simpatiju nav.

R.11.3. ]3, eksisté. Pietiek, ka to grafiki krustojas ta, ka paradits A15. zim.

39



Al5. 2m.

R.11.4. Ta ki ZAYC=9(P=/AXC, tad ap AYXC var apvilkt rinka liniju; tapéc
ZACY=/AXY ka ievilkti lenki, kas balstds uz vienu un to pasu loku.
Apzimésim LACY=ZAXY= o.

# C

M Al6. Zm.

Ievérosim, ka trijstiris XYZ - vienadsanu (péc dotad) un trijstaris CMY
vienadsanu (jo CM =YM, ka ap taisnlenka trijstari CYM apvilktas rinka linijas
radiusi). Ta ka trijstura lenka blakuslenkis ir paréjo divu lenku summa, tad
vienadsanu trijsttri XZY lenkis ZAMY=2¢ un vienadsanu trijstiri CMY lenkis
LAZY=2¢, tatad LZAMY=LAZY. No Sejienes seko vajadzigais.

A

1 1
7_’_7
X

1
R.11.5. Doto vienadibu varam ekvivalenti parveidot par —=?Z. Tatad

dotajiem skaitliem apgrieztie skait|
5.4 .3 2,
6'6 6 6

veido aritmétisku progresiju; acimredzami

6;§;2; 3; 6.

ST progresija ir 1; —
5 2

, un pasi skaitli ir 1;

olR

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Visas Sis vienadibas nevar vienlaicigi pastavét. Ja ta bitu, tad
kvadratvienadojumam f(x)—q-x=0 (g - progresijas kvocients) batu 3
dazadas saknes: a;, jo f(al)—q-a1=a2—a2=0 (no dota un no
geometriskas progresijas definicijas), un lidzigi ari @, un a,, bet tas nevar
bat, jo kvadratvienadojumam ir ne vairak ka divas dazadas saknes.
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Ja. a=1; a,=2; a;=4; a,=8 un f(x): X —X+2, no minétajam
vienadibam pastav tikai pirmas divas.
R.12.2. Atbilde: n=2, k=0;1; 2; ....
Risindjums. Ja k=0, tad n=1; vieniga spuldze tiek ieslégta, un talak nekas
netiek darits. Pie n = 2k, k € N, katram no para dalitdjiem d = 2; 4; 8; ...; 2"
2% atbilstoga mainu sérija skar katru spuldzi O vai d reizes (tatad kopuma
neietekmé tas stavokli), kamér dalitajam 1 atbilstoSa sérija maina katras
spuldzes stavokli 1 reizi. Tapéc beigas visas spuldzes bis ieslégtas.
Ja turpreti skaitlim n ir kads nepara pirmskaitlis p, ar kuru n dalas, tad
(p + 1)-a spuldze (uzskatot S par pirmo spuldzi) tiks ,aizskarta” tiesi p+1
reizi (sérijas, kas atbilst n dalitdjiem 1 un p) un tapéc beigas paliks izslégta.
R.12.3. TieSa parbaude parada, ka neder n=1; 2; 3; 4; Statad n>6. Ja n, dalot
ar 3, dod atlikumu 1 resp. 2, tad n- 1 resp. n+ 1 nav pirmskaitlis. Tapéc n
dalas ar 3. Ja n-nepara skaitlis, tad n-1 un n+ 1 nav pirmskaitli, tapéc n

n n n
dalas ar 2. Tatad n dalas ar 6. Tad n ir dalitaji 1; E; — 5; n. Bet

2

n n n _ . . N .
E+E+§+n:2n. Saskana ar uzdevuma nosacijumiem 1 jabat vienam no

skaitliem g; g; 2; Nn. Mums der tikai 1=g; tad n=6. Parbaude parada,
ka ST vértiba der.

R.12.4. Trijstiri AXB augstums sadala divos vienados taisnlenka trijstlros, tapéc
AX=BX Mums pietiek pieradit, ka BX=YZ Tas bis pieradits, ja ieglsim, ka
ACZY=AZBX Bet ta tas ir, jo (1) CZ=7ZB ka hordas, kas savelk vienadus
lokus (UCZ =UZB, jo uz tiem balstas vienadi ievilktie lenki ZCAZun £ZAB);
(2) £CYZ=2/CAY=~/CAB (ar&jais lenkis ACYA); Idzigi £ZXB=ZCAB.
Tatad ZCYZ= /ZXB;

(3) LCZY=~«ZCZA= ZCBA jo pédgjie divi balstas uz viena un ta pasa loka.
Ta ka lenkis ZCBZ balstas uz viena loka ar ZCAZ tad tas ir tikpat liels, ka
ZXBA (kas vienads ar ZXAB ka lenki pie pamata vienadsanu trijstari). Tapéc
£ZBX=/ZBC+ ZCBX=ZCBX+ £ZXBA= ZCBA= ZCZY. Esam ieguvusi, ka
LCZY=/ZBX

No (2) un (3) seko, ka ACZY~AZBX Tas kopa ar CZ=7B dod vajadzigo
trijsturu vienadibu.

A

C B

Z Al7. Zm.
R.12.5. Atbilde: ar 144 gajieniem.
Risindjums. Sakuma ir 72 melnas ritinas. Lai melnu rdtinu parveidotu par
baltu, tas krasa jamaina divas reizes. Ta ka sakotn&ji melnajam ratinam nav
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kopigu malu, tad ar vienu gajienu var skart tikai vienu sakotné&ji melno ratinu.
Tapéc nepiecieSami vismaz 72-2=144gajieni.

Paradisim, ka ar 144 gajieniem pietiek. Sadalisim kvadratu 24 taisnstiiros ar
izmériem 2%3 ritinas. Sakotné&ji katram no tiem ir viens no krasojumiem, kas

redzami A18. zim.:

b m b m b m
m b m b m b A18. zim.
Ar 6 gajieniem vienu taisnstlri var parveidot vajadzigaja forma:
b | m| b b |m]| b b | m| b m
—> —> —
ml!| b | m S| m|m b S | m b
_ m| b | m m| s m
Al19.zim. -« «—
b | m]| Db b | m m

Tatad pavisam pietiek ar 24-6=144gajieniem.
V. 57. Republikas olimpiade

V.9. Devita klase

V.9.1. Doto vienadibu parveido par x*—y®=2007x-Y)
(X— y)(x+ y)= 20071 x—y) . Ta ka x=y, tad no Sejienes seko X +y = 2007

V.9.2. Var nemt p=-1, q=-2 Patvaligam veselam skaitlim a apskatam
vienadojumu X* +(a-1)x+(@a—2)=0. Tam ir saknes X3 =-1 un X = 2.
Tiedam, (-1°+(a-)(-)+(@-2)=0 un (2-a)’+(a-1(2-a)+(a-2)=
=4-4a+a’°+2a-a°+a-2+a-2=0. Tatad visiem
kvadratvienadojumiem gan a), gan b) bis veselas saknes.

V.9.3. Apzimésim doto ZMCA=2-/ZMAC =2« (skat. A20. zim.). Ta ka ABNCir
taisnlenka, tad taja mediana pret hipotentizu vienada ar pusi no hipotenizas,
t.i.,, NM=MC. Tapéc ZMNC=2a. No AANM aréja lenka seko, ka
ZAMN =20 —a = a, tatad AANM - vienadsanu. Tapéc AN=NM=MC, no
kurienes seko vajadzigais.

un talak par

dotajiem

A o 1/ 2o 20,
N = A20. Zm.

V.9.4. Atbilde: 0; 4; 6; 8; 10; ...; 38; 40; 42
Risinajums. Ta ka katra rinda ir para skaits melno ratinu, tad a) tas
neparsniedz 6, un tadél kopé&jais melno ratinu skaits neparsniedz 67 = 42
b) kopé&jais melno ritinu skaits ir para skaitlis. Viegli saprast, ka O melno
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ratinu var bat, bet 2 melnas riitinas - ng, jo divas ritinas nevar izkartot ta, lai
reiz€ gan rindinas, gan kolonnas batu para skaits melnu ratinu. Atliek paradit,
ka ieglt 4; 6; 8; ...; 40; 42nelnas ratinas. Més to panaksim, izvietojot melnas
ratinas divu veidu blokos: kvadratos ar izmériem 2kx2K ritinas, kur katra
ratina ir melna, un kvadratos ar izmériem (2k+1)x(2+1) ratipas, kur melnas
ir visas rutinas, iznemot vienu diagonali.

1) Vértibas 4, 8; 12; ...; 32; 3fiek iegltas, izmantojot 1; 2; 3; ...; 9kvadratus
ar izmériem 2x2.

2) Vértiba 6 tiek ieglta, izmantojot kvadratu 3x3 (ievietojam to liela kvadrata
stlr); vértibas 10; 14, 18; ...; 3&iek iegltas, pievienojot tam 1; 2; 3; ...; 8
kvadratus ar izmériem 2x2 (skat. A21. zim.).

3) Veértiba 40 tiek ieglta ar vienu 5X5 ritinu kvadratu un pieciem 2x2 ritinu
kvadratiem.

4) Vértiba 42 tiek ieglta, izmantojot visu 7X7 ritinu kvadratu.

AV4AY4
N
(]
N
(T

MINVN\L

N\
AVd
N
(DD
NN

/

AN

A21.zm. | 7| 2| 4| A22. zm.

e

V.9.5. a) ja, skat., piem., A22. zim.

b) né. Apskatisim pirmskaitlus 41; 43; 47; 53; 59, 61, 67; 71, 73;.7€& ka tie
visi lielaki par %-81, tad neviens cits ierakstamais skaitlis ne ar vienu no tiem

nedalds. Tapéc Siem skaitliem jabdat uz diagonales (ja kads pirmskaitlis
sastopams rindinas elementu reizinajuma, tad aritmétikas pamatteorémas de|
tam jabdt sastopamam ari atbilstosas kolonnas elementu reizingjuma). Bet So
pirmskaitlu pavisam ir 10, un tie jaizvieto 9 vietas - pretruna.

V.10. Desmita klase
V.10.1. a) ja; pieméram, X=4uny= 2.

b) né&; izteiksmi var parveidot par X(X—1)—y(y—-1). No diviem blakus
esosiem veseliem skaitliem viens ir para skaitlis. Para skaitla un nepara
skaitla reizinajums ari ir para skaitlis. Divu para skaitlu starpiba ari ir para
skaitlis. Tatad dotas izteiksmes vértiba ir para skaitlis un nevar bat 2007

V.10.2. a) ja. Skat., piem., A23. zim.

b) né. Sanumurésim traucinus péc kartas ar numuriem 1; 2; 3; ...; 10.
Monétu kopé&jais skaits 1., 3., 5., 7., 9. traucina sakuma ir para skaitlis un ar
katru gajienu mainas par 2. Tapéc tas vienmér paliek para skaitlis. Bet,
sasniedzot uzdevuma meérki, Sajos traucinos kopa bitu 5 monétas - pretruna.
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- - -

7
0 0
0 0
0 0
2
0 2
2 1
0 0
0 0
—
2 2
0 0

3
A23. Zm.

- - -

- -

- -

5 3 4
1 1 2 2 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 3 5
2 2 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
3 3 1
1 0 1 1 2 2
0 2 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1
1 3 2
1 1 0] 0 2 0
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1

V.10.3. Ja a un b ir viens otram sekojosi pirmskaitli un a<n<b, tad x(n) =a un

y Y. e .1
y(n)=b. Tapéc katram $adam n atbilstosais saskaitamais summa ir 30 Ja
a.
visiem Sadiem n atbilstosie saskaitamie summa ir, tad to daudzums ir tiesi
b-a
Atliek ievérot, ka 601 ir pirmskaitlis. Apzimé&jot pirmskaitlus no 2 lidz 601

augosa kartiba ar pi1, P2 ..., Pn, ieglstam, ka apskatdama summa ir
p2_p1+p3_p2+m+pn_pn71:

P. P, P, Ps PPy
2101 1 1 1 1 1 1 1 1 j

P P, P Ps Pha P P P, 2 601

V.10.4. Ta ka OX, OY, OZ pa pariem veido 120° lielus lenkus, tad to
vidusperpendikuli pa pariem veido 60° lielus lenkus, tapéc to veidotais
trijstdris A ir regulars. Punkts O atrodas A iekSpusg, un ta attalumu summa X

lidz trijstdra A malam ir %(OX +OY + 0Z) . Més pieradisim divus faktus:

A. X vienada ar A augstumu,
B. OX+OY+0OZ=AC.

No ta sekos, ka visiem A ir vienadi augstumi, tatad tie ir vienadi sava starpa;
tatad visiem A ir vienadi laukumi.
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Atliek pieradit minétos faktus.
A. Apzimé&jot A laukumu ar L, malas garumu ar @, bet augstumu ar h,

ieglstam, ka L =%ah un L :%aXJr%aer%az (skat. A24. zim.); no ta seko

vajadzigais.
B

X R

Z A S 7 C

A24. Zm. A25. Zim.
B. Iesvitrotie trijstlri ir regulari (skat. A25. zim.), jo to lenki sakrit ar
sakotngja trijstira lenkiem, ka kapsllenki pie paralélam taisném. Trijstiri,
kam visi iekS&jie lenki ir 60°, ir regulari. Tapéc OX+ OY+ 0Z=0X+ OR+ SZ
jo vienadmalu trijstiru malas ir vienadas. XO= AS jo AX, SOun XO, ASpa
pariem paralélas, tapéc AXOS - paralelograms. Lidzigi OR=ZC. Tapéc
OX+OR+SZ=AS+ZC+SZ Tatad OX+O0OY+0Z=AS+ZC+SZ=AC,

k.b.j.
n(n-1)
2

V.10.5. No n dazadiem skaitliem var izveidot summas X+V, kur X£y; n

summas X + X = 2X; bez tam n veidos var nemt vienu pasu skaitli X. Tapéc

jabat n(n—1)
2

+2n2> 27 (*), no kurienes seko N> 6, un a) pieradits.

Apzimésim uzrakstito skaitlu kopu ar K. Pie n=6 nevienadiba (*) pastav
vienadiba. Tatad katram skaitlim no 1 lidz 27 jabit izsakamam viena vieniga
veida. No ta pakapeniski seko, ka 1eK, jo to citadi nevar izteikt; 2¢K, jo to
var izteikt, ka 2'1; 3€K, jo to nevar izteikt ar 1 un dotajam operacijam; 4g¢K,
jo to var izteikt ka 1+3; 5eK, jo to nevar izsacit ar 1, 3 un dotajam
operacijam. Tagad redzam, ka 6 var izsacit gan ka 1+5, gan ka 2-3 - pretruna.
Tatad N> 6jeb N> 7 un ir pieradits b).

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. a) ja; pieméram, var nemt n =9,

b) né. Skaitlis, dalot ar 9, dod tadu pasu atlikumu ka ta ciparu summa. Ja
uzdevuma minétais skaitlis n eksistétu, tad N un n+ 199 dotu vienadus
atlikumus, dalot ar 9. Tad to starpiba (n+199)n = 199dalitos ar 9 - pretruna.

V.11.2. Ja, eksisté. Piemé&ram, var pemt trinomus X%, (x-1)*> un (x+1)°. Viegli
redzét, ka Siem kvadrattrinomiem ir attiecigi saknes 0, 1 un -1. Saskaitot
Xo+(x-1)? = 2C-2x+1 un Xo+(x+1)> = 2X*+2x+1, redzam, ka abam summam
diskriminants ir -4, tatad sakpu nav. V&l atliek (x-1)°+(x+1)* = 2¢+2, un ari ai
summai nav saknu, tatad izpildas visi uzdevuma nosacijumi.

V.11.3. Sanumurésim katra lapas pusé esoSos daudzstirus ar skaitliem 1; 2; 3.
Tas dalas laukumu, pa kuru ,parklajas” daudzstiris ar numuru i lapas pirmaja
pusé un daudzstdris ar numuru | lapas otraja pus€, apzimésim ar Ljj; lapas
kopé&jo laukumu apzimésim ar L. Skaidrs, ka

(Lp+ Ly +Llg)+(Lp+ L+ Ly )+ (L + L+ L) =L
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- _ _ L i,
Tapéc vismaz viena no iekavam nav mazaka par 5 Pienemsim, ka ta ir

iekava L; +L;; +L;; . Nokrasojot vienadas krasas daudzstlrus ar
numuriem i1 un ji1; i2 un jp; i3 un j3 (attiecigi lapas pirmaja un otraja puse),
iegustam vajadzigo.

V.11.4. Izvélamies tadu punktu S, ka BSCKir paralelograms (skat. A26. zim.);
A, K, M, S atrodas uz vienas taisnes, jo taisne KM dala paralelograma
diagonali BC uz pusém un tatad ari ir Si paralelograma diagonale.

B B

C C
A26. Zm. A27. ZM.

Tad Z/BAC+ /BSC= ZBAC+ Z/BKC =180 . Tapéc ari ZABS+ ZACS=180;
no ta seko, ka sinZABS=sinZACS.

Ievérojam, ka L(ABM)=L(ACM) un L(SBM=L(SCM (trijstlri ar vienadiem
pamatiem un kopigiem augstumiem). Tapéc L(ABS=L(ACS.

Ieglstam %AB-BS-SinéABS:%AC-CS-SinéACS, no kurienes seko

ABBS=ACCS Bet BS=KC un CS=KB, no kurienes seko vajadzigais.
V.11.5. Vispirms pieradisim ipasibu: katram naturdlam n a,=0<a,,; =0.

TieSsam, ja a,=0, tad no dotas vienadibas seko, ka sauc&ji un tatad ari
skaititaji ir pretéji skaitli; no ta seko apn+3=0. Ja an+3=0, no dotas vienadibas
seko, ka skaititaji un tatad ari saucéji ir pretéji skaitli; no ta seko a,=0.
Tatad katrs tresais virknes loceklis (visi virknes locekli, kuru kartas numuri
dod vienadu atlikumu dalot ar 3) batu O, ja kaut viens no tiem batu 0. Ja ir
tads virknes loceklis, kas nav O, tad visi virknes locekli, kuru kartas skaitli dod
tadu pasu atlikumu dalot ar 3, ka si virknes locekla kartas skaitlis, ari nav 0.
Izmantojot So Tpasibu un dotos virknes loceklus, iegiistam:
ja ni>1, tad az#0 (jo azz#0, 33=311)
ja >0, tad agn+1#0 (jo axx#0, 22=37+1)
ja >0, tad azn+2#0 (jo a11#0, 11=33+2).
Lidz ar to a) dala pieradita.
No dotas vienadibas seko, ka
(an+3 - an+2)(an + an+1) = (an - an+1)(an+3 + an+2) ’
péc vienkarsosanas ieglistam

an+1an+3 = ana'm-z (1)
Nemot vienadiba (1) n vieta n+1, iegistam

an+2a'n+4 = an+lan+3 (2)
Sareizinot (1) un (2), iegustam
an+1an+2an+3an+4 = anan+1an+2an+3 (3)

Ta ka a,,a,,,a,., # 0, no Sejienes seko an+s=an.
Tatad virkne ir periodiska ar periodu 1, 2 vai 4.
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2

Tapéc 81:%3:1; a2=a22=2; &),2811:4; no (1) seko a, =
No Sejienes

a +a, +..+a,, =250 + 2" + 4% +21) = 2501+ 2)2 = (5(1+ 2'<))2 , no ka
seko vajadzigais.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Ja X - kopéja sakne, tad x*+a’x+b®=x*+b’x+a>®, no kurienes

3 3 2 2
(@—b?)-x=a’~b®. Ja axb, tad x=2 P _@*ab+b’

a’-b? a+b
b)* 3p?
(a+2j W
= b >0, jo kvadratu summas un nenegativu skaitlu summas
a-+

dalijums ari bGs nenegativs, un tas nevar bat 0, jo tad a =b = 0. Bet skaidrs,
ka dotajiem vienadojumiem nav pozitivu saknu.

Ja turpreti a=Db, tad abi vienadojumi ir identiski viens otram. Vienadojumam
x?+a’x+a*>=0 ir redla sakne tad un tikai tad, ja
a'-4a*>0<a’(a-4)>0. Ta ka a>0, tad tas ir gadijumos, ja a=b=0
vaia=b>4.

V.12.2. a) ja; pieméram, divas pretéjas kuba virsotnés ieraksta ,-1", bet citas

ieraksta ,+1".
b) né. Pienemsim, ka to izdevies izdarit. Tad visu ierakstito skaitlu
reizinajums vienads ar reizinajumu skaitliem prizmas pamatu virsotnes;
katram pamatam ir nepara skaits $kautnu, tapéc reizinadjums ir (-1)-(-1)=1. No
otras puses, tas ir reizinajums skaitliem piecu sanu skaldnu virsotnés (nemot
ik otro skaldni); tapéc tas ir (-1)52-1 - pretruna.

V.12.3. Ja (X;y) ir sistémas atrisinajums, tad atrisinajumi ir ari (-X;y), (X -y),
(-X; -y); tapéc meklésim atrisinajumu pie x>0, y>0. Ja (X;y) ir sistémas
atrisinajums, tad atrisinajums ir ari (y; X); tapéc meklésim atrisinajumu pie
X<y.

Saskaitot abus vienadojumus, iegustam X2+y2=2 (1)
Atnemot abus vienadojumus vienu no otra, péc parveidojumiem iegistam
2sin® x—2sin’ y = y* — x* (2)

No (1) seko, ka 0<x< yS\/E<%. Ta ka Saja apgabala funkcijas

f(t)=sin’t un g(t)=t> abas ir augosas, tad sin>x<sin’y un y?>x?;
tapéc no (2) seko, ka X=Y, citadi katra vienadibas pusé bitu atskiriga zime
pie tas absolltas vértibas. No (1) ieglistam X =Yy = 1. Parbaude parada, ka tas
tieSam ir sistémas atrisinadjums.
Tatad sistémai ir 4 atrisinajumi (X; y): (1; 1), (1; -1), (-1; 1), (-1; -1).

V.12.4. Skat. A28. zZim. No ievilktu lenku un krustlenku Tpasibam

ZCAD=/CBD=/EBF=ZEAF (1)
No ievilktu Cetrstlru un ievilktu lenku Tpasibam
ZACD=180-ZABD=/ABF=ZAEF (2)

No (1) un (2) seko, ka AACD~AAEF.
No ZACB=£/ADB un <ZAEB=/ZAFB seko, ka AACE-AADF. Tapéc
AC.AM=AD:AN (malas un medianas attiecibas lidzigos trijstiros, tatad
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AC.AD=AM:AN (3)

Bez tam ZCAM=/DAN (lenki starp atbilstoSajam malam un medidanam
lldzigos trijstliros). Atnemot no Sis vienadibas abam pusém Z/DAM, ieglistam
ZCAD=/ZMAN (4)

No (3) un (4) seko ACAD~AMAN, k.b.j.

V.12.5. Atbilde: a) ja, b) né.
Risinajums. Apskatam vispirms gadijumu ar galigu daudzumu da]u.
Pienemsim, ka Sis dalas ir Ay, Ay, ..., An un dala Aj nesatur nevienu skaitla X;
daudzkartni, i =1; 2; ...;n. Skaitlis X=X X, Xy -...- X, pieder vienai no §im
dalam; piepemsim, ka XxeA;. Tad no vienadibas X=X -(XX,...X ;X ;..X,)
seko pretruna ar pienémumu.
Tagad paradisim, ka bezgaliga dalu daudzuma gadijuma uzdevuma minéta
situacija ir iespéjama. Kopa A1 ieskaitisim vieninieku un visus pirmskaitjus un
to pakapes ar naturaliem kapinatajiem. Katram i, i > 2, kopa A ieskaitisim tos
skaitlus, kas dalas ar tiesi | dazadiem pirmskaitjiem.
Katram naturalam | dala Ai nesatur nevienu daudzkartni skaitlim
PPyt P - Pigs Kur pPr, P2, ..., Pi, P+ - dazadi pirmskaitli, jo Si skaitla
daudzkartnis dalitos ar vismaz i+1 dazadiem pirmskaitliem, bet tas ir pretruna
ar to, ka veidota grupa A,.

A. Latvijas 34. atklata matematikas olimpiade

A.9. Devita klase

A.9.1. Atbilde: né.
Risindjums. Pienemsim, ka ta noticis, un vienigais skaitlis, kas nedalas ar 3,
izveidots no kadas kolonnas cipariem (otrs gadijums analogisks). Tad katra
rindina ciparu summa dalas ar 3. Tapéc ari visu ierakstito ciparu summa dalas
ar 3. Savukart devinas kolonnas ciparu summas dalas ar 3, bet viena - ng;
tapéc ari visu ciparu summa nedalas ar 3. Iegita pretruna.

A.9.2. No konstrukcijas seko, ka PMBN ir trapece, pie tam

vienadsanu ( ZNPM = Z/PMB = 60°). Tapéc «BMN = Z/BPN.
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A * C
A29. 7M.

Lidzigi PMCK ir vienadsanu trapece (ZPMC=/MCK =60°), tapéc
ZBMK=/BCP, un mums pietiek pieradit, ka ZBPN=/BCP. Ta ka tie abi ir
ievilkti lenki, tad pietiek pieradit, ka loki, uz kuriem tie balstas, ir vienadi.
Pagarinam PN un iegldstam L - krustpunktu ar rinka Iiniju. Lidz ar to loki, uz
kuriem balstas lenki ZBPN un £ZBCP, ir attiecigi loki WPB un UBL un mums
pietiek pieradit, ka UPB=UBL.

UAPB=UCLB, jo wuz tiem balstas vienadi ievilkti lenki, attiecigi
/BCA=ZCAB=60°. Atlieckam m un n ta, ka redzams A29.zim.
VAMP= UCnL, jo loki starp paralélam hordam ir vienadi.

Atnemot no vienadiem lokiem UAPB=UCLB vienadus lokus WAMP=UCnL,
iegdtie loki WPBun UBL ir vienadi.

Piezime. No pieradita seko, ka M, N, K atrodas uz vienas taisnes.

A.9.3. a) Ta ka katrs no naturaliem skaitliem a un b ir izsakams ka divu veselu
skaitlu kvadratu summa, varam apzimeéet a—q2+y2, b=22+t2, lldz ar to varam
izteikt to re|zmaJumu un ve|k arveldOJumus
(@A = G 4 QC 12+ 8 G2 1 2zt ¥0) + (20720 )
= (qz+yt) + (qt—yZ) Ta ka g, Yy, Zun tir veseli skaitli, tad ari qz+yt un qt-yz
ir veseli skaitli. Lidz ar to esam pieradijusi, ka reizinajums a-b ir izsakams ka
divu veselu skaiti.l kvadratu summa.

b) (x2 +1Xx2 +4)X® + 2x+ ZXXZ —2X+ 2):

= (x? +122)x? + 22X(x+1)2 +12X(x—1)2 +12).

Izmantojam a) punkta iegato identitati (GF+y?)(Z+t%) = (qz+ yt)*+(qt-y2)*:
e apskatam reizindjumu (x2 +12Xx2 +2?),

Saja gadijumaq=Xx,y=1 z=x,t=2

(x2 +12Xx2 + 22)= (X-Xx+1-2)% +(x-2-1-X)* = (X* + 2% + x*;

o apskatam reizinajumu ((X+1)2 +12X(X—1)2 +12),

Saja gadijumaq=x+1,y=1z=x1,t=1

((x+1)2 +12X(x—1)2 +12): (x+2) - (x=1) +1-D2 + ((x+1)-1-1- (x-1))? = (x?)? + 22.
Esam ieguvusi:

(x2 +1)(x2 + 4)(x2 +2X+ 2)(x2 - 2X+ 2): (X*+2)% +x)((x*)*+2°). Tas ir
reizinajums, kur reizinataji ir divu kvadratu summas. Lidz ar to atkal varam
izmantot a) punkta ieglto identitati. Saja gadijuma qg= X?+2, V=X 2= X2,
t=2

(P +2)2 + X)) (X)*+2)=((X*+2) - X*+Xx-2* +((X* +2)-2—X-X*)* =

= (X" +2X7+2X)° + (2x* + 4-x%)°,
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Esam ieguvusi divus polinomus ar veseliem koeficientiem f(X) un g(x), ka
visiem X pastav uzdevuma prasita vienadiba.

A.9.4. Atbilde: a) ng, b) ja.
Risinajums. a) katrai no slégtajam lauztajam linijam katra virsotné ir para
skaits (divi) posmu, tatad katra virsotné pavisam kopa ari bus para skaits
posmu - no katras lauztas linijas 2 posmi. Bet no katras astonstira virsotnes
kopa iziet septini nogriezni - 2 malas un 5 diagonales. Ta k& 7 nav para
skaitlis, ieglta pretruna.
b) No katras virsotnes var novilkt astonus posmus. Ta ka ir 9 virsotnes, no
virsotném kopa iziet 9-8=72 posmi. Ta ka katrs posms ir novilkts starp
divam virsotném, pavisam kopa ir novilkti 72:2=36 posmi, t.i. 36:9=4lauztas
linijas. Lai izveidotu simetrisku zim&umu un varétu viegli saskatit, ka divu
lauztu Iiniju posmi neparklajas, 9-stlra virsotnes attélojam k& astonstira
virsotnes un centru. AtbilstoSas virsotnes apzimé&jam ar vienadiem burtiem.
Izveidojam pirmo lauzto Iiniju ABHCGDFE (skat. A30. zZim.) un savienojam
atbilstosas virsotnes devinstari (skat. A31. zim.).

H/—\ SN
/ \
p \
/ \\ H
G | ¢ C
I
/
/
D

\
\
\ /
F \\\ s
E
A30. Zm. A31. Zim.

Lai izveidotu otru lauzto liniju, pagriezam pirmo lauzto liniju A30. ZIm&juma
pulkstenraditdja kustibas virziena ta, lai punkts A attélotos par punktu B
(skat. A32. zim), un ari So lauzto liniju atbilstosi attélojam devinstdri. Ta ka
nekadi no A30. un A32.zim lauzto Iniju posmiem neparklajas, tad ari
devinsturi nekadi divi no pirmas un otras lauztas linijas posmiem nesakrit
viens ar otru (skat. A33. zim.).
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Lidzigi attélojot atlikusas divas lauztas linijas, viegli parliecinaties, ka no katra

punkta uz katru citu iziet tieSi viens lauztas linijas posms un no katras

virsotnes iziet tiesi astoni posmi.

A.9.5. Atbilde: 8 monétas.

Risinajums sastav no 2 dalam. Pirmkart: paradit, kadi gajieni javeic, lai uz

augsu tiktu novietoti 8 gerboni: apgriezot divus monétu Cetriniekus bez

kopé&jiem elementiem, uz augsu ir 8 gerboni. Otrkart: pieradit, ka vairak ka 8

gerbonus uz augsu novietot nevar. Izvélamies 5 monétas, no kuram nekadas

divas neatrodas blakus. Katrs gajiens aizskar tiesi divas no tam. Tapéc sSada

monétu piecinieka katra gajiena "lasu" skaits nemainas vai mainas par 2:

e ja gajiens maina monétas, kas ir ar lasi uz augsu, tad ,lasu” monétu klast
par divam mazak;

e ja gajiens maina monétas, kas ir ar gerboni uz augsu, tad ,lasu” monétu
klust par divam vairak;

e ja gajiens maina vienu monétu ar lasi uz augsu, otru - ar lasi uz leju, tad
Jlasu” skaits nemainas.

Sakuma visas piecas monétas ir ar lasi uz augsu. Ta ka 5 ir nepara skaitlis,

tad péc katra gajiena ,lasu” skaits paliek nepara skaitlis. Tatad katra no abiem

sadiem monétu pieciniekiem vienmér uz augsu ir vismaz viens "lasis". No ta

seko, ka uz augsu noteikti bis vismaz divi ,lasi”.

A.10. Desmita klase
A.10.1. Pienemsim, ka n dalas gan ar 999 999 gan ar 1 000 001 Ta ka
LKD(999 999, 1 000 001)sXad n dalas ari ar
999 999-1 000 001=(2Q)-(10+1)=10"*1.
Bet ta nevar biit, jo desmitciparu skaitlis ir mazaks par 10'%-1.
A.10.2. Atbilde: a) ja, b) ne.

- o 1 1 11
Risinajums. a) ievérosim, ka (X+ y+ z+t) —+—+—+¥ =
X 'y z

X X X z z z t t t
Y WEEANIE. SR Y IR AV AV I LI

y z t X z t x vy t X y z
:4+(§+1j+(§+zj+(§+£j+(i+zj+(i+lj+(z+lj.
y X z X t X zy t oy t z

1 E / 1
Ta ka pozitiviem o ir spékao+—=>2 |o-— =2, tad apskatama reizinajuma
a

o
e - 1 11
vértiba ir vismaz 4+6-2=16. Ta ka O<Xx+y+z+t<4, tad —+—+—+¥
X y z
vértiba ir vismaz 16:4=4 kas ari bija japierada.
b) apskatam pieméru Xx=y=2z=01; t=1000. Tad X+ y+2z+t=10003> 4,

tacu 1+£+£+%=10+10+1O+0,001: 30,001. Summa ir lielaka neka 4.

X y z
Esam paradijusi, ka vienmér uzdevuma prasitais apgalvojums neizpildas.
A.10.3. Pienemsim, ka siera gabalu masasir m <m,<m,<m, <m <m, <m,.
Ta ka m=2m,, my=m, un mMm=>m,, tad M+m+m>m,+m,+m.
Pievienojot kreisajai pusei siera gabalu Ny, ieglistam nevienadibu:

m+m+My+m, > m, +m, + .
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Ta ka mlsz, n13£m4 un n15£rr16, tad ml+ms+m,5§mz+m4+me.
Pievienojot labajai pusei siera gabalu m5, ieglistam nevienadibu:

m+m,+my < m,+m, + Mg +m,.

Tatad, ja no sakuma viena kaudz€é novietojam my; mg; M, bet otra - My; My;
Mg, tad pievienojam pirmajai kaudzei mM; un sakam Ny pakapeniski
"parsuknét" uz otro kaudzi, tad sakuma smagaka ir pirma kaudze, bet beigas
- otra. Tapéc bis tads bridis, kad abas kaudzés bis vienadas masas. Sai bridi
redzams, kados gabalos jasagriez m;. Tatad vienmér bis iesp&jams sagriezt
lielako siera gabalu divas dalas ta, ka iegitos 8 siera gabalus varés sakartot
divas dalas ar vienadam masam.

A.10.4. Pienemsim, ka rutinas malas garums ir 1. Apskatisim vertikalas ratinu
linijas; tas sadala daudzstiri 2 trijstliros un kaut kada daudzuma trapecu/
paralelogramu ar augstumu 1. Apzim€jam vertikalo liniju garumus ar ay, ay, ...,
an (skat. A34. zim.)

|

\
ﬁ§ -\ \

N

| A34. Zm.

1
Ta ka trijstura laukums ir Ea-h un trapeces/paralelograma laukums ir
1 _ . .
E(a+ b)-h, tad daudzstira kopé&jais laukums ir

%a1-1+%(a1+a2)-1+%(a2 +a3)-1+...+%(an_1+an)-1+%an l=a +..+a,.Ta

tad vertikalo liniju garumu summa ir vienada ar daudzstura laukumu. Tapat
apskatam horizontalo liniju garumu summu un secinam, ka ari ta ir vienada ar
daudzstura laukumu. Ta ka gan vertikalo, gan horizontalo liniju summa ir
vienada ar daudzstira laukumu, tad tas ir vienadas sava starpa, kas ari bija
japierada.

A.10.5. a) apskatam dotas punktu sistémas izliekto apvalku. Nemam vienu ta
virsotni. Tas n-1 taisnes, kas iet caur So virsotni un citiem n-1 punktiem, sava
starpa nav paralélas, jo nekadi tris punkti neatrodas uz vienas taisnes (skat.
A35. zim.);

A

A35. Zm.
b) ja ieprieks€ja risinajuma "malé&jas" taisnes ir AB un AC, tad taisne BC nav

paraléla nevienai no paréjam (n-1) taisném, jo krusto tas visas; tapéc to var
nemt par N-to taisni;
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c) ja dotie n punkti ir regulara n-stira virsotnés, tad taisném, kas vilktas caur
diviem no tiem, ir pavisam N dazadi virzieni. Tapéc no tam nevar izvéléties
vairak neka n pa pariem neparal€las taisnes.

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Lemma. PA<AB.
TieSam, pagarinam AP lidz krustpunktam A; ar malu BC. Vai nu ZAAB>90°
vai ari ZAAC>90% varam pienemt, ka ZAAB>90° Tad trijstiri AAB £ AAB
ir lielakais lenkis, tatad pret to atrodas lielaka mala; tapéc AB>AA>AP. Otra
gadijuma iegustam AC>AA>AP. Ta ka trijstiris ABC ir regulars, tad
AB=AC>AP

A

P
g/ A1 c A36. zm. g

Tagad atrisinasim uzdevumu.
a) no lemmas seko: PA<a, PB<a, PC<a, kur a - regulara trijstira malas
garums. Saskaitot Sis nevienadibas, ieglstam
PA+PB+PC<a+a+a=3a= 3AB, kas ari bija japierada.
b) novelkam caur P MN |[|BC; tad AMAN ir reguldrs. No trijstlra
nevienadibas seko BP + CP < (BM + MP) + (CN + NP), tatad
BP + CP<BM + CN + MN (1)
No lemmas pieradijuma (pasvitrotas nevienadibas) seko:
AP<AM (2)
Saskaitot (1) un (2), iegistam BP+CP+ AP<BM + CN+ MN + AM.
Ta ka MN = AN (jo AMAN - regulars) un AC=AB (jo ABAC - regulars), tad
BM+CN+MN +AM= (BM+AM) + (CN+AN) =BA+AC= 2AB.
Tatad BP + CP + AP < 2AB, kas ari bija japierada.
A.11.2. Ievérosim, ka katram n > O pastav vienadiba

n n n n
n*+n®+1 n*+2n®+1-n®> (n2 +1)2 e (M-n+1fn?+n+1)
_1[ 1 B 1 }_E 1 B 1
2[n”-n+1 n+n+1] 2|n*-n+1 (n+1°-(n+1)+1
Saskaitot Sis vienadibas pie n=1; 2; 3; ...; 200,/iegistam, ka novért&jamas

summas Vvértiba ir

1[ 1 1 1 1 1 }
= - + - + <
2|17 -1+1 22-2+1 2?2-2+1 3F-3+1 2008 —2008+1
1 1
<_.—
2 1°-1+1
A.11.3. Apzimé&jam <ZASB=a (skat. A38.zim.). Saskana ar teorému par
pieskares garuma kvadratu mums pietiek pieradit, ka SM-SA=SNSD.

1
:E' kas ar1 bija japierada.
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D
A A38. zZim.

Ievérojam, ka ZBMA=90° un ZCND=90°, jo balstds uz rinka [inijas
diametra. Tatad ari /BMS=90° un ZCNS=90° k& attiecigo lenku
blakuslenki. No ta seko, ka trijstiri ABMS un ACND - taisnlepnka. Tatad

cowzz—hs (ABSM) un cosoc:% (ABSM). Izsakam: SM=SBcosa un

SN=SGCcos, un mums pietiek pieradit, ka SBSAcosn = SCSDcosu .
Ja batu cosa= 0, tad o =90° un Satrodas uz abam rinka linijam (S=M =N) -
pretruna. Tatad pietiek pieradit, ka SBSA=SCSD.

B
Trijstiri ABSC un ADSA -lidzigi trijstari (/¢4/¢), tatad %:%, t.i.,
SBSA=SCSD. Tatad pieskares, kas no S novilktas abam rinka linijam,
vienadas sava starpa .

A.11.4. Apzimésim patiesos darbiniekus ar P un darbiniekus, kas melo, ar M.

Apskatisim to no P, kas sanem vislielako algu, apzimésim to ka P*. Saskana
ar pazinojumu ir vismaz 90 darbinieku, kas sanem lielaku algu. Ta ka P* no P
ir lielaka alga, tad Sie 90 darbinieki ir M. Tatad ir vismaz 90 M.

Apskatisim to no M, kas sanem vismazako algu, apzimésim to ka M*.
Saskana ar pazinojumu, nav vairak ka 89 darbinieku, kas sanem lielaku algu.
Ta ka par P* vairak naudas pelnija 90 darbinieku, tad M* pelna vairak neka
P* (pret&ji par M* vairak pelnitu vismaz 90 darbinieku). Tatad kopa ir tieSi
90M.

Apskatisim to no M, kas strada visilgak. Saskana ar pazinojumu ir vismaz 10
P (kuri strada ilgak par So meli).

Apskatisim to no P, kurs$ stradajis vismazako laiku. Saskana ar pazinojumu, ir
ne vairak ka 9 darbinieki, kas strada firma ilgak, tatad ir ne vairak ka 9 citi P.
Ta ka ir vismaz 10 P, tad kopa ir tiesi 10 P.

Tatad firma strada tiesi 100 darbinieki.

A.11.5. Atbilde: a) nevar, b) var.

Risindjums. a) Pie n =8 apskatisim to kvadrata iekSa esosSo ratinu malu
skaitu, kam abas pusés ir melnas ratinas. Sakuma tas ir O; beigas tam jabat
2-7-8 t.i., nav jadalas ar 3.

Viegli parliecinaties, ka ar katru gajienu Sis skaits mainas par 0, par 3 vai par

12. Ja nokraso:

e vienu baltu ratinu, tad skaits nemainas, jo visas blakus rdtinas tai ir
baltas;

e no divam baltam ratinam sastavosu taisnstari, tad skaits mainas par 3, jo
tiesi divas no tam blakus esosam ratinam jau ir melnas un vél 1 ritinu
mala ir starp tikko nokrasotajam ratinam;

e no Cetram baltam rGtinam sastavosu kvadratu, tad skaits mainas par 12,
jo visas 8 tam blakus eso$as ritinas jau ir melnas un vél 4 rGtinu malas ir
starp tikko nokrasotajam ratinam.
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Esam parliecinajusies, ka kvadrata iekSa esosSo ritinu malu skaits vienmér
dalas ar 3. Tatad prasita nokrasoSana nav iesp&jama.

b) Pie n= 13 vispirms nokrasojam ar krustiniem atzimétas rdtinas (skat.
A39. zim.)

X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X x| A39. ZiM.

Péc tam nokrasojam visus 40003%2 ritinas lielos taisnstlrus, kas tas
»,savieno” - gan horizontali, gan vertikali; péc tam nokrasojam 16 baltos 2x2
ratinu kvadratus, un viss kvadrats ir nokrasots melns.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Parliecinamies, ka punkti A, B, K, N, M atrodas vienados attalumos no
iekrasotas riatinas centra O (skat. A40. zim.):
AACO=ABDO = AMDO = ANEO= AKFO (m/m), tatad
AO=BO=MO=NO=KO ka hipotenlizas vienados trijstiiros (skat. A41.,

A42. Zim.).
Mﬁ M
-~ N E N

zs

K F K
A B A B
A40. Zm. A41. Zm. A42. Zm.
Tatad punkti A, B, K, N, M atrodas uz vienas rinka linijas. Redzam, ka
apskatamie lenki ir ievilkti lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku AB. No
ta seko, ka Sie lenki ir vienadi.
Iespé&jami |oti daudzi citi risinajumi.
A.12.2. a) Apzim&jam f(X)=x3-6x*+7x-1. Ta ka f(0)<0, f(1)>0, f(2)<0,
f(1000)>Q tad pa vienai saknei ir intervalos (0;1), (1;2), (2;2000) Vairak saknu
3. pakapes vienadojumam nevar bit. Tatad vienadojumam ir tiesi tris dazadas
pozitivas saknes, kas ari bija japierada.
b) ApzZim&jam saknes ar Xi; Xo; X3. Tad (X-X1)(X-Xo)(X-X3) = X>-6x+7x-1 ir
identitate.
Polinomi ir identiski vienadi tad un tikai tad, ga visi to attiecigie koeficienti pa
pariem vienadi. Apskatam koeficientus pie X~ gan kreisaja, gan labaja pusé.
Redzam, ka (-X1)(-X2)(-X3) = -1, t.i., XaxoX3 = L Ta ka Xy, X2 un Xg ir taisnstdra
paralélskaldna augstums, garums un platums, tad ta tilpums ir 1.
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Apskatam koeficientus pie X gan kreisaja, gan labaja pusé un iegistam

X XotXaXstXoXs = 7. Ta ka XyX ir taisnstlira paralélskaldna vienas skaldnes

laukums, X1X3 - otras skaldnes laukums un XoX3 - tresas skaldnes laukums, tad

triju skaldnu laukumu summa ir 7. Ta ka paréjas tris skaldnes ir atbilstosi

vienlielas ar Sim tris skaldném, ari to laukumu summa ir 7. No ta secinam, ka

pilnas virsmas laukums ir 7+7=14

A.12.3. Atbilde: ng, nevar.

Risinajums. Ja sarkana figurina stav pa kreisi no baltas (ne noteikti blakus),

teiksim, ka Sis figlrinu paris ir vélams. Sakuma vélamo paru ir O, beigas jabat

1 vélamam parim. Viegli parbaudit, ka ar katru gajienu vélamo paru skaits

mainas par para skaitli:

e Ja pievieno 2 baltas figlrinas vieta, no kuras pa kreisi ir n sarkanas, tad
vélamo paru skaits aug par 2n;

e Ja pievieno 2 sarkanas figlrinas vietd, no kuras pa labi ir n baltas, tad
vélamo paru skaits aug par 2n;

e Ja nonem 2 baltas figlirinas vieta, no kuras pa kreisi ir n sarkanas, tad
vélamo paru skaits samazinas par 2n;

e Ja nonem 2 sarkanas figlrinas vieta, no kuras pa labi ir n baltas, tad
vélamo paru skaits samazinas par 2n.

Tatad vélamo paru vienmér ir para skaits, tatad tas nekad nevar bat 1.

Uzdevuma prasitais nav sasniedzams.

A.12.4. Atbilde: a) nevar, b) var.

Risinajums. a) Pieradisim, ka pie n = 2 prasitais nav izdarams. Pienemsim no

pretéja, ka tas izdevies. Tad novilkta tikai viena dalijuma linija. Ir tris

gadijumi:

1.) abam dalam nav neviena kopiga punkta uz rinka linijas. Tad vienai dalai ir

~Caurums”, bet otrai nav, lidz ar to tas nav vienadas (skat. A43. zim.);

A43. zim. Ad4. zZm.
2.) abam dalam ir viens kopigs punkts A uz rinka linijas. Tad abas dalas nevar
bt vienadas, jo uz figuras a var atrast divus tadus punktus, starp kuriem
attalums ir rinka diametrs, bet uz figtras b $adus divus punktus atrast nevar
(skat. Ad44. zim.).
3.) abam dalam ir divi kopigi punkti A un B uz rinka linijas (skat. A45. zim.).
A

B A45. Zim.

Ja A un B nav diametrali pret&ji punkti, tad viena dala ir divi punkti, starp
kuriem attalums ir rinka diametrs, bet otra dala tadu punktu nav, tapéc dalas
nav vienadas. Tapéc A un B jablt diametrali pretéjiem punktiem. Tad katra
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dala ir tiesi viens punktu paris (A,B), starp kuriem attalums vienads ar rinka
diametru; tapéc, savietojot dalas ta, lai tas sakristu, vai nu A sakrit ar Aun B
ar B, vai ari A ar B un B ar A. Bet tad dalas kopuma nesakrit, jo viena no tam
satur centru O, bet otra - né.

Tatad misu pienémums ir nepareizs.

b) Pieméru skat. A46. zZim. Lai izveidotu $adu sadalijumu, uz rinka linijas
atliek 6 punktus ta, ka rinka linija tiek sadalita 6 vienadas dalas. Sos punktus
un rinka centru savieno ar linijam, kas ir vienadas ar 6 punktu izveidotajiem
lokiem uz rinka Iinijas. Savienojot So liniju viduspunktus ar punktiem, kas
atlikti uz rinka linijas, rinkis tiek sagriezts 12 vienados gabalos.

A46. Zim.

A.12.5. Izmantosim matematisko indukciju. Pie n=1 un n=2 apgalvojums
acimredzami pareizs. Pienemsim, ka tas pareizs pie N <K, un apskatisim
gadijumu, kad n=k (k>3). Pienemsim, ka kreisaja rindas gala jabat
1.séjumam utt.; labaja gala jabut n-tajam s&jumam.

Attélosim situacijas ta, ka paradits A47. zim.: zem svitras noraditas séjumu
atrasanas vietas, virs svitras - to sé&jumu numuri, kas kada bridi atrodas
atbilstoSajas vietas (s&jumu numuri apvilkti ar apliSiem):

® 6 0 @ @

1 2 3 4 S A47.zim.

Saksim ,bidit” k-to s&jumu pa labi, mainot to ar kartéjiem kaiminiem, kamér
kartéjas mainas rezultata kartéjais kaimins ,nedraud” nostaties sava vieta. Ja
Sada iespé&ja paradas, skirojam gadijumus:

A. Sis mainas rezultatad ari k-tais séjums nostatos sava vietd. Tad So mainu
izdaram. Rezultata (k-1)-ais un k-tais séjumi ir savas vietas, bet citi s&jumi -
joprojam né. Esam ieguvusi situaciju ar n=k-2 un varam atsaukties uz
induktivo hipotézi.

B. Radusies situacija, kas att€lota A48. zim&juma: visi talakie séjumi lidz
rindas galam atrodas vienu vietu pa labi no savas istas vietas (patiesiba A
gadijums ir B gadijuma specialgadijums):

® @@ & &D

m m+l1 m+2 k-1 k A48. Zim.

Tad ,bidam” k-to séjumu talak lidz galam. Rezultata sé&jumi @, @,...,

@, @, ® nonak savas vietas rindas labaja gala, bet pirmie m1

séjumi joprojam nav savas vietas. Atkal varam izmantot induktivo hipotézi.

C. Radusies situacija, kad t séjumi, kas ir pa labi no k-ta séjuma pasreiz&jas
pozicijas, atrodas vienu vietu pa labi no savas istas vietas, bet (t+1)-ais
séjums - n€ (A49. zim.):
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©® @ @> .. @td

m m+1 m+2 m-+t m+t+1
jAm+t
A49. Zim.
Skaidrs, ka j# mtt; m+t-1; m+-2; ..., ntl; m. Tapéc varam s&jumu @

L.hosutit” pa kreisi, kamér tas samainas ar ® Rezultata neviens séjums nav

no jauna nonacis istaja vieta, bet ® pabidijies vienu vietu pa labi. Lidzigi
turpinam parbidit k, kamér iestajas A vai B gadijums.

Lidz ar to més vienmér varam ® parbidit uz savu vietu - induktiva pareja
izdarita.

VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
48. Starptautiskaja matematikas olimpiade

VP.1. Latvijas 57. matematikas olimpiades 4.karta

VP.1.1. Apzimésim a+b+c=X.Tad a+b=x-c, b+c=x-a un a+c=x-b.
Izmantojam izveidotas vienadibas un parveidojam uzdevuma doto vienadibu:

(a+b)(b+c)(c+a)=(x—a)(x—b)(x-c) =1.
Tatad x®—x*-(a+b+c)+x(ab+ac+bc)—abc=1. Ta k& a+b+c=x, tad
tas ir tas pats, kas X°®—x*-Xx+(a+b+c)(ab+ac+bc)—abc=1, un tatad

ab+ac+ bC:1+—abC (*) (80 vienadibu var iegit ari citdadu parveidojumu
a+b+c

cela).

Ievérojam, ka

a+b+c=%((a+b)+(a+c)+(b+c))2gy(a+b)(a+c)(b+c) :g, tatad

a+b+czg (**)

No otras puses, l=(a+b)(a+c)(b+c)> 2Jab-2Jac-2/bc =8abc, tapac

1
abc< = (x**
8( )

=

1+

No (*), (**) un (***) seko, ka ab+ac+ bcé—szg, k.b.j.

N w

VP.1.2. Ta ka BKJ||CY , tad ZKBC=/BCY ka ieks&jie Skérslenki. Ari
/ZKCB = ZBCY, jo BC ir XY vidusperpendikuls. No ta seko, ka ABKC ir
vienadsanu un BK=KC.

Lidzigi ZXPK=/XYC ka kapsllenki un /ZPXK=/4XYC, tapéc
ZXPK=/PXK. No ta seko, ka AXKP ir vienadsanu un XK=PK. Ta ka
PKCM - paralelograms, tad PK=CM. Tatad CM=KX.

Ta ka armn LXKB=/ZMCK ka kapsllenki, tad no pasvitrotajam vienadibam
seko, ka AMCK = AXKB (mIm) (*)
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Y A50. zim.

Ta ka PKCM ir paralelograms, tad AMCK = AKPM (**),

No (*) un (**) seko, ka AXKB=AKPM .

Tapéc /PKM =/KXB k& attiecigie lenki vienados trijstiiros. Bet
Z/KXB=/CXB=90° ki ievilkts lenkis, kas balstas uz diametru. Tatad
/PKM =90°, kas ari bija japierada.

VP.1.3. No Ferma Mazas teorémas seko, ka x” —x un y® —y dalas ar p. Varam
izteikt X+ y=X+Yy+X?P —=XP+yP —yP =(XP +yP) = (X" =xX)—(yP —y). Ta ka
visi tris saskaitamie dalas ar p, tad ari Xx+Yy dalas ar p, un tadé] varam izteikt
X+Yy=n-p, kur n - vesels skaitlis. Tatad X=-y+n-p.

Izvirzot p&c Nitona binoma formulas, iegistam x* =-y®+y"*.Cl -np+Q,
kur izteiksmé Q visi saskaitamie satur p® atklatd veida. No Sejienes redzam,
ka x?+yP =yP*.C; -np+Q, tatad x” +y” dalas ar p* jo C;=p.

VP.1.4. Pienemsim, ka ABCir ar vislielako laukumu starp trijstiriem, kurus veido
dotie pieci punkti. Tad novelkam taisnes caur ta virsotném paraléli pret€jam
malam. Izveidojas vél tris trijstari I, II un III, kas vienlieli ar AABC. Tatad
punkti D un E atrodas So taiSnu veidota trijstlra iekSpusé, preté&ji AABC
nebdtu trijstlris ar vislielako laukumu.

A51. zim.

Vismaz viena no trijstdriem I, II, III nav ne D, ne E. Abi paré&jie kopa ar IV
veido prasito trapeci, jo visiem trijstariem I, II, III, IV laukumi ir vienadi un
neviens no tiem neparsniedz 1.

VP.1.5. Izmantosim matematisko indukciju. Pie n=2 apgalvojums ir
acimredzams. To, ka no A var aizbraukt uz B pa baltas/sarkanas krasas
celiem, pierakstisim ka AbB (resp. AsB).

Pienemsim, ka apgalvojums pareizs karalvalstim ar 2; 3; ...; m pilsétam.
Apskatisim karalvalsti ar m+1 pilsétu. Apzimésim vienu no pilsétam ar P.
Iedomasimies uz bridi, ka P nav (un nav ar celu, kam P ir sakums vai
beigas). Péc induktivas hipotézes ,reducétaja” valsti eksisté pilséta L ar
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ipasibu: katrai pilsétai X vai nu LbX, vai LSX Pienemsim, ka cel$ starp L un P
ved no P uz L; pretéja gadijuma L ir ,laba” ari sakotné&ja valsti, jo no L var
aizbraukt uz visam citam pilsétam un ari uz P, un uzdevums atrisinats. Tapéc
pienemam, ka PSL (identiski var apskatit gadijumu PbL).
Pienemsim, ka X;,X,,...,X, ir pilsétas, uz kuram no L var aizbraukt pa baltiem
celiem. (Ja tadu vispar nav, tad no P var aizbraukt uz visam pilsétam pa
sarkaniem celiem, un wuzdevums atrisinats.) Apskatam pilsétu sistému
P,X,X,,....% . Ta satur <n pilsétas, un varam lietot induktivo hipotézi;
atrodam Sai sistémai mekl€jamo pilsétu P,, no kuras var aizbraukt uz paréjam
K pilsétam (*). Apskatam divus gadijumus:
e P, =P -tad no P var aizbraukt uz x,...,X, vajadzigaja veida, kas seko no
(*), un uz paréjam pilsétam - pa sarkaniem celiem caur L.
e Piepemam, ka P, nav P.
o Ja PBsP, tad no P var aizbraukt uz P,X,X,,....X, vajadzigaja
veida, kas seko no (*), un uz paréjam pilsétam - pa sarkaniem
celiem caur P un L.
o Ja RbP, tad no L var vajadzigaja veida aizbraukt uz visam
pilsétam (uz P caur P, pa baltiem celiem, uz paréjam pilsétam -
saskana ar induktivo hipotézi).

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 30. aprill

VP.2.1. Pirmskaitlu pavisam ir bezgaligi daudz. Tapéc eksisté tads r,
0<r <n-1, ka bezgaligi daudzi pirmskaitli dod atlikumu r, dalot ar n.
Pienemsim, ka p - viens no Sadiem pirmskaitliem. Visi citi Sadi pirmskaitli,

g-p a-p

kas lielaki par p, izsakami forma Q= p+——-nN, kur ir naturals
n n

skaitlis (jo g un p dod vienadus atlikumus, dalot ar n).

VP.2.2. Ta ka Saurlenku trijstlri visu lenku kosinusi ir pozitivi, tad no kosinusu
teorémas seko, ka a’<b?+c?, b?<a?+c?un c?<a?+b.
Kosi-Svarca-Bunjakovska nevienadiba apgalvo, ka patvaligiem skaitliem
X X000 X1 Y1, Yao-n Y, i SpEKA sakariba

2 2 2 2 2 2
(xl + X2 ot X Xyl + Y2ty )2 (XY, + X, ¥, .t X, Y, ).
Izmantojot So nevienadibu, varam iegit

(Waf (o + e [ Ve o (o (Ve | (aat s VB o e
jeb
(a+b+c)a®+b®+c®)=(a® +b? +c? ),
tapec mums pietiek pieradit, ka (&% +b? +c2)* > 4(a® +b°® +c®). Ta tiegam ir:
identisku parveidojumu cela iegistam (a2 +b? +CZ)3 =
= a® +b° +c® + 6(abc)’ + 3a’h* + a’b® + a’c* + a’c? + b’c* + b'c?)=
= 4(a® +0° + c®)+12(abc)® + 3a’ + b2 —c?fa? -b® + ¢ ) a2 + b* +c?)>
> 4a® +b°® +c°).
VP.2.3. Ap ABNM apvilkto rinka liniju sauksim @ (skat. A52. zim). No ABNM
lenku Tpasibam seko, ka ZMAB =180 - ZMNB = ZMNC.
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C A52 zim. C AS53 zim.
No hordas un pieskares lenka Tpasibam un ievilkta lenka Tpasibam rinka Iinija
Q seko ZABM =_/BCM. Ieglistam, ka AABM ~ANCM un tatad
AM MN __ . _ MD MN _ MD AB ) N
——=——.Tapécarl —=——,, un tatad —=— (1) No rinka linija @
AB NC AB BN MN BN
ievilkta Cetrstira lenku ipadibam seko, ka ZDMN = ZABN (2). No (1) un (2)
seko, ka ADMN ~ AABN. Tapéc ZMDN = ZBAN (skat. A53. zim.). No ta
seko prasita pieskarsanas.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2007. gada 1. maija

VP.3.1. Risinajums balstas uz vairakam lemmam.
1. lemma. Ja izliekts daudzstiris sagriezts paralelogramos, tad tas ir centrali

simetrisks.
R AN

\ ; ;/
Ab54. zZim.
TieSam, paralelogramu kédites, kas ,sakas pie vienas malas”, var beigties

tikai uz tai paral€élas malas; tapéc katrai malai eksisté tai paraléla mala ar
tadu pasu garumu.

nin-1
2. lemma. Centrali simetrisku 2n-stdri var sagriezt % paralelogramos.

AS55. Zim.
Pieradisim, izmantojot matematisko indukciju (skat. A55. zim.). Ja n= 2, tad
4-stdri varam sagriezt 1 paralelograma. Ja n =3, 6-stlri varam sagriezt 1+2
paralelogramos. Ja n=4, 8-stiri varam sagriezt 6-stlGri un vél 3
paralelogramos jeb 1+2+3 = 6paralelogramos. Ta turpinam lidz 2n-stdrim, kas

dos 1+2+...+(n-1)= @ paralelogramus.

n(n—1)

3. lemma. Centrali simetrisku 2n-stiri nevar sadalit mazak ka

paralelogramos.
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TieSam, katras divas no 1. lemmas pieradijuma minétajam N ké&ditém
n(n-1)
2

,krustojas” (katras divas cita paralelograma); tapéc ir vismaz Cf =

(tik veidos var izvéléties 2 no n kéditém) paralelogrami.
Tagad varam atrisinat uzdevumu. Pienemsim, ka uzdevuma runats par

2k-stari. Tad @Slk no Sejienes k<5 (jo %=15£14). No k<5 un

no 2. lemmas seko vajadzigais.
VP.3.2. Skaidrs, ka jabat n>2. Sadalot reizinatajos, ieglstam

2000 500
n~- -1 n>" -1
—1=(n1°°°+1Xn5°°+1) 1 ; Vvisi reizinataji ir naturali skaitli, jo
n-— n-—
a“ —b* = (a—b)(...). Apzimésim reizinatajus ar x=n"""+1, y=n""+1,
n°° _1
zZ= 1 Redzam, ka X-2 wun Yy—-2 abi dalas ar 2z, jo
n_
X— n-1
22— (070 -1 +1) o = (n—1)(n°° +1) un
z n> -1
-2 n-1
y—<e_ (nsoo_l) 00 1: n-1. Lidzigi X—2 dalasar y.

Tapéc X, Yy, z LKD pa pariem var bt tikai 1 vai 2.
Tapéc Xyz var bit kvadrats tikai tad, ja katrs reizinatajs atseviski ir vai nu
kvadrats, vai divkarSots kvadrats. Ne X, ne Yy nav kvadrati, jo tie ir par 1

lielaki neka (n°°) resp. (n°). Tapec tie ir divkarioti kvadrati, un 4xy ir
kvadrats. Bet ta  nevar biat, jo = 4xy= 4(n1000 + 1Xn500 + 1) =

=4n"° 4+ 4n*°° + 40> + 4> (2n750 + n25°)2 un lidzigi 4xy< (2n750 +n*° + 1)2 ,
tatad 4xy atrodas starp divu blakusesosu naturalu skaitlu kvadratiem.
Tatad tadu n, par kadiem jautats uzdevuma, nav.

VP.3.3. Atbilde: mérka sasniegSanai vienmér pietiek ar 3 gajieniem un var
gadities, ka ar mazak nepietiek.
Risinajums sastav no divam dalam - I, ka ar mazak gajieniem nepietiek, un
II, ka ar 3 gajieniem pietiek.

X |y X [t
t |z = |y |z
AS56. Zim.

I Pieméram, A56. zim. paraditd parkartoSanas prasa lai Yy un t mainitu gan
rindas, gan kolonnas, tapéc noteikti vajag vismaz 2 gajienus - vienu ,pa
rindam”, otru - ,pa kolonnam”. Ja citu gajienu nebdtu, X un Z nevarétu
atrasties turpat, kur sakuma.

II Paradisim, ka ar 3 gajieniem pietiek.

Ierakstisim tabula katra ritina tas rindas numuru, kura rukitim, kas sakuma ir
Saja ratina, janonak procesa beigas. Tatad tabulad ir 2007 ,1”, 2007 ,2”, ...,
2007,2007".

Veiksim $adus 3 gajienus:

a) panaksim, ka katra kolonna ir visi skaitli no 1 lIdz 2007 ieskaitot (ka to
izdarit, paradisim vélak), katrs vienu reizi;
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b) savaksim visus ,1” 1. rinda, visus ,2” - 2. rinda utt. (skaidrs, ka to var
izdarit, ja gajiens a) ir izdarits);

c) katras rindas ietvaros sakartosim rakiSus ta, ka viniem jabat procesa
beigas (ja b) ir izdarits, tad ¢) acimredzami var izdarit).

Tatad mums japarada, ka var izdarit gajienu a). Skaidrs, ka tas jadara,
mainot skaitlus rindu iekSiené. Més pieradisim sekojosu apgalvojumu: ja
tabula ir 2007 rindas, katra rinda ir n skaitli un taja pavisam ir n reizes ,1”, n
reizes ,2”, ..., N reizes ,2007", tad var izvéléties katra rinda pa vienai ratinai
ta, ka visi izvélétie skaitli ir dazadi. Sos skaitjus var salikt viena kolonna, péc
tam pielietot apgalvojumu atlikusajai tabulai, kura ir 2007 rindas un katra ir
(n-1) skaitli (pavisam n-1 reizes ,1”, n-1 reizes ,2” utt.), un iegltos skaitlus
atkal salikt viena kolonna, utt.

Atliek pieradit apgalvojumu. Pieradisim to induktivi, paradot, ka izvélas
ratinas 1., 2., 3., ... rindas.

1. rinda izvélamies jebkuru ratinu.

Pienemsim, ka jau izvélétas ratinas 1., 2., 3., ...k rinda, un Sajas ritinas
ierakstitie skaitli visi ir dazadi. Apskatam (k+1)-o rindu. Ja taja ir skaitlis, kas
Vél nav izvéléts iepriek$€jas rindinas, izv€lamies to. Ja turpreti visi (k+1)-as
rindas skaitli ir jau izvéléti iepriekS&jas rindas ry, Iy, ..., I, tad kaut kur Sajas
rindas ir skaitlis, kas vél nav izvéléts (tiesam, rindas ,ry, rz, I3, ..., Ik, (K+1)-a
rinda” kopa ir n(k+1) rGtinas, un lidz $im izvélétie skaitli aizpilda augstakais
Nk no tam). Pienemsim, ka rindind r; patlaban izvéléts skaitlis o, kas
sastopams ari (k+1)-a rindina, bet rindina r; vél ir ari skaitlis B, kas vél nav
izvéléts. Tad mainam savu izvéli: no r; izvélamies B, bet no (k+1)-as rindinas
izvélamies o. Esam izvél&jusies pa ritinai no 1., 2., ... k-tas, (k+1)-as rindinas.
Ta turpinam, kamér izvélétas pa ratinai no katras rindinas. Apgalvojums lidz
ar to ir pieradits.

IMO. 48. Starptautiska matematikas olimpiade
(48" International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2007. gada 25. julija.

IMO.1. a) Izvélésimies tadus indeksus 1< p<qg<r <n, kuriem izpildas d = dq,
a, = max{ai << q}, a, = min{aj g j< n} un tatad d =a, —a,. (Siem
indeksiem nav noteikti jabut vienigajiem, tadi var bat vairaki.)

Brivi izv€lésimies realus skaitlus X <X, <...<X, un apskatisim lielumus

X,—a,] un |x -a|. (Skat. A57.zim) Ta ka (a,—x,)+(x -a)=

d d
:(ap—ar)+(xr —xp)zap—ar =d, tad vai nu ap—xpzz, vai X, —a, ZE'

No ta izriet max{x, —a|:1<i<n}> max{xp —ap‘,|xr —a,|}2

d
2max{ap—xp,xr _ar}ZE'
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X
1 o
|
I @n
r

o . 1 Xp
X1

b q AS57. Zim.

. N - d d .
b) Nodefinésim virkni (Xk) sekojosi: X, = al_E' X, = Max X,_;, 3, _E pie
2 <k <n. Paradisim, ka $ai virknei ir spéka b) dala prasita vienadiba.

‘ d
Virkne (Xk) ir nedilstosa péc definicijas un X, —a, Z_E visiem 1<k <n.

d
Pieradisim, ka X, —a, SE visiem 1<k <n.

Apzimésim ar | <k mazako tadu indeksu, kam izpildas X, = X, brivi izvélétam
indeksam 1<k <n. Bus spéka vai nu | =1, vai | 22 (un tad X > X_,). Abos
d

gadijumos X, =X =q S

Ta ka a-a. < max{aj 1<j< k}— min{aj k<< n}: d <d, tad no
X, = 4 varam iegit X, —a, =a —a ——<d—g—E

K =& 5 g Kk T =8 — 8y 5= 5 o

< : . d d - .
Més esam  ieguvusi ) <X —q < > visiem 1<k<n, tadg

max{x —a]:1<i Sn}s%.

d
Vienadba izpildas tadel, ka |x, —ay| = >

IMO.2. Ja CF=CG, tad ZFGC=ZGFC un no ta izriet ZGAB=/ZGFC=
= /FGC = ZFAD un tas, ka | ir bisektrise.
Pienemsim, ka CF <CG. Vienadsanu trijstiros ECF un EGC novilksim

attiecigi augstumus EK un EL. (Skat. A58. Zim.) Tad taisnlenka trijstiros

EKF un ELC ir spekda EF=EC un KF=C—2F<C—ZG:LC, tade|

KE =VEF? - KF? >+EC® - LC? = LE.
Ta ka ap Cetrstri BCED var apvilkt rinka Iliniju, tad ZEDC = ZEBC, tadél
taisnlenka trijsttri BEL un DEK ir lidzigi. Tad no ta, ka KE > LE, izriet
DK > BL un tadé] DF =DK —KF >BL-LC =BC=AD.

AD GC

Bet, ta ka trijstri ADF un GCF ir lidzigi, iegistam 1>—=——, kas ir
DF CF

pretruna ar mdsu pienémumu.
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E G
A D A58, zm.
Gadijums, kad CF > GC, ir analogs. Més ieglstam pretéjas nevienadibas
KF >LC, KE<LE, DK<BL, DF < AD, no kuram izriet 1<¥=%,

kas ir pretruna.

IMO.3. Aprakstisim algoritmu, ar kuru pakapeniski sakartosim dalibniekus pa
istabam. Nosauksim istabas par A un B. No sakuma izvietosim dalibniekus,
ka talak minéts 1. soli, un tad mainisim So izvietojumu, vairakas reizes sitot
dalibniekus pa vienam no vienas istabas uz otru. Jebkura algoritma darbibas

bridi A un Bapzimé dalibniekus kopu, kas atrodas attiecigaja istaba, un C(A)
un C(B) apzime lielakas klikes izméru attiecigaja istaba.

1. solis. Apzimésim ar M vienu no lieldkajam klikEm un t3s izméru
apzimeésim |M| =2m. Liksim, lai visi dalibnieki, kas ir klikeé M , iet uz istabu
A, bet visi paréjie - uz B. Ta ka M ir lielaka klike, tad ir speka
c(A)=|M|=c(B).

2. solis. Kamér c(A)>c(B), satisim pa vienam sacensibu dalibniekam no

istabas A uz istabu B. Ievérosim, ka no ¢(A)>c(B) izriet, ka istaba A nav
tuksa.

istabaA istabaB
ANM BNM
(o] (o] o
Oo OC =oo oo

A59. 2m.

Katra sol C(A) samazinas par 1 un C(B) palielinas par ne vairak ka 1, tade| 2.
sola beigas iegasim c(A)<c(B)<c(A)+1. Més iegasim ari C(A):WZm,
pretéja gadijuma batu vismaz m+1 dalibnieki no klikes M istaba B un ne
vairak k& m-1 dalibnieki no M istaba A, un no ta sekotu c(B)-c(A)>
>(m+1)-(m-1)=2.

3. solis. Apzimésim k = c(A). Ja ¢(B)=k, tad parstajam satit dalibniekus uz
istabu B. Ja esam sasniegudi ¢(A)=c(B)=k, tad esam atradudi uzdevuma
prasito. Citadi c(B)=k+1. zinam ar, ka k=|A=|AnM[>m un
BAM|<m.
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4. solis. Ja ir tads dalibnieks X € BN M un tada klike C < B, ka |C| =k+1 un

X ¢ C, tad sitisim X uz istabu A un partrauksim So soli.

istabaA istabaB
ANM BNM
o <« o |°©
o O
A60. Zim.

PE&c X atgrieSanas istaba A taja bas k+1 klikes M dalibnieki un
c(A)=k+1. Ta k& xgC, tad C(B)=|C| nebls samazinats un péc i sola
izpildisSanas C(A): C(B): k+1.

Ja $ada dalibnieka x nav, tad BNM ir apakSkopa visam klikém izméra kK +1

istaba B.
5. solis. Kamér C(B):k+1, izv€lamies tadu kliki Cc B, ka |C|:k+1 un

vienu dalibnieku no C\' M sitam uz istabu A.

istabaA istabaB
ANM BNM | o
o o
oo o < ° — C
A61. Zm.

Ievérosim, ka |C| =k+1>m2> |Bm M|, tadél C\ M nevar bt tuksa.

Ta ka dalibnieki parvietojas no istabas B uz istabu A pa vienam, tad C(B)
samazinas par ne vairak ka 1, tade| si cikla beigas bds C(B): K.

Istaba A ir klike ANM, kuras izmérs [ANM|=Kk un tade] c(A)=k.
Pieradisim, ka istaba A nav lielakas klikes. Apskatisim brivi izvélétu kliki
Qc A. Paradisim, ka |Q|<k.

Istaba A un jo Tpasi kopa Q var bit divu veidu dalibnieki: tadi, kas ir kliké
M un Iidz ar to ir draugos ar visiem dalibniekiem kopa BN M, un tadi
dalibnieki, kas uz istabu A tika atsGtiti 5. soll. Katrs no viniem ir bijis viena

kliké ar dalibniekiem no kopas BN M, tatad vini ir draugos ar ari visiem
B~ M dalibniekiem.

istabaA istabaB
ANM BNM
(o]
&! R o
:,:3??”55; °
Q [ . Y
AG2. Zim.

Tatad visi dalibnieki no kopas Q ir draugi ar visiem dalibniekiem no kopas
BNM . Ta ka kopas Q un BNM pasas par sevi ir klikes, tad Qu(BmM)
ari ir klike. Ta ka M ir lielaka izméra klike, tad [M|=|QuU(BNM)=
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=|Q+|BAM|=|Q+|M|-|AnM| un tatad |Q<|AnM|=k. Visbeidzot péc

5. sola esam ieguvusi ¢(A)=c(B)=k.
Piezime. Acimredzams, ka Sis apgalvojums ir aplams, ja lielakas klikes izmérs
nav para skaitlis.

IMO. Uzdevumi 2007. gada 26. julija.
IMO.4. Ja AC=BC, tad trijstiris ABC ir vienadsanu, trijstiri RQL un RPK ir

simetriski attieciba pret bisektrisi CR un apgalvojums ir acimredzams. Ja
AC # BC, tad simetrijas dé| varam pienemt, ka AC < BC.

A B
R AB3. zim.

Apzimésim apvilktas rinka linijas centru, kas atradisies hordu AC un BC
vidusperpendikulu krustpunkta, ar O. Taisnlenka trijstiriem CLQ un CKP

pie virsotnes C ir vienadi Sauri lenki, tadé] tie ir [Ilidzigi un
ZCPK =/CQL=2Z0QP, ka ari

QL_CQ

PK CP
Apzimésim hordas CR vidusperpendikulu ar | . Protams, ka tas ies caur rinka
[inijas centru O. Ta ka lenki ZOPQ un ZOQP ir vienadi, tad trijstiris OPQ
ir vienadsanu ar OP=0Q. Ta ka | ir simetrijas ass $aja trijstdri, tad punkti
P un Q atrodas simetriski uz nogriezna CR,

RP=CQ un RQ=CP. (2)

Trijstiros RQL un RPK lenki ZRQL un ZRPK ir vienadi. Tatad

1 rRo-oL-sin/RQL

(1) ka attiecigo malu proporcija lidzigos trijstiros.

laukum$RQL)
laukum$RPK)

_RQ QL

.RP-PK-sinzRPK RP PK

NN

Ievietojot (1) un (2) ieglistam
laukum¢RQL) _ RQ QL _CP CQ 1
laukum§RPK) RP PK CQ CP
no ka izriet, ka trijstiru RQL un RPK laukumi ir vienadi.

I

IMO.5. Sauksim skaitju pari (a,b) par sliktu, ja (4a2—1)2 dalas ar 4ab—1, bet
a=b. Lai pieraditu, ka slikti skaitju pari neeksisté, paradisim, ka tiem
piemistu divas Ipasibas, kuras lauj konstruét bezgaligu dilstoSu Sadu paru
virkni.

I ipadiba. Ja (a,b) ir slikts skaitlu paris un a<b, tad eksisté tads vesels
pozitivs skaitlis c< a, ka (a,c) ari ir slikts paris.
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2
4a® -1
Apzimésim r :K—L.

dab-1
Tad r =—r-(~1)= —r(4ab-1)= —(4a® 1) = -1(mod4a) un r = dac—1 kadam
pozitivam veselam skaitlim C. No a<b mes iegustam
2 2
dac-1= ta : 11 <4a”® -1 un tadé] c<a. Péc konstrukcijas skaitlis 4ac—1
a —

ir (4a2 —1)2 dalitajs, tadél (a, C) ir slikts skaitlu paris.

I ipasiba. Ja (a,b) ir slikts skaitju paris, tad ari (b,a) ir slikts skaitju paris.

Ta ka 1=1? = (4ab)* (mod4ab-1), tad
2

(ab? —1) = (ap? - (4ab)?* |’ =160*(4a2 —1f =0(mod4ab—1). No ta izriet, ka

dab-1 ir ari (4b2 —1)2 dalitajs.

Iedomasimies, ka eksisté vismaz viens slikts paris. Nemsim tadu sliktu pari

(a,b), kam ir vismazaka 2a+b vértiba. Ja a<b, tad I ipasiba parada, ka

eksisté paris (a,c), kur c<b un tatad 2a+c<2a+b. Ja b<a, tad II ipadiba

apgalvo, ka ari (b, a) ir slikts paris un tad 2b+a<2a+b. Abos gadijumos ir
pretruna ar 2a+b minimalitati. Uzdevums atrisinats.
IMO.6. Atbilde: 3n plaknes.
Risinajums. Viegli atrast 3n $adas plaknes. Pieméram, plaknes Xx=i, y=i
un z=i (i :1,2,...,n) satur kopu S, bet nesatur koordinatu sdkumpunktu.
VEl plaknu sistému veido visas plaknes X+ Yy+z=Kk pie k=12,...,3n.
Paradisim, ka 3n ir mazakais iesp&jamais plaknu skaits.
Pienemsim, ka ir N tadas plaknes, kas satur visus kopas S punktus, bet
nesatur koordinatu sakumpunktu. Pienemsim, ka to vienadojumi ir
ax+by+cz+d =0.
N
Apskatisim polinomu P(X, Y, Z):H(aix+b|y+ciz+ di). Ta kopé&ja pakape ir
i=1

i
N. Sim polinomam piemit Tpasiba, ka P(Xo,yo,zo):O katriem
(Xo,yo,zo)e S, bet P(0,0,0);t 0. Pieradisim, ka Sada polinoma pakape
degP > 3n.

Lemma. Apskatisim nenulles polinomu P(Xl,...,xk) ar k mainigajiem. Ja
P =0 visos punktos (Xl,...,xk), kur X,...,.X, € {0,1,...,n} un X, +...+ X, >0, bet
P(00,...0)# 0, tad P(x,...,x, ) pakape degP > kn.

Lemmas pieradijums. Lietosim indukciju pa K. Induktiva baze gadijuma
k=0, kad P =0, izpildas. Skaidribas péc apzimésim Yy = X, .

Apzimésim P atlikumu, dalot ar Q(y)=y(y-1).{y—n), ar R(X,,....x_,Y).
Polinoms Q(y):O katram y=0}1,...,n, tatad P(Xl,...,xkfl,y): R(Xl,...,xkfl,y)
visiem X,...,.X,;, Y € {0,1,...,n}. Tadél ari R apmierina lemmas nosacijumus un
ta pakape deg, R<n, jo degQ=n+1. Skaidri redzams, ka degR<degP ka

atlikuma pakape, salidzinot ar dalama pakapi, tade|] pietiek pieradit, ka
degR > nk.

Izvérsisim R pa y pakapém:
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R(Xyse X 15 Y) = Ry (XX )Y + Ry (X X g )Y oot Ry (XX, )
Paradisim, ka polinoms Rn(xl,...,xk_l) apmierina induktivas hipotézes
nosacijumu. Jaizpildas abam Tpasibam: I) Rn(0,0,...,O);t 0 un
1) R (XX 1) =0 pie X +..+X_, >0.

I) Apskatisim polinomu T(y): R(O,...,O, y), kam pakape <n. Sim polinomam
ir n saknes y=1...,n. No otras puses, ta ki T(0)= 0, tad T(y) - nenulles
polinoms. Un no ta izriet, ka degl =n un td koeficients pie augstakas
pakapes ir Rn(0,0,...,O);t 0. Gadijuma, kad k =1, iegtstam, ka koeficients R,
nav nulle.

II) Lidzigi izvélamies jebkurus skaitlus a,,...,a_; € {O,],...,n}, kam
a +..+a,_,>0. Ievietojot X =a polinoma R(Xl,...,xk_l,y), ieglsim
polinomu attieciba pret Yy, kura vértiba ir nulle visos punktos y = 01,...,n un
kura pakape ir <n. Tadé| Sis polinoms ir nulles polinoms, no ka izriet, ka
R(a,....a,,)=0 visiem i = 01,...,n. Starp citu, ari R (a,...,.a,,)=0.

Tatad polinoms Rn(xl,...,xk_l) apmierina induktivas hipotézes nosacijumus.
Tatad degR, > (k—1)n un degP >degR > degR, +n>kn.

Lemma ir pieradita. Ta k3@ mds intereséjosais polinoms, kam k=3
P(x, Y, z):lﬁ[(aix+b,y+ Cz+ di) ir plaknu vienadojumu reizindjums un
katram plaklnles vienadojumam ir pirma pakape, tad polinoma kopé&ja pakape

ir plaknu skaits. Tatad péc pieraditas lemmas més ieglstam, ka ir vismaz 3n
plaknes.

AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2006”

AB.A. Algebra
AB.A.1. Parveidojam vienadibas kreiso pusi:
2n-1 2n-2 2n-3 2 1
- + - +—
2 3 4 2n-1 2n

R A S A S e s
(B () )
() ()

(2n+1)(%—£+£—...+ij—l.

3 4 2n

Parveidojam vienadibas labo pusi:
1 3 5 2n-1
+ + +...+
n+l n+2 n+3 2n

) Y B EP) PR L ) Pt
n+1 n+2 2n
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1-2n-2 3-2n-4 2n—-1-4n
= + +..+|————|+2n=
n+1 n+2 2n
-2n-1 -2n-1 -2n-1
= + +...+ +2n=
n+1 n+2 2n

:2n—(2n+1)[i+i+...+ 1 }

n+l n+2 %
Tatad japierada, ka

(2n+1 S S ~1=2n-(2n+1 N S
2 3 4 2n n+l n+2 2n

Veicam parveidojumus:
(2n+1)(%—:—§+1—...+ij—1—2n :—(2n+1)[i+i+...+i}

4 2n N+l n+2 2n
(2n+1 11t 2 —(2n+1) =—(2n+1 S S
2 3 4 2n n+1l n+2 2n
(2n+1 gt it 1 :—(2n+1)i+i+...+i
2 3 4 2n n+1l n+2 2n
1 11 1 1 1 1
— et — =t —— ..
2 3 4 2n n+1 n+2 2n
Pieskaitot iegutajai vienadibai acimredzami patiesu vienadibu:
1 1 1 1 11 1
d—+—+—+. +— =1+ =+ =+ +—,
2 4 6 2n 2 3 n
iegustam:
1+1+—+—+ i:1+—+E+—+ 1
2n 3 2n

Tatad esam pieradijusi doto vienadibu.

AB.A.2. Parbaudam, vai vienadiba pareiza pie n=3. Izvélamies X, = X, = X; =1.

Kreisaja pusé ieglstam (1+1+1)2 =3? =9, bet labaja pusé ieglstam
4(1-1+1-1+1-1)=4-3=12. Ta ka 9 nav mazaks ka 12, tad dota nevienadiba
nav patiesa visam realam X, X,, X; vértibam.

Parbaudam, vai vienadiba pareiza pie n=4. Parveidojam nevienadibu par:

(X, + Xy + X + X, )° = A(X X, + XX, + XX, + X, %, )> 0.

Ta Ka (X 4+ X, + X+ X, )7 = A(X X, + X Xg + XX, + X, % )= (X, = X, + X, — X, )*, tad
mums atliek parliecinaties, vai (X1 =X, + X —X4)2 > 0. Ta ka neviens kvadrats
nav negativs, tad dota nevienadiba ir patiesa visam realam X, X,,X;,X,
vértibam.

Parbaudam, vai nevienadiba pareiza pie Nn>5. IzvélamiesX =X, =1;
X=0; X, =-2; X...=X,=0.

Kreisaja pusé ieglstam (1+1+ 0+(-2)+0+...+ O)2 =0, bet labaja pusé
iegistam 4(1-1+1-0+0-(-2)+(-2)-0+0:0+...40-0+0-)=4-1=4.Ta ka0
nav mazaks ka 4, tad dota nevienadiba nav patiesa visam realam
X1y Xy s Xgy Xgy Xs,e0, X, VErtibam.
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Tatad nevienadiba ir patiesa visam realam X, X, ..., X, (n=>3) vertibam tikai
tad, jan=4

AB.A.3. Mé&s varam pienemt, ka x> V.
Takad x=(y+2)° un y=(z+x)’, tad (y+2)° >(z+x)’. Tatad y+2>z+x.
Esam ieguvusi, ka y > Xx. Ta ka pienémam, ka x>y, tad X =Y.
Lidzigi iegustam, ka X=2 vai y=2. Tatad x=y=12.
No pirma vienadojuma (X+ y)3 = Z un nupat iegltas vienadibas X =y =z
ieglstam, ka (x+x)’ = x, tatad 8x° = x.
Atrisinot So vienadojumu, ieglistam 3 atrisingjumus:

(0; 0, 0) ( 1. 1. 1]un(— .. 1. 1].
7 2v2 2427 242 22" 227 22
AB.A.4. Parveidojam doto nevienadibu:
2(a? +b?+c?)+a+b+c—ab—bc-ca>6
Apskatam nevienadibas kreiso pusi:
2(a? +b?+c?)+a+b+c—ab-bc—ca=
= 2a® + 2b% + 2¢* — (ab+ac+bc)+ (a+b+c)=
— (a® +b? )+ (a% + c2 )+ (b? + ¢? ) (ab+ac+bc)+ (a+b+c)>
> (2ab+ 2ac+ 2bc)—-(ab+ac+bc)+(a+b+c)=ab+ac+bc+a+b+c
(tris reizes lietojam sakaribu X* + y* > 2xy).

1 1 1
Ta ka abc=1, tad ab=—, aC:E' bc= =, tapéc ieglstam, ka
C a

ab+ac+bc+ a+b+c:é+1+1+a+b+c:[a+1j+(b+£j+(c+£j.
c b a a b c

No sakaribas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko ieglistam, ka

[a+lj+(b+£j+(c+lj22\/a-1 +2\/b-1 +2\/c-l =6.
a b c a b c
Esam pieradijusi doto nevienadibu.

AB.A.5. Apskatisim f(m)+ f(n).
1) levérojam, ka f(m)+f(n)=n+f(m)-n+ f(n), tatad ir patiesa ari

vienadiba:
f(f(m)+ f(n))= f((n+ f(m))—n+ f(n))
2) Apzimé&jam n+ f(m): X. Izmantojam doto sakaribu, kur mvieta
ievietojam x. Tada gadijuma f(x—n+ f(n))= f(x)+ f(n), t.i.,
f((n+ f(m)-n+ f(n))= f(n+ f(m)+ f(n)
f(n+ f(m)-n+ f(n))= f((n+m)-m+ f(m))+ f(n).
Tatad f(m)+ f(n)= f((n+m)—m+ f(m))+ f(n).
2) Izmantojam doto sakaribu f(m n+ ( )) ( ) (n), m vieta ievietojot
n +m, bet n vieta ievietojot m:

f((n+m)—m+ f(m))= f(n+m)+ f(m)
f((n+m)—m+ f(m))+ f(n)= f(n+m)+ f(m)+ f(n).
Tatad f(f(m)+ f(n))= f(n+m)+ f(m)+ f(n)

71



3) Tapat saskana ar doto vienadibu f(m)+ f(n) ir funkcijas f vértiba kadam
argumentam t =m-n+ f(n); tapec f(f(m)+ f(n))= f(f(t)).
4) Izmantojam doto sakaribu f(m-n+ f(n))= f(m)+ f(n): ja m=n, tad

iegustam, ka
f(n—n+ f(n))= f(n)+ f(n), tatad f(f(n))=2f(n).
f(n) vieta ievietojam f() ( ) ( ) (f(t)):Zf(t):Z(f(m)+ f(n))..
Tatad f(f(m)+ f(n))=2(f(m)+ f(n))
5) Taka f(f(m)+ f(n))= f(n+m)+ f(m)+ f(n) (no 2.) un
f(f(m)+ f(n))=2(f(m)+ f(n)) (no 4.), tad
f(n+m)+ f(m)+ f(n)=2(f(m)+ f(n)). Tatad f(n+m)= f(m)+ f(n).
6) Izmantojam $o sakaribu: ja m=n, tad iegistam, ka f(2n)=2f(n).
7) No (5) un (6) ar matematisko indukciju seko, ka veselam K
f(k-n)zk- f(n).
8) Apziméjot f(n)= C, no (7) seko, f(n)= c-n.
No f(2n)=2f(n) (no 6.) seko c=0 vai c=2.
Tatad f(n)zO vai ari f(n):2-n.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Atzimésim uz rinka linijas regulara 198 - stura virsotnes. Tas sadala
rinka liniju 198 vienados locinos. Dazus dalijuma punktus iekrasosim ta, ka
attalumi starp blakus esoSajam iekrasotajam virsotném pa rinka liniju, izteikti
locinos, atbilst santimu daudzumiem Jana monétas. Pavisam ir 100 iekrasotas
virsotnes. Ta ka pavisam ir 198:2=99 diametri, tad 100 iekrasotas virsotnes
izvietotas uz 99 diametriem. No ta secinam, ka eksisté divas iekrasotas
virsotnes, kas atrodas uz viena un ta pasa diametra, t.i., dala rinka liniju uz
pusém. Atbilstosi Sim dalijumam Janis ari var sadalit savu naudu.

AB.K.2.

ap|bi|c|di| &
| k||l d|e
ag | bz | Cc3|ds| &

ag7 | bs7 | C37 | da7 | €37 A64. AMm.

Apzimeésim skaitlus, ka paradits zim&juma, un apskatisim virkni
e,d;,c,b,a,8,,8;a, ..., 85 8.
Taja ir 41 skaitlis. Ta ka katra rindina skaitli no kreisas uz labo pusi izvietoti
nedilstosa kartiba, tad virknes segments (el;...;ai) ir neaugoss. Apskatisim
atlikuSos skaitlus virkné. Ta ka katra ,diagonallinija”, kas iet ,pa labi un uz
leju”, visi ierakstitie skaitli ir vienadi, tad a, =b,,,(k=12;...;36), talu
B, >a,.,,(k=2%2..,36), tapéc ari virknes segments (a;...;a,,) ir
neaugoss. Tatad visa $1 virkne ir neaugosa.
Apskatitas virknes skaitliem ir tikai 10 dazadas iesp&jamas vértibas. Ta ka
41> 4-10, tad atradisies 5 no tiem, kas ir vienadi. Ta ka virkne ir
neaugosa, tad tiem jaatrodas péc kartas. Ja pédéjais no Siem 5 skaitliem ir
a, , tad k-taja rinda visi skaitli ir vienadi. TieSam:
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e Ja pédégjais no Siem skaitliem ir a1, tad pirmaja rinda visi skaitli ir vienadi.
e Ja d1=C1=bl=aizaz, redzam, ka bz =a, C = b]_, dz =C, €= d]_, jo
atrodas uz vienas “diagonallinijas”. Tatad €, =d, =c, =b, =a,.

e Ja ClelZai:E':l2 =a,, redzam, ka bs=a, ca=b,=a;, d3=c, =by,

€3 = dz = Cy, jo atrodas uz vienas “diagonallinijas”. Tatad €, =d, =¢c, =b, = a,.
Lidzigi varam apskatit par€jos gadijumus, kad pé&dé&jais no 5 vienadajiem
skaitiem ir a4, a5 ..., g Vai az7.

AB.K.3. ]a, var.
Paradisim, ka Andris var panakt, lai figdrina parbiditos pa labi par attalumu

1
—— no sakotngjas vietas.
51z

1
Andris vispirms nosauc skaitli E Var bat divi gadijumi:
Z
e Ja Maija parbida figdrinu pa labi, viss kartiba.

1
e Ja Maija parbida figlrinu pa kreisi, Andris nosauc skaitli ﬁ' jo

1 1 1
— + = . Atkal iesp&jami divi gadijumi:
512) 256 512
o} Ja Maija parbida figdrinu pa labi, tad viss kartiba.
0 Ja Mija parbida figlrinu pa kreisi, tad Andris k& nakoSo nosauc

1[ 1)[ 1} 1 1

skaitli —, jo | ———= [+| — + = , utt.

12¢ 512 256) 128 512
Vélakais 10. gajiena Maija parbidis figlrinu pa labi, un tad Andris bis
sasniedzis savu mérki.
Atkartojot to 512- 2006 reizes, figlrina bls parbidita tiesi par attalumu 2006
pa labi.

AB.K.4. Atbilde: né&, nevar.
Risinajums. Varam uzskatit, ka apskatamais rezgis ieziméts bezgaliga ritinu
lapd, un més Saja lapa krasojam figlrinas, kas vienadas ar zim&juma

redzamo.
X Y
A B
@ @
R S
AB5. Zm.

Ja sada figlrina nokrasota, tad, nokrasojot nogriezni XY, naksies nokrasot
otrreiz XA vai/un YB; lidzigi, nokrasojot RS naksies nokrasot otrreiz RA
vai/un SBTo parbauda, izdarot nelielu variantu parlasi.

Katra figlrina, ko nokrasojam, sastav no 7 nogriezniem. Tiem figlrinas
nogriezniem, kas ir 2006x 2006 rezga nogriezni, pieSkiram vértibas:

e 1, ja Sis nogrieznis neparklajas ar citam figdrinam,

1
o E' ja parklajas ar citam figurinam.
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1
Tatad vienas figlrinas nogrieznu kopé&ja vértiba ir augstakais 5+2-§ =6, bet

visam figlrinam, kas nokrasotas 1 300 000 gajienos, ta neparsniegtu
6-1300000= 7800000.

Visa rezgi ir 2-2006-2007 nogriezni, tatad, ja tie visi tiktu nokrasoti, tad
figlrinu vértibu summai bdtu jabat > 2-2006-2007 (vértiba 1-1 vienreiz

1
parklatam nogrieznim un vértiba > 2-5 vairakkart parklatam nogrieznim). Ta

ka 2-2006-2007>8000000> 7800000, prasita parklasana nav iesp&jama.
AB.K.5. Skatit atrisinajumu S.11.5.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Apskatam ABXD. Vidusperpendikuls t; taja ir gan augstums, gan
mediana, tatad t; ir ari bisektrise. No ta seko, ka ZBXO= ZDXO. Lidzigi
apskatam ari AAYC un secinam, ka ZAYO= ZCYQ,

D A66. Zim.

No ta, ka BX||CY, seko, ka ZBXY+ £ZCYX= 1809 jo iek$&jo vienpuslenku
summa ir 18F. Tatad ZOXY+ £Z0YX= 90°= ~XOY= 180 - 90° = 90°

Tatad abi diagonalu vidusperpendikuli krustojoties veido 90°lenki, no ka seko,

ka ari pasas diagonales krustojoties veido 90°lenki, kas bija japierada.
apz
AB.G.2. Novelkam nogrieznus IA un ID. Ievérojam, ka ZXAl = /DAl =a un

apz

ZYDl=ZADlI =6.Taka 20+ 20+2¢p =360, tad o+ + ¢ =180°.

DA67. am.

Apskatam AYID: £YID=180"-¢-8=a, lidzigi ieglstam, ka ZXIA=34.
Tapéc AAXI~AIYD (/¢¢¢), tatad attiecigas malas proporcionalas:
AX: 1Y = XI.YD, tatad AX-YD = XI-1Y.

Lidzigi iegastam, ka BX-YC = XI-Y|I.
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Tatad esam ieguvusi, ka AX-'YD = BX-YC, tapéc ﬂ:Y—C, kas arl bija
BX YD
japierada.

AB.G.3. Ja visi punkti ir uz vienas taisnes, ir vismaz 10°-1 dazadi attalumi.
Tie$am, ja apzimé&jam punktus ar X1, X, Xz, ..., X100000 tad dazadie attalumi
irs XoXo, X1X3, ...., X1X1000000
Apskatam gadijumu, kad tris punkti A, B, C nav uz vienas taisnes. Apskatam
ceturto punktu X. Attalumus no X lidz A, B un C apzimé&jam ar attalumu
kortezu (XA, XB; XC). Maksimums ir divi tadi punkti, kas veido attalumu
kortezu (XA, XB; XC). Tiesam, ir iesp&jami divi gadijumi:

e A B, C un X atrodas viena plakné: tad ir atrodams tikai viens $ads
punkts;

e X neatrodas plakng, ko veido A, B un C: tad varam atrast otru punktu,
kas veido attalumu kortezu (XA; XB; XC). Sis punkts ir simetrisks punktam X
attieciba pret plakni, ko veido punkti A, B un C.

Apskatam attalumu kortezu katram no paréjiem 999 997punktiem. Ja nebdtu
79 dazadu attdlumu, tad bGtu ne vairak ka 78 dazadu attalumu, tatad Sadu
dazadu kortezu nebitu vairak  par 78°=474552 Ta ka
2-475552=951104< 999997, tad ir vairak ka 78 dazadi attalumi un var
izvéléties vismaz 79 dazada garuma nogrieznus, kas ari bija japierada.

AB.G.4.

m AG8. 2m.

Ievérojam, ka ZTBQ = ZGO,B (skat. A68. zim.) ka ieks€jie Skérslenki, tatad
AOlBD=90°—4TBOl=90"—%ABOlD. Ta k& ZBOD un ZBAD ir lenki,
kas balstas uz vienu loku rinka Iinija ar centru O,, tad ZO,BD =90° - ZBAD.
Lidzigi £O,CD =90°- «ZCAD, tad
/BMC =180 - «£0,BD - £0,CD =180 - 90° — ZBAD) — 90° — ZCAD) =

= /ZBAD+ ZCAD= ZBAC =60,
tapéc M tapat ka A atrodas uz w (skat. A68. zim.), jo ir vienadu lenku
virsotnes, kas  balstdas uz vienu un to pasu loku. Talak
20,Db0, =180 - £0,bDB- £0,DC =180 - ZO,BD - £0,CD =
=/BMC=ZBAC=60° Tapéc Z0,NO, =220,D0, =120. Ta ka
Z0,M0O, + ZO,NO, =60°+120° =180, tad M, Oy, N, O, atrodas uz vienas
rinka linijas. $aja rinka Iinija NO; un NO; ir vienadas hordas (k& radiusi),
tapéc ZO1MN=~/0,MN(=30°). Tapéc stars MN ir Z/BMC bisektrise, kas iet
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caur loka W BmMC viduspunktu - tatad caur fiksétu punktu, kas nav atkarigs
no D izvéles.

AB.G.5.
C
¢ B
B
A D
A D v
AG9. Zim. A70. Zim.
Lemma 1 (Eilera formula). Ja izliekta cetrstari ABCD punkti E un F ir
diagonalu AC un BD viduspunkti, tad

AB? + BC? + CD? + DA” = AC? + BD* + 4EF” (A69. zim.)
(Lemmu pierada ar skalara reizinajuma palidzibu vai vairakkart izmantojot
sakaribu starp paralelograma malam un diagonalém).
Lemma 2 (Ptolomeja teoréma). Ja Cetrstiris ABCD ievilkts rinka linija, tad
AC-BD=AB-CD+BC-AD.
Izmantojot Ptolomeja teorému, parveidojam Eilera formulu:
AB? + BC? + CD” + DA? = AC? + BD? + 4EF?
AB? + BC? + CD* + DA* —-2AC-BD = AC? + BD? + 4EF? - 2AC-BD
AB? + BC* + CD? + DA* - 2(AB-CD+ BC- AD) = AC? - 2AC-BD + BD? + 4EF?
(AB? —2AB-CD+CD?) + (AD? —2BC- AD + BC?) = AC* —-2AC- BD + BD? + 4EF?
(AB-CD)? + (AD-BC)* = (AC— BD)? + 4EF?
Ja izpilditos nevienadiba 4EF2 > (AD - BC)’, tad patiesa bitu ari nevienadiba
(AC-BD)? < (AB-CD)* jeb |AC-BD|<|AB-CD|. Tatad japierada, ka

AD BC

4EF” > (AD-BC)’. jeb 2EF >|AD-B(C|, jeb EF > . Bet & ir

trijstira nevienadiba trijstirim MEF (A70. zim), tatad esam pieradijusi, ka
|AC-BD| <|AB-CD|.

AB.S. Skaitlu teorija
AB.S.1. Parveidojam doto vienadibu par
ab-a+3b=n (1)

Ta ka vienadibas laba puse dalas ar b, tad ari kreisajai pusei jadalas ar b.
Kreisaja pusé divi saskaitamie dalas ar b, tapéc ari treSajam saskaitamajam
jadalas ar b, lai visu tris saskaitamo summa dalitos ar b. Tatad (-a) dalas ar b.
Ta kd a=b un gan a, gan b ir naturali skaitli, tad vai nu a=2b, vai a=3b,
vai a=4b, vai ... .
Tapat no (1) seko ari, ka 3b dalas ar a, tatad a<3b. Tapéc no ieprieks
minétajam iesp&jam der tikai a= 3p.
Tad 30-b-3b+3b=n=30?’=n=3n=9%>=(B)° =3n=a’. Ta ka a ir
naturals skaitlis, tad vajadzigais ir pieradits.
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AB.S.2. Doto skaitli var uzrakstit ka
a0r0...a0m 00...0 —a-10%%%2+ o00... c0c—c-107°%%+ b.10%%%2 =
2003cipari  2002nulles 2003cipari
=a0a0...a08 00...0 + c00... dc+(b—a-c)-10°%  (¥).
—_— — —_—

2003cipari  2002nulles 2003cipari
Apskatam skaitli XOx0x, kur X - cipars. To varam pierakstit ari ka Xx-10101

Ta ka 10101dalas ar 37, tad ari XOXOx = x-10101dalas ar 37. Ievérojam, ka

tada gadijuma ari skaitlis X0x0...x0x = xOx0x0 x0x0x0... x0x0x0x0x0x
2003cipari l ! : l /

333grupas

dalas ar 37.
Apskatam izteiksmi (*). Uzdevuma dots, ka $i izteiksme dalas ar 37. Ta ka

pirmais saskaitamais dalas ar 37, jo a0a0...a0a dalas ar 37, un otrais
2003cipari

saskaitamais dalas ar 37, jo 000...c0c dalas ar 37, tad ari tresajam
\—W—J
2003cipari
saskaitamajam (b—a-c)-10°% jadalas ar 37. Ta ki LKD(1037)=1, tad
b—a-c dalas ar 37. Ievérojam, ka —-18<b-a-c<9. Ta ka vienigais
skaitlis intervala [-18;9], kas dalas ar 37,ir O, tad b—a—c=0 jeb b=a+c,
kas ar1 bija japierada.
AB.S.3. Pienemsim no pret€ja, ka d ir tads skaitlis, par kadu runats uzdevuma
nosacijumos.

Izpildas otra prasiba: Xy dalas ar d. Tatad d varam izteikt: d =d, -dy, kur X

dalas ar d, uny dalasar d,.

Dots, ka x atrodas intervala (nz,n2 +n) un péc tresas prasibas ari d atrodas
$aja intervala. No pirmas prasibas redzam, ka d # X un secinam, ka intervala
(nz,n2+n) ir divi skaitli (x un d), kas dalas ar d,. Tatad d un x atskiras
vismaz par d,, bet mazak neka par n (no tresa nosacijuma); tapéc d, <n.
Lidzigi ieglstam, ka d, <n.

Ta ka d:dx-dy, kur d, <n un dy <n, tad d <n-n=n? - pretruna, jo no

tre$as prasibas seko, ka d > n?. Tatad neeksisté tads naturals skaitlis, kuram
izpildas visas tris uzdevuma dotas prasibas.

AB.S.4. Atbilde: m=n=1.
Risindjums. Parbaude acimredzama. Ja n=1, tad 13m+1=14= m=1.

Ja n>1, tad kreisa puse daldas ar 4, tapéc 13-m"+1=,0 Ta ka
13 m" +1=12m" + (m" +1) un 12m" dalas ar 4, tad m" =, -1=|m" =, 3|.
Ja m ir para skaitlis, tad m"=,0 vai m"=, 2. Rodas pretruna ar nupat
pieradito, tapéc m ir nepara skaitlis. Tada gadijuma m varam pierakstit ka
2k + 1

Pienemam, ka N - para skaitlis. Apzim&jam to ar 2p. Tada gadijuma
m = (2k+17° = ((2k+1°)" = (4k? + 4k +1)° =, 1.  Pretruna  ar ieprieks
pieradito, tatad ari n ir nepara skaitlis.
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Té ki n-nepara, tad 14"=(12+2)"=,2=13m"+1=,2. Bet tad ka
13" +1=12m" +(m" +1) un 1207 dalas ar 3, tad m" +1=, 2. Tada gadijuma
m" =, 1|

No dotas vienadibas seko, ka 1< m<14. Apskatam m iespéjamas vértibas. Ta

ka m - nepara skaitlis, tad miesp&jamas vértibasirl, 3,5, 7,9, 11un 13.

e« No m"=,1 seko, ka m vértiba nevar bat 3un 9.

e Ta kd n - nepara skaitlis, tad 14" pédéjais cipars bis 4 visam n vértibam.
Apskatam dota vienadojuma labo pusi: ja m=5, tad m" pédéjais cipars
blds 5 visam n vértibam. Tatad vienadojuma labas puses pédé&jais cipars
bis 5+1=6. Ta ka vienadojuma kreisds un labas puses pé&déjie cipari
nesakrit, tad m nevar bt 5.

e Jam=7, tad 13-m" dalisies ar 7, bet tdda gadijuma 13-m" +1 nedalisies
ar 7. Redzam, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 7, tatad m vértiba
nevar bt 7.

e Jam=11 tad m"=11"=, 2" =, 2 - pretruna ar iepriek$&jo. Tatad m=11
e Ja m=13 - apskatam pédg&jos ciparus skaitlim, kas atrodas vienadibas
labaja pusé: n ir nepara, tapéc 13" pédéjais cipars ir 3 vai 7, savukart
13" pédéjais cipars bias 9 vai 1, tatad skaitlim 13" +1 pé&d&jais cipars
bas 0 vai 2 visam n vértibam. Ta ka vienadojuma kreisaja pusé esosajam
skaitlim pédgjais cipars ir 4, tad m nevar bat 13.
e Tapéc m=1, bet tdda gadijuma 13-1"+1=13+1=14, tatad ari 14" =1,
no kurienes seko, ka n=1 - pretruna, jo apskatam gadijumu n>1.
Tatad sim vienadojumam ir viens vienigs atrisinajums: m=n=1.
AB.S.5. Ta ka p - pirmskaitlis, tad no n®—-1:p un n®-1= (n—l)(n2 + n+1) seko,
ka vainu n—1:p, vai N> +n+1p.
Pienemsim, ka n—1:p. Tad n> p+1> p—1. Redzam, ka n lielaks neka p-1,
tatad p-1 nevar dalities ar n. Esam ieguvusi pretrunu ar doto, tatad
pienémums ir nepareizs un N-1 nedalas ar p.
Esam ieguvusi, ka n®+n+1lp. Tadda gadijuma n°+n+l=ptteN.
Ievietojam p=nk+1, ke N, un ieglstam:
n? +n+1=(nk+1}t
n®+n+1=nkt+t
Kreisa puse dod atlikumu 1, dalot ar n, tatad ari labajai pusei jadod atlikums

1, dalot ar n. Ta ka nktdalas ar n, tad t dod atlikumu 1, dalot ar n. Tapéc
t=n-m+1, kur m>0, meZ.

Esam ieguvusi:

n? +n+1=(nk+1)nm+1)
Ja m>0, tad laba puse lielaka par kreiso; tapéc m=0. Tad t=n-0+1=1,
tdtad N°+n+1=p-1=p. Tapéc 4p-3=4-(N*+n+1)-3=4n*+4n+1=
= (2n+1)2. Ta ka n ir naturals skaitlis, tad ari 2n + 1 ir naturals skaitlis. Tatad
esam pieradijusi, ka 4p — 3ir naturala skaitla kvadrats.
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BW. 17. matematikas komandu olimpiade ,Baltijas CelS
2006”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Virknes sakums varétu bat 1; 2; 3; 1; 1; -2; OKatrai virknei pirmie sesi
elementi ir a;; a; ag a—a; az—ay a—a;—ag. Redzam, ka
atastag=ar+ (@g—a) + (@p—a; —ag) = 0. Tatad elementi a;, as, ag hevar
btt pozitvi vienlaiagi.

BW.A.2. Ertibas labad apzimé&im m=-2un M =17 Ta k& m<a <M, tad

m+M )\ M -m)’
izpildas  nevienadiba (ai— 2 js( > j No ta iegustam

i(a,— - m;M jz =Zi:ai2 +59-(m;M jz —(m+ M)Zi:ai SSQ-(@Y .

i=1

m-MY) (m+M)’
Tatad 2&2359-(( 5 j—( 5 jJ:—59-m-M=2006.

BW.A.3. Pieradisim, ka visi polinomi var tikt izteikti ka kubu summas, izmantojot
indukciju attieciba pret polinoma P(X) pakapi. Protams, ka visi konstantie
polinomi var tikt izteikti ka kubu summas. Induktivas parejas soli mums
japierada, ka katram n-tas pakapes polinomam P(X) eksisté tadi polinomi

Qu®), Q¥), -+ Q(X), ka polinoma P(X) — Qu(x))° = @Q(¥)° - ... - QX))

pakape ir ne lielaka par n-1. Pienemsim, ka polinoma P(X) koeficients pie X" ir
C. Apskatisim tris gadijumus. Ja n = 3K, més izvélamies r = 1, Ql(x): ?\’/EX". Ja

n=3k+1, tad izvélamies r =3, Ql(x):?i/%xk(x—l), Qz(x):?i/%x"(x+1),

Q,(x)= —?i/gxk“. Un, ja n= 3K+ 2, més izvélamies r = 2, Q,(x)= ?i/gxk(x+1),

C
QZ(X):—S\/ng“. Tatad jebkuru polinomu ir iesp&jams izteikt ka kubu

summu.

BW.A.4. Atbilde: 8. Risindjums. Ja izvélamies a=b=c=2 d=e=f=0, tad
dotas izteiksmes vértiba ir 8. Pieradisim, ka ta ir lielaka iespéjama vertiba.
Izmantojot aritmétiska vidéja un geometriska vidéja nevienadibu, ieglistam

8:((a+d)+(b;e)+(c+ f)js >(a+d)b+e)c+ f)=
= (abc+ bed + cde+ def + efa+ fab)+(ace+ bdf), no ki més redzam, ka
abc+bcd+ cde+ def + efa+ fab<8 un vislielaka vértiba tiek sasniegta, kad
a+d=b+e=c+ f (un to vértiba vienada ar2,joa+b+c+d+e+f=6)un
ace=bdf =0. To var pierakstit ari forma (a, b,c,d,e f ):
(a,b,c2-a2-b2—-c) ar ag2-b)=b(2—-a)2-c)=0. No & seko, ka (a,b,c)
jabat kada no formam (00,t), (0t,2), (t,22), (22t), (2t,0) vai (t,00). Lidz
ar to vislielaka vértiba tiek sasniegta korteziem
(a, b,c,d,e, f):( 0,0t ,2,2,2—t), kur 0<t <2, un tiem korteziem, kurus iegast
no minétajiem, cikliski parkartojot elementus.
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BW.A.5. Atbilde: 1. apgalvojums seko no aksiomam, 2. neseko. Risinajums. Ja
apzimé&jam X*y =z, tad no aksiomas b) iegistam Z*y =X. No aksiomas a) seko
7*(z*y) =y, tatad no aksiomas a) un Z*y =X ieglstam Zz*X =Y. Lidzigi no
aksiomas b) seko (Z*X)*X=2z un, izmantojot Z*X=Y, ieglistam y*X=z
Atceramies sakotnéjo apzimé&jumu un redzam, ka X*y =z = y*X. Esam ieguvusi
1. apgalvojumu, izmantojot aksiomas. Pretpiemérs 2. apgalvojumam ir
funkcija X*y = -(x+y).

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Atbilde: 32.

Risinajums. Piekartosim katram skaitlim @ ta ciparu kopu M;. No 1., 2. un 3.
ipasibas redzam, ka skaitli viennozimigi nosaka tam piekartota {1, 2, ..., 6}
apakskopa. No 4. 1pasibas zinam, ka katras divas kopas parklajas. Sadalam
visas kopas {1, 2, ..., 6} 64 apakskopas 32 paros ta, ka katrs paris kopa veido
pilno kopu (X, {1, 2, ..., 6} - X). Acimredzami, katra pari tikai viena kopa var
blt skaitlim atbilstosa kopa M;, jo Sis divas kopas neparklajas. Tatad ir ne
vairak ka 32 naturali skaitli ar mekl&tajam Tpasibam. Sie 32 varétu bt tie,
kurus veido 22 kopas ar vismaz Cetriem elementiem, un 10 kopas, kuras satur
»1” un kuras ir tris elementi. Tatad 32 ir lielakais skaits naturalu skaitju ar
prasitajam Tpasibam.

BW.K.2. Apzimésim ar X to fotografiju skaitu, kuras redzami tris cilvéki (tatad arn
3 pari), bet ar y - skaitu fotografijam, kuras redzami divi cilvéki (tatad viens
paris). Tad zinam, ka 3X +Yy = 45 Katrs cilvéks redzams kopa ar vél deviniem.
Ta ka 9 ir nepara skaitlis, tad katrs cilvéks atrodams vismaz viend para
fotografija, tatad y>5 un tapéc X<13 Kopé&jais fotografiju skaits ir
X+y=45-%>45-213=19
Parliecinasimies, ka ar 19 fotografijam pietiks. Apzimé&sim cilvékus ar skaitliem
0, 1, ..., 9 un apskatisim, kadas varétu bat 13 bildes pa trim cilvékiem katra.
Saksim ar fotografijam, kuras pari neatkartojas un redzami cilvéki 1-8: 123,
345, 567, 781. Varam iedomaties, ka Sie cilvéki ir sastajusies aplt un starp
tiem cilvékiem, kas ir viena fotografija, ir ne vairak ka viens cits cilvéks. Talak
veidosim fotografijas ar 0, izvairoties no jau nofotografétiem pariem. Liksim
jaunajas bildés cilvekus, starp kuriem apli ir vismaz divi citi cilvéki: 014, 085,
027, 036. Talak veidosim fotografijas ar 9, atkal izvairoties no jau
nofotografétiem pariem un izvéloties citas Cetras iespé&jas izvéléties cilvékus,
kam ir divi cilveki starpa: 916, 925, 938, 947. Visbeidzot sastadam trijnieku
246. Seit starp 2 un 4, ka ari starp 4 un 6 ir pa vienam cilvékam, tacu $o
paru nebija pirmaja saraksta, bet starp 2 un 6 ir tris cilvéki, un ari vini nav
bijusi kopa viena bildé. Esam ieguvusi 13 fotografijas ar 39 pariem. Atlikusie 6
pari bls redzami sesas paru fotografijas.

Piezime: Sis uzdevums ekvivalents uzdevumam par to, kads ir vislielakais
skaits grafu ar 3 virsotném, kas atrodas viena grafa ar 10 virsotném, bet kam
nav kopigu malu.

BW.K.3. Apzim&sim darbinieku skaitu ar n. Protams, ka n>4, jo C} <6.Jan=5
(C53 >6), tad var izvéléties 3 cilvékus, kas nav viena sazvérestiba, un likt
vinus viena laboratorija, bet atlikusos divus - otra. Ja n= 6, ievérojam, ka
Cg’ = 20. Tatad var atrast tadus tris darbiniekus, ka ne vini, ne paré&jie tris

nepiedalas viena sazvérestiba. (TieSam, izveidojam 10 trijnieku parus, kur
viena pari ieejoSajiem trijniekiem nav kopigu elementu. Misu apgalvotais
seko no ta, ka 10 > @) Sos tris tad liek viena laboratorija, paréjos tris — otra.
Ja n>7, lietojam indukciju. Atrodam divus cilvékus A un B, kas nepiedalas
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sazvérestiba, iedomajamies, ka vini ir viens cilvéks AB, un rikojamies ka n-1
cilvéku gadijuma (Nn-1=6 ja n=7). Kad esam sadalijusi visus pa
laboratorijam, atceramies, ka AB patiesiba bija divi cilvéki A un B.

BW.K.4. Atbilde: ne.
N e - T § 1 1 1 4
Pieradijums. Paradisim, ka sakuma pozicijai —g, —g, _E' _E' g nav

1
iesp€jams iegut piecas nulles. Pieskaitot katrai virsotnei E musu uzdevums
klust pieradit, ka no sakuma pozicijas 0, 0, 0, 0, 1, nav iesp€jams ieglt katra

virsotné g To var pieradit, ievérojot, ka sakuma visi skaitli ir ,binari

L - _ k . - _
racionali”, t.i. uzrakstami forma 2—m, kur K ir vesels skaitlis un m - nenegativs
vesels skaitlis. Katru divu $adu skaitlu aritmétiskais vidéjais ari ir uzrakstams
s = VR | e ems - s o
sada forma, tacu E nav uzrakstams sada forma. Tatad nav iesp&ams no

jebkuras situacijas iegut prasito.
BW.K.5. Atbilde: 2592 = 7218 2.

Risinajums. Uzdevuma paradas divu veidu skaitli: ,horizontalie” (tie, ko skaita
plusiem) un ,vertikalie” (minusiem). Paradisim, ka abu tipu skaitlu summas
savu maksimumu sasniedz, kad zimes tabula sarakstitas viena un taja pasa
veida.

Apskatisim tikai horizontalos skaitlus. Apskatisim brivi izv€létu rindinu un
pienemsim, ka taja ir p plusi un m minusi, m+ p<17. Summa, kas saskaitita

plusiem Saja rindina, ir mp. Sadalisim So summu vienmérigi pa visam Sis
mp
m+p
Tagad visa ,horizontala” summa ir vienada ar 306 ierakstito skaitlu summu.
Meklésim vislielako katras zimes ,vértibu” S$aja summa. Tas nozimg, ka

rindinas zimém, t.i. ierakstisim katra netuksa Sis rindinas ratina skaitli

m
patiesiba meklésim izteiksmes f(m, p): P maksimalo vértibu, ja
m+p

m+ p<17. Ievérosim, ka patiesiba f(m, p) ir augosa funkcija no m.
Tadéjadi, ja m+ p <17, tad m palielina$anas palielinas ari f(m, p) vértibu. Ja

m+ p=17, tad f(m, p):@ un ir acimredzami, ka maksimumu I—7Z ta

sasniedz, kad m=8 vai m=9.

Tatad visi 306 saskaitamie horizontalaja summa bis vislielakie, ja més
atradisim izkartojumu, kur katra netuksa rindina ir 9 plusi un 8 minusi.
Analogs apgalvojums ir spéka ar vertikalajai summai. Lai iegutu veélamo
izkartojumu, 18%18 laukuma uz misu 30%x30 laukuma uz vienas garakas
diagonales atstasim tukSumus, devinas tai paralélas diagonalés ik pa vienai
ierakstam plusus un astonas diagonalés - minusus, ka paradits A71. zim.
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(| + +| - |+
-+ + +
+ + +
-+ + -]+

184

+ +| - |+

L + -+ -+

= 18 A71. Zm.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Atbilde: 150.
Risinajums. Apzimésim trijstira malas ar @, b, ¢ un augstumus ar ha, hp, hc.
Tad zinam, ka h,=12, h,=15 un h=20. Ir labi zinama attieciba a: b =hy, : hy, no

h h
ka ieglstam b:—aazl—za:ﬂa, analogi Cz—aa:Ea:§a. Tadéjadi
h, 15 5 h, 20 5
N . . 1 1 4 3 6
puse no trijstura perimetra ir s:—(a+b+c)= =—|at+t—a+—-a|=—a.
2 2 5 5 5
N I 1 1 -
Trijstlra laukumu A varam aprékinat Azzaha: ZEa-12:6a, ka ar
lietojot Hérona formulu: A=,s(s-a)s-b)s-c)=

:\/ga&a-gaéazéaz. No abiem laukuma aprékiniem 6a=£a2 un no

5 5 5 5 25 25
ta ieglistam, ka a= 25 (b =20, ¢ = 15). No ta savukart A=150.

BW.G.2. Ta ka £ZPBB = ZPBA=180 - /ZPC A= ZPCC un ZPCC = ZPCA=
=180 - /ZPB A= /ZPBB, tad APBB un APCC ir Iidzigi trijstari.
Pienemsim, ka B, un C, ir attiecigi BB, un CC, viduspunkti. No ta seko
ZBPB, = ZC,PC, un no ta savukart Z/B,PC, = ZBPC, =180 - ZBAC, kas
nozimé, ka AB,PC, ir ievilkts rinka linija. Izmantojot Iidzibu, ir skaidrs, ka
AP AB, AC, 3

AR AB AC, 2’
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BW.G.3. Uz malas BC atliekam tadu punktu G, ka izpildas BGBC=BD-BA. (Sads
punkts noteikti eksistg, jo BD-BA<BC2.) Punkti A, D, G, C tad atrodas uz
vienas rinka lTnijas. Ieglstam CECA=BC*-BDBA=
=BC(BG+CG) -BCBG=CBCG, no ka izriet, ka punkti A, B, G, E ari
atrodas uz vienas rinka linijas. Tad més redzam, ka ZDAG=/ZDCG un
/EAG= ZEBG, kas parada, ka ZDAE+ ZDFE = ZDAG + ZEAG+ ZBFC =
=/DCG+ ZEBG+ ZBFC. Bet lenku summa labaja pusé ir trijstira BFC
ieks&jo lenku summa. Tapéc ZDAE+ ZDFE =180, no ka seko prasitais.

BW.G.4. Izvélamies tadus ziemelpolu un dienvidpolu, ka nekadi divi no dotajiem
punktiem neatrodas uz vienas paraléles un neviens punkts nesakrit ne ar
vienu no poliem. Novelkam paraléles caur katru no punktiem. Sadalam katru
no Sim paralélém 2006 vienados lokos ta, ka neviens punkts nav neviena loka
galapunkts. Ar jédzienu ,savienot divus punktus” sapratisim novilkt isako liela
rinka loku starp punktiem, ar kuriem nupat sadalijam paral€les. Sos punktus
nosauksim Ajj ta, ka i apzimé paraléles numuru, skaitot no ziemeliem uz
dienvidiem (i = 1,2,...,2008 un A1, A2, ..., Ai2o06 ir i-tas paraléles dalijuma
punkti, kuri ir sanumuréti ta, lai dotais punkts uz paraléles atrastos starp A;j
un Aij+1. Veidosim linijas, pakapeniski savienojot punktus:

N—-Ay1—Az1—Az1— ... "A2006,1— S
N—A2—Aoo—Ag2— ... -A20062— S

N — A1 2006— A2,2006— As,2006— -+- —A2006,2006— S
Sis linijas sadala lodes virsmu 2006 vienadas dalas, katra no kuram ir tiesi
viens dotais punkts.
BW.G.5. Pieradijuma izmantosim lemmu.
Lemma. Ja rinka Inija ievilkta Cetrstira ABCD diagonales krustojas punkta O,
AB-BC BO

tad =
AD-DC OD

. (Skat. A73. zim.)
18 BC-sin(B)
AB-BC >

D-bC ;AD-DC-sin(D)

Tiesam,

L AX-AY AR CX-CY Cs -
No lemmas zinam, ka = un —— =——, tatad mums
BX-BY RE BX-BY SE
japierada, ka A—+C—S=1
RE SE

Apskatisim gadijumu, kad RS nav paraléls AC. Apzimésim ar K taisnes RS
krustpunktu ar AC un ar L punktu, kura RSkrusto taisnei AC paralélu taisni,

AR AK CS CK
kas iet caur B. (Skat. A74.zZim.) Tad —= n —=——

=—— u = ;  mums
RE BL SE BL
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japierada, ka AK+CK=BL. Redzam, ka AK+CK=2KB, un

BL = BM

.KB, = 2KB,, k.b.j.

1

C
A75. Zm.

Gadijuma, ja RS|| AC, pieradijums ir acimredzams.
Ir arm daudzi citi risinajumi.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Atbilde: né tadu skaitlu nav.

Risinajums. Pienemsim, ka $adi skaitli eksisté. Apskatisim visu péc atlikuma,
dalot ar 4. Jebkura skaitla kvadrats, dalot ar 4, dod atlikumu 0 vai 1. Skaitlis
2006 = 2 (mod 4), tatad reizinajums katriem diviem no iedomatajiem cCetriem
skaitliem dod atlikumu 2 (mod 4) vai 3 (mod 4). No $T ieglstam, ka vismaz
trim no cetriem iedomatajiem skaitliem jabat nepara, jo divu para skaitju
reizindjums dod 0 (mod 4). Vismaz diviem no Siem skaitliem atlikumi, dalot ar
4, sakrit un to reizinajums dod atlikumu 1 = (mod 4), kas rada pretrunu.

BW.S.2. Atbilde: n=1.

Risinajums. Vispirms ievérosim: ja n2|3"+ 1, tad n jabGt nepara skaitlim, jo
pretéja gadijuma 3" ir nepara skaitla kvadrats. No ta izriet, ka
3"+1=1+1=2(mod 4) Tas nozimé, ka 3"+ 1 nevar dalities ar n’, kas,
savukart, saja gadijuma dalas ar 4.

Pienemsim, ka kadam n>1 izpildas n2|3”+1. Ar p apzimésim mazako n
pirmreizinataju. Mé&s jau paradijam, ka p > 2. Skaidrs ari, ka p#3, jo 3"+ 1
nedalisies ar 3 nekada gadijuma. Tatad p>5. Ta ka p|3" + 1, tad arf p|3®"— 1
Ar k apzimésim mazako pozitivo veselo skaitli, kam izpildas p|3’k— 1 Tad meés
ieglistam, ka Kk | 2, un péc Ferma teorémas k| p— 1 Skaitliem 3 —1un 3*—1
nav citu pirmreizinataju ka 2, tatad no p>5 izriet, ka kK> 3. Tas nozimé, ka
Ikd (2n, p—1)>k> 3, un no ta izriet Ikd (n, p— 1) > 1 kas ir pretruna ar faktu,
ka p ir N mazakais pirmreizinatajs. Tatad pienémums ir aplams un prasitais
izpildas tikai pie n = 1.

BW.S.3. Apzimé&sim ar bn un C, attiecigi n un n" péde&jos ciparus. Acimredzami,
ka tad, ja b, =0,15,6, tad attiecigi ¢, = 01,56 un a,= 0156. Ja b, =9,
tad n" =1(mod2) un no ta izriet, ka a, =9. Ja b, =4, tad n" =0(mod2) un
no ta izriet, ka ¢, =6 un a,=6. Ja b, = 2378, tad n" pédéjais cipars
Jiziet” attiecigi ciklus 2-4-8-6, 3-9-7-1, 7-9-3-1, 8-4-2-6. Ja
b,=2 vai b, =8, tad n"=0(mod4) un a, =6. Atlikusajos gadijumos, kad
b,=3 vai b, =7, ja n=+1(mod4), tad tapat ir ari ar n". Ja b, =3, tad

n=3mod20) vai n=13mod20) un n"=7(mod20) vai n"=13mod20),
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tadé| attiecigi a,=7 vai a,=3. Ja b, =7, tad nz7(m0d20) vai
n=17(mod20) un n" =3(mMod20) vai n" =17(mod20), tadé] attiecigi a, =3
vai a, =7. Visbeidzot secinam, ka virknei (an) ir Sads periods garuma 20:
1-6-7-6-5-6-3-6-9-0-1-6-3-6-5-6-7-6-9-0.

BW.S.4. Atbilde: ja, viena sada virkne sakas ar 1, 3, 5, 55, 561, 851, 63253,
110055, ....
Risinajums: Més paradisim, ka tad, ja mums ir doti veseli pozitivi skaitli
ay, ...,a, tadi, ka katram n<Kk un i <k-n ir spéka n2| Qj+1t...Ha4n, tad ir
iespéjams izvéléties tadu ay+;, ka tas pats izpildas katram n<k+l un
I <k+1-n. No $i tiesi izriet apstiprinosa atbilde uz uzdevuma jautdjumu, jo var
sakt konstruét virkni no jebkura viena vesela pozitiva skaitla.
Lai izpilditos vajadzigais, pietiek, ja ax+1 izpildas ipasiba:
A1 = — @eni2 ...t A (modnz) katram n < k+1. Aplikosim $o k+1 kongruencu
sisteému.
Vispirms ievérosim, ka katram pirmskaitlim p un veselam pozitivam |, kuriem
p'§k+1, pastav Ipasiba: ja izpildas kongruence péc modula p', tad izpildas ari
kongruence péc modula pz("l). Lai par to parliecinatos, sagrupésim pédé&jos pI
virknes aj, ..., a1 elementus P grupas pa p"1 secigiem elementiem katra.
Saskana ar aj, ..., & izvéli pirmajam p-1 grupam summas dalas ar pz("l). Péc
pienémuma visu P grupu elementu summa dalas ar p2'. No ta izriet, ka atlikusi
summa a ., teet 3, an dalas ar pz("l).

Otrkart ievérosim, ka jebkuriem savstarp&jiem pirmskaitliem C¢ un d, tadiem,
ka cd<k+1, pastav ipagiba: ja izpildas kongruences péc moduliem ¢ un d?,
tad izpildas ari kongruence péc modula (Cd)z. Lai par to parliecinatos,
sagrupésim pédé&jos cd virknes ay, ..., 8x+1 elementus C secigu elementu grupas
skaitd d un d secigu elementu grupas skaita c. Atkal izmantojot ay, ..., ax izvéli
un pielietojot pienémumu, més ieglsim, ka virknes a, ...,ax1 pédéjo cd
elementu summa dalas gan ar ¢, gan d°. Tatad & summa dalas ari ar (cd)>.
Abi Sie novérojumi lauj mums pie p'>k+1 apskatit tikai kongruences péc
modula p2', kam iegito sistému noteikti var atrisinat, pamatojoties uz KinieSu
teorému par atlikumiem.

BW.S.5. Apzimésim So skaitli ar N un pienemsim pretéjo, ka ta ciparu summa ir
76. levérosim |loti bitisku faktu, proti, ka 337 =111 no ka izriet, ka
27-37 =999 Tatad mums ir lidziga dalamibas pazime ka dalamibai ar 9: ja
x=a10" +a 10"V +..+a10°+a,, tad x=a, +a, +...+a,(mod37).
Citiem vardiem sakot, ja nemam skaitla X ciparus grupas pa 3 un saskaitam
Sis grupas, ieglstam skaitli, kas kongruents X péc modula 37. No $T izriet, ka
A=111111 111 11dalas ar 37. Tatad ari skaitlis N —A dalas ar 37, un, ta ka
tas uzrakstams ar cipariem O, 4 un 8, tad tas dalas ari ar 4. Skaitla N—A

1
ciparu summa ir 76 — 12 = 64 Tatad Z(N - A) uzrakstams, izmantojot ciparus

0, 1 un 2; tas dalas ar 37; ta ciparu summa ir 16. Lai pielietotu mdsu
dalamibas pazimi, saskaitam cetras trisciparu grupas, kas sastav tikai no
cipariem 0, 1 un 2. Parnesumi neradisies, un neviens summas S cipars
neparsniegs 8. Ari S dalas ar 37 un tas ciparu summa ir 16. Ta ka
S=16=1(mod3) un 37=1(mod3), tad ari S/37=1mod3). No ti zindm, ka
S=37(X+1), jeb Sir kads no skaitliem 037, 148 259 370, 481, 592 703
814, 925; tacu katrs no Siem vai nu satur ciparu 9, vai ta ciparu summa nav
16.

85



Uzdevumu sadalijums pa téemam

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra,
geometrija, skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no Sim grupam sadalita vél sikakas apaksgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam
metodém. Ta ka izstradne paredzéta 9. - 12. klasu skoléniem, tad metodes izvéle
atkariga no skoléna vecuma un taja bridi vinam pieejamam zinasanam.

Algebra

Funkcijas, virknes: S.11.1., R.11.3,, R.11.5,, R.12.1,, V.11.2,, V.11.5,, IMO.1,,
BW.A.1.

Nevienadibas: S.12.4., R.9.2., A.10.2., VP.1.1., AB.A.2., AB.A.4., BW.A.2,,
BW.A.4.

Funkcionalvienadojumi: S.11.4., AB.A.5., BW.A.5.

Vienadojumi, vienadojumu sistemas: S.9.1., S.10.1., R.10.5., v.9.2,, V.12.1,,
V.12.3., A.12.2., AB.A.3.

Polinomi: S.10.5., A.12.2., IMO.6., BW.A.3.

Parveidojumi: S.10.5., V.9.1,, V.10.3., A.9.3., A.11.2., AB.A.1., BW.A.3.

Geometrija

Ar rinka liniju saistiti lenki: S.10.4., S.11.3., S.12.2,, R.11.4., V.11.4.,
V.12.4., A.9.2., A.12.1., VP.2.3., IMO.2., AB.G.4., BW.G.2.

Vienadi trijsturi: S.9.3., S.12.2., R.12.4., V.9.3,, VP.1.2., IMO.4., AB.G.1.
Laukumi: S.10.3., V.10.4., A.10.4., IMO.4., BW.G.1., BW.G.5.

Metriskas sakaribas: A.11.3., BW.G.3.

Lidziba: R.9.3., R.10.4., V.12.4., AB.G.2. BW.G.2.

Koordinatu metode: IMO.6.

Nevienadibas: A.11.1., VP.2.2., IMO.2., AB.G.5.

Figuru sistémas, piemeéri: S.12.5., R.10.2., V.9.4,, A.9.4., A.12.4,, VP.3.1,,
BW.G.4.

Dirihlé princips: V.11.3., AB.K.4., AB.G.3.

Invariantu metode: S.12.5., V.12.2., A.9.4.

Ekstremalie elementi: A.10.5., VP.1.4.

Skaitl|u teorija

Atlikumi, kongruences: S.10.2., vV.10.1., VP.2.1., IMO.5., AB.S.5., BW.S.1,,
BW.S.3.

Pirmskaitli, sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: S.11.2., R.9.5,, R.10.3,,
R.12.3.,Vv.9.5,,Vv.10.3,, V.12.5,, A.10.1., VP.1.3., VP.3.2, AB.S.1., BW.S.2,,
BW.S.4.

Dalamibas ipasibas un pazimes: R.9.1., V.11.1., A.9.1., IMO.5., AB.S.3.
Vienadojumi veselos skaitlos: S.9.2., S.12.3., R.11.1., AB.S.4.

Skaitla pieraksts: R.9.1., V.11.1., AB.S.2., BW.S.5.

Kombinatorika

Dirihle princips: R.11.2., V.9.5,, V.10.5., AB.K.1.

Invariantu metode: S.9.5,, R.12.5,,V.10.2., A.9.5,, A.11.5., A.12.3., BW.K.4.
Ekstremala elementa metode: A.11.4.

Kombinatorikas strukturas: S.9.4., S.12.1., R.9.4., R.11.2., VP.1.5., IMO.3.,
AB.K.2., BW.K.1., BW.K.2., BW.K.5.
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Algoritmika

Algoritma izstrade: S.11.5., R.10.1., R.12.5,, V.10.2., A.10.3., A.11.5,,
A.12.5.,VP.3.3., IMO.3., AB.K.3., AB.K.5., BW.K.3.
Algoritma analize: R.12.2.
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Literatura

Vairaki Latvijas olimpiazu uzdevumi aizgati no citiem avotiem:

Sanktpéterburgas matematikas olimpiade: S.9.3., S.11.4., R.12.4., AB.K.2,,
AB.S.1., AB.S.2.

Olimpiade ,Baltijas Cels”: S.10.5., S.12.4.

Iranas matematikas olimpiade: S.11.5., VP.1.2., VP.1.5., AB.K.5., AB.G.3,,
AB.S.5.

Rumanijas matematikas olimpiade: V.10.3.

Maskavas matematikas olimpiade: V.11.2., A.10.4., A.11.3., A.12.4.

Cehijas matematikas olimpiade: V.11.5.

Vacijas matematikas olimpiade: V.12.4.

Slovénijas matematikas olimpiade: A.11.4.

Ungarijas matematikas olimpiade: VP.3.2.

CRUX MATHEMATICORUM: AB.A.3.
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Serija ,,Laima” matematika

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo,
bet dvéselé lielo islandieSu tautu.

KopsS ta laika midsu tautu solidaritate izpaudusies daudzéjada zina. Viena no
tas izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas
projekts), kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pilinus matematikas
olimpiazu un matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju
par svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitdjs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais

ieguldijums.
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