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Ievads

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekléjami 1894. gada Ungarija, kur
oktobri tika rikotas sacensibas pagaju$a gada gimnaziju absolventiem. Sajas
sacensibas varé€ja lietot jebkuru literatlru, I'dz ar to tas bija savadakas neka
olimpiades, kuras norisinas paslaik. Matematikas olimpiddes misdienu izpratné
aizsakas 1934. gada toreizéja Padomju Savieniba, Leningrada. Olimpiazu sistéma
pakapeniski auga, un patlaban ta aptver lielako pasaules dalu.

Sakotnéji olimpiazu uzdevumi bija Iidzigi skola apskatitajiem uzdevumiem,
taCu ar augstaku gritibas pakapi. Mainoties macibu programmam Latvija,
matematikas olimpiazu uzdevumi tomér saglabaja olimpiazu standartu, lidz ar to
tie ir atskirigi no skola apgitajiem. Matematikas olimpiazu uzdevumi vairak
attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu péc
pieradijuma. Lidz ar to Sis olimpiades sniedz skoléniem ne tikai jaunas zinasanas,
bet ari veido cilvéka personibu, radinot skolénus logiski sakartot savas domas un
darboties secigi.

Matematikas olimpiades ari paplasina skolénu redzesloku un vedina skolénus
domat par matematikas zinatnes tEmam. Tas dod iesp&ju satikties skoléniem ar
[l[dzigam interesém un rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem
sasniegumiem. Tacu, lai veiksmigi piedalitos olimpiadés, skoléniem ir
nepiecieSams tam ari pienacigi sagatavoties.

Si gramata ir paredzéta ka paligs gatavosanas procesa vidusskolas skol&niem.
Gramata ir apkopoti 2008./2009. m. g. matematikas olimpiazu 9.-12. klasu
uzdevumi un atrisinajumi. Bez uzdevumiem un atrisinajumiem gramata ieklauta
ari sadala - ieteikumi, kur var smelties idejas, ja neizdodas atrisinat uzdevumus
patstavigi. Tomér iesakam lasitdjam vispirms censties atrisinat uzdevumu pasa
spekiem vai risinat to kopa ar draugiem un tikai tad meklét palidzibu ieteikumos
vai atrisinajumos.

Gramata apskatitas tadas matematikas sacensibas ka 21. sagatavosSanas
olimpiade, 59. rajona olimpiade, 59. valsts olimpiade, 36. atklata olimpiade,
papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai 50. starptautiskaja olimpiadg,
50. starptautiska olimpiade, atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas CelS 2008” un
olimpiade ,Baltijas cels 2008".

e Sagatavosanas olimpiade notiek kops 1987./ 88. macibu gada, to rikoSanas
ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.
SagatavosSanas olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt jauno olimpiazu
gadu. Katrai skolai tiek nosutiti uzdevumu komplekti, tomér tas ir atkarigs no
matematikas skolotajiem, vai vini sava skola organizé So olimpiadi.

e Rajona un valsts olimpiades 9. - 12. (agrak 8. —11.) klasém notiek kop$ 20.

gs. piecdesmitajiem gadiem. Kops 1977./88. macibu gada tas tiek rikotas,
sadarbojoties LR IZM/ LR IZM IS(E)C un LU A.Liepas NMS.

e Atklatas matematikas olimpiades notiek kops 1974. gada. Tas riko LU A.Liepas
NMS. Katru gadu tas pulcina nu jau ap 3000 skolénu no visas Latvijas.

e Starptautiska matematikas olimpiade notiek kops 1959. gada, kad ta notika
Rumanija. Sadkuma taja piedalijas tikai Austrumu bloka valstis. 2008./2009.
macibu gada Saja olimpiadé piedalijas dalibnieki no nu jau 103 valstim.



e Starptautiska olimpiade ,Baltijas Cel$” savu nosaukumu ieguvusi no masu
demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. Si olimpiade pirmo reizi notika
1990. gada Riga un taja sakotnéji piedalijas tikai Baltijas valstis, bet nu taja
piedalas visas valstis ap Baltijas jiru un Islande. AtSkiriba no lielakas dalas
matematikas sacensibu ,Baltijas Cels” ir komandu sacensibas, kuras
komandai kopigi jaatrisina 20 uzdevumi. Latviju Sajas sacensibas katru gadu
parstav pieci 9.-12. klaSu skoléni, kas iepriekS8&jos gados olimpiadés
uzradijusi labako rezultatus un uzvargjusi atlases sacensibas.

Gramata apskatito sacensibu uzdevumu atrisinadSanai biezi nepiecieSami nevis
sarezgiti matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu
Tpatnibu, no kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegut
pilnigu atrisinajumu. Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot
tikai visparigus sprieSanas panémienus, tacu uzdevumu atrisindjumiem ir jabat
pilnigiem un skaidri pierakstitiem.

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet
ari atrisinajumu salidzinasanai ar gramatas piedavatajiem. Tie var saturét jaunas,
Jums agrak nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jusu
patstavigi veiktajos spriedumos. Ja ta notiek un atrisinajumos tiek izmantoti kadi
nezinami panémieni, iesakam sameklét un apgdt Sos panémienus, lai varétu
turpmak tos izmanot.

Protams, daudzus uzdevumus var atrisinat ari citadi, neka gramata noradits.
Ja esat atrisinajis uzdevumu, pielietojot citu metodi, iesakam iepazities ari ar
gramata piedavato risinajumu, jo centamies Jums piedavat mums zinamos
racionalakos risinajumus un risinajumus, kas satur vértigas idejas.

Novélam ieglt jaunas zinasanas, prast pielietot jau zindmas metodes un
ceram, ka gramata Jums palidzés sasniegt savus mérkus.

Autori



Uzdevumi

S. Latvijas 21. sagatavosSanas olimpiade matematika

S.9. Devita klase

S.9.1. Dots, ka a<b<c<d<e, a+b=10, d+e=18; visi skaitli a; b; c; d; e ir
naturali. Aprékinat a+b+c+d+e.

S.9.2. Uz trijstira ABC malas BC atziméts punkts M, bet uz malas AC - punkts
N. Dots, ka ZBCA=20° un CM = MN = NB = BA. Pieradit, ka AN = BN.

S.9.3. Skaitla n decimalais pieraksts sastav no 11 vieniniekiem, 11 divniekiem, 11
trijniekiem un 11 Cetriniekiem. Vai skaitlis n + 4 var bit pirmskaitlis?

S.9.4. Profesoram Ciparinam uzdavinatas 5 péc aréja izskata vienadas zelta
monétas; tam visam ir dazadas masas. Ja Ciparins noradda uz jebkuram 3
monétam, davinatajs pasaka, kura no tam ir péc masas vidg€ja.

K& Ciparins var noskaidrot, kura ir péc masas vidéja no visam 5 moné&tam,
izmantojot tikai $adus jautajumus un atbildes?

S.9.5. Katrs vesels skaitlis nokrasots vai nu balts, vai sarkans, pie tam skaitli 5
un 6 nokrasoti dazadi. Pieradit, ka var atrast tadus tris vienadi nokrasotus
skaitlus, kuru summa ir nulle.

S.10. Desmita klase

$.10.1. Kadam a vértibam vienadojumam x° +ax—2(a+4)=0 ir tiedi 2 dazadas
saknes?

S.10.2. Izliekta cetrstirt ABCD diagonales AC vidusperpendikuls krusto diagonali
BD (nevis tas pagarindjumu!) Vai var gadities, ka Cetrstiri ABCD var ievilkt
rinka liniju?

S.10.3. Pieradit, ka skaitli 2n°+4n un n’+5n dalas ar 3 pie vienam un tam
pasam naturalam »n vertibam.

S.10.4. Visa plakne sadalita vienados kvadratinos ka ritinu lapa. Divi spélétaji
pamiSus kraso pa vienam vél nenokrasotam kvadratinam: viens - zala krasa,
otrs - sarkana krasa. Uzvar tas, kur$ pirmais nokraso sava krasa kadu no 4
ritinam sastavosSu kvadratu. Vai pirmais spélétajs var garantét sev uzvaru?

S.10.5. Vai kubiska kasté ar izmériem 6x6x6 var ievietot 53 kluciSus ar
izmériem 1x1x4 ta, lai kluciSu Skautnes bitu paralélas kastes Skautném un
kasti varétu aizvert?

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Dots, ka a un b - pozitivi skaitli. Pieradit, ka 3a® +5b* >84°b’.
S.11.2. Trijstira ABC virsotnes lenka A bisektrise krusto apvilkto rinka liniju

punktd M. Ar I apzimé&jam AABC ievilktas rinka linijas centru. Pieradit, ka
MB=MC=MI.
S.11.3. Dots, ka a, b un c ir naturali skaitli, bet reizinajumi ab, bc un ca ir

naturalu skaitlu kubi. Pieradit, ka ari pasi skaitli a, b un ¢ ir naturalu skaitju

kubi.



S.11.4. Kvadrats sastav no 3x3 ritinam. Sakuma visas ritinds ierakstiti
vieninieki. Ar vienu gajienu drikst izvél&ties divas ratinas ar kop&ju malu un
abiem tajas ierakstitajiem skaitliem pieskaitit pa vieniniekam vai ari no tiem
abiem atnemt pa vieniniekam. Péc kada laika skaitli visas ratinas bija vienadi.
Pieradit, ka Saja bridi bija izdarits para skaits gajienu.

S.11.5. Katra kuba skaldné novilkta viena diagonale. Ja divam novilktajam
diagonalém ir kopigs galapunkts, teiksim, ka Sis divas diagonales draudz€jas.

Kads ir mazakais iesp&jamais draudzibu skaits?

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Atrisinat pozitivos skaitlos vienadojumu sistému

S.12.2. Saurlenku trijstari ABC novilkts augstums BD. Uz malam AB un CB
attiecigi nemti tadi punkti M un N, ka DM 1 AB un DN 1 CB. Pieradit, ka
punkti A; M; N; C atrodas uz vienas rinka linijas.

S.12.3. Dots, ka n ir naturals skaitlis un skaitla 4=n”+2008n péd&jais cipars ir

4, Atrast skaitla A priekSpédé&jo ciparu.
S.12.4. Plakne sadalita vienados kvadratinos ka rdtinu lapa. Taja novietoti

bezgaligi daudzi taisnstlri ta, ka katrs taisnstlris parklaj tiesi divus
kvadratinus. Nekadi divi taisnsturi ne parklajas, ne saskaras.
Vai atlikuso plaknes dalu noteikti var parklat ar tadiem pasiem taisnstlriem
ta, lai nekadi divi taisnsturi neparklatos, bet visas plaknes rutinas butu
parklatas?

S.12.5. Klasé ir z zéni un m meitenes. Katriem diviem zéniem var atrast meiteni,
kas vienam no viniem patik, bet otram nepatik. Pieradit, ka 2™ > z.



R. Latvijas 59. rajona olimpiade matematika
R.9. Devita klase

R.9.1. Trijstiri ABC ar h,, h, un h. apzZiméti to augstumu garumi, kas vilkti
attiecigi no virsotném 4, B, C. Dots, ka h, =25, h, >12,h >13.

Kads ir mazakais iesp&jamais A4BC laukums?

R.9.2. Kuri Cetrciparu naturali skaitli vienadi ar savu divu péd€jo ciparu veidota
naturala skaitla kvadratu?

R.9.3. Divas rinka linijas krustojas. To radiusu garumi ir R un r, bet attalums
starp to centriem ir d. Viena no abu rinka liniju krustpunktiem tam abam
novilktas pieskares. Pieradit: Sis pieskares ir perpendikularas viena otrai tad
un tikai tad, ja R* +r> =d".

R.9.4. Kvadratvienadojumam x° + px+¢ =0 ir divas dazadas saknes, kas abas
pieder intervalam [-1;1]. Pieradit, ka katram realam skaitlim x pastav
nevienadiba x° + px+q>—1.

R.9.5. Pienemsim, ka n >3, n — naturals skaitlis. Aplikosim patvaligu n cilvéku
grupu.

a) pieradit, ka Saja grupa var atrast divus tadus cilvékus 4 un B, kam starp
par€jiem ir vienadi pazinu daudzumi,

b) rikitis Muriburis apgalvo: katriem diviem Sis grupas cilvékiem 4 un B, kam
Saja grupa pazinu daudzumi ir vienadi, var atrast vai nu tadu cilvéku C, kas
pazist gan A, gan B, vai arl tadu cilvéku D, kas nepazist ne 4, ne B. Vai
Muriburis runa patiesibu, ja n =4 ? Bet ja n=2009?

Piezime: uzskatam, ka neviens nepazist pats sevi un, ja X pazist Y, tad ari ¥
pazist X.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Atrodiet mazako naturalo skaitli, kuru var izsacit gan ka 11, gan ka 12,
gan ka 13 péc kartas nemtu naturalu skaitlu summu.
R.10.2. Caur trijstiri ABC ievilktas rinka linijas centru I novilkta taisne ¢ ta, ka

paradits 1.zim. Ta dala trijstira laukumu uz pusém. Pieradit, ka ta dala uz

pusém ari trijstlira perimetru.
B

A C 1. zim.
R.10.3. Dots, ka a un b ir naturali skaitli, &’ dalas ar b un b’ dalas ar a. Pieradit,
ka (a+b)3 dalas ar a-b. Vai noteikti (aer)2 dalasar a-b?

1
R.10.4. Atrisinat vienadojumu x/x—1+2\/y—4+3\/z—9:E(x+y+z) redlos

skaitlos.

R.10.5. Kvadratiska rezga forma ar izmériem 10x10 izvietotas 100 spuldzes.
Katra spuldze var but vai nu ieslégta, vai izslégta. Pieskaroties jebkurai
spuldzei (apzimésim to ar 4), ta maina savu stavokli (no ieslégta uz izslégtu
vai otradi). Vienlaicigi savu stavokli maina ari visas tas spuldzes, kuras ar 4 ir
vai nu viena rinda, vai viena kolonna.
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Sakuma visas spuldzes ir izslégtas. Ar kadu mazako pieskarienu skaitu var
panakt, lai tas vienlaicigi visas butu ieslégtas?

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Regulara n-stlira virsotnés ierakstiti naturali skaitli no 1 lidz n (katra
virsotné cits skaitlis) ar TpaSibu: ja 4, B, C - tris n-stlira virsotnes un
AB = AC, tad virsotné A ierakstitais skaitlis vai nu lielaks par abiem
skaitliem, kas ierakstiti virsotnés B un C, vai ari mazaks par tiem abiem.

Vai var bit, kaa) n=8,b) n=7,c) n=10,d) n=167
2
X
R.11.2. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 7+— =7.
y
R.11.3. Atrisinat nevienadibu [|2 - - - 9| < 2009.

R.11.4. Rinka linija iet caur regulara trijstlira ABC virsotni B un krusto ta malas,

ka paradits 2.zim. Pieradit, ka AM + CL = AN +CK .
B

M K
AT v—1 ¢ 2. zim.
R.11.5. Telpa doti 7 punkti; nekadi 3 no tiem neatrodas uz vienas taisnes un
nekadi 4 neatrodas viena plakné. Katri divi punkti savienoti ar baltu vai
sarkanu nogriezni. Pieradit: ir vismaz divi trijstlri, katram no kuriem visas 3

malas ir nokrasotas vienadi (varbit vienam trijstirim tas visas ir baltas, bet
otram - sarkanas).

R.12. Divpadsmita klase
R.12.1. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x un y pastav nevienadiba
cos(x®) +cos(y?) —cos(xy) < 3.
R.12.2. Dots, ka p ir pirmskaitlis un n=(p° —1)(p° —4)+9. Kada ir mazaka
iespéjama n ciparu summa? Kuriem p ta tiek sasniegta?

1 1
R.12.3. Atrisinat vienadojumu x+y+—+—+4=2-(\/2x+1+\/2y+1) pozitivos
Xy

realos skaitlos.

R.12.4. Regulara trijsttira ABC virsotne B atrodas uz rinka linijas; ta malu
pagarinajumi krusto rinka Iiniju, k& paradits 3.zim. Pieradit, ka
AM + CL = AN + CK .

B

M K
N
L 3. zim.

R.12.5. Telpd doti 4 punkti, kas visi neatrodas viena plakné. Cik ir
paralélskaldnu, kam visi Sie punkti ir virsotnes?

11



V. Latvijas 59. republikas olimpiade matematika
V.9. Devita klase

V.9.1. Dots, ka a ir tads reals skaitlis, ka kvadratvienadojumam xP=x+a=0ir

divas dazadas realas saknes x, un x,. Pieradit: ‘xlz —xf‘ =1 tad un tikai tad,
ja ‘xf —xg‘:l.

V.9.2. Naturalu skaitli sauc par vienkarsu, ja tas ir divu (vienddu vai dazadu)
pirmskaitlu reizindjums. Pieméram, 9=3-3 ir vienkarss, bet 18=2-3.3 -
nav. Kads lielakais daudzums péc kartas sekojosSu naturalu skaitlu var visi bat
vienkarsi?

V.9.3. Plakne sadalita vienados kvadratinos ka ratinu lapa. Katrs kvadratins
nokrasots viena no k krasam. Ir zinams: katra tada figara, kada redzama
4.zim. (81 figlra var bat ari pagriezta vai apgriezta ,uz mutes”), visas ritinas
nokrasotas dazadas krasas. Kada ir mazaka iesp&jama k vertiba?

L 4. 7Zim.

V.9.4. Saurlenku trijstiri ABC nogriezni AA, un BB, ir augstumi, H ir augstumu
krustpunkts, punkti M, N un K ir attiecigi nogrieznu AB, AH un BH
viduspunkti. Pieradit, ka AMKA, = AB,NM .

V.9.5. Turnira piedalas 12 tenisisti. Katrs ar katru citu spélé tiesi vienu reizi;
katra spélé viens no tas dalibniekiem uzvar, bet otrs — zaudé. Teiksim, ka
tenisists A4 ir spécigaks par tenisistu B, ja vai nu A uzvaréjis pret B, vai ari var
atrast tadu treso tenisistu C, ka 4 uzvargjis pret C, bet C uzvaréjis pret B.
Par ¢empionu sauc jebkuru tadu tenisistu, kurs turnira nosléguma izradas
spécigaks par jebkuru citu. Pieradit:

a) katrs tenisists, kam turnira nosléguma ir vislielakais uzvaru skaits, ir
¢empions,

b) nevar bit, ka turnira nosléguma ir tiesi divi (ne vairdk un ne mazak)
c¢empioni.

V.10. Desmita klase

V.10.1. Tris vienadas rinka Iinijas krustojas punkta P. Apzimé&jam rinka liniju
centrus un divus no paré&jiem krustpunktiem, ka paradits 5.zim. Pieradit, ka
MNCB ir paralelograms.

5. zim.

V.10.2. Apskatam virkni, kas augosa seciba satur visus naturalos skaitlus, kuri
nedalas ar 3. Virknes sakums tatad ir 1; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 11; ...
Dots, ka 2n péc kartas nemtu virknes loceklu summa ir 300 (n - kaut kads
naturals skaitlis). Kadas ir iesp&jamas n vértibas?

12



V.10.3. Maija uz katras no 16 kartitém uzrakstijusi ,,+1” vai ,,-1”. Kartites
novietotas uz galda ta, ka Andris pasas kartites gan redz, bet uz tam
uzrakstitos skaitlus neredz. Andris ar vienu jautajumu var noradit uz
jebkuram trim kartitém un uzzinat no Maijas uz tam uzrakstito skaitlu
reizinajumu. Ar kadu mazako jautajumu skaitu Andrim pietiek, lai noskaidrotu
visu 16 skaitlu reizinajumu?

Vai 17 kartiSu gadijuma Andrim pietiek ar 7 jautdjumiem?
x4y |x+2  |y+-]

V.10.4. Kadas vértibas var pienemt izteiksme S = , ja x,

+ +
e+ [+l [+
¥, z — no nulles atskirigi reali skaitli?
V.10.5. Dots, ka ABCD - kvadrats un ZMBN =45° (skat. 6.zim.). Pieradit, ka

BO 1 MN .
B C
M
0)

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Apskatam Fibonadi skaitlu virkni: F, =1; F,=2; F _,=F, +F, pie
n>1. Kads lielakais Sis virknes elementu daudzums var veidot vienu
aritmetisku progresiju?

V.11.2. Atrast skaitlu 3° -3, 5° =5, 7" =7, ..., 2009*” —2009 lielako kopigo

dalitaju.
V.11.3. Atrisinat realos skait|os vienadojumu sistému:
x+y2 = y3
y+ x'=x’

V.11.4. Andris uzrakstijis 10 dazadus veselus pozitivus skaitjus; neviens no tiem
neparsniedz 37. Pieradit, ka Maija var izvéléties cetrus no Andra
uzrakstitajiem skaitliem ta, ka divu Maijas izvéléto skaitlu summa vienada ar
abu paréjo Maijas izvéléto skaitlu summu.

V.11.5. Dots, ka cCetrstiliris ABCD ievilkts rinka linija. Pieradit: trijstiros ABC,
BCD, CDA, DAB ievilkto rinka Iiniju centri ir taisnstira virsotnes.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Turnira piedalijas 12 tenisisti. Katrs ar katru citu spél&ja tiesi vienu reizi;
katra spélé viens no tas dalibniekiem uzvaré&ja, bet otrs - zaudé&ja. Dalibnieku
uzvaru un zaudéjumu daudzumus apzimésim attiecigi ar x; un y;, x> un yy; ...,

X12 un yo. Pieradit, ka
XL A+XD X, =YY Y.

V.12.2. Katrina uzrakstija trisciparu skaitli n, kura visi cipari ir dazadi un visi
atskiras no 0. Maija uzrakstija visus piecus citus trisciparu skaitlus, kas
izveidoti no tiem pasiem cipariem, no ka sastav n. Maijas uzrakstito skaitlu
summa ir 3434. Kads var bt skaitlis n?

V.12.3. Dots, ka ABCD ir kvadrats un E ir malas AB iekséjs punkts. Nogriezni AC
un DE krustojas punkta P. Perpendikuls, kas no P vilkts pret DE, krusto malu
BC punkta F. Pieradit, ka EF = AE + FC.
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V.12.4. Uz kadas planétas izmanto 2009 valodas. Vai var izveidot vardnicu
sistému ta, lai vienlaicigi izpilditos 3 Tpasibas:
a) katra vardnica lauj tulkot no vienas valodas uz kadu citu, bet ne preté&ja
virziena,
b) ja ir vardnica, kas lauj tulkot no kadas valodas A4 uz kadu citu valodu B, tad
nav vardnicas, kas lauj tulkot no B uz 4,
¢) no katras valodas uz katru citu var partulkot, izmantojot vai nu vienu, vai
divas vardnicas? (Pielaujamas vairakkartigas tulkosanas, pieméram, no 4 uz
B un talak noBuz C.)

V.12.5. Atrisinat vienadojumu

X (x+1)=2(x+a)(x+2a)

realos skaitlos, kur a — reala konstante.
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A. Latvijas 36. atklata matematikas olimpiade
A.9. Devita klase

A.9.1. Pienemsim, ka 7.zim. attélotas liknes ir kvadratfunkciju grafiki. Vai tie var
bit funkciju y=ax? +bx+c, y=bx*+cx+a un y=cx’ +ax+b grafiki?

|0 7. zim.

4

A.9.2. Dots, ka |a| > |b+c

A.9.3. Uz taisnes ¢ novietots stienitis ar garumu 1. Sakuma ta gali atrodas
punktos A un B. Stieniti bida pa plakni ta, ka tas visu laiku paliek paraléls
taisnei ¢ un beigas atkal nonak uz ¢; Sai bridi ta gali atrodas punktos C un D.
Turklat celiem, pa kuriem kustas stieniSa gali, nav kopigu punktu. Vai var
gadtties, ka AC > 2009 ?

Piezime: uzskatam, ka stientitis ir paraléls ¢ arl tad, ja tas atrodas uz ¢

A.9.4. Naturala skaitla n pozitivo dalitaju skaitu apzimé&jam ar d(n). Pieméram,
d(1)=1; d(6)=4 utt. Sauksim skaitli n par apaligu, ja tas dalas ar d(n).

a) atrodiet piecus apaligus skaitlus,
b) pieradiet, ka apaligu skaitlu ir bezgaligi daudz.

A.9.5. Kvadrats sastav no 8x8 vienadam kvadratiskam rdtinam. Katra no tam
izkrasota vai nu balta, vai melna. Ar vienu gajienu atlauts izvéléties jebkuras
3 ratinas, kas veido 8.zim. paradito figlru (ta var bit novietota ari citadi), un
mainit krasu uz pretéjo visas Sis figlras ratinas. Vai, atkartojot Sadus
gajienus, var panakt, lai viss kvadrats klutu balts, ja
a) sakotnéjais krasojums ir Saha galdina izskata,

b) sakotné&jais krasojums ir patvaligs?

b|2|c+a| un |c|2|a+b|. Pieradit, ka a+b+c=0.

| 8. zIm.

A.10. Desmita klase

A.10.1. Pienemsim, ka 9.zim. attélotas liknes ir kvadratfunkciju grafiki. Vai tie
var bit funkciju y=ax>+2bx+c, y=bx’+2cx+a un y=cx’+2ax+b
grafiki?

YA

/]

SN o 9. 7im.

A.10.2. Dots, ka p un g¢q ir divi viens otram sekojoSi nepara pirmskait]i
(pieméram, 13 un 17). Pieradit: skaitli p+g¢q var sadalit triju tadu naturalu
skaitlu reizinajuma, kas visi lielaki par 1 (starp sSiem trim skaitliem var bt ari
vienadi).

IS

\ Ao
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A.10.3. Dots, ka ABC ir saurlenku trijstliris un [ ir taja ievilktas rinka linijas
centrs. Rinka linija o, iet caur B un [ un pieskaras ZACB bisektrisei. Rinka
linija @, iet caur C un I un pieskaras ZABC bisektrisei. Pieradit, ka viens no
@, un o, krustpunktiem atrodas uz A4BC apvilktas rinka linijas.

A.10.4. Dots, ka q, b, ¢, d - pozitivi skaitli. Pieradit nevienadibu:

a+c b+d c+a d+b
+ + +
a+b b+c c+d d+a

A.10.5. Dots daudzstiris ar 2n+1 virsotném, n - naturals skaitlis. Ta virsotnés
un malu viduspunktos jaieraksta naturali skaitli no 1 I'dz 4n+2 (katra punkta
cits skaitlis) ta, lai to tris skaitlu summas, kas uzrakstiti uz vienas malas,
visas bidtu sava starpa vienadas. Vai to var izdarit, ja
a)n=2,

b) patvaligam naturalam n?

>4,

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1, Pieradit, ka
1 2 3 2009 1

P+l 25427 +1 34311 20000 420007 +1 2

A.11.2, Spélé OP! piedalas n spéletaji (n>2). Spéle notiek vairakas dienas.
Katru dienu viens spélétajs uzvar, bet par€jie zaud€. Sakana ar noteikumiem
i-taja diena (i =1,2,...) uzvarétajs sanem i(n —1) punktus, bet katrs zaudétajs
zaudé pa i punktiem. Spéles sakuma visiem ir pa 0 punktiem. Péc kada
mazaka dienu skaita var gadities, ka visiem atkal ir pa 0 punktiem?

A.11.3. Dots, ka @ un b - naturali skaitli un skaitla S =a” +ab+b> pédé&jais
cipars ir 0. Kads ir skaitla S priekSpeédg&jais cipars?

A.11.4. Dots, ka seSstiiris ABCDEF ir izliekts un ta pretéjas malas ir pa pariem
vienadas. Nekadas divas ta malas un diagonales nav paral€las viena otrai. Ar
Ay, By, Cy, Dy, Ey, Fy apzimé&jam attiecigi diagonalu AC, BD, CE, DF, EA, FB
viduspunktus. Pieradit, ka taisnes 4,D1, B1E£, un CiF; krustojas viena punkta.

A.11.5. Atrisinat pozitivos skaitlos nevienadibu sistému:

X y+3<4z

yz+3<4x.

Z’x+3<4y

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Dots, ka a,,a,,...,a,, un b,,b,,...,b,,, ir attiecigi aritmétiska progresija
un geometriska progresija, kas abas sastav no pozitiviem skaitliem. Dots ari,
ka a, = b, # a,y, = b,y . Kas lielaks: visu aritmétiskas vai visu geometriskas

progresijas loceklu summa?
A.12.2, Dots, ka x, y, z - pozitivi skaitli un xy+ yz+zx > x+ y+z. Pieradit, ka

xX+y+z>3.
A.12.3. Dots, ka n - naturals para skaitlis. Apskatam reizinajumu
R=n(n+)(n+2)(n+3).
a) vai var bit, ka ir R kada naturala skaitla kvadrats?
b) vai var bit, ka R ir kada naturala skaitla kubs?
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A.12.4. Cetrstiris ABCD ir ievilkts rinka linija. Zinams, ka AB-CD = AD - BC.
Diagonales AC viduspunkts ir M. Pieradit, ka LABM = ZDBC .

A.12.5. Uz galda atrodas n konfektes, n — naturals skaitlis. Divi sp&létaji pamisus
&d pa x* konfektém, kur x - naturals skaitlis (x var mainities no gajiena uz
gajienu). Tas, kam nav ko ést, zaudé. Pieradit: ir bezgaligi daudz tadu =, ka,
pareizi spél€jot, otrais sp€létajs var uzvaret.
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VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
50.Starptautiskaja matematikas olimpiadée

VP.1. Latvijas 59.matematikas olimpiades 4.karta

VP.1.1. Kadiem naturaliem skaitliem m un n, kas abi lielaki par 1, skaitlis n’ —1
dalasar m-n—1?
VP.1.2. Dots, ka a >0, b>0, ¢>0. Pieradit, ka
a’+b*> b +c¢* C+a’
+ +
a+b b+c c+a
VP.1.3. Tabula sastav no nxn vienadam kvadratiskam rdtinam. Katra rdtina
ierakstits nenegativs skaitlis. Gan katra rindina, gan katra kolonna ierakstito
skaitlu summa ir 1. Pieradit: tabula var atrast » ritinas, kuras visas ierakstiti
pozitivi skaitli un no kuram nekadas divas neatrodas ne viena rinda, ne viena
kolonna.
VP.1.4. Dots, ka 44BC ir Saurlenku; AA,, BB,, CC, ir ta augstumi, bet H -

augstumu krustpunkts. Punkts P ir AH viduspunkts. Taisnes B,P un AB

>a+b+c.

krustojas punkta Q, bet taisnes A,C, un BB, - punkta R. Pieradit, ka taisnes

OR un BC ir perpendikularas viena otrai.

VP.1.5. Trijstlri atlauts sagriezt galiga daudzuma daudzstliru un griezZot iegltas
dalas katru parbidit par kaut kadu vektoru (Sie vektori var bat ari atskirigi).
Dalas nedrikst pagriezt vai apgriezt ,uz mutes”. Pienemsim, ka péc Sim
parbidem dalas atkal veido trijstlri (bez parklasanas un bez iekSpusé
palikuSiem caurumiem). Pieradit, ka Sis trijstris vienads ar sakotné&jo.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 2.maija

VP.2.1. Dots, ka a, b un c¢ ir dazadi pozitivi skaitli, abc =1, k - naturals skaitlis,
k > 3. Pieradit, ka
a* s b* s ct . k(k—1)
(a—bfa—c) (b—a)b-c) (c—a)c—b) 2
VP.2.2. Rinki ievilkts seSstiris ABCDEF, pie tam AB=CD = EF .
Pieradit: ta trijstlra augstumu krustpunkts, kura virsotnes ir attiecigi AC un
BD, CE un DF, EA un BF krustpunkti, sakrit ar rinka centru.
VP.2.3. Sniegbaltite uzdavinaja 7 rikisiem n dazadas gramatas. P&c kada laika
izradijas: katram divam gramatam var atrast vismaz 4 rikiSus, no kuriem

katrs izlasijis tiesi vienu no Sim abam gramatam.
Kada ir lielaka iesp&jama n vértiba?
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VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 3.maija
VP.3.1. Pieradit: ja n - pozitivs vesels skaitlis un x,, x,, ..., x, - reali skaitli, tad
pastav nevienadiba

2 2
Va2 142 a2 1+t mx? 41 2 \/(xl +2%, + o, (n+1) _

4
VP.3.2. Rinka linijas w, un w, aré&ji pieskaras viena otrai punkta P. Uz w, nemts

punkts A4, kas atSkiras no P. Ripka linijai w, novilktas pieskares AM un AM,
(M un M, ir pieskarSanas punkti). Taisném AM un AM, bez punkta A ar
rinka liniju w, ir veél attiecigi krustpunkti N un N,. Pieradit, ka
PN-M /N, =PN,-MN .

VP.3.3. Kada ir izteiksmes ‘54’”*3 —nz‘ mazaka iesp&jama vértiba, ja m un n ir

veseli skaitliun m>0, n>07?
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IMO. 50. Starptautiska matematikas olimpiade
(50" International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jlija.

IMO.1. Dots, ka n ir pozitivs vesels skaitlis. Skaitli a;, a,,....,a; (k=2) ir kopas
{1, 2, ..., n} elementi. Nekadi divi no tiem nav sava starpa vienadi. Dots, ka
a;(a;,, —1) dalas ar n visiem i=1, 2, ..., k - 1. Pieradiet, ka a;(a,—1)
nedalas ar n.

IMO.2. Trijstira ABC apvilktas rinka linijas centrs ir O. Punkti P un Q ir atbilstosi
malu CA4 un AB ieks&ji punkti. Punkti K, L un M ir atbilstosi nogrieznu BP, CQ
un PQ viduspunkti. Rinka lTnija I' iet caur K, L un M. Taisne PQ ir rinka linijas
I' pieskare. Pieradiet, ka OP = OQ .

IMO.3. Dots, ka s,,s,,s5,... ir stingri augoSa virkne, kas sastav no pozitiviem
veseliem skaitliem. Katra no  apaksvirkném Sg o8y 58 5 un

1 2 3
Sg 415 Sg,+1> Sg,415 - IF aritmétiska progresija. Pieradiet, ka virkne s, s,, 3, ...

pati ir aritmétiska progresija.

IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. julija.

IMO.4. Trijstiri ABC pastav vienadiba AB = AC. Lenku ZCAB un ZABC
bisektrises krusto malas BC un CA atbilstosi punktos D un E. Punkts K ir
trijstarmt ADC ievilktas rinka linijas centrs. Dots, ka ZBEK = 45°. Noskaidrojiet
visas iespé&jamas LCAB vértibas.

IMO.5. Noskaidrojiet, kuram funkcijam f kas definétas visiem veseliem
pozitiviem skaitliem un kas pienem veselas pozitivas vértibas, piemit Tpasiba:
katriem veseliem pozitiviem skaitliem a un b eksisté nededeneréts trijstiris ar

malu garumiem a, £(b) un f(b+ f(a)-1).
Piezime: Trijstliri sauc par nededenerétu, ja ta visas virsotnes neatrodas uz
vienas taisnes.

IMO.6. Doti pozitivi veseli skaitli a,, a,,...., a,. Nekadi divi no tiem nav sava
starpa vienadi. Dota ari kopa M, kas sastav no n - 1 pozitiva vesela skaitla,
bet nesatur skaitli s=a,+a, +...+a,. Sakot no punkta ar koordinatu O,
sienazim javeic n l&cieni pa skaitlu asi virziena pa labi. L&cienu garumiem
jabat a,, a,,...., a, kaut kada seciba. Pieradiet, ka sienazis var izvéléties tadu

secibu, ka vins nekad nenonak neviena punkta ar koordinatu no kopas M.
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AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2008”
AB.A. Algebra
1 1

1
AB.A.1. Dots, ka + + =
X—y y—z z—X

1 1
2 + 2 + 2 ?
(x-»)°" (-2)" (z-x)
AB.A.2. Dots, ka x, y un z ir pozitivi skaitli un x> + y> +z* =3. Pieradit, ka
al + J + z <43.
\/x2+y+z \/x+y2+z \/x+y+zz
AB.A.3. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému:

. Kada veértiba var but izteiksmei

N w

x'=2y-1
y =2z-1.
2> =2x-1

1
AB.A.4. Sakotnéji dotas funkcijas x+—, x> —2x un visas konstantas funkcijas.
X

Vai ar atpnemsanas, saskaitiSanas un reizinasanas operaciju palidzibu var no
$im funkcijam iegiit funkciju 3x° —5x? (Reizinasanas operacija ietver ari
funkcijas kapinasanu kvadrata.)

AB.A.5. Vai eksisté funkcija f(t), kas definéta visiem realiem ¢, pienem realas
vértibas un visiem realiem x un y apmierina nosacijumu

S+ ()= f(x)+siny?
AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Plakne sadalita vienados kvadratinos ka rdtinu lapa. No Siem
kvadratiniem n nokrasoti melni; paré&jie ir balti. Pieradit: var atrast kvadratu,
kura malas iet pa ritinu linijam un kura melna krasa nosedz ne mazak par
vienu piektdalu un ne vairak par ¢etram piektdalam laukuma.

AB.K.2. Ar x, (n=1; 2; ...) apzimésim tadu n-ciparu skaitlu skaitu, kas nesatur

citus ciparus ka 1; 2; 3 un kuru pieraksta cipari 1 un 3 neviena vieta neatrodas
blakus. Pieméram, x, =3 un x, =7.
Pieradit, ka katram naturalam n pastav sakariba

xn+2 = 2xn+l +xn .

AB.K.3. Katra no trim galda tenisa komandam ir pa 10 spélétajiem. Katra spélé
sacens$as divi spélétaji no dazadam komandam; katri divi spélétaji sava starpa
spélé augstakais vienu reizi. Pienemsim, ka jau izspéléta 201 spéle. Pieradit:
var atrast tadus 3 spélétajus, katrs no kuriem jau spélgjis ar abiem paré&jiem.

AB.K.4. Misu riciba ir 2n péc aréja izskata vienadas monétas; zinams, ka n no
tam ir ar masu a, bet paréjas n - ar masu b, a <b. Ar vienu soli var izvéléties
jebkuras n monétas un uzzinat to kop&jo masu. Vai n+1 solos noteikti var
noskaidrot a un b vértibas?

Uzskatam, ka ar mérijumu rezultatiem sp&jam veikt aritmétiskas darbibas.

AB.K.5. Viena rinda uzrakstiti 17 veseli pozitivi skaitli, no kuriem neviens
neparsniedz 43, bet otra - 43 veseli pozitivi skaitli, no kuriem neviens
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neparsniedz 17 (starp skaitliem var bdt arl vienadi). Pieradit: katra rinda var
pasvitrot vienu vai vairakus péc kartas uzrakstitus skaitlus ta, lai abas rindas
pasvitroto skaitlu summas bitu vienadas.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Saurlenku trijstiri 4ABC novilkta bisektrise AV, mediana BM un augstums
CN. Pieradit: ja NA= NV, tad AV, BM un CN krustojas viena punkta.

AB.G.2. Dots, ka ABCD - paralelograms. Rinka linijas w; un w, atrodas ta
iekSpusé un aréji pieskaras viena otrai punkta M; bez tam w; pieskaras AB un
AD, bet w, pieskaras CB un CD. Pieradit, ka punkti 4, M un C atrodas uz
vienas taisnes.

AB.G.3. Dots, ka o, S un yir trijstlra lenki. Pieradit, ka

3
cosa+cos,6’+cos;/£5.

AB.G.4. Trijstaris ABC ir taisnlenka, ZA4 =90°. Malas BC viduspunkts ir M. Uz
malas AC atziméts tads punkts D, ka AD = AM . Trijstiriem AMC un BDC
apvilktas rinka linijas bez punkta C krustojas vél punkta P. Pieradit, ka P
atrodas uz taisnes, kas satur ZACB bisektrisi.

AB.G.5. Kvadrats sastav no 10x10 vienadam kvadratiskam ratinam. Rdtinas
malas garums ir 1. Desmit ritinas nokrasotas melnas ta, ka katra rinda un
katra kolonna ir tieSi viena melna ritina. Kads ir lielakais iesp&jamais laukums
taisnstlirim, kura malas iet pa rGtinu malam un kura iekSpusé nav nevienas
melnas ritinas?

AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. Doti 756 dazadi veseli pozitivi skaitli, no kuriem neviens neparsniedz
2008. Pieradit: no Siem skaitliem var atrast divus, kuru summa dalas ar 8.
AB.S.2. Vai eksisté tadas 2008 bezgaligas geometriskas progresijas, kas sastav
no naturaliem skaitliem, ka katrs naturals skaitlis pieder vismaz vienai no
tam?

AB.S.3. Kadam lielakajam naturalam n skaitlis 2' +8 +4" ir vesela skait|a
kvadrats?

AB.S.4. Dots, ka (m+1)’ —m® =n’, m un n - naturali skaitli. Pieradit, ka n ir
divu veselu skaitlu kvadratu summa.

AB.S.5. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu veselu pozitivu skaitlu paru (x;y), ka

x#y un x> +y° dalasar x° +y°.
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BW. Matematikas komandu olimpiade ,,Baltijas CelS 2008”
BW.A. Algebra

BW.A.1. Atrodiet visus polinomus p(x) ar realiem koeficientiem, kuriem
p(0) =0 un katram realam x ir spéka p((x+1)3)=(p(x)+l)3.

BW.A.2. Pieradiet: ja reali skaitli a, b un c apmierina sakaribu a’+b%+c? =3 ,
a’ N b? N c? S (a+b+c)?
24b+c? 2+4c+d® 24a+b* 12

BW.A.3. Vai eksisté tads lenkis ae(O,zr/2), ka sina, cosa, tga un ciga,
nemti kaut kada kartiba, ir Cetri péc kartas sekojosi aritmétiskas progresijas
locekli?

BW.A.4. Polinoma P koeficienti ir veseli skaitli, un pieciem dazadiem veseliem
skaitliem x izpildas P(x)=15. Pieradiet, ka neeksisté vesels skaitlis x, kuram
—6< P(x)<4 vai 6 P(x)<16.

BW.A.5. Romeo un DzZuljetai katram ir regulars tetraedrs, kura virsotnés ir
ierakstiti pozitivi, readli skaitli. Vini katrai Skautnei piekarto to skaitlu
reizinajumu, kas ir ierakstits tas galapunktos. Tad katra skaldné ieraksta to
triju skaitlu summu, kas piekartoti tas malam. Izradas, ka cetri skaitli, kas
ierakstiti Romeo tetraedra skaldnés, sakrit ar tie cetriem skaitliem, kas
ierakstiti Dzuljetas tetraedra skaldnés. Vai no ta izriet, ka Cetri skaitli, kas
ierakstiti Romeo tetraedra virsotnés, sakrit ar Cetriem skaitliem, kas ierakstiti
Dzuljetas tetraedra virsotnés?

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Kopa 4 satur 84 elementus un ir kopas {1, 2, ..., 169} apakskopa.
Zinams, ka nekadu divu 4 elementu summa nav 169. Pieradit, ka kads no 4
elementiem ir naturala skaitla kvadrats.

BW.K.2. Klasé ir 3n bérni. Katri divi bérni uzdavina kopigu davanu tiesi vienam
citam bérnam. Visiem nepara n pieradiet, ka to var izdarit ta, ka katriem trim
bérniem A, B un C izpildas sekojoSa ipasiba: ja A un B uzdavina davanu C,
tad 4 un C uzdavina davanu B.

BW.K.3. Starptautiska matematikas konkursa dalibvalstim bija jaizvélas starp 9
kombinatorikas uzdevumiem. Parasti ir griti nonakt pie kopé&ja viedokl|a, tapéc
nebija parsteigums, ka notika sekojosais:

e Katra valsts nobalsoja par tiesi 3 uzdevumiem.

e Katras divas valstis nobalsoja par dazadam uzdevumu kopam.

e Jebkuram trim valstim bija uzdevums, par kuru nenobalsoja neviena no
tam.

Atrast maksimalo dalibvalstu skaitu, kam iesp&jama Sada situacija.

BW.K.4. Vai iespéjams salikt 4x4 x4 kubu no 10.zim. paraditas formas blokiem,
kas sastav no Cetriem 1x1x1 kubiniem?

tad

. Kad izpildas vienadiba?

10. zZim.
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BW.K.5. Uz nxn laucinu Saha galdina uzlikti vairaki 1x2 domino kaulini, katrs
no kuriem nosedz divas blakus ratinas. Zinams, ka nekadi divi kaulini
nesaskaras (pat ar stiriem né). Atrast mazako iesp€jamo n vértibu, pie kuras
kopé&jais laukums, kuru nosedz domino kaulini, ir 2008.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. ABCD ir paralelograms. Rinka Ilinija ar diametru AC krusto taisni BD
punktos P un (. Taisnes AC perpendikuls, kas iet caur punktu C, krusto
taisnes AB un AD punktos X un Y. Pieradit, ka punkti P, O, X un Y atrodas uz
vienas rinka linijas.

BW.G.2. Dota rinka linija. Taja ievilkta Cetrstira malu garumiir a, b, ¢ un d.
Pieradit, ka reizinajuma (ab+ cd)(ac+bd)(ad +bc) maksimala vértiba tiek
sasniegta, ja Cetrstdris ir kvadrats.

BW.G.3. 4B ir rinka linijas S diametrs, un L ir Sis rinka linijas pieskare punkta
A. Pienemsim, ka c ir fikséts pozitivs reals skaitlis, un apskatisim visus
punktu parus (X,Y), kam X un Y atrodas uz taisnes L dazadas pusés no

A un |AX|-|AY|=C. Taisnes BX un BY krusto § punktos P un Q.

Pieradit, ka visas taisnes PQ krustojas viena punkta.
BW.G.4. Rinka linija ar diametru 1 novilktas vairakas hordas. To garumu summa
ir lielaka par 19. Pieradit, ka eksisté diametrs, kas krusto vismaz 7 hordas.
BW.G.5. Dots, ka ABC ir trijstliris, M ir punkts uz malas BC un N ir punkts
uz malas AB, kas izvéléti ta, lai AM un CN bitu trijstira ABC lenku
bisektrises. Pieradit, ka no vienadibas
ZBNM  ZBMN

ZMNC  /NMA
seko, ka trijstiris ABC ir vienadsanu.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Atrast visas galigas naturalu skaitlu kopas X, kuras ir vismaz divi
elementi un kuram piemit ipasiba: ja a un b (a >b) pieder kopai X, tad
2

ari pieder kopai X.

a J—
BW.S.2. Cik naturalu skaitlu paru (m,n), kuriem m < n, apmierina vienadibu
3 - = i + l ?
2008 m nm

BW.S.3. Aplikosim naturalu skaitlu kopu 4, kuras mazakais elements ir 1001 un
visu elementu reizinajums ir pilns kvadrats. Kada ir kopas A maksimala
elementa mazaka iespéjama vértiba?

BW.S.4. Naturali skaitli a un b apmierina sakaribu

a’” -b* =1008.
Pieradit, ka a un b ir kongruenti péc modula 1008.
BW.S.5. Naturalam skaitlim n ar S(n) apzimésim ta ciparu summu. Atrodiet

S(n)
16n)

izteiksmes maksimalo iesp€jamo vértibu.
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Ieteikumi

S. Latvijas 21. sagatavosanas olimpiade matematika

S.9. Devita klase

S.9.1. Apskatiet, kadas ir iespéjamas c vértibas, lai izpilditos visi uzdevuma
nosacijumi.

S.9.2. levérojiet, ka ir izveidojusies 3 vienadsanu trijstlri, un apskatiet to lenku
lielumus.

S.9.3. Izmantojiet skait|u dalamibas pazimes, apskatot skaitli n+ 4.

S.9.4. Vispirms atrodiet 2 monétas, kuras ir vieglaka un smagaka, lai no
atlikusajam 3 atrastu vidéjo.

S.9.5. Pienemiet pretéjo — ka nevar atrast Sadus 3 skaitjus, apskatot 2
gadijumus: kad 0 ir viena krasa ar 5 un kad O ir viena krasa ar 6.

S.10. Desmita klase

S.10.1. Ievérojiet, ka ir dots tresas pakapes vienadojums, tatad viena no 2
sakném bus divkartiga sakne. Uzdevumu érti atrisinat, doto vienadojumu
parveidojot par (x — 2)(x2 +2x+(a+ 4)): 0.

S.10.2. Atcerieties, ka Cetrstlrt var ievilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja
Cetrstiira divu pretéjo malu summa ir vienada ar paréjo divu malu summu.

S.10.3. Apskatiet, vai doto izteiksmju starpiba dalas ar 3.

S.10.4. Atrodiet, ka jaspélé 2. spélétajam, lai tas nelautu 1. spélétajam uzvarét.

S.10.5. Sadaliet kasti 27 kubos ar izmériem 2x2x2 un iedomajieties, ka tie ir
iekrasoti ,Saha galdina kartiba”. Apskatiet, ka Saja iekrasotaja kuba var
novietoties klucisi ar izmériem 1x1x4.

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Izmantojiet nevienadibu starp vidéjo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko,
lai pieraditu uzdevuma doto nevienadibu.

S.11.2. Atcerieties, ka vienadiem lokiem atbilst vienadas hordas un uz tiem
balstas vienadi ievilkti lenki. Uzdevumu érti atrisinat, novelkot ZB bisektrisi.

S.11.3. Apziméjiet ab=a’, bc=f>, ca=y>, kur «a, B,y - naturdli skaitli, un
izsakiet a® ar &em mainigajiem.

S.11.4. Pieradiet, ka izdarits para skaits vertikalu gajienu un para skaits
horizontalu gajienu.

S.11.5. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka draudzibu skaits var
bt 4; 2) japierada, ka draudzibu skaits nevar bit mazaks.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Izsakiet y no 2. vienadojuma un ievietojiet to 1. vienadojuma.

S.12.2. Atcerieties, ka ap Cetrstari var apvilkt rinka Iiniju, ja ta pret&jo lenku
summa ir 180°.

S.12.3. Sameklgjiet skaitla B = n’ +8n’ priekSpédé&jo ciparu un seciniet, ka tas
bis ari skaitla 4 priekSpédgjais cipars.

S.12.4. Sadaliet plakni 2 x 2 ritinu lielos kvadratos un ievérojiet, ka katrs Sads
kvadrats sakuma satur 0, 1 vai 2 jau parklatus kvadratinus.

S.12.5. Atcerieties, ka kopai ar m elementiem ir 2™ apakskopu.
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R. Latvijas 59. rajona olimpiade matematika

R.9. Devita klase

R.9.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka S(ABC)Z 78 ;
2) japarada, ka var atrast tadu trijstiri ABC , kuram izpildas uzdevuma
nosacijumi un S(4BC)=178.

R.9.2. Apzimé&jiet Cetrciparu skaitla » pirmo divu ciparu veidoto skaitli ar a, bet
pédé&jo divu ciparu veidoto skaitli ar b un sastadiet vienadojumu.

R.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka abu rinka Iiniju
krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas, ja R*+r% = dz;
2) japierada: ja abu rinka Iiniju krustpunkta novilktas pieskares ir
perpendikularas, tad R*+r*=d>.
Atcerieties, ka pieskare ir perpendikulara radiusam, kura galapunkta ta
novilkta.

R.9.4. Apzimégjiet dota kvadratvienadojuma saknes ar x; un x,, kur x; <x,, un

apskatiet x* + px +¢ Vvértibu, kad x & (x,;X,) un x € (x;;x,).

R.9.5. a) Apskatiet, kads ir iesp€jamais pazinu skaits vienam cilvékam, un
pienemiet, ka katram no » cilvékiem pazinu skaits ir citads.
b) Pie n =4 atrodiet tadu pazisanas iespé&ju, kas parada, ka rikiSa Muribura
apgalvojums ir nepatiess.
Pie n =2009 apskatiet divu tadu cilvéku, kam Saja grupa pazinu daudzumi ir
vienadi, iespéjamas draudzibas ar paré&jiem n-2 cilvékiem.

R.10. Desmita klase

R.10.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka meklétais skaitlis
nav mazaks ka 858; 2) japarada, ka skaitli 858 var izteikt gan ka 11, gan ka
12, gan ka 13 péc kartas nemtu naturalu skaitlu summu.

R.10.2. Izsakiet dota trijstlira un taisnes ¢ ,atSkelta” trijstira laukumus,
izmantojot ievilktas rinka linijas radiusus, un izveidojiet vienadibu.

R.10.3. Lai pieraditu, ka (a—i—b)3 dalas ar a-b, atcerieties, ka

(cz+b)3 =a’+b° +3ab(a+b), un pieradiet, ka katrs saskaitamais dalas ar
a-b.

Lai pieraditu, ka (a+b)2 ne vienmér dalas ar a-b, atrodiet tadas a un b
vértibas, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, tacu neatbilst Sim
apgalvojumam.

R.10.4. Parveidojiet So vienadojumu, iegilistot vienadojumu, kur triju kvadratu
summa pielidzinata nullei.

R.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka ar 100 pieskarsanas
reizém var ieslégt visas spuldzites; 2) japierada, ka nevar ieslégt visas
spuldzites ar mazak ka 100 pieskarsanas reizém. Var pienemt, ka eksisté
spuldzite, kurai nepieskaras, un atceréties, ka katrai spuldzitei savu stavokli
jamaina nepara skaitu reizu.
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R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. a) paradiet pieméru, kur$ apmierina uzdevuma prasibas.
b) pieradiet, ka nevar atrast tadu septinstiri, kurs apmierina uzdevuma
prasibas, salidzinot péc lieluma blakus virsotnés ierakstitos skait|us.
c) pieradiet, ka nevar atrast tadu desmitstdri, kurs apmierina uzdevuma
prasibas, apskatot tas piecas virsotnes, kas veido regularu piecstari.
d) paradiet pieméru, kas apmierina uzdevuma prasibas.
R.11.2. No dota vienadojuma izsakiet y un novéertéjiet, kadas var but x vértibas,
lai y bUtu vesels nenulles skaitlis.
R.11.3. Apskatiet 2 gadijumus:
o x2>2,
o x<2.
R.11.4. Izmantojiet teorému par sekansSu nogrieznu garumu reizindjumiem.
R.11.5. Apskatiet 2 gadijumus:
¢ No viena punkta iziet 3 balti un 3 sarkani nogriezni.
e No viena punkta iziet vismaz 4 vienas krasas nogriezni.

R.12. Divpadsmita klase
R.12.1. Atcerieties, ka |cost| <1, un ievérojiet, ka tada gadijuma japierada:

cos(x?) +cos(y?) —cos(xy) #3.
R.12.2. Apskatiet pirmas iesp&jamas p vertibas un gadijumu, kad p > 5, lai
pieraditu, ka n ciparu summa nevar bt mazaka ka 9.

R.12.3. Veiciet ekvivalentus parveidojumus un iegustiet, ka x =y =1+x/§.

R.12.4. Izmatojiet teorému par hordu nogrieznu garumu reizinajumiem.

R.12.5. Ievérojiet, ka Cetras paralélskaldna virsotnes, kas neatrodas viena
plakng, var izvéléties Cetros bitiski dazados veidos atkariba no ta, ka tas
savienotas vai nav savienotas ar Skautném:

a) viena virsotne un tris ar to savienotas (I1.zim.),

b) Cetras virsotnes ,kédité” (I12.zim.),

c) tris virsotnes ,ké&dité” un viena virsotne pretéja skaldné (I3.zim.),
d) Cetras izolétas virsotnes (14.zim.).

I1. zim. 12. zZim. I3. zZim. 14. zZim.
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V. 59. Latvijas 59. republikas olimpiade matematika
V.9. Devita klase

V.9.1. Atrodiet dota vienadojuma saknes un pieradiet, ka gan ‘xlz—xzz‘:l, gan
‘xf —xi‘ =1 izpildas tad un tikai tad, ja a =0.

V.9.2. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka var atrast 3 péc
kartas sekojosus naturalus skaitlus, kas visi ir vienkarsi; 2) japierada, ka
nevar atrast vairak ka 3 péc kartas sekojoSus naturalus skaitlus, kas visi ir
vienkarsi.

V.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka plaknes kvadratinus
nokrasot 8 krasas; 2) japierada, ka plaknes kvadratinus nevar nokrasot
mazak ka 8 krasas.

V.9.4. Atcerieties, ka taisnlenka trijstirm mediana pret hipotentzu ir puse no
hipotenizas.

V.9.5. Pienemiet, ka tenisistam A nosléguma ir visvairak uzvaru, un nemiet
jebkuru citu tenisistu B. Ievérojiet: ja A zaudg&jis B, tad jabit tadam
tenisistam C, ka A —>C —> B.

V.10. Desmita klase

V.10.1. Ievérojiet, ka ANCP un BMAP ir rombi.

V.10.2. Ievérojiet, ka 2n péc kartas nemti virknes locekli var bt vai nu
3k+1;3k+2;3k+4;3k+5;...;3k+3n—-2;3k+3n -1, vai
3k+2;3k+4;3k+5;3k+5;...;3k+3n—2; 3k +3n—-1;3k+3n+1.

V.10.3. 16 kartiSu gadijuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka ar 5
jautajumiem nepietiek; 2) japierada, ka ar 6 jautajumiem Andris var iegit 16
skaitlu reizinadjumu, izmantojot to, ka jebkur$ nenulles skaitlis un S skaitla
tresa pakape ir vienadzimju skaitli.

17 kartiSu gadijuma japarada, ka ar 7 jautajumiem pietiek, lidzigi ka 16
kartiSu gadijuma.

V.10.4. Atcerieties, ka |a+b] <|a|+|}|.

V.10.5. Pieradiet un izmantojiet to, ka gan B, C, M, X, gan B, Y, N, A atrodas uz
vienas rinka linijas, lai pieraditu, ka O ir ANBM augstumu krustpunkts.
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V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka var izveidot
aritmétisku progresiju ar 3 locekliem; 2) japierada, ka 4 skaitli nevar veidot
vienu aritmétisku progresiju.

V.11.2. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka lielakais kopigais
dalitajs nevar bt lielaks ka 24; 2) japierada, ka visi apskatamie skaitli dalas
ar 24.

V.11.3. Iegustiet, ka x=y, no otra vienadojuma atnemot pirmo un veicot
identiskus parveidojumus.

V.11.4. Apskatiet divu izvéleto skait|u iespéjamas starpibas, lai pieraditu, ka no
10 Andra uzrakstitajiem skaitliem var izvéléties tadus, kuriem a—-b=c-d,
un seciniet prasito. Ievérojiet, ka jaapskata ari gadijums, kad b=c.

V.11.5. Izmantojiet Saja risindjuma divus faktus:

e Ap Cetrstlri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad ja £1=/4/2 (skat.
I5.zim.).

I5. zZim.

e II. Ap Cetrstdri var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja ta pret&jo lenku
summa ir 180°.

V.12. Divpadsmita klase
V.12.1. levérojiet, ka x, +y, =x, +y, =...=x,, + ¥, =11 un
X+ tx, =y oY,

V.12.2. Izsakiet Katrinas uzrakstito skaitli ka abc =100a +10b+ ¢ un izmantojiet
to, lai izteiktu Maijas uzrakstito skaitlu summu.

V.12.3. Atlieciet uz BC pagarindgjuma CG = AE, lai pieraditu, ka EF = GF', kas
lautu viegli pieradit prasito.

V.12.4. Pieradiet, ka uzdevuma nosacijumiem atbilstoSa vardnicu sistéma
iespéjama jebkuram nepara skaitam valodu n, n >3, izmantojot matematisko
indukciju.

V.12.5. Apskatiet doto vienadojumu ka vienadojumu attieciba uz a ar parametru
X un atrodiet §1 vienadojuma saknes. Tad apskatiet vienadojumu

(a—a)a—a,)=0.

29



A. Latvijas 36. atklata matematikas olimpiade
A.9. Devita klase

A.9.1. Atrodiet x vértibu, pie kuras visiem dotajiem funkciju grafikiem jaiet caur
vienu punktu.

A.9.2. Celiet dotas nevienadibas kvadrata un péc saskaitisanas savelciet lidzigos
locek]us.

A.9.3. Atbilde: ja.

A.9.4. a) Sadus skaitlus viegli atrast, pat neizmantojot kadu Tpasu meklésanas
panémienu;
b) Apskatiet, kadi dalitaji ir skaitlim p”‘1 , kur p — pirmskaitlis, n — vesels
pozitivs skaitlis.

A.9.5. Atrodiet, kd 2x2 ritinu kvadrata ar 3 krasu mainam var mainit vienas
ratinas krasojumu.

A.10. Desmita klase

A.10.1. Ievérojiet, ka visam parabolam zari vérsti uz augsu un tas krusto abscisu
asi 2 punktos.

A.10.2. Apziméjiet p =2k +1, ¢g=2n+1, kur k, n - naturali skaitli, un apskatiet
skaitli p+gq.

A.10.3. Novelciet uzdevuma minétas bisektrises (skat. 16.zZim.) un pieradiet, ka
vienadi atzimétie lenki (£1 un £2) ir vienadi. Tad izmantojiet ievilkto lenku
un hordas - pieskares lenku ipaSibas, lai pieraditu, ka £Z4+ ZCSB =180°.

A

W2 S Wi 16. zim.

A.10.4. Izmantojiet nevienadibu x+ y = 1" kas ir spéka pozitiviem x un y.
- +7
x oy

A.10.5. Atbilde: ja, var.
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A.11. Vienpadsmita klase
A.11.1. Veicot identiskus parveidojumus, iegistiet, ka katram #»n >0 pastav

vienadiba % =l > ! — > ! , un izmantojiet to,
nt+n*+1 2| n’—n+l (n+1)] —(n+1)+1
lai pieraditu uzdevuma doto nevienadibu.

A.11.2. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka péc 2n—2 vai
mazak spélém visiem spélétajiem nevar bt 0 punkti; 2) japarada gadijums,
kad péc 2n—1 spéleém visiem spélétajiem atkal ir O punkti.

A.11.3. Pieradiet, ka S priekSpédg&jais cipars ir 0, pieradot, ka S dalas gan ar 4,
gan ar 25.

A.11.4. Izmantojiet faktu, ka izliekta Cetrstlri XYZT, kam nav paralélu malu,
nogrieznu XZ, YZ, YT un XT viduspunkti ir paralelograma virsotnes. Turklat, ja
XY =ZT, tad Sis paralelograms ir rombs. Izmantojiet Cetrstiirus, kuriem
pretéjas malas vienadas.

A.11.5. Pieradiet, ka iz spéka gan nevienadiba x*y*z* < (4x-3)(4y -3)(4z-3),
gan nevienadiba x*y*z* > (4x —3)(4y —3)(4z—3), un seciniet, ka
x=y=z=1.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Atcerieties, ka aritmétiskas progresijas locekli koordinatu plakné
izvietojas uz taisnes, bet geometriskas progresijas locekli - uz
eksponentfunkcijas grafika.

A.12.2. Pieradiet, ka (x+y+2)* >3(x+y+z).

A.12.3. a) Izsakiet R ka polinomu un seciniet, ka R nevar bit kada naturala
skaitla kvadrats.
b) Pieradiet, ka n+1 nav kopigu dalitaju ar n(n+2)(n+3) un tada gadijuma,
lai R bdtu kubs, ari skaitliem n+1 un n(n+2)(n+3) ir jabat kada naturala
skaitla kubiem.

A.12.4. Izvélieties K uz stara DC ta, ka ZBKC = ZBDA, lai pieraditu, ka
ABCK ~ ABAD un secinatu, ka CD = CK . Izmantojiet lidzibu
AABC ~ ADBK , lai pieraditu uzdevuma prasito.

A.12.5. Pienemiet, ka n ir lielakais konfekSu skaits sakuma pozicija, pie kura
otrajam spélétajam eksisté uzvaroSa stratégija, un pieradiet, ka otrais
spélétajs var uzvarét ari situacija, kad uz galda atrodas n” +n+1 konfekte.
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VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
50.Starptautiskaja matematikas olimpiadée

VP.1. Latvijas 59. matematikas olimpiades 4. karta

VP.1.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka par atbildi der
(m,n)= (k,kz) un (m,n)= (kz,k), kur k€ N, k>1; 2) japierada, ka nevar
atrast citus m un n, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

a, a,
_,'-n,
\lxl \lxn

VP.1.2. Izmantojiet Kosi — Bunjakovska nevienadibu vektoriem (

o (o)

VP.1.3. Izmantojiet Holla teorémas ,precibu variantu”: ja ir n puisi, n meitenes
un ir zinams, ka visiem k, 1<k <n, katri k£ puiSi kopuma pazist vismaz k
meitenes, tad jaunieSus var sadalit pa pariem ta, ka katra pari ir puisis un
meitene, kas viens otru pazist.

VP.1.4. Ievérojiet, ka eksisté rinka linijas caur punktiem 4, B,, H, C,; H, A, B,
Cy; B,, O, C,, R. Izmantojot faktu, ka mediana pret hipotenizu vienada ar
pusi no hipotendzas, un Sis rinka linijas, pieradiet, ka ZQORB, = ZAHB, .

VP.1.5. Visam grieSanas/parvietoSanas procesa piedaloSamies dalam uz malam
atlieciet bultinas ta, ka iegutie vektori veido pozitiva virziena orientétu ciklu.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 2.maija
VP.2.1. Parveidojiet dotas nevienadibas kreiso pusi, lidz variet iegito izteiksmi

izteikt ka summu Ya'b/c! , un izmantojiet sakaribu starp vid€jo
i+j+l=k-2

aritmétisko un vidéjo geometrisko.

VP.2.2. Atrodiet zim€juma vairakas vienadsanu trapeces. Pieradiet, ka
apskatama trijstiira malas paralélas So trapecu pamatiem.

VP.2.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka n vértiba nebis
lielaka ka n; 2) japarada, ka n vértiba var bt 8.

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 3.maija
VP.3.1. Uzdevuma atrisinajumam piedavajam divus variantus. Pieradiet
uzdevuma doto nevienadibu: 1) izmantojot matematisko indukciju;
2) apskatot funkciju f(x): Vx? +1. Pieradiet, ka ta ir izliekta uz leju, un
izmantojiet Jensena nevienadibu.

R
VP.3.2. Izdariet homot&tiju ar centru P un koeficientu k = ——2%, kura W, —>W,.
1

VP.3.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka dotas izteiksmes
vértiba var bit 4; 2) japierada, ka dotas izteiksmes vértiba nevar biat 0, 1, 2
un 3.
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IMO. 50. Starptautiska matematikas olimpiade (50"
International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jlija.

IMO.1. Izsakiet doto kongruencu forma: a;a,,, =a; (mod n) visiem i=1, 2, ...,
k-1, un pienemiet pretéjo pieradamajam: a,a, = a, (mod n).

IMO.2. Izmantojiet trijstira viduslinijas, ievilktu lenku un hordas - pieskares
lenku 1pasibas, lai secinatu, ka AP-CP = AQ-BQ. No §i fakta un teorémas
par hordu nogrieznu reizinajumiem iegustiet vajadzigo.

IMO.3. Pieradiet prasito, apskatot d, =S,,,—S,, n=1; 2; ... un pieradot, ka
visi skaitli d, ir vienadi. Pieradiet, ka visi skaitli d, ir ierobezoti, lai no

n

ierobeZotibas iegltu, ka eksisté min{dn|neN} un max{dn|neN}. Pieradiet,

ka min{dn|n € N}= max{dn|n € N}, pienemot pretéjo.

IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. julija.

IMO.4. Apskatiet punktu, kas simetrisks punktam FE attieciba pret lenka C
bisektrisi, un Skirojiet gadijumus atkariba no ta, ka Sis punkts novietojas uz
taisnes BC.

IMO.5. Pieradiet, ka der tikai funkcija f(x)z x.

IMO.6. Izmantojiet matematisko indukciju péc parametra »n, ievérojot, ka n>1.
Skirojiet divus gadijumus: kad kopas M minimalais elements d mazaks neka
a, unkad d >a,.
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AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2008”
AB.A. Algebra

AB.A.1. Celiet doto vienadibu kvadrata un iegutaja vienadiba ievietojiet doto
izteiksmi.

AB.A.2. Lietojiet KosT - Bunjakovska nevienadibu.

AB.A.3. Apskatiet gadijumus, kad x>y un x<y. legUstiet pretrunas un

seciniet, ka x =y =z.
AB.A.4. Apskatiet sakotné&jo un ieglstamo funkciju atvasindjumus punkta x =1.

AB.A.5. Pienemiet, ka Sada funkcija eksisté, un ieglstiet pretrunu, apskatot,
kadas vértibas pienem vienadibas laba un kreisa puse.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Saciet ar lielu kvadratu, kura melno ritinu dala ir maza, un pakapeniski
So kvadratu samaziniet.

AB.K.2. Apskatiet, k& no (m+1)-ciparu skaitliem var iegdt (n+2)-ciparu
skait]us.

AB.K.3. Attélojiet doto situaciju ar grafu, kur spélétaji — virsotnes, savukart
notikusas spéles - Skautnes.

AB.K.4. Apzimé&jiet monétas ar m,, m,, ... , m,, un izdariet n+1 mérijjumus:
(m1 +m, +...+mn71)+ m, ., i=0;1;2; .., n. Pieradiet, ka, veicot aprékinus,

var uzzinat a un b vértibas.
AB.K.5. Lietojiet Dirihlé principu.

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Pieradiet, ka NV||AC, un izmantojiet Cevas teorému, lai pieraditu

uzdevuma prasito.
AB.G.2. Apskatiet homotétiju ar centru punkta M, kura o, = o, .

AB.G.3. Apskatiet vektorus ¢, ¢,, e; (skat. I7.zZim.), izvéloties mérogu ta, ka tie

ir vienibas vektori. Izmantojiet faktu, ka (e, +é, +é3)2 >0.

17.zim.

AB.G.4. Atcerieties, ka Cetrstiira pretéjo lenku summa ir 180°, ja ta virsotnes
atrodas uz vienas rinka linijas.

AB.G.5. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada piemérs, kura ,, tuksa”
taisnstlira laukums ir 25; 2) japierada, ka ,tuksa” taisnstira laukums nevar
bat lielaks. To var darit, pienemot preté&jo.
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AB.S. Skait|u teorija

AB.S.1. Izmantojiet faktu: sadalot {1;2;...;2008} grupas G,, G4, ..., G; atkariba
no ta, kadu atlikumu dod skaitli, dalot ar 8, katra grupa ir tiesi 251 skaitlis.
AB.S.2. Ievérojiet, ka no naturaliem skaitliem sastavoSas Jeometriskas
progresijas elementi dalas tikai ar tiem pirmskaitliem, ar ko dalas tas pirmais

loceklis vai kvocients.

AB.S.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka dotais skaitlis ir
vesela skaitla kvadrats pie n =2008; 2) japierada, ka n nevar bt lielaks par
2008.

AB.S.4. Veiciet identiskus parveidojumus ar doto vienadojumu, lidz ieglstiet, ka
32m+1)? = (2n+1)(2n—1). Seciniet un izmantojiet to, ka viens no skaitjiem

2n+1 un 2n—1 ir vesela skaitla kvadrats.
AB.S.5. Meklgjiet risinajumus forma y=k-x, kur ke N, k>2.
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BW. Matematikas komandu olimpiade ,,Baltijas CelS 2008"
BW.A. Algebra

BW.A.1. Apskatiet skaitju virkni a,, n=0;;2;... , kuru definé ar nosacijumiem
a,=0; an+1=(an+1)3 pie n>0. Ieverojiet: ja visiem n=0;1;2;... pastav
vienadiba p(a,)=a,, tad polinomam p(x)—x bis bezgaligi daudz saknu.

BW.A.2. Izmantojiet KoSi-Bunjakovska nevienadibu, lai pieraditu, ka dotas

2
(a+b+c)

nevienadibas kreisa puse ir lielaka vai vienada ar
(a+b+c)+9

. Izmantojiet
ari nevienadibu: (a+b+c)2 < 3(a2 +b? +cz).
BW.A.3. Pieradiet, ka $ads lenkis neeksisté, pienemot pretéjo un secinot, ka pie

T - . . - s =
0<0c£zprogresijas mazakais loceklis ir sina, bet ctga - tas lielakais

loceklis.
BW.A.4. Pieradiet prasito, pienemot pretéjo: eksisté tads vesels skaitlis x, ka
1<|P(x)-5|<11.

BW.A.5. Pieradiet, ka augstakais viens Romeo skaitlis ir lielaks par atbilstoSo
Dzuljetas skaitli un augstakais viens Romeo skaitlis ir mazaks par atbilstoso
DZuljetas skaitli, un seciniet, ka Romeo un Dzuljetas tetraedru virsotnés
ierakstitie skaitl|i sakrit.

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Ievérojiet, ka kopa A var saturét tikai vienu elementu no kopas
{x;169 —x}, kur x =1;2;...;84.

BW.K.2. Nodibiniet vairakus klubus t3, lai vienlaicigi izpilditos Sadas ipasibas:
e katra kluba ir tiesi 3 bérni,
e katri divi bérni kopa ir tiesi viena kluba.
Lidz ar to davanas varés pasniegt sekojosi: katri divi bérni, kas ir viena klub3,
pasniedz kopigu davanu tresajam $i kluba loceklim.

BW.K.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka uzdevuma dota
situacija iespéjama, ja ir 56 dalibvalstis; 2) japierada, ka dalibvalstu skaits
nevar bt lielaks ka 56.

BW.K.4. Atrodiet veidu, ka ir iespé&jams salikt 4x4 x4 kubu no uzdevuma dotas
formas blokiem.
BW.K.5. Uzdevuma atrisingjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka uzdevuma

nosacijumi izpildas, ja n=77; 2) japierada, ka kvadrata 76x76 nosegt
laukumu 2008 neizdosies, pienemot preté&jo.
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BW.G. Geometrija
BW.G.1. Apskatiet divus gadijumus: kad BD||XY (tad ABCD - rombs) un kad

BD un XY krustojas punkta M (tad MC ir pieskare un var izmantot
teoremu par sekanti un pieskari).
xyz
BW.G.2. Izmantojiet Ptolomeja teorému un trijstira laukuma formulu L :ﬁ.
BW.G.3. leviesiet koordinatu sistému, ka paradits 18.zim., un pieradiet, ka visas
taisnes PQ krusto Ox asi viena un tai pasa punkta.

1y y X(1;2p)
P
& On R b X
B(-1;0) b A4(1,0)
0 eY(1;-29)
I18. zZim.

BW.G.4. levérojiet, ka rinka linijas garums ir 7 -1, un apskatiet hordu mazakos
savilktos lokus.
BW.G.5. Pieradiet, ka NM perpendikulars lenka B bisektrisei.

BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka kopa {n; Zn}, kur
n - patvaligs naturals skaitlis, atbilst uzdevuma prasibam.; 2) japierada, ka
citu kopu ar So Tpasibu nav, pienemot preté&jo.

BW.S.2. Apzimé&jiet m=dx un n=dy, kur d = LKD(m,n) un parveidojiet doto
vienadojumu par 3dxy =2008(x + y), kur LKD(x,y)=1.

BW.S.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka kopas A4
maksimala elementa mazaka iespéjama vértiba var bit 1040; 2) japierada, ka
maksimalais 4 elements nevar bt mazaks par 1040, ievérojot, ka A jasatur
skaitla 13 daudzkartnis, kas ir lielaks par 1001=13-77, un apskatot tris
iespéjas: 13-78 € 4; 13-79€ A un13-ned, n=>80.

BW.S.4. Pieradiet, ka LKD(a,1008)=LKD(b,1008)=1 un izmantojiet Eilera
teoremu. Turpmakaja risinajuma izmantojiet lemmu: ja 1008 dalas ar n,
LKD(a,p(n))=1 un LKD(b,p(n))=1, kad arf a=bmodo(n), tad
a=bmodn.

BW.S.5. Izmantojiet faktu, ka naturaliem skaitliem a un b ir spéka nevienadiba:
S(a-b)<S(a)-Sb).
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Atrisinajumi
S. Latvijas 21. sagatavosanas olimpiade matematika

S.9. Devita klase

S.9.1. Vispirms apskatisim gadijumu, kad ¢<6. Ta ka a<b<c un a, b, c -
naturali skaitli, tad a+b<4+5=9, kas ir pretrund ar uzdevuma doto
nosacijumu: a+b=10.

Apskatisim gadijumu, kad ¢>8. Ta ka ¢<d <e un ¢, d, e - naturali skaitli,
tad d+e>9+10=19, kas ir pretruna ar uzdevuma doto nosacijumu:
d+e=18.

Takda 6<c<8,tad c=7.

Izmantojot uzdevuma dotos nosacijumus, aprékinam uzdevuma prasito:

a+b+c+d+e=(a+b)+c+(d+e)=10+7+18=35.
S.9.2. Apskatam ANMC (skat. Al.zim.). Ta ka CM =MN, tad ANMC -

vienadsanu. Vienadsanu trijsturi lenki pie pamata vienadi, tapéc
LMNC = ZMCN = ZBCA =20°. Ta ka trijstira lenku summa ir 180°, tad
ZNMC =180°—- ZMNC — ZMCN =140°.

/\}W‘\
A C Al.zZim.

N
Ta ka blakuslenku summa ir 180°, tad ZBMN =180°—- ZNMC = 40°.
Lidzigi apskatam AMNB . Ta ka MN = NB, tad ZNMB = ZBMN =40°. Tada
gadijuma £ZBNM =180°—- ZNMB - ZMBN =100°.
Ievérojam, ka ZBNA =180°—- 4ZBNM — ZMNC = 60°.
Apskatot AABN, secinam, ka arl tas ir vienadsanu, jo NB=BA, tatad
ZBAN = ZBNA = 60°. Tada gadijuma ari
ZABN =180°— ZBAN — ZBNA = 60°. Varam secinat, ka AABN ir regulars,
no ka seko, ka AN = BN, kas ari bija japierada.

S.9.3. Skaitla n ciparu summa ir 11(1+2+3+4):110. Ja més skaitim n
pieskaitam 4, parnesumi nerodas, tapéc n+4 ciparu summa ir
11(1+2+3+4+4)=114. Ta ka skaitla n+4 ciparu summa dalas ar 3, tad ari

pats skaitlis n + 4 dalas ar 3. Ta ka n+4 >3, tad tas nevar bat pirmskaitlis.
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S.9.4. Vispirms atradisim vieglako un smagako monétu. Uzdodam jautajumu par
jebkuram 3 monétdm un vidéjo no Sim monétam noliekam mala. Otro
jautajumu uzdodam par jebkuram 3 no atlikusajam 4 monétam un vidéjo
noliekam mala. Paslaik mums ir atlikuSsas 3 monétas, no kuram atkal vid€jo
noliekam mala. Lidz ar to ir palikusas 2 mala nenoliktas monétas, kuras ari ir
smagaka un vieglakd no visam (més nezinam, ,kura ir kura”, bet Saja
uzdevuma to uzzinat nav nepiecieSams).

Tagad uzdodam jautajumu par ,mala noliktajam” monétam. Atrodam vid€jo
no Sim 3 moné&tam, kas ir ari vidéja no visam 5 moné&tam.

S.9.5. To, ka skaitlis n ir nokrasots balts/sarkans, pierakstisim ka n~b/n-~s;
varam uzskatit, ka 5~b un 6~s.

Tagad pienemsim no pretéja, ka uzdevuma apgalvojums nav sp€ka un tatad

nevar atrast 3 vienadi nokrasotus skaitlu, kuru summa ir 0. Skirojam divus

gadijumus:
A: 0 ~s
Apskatam summu, kas ir 0 Secinam
(-6)+0+6 (-6)~b
1+5+(-6) l~s
-H+0+1 (-1)~b
(-4)+(C-1+5 (-4)~s
(-2)+(-4)+6 (-2)~b
4+0+(-4) 4~b
2+4+(-6) 2~s
(-2)+0+2 (-2)~b
3+(-1)+(-2) 3~s
(-3)+0+3 (-3)~b

Ieglta pretruna, jo (-3) + (-2) + 5 = 0, tatad var atrast 3 balti nokrasotus

skaitlus, kuru summa ir 0.
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B:0~Db

Apskatam summu, kas ir 0 Secinam
(-5)+0+5 (-5)~s
-H)+(-5+6 (-I)~b
1+0+(-1) l~s
4+1+(-5) 4~b
(-4)+0+4 (-4)~s
3+(4)+1 3~b
(-3)+0+3 (-3)~s
2+(3)+1 2~b
(-2)+0+2 (-2)~s

Iegita pretruna, jo (-2) + (-4) + 6 = 0, tatad var atrast 3 sarkani nokrasotus

skaitlus, kuru summa ir 0.

S.10. Desmita klase

S.10.1. Atbilde: a=-3 un a=-12.
Risinajums. Vienadojumu var parveidot par (x—2)()c2 +2x+(a+4)): 0.
Ievérojam, ka viena no sakném ir x = 2. Skirojam 2 iespé&jas:
a) x =2 ir vienkartiga sakne. Apskatam vienadojumu x> + 2x+(a + 4): 0.
Sim vienadojumam ir viena divkartiga sakne, tatad D = 4—4(a +4)= 0=
—4a =12 = a=-3. levietojot So vértibu vienadojuma, ieglistam
vienadojumu x> +2x+1=0, kuram ir divkartiga sakne x =—1. Tatad atrasta

vértiba a = -3 der.
b) x=2 ir divkartiga sakne. Tad $§i ir ari kvadratvienadojuma

x2+2x+(a+4):0 sakne = 4+4+(a+4)=0 = a=-12. Ievietojot So

vértibu vienadojuma, iegistam vienadojumu x> +2x-8=0, kuram ir 2
saknes: x =2 un x =—4. Tatad der ari vértiba a =-12.

S.10.2. Saskana ar doto B un D atrodas dazadas pusés vidusperpendikulam.
Pieradisim, ka tada gadijuma BA < BC . Apzimé&jam perpendikula un Cetrstira
malas BC krustpunktu ar E (skat. A2.zim.).

B

>

A2.7z1m.

D
Apskatam trijstiri AAEC . Tas ir vienadsanu, jo trijstiri augstums pret
pamatu ir ari mediana, tatad AEF = EC . Tada gadijuma BE + AE = BE+ EC

40



jeb BE+ AE = BC. Ta ka jebkura trijstdri vienas malas garums ir mazaks ka
divu paréjo malu summa, tad 4B < BE + AE = BC

Lidzigi pieradam, ka ir spéka nevienadiba: DC < DA.

Varam secinat, ka AB+ DC < BC+ DA.

Bet, ja ABCD varétu ievilkt rinka liniju, tad bltu B4+ DC = BC+ DA - tatad
esam ieguvusi pretrunu un varam secinat, ka sSaja Cetrstlri nevar ievilkt rinka
liniju.

S.10.3. Ja 2n’ +4n dalas ar 3, bet n’ +5n nedalas ar 3 pie kadas naturalas n
vértibas vai otradi, tad So izteiksmju starpiba ari nedalas ar 3. Ta ka
(2n +4n)—(n>+5n) = n’ —n = (n—1)n(n+1) dalas ar 3 ka triju péc
kartas nemtu veselu skaitlu reizindjums, tad dotas izteiksmes dalisies ar 3 pie
vienam un tdm pasam naturalam n vértibam.

S.10.4. Atbilde: n€g, nevar.

Risinajums. Otrais spélétajs var domas sadalit ritinas paros ,kiedelu sienas”
forma (skat. A3.zZim.) un uz katru pirma spélétaja gajienu atbildét ar gajienu
tai pasa ,kiegeli”. Ta ka katrs Cetru ratinu kvadrats vienu ,kiegeli” satur
pilniba, tad tas saturés ari vismaz vienu otra spélétaja nokrasoto ratinu.

A3.Zim.

S.10.5. Atbilde: n€g, nevar.
Risinajums. Ievérojam, ka kastes tilpums 6-6-6 =216 ir lielaks neka kluciSu
tilpums 1-1-4-53=212. Lidz ar to més uzreiz nevaram secinat, ka kluciSus
nevar savietot kasté. Apskatisim, ka Sie klucisi var izvietoties kasté.
Sadalisim kasti 27 kubos ar izmériem 2x2x2 un izkrasosim Sos kubus ,5aha
galdina kartiba”. Varam uzskatit, ka ir 13 melni kubi (varam pienemt ari, ka ir
13 balti kubi, tas neietekmé atrisinajumu), tatad pavisam kopa ir 13-8=104
melni kubini.
Ievérojam, ka katrs klucitis ar izmériem 1x1x4 satur tiesi 2 melnus kubinus,
tatad kopa jabdt vismaz 53-2=106 melniem kubiniem. Esam ieguvusi
pretrunu.

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Ievérojam, ka 3a® +5b° =a® +a® +a® +b® +b% +b* +b% +b°.

Izmantojam nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo Jeometrisko:

8 8 8 , 78 , 78 78 78 , 78

a’+a +a" +b"+b"+b" +b" +b
> E{/a8 a®

8
L L I S LI L L S
Tatad 3a® +5b° > 84°b’, kas ari bija japierada.

cad bbb bt
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S.11.2. Ta kd £LBAM = ZLCAM , tad U BM = UCM (skat. A4.zim.). Vienadiem
lokiem atbilst vienadas hordas, tapéc MB = MC . Atliek pieradit, ka MB = MI .
A
K

A4. zim.

B M
Novelkam ZB bisektrisi. Ta ka trijstlri pret vienadiem lenkiem atrodas
vienadas malas, tad vienadibu MB = MI pieradijuma varam aizstat ar
ZIBM = /BIM . Si vienadiba ir patiesa, jo:

a) ZIBM =%(u KC+UCM),

b) LB]MZ%(U AK +UBM ) (iek$&ja lenka ipasiba),

c) UKC=udK un UCM =UBM .
S.11.3. ApzZimésim ab=a’, bc= >, ca=y’, kur a, 8,y - naturali skaitli.

b)- 3.3 A
Varam izteikt a’ = (a Z(ac): aﬂz/ :[aﬁyj . Tatad a’ ir racionala skaitla
c
a-y

kubs. Ta ka a’ pats ir naturals skaitlis, tad £ =—— ari ir naturals skaitlis (ja

k bltu nesaisinama dala ar saucéju >1, tad ari &k’ bitu nesaisinama daja ar
saucéju >1). Tatad a’ =k’,keN. Varam secinat, ka a° katru savu
pirmreizinataju satur ar kapinataju, kas dalas ar 3. Ta ka Sis kapinatajs ir 2
reizes lielaks par kapinataju, ar kuru attiecigo pirmreizinataju satur a, tad
attiecigais kapinatajs skaitli a dalas ar 3. No ta seko vajadzigais par a.
Apgalvojumu skaitliem b un ¢ pierada lidzigi.

S.11.4. Dabiga veida ievieSam jédzienus ,horizontals gajiens” (hg) un ,vertikals
gajiens” (vg). Katrs vg pirmas un tresas kolonnas summu maina par 0 vai par
2, katrs hg - par 1. Procesa beigas s summa mainijusies par para skaitli (no
para skaitla uz para skaitli). Tapéc izdarits para skaits hg.
Lidzigi pierada, ka izdarits para skaits vg, apskatot pirmas un tresas rindas
summu.

S.11.5. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam pieméru ar 4

draudzibam (skat. A5.zim.).

=al
-
K ery

AS5.z1m.
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Otrkart, pieradisim, ka draudzibu skaits nevar bat mazaks ka 4. Pienemsim

pretéjo, ka draudzibu skaits ir <3. Skirojam divus gadijumus:

e Ja ir virsotne, no kuras iziet 3 diagonales, tad taja ir 3 draudzibas; tapéc,
lai draudzibu skaits bdatu <3, no paréjam 7 virsotném iziet <1 diagonale
no katras. Tad novilkto diagonalu galapunktu skaits ir <7-1+1-3=10 -
pretruna, jo 6 novilktajam diagonalém ir 6-2 =12 galapunkti.

e Ja virsotnes, no kuras iziet 3 diagonales, nav, tad, lai draudzibu skaits
bGtu <3, ir £3 virsotnes ar 2 diagonalém katra. Galapunktu skaits
neparsniedz 3-2+5-1=11 - pretruna, jo iznak, ka novilkto diagonalu
galapunktu skaits ir mazaks neka 12.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. No otra vienadojuma izsakam y = x7? un ievietojam to pirmaja
vienadojuma: x** = x2b=?),
Pastav 2 iespé&jas:
a) x=1;tad y=x" =17 =1. Veicam parbaudi, ievietojot atrastas vértibas 1.

vienadojuma: 12—1 1=1.

b) x#1; tad x+x~ ——2(x x7? :> 3x x? = 3x’=1.
- 1 3 . - o
Tatad x=— un \/5 Veicam parbaudi, ievietojot
3
atrastas vértibas 1. V|enadOJumé

L
1\ 3\/—ifi/ﬁ 25 f)
LY e, et 9 =2 -39),
(%/Ej 3 3
_1+3\/3-9_2—2-3\/3-9 _1+3_2—6 _i__i
Tatad esam atradusi abus atrisingjumus: (1;1), (%3\/5)
S.12.2. Ta kda £LBMD + ZBND =180°, ap MBND var apvilkt rinka liniju. Tapéc

ZBMN = ZBDN, jo balstas uz vienu un to pasu loku (skat. A6.zim.).
B

A D € A6.zm.
Apskatam cCetrstira AMNC pretéjo lenku summu:
ZAMN + ZACN = (180°— ZBMN )+ (90° — /NDC) =
=180°—- £ZBMN + ZBDN =180°.
Tatad punkti A, M, N un C atrodas uz vienas rinka linijas.

S.12.3. levérojam, ka A=n”+2008n=n’+8n+2000n. Lai atrastu skaitla 4
priek$pédé&jo ciparu, varam apskatit B=n> +8n = (n+4)2 —16, jo skaitlu A un

B pédéjie tris cipari ir vienadi (4= B+2000n un 2000n pédégjie 3 cipari ir
nulles).
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Ta ka skaitla A pédéjais cipars ir 4, tad ari B beidzas ar 4. Tada gadijuma
(n+4)2 beidzas ar 0. Ja skaitlis beidzas ar 0, tad tas noteikti dalas ar 10.

Tatad (n+4)2 dalas ar 10 un tadéjadi dalas gan ar 2, gan ar 5.

Jebkuru naturalu skaitli, kas lielaks par 1, var izteikt ka pirmskaitlu
reizinajumu. Ja més izsakam skaitla kvadratu ka pirmskaitlu reizinajumu, tad

visi pirmskaitli Saja reizinajuma ir para skaita. Tatad (n+4)2 dalas gan ar
2-2=4, gan ar 5-5=25. Ta ka LKD(4;25)=1, tad (n+4)’ dalas ar

4-25=100 un tadéjadi beidzas ar 00. Varam secinat, ka B:(n+4)2 -16

beidzas ar 84.

Ta ka A= B+2000n, tad ari 4 priekSpédé&jais cipars ir 8.

S.12.4. Atbilde: ]a, var.

Risinajums. Sauksim jau novietotos taisnstirus par melniem. Sadalam plakni

2 x 2 ratinu lielos kvadratos. Tad sakuma katrs kvadrats satur 0, 1 vai 2

melnas ritinas.

Lai parklatu atlikuSo plaknes dalu, jarikojas sekojosi:

e Ja kvadrata nav melnu ritinu, taja ievieto 2 taisnstirus.

e Ja kvadrata ir 2 melnas ritinas, tad tas atrodas blakus; kvadrata var
ievietot vél 1 taisnstdri.

e Ja kvadrata jau ir tieSi 1 melna rdtina, apskatam So kvadratu un to blakus
eso$o, kura ir atbilstoSa taisnstlra otra melna ratina; tad ta ari ir vieniga
Saja otraja kvadrata. Balto dalu Sajos abos kvadratos parklajam, ka
paradits A7.zim.

1 3
1{21213 AT7. zim.

S.12.5. Katram zénam piekartosim to meitenu kopu, kas vinam patik. Visas Sis
kopas ir dazadas, jo katriem 2 z&niem var atrast meiteni, kas vienam no
viniem patik, bet otram nepatik. Tatad meitenu kopas apakskopu nevar bt
mazak ka zénu. Kopai ar m elementiem ir 2" apakskopu. Tapéc 2" >z, kas
ari bija jaierada.
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R. Latvijas 59. rajona olimpiade matematika
R.9. Devita klase

R.9.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart pieradisim ,ka AABC
laukums nevar bidt mazaks ka 78: saskanad ar teorému par slipnes un
perpendikula garumu C4 > h_ 213 . Tapéc:

S(ABC):%AC-hb 2%-13-12:78.

Otrkart paradisim, ka eksisté tads trijstiris, kura laukums ir 78 un kura
augstumi atbilst uzdevuma prasibam. Apskatam taisnlenka trijstari ABC, kur
AB=12; AC=13; ZA=90° (skat. A8.zim.). Sis trijstiris apmierina
uzdevuma nosacijumus:

e h,=4B=12,

e h.=AC=13,

AB-AC 12-13 12-13
= > >

o h = = 5.
“ BC J313 18
B
A C A8. zim.

R.9.2. Apzimé&jam Cetrciparu skaitla n pirmo divu ciparu veidoto skaitli ar a, bet
pédéjo divu ciparu veidoto skaitli ar b. Tad n=100a+ b, tapéc ieglistam

vienadojumu: 100a + b = b?, kas ekvivalents vienadojumam:
25-4.a =b(b—1). Vienadojuma kreisa puse dalas ar 25, tatad ari labajai pusei
jadalas ar 25. Ta ka b un b-1 ir divi péc kartas sekojosi naturali skaitli, tad
LKD(b,b-1)=1 un varam secinat, ka vai nu b, vai b-1 dalas ar 25. Tada
gadijuma b iesp&jamas vértibas ir 00; 01; 25; 26; 50; 51; 75; 76. levietojot Sis
vértibas vienadojuma, redzam, ka atbilstoSi a vértiba izndk divciparu naturals
skaitlis tikai pie b=76; tad a =57 . Tapéc ir tikai viens mekléjamais skaitlis
n=>5776.
R.9.3. Atceramies, ka
I pieskare ir perpendikulara radiusam, kura galapunkta ta novilkta,

II tatad taisne, kas novilkta perpendikulari radiusam ta galapunkta, ir
pieskare.

Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart pieradisim, ka abu rinka
liniju krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas, ja R*+r*=d?.
Pienemam, ka R*+r*=d>.

Novelkam radiusus uz r.l. krustpunktu A4 (skat. A9.zim.). Tad

04% + 847 = OS2, tatad péc Pitagora teorémai apgrieztas teorémas AOAS ir
taisnlenka. Tapéc taisne S4 ir r.l. w; pieskare (péc II), un tapat taisne OA ir
w, pieskare. Tatad abas pieskares punkta A ir savstarpé&ji perpendikularas.
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1
| tA
«'

A10. zim.
Otrkart, pieradisim doto apgalvojumu no otras puses: ja mums ir dots, ka abu
rinka Iliniju krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas, tad varam
secinat, ka R*+r2=4d?.
Pienemam, ka pieskares krustpunkta A ir savstarp&ji perpendikularas
(A10.zim.).
Ta ka ¢ L/, tad t satur w, radiusu (no I), tatad iet caur S. Lidzigi / iet caur O.
Tapéc pieskares veido AOAS , kas ir taisnlenka. No Pitagora teorémas més
secinam, ka 04% + S4* = OSZ, tatad R> +r2 =d>.

R.9.4. Apzimésim dota kvadratvienadojuma saknes ar x; un x,, kur x; <x,.
Skirojam divus gadijumus:
e x&(x;;x,): x2+px+q=(x—x1)(x—x2)20>—1, no ka seko

vajadzigais.

o xe(x;x,):

[ prt gl =[x =3 )y =) = (x=x, )+ (3, —x) <

<((x—x1)+(xz —x)jz :(xz —xljz <(gj2 .
- 2 2 2 '

Tatad —1<x?2 + px+q <1, no ka seko vajadzigais.

R.9.5. a) Pienemsim preté&jo, ka tadu divu cilvéku nav. Ta ka cilvéku ir tiesi n un
pazinu daudzums vienam cilvékam var bat 0; 1; 2; ...; n-1 (t.i., tieSi n dazadas
vértibas), tad katrai Sai vértibai ,jarealiz€jas”; t.sk. jarealiz€jas ari pazinu
daudzumiem 0 un n-1. Bet tas nav iesp&jams: ja ir kads, kam nav neviena
pazinas, tad nevar bit neviena, kas pazist visus n-1 citus. Iegita pretruna,
tatad eksisté divi tadi cilvéki 4 un B, kam starp paré&jiem ir vienadi pazinu
daudzumi.

b) Pie n =4 var gadities, ka nevar atrast tadu cilvéku C vai tadu cilvéku D:
skat, piem., All.zim., kur punkti attélo cilvékus, bet linijas - pazisanas. Saja
gadijuma rukiSa Muribura apgalvojums ir nepatiess.

All. zZim.

Pie n=2009 tadi cilvéki noteikti atradisies. Pienemsim pretéjo: nekadiem
diviem cilvékiem ar vienadiem pazinu daudzumiem minéta tresa cilvéka nav.
Nemsim divus cilvékus 4 un B ar vienadiem pazinu daudzumiem (tadi eksisté
saskana ar a) punktu). Katru no pargjiem n-2 cilvékiem pazist tiesi viens no
A un B, tapéc n-2 jadalas ar 2 (citadi 4 un B pazinu daudzumi neiznaktu
vienadi). Tapéc arl n jablt para skaitlim. Bet 2009 ir nepara. Ieglta pretruna
un varam secinat, ka var atrast tadu treSo cilvéku, kurs vai nu pazist gan 4,
gan B, vai arl nepazist ne 4, ne B.
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R.10. Desmita klase

R.10.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, atradisim naturalu
skaitli, par kuru meklétais skaitlis noteikti neblis mazaks. Mekleétajam skaitlim
jadalas gan ar 11 (jo (n+1)+(n+2)+...+(n+10)+(n+11)=11(n+6)), gan ar
13 (o (m+DH)+(n+2)+..+(n+12)+(n+13)=13(n+7)), gan ar 6 (jo
(n+D)+(n+2)+...+(n+12) = 6((n+ 1)+ (n+12))).
Ta ka 11, 13 un 6 ir pa pariem savstarpé&ji pirmskaitli, tad tam jadalas ar
6-11-13 =858 . Mazakais naturalais skaitlis, kas dalas ar 858, ir 858.
Otrkart, paradisim, ka 858 tieSam atbilst uzdevuma prasibam:
858=T73+74+75+76+77+78+79+80+81+82+83;
858=66+67+68+69+70+71+72+73+74+75+76+77;
858=60+61+62+63+64+65+66+67+68+69+70+71+72.

R.10.2. Taisnes ¢ krustpunktus ar AABC apzimé&jam ar M un N (skat. A12.zim.).
Tada gadijuma:
S(MBN) = S(MIB) + S(NIB) :%r -MB+%r-BN :%r -(MB+ BN) un

1

S(ABC) = r-(AB+BC+CA).

Ta ka S(MBN) = %S(ABC) , tad %r(MB +BN) = %r(AB +BC+CA).

1
Esam ieguvusi, ka MB+ BN :E(AB+BC+CA) , kas ari bija japierada.

A C Al2.zim.

R.10.3. Ta k3 a” dalas ar b un a dalas ar a, tad a’>=a-a* dalasar a-b.
Ta ka b> dalas ar a un b dalas ar b, tad b°> =b* -b dalasar a-b.
Varam secinat, ka arl (a+b)3 =a’ +b° +3ab(a+b) dalas ar a-b, kas ari bija
japierada.
Pieradisim, ka ne vienmér (aer)2 dalas ar a-b. Ja a=2 un b=4, tad
a’ =4 dalas ar b=4 un b> =16 dalas ar a =2, talu (a+b)2 =36 nedalas
ar a-b=28.

R.10.4. Parveidojam doto vienadojumu:

Nx—1+2y—-4+3Jz-9 =%(x+y+z),

X+y+z=200x—1+4Jy-4+6Jz-9,
(x—2\/E)+(y—4w/y—4)+(z—6\/§)=0,
(Wa—1-1f +(Jy—4 -2 +(Vz=9-3) =o0.

Ta ka kvadrati ir nenegativi, tad katrs no tiem ir 0. No Sejienes ieglistam:
x=2,y=8, z=18.
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R.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, kada veida
ar 100 pieskarsanas reizém varam ieslégt visas spuldzites.
To var izdarit, pieskaroties katrai spuldzei 1 reizi. Tada gadijuma katra
spuldze maina savu stavokli 19 (nepara skaitu) reizu un gala rezultata no
izslégtas klUst par ieslégtu.
Otrkart, pieradisim, ka 100 ir meklétais minimums. Skaidrs, ka varam apskatit
situaciju, kad katrai spuldzei vai nu nepieskaras nemaz, vai pieskaras vienu
reizi, jo divas pieskarSanas vienai spuldzei savstarpé&ji anul&jas. Pienemsim no
pretéja, ka kadai spuldzei S nepieskaras (skat. A13.zim.).

Al3. zim.

p
Tad rinda o un kolonna g kopa jabit nepara skaitam pieskarsanos, lai mainitu
spuldzes S stavokli uz ieslégtu; varam pienemt, ka rinda a ir nepara skaits
pieskarsanos. So pieskardanos dé| katra spuldze rinda o mainijusi savu
stavokli nepara skaitu reizu, tapéc katra kolonna jabuat para skaitam
pieskarSanos arpus a. Tapéc kopigais pieskarSanos skaits arpus a ir para
skaitlis. Pieskaitot vél pieskarsanas rinda «, kop&jais pieskarsanos skaits ir
nepara skaitlis. Katra pieskarSsanas izsauc izmainas 19 spuldzés, tapéc
kopéjais izmainu skaits ir nepara skaitlis.
Ievérojam, ka katra no 100 spuldzém maina savu stavokli nepara skaitu reizu,
lai mainitu savu stavokli uz ieslégtu, tapéc kopé&jais izmainu skaits ka 100
nepara skaitlu summa ir para skaitlis. Iegita pretruna, tadel 100 ir
meklétais minimums.

R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. a) ja, var, skat. Al4.zim.
b) n&, nevar. Pienemam, ka tas izdevies. Apzim&jam skaitlus rakstiSanas
seciba ar a,; a,; ..., a,; varam pienemt, ka a, <a,. Tad jabat a, >a,,
a,<a,, a,>as, as<ag, a,>a,, a,<a,, a;>da, - pretruna. (IzSkirosais
bija tas, ka 7 — nepara skaitlis.)
c) n€, nevar. Apskatam piecas desmitstira virsotnes, kas veido regularu
piecstlri, un spriezam par tam ka b) gadijuma: a, <a;, a;>as, as;<al,
as>a,, a, <a,, a, >a,, a, >a, - pretruna.
d) ja, var. Skat. A15.z2im.

Al4. zim.

A1lS. zim.
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Komentars. Uzdevuma prasibas ir izpildamas tad un tikai tad, ja »n ir divnieka
pakape ar naturdlu kapinataju. Induktivd pareja no n=2% uz n=2"
shematiski attélota A16.zim.; ar tas palidzibu no A17.zZim. ieglits Al14.zim. un
no Al4.zim. - A15.zim.

a b 1
... 4
c L[]
. 3
A16. Zim. 2
Al17. Zim.

Ja n dalas ar kadu nepara pirmskaitli p, tad apskatam regularu p-sturi ar
virsotném n-stlira virsotnés un spriezam ka b) gadijuma, lai pieraditu, ka
nevar izpildit uzdevuma dotas prasibas.

R.11.2. Ja (x;y) ir atrisinajums, tad ari (—x;y) ir atrisinajums. Tapéc sakuma
apskatam tikai gadijumu x2>0. Vienddojumu var parveidot par
10

14-x*

Ta ka y jabat veselam un y=#0, tad jabat ‘14—x2‘S10, no kurienes

x*y+10=14y un talak par y =

4<x?<24.Ta ka apskatam x>0, tad 2 <x<4. Parbaudot visas iespéjas,
ieglstam atrisinajumus (2;1), (3;2), (4;—5). Tatad par atrisinajumiem der ari:
(=21), (-3;2), (-4:-5).

R.11.3. Skirojam divus gadijumus:
e x>2.Tad nevienadiba kst par |x—2-x/—9 <2009 jeb 7<2009. Tatad

visas Sis x vértibas der.
e Xx<2. Tad nevienadiba klist par H—x+2—x|—9‘£2009 jeb

[2-2x -9/ <2009 un talak par 9-2009 < [2x—2|<9+2009. Ta ka skaitja
modulis vienmér ir nenegativs lielums, tad |2x—2| <2018 jeb

[x—1/<1009. Tapec 1-1009<x<1+1009 jeb —1008<x<1010. Ta ka

apskatam gadijumu, kad x <2, tad der visi x, kur —1008 < x < 2.
Apvienojot abas atbildes, ieglistam x> —-1008.
R.11.4. Apziméjam AABC malas garumu ar a. No teorémas par sekansu
nogrieznu garumu reizingjumiem iegiistam divas vienadibas:
AM -a = AN(a—CL),
CL(a— AN)=CK -a .
Saskaitot abas vienadibas un veicot elementarus algebriskus parveidojumus,
iegustam vajadzigo:
AM -a+CL-a—CL-AN = AN -a— AN -CL+CK -a
AM -a+CL-a=AN-a+CK -a
AM + CL = AN + CK
R.11.5. Nemam vienu no punktiem P un Skirojam divas iespé&jas:
e No P iziet 3 balti un 3 sarkani nogriezni. Ja kaut divus So 3 balto nogrieznu
galapunktus ari savieno balts nogrieznis, esam ieguvusi baltu trijstdri. Ja
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tos visus savieno sarkani nogriezni, ieglistam sarkanu trijstdri. Tatad esam

ieguvusi vienu vienkrasainu trijstari.

Lidzigi iegustam otru vienkrasainu trijstdri, apskatot triju sarkano

nogrieznu galapunktus.

e No P iziet vismaz 4 vienas krasas nogriezni (varam pienemt, ka balti).
Apskatam to galapunktus M, N, K, L. Sos galapunktus savieno 6 nogriezni.
Skirojam divas iespéjas:

o Starp Siem 6 nogriezniem ir vismaz 2 balti. Iegistam vismaz 2 baltus
trijstlrus, izmantojot Sos baltos nogrieZznus un tos baltos nogrieznus,
kas iziet no P.

o Starp Siem 6 nogriezniem ir mazak ka 2 balti nogriezni. Tatad vismaz 5
no tiem ir sarkani - varam pienemt, ka visi, iznemot varbit MN -
ieglstam sarkanus trijstiirus KLM un KLN.

Komentars 1. To, ka iegltas konfiguracijas tieSam ir trijstdri, nevis ,divkarsi

nogriezni”, un to, ka nogriezni nekrustojas (kas raditu neskaidribas par to, ka

nokrasots krustpunkts), garanté uzdevuma dotais par punktu izvietojumu
telpa.

Starp citu, pirmais nosacijums seko no otra.

Komentars 2. Vairak papiloties, var pieradit, ka ir vismaz 4 vienkrasaini

trijstari.

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Ta ka |cos#| <1, tad cos(x2)+ cos(yz)—cos(xy)£1+1—(—1) =3.
Lai pieraditu stingro nevienadibu, japierada, ka nevar vienlaicigi but
cosx’ =1, cosy’ =1, cos(xy)=—1. Piepemsim pretéo. Tad x*=2m,
y? =2k, xy=n+2d=7x(20+1), n,k,l € Z. No pirmajam divam vienadibam
seko, ka x*y? = 4xnk , un no tre$as vienadibas seko, ka (xy)’ =7z -(2/+1).
Tatad 4x°nk=rx°-(2[+1)* jeb 4nk =(2I+1)*, bet para skaitlis nevar bt
vienads ar nepara skaitli - pretruna. Tatad esam pieradijusi, ka visiem realiem
skaitliem x un y pastav uzdevuma dota nevienadiba.

R.12.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka n ciparu
summa var bt 9. TieSam, apskatot pirmas iesp&jamas p vértibas, redzam:
e ja p=2,tad n=9 un nciparu summa ir 9;
e jap=3,tad n=49 un nciparu summa ir 13;
e jap=5,tad n=513 un nciparu summa ir 9.

Otrkart, pieradisim, ka n ciparu summa nevar bt mazaka ka 9. Pienemsim
pretéjo, ka n ciparu summa var bit mazaka neka 9. Tada gadijuma p >5.

n=p-HD+DE-2)p+2)+9=>P-2)P-DE+DP+2)+9 unp-2; p-1;
p; p+1; p+2 ir 5 péc kartas nemti naturali skaitli, tapéc viens no tiem
daldas ar 5. Ta ka p>5 un p - pirmskaitlis, tad tas nav p. Tatad
(pz —Isz —4) dalas ar 5. Skaitlis p* —1 ir para, tapéc (p2 —Isz —4) dalas
ari ar 2. Ta ka 2 un 5 ir savstarpgji pirmskaitli, tad (pz —Isz —4) dalas ar
2.5=10. Varam secinat, ka (pz—IXp2—4) pédé&jais cipars ir 0, tatad
(pz—IXp2—4)+9 pédé&jais cipars ir 9. Ta ka pie p>5 iznakn>10, tad

skaitlim #n ir vél citi cipari bez pé€d€ja un n ciparu summa iznak lielaka par 9,
kas ir pretruna ar pienemto.
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R.12.3. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

x+y+l+l+4:2-(\/2x+l+\/2y+1)
Xy
(x—Z\/2x+1+2+lj+(y—2,/2y+1+2+lj:0
X y
L2 —omdzer 14204 1)+ (32 —2p 2y + 142y +1)=0
X

1
y
1 1
Hozrif + L= 21 -0,
X y
Ta ka x>0, y>0, tad x—+v2x+1=0 un y—42y+1=0, no kurienes
ieglstam, ka x> —2x—1=0 un y*>—2y—-1=0, tatad x=y=1++/2 .
R.12.4. Apzim&jam AABC malas garumu ar a. No teorémas par hordu nogrieznu
garumu reizinajumiem ieglstam divas vienadibas:
AM(a+CK)= AN -a,
CL-a=CK -(AM +a).

Saskaitot Sis vienadibas un veicot ekvivalentus parveidojumus, ieglstam
vajadzigo:

AM -a+ AM -CK +CL-a=AN-a+CK - AM +CK -a
AM -a+CL-a=AN-a+CK -a
AM +CL = AN +CK .
R.12.5. Atbilde: 29.
Risindjums. Cetras paralélskaldna virsotnes, kas neatrodas viena plakné, var
izveléties Cetros bitiski dazados veidos atkariba no ta, ka tas savienotas vai
nav savienotas ar Skautném:
a) viena virsotne un tris ar to savienotas (A18.zim.),
b) Cetras virsotnes ,kédité” (A19.z2im.),
c) tris virsotnes , k&dité” un viena virsotne pretg&ja skaldné (A20.zim.),
d) Cetras izolétas virsotnes (A21.zim.).

AlS. zZim. Al19.zim. A20. zZim. A21. zim.
a) Atkaribda no ta, kurS no 4 dotajiem punktiem ir A, iegistam 4
paralélskaldnus.
b) Atkariba no ta, kuri 2 no dotajiem punktiem ir B un C un kur$ no abiem
atlikuSajiem savienots ar Skautni ar B, bet kur$ - ar C, ieglstam Cf -2=12
paralélskaldnus.
c) Atkariba no ta, kuri 3 no dotajiem punktiem ir viena skaldn& un kurs no
tiem ir ,vid&jais k&dit&”, ieglistam C, -3 =12 paralélskaldnus.
d) Patvaliga veida sadalot punktus paros, Sie pari nosaka divas Skérsas
taisnes. Caur tam javelk savstarpéji paralélas skaldnu plaknes; to var izdarit
viena vieniga veida. Tapéc tads paralélskaldnis ir tikai viens.
Atliek ievérot, ka 4+12+12+1=29.
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V. Latvijas 59. republikas olimpiade matematika

V.9. Devita klase

- o 1£v1-4a -
V.9.1. Atrodam dota vienadojuma saknes: x,=———. Tatad

2
x,=05++025—a un x, =0,5-4/0,25-a.
Apskatam ‘xf—xzz‘:l jeb |(x, —x,)(x, +x,)|=1. Saskana ar Vjeta teorému
x, +x,=1, tapéc |(x1 - X, )(x, +x2)|:1 izpildas tad un tikai tad, ja ari
|x1 —x2| =1. Ievietojot Saja vienadojuma atrastas saknes, secinam, ka
‘2\/0,257—4 =24/0,25—-a =1 tad un tikai tad, ja a =0. Varam secinat, ka ari
‘xf —xzz‘ =1 izpildas tad un tikai tad, ja a =0.

Apskatam ‘xf —xg‘ =1 jeb ‘(x1 —x,)(x] +x,x, +x22)‘ =1. Ievietojam pirma
reizinataja vieta atrastas saknes un veicam parveidojumus otraja reizinataja:
‘\/1—4a((x1 +x,)° —x1x2] =1. Ievietojam Saja vienadojuma atrastas saknes:
\/1—4a|1—a|:1. Iegistam: 4a’ —9a” +6a=0 tad un tikai tad, ja a=0.
Varam secinat, ka ari ‘xf —xi‘ =1 izpildas tad un tikai tad, ja a=0.

Tatad ‘xlz —xf‘ =lca=0o ‘xf —xi‘ =1, kas ari bija japierada.

V.9.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka var atrast
3 péc kartas sekojoSus naturalus skaitlus, kas visi ir vienkarsi. Tie ir:
33=3-11, 34=2-17 un 35=5-7.

Otrkart, pieradisim, ka nevar atrast vairak ka tris péc kartas sekojoSus
naturalus skaitlus, kas visi ir vienkarSi. No Cetriem péc kartas nemtiem
naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 4. Ja tas pats nav 4, tad tas nav
vienkarss. Parbaudisim Cetru péc kartas nemtu skaitlu komplektus, kas satur
’,4II:
. 3, 4. Neder, jo 1, 2 un 3 nav vienkarsi.
4, 5. Neder, jo 2, 3 un 5 nav vienkarsi.
,4,5,6. Neder, jo 3 un 5 nav vienkarsi.
e 4,5, 6,7. Neder, jo 5 un 7 nav vienkarsi.
Redzam, ka nevar atrast Cetrus vai vairak péc kartas sekojoSus naturalus
skaitlus, kas visi ir vienkarsi.

V.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim krasojumu ar

8 krasam (skat. A22.zim.).

2 2 2

W N~
Lo

2

123
112[314|5]6
4/5l6071811]2(3
7.811[2]3])4]5(6
4516171811 12(3
7(801[2]3]4/5(6 1]2]3
B 41561718 4|56 E|
L 7(801[2]3 Al7]B
4[5]6 C|D
718
~A22. zim. A23. zim.
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Otrkart, pieradisim, ka ar 7 krasam nepietiek.

Viegli saprast, ka A23.zim. ritinas 1=7 visam krasam jablit dazadam, un
izvairities no 8. krasas var tikai, krasojot A krasa 3 un B - krasa 1. Censoties
talak izvairities no 8. krasas, pakapeniski iegistam C =2 un D =4. Bet tad
ratinai £ nav piemérotas krasas.

1
V.9.4. No Vvidusliniju Tpasibam trijstiri AHB ieglstam MN:EHB un

MK:EAH; ta ka taisnlenka trijstiri mediana pret hipotendzu ir puse no

hipoteniuzas, tad BlNzéAH:MK (AAB/H) un AIK:%HBzMN

(ABA/H ), ka ari A M =1AB=BIM (AAA,B un AAB,B). Pielietojam pazimi
2

mmm un iegistam, ka AMKA, = AB,NM
C

A
B

B —_
A M A24. zim.

V.9.5. a) pienemsim, ka tenisistam A nosléguma ir visvairak uzvaru. Nemsim
jebkuru citu tenisistu B. Skirojam divus gadijumus:

e A uzvaréjis B. Tatad A4 ir spécigaks par tenisistu B.

e A zaudgjis B. Nevar bit, ka nav tada C, ka 4 —>C —> B; ja tada C
nebdtu, tad B bitu vairak uzvaru neka 4 (uzvaras pret visiem tiem, pret
ko uzvaréjis 4, un vél uzvara savstarp&ja spélé ar 4) - pretruna, tade| 4 ir
spécigaks par B.

b) pienemsim, ka turnira nosléguma ir 2 ¢empioni A un B un to savstarpéja

SpElé uzvaréjis tenisists 4.

Ta ka A un B uzvaru skaitiem ir jabtt vienadiem, tad ir jabit spélétajiem, pret

kuriem 4 ir zaudg&jis. Apskatam So spélétaju ,apaksturnira” ¢empionu C:

e (ir spécigaks par visiem apaksturnira spélétajiem;

e (ir spécigaks par 4;

e A ir uzvargjis visus paréjos spélétajus, lidz ar to C ir spécigaks ari par
Siem spélétajiem.

Tatad C ir spécigaks par visiem turnira dalibniekiem un ir ari visa turnira

¢empions.

Esam pieradijusi: ja turnira ir 2 Cempioni, tad ir ari treSais, un tatad nevar bit

tiesi 2 cempioni.

V.10. Desmita klase

V.10.1. Ta ka rinka linijas vienadas, tad to radiusi ari ir vienadi. Secinam, ka
ANCP un BMAP ir rombi (skat A.25.zim.), tapéc nogriezni NC un MB ir
vienadi un paraléli. Ta ka cetrstirim MNCB divas malas ir vienadas un
paralélas, tad tas ir paralelograms.
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S
<'} A25. zim.

V.10.2. Atbilde: iespéjamas n vertlbas irl,2,4,5,10.
Risinajums. Pastav divas iesp€jas:
a) apskatamie skaitli ir
3k+1;3k+2;3k+4;3k+5;...;3k+3n—-2;3k+3n—-1.
To summa ir

(6k +3)+(6k +9)+...+(6k +6n—3)=— (6k+3+6k+6n 3)=3n(2k +n),

tatad jabat n(2k +n)=100. Abi relzmataJl ir ar vienadu paritati, tatad para

skaitli. Apskatot, ka 100 var sadalit reizinatajos, ieglistam iesp€&jas n=2,

k=24 un n=10, k=0.

b) apskatamie skaitli ir
3k+2;3k+4;3k+5;3k+5;...;3k+3n—-2;3k+3n—-1;3k+3n+1.

To summa parsniedz a) summu par (3k+3n+1)—(3k+1)=3n, tatad ir

3n(2k +n)+3n=3n(2k +n+1). legistam n(n+2k+1)=100. Soreiz n un

(n+2k+1) ir dazadas paritates, un otrais reizinatajs ir lielaks. Ieglstam

iespéjas n=1,k=49;, n=4,k=10; n=5k=7.

V.10.3. 16 skaitlu gadijuma atrisinajumam ir 2 dalas. Pirmkart, pieradisim, ka
Andris ar 5 jautajumiem nevar aptvert visus skaitlus: 5 jautdajumu gadijuma
izdotos apskatit tikai 3-5=15 kartites, lidz ar to varétu uzzinat tikai 15 skaitlu
reizinajumu. Vismaz viens skaitlis nemaz netiktu apskatits, lidz ar to nevarétu
zinat, ka tas ietekmé visu skaitlu reizinajumu, jo tas var bt gan pozitivs, gan
negativs.

Otrkart, paradisim, ka ar 6 jautajumiem pietiek. Andris var jautat Sadus
reizinajumus: a,a,a,; a,a,as; A,Ad.4,; AgQyd,y; Ay,0,0,5; d,d,5d,,. Sareizinot
iegutas atbildes, Andris sasniedz mérki, jo a, un af vienlaikus ir vai nu
pozitivi, vai negativi.

17 skaitlu gadijuma Andris var sasniegt mérki ar 7 jautajumiem:
a,a,04; 4,4, Q4,055 Ag,0g; Aglio A5 10130145 Q1501607 , sareizinot
iegutas atbildes.

V.10.4. Atbilde: S vértibu apgabals ir [1; 3].

Risindjums. Ta ka |a+b| S|

, tad neviens saskaitamais neparsniedz 1, un
S <3. Divi no skaitliem x,; y; z noteikti ir ar vienadu zimi, tatad attiecigais
saskaitamais, kas satur abus Sos skaitlus, ir 1. Varam secinat, ka S >1.
Parbaudisim, vai S var pienemt visas véribas apgabala [1; 3]:

e Jax=y=z=1,tad §=3

e Jax=y=lLz=-1,tad S=1.

N . g a
e Jal<a<3 unizvélamies vértibas: x=1un y=z=

, tad:
a+1
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1+a_3 1+a_3| |a—3+a—3| 2a-2
g a+1 N a+1|+|a+1 a+l|:2 a+1 +1=4a—_1+1=a
|1|+a—3 |1|+a—3 a-3| |a-3 1, 3-a 4 '
a+l1 a+l1 a+l| |a+1 a+l1

V.10.5. Ta ka ZMBX =45°=/ZMCX (skat. A26.zim.), tad punkti B, C, M, X
atrodas uz vienas rinka linijas. Ta ka ZBCM =90°, tad
ZBXM =180°-90°=90°. Tatad MX ir ANBM augstums. Lidzigi pierada, ka
NY ari ir ANBM augstums, izmantojot to, ka punkti B, Y, N, A atrodas uz
vienas rinka linijas. Tatad O ir ANBM augstumu krustpunkts, no ka seko

vajadzigais.
R C
D
Y
M
(0)
A N D A26. zZim.

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka ir
iesp&jams iegit progresijas ar 3 locekliem, pieméram, 1;2; 3 vai 2; 5; 8.
Otrkart, pieradisim, ka nevar ieglt progresiju ar vairak ka 3 locekliem.
Pienemsim, ka progresijas pirmie divi locekli ir f, =a un
f,=fi+td=a+d>d. Ievérosim, ka s > S un
foin=Ffn *fna > f,+d. Tatad treSais progresijas loceklis var but tikai
f,...- TaCu jau nakosais Fibonadi skaitlis f,., =f, ., +f, > f, +dir parak
liels, lai ietilptu misu progresija, tapéc pat 4 Fibonadi skait]i nevar veidot
vienu aritmétisku progresiju.

V.11.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, noskaidrojam, ka
mekléjamais d nevar biit lielaks par 24, jo 3° =3 =24.
Otrkart, pieradisim, ka visi apskatamie skaitli dalas ar 24. Ta ka apskatam
skaitlus n" —n, kur n - nepara skaitlis, tad varam pienemt, ka n =2k +1, kur
k >1 un k - vesels skaitlis. Tada gadijuma:

n"—n=nm* -D)=n@m>-D@**+..+n* +)=(m-Dn(r+1)-0,

kur Q - vesels skaitlis. Skaitli »—1 un n+1 ir viens otram sekojoSi para
skaitli, tapéc to reizindjums noteikti dalas ar 8. Viens no skaitliem n—1, n,
n+1 noteikti dalas ar 3. Ta ka LKD(38)=1, tad (n—1)u(n+1) dalas ar
8:3=24.

V.11.3. Atnemot pirmo vienadojumu no otra un veicot identiskus parveidojumus,
iegustam:

=y = (x* =y +(x=1)=0
(=" + 2+ 37 )= (=) + )+ (x =) =0
(=) +xy+y* —x =y +1)=0

%u—ymx+w2+u—nz+w—nﬂ=o-
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Ievérojam, ka kvadratiekava ir O tikai tad, ja katrs no trim saskaitamajiem ir
0, tacu ta nevar bat, tapéc iegistam, ka x =y . Izmantojam uzdevuma doto

145

vienadojumu: x’ —x’ —x =0, no kurienes x, =y, =0; X,, = y,, =5i7.

V.11.4. Apskatisim visas Andra izvéléto skaitlu starpibas, no lielaka skaitla
atnemot mazaku. Sadu starpibu pavisam ir 45. Ta ka tas ir robezas no 1 lidz
36, starp tam ir divas vienadas. Pienemsim, ka tas ir a—b unc—d, kur
a > c. Ja visi skaitli a, b, ¢, d ir dazadi, tad no a—b=c—dseko a+d=c+b,
un Maija var izvéléties a, b, ¢, d.

Atliek gadijums, kad b =c . Analizésim sikak apskatamo 45 starpibu sistému.

Pastav divas iespéjas.

e Starp tam ir 3 vienadas. Varam pienemt, ka a—-b=c—d=e— f, kur
a>c>e.la b#c vai d#e, rikojamies ka ieprieks.

Ja bltu b=c un d =e, tad nevar biit, ka b =¢, jo tada gadijuma iznaktu
c=b=e=d un ¢—d =0 - pretruna. Tapéc vajadzigos skaitlus ieglstam
no vienadibas a—b=e—f ,jotad a+ f =b+e.

e Starp 45 starpibam nav triju vienadu. Ta ka tas ir robezas no 1 lidz 36, tad
ir vismaz 9 pari vienadu starpibu. Ja divi no Siem pariem ir a—b=b—c un
e—b=b—f (ar vienu un to pasu b; skat A27.zim.), tad a—e= f —c, un
més ieglstam a+c=e+ f .

* o —o —o
C f b a
A27. zZim.

Ja katram vienado starpibu parim ir cits b, tad iznak 9 dazadi b. Ta ka
Andris izvéléjas 10 skaitlus, tad tas nevar bt iesp&jams, jo b nevar bit ne
mazakais, ne lielakais no Andra izvél€tajiem skaitliem.
Visas iesp&jas izanalizétas, tatad Maija var izvéléties cCetrus no Andra
uzrakstitajiem skaitliem ta, ka divu Maijas izvéléto skaitlu summa vienada ar
abu paréjo Maijas izvéléto skaitlu summu.
V.11.5. Saja uzdevuma izmantosim divus faktus:
I. Ap cetrstri var apvilkt rinka Iniju tad un tikai tad ja Z1= /2 (skat.
A28.ZIm.).

A28. zim.

II. Ap cCetrstiri var apvilkt rinka Iniju tad un tikai tad, ja ta pretéjo lenku
summa ir 180°.
Risindjums: Ja X un Y ir attiecigi 4A4BD un AABC iecentri (skat. A29.zim.),
tad AX un BY ir attiecigi ZBAC un ZABC bisektrises. Tatad:

LAYB =180°— ZBAY + ZABY =

= 180° —é(LBAC +/ABC)=
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= /BAC + ZABC + ZACB —é(ABAC +/ABC)=

=é(ZBAC+ ZABC + ZACB) +§LACB =

=90° +§LACB .

Lidzigi LAXB = 90° + é ZADB.

Ta ka ZLACB=ZADB (jo balstdas uz vienu un to pasu loku), tad
ZAYB:90°+§4ACB:90°+§4ADB:ZAXB. Tatad punkti 4, X, Y, B

atrodas uz vienas rinka linijas (no I). No II seko, ka LXYB:ISOO—ELDAB.

Ja Zir ABCD iecentrs, tad lidzigi ieglistam, ka AZYB:lSOO—EZDCB.

Izmantojot Sis divas vienadibas un II, ieglstam:
LXYZ =360°—/XYB—-/ZZYB =
= 360°—180°+%4DAB—180°+%4DCB =

:é(gDAm ADCB):é-ISO" =90°

Lidzigi pierada, ka ari citi vajadzigie lenki ir taisni.
A

D

C A29. zim.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Taka x,+y, =x,+y,=...=x, +y, =11 un x, +...+x, =y, +...+ ),
(jo katra spélé viens uzvar un viens zaudg), tad y, +...+y,, =12-11-5= 66 .
Tada gadijuma:

X+t xn ==y P+ +(11-y, ) =
= 12112 =22( Py + Py oot Yy ) (Ve + et D) =
= 1211222266+ (> +..c4 y2) = ¥2 4.t 1,
kas ari bija japierada.
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V.12.2. Atbilde: n ="784.

Risinajums. Ja Katrinas uzrakstitais skaitlis ir abc =100a +10b+ ¢, tad visu

seSu no cipariem a, b, ¢ izveidojamo skaitlu summa ir:
200(a+b+c)+20(a+b+c)+2(a+b+c)=222(a+b+c).

Tada gadijuma Maijas uzrakstito skaitlu summa ir:

(222-100)a + (222 -10)b + (222 -1)c =
=122a+212b+221c =
=5(a+b+c)+9(13a+23b+24c).

Ta ka 3434=5(mod9), tad ari 5(a+b+c)=5(mod9). No Sejienes seko, ka
a+b+c=1(mod9). Ta ka a, b, ¢ - dazadi cipari, tad 6<a+b+c<24 un

varam secinat, ka a+b+c¢=10 vai a+b+c=19.

Jaa+b+c=10,tad n=222-10-3434 <0 - pretruna.

Ja a+b+c=19, tad n=222-19-3434=784. Tas ari apmierina visas
uzdevuma prasibas.

V.12.3. Atliekam uz BC pagarindgjuma CG=AE (skat. A30.zZim.). Tad
ADAE = ADCG  (mlm), tapéc LADE=/CDG. Varam secinat, ka
ZEDG = ZADC =90°.

Ap DPFC var apvilkt rinka Iiniju, jo ZP+ZC =180°. Tada gadijuma
/ZPDF = /PCF =45°, jo balstas uz vienu un to pasSu loku. Tapéc
ZFDG = ZEDG — ZPDF =90°—-45°=45°. legustam, ka AEDF = AGDF
(mlm), tatad EF = GF = GC + CF = AE + CF , kas ari bija japierada.

B F C

+— G

D A30.zim.

V.12.4. Pieradisim, ka tada vardnicu sistéma iesp€jama jebkuram nepara

skaitam valodu n, n>3.

Baze. Pie n =3 rikojamies, ka redzams A31.zZim.

Induktiva pareja. Piepnemsim, ka k valodam vardnicu shéma ietverta

apgabala Q (skat. A32.zim.)

Pievienojot vél 2 valodas 4 un B, izveidojam shému, kas redzama A33.zim.:

e jevieSam vardnicas, kas lauj tulkot no 4 uz katru no iepriekséjam %
valodam;

e ievieSsam vardnicas, kas lauj tulkot no katras no iepriekSéjam k valodam uz
B;

e jeviesam vardnicu, kas lauj tulkot no B uz 4.

To, ka papildinatda vardnicu sistéma apmierina uzdevuma prasibas k+2

valodam, parbauda tiesi, apskatot visas iesp&jas. Uzdevums atrisinats.

A31. zim. A32. zim. A33. zim.
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V.12.5. Vienadojums parveidojas par x* + x° —2x* —6ax—4a° =0.
Parrakstisim to forma 4a” + 6xa —x* —x* + 2x*> =0 un apskatisim ka
vienadojumu attieciba uz a ar parametru x. Atrodam vienadojuma saknes:

C6xt36x% +16x* +16x° —32x7  —6x+2xy4x? +dx+1

al,z = = =

8 8
| —6x£2xy(2x+1)°  —6x+(4x> +2x)
8 8 '
Tatad a, = —%xz —-x un a, :Exz —%x. Tapéc sakotné&jais vienadojums

1 1 1
parveidojas par (a +Ex2 +x)(a—5x2 +Ex) =0, kas ir ekvivalents ar

(x> +2x+2a)(x* —x—2a)=0.
Apskatot kvadratvienadojumus, atrodam saknes:

e x=-1F+1-2a, ja a<—é;

1 1 1 1
e x,=—1F¥+41-2a un x, =—F,[—+2a,ja ——<a<—;
: > 2 V4 1973 2

1_ |1 _ 1
e x=—%F,—+2a,jaa>—.
2 4 2
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A. Latvijas 36. atklata matematikas olimpiade
A.9. Devita klase

A.9.1. Ievérojam, ka zim&juma redzami visi 6 iesp&jamie krustpunkti, tatad citu
krustpunktu nav, tacu visu minéto funkciju vértibas sakrit ari pie x =1. Ta ka
dotie 3 grafiki neiet caur vienu punktu, tad tie nevar bat uzdevuma doto
funkciju grafiki.

A.9.2. Celam dotas nevienadibas kvadrata:

a>>b*+2bc+c?

b*>a’* +2ac+c’

¢’ >a’ +2ab+b*
Saskaitam Sis nevienadibas, parnesam visus loceklus uz labo pusi un
savelkam lidzigos loceklus. Ieglstam, ka (a+b+c)° <0 . Ta ka skaitla

kvadrats ir nenegativs, tad a+b+c¢ =0, kas ari bija japierada.

A.9.3. 13, var. Skat, piem., A34. zim. Ievérojam, ka attalumiem KB un KL ir
jabat izvélétiem ievérojami maziem, lai AC varétu sasniegt garumu, kas ir
lielaks ka 2009.

A —K|B— .
L=
A34. zim.

A.9.4. a) Atrodam 5 apaligus skaitlus, kas ir atSkirigi no uzdevuma dotajiem:
e n=2;2dalas tikai ar 1 un 2, tatad d(2)=2;n=2dalas ar d(2)=2;
e n=9; 9dalas tikai ar 1,3 un 9, tatad d(9)=3; n=9 dalas ar d(9)=3;
o n=12; 12 dalas tikai ar 1,2, 3,4, 6 un 12, tatad d(12)=6;n =12 dalas ar

d(12)=6;
« n=18; 18 dalas tikai ar 1,2, 3, 6,9 un 18, tatad d(18)=6;n =18 dalas ar
d(18)=6;

e n=625; 625 dalas tikai ar 1, 5, 25, 125 un 625, tatad d(625)=5;n =625
dalas ar d(625)=5.

b) Ja p ir pirmskaitlis, tad skaitim p"" ir tie$i n dalitdji - tie ir
1; p; p*;...; p"'. Izvéloties n = p, més ieglstam, ka d(p”‘l):p. Ievérojam,
ka pP:p=pP?, tatad n=p”"' dalas ar d(n):p, jo p>2. Tatad n ir
apaligs skaitlis. Ta ka ir bezgaligi daudz pirmskaitlu, tad ir ari bezgaligi daudz
apaligu skaitlu.

A.9.5. Ja mainam krasas stiriSos ABC, ADC, BAD (skat. A35.zZim.), rezultata
krasa mainijusies tikai ritina A. Tatad varam mainit krasu viena (patvaliga)
ratina. Tatad no jebkura krasojuma varam iegut jebkuru.

B|C

A|D A35. 7im.
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A.10. Desmita klase

A.10.1. NE, nevar. Ta ka parabolam zari vérsti uz augsu, tad bitu a>0, >0,
¢ > 0. Ta ka katra parabola krusto abscisu asi divos punktos, tad visu trinomu
diskriminanti bdtu pozitivi, t. i., 4b> >4ac, 4c* >4ab, 4a’ >4ch, tatad
b*>ac, c¢*>ab, a’>cb. Sareizinot &s nevienadibas, més iegitu
a’b*c’ > a’b*c*® - pretruna.

A.10.2. Apziméjam p=2k+1, g=2n+1, k, n - naturali skaitli. Tad
p+q=2k+n+1). Tatad p+gq var izsacit kd 2 un k+n+1 reizindjumu.
Varam pienemt, ka k<n, tad 2k+1<k+n+1<2n+1. Ta ka 2k+1 un
2n +1 ir divi viens otram sekojosi pirmskaitli, tad k +n+1 nav pirmskaitlis.
Tapéc k +n+1 sadalas vismaz divos reizinatajos, kas lielaki neka 1.

A.10.3. Apskatam A44BC: apziméjam AZABC =2 un ZACB=2y, tad
ZA=180°- 24 +2y).

Apskatam AIBC: ZICB=y, jo CF - bisektrise; ZIBC=/f, jo BE -
bisektrise; LCIB=180°—(y + /).

No ievilkto lenku un hordas - pieskares lenku Tpasibam, apskatot @, un w,,
seko A36.zim. paraditas lenku vienadibas, tapéc:

ZCSB =1+ 2/2=360°-2ZCIB=2(f+y). Tapéc LA+ ZCSB =180° un 4,
B, S un C atrodas uz vienas rinka linijas. Punkts § ir meklétais.

A

W2 S Wi A36. zim.

A.10.4. Piepemam, ka x, y - pozitivi skaitli. Ta ka (x—y)’ >0 jeb

x?—2xy+y*>0, tad x*+y*>2xy. Parveidojam $o nevienadibu:

2 2
I 1
SRR AR A, PN (R A Py P (x+y{—+—j24. Tatad
Xy Xy y X y X x y
xX+yz
7+7
Xy
Ta ka un ! ir pozitivi skaitli, tad varam izmantot So nevienadibu:
a+b c+d

1 N 1 S 4
a+b c+d (a+b)+(c+d)
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a—+c ct+a a—+c
+ >4. :
a+b c+d a+b+c+d

N | | e o
Ta ka ari un ir pozitivi skaitli, lidzigi iegustam:
b+c d+a
b+d d+b b+d
+ >4

b+c d+a  a+b+c+d
Saskaitam abas iegiitas nevienadibas un esam pieradijusi uzdevuma prasito:
a+c c+a b+d+d+b>4 a+c+b+d

a+b c+d b+c d+a  a+b+c+d
A.10.5. a) ]3, var. Skat. A37.zim.

A37. zim. A38. zZim.

b) Ja, var. Pulkstena raditaja kustibas virziena sanumuréjam malu
viduspunktus péc kartas ar 1; 2; 3; ...;2n+1. Tad, sakot ar virsotni starp 1 un
2, sanumur&jam virsotnes, ik pa vienai izlaizot, ar skaitliem 4n+2;
4dn+1; ...; 2n+2 arl pulkstena raditaja kustibas virziena, Iidz visas virsotnes
ir sanumurétas (skat. A38.zim.).

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Ievérosim, ka katram »n > 0 pastav vienadiba

n B n B n B n B
nt+n*+1 nt+2n* +1-n° (n2+1)2—n2 (nz—n+IXn2+n+l)
_l{ 1 B 1 }_l 1 B 1
2ln*—n+1 n?+n+1] 2|n*-n+l (n+1)2—(n+1)+1 .
Saskaitot Sis vienadibas pie n=1; 2; 3; ...; 2009, ieglistam summu ar 4018

saskaitamajiem. Ievérojam, ka saskaitamie saisinas, un rezultata iegustam
tikai pirmo un péd€jo saskaitamo. Tatad novertéjamas summas vértiba ir

1{ 1 1 } 1 1 1 e

o e — > <—-————=—, kas ari bija japierada.

2117 =1+1 2010° -2010+1 2 1°-1+1 2

A.11.2. Atbilde: péc 2n—1 dienam.
Risindjums. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas Pirmkart, pieradisim, ka ar
2n—2 vai mazak dienam nepietiek. Pienemsim pretéjo, ka péc 2n—2 vai
mazak dienam visiem spélétajiem atkal ir O punkti. Tada gadijuma var Skirot 2
gadijumus:
e Ir vismaz 2 spélétaji, kas uzvargjusi tikai vienreiz. Tada gadijuma tas

noticis dazadas dienas, un vinu punktu skaiti nevar bt vienadi —pretruna.

e Ir kads spélétajs, kurs ne reizi nav uzvaréjis. Tada gadijuma vina punktu

skaits ir negativs —pretruna.
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Otrkart, paradisim, ka péc 2n—1 dienam visiem spélétajiem atkal var bit 0
punkti:

viens spélétajs uzvar /. un (2n—2)-a diena;

viens spélétajs uzvar 2. un (2n—3)-a diena;

viens spélétajs uzvar n-a un (n—1)-a diena;
viens spélétajs uzvar (2n —1)-a diena.
A.11.3. Skirojam 3 iespéjas:
e a, b - nepara skaitli. Ta ka nepara skaitlu reizindjums ir nepara skaitlis un
tris nepara skaitlu summa ir nepara skaitlis, tad S - nepara skaitlis.
e a - nepara skaitlis, b - para skaitlis. Varam secinat, ka a” - nepara, ab -
para, b* - para. Tada gadijuma S - nepara skaitlis.
e a, b - para skaitli. Ta ka para skaitlu reizinajums ir para skaitlis un tris
para skaitlu summa ir para skaitlis, tad S - para skaitlis.
Ta ka uzdevuma dots, ka S pédg€jais cipars ir 0, tad S - para skaitlis. Varam
secinat, ka a un b ari ir para skaitli. Tada gadijuma S dalas ar 4.
Ta ka a’ —b’ =(a—b)(a*>+ab+b*) un a’ +ab+b* pédéjais cipars ir 0, tad
ari a’ —b’ pédé&jais cipars ir 0. Varam secinat, ka a’—b® dalas ar 5 bez

3

atlikuma, tapéc a” un b* dod vienadus atlikumus, dalot tos ar 5.

Skaitla | ajikums, “euba Atlikums,
pe_deJals dalot ar 5 | pédé&jais | dalotar5
cipars :
cipars

1 1 1 1

2 2 8 3

3 3 7 2

4 4 4 4

5 0 5 0

6 1 6 1

7 2 3 3

8 3 2 2

9 4 9 4

0 0 0 0

P&c tabulas redzam, ka tada gadijuma ari a un b dod vienadus atlikumus,
dalot tos ar 5.

Varam secinat, ka 3a* dos tadu pasu atlikumu, dalot to ar 5, ka a’ +ab+b>.
Ta ka a’ +ab+b* pédé&jais cipars ir 0, tad ari 3a° dalds ar 5 bez atlikuma.

Bet 3 un 5 ir savstarpéji pirmskaitli, tapéc a’ dalas ar 5 bez atlikuma. Tada
gadijuma ari a dalas ar 5 bez atlikuma. Ta ka a un b dod vienadus atlikumus,
dalot tos ar 5, tad ari b dalas ar 5 bez atlikuma. Varam secinat, ka S dalas ar
25.

Ta ka LKD(4,25)=1, tad S dalas ar 4-25=100, un tadda gadijuma §
priekSpédéjais cipars ir 0.

A.11.4. No trijstlru vidusliniju Tpasibam viegli seko visparzinams fakts: izliekta
Cetrstiri XYZT, kam nav paralélu malu, nogrieznu XZ, YZ YT un XT
viduspunkti ir paralelograma virsotnes. Turklat, ja XY =ZT, tad Sis
paralelograms ir rombs.

Apzimésim ar P, O, R diagonalu 4D, BE, CF viduspunktus (skat. A39.zim.).
Apskatam izliektu Cetrstiri ABDE. Nogrieznu AD, BD, BE un AE viduspunkti ir
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P, By, Qun E,. Ta ka AB=DE, tad PB;QEF; ir rombs. Tapéc B,E; iet caur PQ
viduspunktu un B/E, L PQ.

Lidzigi iegtstam, ka A4.D; iet caur PR viduspunktu un 4D, L PR (apskatot
Cetrstiri FACD), ka ari C;F; iet caur QR viduspunktu un C,F; L QR (apskatot
Cetrstiri BCEF).

Ta ka A1D,, B1E; un CiF; ir AQPR malu vidusperpendikuli, varam secinat, ka
AiD;, BiE; un CiF; krustojas APQOR apvilktas rinka linijas centra.

A39. zim.

F E

A.11.5. Ja x. y, z - pozitivi skaitli, tad 4x-3>0, 4y-3>0, 4z-32>0.
Apskatam dotas nevienadibas. Parnesot trijniekus uz labo pusi un sareizinot
Sis nevienadibas, ieglstam:

x*y*zt < (4x-3)(4y-3)(4z-3) )]
Ta ka (k-1’20 jeb Kk*+I1>22kl, tad katram a ir spéka
a*+3=(a*+1)+2>2a>+2>4a, tapéc a'>4a-3. Izmantojot $o
nevienadibu, ieglstam:
x*y*zt > (4x-3)4y-3)4z-3) (2)
No (1) un (2) seko, ka x*y*z* = (4x-3)(4y-3)(4z-3).
Ta kd a* =4a -3 tad un tikai tad, ja a =1, varam secinat, ka x=y=z=1.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Att€losim abas progresijas ka naturala argumenta funkcijas. Aritmétiskas
progresijas locekli izvietojas uz taisnes, bet geometriskas progresijas locekli -
uz eksponentfunkcijas grafika.

No eksponentfunkcijas grafika Tpasibam zinam, ka ir spéka viena no A40.zim.
paraditajam situacijam:

A A

AN

I I
1 2 3 2009 1 2 3 2009
A40. zZim.

Redzam, ka abos gadijumos aritmétiskas progresijas locek|lu summa ir lielaka.
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A.12.2. Ievérojam, ka
(x+y+2) =x"+y> +2° +2xp+2xz+2yz =

2%[(x—y)2 +(x—2)" +(y—2)*]1+3(xy +x2+ y2) 2 3(xy + xz + yz) > 3(x + y + 2).

Takia (x+y+2)° >3(x+y+z),tad x+y+z > 3, kas ari bija japierada.
A.12.3. a) Ievérojam, ka katram naturalam n:
R=n(n+D)(n+2)(n+3)=n*+6n’ +11n* +6n=(n* +3n+1)* -1.
Ta ka nav divu naturalu skaitlu kvadratu, kas atskirtos viens no otra par 1,
tad nav iesp&jams, ka R ir kada naturala skaitla kvadrats.
b) Apskatam R=n(n+1)(n+2)(n+3). Skaitli n+1 un n+2, kd ari n+1 unn
ir viens otram sekojosi naturali skaitli, Iidz ar to tiem nav kopigu dalitaju,
iznemot 1.
Skaitliem n+1 un n+3 kopigs dalitajs var bat tikai 1 vai 2, jo
(n+3)—(n+1)=2.Ta ka n - para skaitlis, tad tas nevar bt 2.
Tatad n+1 nav kopigu dalitdju ar n(n+2)(n+3). Ja R batu kubs, tad kubs
bltu gan atseviski n+1, gan n(n+2)(n+3).
Ta ka (n+1)° <n(n+2)(n+3)<(n+2)° un skaitlis, kas atrodas starp divu
viens otram sekojoSu naturalu skaitju kubiem, nav naturala skaitla kubs, tad
R nevar bt kada naturala skaitla kubs.
A.12.4. Izvélamies K uz stara DC ta, ka ZBKC = Z/BDA (skat. A41.zim.). Ta ka
Z/BCK =180°—- ZBCD = Z/BAD , tad ABCK ~ ABAD (ll). Tapéc BC :Q.
CK AD
_AB BC _ _ BC AB BC
No dota — =——, tapéc = =
AD CD CK 4D CD
No lenku vienadibam viegli seko, ka AABC ~ ADBK (II). Saja lidziba malas
AC viduspunkts M atbilst malas DK viduspunktam C. Tapéc £LABM = ZDBC,
kas ari bija japierada.

, un tada gadijuma CD =CK .

B K

A41. zZim.

A.12.5. Pienemsim no pretéja, ka n ir lielakais konfeksu skaits sakuma pozicija,
pie kura otrajam spélétajam eksisté uzvaroSa stratégija. (Tadi n vispar
eksisté, piem.,n=2.) Pienemsim, ka uz galda atrodas n> +n+1 konfekte.

Pieradisim, ka otrais sp€létajs var uzvarét. Ta bids pretruna ar pien€émumu, un
uzdevums bus atrisinats.

Pirmais spélétajs ar savu pirmo gajienu nevar apést vairak par n’ konfektém,
jo (n+1)> >n* +n+1. Tapéc péc & gajiena uz galda paliek >n+1 konfekte.

Saskana ar pienémumu, ka n ir lielakais konfeksu skaits sakuma pozicija, pie
kura otrajam spélétajam eksisté uzvaroSa stratégija, Saja situacija uzvar tas
spélétajs, kas spéli sak, tatad otrais speletajs. Vajadziga pretruna iegita.
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VP. Papildsacensibas par vietu Latvijas izlasé dalibai
50. Starptautiskaja matematikas olimpiadé

VP.1. Latvijas 59. matematikas olimpiades 4.karta

VP.1.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka par
atbildi der (m,n):(k,kz) un (m,n):(kz,k), kur ke N, k>1. Tie§am:
n—1=k’-1dalasar m-n—l=k-k*-1=k-1;

n’—1=(k*) 1=k =1=(k* =1)k* +1) dalas ar m-n—1=k> -k—1=k* —1.

Otrkart, pieradisim, ka nevar atrast citus m un n, kas atbilst uzdevuma

nosacijumiem. Saskanpa ar doto (n3 —l)m—nz(nm—l): n*—m dalas ar

m-n—1. Talak Iidzigi ieglstam, ka m(nz—m)—n(nm—l):n—m2 dalas ar

m-n—1. Koncentrésimies uz n—m?. §L<irojam 3 iesp€jas:

e n>m*. Tad m-n—-1<n-m’> jeb n(m-1)<1-m® - acimredzama
pretruna.

e n=m".Tair pirma atbildé minéta risindjumu sérija.

e n<m’. Tad no augstak pieradita, ka n—m* dalas ar m-n—1, seko, ka
naturals skaitlis m> —n dalas ar m -n—1. No uzdevuma dota seko, ka
m-n—1<n’ -1, tatad m<n’. Ja m=n", ieglistam atbildé minéto otro
atrisindjumu sériju. Ja turpreti m <n’, tad n® —m ir naturals skaitlis; tad

no pirma izceltd apgalvojuma seko, ka m-n—1<n* —-m<n® -1, tatad
m<n. Savukart no  otra izcelta  apgalvojuma  seko, ka

m-n—1<m* —n<m’ -1, tapéc n < m. legita pretruna.
VP.1.2. Ar matematisko indukciju triviali pierada, ka pie x,,x,,...,x, >0 pastav

nevienadiba
2 2 2
a a a, +a,+..+a
+—2 4.+ ”2(1 2 ”) )
X X, X X, +Xx, .t x,

n

( Ta ir ar1 Kosi — Bunjakovska nevienadiba vektoriem

(Jax_jx_] o (5ol )

2
4

Ieglistam:
a*+b* b+t +d’ a’ b* b* c? c? a’
+ + = + + + + + >
a+b b+c c+a a+b a+b b+c b+c c+a c+a
2a+2b+2c)
2( ) =a+b+c, kas ari bija japierada.
Ha+b+c)

VP.1.3. Atceramies Holla teorémas ,precibu variantu”: ja ir n puisi, n meitenes

un ir zinams, ka visiem k, 1<k <n, katri k puisi kopuma pazist vismaz k
meitenes, tad jauniesus var sadalit pa pariem ta, ka katra pari ir puisis un
meitene, kas viens otru pazist.
Pasludinasim tabulas rindas par meiteném, kolonnas - par puisiem. Teiksim,
ka puisis pazist meiteni, ja atbilstoSas kolonnas un rindas kop&ja ratina
atrodas pozitivs skaitlis. Katras k& kolonnas esosie pozitivie skaitli kopa
izvietojas ne mazak ka k rindas, Iidz ar to Holla teorémas nosacijumi izpilditi.
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VP.1.4. Nepartraukti uzzimé&to rinka liniju eksistence ir acimredzama (skat.
A42.zim.). Ta ka mediana pret hipoteniizu vienada ar pusi no hipotenizas,

tad PB, = PH un tatad ZPB H = ZPHB,. No Sis vienadibas un
nepartrauktajam rinka linijam seko ar vienu locinu atziméto lenku vienadiba.

C

A42. zim.

No ZQOB,R=ZRC\B seko ZOB,R+ ZQC R =180°, tapéc eksisté
~partraukta” rinka linija caur B,, O, C,, R. No Sis rinka linijas seko

ZORB, = LQC,B, = LAC,B, = ZAHB, . No vienadibas ZORB, = ZAHB, seko
AA1||QR , tapéc QR 1L CB, kas ari bija japierada.

VP.1.5. Visam grieSanas/parvietoSanas procesa piedaloSamies dalam uz malam
uzzimésim bultinas ta, ka iegltie vektori veido pozitiva virziena orientétu
ciklu. Ta ka divi pretéji vektori anuléjas un muisu procesa neviens vektors
nemaina savu virzienu, tad katrai taisnei ¢ paralélo vektoru summa procesa
gaita paliek nemainiga. Tapéc iegutais trijstlris ir vismaz lidzigs dotajam. Ta
ka to laukumi ir vienadi, tad abi trijstari ir art vienadi sava starpa.

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 2.maija
VP.2.1. Parveidojam doto nevienadibu:
a*(c=b)+b*(a—c)+c*(b-a) B (ak —kac—a)—(ck —aan—b) B
(a—b)b—c)c—a) - (a—b)b—c)c—a) -

1
= (ak’1 +a" b+ .+ b =gt —ak’zc—...—ck’l)z
b-c
bZ _ 2 bk71 _ k-1
=a"7? +a"’ C bt ¢
b—c b—c
Més varam izteikt So izteiksmi ka summu: Ya'b/c.
i+ j+l=k-2
- . . = _ . k(k-1) - -
Ievérojam, ka saskaitamo skaits Saja summa ir T Saskana ar sakaribu
starp vidé&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko:
o klk—1 klk—1 klk—1)k—-2
> a'b/c! >—( )a'”b'"c'” =—( ), kur m :—( X )
i+ jl=k—z 2 6
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VP.2.2. Apzimésim uzdevuma nosacljumos minétos krustpunktus attiecigi ar M,
N, K (skat. A43.zim.).

B C

nD
s

F s A43. zim.
Apskatisim taisni ¢, kas iet caur M un rinka centru O. Taisne simetrijas péc ir
perpendikulara pret BC un AD, jo ABCD - rinki ievilkta vienadsanu trapece ar
diagonalu krustpunktu M. Ja més pieradisim, ka KN”BC (vai, kas ir tas pats,

KN||AD), no Sejienes izrietés, ka AMNK augstums pret KN iet caur O.
Lidzigu rezultatu iegiasim par AMNK augstumiem pret MN un MK, un
vajadzigais bis pieradits - visi AMNK augstumi iet caur O, tatad O ir AMNK
ortocentrs.

Apzimésim AnB=CmD =FEsF =w; tad péc iek$&o lenku Tipasibam

/FKE =%(w+w)= w.

Lidzigi ari £LFNE =w. Tatad ZLFKE = ZFNE ; tapéc ap FKNE var apvilkt
rinka liniju. Tadéel ZCNK =180°—- ZKNE = ZKFE . Ta ka ap FBCE ir apvilkta
sakotngja rinka Iinija, tad ZBCN + ZCNK = ZBCN + ZKFE =180°. No ta
seko, ka taisnes BC un KN ir paralélas, kas ari bija japierada.

VP.2.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka lielaka
iesp€jama n vértiba nebls lielaka ka 8. Iedomasimies, ka pavisam ir m

gramatas, un apzimésim ar 4, (lﬁiém) kopu, kura sastav no rikiSiem,
kuri ir izlasnjusi i-to gramatu. Ievérojam, ka
4\ 4|+ |4\ 4| = |4 +|4;| 24, N 4] = 4 katram i< ;.

Saskaitot Sis nevienadibas visiem i < j, ieglstam:

>(4)+|4,|-94, N 4)))= m-DT|4,|-25|4 N 4|2 4C2 = 2m(m -1).

i<j i i<j

Apzimé&jot ar m, gramatu skaitu, kuras ir izlasijis rakitis a, ieglistam:

-1
S4=%m,, T|4Nn4]=XC =Z%
a a i<j P -
m2 m 2
Tadgjadi: Z(m.ma—mf):Z[T—(E—maj }ZZm(m—l)_

2

7
Tatad > 2m(m—1) jeb 0> m> —8m. Esam ieguvudi, ka m <8

Otrkart, paradisim, ka n vértiba var bit 8. Tas ir iesp&jams, ja:
A1 :{a:bac}l Azz{a:d:e}l A3 :{a’f’g}l A4 :{b:daf}l A5 :{b7e7g}l
A = {c,d,g}, A4, = {c,e,f}, Ay = {a,b,c,d,e,f,g}.
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VP.3. Latvijas izlases atlases sacensibas 2009. gada 3.maija

VP.3.1. 1. atrisindjums. Pieradisim uzdevuma doto nevienadibu, izmantojot
matematisko indukciju.

Pie n =2 ieglistam nevienadibu: /x; +1 +2\/x§ +1> \/(x1 +2x,)° +9.

Kapinot abas puses kvadrata, iegiistam \/(xlz +D(x; +1) > x,x, +1. Ja

nevienadibas laba puse ir negativa, tad nevienadiba ir patiesa. Ja vienadibas
laba puse ir nenegativa, tad kapinam abas puses kvadrata un iegistam, ka

(x1 - X, )2 > 0. Ta ka skaitla kvadrats vienmér nenegativs skaitlis, tad varam
secinat, ka pie n =2 nevienadiba vienmér patiesa.

Varam pienemt, ka nevienadiba patiesa n saskaitamajiem. Pieradisim, ka tada
gadijuma nevienadiba patiesa ari n+1 saskaitamajiem. Esam pienémusi, ka
izpildas nevienadiba:

2 2
Vx12+1+2\/x22+1+~~+”\/x3+12\/(x1+2x2+...+nxn)2+—n (n4+1) ,

tatad mums pietiek pieradit:

2 2
\/(xl +2x, +..4nx, ) +n(nT+l) +(n+1x2, +12

(1) (n2)
4

> \/(xl +2x2 t..t+nx, +(n+l)xn+1 )2 +

Si nevienadiba ekvivalenta nevienadibai:

2 2
(x, +2x, +...+ nx, +n(n—+l)+(

2 2
+2(n+1)\/(x1 +2x, +. 4 nx, ) +Mw/xf+1 +1>

4

> (xl +2x, +...+nx, )2 +(n+1)2xnz+1 +2(n+1))cn+l()c1 +2x, +...+nxn)+

s (n+1)(n+2)

4
kas savukart ekvivalenta nevienadibai:

2 2
2\/(x1 +2x, +...+nx, )2 +@ﬂxil +12

>2x,, (x1 +2x, +...+ nxn)+ n(n + 1) .

Ja laba puse ir negativa, tad nevienadiba ir patiesa. Ja ta ir nenegativa, varam
abas puses kapinat kvadrata un iegustam nevienadibu:

4()61 +2x, +...+nx, )zx2 +4()cl +2x, +...+nxn)2 +n2(n+1)2x

n+l

nel1fx2, +(n+1) +

I

2 (1) 2
>4x2 (x1 +2x, +...+nx, )2 + nz(n + 1)2 +
+ 4n(n + l)xn+1 (x1 +2x, +...+nx, ),
kas talak parveidojas par (2(xl +2x, +...+ nxn)—n(n +1))cn+l )2 >0.
Si nevienadiba acimredzami ir patiesa. Induktiva pareja izdarita.

69



2. atrisindjums. Apskatam funkciju f(x): Vx® +1.Tair izliekta uz leju

(varam pieradit, ka f''(x)> 0, vai ari pieradit, ka f(x-;yj sl(f(x)+ (),

2
un atzimét, ka f(x) ir nepartraukta).

n
A y

Q.8

> A44. 7Zim.

X1 X2 Xn

Ievietojot masas, ka paradits A44.zim&juma, no Jensena nevienadibas
iegustam

I-fo+1+2-qx§+l+a”+n-dxf+l:>J[Lxl+2-x2+nﬁﬂwxnjz+l

142+...+n 1+2+...+n

no kurienes péc trivialiem parveidojumiem seko vajadzigais.

R
VP.3.2. Izdaram homotétiju ar centru P un koeficientu k=-—2,

1
homotétija w;, - w, (skat. A45.zim.).

M
N
\ y
A J
Wi N
! A45. 7im.
M;

Apzim&jam N — y un N; — x.

Saja

Punkta N pakape attieciba pret w, ir NM* = NP-NY = (1-k)- NP*. Tatad:

NM? =(1-k)-NP* (1)
Lidzigi ieglstam: NM? =(1-k)-N,P* (2)
NM?* NM;!

No (1) un (2) seko: = ,
(Hun ) NP?  N,P?

no kurienes seko vajadzigais.

70



VP.3.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka dotas
izteiksmes vértiba var bat 4. Tiesam, pie vértbam m=0 un n=11

|54 —n?| =|5* —11°| = 125121 = |4 = 4.
Otrkart, pieradam, ka 4 ir mazaka iesp€jama dotas izteiksmes vértiba.
Acimredzams, ka izteiksmes vértiba nevar bat 0, jo 543 nav vesela skaitla

kvadrats. Tatad mums atliek pieradit, ka izteiksmes vértiba nevar bt 1, 2 vai
3.

I Pienemsim, ka n* —5*" > 0.

Ja n® =5%" =1, tad 5" =n? —~1=(n—1)n+1). Varam secinat, ka n ir para
skaitlis un tada gadijuma skaitli »—1 un n+1 ir savstarpé&ji pirmskaitli, no ka
secinam, ka n—1=1 un n=5"""_ Tatad n=2, bet 5*"** nevar bit vienads
ar 3 - pretruna.

Jandalas ar 5, tad n2 —5*"3 >5 . Janirforma n=5k+1, tad n> -5*"" =1
(mod 5). Ja n ir forma n=5k+2, tad n? =543 =4 (mod 5). Ta ka neviens

2 _5%+3 51, varam secinat, ka

no atlikumiem nav vienads ar 2 vai 3 un n
n2 _54m+3 > 4 )

. . 4m+3 2 culs 4m+3 2 — . =
II Pienemsim, ka 5 —n~ >0. Skaitlis 5 —n” nevar bat vienads ar 2

vai 3. Pieradam to, apskatot 3 gadijumus:

54m+3

e Skaitli n var uzrakstit forma n = 5k . Tatad —n? dalas ar 5, lidz ar to

secinam, ka tas ir lielaks neka 5.
o Skaitli n var uzrakstit forma n =5k +1. Tatad 5*" —n?> =—1=4 (mod 5).
o Skaitli n var uzrakstit forma n =5k +2. Tatad 5" —n?> =—4=1 (mod 5).
Pienemsim, ka eksisté tadi m un n, ka 5*"" —n? =1. Tatad:
n? =54 1= (5= 45 4 54 =4 45 L 154,
Ta ka 4 ir vesela skaitla kvadrats, tad ari 5" +5*"* 4 +5+1 jabat vesela
skaitla kvadratam. Apzim&jam So summu ar [*. Tada gadijuma:
(I-DI+1)=56""+5" 4+ +5+1). Bet
stmHl L sdm L 45+1=1+1+..+1+1=(4m+2)=2 (mod 4).
Tatad §1 summa nedalas ar 4, bet dalas ar 2. Tatad ari (/-1)({+1) dalas ar 2
jeb (I-1)(I+1) ir para skaitlis. Ievérojam, ka skaitli /—1 un /+1 ir vienadas
paritates, tatad (/—1)(/+1) dalas ari ar 4 —pretruna. Tatad neeksisté tadi m un

n, pie kuriem izpildas vienadiba 5" —n? =1.
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IMO. 50. Starptautiska matematikas olimpiade
(50" International Mathematical Olympiad)

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jlija.

IMO.1. Uzdevuma doto var pierakstit kongruencu forma:
a,a, =a; (mod n)
a,as =a, (mod n)

a,,a, =a; (mod n)
Pienemsim no pret€ja, ka
a,a, =a; (mod n) (*)
No dotajam kongruencém pakapeniski seko
4y =414y =a (a2a3 ) = (01‘12 )a3 = (a1a2 )(a3a4)= (a1a2a3 )a4 =
= (a1a2a3 )(a4a5)= ..=a,a,...a; (visas kongruences péc modula n).
Lidziga cela, sakot ar (*), pakapeniski ieglistam
dp =didy =dy (a1a2 ) = (aka1)a2 = (akal )(a2a3 ) = (aka1a2 )a3 =
= (akala2 )(a3a4)= ..=a;a,...a,_ (visas kongruences péc modula n).
Iznak, ka a, = a,a,...a,_ja, =a, (mod n). Bet tas nav iesp&jams, jo
1<a, #a, <n,tapéc a;, un a;, dod dazadus atlikumus, dalot ar n. Iegita
pretruna. Tatad vajadzigais pieradits.
IMO.2. No trijstira viduslinijas ipasibas seko, ka ML”PC (skat. A46.zim.). Tapéc
ZLMP = ZQPA. No ievilktu lenku un hordas-pieskares lenku ipasibam
ZLMP = ZLKM , tapéc LLKM = ZQPA.

N\ C A46. Zim.
Lidzigi pierada, ka ZKLM = ZPQA . Tatad AAQP ~ AMLK . Tapéc:

1
AP MK 2% o

A0 ML ;cp cP

Secinam, ka AP-CP=AQ-BQO (*)
Novelkam AABC apvilkto rinka liniju w un tas diametrus, kas iet caur P un Q.
Ja w radiuss ir R, tad no teorémas par hordu nogrieznu reizinadjumiem un no
(*) ieglstam:

(R+OPYR—-0OP)= AP-CP = AQ-BQ = (R+ OQ)R - 0Q)
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R*>=0P* =R* - 007,
no kurienes seko, ka OP = OQ, kas ari bija japierada.
IMO.3. Apzimésim progresijas s,,S, ,S

12 78,2 syttt

diferenci ar D un d, =s,,,—5,,

n=1; 2; ... . Mums japierada, ka visi skaitli d, ir vienadi. Vispirms

n

pieradisim, ka tie ir ierobezZoti. TieSam, saskana ar doto d, >1 visiem n.

n —

Tapéc: d, =8, —8,Sd;, +d; +.+d; =

n n+l el
= (SSHH -5, )+ (Ss,,+2 — 8, 1 )+ vt (ssm - Ss,,ﬂq): Ss T8 = D.
Ierobezotiba pieradita.
No ierobezotibas seko, ka eksisté m =min{dn|n € N} un M =max{dn|n € N}.
Mums pietiek pieradit, ka m = M . Pienemsim pretéjo, ka m <M
Izvélamies tddu n, ka m=d, =s,,, —s, . Ieglstam:

D=s, -5, =5

n+l Sy Sy +m

<m-M (1),
d

—-s, =d, +d, ,+..+d

s, +m—1

pie tam vienadiba pastav tad un tikai tad, ja visi d P S

s, !

vienadi ar M.
Izvélamies tadu n, ka M =d, =s,,, —s, . Lidzigi iegistam D > M -m (2),

pie tam vienadiba pastav tad un tikai tad, ja d, =d, ., =...=d, ., =m.

No nevienadibam (1), (2) un tam sekojoSajiem secindjumiem iegustam, ka
D=m-M, ka ain d, =d, =..=d, =M, ja d,=m, un
d, =d;, y=..=d, ;=m,jad, =M.

Tatad no d, =m seko d, =M . Skaidrs, ka s, 2n. Pamatosim, ka s, >n.
TieSam, ja batu s, =n, tad m=d, =d, =M, kas ir pretruna ar pienémumu

m<M.
Lidzigi no d, =M seko d, =m, beztam s, >n.

No Siem abiem secindjumiem ieglstam, ka eksisté tada stingri augoSa

naturala skaitlu virkne n,,n,,n;,.., ka d, =M, d, =m, d, =M,
“ny “np “n3

dg =m, ..

Bet Sis virknes elementi ir divu aritmétisku progresiju s, S, 5,... un

Sg sS85 atbilstoso locek|u starpibas, tatad tie ir vienadi sava starpa. Tapéc

m =M . leglta pretruna ar sakotné&jo pienémumu, ka m < M . Tapéc tieSam
m = M , kas ari bija japierada.
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IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. julija.

IMO.4. Apzimésim AABC ievilktas rinka linijas centru ar /. Punkti / un K atrodas
uz ZACB bisektrises. Skaidrs, ka ZADC =90° .
Apzimésim punktu, kas simetrisks punktam E attieciba pret lenka C bisektrisi,
ar G. Skaidrs, ka G atrodas uz taisnes BC. Skirosim tris gadijumus:
e Punkts G atrodas starp B un D (skat. A47.zim.).

A

B 4 C AA47. 7im.
G D

Simetrijas péc ZIGK = ZIEK = ZBEK =45°. Ta ka

ZIDK :%LADC =45°, tad ZIGK = ZIDK . Tapéc G, I, K, D atrodas uz

vienas rinka linijas. Tapéc ZGIK =180°—-ZGDK =45°, ZEIK = ZGIK
(simetrijas péc) =45°, ZBIC =180°—-45°=135°,
ZIBC+ ZICB =180°—-135°=45°,
LABC + LACB =2(LIBC + ZICB) =2-45°=90°. (No talaka sekos, ka Sis
gadijums isteniba nav iesp&jams.

e Punkts G atrodas starp D un C (skat. A48.z2im.)

A
E
I
K
B
[/ ¥ C A48. zim.
D G

Ar tadu pasSu spriedumu ka iepriekséja gadijuma (vieniga atskiriba -
ZGIK = ZGDK = 45°) atkal iegistam, ka £ZBAC =90°.
e Punkts G sakrit ar D (skat. A49.zim.).

A
E
I
K
B [ C A49. Zim,
D

Simetrijas péc ZLIEC = ZIDC =90°, tapéc bisektrise BE ir ari augstums;
tapec BA = BC . Tatad A4ABC ir vienadmalu un ZBAC = 60°.
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LidzSingjie spriedumi parada, ka ZBAC nevar bt citas vértibas ka vien 90°

un 60°. Tomér, lai risingjums bdtu pilnigs, vél janoskaidro, vai Sis vértibas

tieSam ir iesp&jamas.

Tas, ka regulara AABC gadijuma uzdevuma nosacijumi izpildas, ir

acimredzams: D un E ir simetriski attieciba pret CI, tapéc
1

/BEK = Z/IEK = ZIDK = > -90° =45°.
Vienadsanu taisnlenka ABAC gadijuma ZIEC >90°. Tapéc, konstrugjot G

simetriski E attieciba pret CI, ari ZIGC >90°, un G atrodas starp D un C
(skat. A50.zim.).

A

Y C A50. Zim.
D G

Ta ka ZIBC+ ZICB = %(45O +45°): 45°, tad ZBIC =135° un ZEIC =45°.

Simetrijas péc LGIK = ZGIC =45°.

Ta ka LGDK =%-90° =45°, tad LGIK = ZGDK . Tapéc I, K,G, D atrodas uz

vienas rinka linijas. Tapéc JZIGK =/ZIDK =45°. Bet simetrijas péc
ZIEK = ZIGK . Tatad ZBEK = ZIEK = 45°, kas ari bija japierada.

IMO.5. Viegli parbaudit, ka der funkcija f(x)z x . Pieradisim, ka citu iesp&ju nav.
I Pieradisim ,ka f(1)=1.
Ja f(l):1+m, m=1; 2; ..., apskatisim trijstGri ar malu garumiem 1, f(y);
f+1+m-1)=f(y+m). Ta ka jabat f(y)-1<f(y+m)<f(y)+1,
iegistam f(y+m)= f(y). Tatad funkcija fir periodiska ar periodu m; tatad ta
ir ierobezota. Varam pienemt, ka visiem x pastav nevienadiba f(x)SB. Pie
x>2B iznak, ka x>B+BZf(y)+f(y+f(x)—1), tatad x; f(y);
f(y+ f(x)=1) nav trijstara malu garumi.
II Pieradisim, ka f(f(x))=x visiem x. Tie$dm, izvélamies uzdevuma a = x
un b=1. Tad eksisté trijstiris ar malu garumiem x; 1; f(f(x)). Ta ka jabat
x—1< f(f(x))< x+1, ieglstam f(f(x))=x, kas ar1 bija japierada.
III Pieradisim, ka visiem x pastav f(x)S x. Ja tas bids pieradits, tad
uzdevums bis atrisinats, jo tad saskana ar ieprieké&jo x = f(f(x))< f(x); no
nevienadibam f(x)<x un x < f(x) seko vajadzigais f(x)=x.
Pienemsim pretéjo: eksisté tads z, ka f(z)> z . ApzZimé&jam f(z):w+1. Tad
w2>z2>2 (saskana ar I).
Apzim&am M =max{f(1), f(2),..., f(w)}. Pieradisim vispirms: nav tada
pozitiva vesela skaitla ¢, ka

>t em,
w
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TieSam, ja tadi ¢ batu, tad izsacisim mazako no tiem ka f=w-r+s, kur r ir
vesels skaitlis, 1<s<w. No M izvéles ieglstam ¢ > w. Izvéloties a =z un
b=t—w, apskatam trijstari ar malu garumiem  z; f(t—w);

f((t—w)+f(z)—1)=f(t—w+w+1—l)=f(t). Ieglstam z+f(t—w):>f(t).
Tapec f(i-w)> f()-(z=1)> 2o m —(z=1)= 2L =)+ .
w w

Iznak, ka (*) ir sp€ka ari tad, ja ¢ vieta nem pozitivu veselu skaitli (t—w), un
ta ir pretruna ar ¢t minimalitati.
Tagad varam secinat, ka visiem ¢ ir spéka nevienadiba

-1
) flO)<Z—t+M.
w
-1
Saskana ar apzimé&jumiem = < 1. Tapéc eksisté tads vesels ¢, ka
w
2
-1 -1
z t+ < t.
w w
Divas reizes pielietojot (**), iegustam:

f(f(t))ﬁz—_l-f(t)+M£ Z_I(Z_lt+Mj+M<t,
w w

w

kas ir pretruna ar augstak pieradito identitati 7(f(x))=x.
Lidz ar to uzdevums ir atrisinats.

IMO.6. Ja sienazitis péc kartas veic I€cienus a;,a; ,....a mes sacisim, ka

ik 4
atbilstoSais sienaza marsruts ir (i;,i,,...,i; ).

Risinasim uzdevumu ar matematisko indukciju péc parametra n. Péc
uzdevuma formul&juma skaidrs, ka n>1 (jo teikts, ka kopa M satur n-—1
pozitivu skaitli). Indukcijas baze pie n =1 ir triviala (ja kopa M ir tuksa, ne no
kadiem skaitlu ass punktiem nav javairas). Pienemsim, ka uzdevuma
apgalvojums pareizs visam n vértibam, kas mazakas par ¢, un apskatisim

situaciju, kad n =t > 2. Varam uzskatit, ka a, <a, <...<a,. Apzimésim kopas

M minimalo elementu ar d. Skirosim divus gadijumus.
e d<a,

Ja a, ¢ M, tad saskapa ar induktivo hipotézi sienazis var nonakt no a,
lidz s ar I&cieniem a,,a,,...,a, ,, nenonakot punktos no M \{d}. Tapéc
musu mérkiem der sienaza marsruts, kas sakas ar a, un turpinas ta, ka

minéts kursiva izceltaja teksta.
Ja turpreti a, € M, apskatam n kopas {an}, {al,a1 +an}, {az,a2 +an},

o {aH, a,_ +an}. Sim kopam sava starpa nav kopé&ju elementu. Vismaz
vienai no tam nav kopé&ju elementu ar M; pienemsim, ka ta ir
{ai, a; +an}. Tad no punkta q; +a, ieskaitot lidz punktam s ieskaitot nav

vairak par n—3 kopas M elementiem, jo d <a; +a, un a, <a; +a,.
Tad sienazim der marsruts, kas sakas ar a; un a, un turpinas saskana ar

induktivo hipotézi no a; +a, Idz s.
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d=>a,

Apzimésim M'=M \ {d} Saskana ar induktivo hipotézi sienazis var nonakt
no a, Ilidz s, nenonakot M' punktos, pa kaut kadu marSrutu
X:(il,...,in_l). Ja Sis marsruts X neskar ari punktu d, tad misu mérkiem
der (n,il,iz,...,infl). Ja marsruts X skar punktu d, tad a, +a; +..+a; =d
kadam &, kas apmierina nevienadibu 0 <k <n—1. Sai gadijuma apskatam
marsrutu Y = (il,...,ikH,n,i,ﬁz,...,infl). Ta ka
a; +..+a; <a,+..+a; +a,=d, sienazis nenonaks kopas M punktos

pirmo k+1 l|écienu laika; savukart turpmako lécienu laika vins nonaks
tadas vietas, kuras nonaktu, izpildot marsrutu X (un visas $is vietas ir pa
labi no d). Tapéc marsruts Y der misu mérkim.
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AB. Atlases sacensibas olimpiadei ,Baltijas Cels 2008”

AB.A. Algebra
AB.A.1. Celot doto vienadibu kvadrata, iegistam:

I B ( 1 1 1 ]:9
(x-»° (y-2* (z-x° (x=y)(y- Z) (x=y)z~— x) (y-2)(z~ x) 4

1 1 1 9 1 1
—+ -+ s=—-2
(x=y) (-2 (z-x)° 4 \((x-y)- Z) (x—y)z- x) (- Z)(Z x)
1 1 1 9 z=-x)+(y—2)+(x—y)
2t d =2
(x=y) (-2 (z—-x)° 4 (x =)y —2)(z-x)
1 1 1 9
—+ ~+ -=—.
(x=»)7 (-2)° (z-x)° 4
AB.A.2. Uzdevuma vairakas reizes izmantosim KosT - Bunjakovska nevienadibu:
visiem redliem skaitliem a,, a,, ..., a,, b, b,, ..., b, ir spéka
(a12 +o.tal Xblz +...+bf)2 (a,b, +...+a,b,) .

R R A I
VX Hy+z (fx+y 4z Jxdy+z
(bl,bz,b3): (\/;,\/;,\/;) Tad no Kosi - Bunjakovska nevienadibas seko, ka

Izv€élamies (al;az;a3 ) = {

2
AN <
VX +y+z (fx+yi4z (fx+ypez

S(zx bt —2 zj(HyH) (*)

X +y+z x+y’+z x+y+z
Tapéc mums pietiek pieradit, ka (*) laba puse neparsniedz 3.
Vispirms pieradisim, ka x+ y+2z < 3. TieSam:
(ererz)2 :3(x2 er2 +22)—(x—y)2 —(x—z)2 —(y—z)2 S3(x2 er2 +22):9,
no ka seko vajadzigais.

X z
Tapéc atliek pieradit, ka — SRR S <1.
X +y+z yi+z+x zZi4x+y

No Kosi-Bunjakovska nevienadibas nenegativiem a, b, c seko (a, =a; b, =1;
a,=b, =b; a; =b; =+c): (a2 +b+cX1+b+c)2(a+b+c)2. Tapéc
: a < a(1+b+cz).
a’+b+c (a+b+c)
Tatad mums pietiek pieradit, ka
x(l+y+z)+y(l+x+z)+z(l+x+y)
(x+y+z)
Tas ir ekvivalenti ar x+y+z<x’+yp>+z>. Bet x*+)»*+z°=3, un
nevienadiba x + y+z <3 jau ir pieradita. Vajadzigais iegts.

<lI.

78



3 3
x +1>y +1

2
Esam ieguvusi pretrunu x>y >z > x.
Lidzigi pretruna tiek ieguta, ja apskatam gadijumu: x<y.
Esam ieguvusi, ka x =y . Tad arl y =z un tapéc x =y = z. leglstam

AB.A.3.Ja x>y, ,tad y= =z, tatad y > z. Lidzigi ieglst z > x.

vienadojumu x°> —2x+1=0 jeb (x—l)(x2 +x—1): 0, no kura iegilistam
—1F5

—2 .

AB.A.4. Visam dotajam funkcijam atvasinajums punkta x =1 ir nulle. Si Tpasiba

’

saglabajas, izpildot pielautas operacijas, jo (firg) =f'tg" un

atrisinajumus: x=y=z=1, x=y=z=

(f-g) =f-g'+f-g.Taka (3)c2 —Sx) =6x—5 punkta x=1 nav nulle, tad
prasitais nav sasniedzams.

AB.A.5. Atbilde: n€, neeksiste.
Risinajums. Pienemsim, ka tada funkcija eksisté. Apzimésim tas vértibu
apgabalu ar V un izvélamies patvaligu b= f(a) eV . Tad pie x =a ieglstam

f(a+f(y)):b+siny.
Ja y mainas intervala [—%;%}, b+siny mainas intervala [b—l;b+1]. Tatad

beV =[b-1;b+1]c V. No ta seko, ka V ir visu realo skaitlu kopa.

Nemot x =0, ieglistam f(f(y)):f(0)+siny.
Ta ki f(y) pienem visas realas vértibas, tad ari f(f(y)) pienem visas realas
vértibas. Iegdta pretruna, jo f(0)+siny pienem tikai vértibas no

[£(0)-1; £(0) +1].
AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Uzzimésim tik lielu kvadratu ar izmériem 2*x2*, ke N, lai visas
melnas ridtinas atrastos kvadrata iekSpusé un lai melnais laukums bGtu

1
mazaks par g no visa kvadrata laukuma. Sadalisim to 4 vienados kvadratos

(katrs ar izmériem 2" x2*') un nemsim to no Siem dletriem kvadratiem,
kura melno ritinu ir visvairak.
Melno ritinu dala Saja kvadrata nav mazaka ka sakotnéja un nav lielaka par

1 4
g-4zg. Lidzigi turpinam. Skaidrs, ka kadreiz nonaksim pie vajadziga

kvadrata.

AB.K.2. Padomasim, ka var ieglt (m+2)-ciparu skaitlus no (n-+1)-ciparu
skaitliem.

e Katram (n+1)-cipara skaitlim gala var pierakstit vismaz divus ciparus
(kurus - tas atkarigs no (m+1)-ciparu skaitla pédéja cipara). Tas dod
2x,,, iesp€jas.

e Tiem (n+1)-ciparu skaitliem, kas beidzas ar 2, gala var pierakstit ari treso
ciparu. Apskatisim, cik daudz ir Sadu skaitlu. Divnieks (n+1)-ciparu
skaitla gala ir pierakstits gala patvaligam rn-ciparu skaitlim. Ta ka n-
ciparu skaitlu, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, pavisam ir x,, tad ari
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(n+1)-ciparu skaitlu, kas beidzas ar 2, pavisam ir x,6. Tas dod x,
iespéjas.
No ta seko vajadzigais.

AB.K.3. Attélosim situaciju ar grafu: spélétaji — virsotnes, notikuSas spéles -

Skautnes. Pavisam iesp&jamas 3x10x10=300 Skautnes. No tam
300—-201=99 nav novilktas.
Pienemsim pretéjo tam, kas japierada. Tad katriem a, b, ¢ no dazadam
komandam eksisté vismaz viena nenovilkta Skautne. Sadu trijnieku ir
10x10x10=1000. Ta ka katra nenovilkta Skautne ietilpst 10 trijstiiros, tad
kopa 99 nenovilktas Skautnes ,apkalpo” <99-10=990<1000 trijstiru -
pretruna. Varam secinat, ka eksisté trijnieks, kur katri divi spélétaji ir jau
spéléjusi sava starpa.

AB.K.4. Apzim&am monétas ar m,, m,, ... , m,, un izdaram meérijumus
(m1 +m, +...+mn_1)+ m,, ., 1=0;1;2; .. ; n Tatad tiek veikti n+1 soli.
Apzimé&jam m, + m, +...+m, , =M , tatad katrs mérijums dod atbildi M +a
vai M +b. Ta ka tiek veikti n+1 mérijumi, bet ir tikai » monétas ar masu «a
un n monétas ar masu b, tad bilis sastopamas abas atbildes. Apzimé&sim
mazako no abam atbildém ar p un pienemsim, ka ta sastopama x, reizes, bet
lielako no abam atbildem - ar ¢ un pienemsim, ka ta sastopama x, reizes.
Tad M +a=p, M +b=q un starp monétam m,, m M, 5y e, M,y IF X,

n+l ! n

monétas ar masu @ un x, monétas ar masu b.
Varam secinat, ka starp monétam m,, m,, ... , m,_, ir n—Xx, ar masu a un
n—x, ar masu b. Tatad M =m, +m, +..+m, _, =(n—-x)a+(n-x,)b un
varam izveidot vienadojumu sistému:
{(n—xl)a+(n—x2)b+a =p b {(n+1—x1)a+(n—x2)b =p

(n—x)a+(mn-x,)b+b=¢q (n=x)D)a+n+1-x,)b=¢q
Atrodam sistémas determinantu:

(n+l1-x)n+l-x,)—(n—x)(n—x,) =
=(n+1) —=(n+D(x, +x,)+xx, —n" +n(x, +x,)—x,X, =
=2n+1)—(x,+x,)=2n+1)—(n+1)=n>0.

Ta ka determinants ir pozitivs, tad sistémai eksisté viens vienigs atrisinajums.
Tatad n+1 solos noteikti var noskaidrot @ un b vértibas.

AB.K.5. Apzimé&jam skaitlus attiecigi ar a«,,a,,...,a;; un b;,b,,...,b,;. Varam
pienemt, ka
a,+a,+..+a,;2b +b, +...+by5. (*)

Katram i=1,2,..,43 ar n, apzimésim mazako no tadiem skaitliem n, ka
Sm)=a,+a,+..+a,—(b,+b, +...+b,)>0; tads n, eksisté saskana ar (*).
Apzimé&jam S(n;)=S,.Taka a, <43, tad 0< S, <42. Javisi §, ir dazadi, tad
starp tiem ir ari 0; tad uzdevums jau atrisinats. Ja S, =S, , k </, tad

(a, +a, +...+ank)—(b1 +by,+...+b,) =

=(a, +a, +"'+a”z)_(b1 +b, +...+b)),
no kurienes b, ,, +b, , +...+b, = I kas ari bija japierada.

Otrs gadijums, kad a, +a, +...+a,; <b, +b, +...+ b,;, ir analogisks.
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AB.G. Geometrija

AB.G.1. Ta ka NA= NV, tad AANV - vienadsanu (skat. A51.zim.). Nemot véra
ari to, ka AV ir bisektrise, varam secinat, ka ZNVA = /ZNAV = ZVAC .

C AS1. zim.

Ta ka ZNVA un £LVAC ir iekSéjie Skérslenki un tie ir vienadi, tad NV”AC.
Tapéc varam izveidot proporciju: AN : NB=CV :VB.
AN'BV'CM_CV.BV.
NB VC MA VB VC
teorémas: nogriezni 4,4, BB, C,C (skat. A52.zim.) krustojas viena punkta

Tatad

1=1 un vajadzigais seko no Cevas

o . AC, BA, CB,
tad un tikai tad, ja . . =1.
C,B 4,C B/A
B
(O] Ay

AB.G.2. Apskatam homotétiju ar centru punkta M, kura o, > @, (skat.
A53.Zim.). Ta ka pieskare attélojas par pieskari, tad (taisne AB) — (taisne
CD) un
(taisne AD) — (taisne CB). Tapéc ari So taiSnu krustpunkti attélojas viens

par otru, t.i.,, A — C. Bet tad A, M un C ir uz vienas taisnes, kas ari bija
japierada.

Wi

AS3. zim.
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AB.G.3. Apskatam vektorus e, e,, €; (skat. A54.zim.). Varam izvéléties
mérogu ta, ka tie ir vienibas vektori. Tad €, un e,, €, un €5, eé; un ¢, veido
attiecigi lenkus 180°— 4, 180°—y, 180°—« .

A54. zZim.

Ta ka vektora skalarais kvadrats ir nenegativs lielums, tad (¢, + &, +&;)> > 0.
No 3ejienes seko, ka &, +&,” +&,” + 26,6, + 26,6, + 26,6, 20 jeb
I+1+1+2cos(180°—P)+2cos(180°—7)+2cos(180°—a)>0.

Veicot parveidojumus, iegistam, ka 3—2cosB—2cosy—2cosa>0, no ka
seko vajadzigais.

AB.G.4. No dota seko, ka punkti D, C, B un P atrodas uz vienas rinka Iinijas (skat.
A55.zim.), tatad ZPBC un ZPDC summa ir 180°. Varam secinat, ka
ZPBC =180°— ZPDC = ZADP .

Lidzigi ieglstam, ka LCAP =180°—- ZCMP = ZBMP .

Ta ka ABAC - taisnlenka, tad MA = MB ; tatad AD = MA = MB .

Varam secinat, ka APMB = APAD (Iml), tapéc atbilstosie augstumi ir vienadi.
Tatad P ir vienados attalumos no ZBCA malam, no ka seko vajadzigais.

B
M
P
A/ ]5\ o\ ASS5. zim.

AB.G.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka
taisnstdra laukums var bat 25 (skat. A56.zim.).

AS56. zZim.

Otrkart, pieradam, ka laukums nevar bt lielaks. Pienemsim, ka ,tukSajam”
taisnstdrim ir a kolonnas un b rindas. Sajas a kolonnas ir a melnas ritinas,
kas nav apskatamajas b rindas; tatad tas ir atlikusajas 10 —5b rindas. Varam
secinat, ka 10—b > a, citadi a melnas ritinas nevarétu izvietot ta, lai neviena
rinda nesaturétu vairakas melnas ritinas. Lidz ar to:

L=a-b<(10-b)-b=—(b>—-10b)=25—(b—5)* <25, kas ari bija japierada.
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AB.S. Skait|u teorija

AB.S.1. Sadalam {1;2;...;2008} grupas Gy, Gi, ..., G; atkariba no ta, kadu
atlikumu dod skaitli, dalot ar 8.

Pienemsim pretéjo tam, kas japierada. Tad no dotajiem 756 skaitliem ne
vairak ka viens ir grupa Gy un ne vairak ka viens ir grupa G,4. Tapéc grupas
G, Gy, Gs, Gs, Gg, G; kopa ir vismaz 756—2 =754 dotie skaitli. Ta ka
754 =3-251+1, tad vai nu G; un Gy, vai G, un Gg, vai Gz un Gs kopa satur
vismaz 252 dotos skaitjus.

Ta ka katra grupa G; ir tiesi 251 skaitlis, tad attiecigaja pari abas grupas satur
vismaz pa vienam dotajam skaitlim. Bet tad abu So skaitju summa dalas ar 8,
kas ir pretruna ar pienémumu. Tas ar1 bija japierada.

AB.S.2. Né. Katras Sadas progresijas elementi dalas tikai ar tiem pirmskaitliem,
ar ko dalas tas pirmais loceklis vai kvocients (kvocientam jabut naturalam
skaitlim; pret€ja gadijuma, sakot no kadas vietas, progresijas locekli nebus
naturali).

Ta ka pirmskaitju ir bezgaligi daudz, tad Sadas progresijas galiga skaita nevar
tos visus saturét.

AB.S.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, izsakam doto skaitli ka

S = 2182(1+2-21917 +22(”791)). Redzam, ka S ir pilns kvadrats, ja n—91=1917,

t.i., ja n=2008, jotad S=2"(1+2"") = (291(1 + 21917))2.

Otrkart, pieradam, ka n nevar bt lielaks ka 2008. Lai S bitu pilns kvadrats, arl
izteiksmei M =1+2-2""7 + 220D j5pit pilnam kvadratam.

Pienemam pretéjo, ka eksisté tads »n>2008, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus. Tada gadijuma n—91>1917 un secinam:

(2n—91)2 — 22(n—91) <M < 1+2_2n—91 +22(n—91) — (1+2n—91)2 )
Tatad M atrodas starp divu viens otram sekojoSu naturalu skaitlu kvadratiem
un tapéc nevar bat naturala skaitla kvadrats - pretruna ar pienémumu.

AB.S.4. No dota seko, ka 3m? +3m+1=n?. Veicam identiskus parveidojumus:
12m* +12m+4 = 4n’
12m* +12m+3=4n* -1
3(4m* +4m+1)=4n* -1
32m+ 1)2 =2n+1)(2n-1) (*)

Ta ka LKD(2nt1, 2n-1) = LKD(2n+1, (2n+1) - (2n-1)) = LKD(2n+1, 2) = 1, tad
no (*) seko: viens no skaitliem 2n+1 un 2n—1 ir vesela skaitla kvadrats, bet
otrs ir (varbit cita) vesela skaitla kvadrats, kas reizinats ar 3.

Ta ka viens no (m+1)3 un m’ ir para, otrs — nepara skaitlis, tad no uzdevuma

dota tiedi seko, ka n” ir para un nepara skait|lu starpiba. Varam secinat, ka n’
ir nepara skaitlis, tapéc ari n - nepara. Lidz ar to varam apzimét: n=2k+1,
kur k - naturals skaitlis.

Apskatam 2n+1=4k+3. Ta ki (2a)° =4a’un (2a+17 =4(a® +a)+1, tad
vesela skaitla kvadrats dod atlikumu 0 vai 1, dalot ar 4. Tatad 2n+1=4k+3
nav kvadrats. Tada gadijuma 2n —1 ir kvadrats.

Ta ka 2n—1 - nepara, tad varam apzimét: 2n—1= (2t+1)2, t € Z . No Sejienes

seko n=2t> +2t+1=1¢> +(t+1)2, kas ari bija japierada.

83



AB.S.5. Meklésim risinajumus formad y=k-x, kur k€ N,k > 2. Tad ieglstam:
x2+y B x? + i3y B kx+1 B Kx+k° B k> -1 i k> -1

yiaxd x4 ki +x K2 +x  k*+x k* +x

Ja izvélamies x =k’ —k? —1, dalijums iznak vesels skaitlis k> —1. Tatad der,
pieméram, risingjumi x=k> —k> -1, y=k-x=k° -k’ -k, ke N, k>2.
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BW. Matematikas komandu olimpiade ,,Baltijas CelS 2008”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Apskatisim skaitlu virkni a,, n=0; 1; 2; ... , kuru definé ar
nosacijumiem a, =0; a,,, =(a, +1)° pie n>0. Tatad virknes pirmie locekli ir
a,=0; a,=1; a,=8; a; =729 utt.

Ja més pieradisim, ka visiem n=0; 1;2; ... pastav vienadiba p(a,)=a,, tad

polinomam p(x)—x bis bezgaligi daudz saknu a,,a,, a,,.... Tapéc p(x)—x
bis nulles polinoms, tatad visiem realiem x ir spéka p(x)=x.
Vienadibu p(a,) = a, pieradisim ar matematisko indukciju. Baze pie n=0 ir

dota. Ja p(a,)=a,, tad p(ak+1): p((ak "'1)3): (p(ak)+1)3 = (ak "'1)3 =dy
kas ari bija japierada.
BW.A.2. Apzimésim 2+b+c¢’=u, 2+c+a’°=v, 2+4+a+b’=w. Ta ka

b

a c| S\/g, tad u, v, w>0. No KosT - Bunjakovska nevienadibas seko, ka

5

2
b c a® b*
a+bte) =|“2u+—= Ay ——. Wj <J—+—+—|w+v+w) (
et o ol o o] <[ ST bl 0
Ievérosim, ka u+v+w:6+(a+b+c)+(a2+b2+cz)=9+(a+b+c), tapéc
2 2 2 2
a”~ b ¢ a+b+c
laxbref )

no (1) seko: —+—+—2 .
u v w (a+b+c)+9

2

Ievérosim, ka
(a+b+c) = 3(a2 +b? +c2)—(a—b)2 —(a—-c) -(b-c) < 3(a2 +b? +c2) 3)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja a=b=c.Taka a’ +b’> +c¢* =3,
tad no (3) seko (a+b+c)2 <9, tatad —3<a+b+c<3. No Sejienes un no (2)
seko vajadziga nevienadiba.
Lai pastavétu vienadiba, vajadzigs, lai a+b+c =3, tatad nevienadiba (3)
nepiecieSams a=b=c=1. TieSa parbaude pardada, ka pie a=b=c=1
vienadiba tieSam pastav.
BW.A.3. . Atbilde: n€g, neeksiste.
Risinajums. Pienemsim no pretéja, ka tas ir iespéjams. Varam uzskatit, ka
Vs Vs Vs Vs
O<a< Z (ja Z <a< E' apskatam « vieta lenki y = 5—0{; tad aritmétisko
progresiju veido siny, cosy, tgy, ctgy kaut kada kartiba). No nevienadibam
) . T V4 .
sin < sz = cosz <cosa<l<ctgaa un sina<tga <1<ctga seko, ka

sina ir progresijas mazakais, bet ctga - tas lielakais loceklis. Bez tam més

redzam, ka progresija nav konstanta. Apskatisim abas iespé&jas atseviski.
e Ja progresija augoSa seclba ir sina<tga<cosa<ctga, tad

1ga +ct
cosa :w > Jtga -ctga =1 - pretruna.

e Ja progresija augoSa seciba ir sina<cosa<tga<ctga, tad
sina +ctga = cosa +tga , ko pakapeniski parveido par
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sin® a+cosa  cos® o +sina

sin o cosa

sin o.cos oL+ cos” o = sina.cos” a +sin’ o
sinacosa(sina —cosa) = (sina —cos)(sina + cos ) .

) s
Ja sina—cosa =0, tad :Z. Parbaude rada, ka tas neder. Tatad, lai

vienadiba izpilditos, jablt spéka vienadibai: sina-cosa =sina +cosa .
Ta ka o - Saurs lenkis, tad sino.coso < sina < sino. +coso. - pretruna.
BW.A.4. Apskatam polinomu P(x)—5; ta koeficienti ir veseli skaitli. Ja P(x)=35

pie piecam dazadam veselam x  vértibam = x;;X,;Xx;;x,;x;, tad
P(x)=5=(x—x)(x—x,)(x—x;)(x —x,)(x—x5)-O(x) ,kur O(x) - polinoms ar
veseliem koeficientiem. Pienemsim, ka eksisté tads vesels x,, ka
—6<P(x,)<4 vai 6<P(x,)<16. Tad 1<|P(x,)-5[<11, un
|P(x0)—5|:|x0—x1|-|x0—x2|-|x0—x3|-|x0—x4|-|x0—x5|-|Q(xO)|. Ta ka x,—x,,
Xo—Xy,, Xy—X3, X,—X,, X,—Xs; ir dazadi veseli skaitli, tad
|)c0—)c1 -|x0—x2|-|x0—x3|-|x0—x4|-|x0—x5|Z|—1|-|1|-|—2|-|2|-|i3|:12. Ta ka
|0(x)| =1 (O(x,) %0, jo P(x,)—5#0), iegita pretruna, jo 1-12>11.

BW.A.5. Atbilde: ja.
Risinajums. Ievérosim, ka tetraedra katram divam skaldném ir tiesSi viena
kopiga Skautne un katram trim skaldném ir kopiga virsotne. Sanumurésim
Romeo un Dzuljetas tetraedros virsotnes ar skaitliem 1;2;3;4 ta, lai skaldnés
123, 124, 134 ierakstitie skaitli atbilstosi sakristu; tad sakrit ari skaldnés 234
ierakstitie skaitli. Apzimésim virsotnés i Romeo un Dzuljetas ierakstitos

skaitjus atbilstoSi ar 7, un d, (i=1;2;3;4); tad ieglstam vienadibas

rry +rr, +rnr =d,d, +d,d, +dd, 1)
nr+nr,+nr,=dd, +d,d, +d,d, (2)
nr,+nr,+nr,=dd, +dd,+d,d, 3)
nr,+nrn+rr,=dd,+dd,+d,d, (4)

Ja Romeo skaitli visas vienas skaldnes virsotnés ir lielaki/mazaki par
atbilstoSajiem Dzuljetas skaitliem, uzreiz iegdstam pretrunu ar doto.
Pienemsim, ka Romeo skaitli divas virsotnés ir lielaki par atbilstosajiem
DZuljetas skaitliem; varam uzskatit, ka 7, >d, un r, >d,, r, <d, un r, <d,.
Tad nr, —nr, >dd, —dd, (5)

Ta ir pretruna ar vienadibu (1) + (2) - (3) - (4). Tatad augstakais viens Romeo
skaitlis ir lielaks par atbilstoSo DZuljetas skaitli. Lidzigi pierada, ka augstakais
viens Romeo skaitlis ir mazaks par atbilstoSo DZuljetas skaitli. Tatad eksisté
divas atbilstoSas Skautnes (viena - Romeo, viena - DzZuljetai), kam
atbilstoSajos galos ierakstiti vienadi skaitji. Apskatot abos tetraedros skaldnes,
kas satur So Skautni, ieglstam ari paréjas virsotnés ierakstito skaitlu
vienadibas.

Komentars. Risinajuma pirma dala, kura tika pamatots, ka atbilstosas
vienadas summas veidojas no viena un tai pasa veida atbilstoSajas virsotnés
ierakstitajiem skaitliem, ir |loti bdtiska. Ta bdtiski izmanto tetraedra
geometrisko uzbivi.
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BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Ja 169e A, viss kartibd, jo 169=13. Pienemsim, ka 169¢ A .
Apskatisim 168:2=84 kopas {x; 169—x}, x=1;2;..;84. Saskana ar
uzdevuma nosacijumiem neviena no tam nesatur divus A elementus; tapéc
katra satur tiesi vienu 4 elementu. Ta ka viena no Sim kopam ir {25;144}, kur
25=5% un 144 =127, tad vajadzigais pieradits.

BW.K.2. . Atbilde: ja.

Risindjums. Sadalisim bérnus 3 grupas pa n bérniem katra: {Al,Az,...,An},
{B,,B,,....B,}, {C,,C,,....,C,}.

Talak misu mérkis bls nodibinat vairakus klubus ta, lai vienlaicigi izpilditos
sadas 1pasibas:

e katra kluba ir tiesi 3 bérni,

e katri divi bérni kopa ir tiesi viena kluba.

Ja to izdosies izdarit, tad davanas varés pasniegt sekojosi: katri divi bérni, kas

ir viena kluba, pasniedz kopigu davanu tresajam Si kluba loceklim.
Dibinasim sekojosus klubus:

. {Al.,Bl.,Cl.}, i=1;2;3;..n.

e visus iesp&jamos klubus {Ai,Aj,Bk}, {B,.,Bj,Ck} un {Ci,Cj,Ak}, kur
1<i<j<n,1<k<nuni+j=2k (modn).

Ta ka n - nepara skaitlis, tad katriem i un j eksisté tieSi viens vajadzigais k.

Tapéc pie 1<i< j<n bérni 4, un Aj (dzigi B; un Bj, C; un Cj) ir kopa

tiesi viena kluba.

Nevar iznakt i =k vai j=k, jo tdada gadijuma no i+ j=2i (modn) resp.

i+j=2j (modn) sekotu i=j (modn) - pretruna. Tapéc A4, un B; (lidzigi

A; un C;, B, un C,) ir kopa tikai kluba {4,,B,,C,}.

Ja i#k, tad bérni A4, un B, ir viena kluba ar vienigo Aj, kam

1
i+j=2k (modn) wun 1<;<mn; turklat j#i, jo citadi bdtu
2i =2k (modn)=i=k (modn) - pretruna.
Lidzigi parbauda ari citus bérnu parus.
BW.K.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka sSada
situacija iesp&jama, ja ir 56 dalibvalstis. Ja par vienu uzdevumu nebalso
8-7-6
neviena valsts, tad no pargjiem 8 uzdevumiem var izveidot C; :T3:56
kopas pa 3 uzdevumiem katra. Ja katra valsts izvélas citu kopu, ,resursu”
pietiek 56 valstim.
Otrkart, pieradisim, ka vairak par 56 valstim nevar bat. Ar P (no varda
Lpopulars”) apzimésim to uzdevumu trijnieku kopu, kurus kadas valstis
izvélgjusas, ar N (no varda ,nepopulars”) - to uzdevumu trijnieku kopu,
kurus neviena valsts nav izvéléjusies; jebkuras kopas S elementu skaitu
9.8.-7
=C, =———=284. Izvélamies xe P
1-2-3
(x tatad ir uzdevumu trijnieks, kuru kada valsts izvél&jusies). No Sis valsts
neizveletajiem 6 uzdevumiem var izveidot C63 =20 trijniekus; Sos trijniekus

apzimé&jam ar |S| Skaidrs, ka |P|+|N

var sadalit 10 paros ta, ka katra pari abi trijnieki kopa satur 6 dazadus
uzdevumus. Vismaz viens trijnieks no katra para pieder P (pretéja gadijuma
abi Sie trijnieka pari un x kopa satur visus 9 uzdevumus - pretruna ar treso
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nosacijumu). Tatad katram trijniekam x € P ir vismaz 10 $adi ,antitrijnieki”
no N . levérosim, ka katrs trijnieks y € N ir ,antitrijnieks” ne vairak ka 20

trijniekiem no P, jo ir tikai 20 trijnieki,
Ieglistam 10-|P|_

kam nav kopigu uzdevumu ar y.

” "

, ho kurienes

" 14

seko [Pl <[N].
Tapec [P= [P+ [P< 3[P+ SN =2 (Pl+|V)= 384 =56, kas ari bia

japierada.

BW.K.4. Atbilde: ja.

No diviem bIokiem var izveidot figDru kas skaté no augéas

v — .=

Risinajums.

attiecigaja vertlkale perpendikulari lapai pa vienam kubu;\am ir ar| vienu Ilmenl
virs apaksgja).

BW.K.5. Uzdevuma atrisinajumam

X| X
XX
XX
AS57. zim. A.58. zim.

Divas A57.Zim. redzamas figiras veido A58.zim. redzamo figlru, bet divas
A58.zim. redzamas figlras (viena no tam ,apgriezta uz mutes” un pagriezta
par 90° ap asi, kas perpendikulara lapai) veido taisnstlira paralélskaldni ar

izmériem 4x4x 2. Divi $adi paralélskaldni veido vajadzigo kubu.
ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka
uzdevuma nosacijumi izpildas, ja n =77 . Aizpildot talakus ,gredzenus” lidzigi,

ka redzams A59.zim., domino kaulinu daudzums bis
6+18+30+...+150 = 156-13 =1014; to kopé&jais laukums ir 1014-2 =2028.
2028 — 2008

Nonemot =10 kaulinus, ieglstam vajadzigo.
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Otrkart, paradisim, ka kvadrata 76x76 nosegt laukumu 2008 neizdosies.
Pienemsim pretéjo, ka tas izdosies. Par domino kaulina apkartni sauksim pasu

1
kaulinu Idz ar joslu platuma 5 ap to (skat. A60.zim.). Apkartnes laukums ir

2x3=6. Dazadu domino kaulinu apkartnes var tikai saskarties, nevis
parsegties; tapéc to kopé&jais laukums ir 6-1004 = 6024 . Bet visas apkartnes
izvietojas kvadratd ar laukumu 77x77=5929 <6024 - pretruna (skat.
A61.Z2im.)

~J
(o)

A60. zim. A61. zim.

BW.G. Geometrija
BW.G.1. Skirojam divus gadijumus:

BD|XY. Tad ABCD ir paralelograms ar perpendikularam diagonalém,

tatad rombs. Tad apskatamie 4 punkti ir vienadsanu trapeces virsotnes un
apgalvojums ir acimredzams (skat. A62.zim.)

A62. zim.
BD un XY krustojas punkta M . Tad @:%, jo BC”DY, un lidzigi
MD MY
@:%; tatad Mc _ Mx un MC? =MX-MY . No teorémas par
MD MC MY MC

sekanti un pieskari MC* = MP-MQ (MC ir pieskare, jo perpendikulara
diametram ta galapunkta). Tatad MX -MY = MP-MQ . Ka zinams, no ta
seko, ka X;Y; P; Q ir uz vienas rinka linijas.
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BW.G.2. Ta ka apskatama izteiksme ir simetriska attieciba pret a;b;c;d , varam
pienemt, ka AB=a, BC=b, CD=c, DA=d . No Ptolomeja teorémas seko,
ka ac+bd = AC-BD . Tatad apskatama izteiksme ir

[(ab +cd)- AC]-[(ad + bc) - BD]. Atceroties trijstira laukuma formulu L :%,

redzam, ka masu izteiksme ir L2(ABCD)-16R2. Tatad ta pienem maksimalo
vertibu, ja L(ABCD) ir maksimalais. Labi zinams, ka no rinki ievilktiem
Cetrstliriem vislieldkais laukums ir kvadratam. No ta seko vajadzigais.

BW.G.3. IevieSam koordinatu sistému, ka paradits A63.zim.
A

y y X (1;2p)
P
@ Oh Rk X
B(-1,0) B A(1,0)
0 “eY(1;-29)
A63. zZim.

Tad tga=p un tgf=q. Tapéc LROP =2/RBP=2a, ZROQ=2p, tatad
ZPOQ =2a+2p. Ta ka APOQ ir vienadsanu, tad

ZOPQ = ZOQP =90° — (a + f) . Tapéc
ZORP =180°-2a -90°+(a+ ) =90°—a + .

OR _ OP

sin ZOPR  sin ZORP'

_sinZOPR sin(90°—a—ﬂ) _cos(a+pB) l-tgatgB 1-pqg 4-c
sin ZORP sin(90°—a+,6’) cos(a— ) l+tgatgf l+pg 4+c

Tatad visas taisnes PQ krusto Ox asi viena un tai pasa punkta, kas ari bija
japierada.

BW.G.4. Katrai hordai apskatisim mazako tas savilkto loku (sauksim to par isto
loku; ja horda ir diametrs, nemam vienalga kuru no 180° lielajiem lokiem).
Katram istajam lokam apskatam ari tam simetrisko attieciba pret rinka centru.

Ta ka loks ir garaks par hordu, kuru ta savelk, tad visu isto un visu tiem
simetrisko loku garumu summa ir lieldka par 19-2=38>(x-1)-12. Rinka

No sinusu teorémas trijstliri OPR ieglistam tapéc

linijas garums ir 7 -1. Tapéc eksisté punkts, kas parklats vairak neka 12
reizes. Isto un simetrisko loku konfiguracijas ir vienadas; tapéc eksisté

12
punkts, kuru parklaj vairak neka ?:6, t.i., vismaz 7 isti loki. Varam

apskatit diametru, kas iet caur So punktu.
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BW.G.5. Pienemsim, ka O un [ ir attiecigi AABC un ANBM iecentri;
apzimé&jam lenkus ka A64.zim.

A C A64. zZim.

o

Ja apzimé&jam Z:—zk, iegistam cs+op=a+f, y+0=2a+2p, y=k-¢,
& @

O0=k-¢. No Sejienes viegli seko k=2. Tapéc ANIM =ANOM , tapéc

10 1 NM . Trijstiri NBM virsotnes B bisektrise sakrit ar augstumu; tapéc

BN = BM . Atceroties, ka trijstlra bisektrise dala pretéjo malu, ieglstam
N = AB-BC BM - BC-AB

= un ; no BN =BM seko BC = AB, kas ar
AC + BC AB+ AC
bija japierada.
BW.S. Skaitlu teorija

BW.S.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka kopa
{n; 2n}, kur n - patvaligs naturals skaitlis, atbilst uzdevuma prasibam.

Tie$am, kopa {n; 2n} 2n>n, un =ne{m2n}.
-n
Otrkart, pieradisim, ka citu kopu ar So TpasSibu nav. Piepemsim, ka X ir
mekléjama kopa un a- tas mazakais elements. Tad jebkuram citam
2

elementam b ir spéka >a, no kurienes seko 2a*>ab un 2a>bh.

b-a
Tapéc visi X elementi pieder intervalam [a; 2a]. Tatad, ja viens elements
dalas ar otru, tad dalljums neparsniedz 2.
Pienemsim, ka X divi lielakie elementi ir c¢<d. Ta ka d<2c, tad

c? c? o _ c? ol o
> =c¢. Tapéc vai nu =d, vai =c¢. No pirma
d—c 2c-c d—c d—-c
. o d 1 5 . _ -
nosacijuma iegdstam —:EiT, kas nav iesp&jams. No otra nosacijuma
c

d
seko c=5. Atceroties sakuma pieradito, ieglistam, ka kopa X nav mazaku

elementu par ¢, tatad X= {c; d}. Uzdevums atrisinats.
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BW.S.2. Apzimésim m=dx un n=dy, kur d=LKD(m,n). Vienadojums

parveidojas par
3dxy =2008(x + y),

kur LKD(x,y)=1. Tapéc LKD(x,x+y)=LKD(y,x+y)=1; tapéc x un y
abi ir skaitla 2008 dalitaji. Ievérojam, ka 2008 =8-251 un 251 ir pirmskaitlis.
No Sejienes viegli ieglstam atrisinajumus (1;2), (1;8), (1;251), (1;1004),
(4;251).

BW.S.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka kopas
A maksimalad elementa mazaka iespéjama veértiba var bat 1040. Ja

A= {1001; 1008;1012;1035; 1040}, tad Iidz ar faktiem 1001=7-11-13,
1008 =7-2*-3%, 1012=2%-11-23, 1035=5-3%-23, 1040 =2*-5-13 secinam,
ka vértiba 1040 der.

Otrkart, pieradisim, ka maksimalais 4 elements nevar bit mazaks par 1040.

Ta ka 1001=13-77 wun 77 nedalas ar 1V3, tad A4 jasatur skaitla 13

daudzkartnis, kas ir lieldaks par 1001 =13-77. Skirosim tris iespé&jas:

e 13.-78e€ A. Taka 78=13-6, tad A4 jasatur vél lielaku 13 daudzkartni.

e 13-79e€¢ 4. Ta ka 79 ir pirmskaitlis, tad A jasatur vél kadu 79
daudzkartni. Ta ka 12-79 <1001 un 14-79 >1040, tad A satur elementu,
kas ir lielaks par 1040.

e 13-neAd, n>80.Taka 13-80=1040, vajadzigais pieradits.

BW.S.4. levérojam, ka 1008 =2*-.3%.7. Vispirms pieradisim, ka ne a, ne b

nedalas ne ar 2, ne ar 3, ne ar 7.

Ta ka a’ —b* ir para skaitlis, tad @ un b vai nu abi ir para, vai abi - nepara.

Pienemsim no pretéja, ka a un b ir 2x un 2y, x>y>1, x,ye N. Tad

(2x)* —(2y)* =£1008, tapéc 1008 dalas ar 2°’. Tapéc y<2.

Ja bltu y =2, més iegitu

(x> +4 x> =4 )=263.

Tomér viegli parbaudit, ka 63 nedalas ar x> +4"" pie x=1;2;3, un pie x>4

63 < x> +4"".

Ja bdatu y =1, més iegatu

(r+2 fr—27")=+252.

Arl tas nav iesp&jams (pietiek parbaudit x <9). Iegita pretruna.

Ta kd a” —b“ dalas ar 3, tad a un b abi reizé vai nu dalas, vai nedalas ar 3.

Pienemsim no preté&ja, ka a un b abi dalas ar 3. Tad a” un b“ abi dalas ar

3’ =27, tapéc ari 1008 dalas ar 27. Bet ta nav, tapéc iegita pretruna.

Lidzigi pierada, ka ne a, ne b nedalas ar 7.

No pieradita seko, ka LKD(a,1008) = LKD(b,1008) =1.

Turpmak ar ¢(n) apzimésim to naturalo skaitlu daudzumu intervala [1; n], kas

ir savstarpé&ji pirmskaitli ar n. Pieméram, ¢(1)=1; ¢(2)=1; p(4)=2;

p(11)=10.

Eilera teoréma. Ja LKD(x,n) =1, tad x**” =1(modn).

Elementaru Eilera teorémas pieradijumu var atrast daudzas skait|u teorijas

macibu gramatas.

Turpmak més batiski izmantosim $adu lemmu:

Ja 1008 dalas ar n, LKD(a, p(n)) =1 un LKD(b, ¢p(n)) =1, ka ari

a=bmode(n),tad a=bmodn.

92



No LKD(a,1008)= LKD(b,1008) =1 un 1008:n seko, ka
LKD(a,n) = LKD(b,n) =1. Tapéc a’" =b?" =1 (mod n).
Varam pienemt, ka a=b+t-p(n), t=0;1;2;.... Tad
0=1008=a" —b* =a’ —b""*" =a" —b* - (b*" ) =a" —b" 1" =" —b" (modn)
tatad a’ =b" (modn) (*)
Ta k& LKD(b,p(n))=1, tad eksisté tads naturals ¢, ka b-c=1(mode(n)).
Tapéc no (*) seko:
a™ =b" (modn)
av~(p(n)+l Ebv~(p(n)+1 (mOdn)

(@®) -a=(*") b (modn)
1"-a=1"-b (modn)

a=b (modn),
kas ari bija japierada.
Parejam pie nosléguma posma. Ta ka @(4)=2, @(8)=4 un ¢(16)=8, tad no
a=b=1(mod2) pakapeniski ieglistam a=b(mod4), a=b(modf),
a=b(mod16). Ta k& a un b ir nepara skaitli un ¢@(3)=2, ieglstam
a=b(mod3). Ta ka @9)=6 un a un b ir savstarpé&ji pirmskaitli ar 6,
turklat kongruenti ar 1 péc modula 6 (viegla visu iesp&jamo atlikumu
parbaude), tad a=b(mod9). Ta ka ¢@(7)=6, hdzigi konstatéjam, ka
a=b(mod?7).
Ta ka 16; 9; 7 ir pa pariem savstarpé&ji pirmskaitli, tad no izceltaja
kongruencém seko a=b(mod16-9-7) jeb a=b(modl1008), kas ari bija
japierada.

BW.S.5. No skolas algoritma naturalu skaitlu reizinasanai acimredzami seko, ka

naturaliem skaitliem a un b ir spéka: S(a-b) < S(a)-S(b).
Tapéc S(n)=S(n-10000) = S(16n-625) < S(16n)-13, no kurienes ieglstam, ka

S 15

S(16n)

S(n)

6n)

Pie n = 625 pastav vienadiba. Tatad lielaka iesp&jama vértiba ir 13.
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Uzdevumu sadalijums pa téemam

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra,
geometrija, skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no Sim grupam sadalita vél sikakas apaksgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam
metodém. Ta ka izstradne paredzéta 9. - 12. klasu skoléniem, tad metodes izvéle
atkariga no skoléna vecuma un taja bridi vinam pieejamam zinasanam.

Algebra

Funkcijas, virknes: V.11.1., A.9.1., A.10.1., A.12.1,, VP.3.1., IMO.3., AB.A4.,
BW.A.1.

Nevienadibas, nevienadibu sistemas: S.9.1., S.11.1., R.11.3,, R.12.1.,
A.10.4., A.11.5., A.12.3,, VP.1.2,, VP.2.1., VP.3.1., AB.A.2., BW.A.2.
Funkcionalvienadojumi: IMO.5., AB.A.5., BW.A.1., BW.A.1.

Vienadojumi, vienadojumu sistemas: S.10.1., S.12.1., R.9.4., R.10.4.,
R.12.3.,V.11.5.,V.12.5., AB.A.3., AB.K.4., BW.A.4., BW.A.5.

Parveidojumi: V.9.1., V.10.4., A.9.2., AB.A.1.

Matematiska indukcija: VP.1.2., VP.3.1., BW.A.1.

Geometrija

Ar rinka liniju saistiti lepki: S.11.2., S.12.2., V.10.5., V.11.5., V.12.3.,
A.10.3., VP.1.4., VP.2.2., IMO.2., IMO.4., AB.G.4.

Ar rinka liniju saistitas linijas: R.11.4., R.12.4., VP.3.2., IMO.2., BW.G.1.,
BW.G.4.

Vienadi trijsturi: V.9.4., V.12.3., AB.G.4., BW.G.5.

Sakaribas trijsturos: S.9.2., S.10.2., S.11.2., V.9.4,, A.11.4., AB.G.1.,
BW.G.3., BW.G.5.

Laukumi: R.9.1., R.10.2., AB.K.1., AB.G.5., BW.G.2.

Metriskas sakaribas: R.9.3.

Lidziba: A.12.4., IMO.2.

Koordinatu metode: BW.G.3.

Nevienadibas: S.10.2., AB.G.3.

Figuru sistémas, piemeéri: S.12.4., V.10.1.

Invariantu metode: S.10.5.

Ekstremalie elementi:

Vektori: VP.1.5., AB.G.3.

Parveidojumi: VP.3.2., IMO.4., AB.G.2.

Skaitl|u teorija

Atlikumi, kongruences: V.10.2., V.12.2., IMO.1., AB.S.1.
Pirmskaitli, sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: S.11.
A.10.2., A.12.3., AB.S.2.

Dalamibas ipasibas un pazimes: S.9.3., S.10.3., S.12.3., R.10.1., R.10.3,,
R.12.3.,Vv.9.2.,,V.10.2., V.11.2., A.11.3., VP.1.1., AB.S.2., AB.S.5., BW.S.3.
Vienadojumi veselos skaitlos: S.12.3., R.9.2.,, R.11.2., VP.3.3., AB.S.3.,
AB.S.4., BW.S.1., BW.S.2.

Skaitla pieraksts:5.9.3., S.12.3,, R.9.2., V.12.2., A.11.3., BW.S.5.

, BW.K.2., BW.S.4.
3.,5.12.3., A.9.4.,
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Kombinatorika

Dirihle princips: R.9.5., AB.K.3., BW.K.1.

Invariantu metode:

Kombinatorikas struktiuras: S.11.5., S.12.5., R.9.5,, R.10.5., A.11.2., VP.1.3,,
VP.2.3., AB.K.1., BW.K.2., BW.K.3.. BW.K.5.

Skaitisana: R.12.5., AB.K.2.

Gadijumu parlase: S.9.5., R.11.5.

Matematiska indukcija: vV.12.4., IMO.6.

Algoritmika

Algoritma izstrade: S.9.4., S.12.4,, V.9.3., A.9.3., A9.5.,, A.10.5., AB.K.4,,
AB.K.5., BW.K.4.

Algoritma analize: 5.10.4., S.11.4,, V.9.3,, V.9.5,, V.10.3., V.11.4,, V.12.1,,
A.9.3., A.9.5.,, A.12.5,, AB.K.4.
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Literatura

Vairaki Latvijas olimpiazu uzdevumi aizgati no citiem avotiem:

Ukrainas matematikas olimpiade: S.9.1., AB.G.5.

Krievijas matematikas olimpiade: S.11.4., R.12.5.

Slovénijas matematikas olimpiade: S.12.1., R.12.2., V.12.2., VP.3.1., VP.3.3.
Bulgarijas matematikas olimpiade: V.9.1.

Rumanijas matematikas olimpiade: V.10.2., A.11.3.

Mongolijas matematikas olimpiade: A.11.4., VP.2.1., VP.2.3.

Iranas matematikas olimpiade: VP.1.5.

Lielbritanijas matematikas olimpiade: AB.S.1., AB.S.5.

M. Opmanis: A.11.2.
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Serija ,,Laima” matematika

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo,
bet dvéselé lielo islandieSu tautu.

KopsS ta laika midsu tautu solidaritate izpaudusies daudzéjada zina. Viena no
tas izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas
projekts), kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pilinus matematikas
olimpiazu un matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju
par svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitdjs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais

ieguldijums.
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