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Ievads 
 

Matemātikas olimpiāžu pirmsākumi meklējami 1894. gadā Ungārijā, kur 
oktobrī tika rīkotas sacensības pagājušā gada ăimnāziju absolventiem. Šajās 
sacensībās varēja lietot jebkuru literatūru, līdz ar to tās bija savādākas nekā 
olimpiādes, kuras norisinās pašlaik. Matemātikas olimpiādes mūsdienu izpratnē 
aizsākās 1934. gadā toreizējā Padomju Savienībā, ěeĦingradā. Olimpiāžu sistēma 
pakāpeniski auga, un patlaban tā aptver lielāko pasaules daĜu. 

Sākotnēji olimpiāžu uzdevumi bija līdzīgi skolā apskatītajiem uzdevumiem, 
taču ar augstāku grūtības pakāpi. Mainoties mācību programmām Latvijā, 
matemātikas olimpiāžu uzdevumi tomēr saglabāja olimpiāžu standartu, līdz ar to 
tie ir atšėirīgi no skolā apgūtajiem. Matemātikas olimpiāžu uzdevumi vairāk 
attīsta abstrakto domāšanu, prasmi pierādīt un rada nepieciešamību pēc 
pierādījuma. Līdz ar to šīs olimpiādes sniedz skolēniem ne tikai jaunas zināšanas, 
bet arī veido cilvēka personību, radinot skolēnus loăiski sakārtot savas domas un 
darboties secīgi. 

Matemātikas olimpiādes arī paplašina skolēnu redzesloku un vedina skolēnus 
domāt par matemātikas zinātnes tēmām. Tās dod iespēju satikties skolēniem ar 
līdzīgām interesēm un rada sacensību garu, kas ir lielisks stimuls lieliem 
sasniegumiem. Taču, lai veiksmīgi piedalītos olimpiādēs, skolēniem ir 
nepieciešams tām arī pienācīgi sagatavoties. 

Šī grāmata ir paredzēta kā palīgs gatavošanās procesā vidusskolas skolēniem. 
Grāmatā ir apkopoti 2008./2009. m. g. matemātikas olimpiāžu 9.-12. klašu 
uzdevumi un atrisinājumi. Bez uzdevumiem un atrisinājumiem grāmatā iekĜauta 
arī sadaĜa – ieteikumi, kur var smelties idejas, ja neizdodas atrisināt uzdevumus 
patstāvīgi. Tomēr iesakām lasītājam vispirms censties atrisināt uzdevumu paša 
spēkiem vai risināt to kopā ar draugiem un tikai tad meklēt palīdzību ieteikumos 
vai atrisinājumos.  

Grāmatā apskatītas tādas matemātikas sacensības kā 21. sagatavošanās 
olimpiāde, 59. rajona olimpiāde, 59. valsts olimpiāde, 36. atklātā olimpiāde, 
papildsacensības par vietu Latvijas izlasē dalībai 50. starptautiskajā olimpiādē, 
50. starptautiskā olimpiāde, atlases sacensības olimpiādei „Baltijas CeĜš 2008” un 
olimpiāde „Baltijas ceĜš 2008”. 

• Sagatavošanās olimpiāde notiek kopš 1987./ 88. mācību gada, to rīkošanas 
ideja pieder Rīgas 25. vidusskolas matemātikas skolotājai Annai Gustavai. 
Sagatavošanās olimpiāde ir lielisks veids, kā skolēniem iesākt jauno olimpiāžu 
gadu. Katrai skolai tiek nosūtīti uzdevumu komplekti, tomēr tas ir atkarīgs no 
matemātikas skolotājiem, vai viĦi savā skolā organizē šo olimpiādi. 

• Rajona un valsts olimpiādes 9. – 12. (agrāk 8. – 11.) klasēm notiek kopš 20. 
gs. piecdesmitajiem gadiem. Kopš 1977./ 88. mācību gada tās tiek rīkotas, 
sadarbojoties LR IZM/ LR IZM IS(E)C un LU A.Liepas NMS. 

• Atklātās matemātikas olimpiādes notiek kopš 1974. gada. Tās rīko LU A.Liepas 
NMS. Katru gadu tās pulcina nu jau ap 3000 skolēnu no visas Latvijas. 

• Starptautiskā matemātikas olimpiāde notiek kopš 1959. gada, kad tā notika 
Rumānijā. Sākumā tajā piedalījās tikai Austrumu bloka valstis. 2008./2009. 

mācību gadā šajā olimpiādē piedalījās dalībnieki no nu jau 103 valstīm. 
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• Starptautiskā olimpiāde „Baltijas CeĜš” savu nosaukumu ieguvusi no masu 
demonstrācijas, kas notika 1989. gada augustā. Šī olimpiāde pirmo reizi notika 
1990. gadā Rīgā un tajā sākotnēji piedalījās tikai Baltijas valstis, bet nu tajā 
piedalās visas valstis ap Baltijas jūru un Islande. Atšėirībā no lielākās daĜas 
matemātikas sacensību „Baltijas CeĜš” ir komandu sacensības, kurās 
komandai kopīgi jāatrisina 20 uzdevumi. Latviju šajās sacensībās katru gadu 
pārstāv pieci 9. - 12. klašu skolēni, kas iepriekšējos gados olimpiādēs 
uzrādījuši labāko rezultātus un uzvarējuši atlases sacensībās. 

Grāmatā apskatīto sacensību uzdevumu atrisināšanai bieži nepieciešami nevis 
sarežăīti matemātiski pārveidojumi, bet prasme saskatīt uzdevumiem raksturīgu 
īpatnību, no kuras ar loăiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegūt 
pilnīgu atrisinājumu. Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisināt, izmantojot 
tikai vispārīgus spriešanas paĦēmienus, taču uzdevumu atrisinājumiem ir jābūt 
pilnīgiem un skaidri pierakstītiem. 

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risināšanai, sīki pierakstot atrisinājumus, bet 
arī atrisinājumu salīdzināšanai ar grāmatas piedāvātajiem. Tie var saturēt jaunas, 
Jums agrāk nezināmas idejas, un, tos lasot, var atklāties nepilnības Jūsu 
patstāvīgi veiktajos spriedumos. Ja tā notiek un atrisinājumos tiek izmantoti kādi 
nezināmi paĦēmieni, iesakām sameklēt un apgūt šos paĦēmienus, lai varētu 
turpmāk tos izmanot. 

Protams, daudzus uzdevumus var atrisināt arī citādi, nekā grāmatā norādīts. 
Ja esat atrisinājis uzdevumu, pielietojot citu metodi, iesakām iepazīties arī ar 
grāmatā piedāvāto risinājumu, jo centāmies Jums piedāvāt mums zināmos 
racionālākos risinājumus un risinājumus, kas satur vērtīgas idejas. 

Novēlam iegūt jaunas zināšanas, prast pielietot jau zināmās metodes un 
ceram, ka grāmata Jums palīdzēs sasniegt savus mērėus. 

 

Autori 



 

8 

Uzdevumi 

S. Latvijas 21. sagatavošanās olimpiāde matemātikā 

S.9. Devītā klase 
S.9.1. Dots, ka edcba <<<< , 10=+ ba , 18=+ ed ; visi skaitĜi a; b; c; d; e ir 

naturāli. Aprēėināt edcba ++++ . 
S.9.2. Uz trijstūra ABC malas BC atzīmēts punkts M, bet uz malas AC – punkts 

N. Dots, ka °=∠ 20BCA  un CM = MN = NB = BA. Pierādīt, ka AN = BN. 

S.9.3. SkaitĜa n decimālais pieraksts sastāv no 11 vieniniekiem, 11 divniekiem, 11 
trijniekiem un 11 četriniekiem. Vai skaitlis 4+n  var būt pirmskaitlis? 

S.9.4. Profesoram CipariĦam uzdāvinātas 5 pēc ārējā izskata vienādas zelta 
monētas; tām visām ir dažādas masas. Ja CipariĦš norāda uz jebkurām 3 
monētām, dāvinātājs pasaka, kura no tām ir pēc masas vidējā. 
Kā CipariĦš var noskaidrot, kura ir pēc masas vidējā no visām 5 monētām, 
izmantojot tikai šādus jautājumus un atbildes? 

S.9.5. Katrs vesels skaitlis nokrāsots vai nu balts, vai sarkans, pie tam skaitĜi 5 
un 6 nokrāsoti dažādi. Pierādīt, ka var atrast tādus trīs vienādi nokrāsotus 
skaitĜus, kuru summa ir nulle. 

S.10. Desmitā klase 

S.10.1. Kādām a vērtībām vienādojumam 0423 =+−+ )a(axx  ir tieši 2 dažādas 

saknes? 
S.10.2. Izliektā četrstūrī ABCD diagonāles AC vidusperpendikuls krusto diagonāli 

BD (nevis tās pagarinājumu!) Vai var gadīties, ka četrstūrī ABCD var ievilkt 
riĦėa līniju? 

S.10.3. Pierādīt, ka skaitĜi nn 42 3 +  un nn 53 +  dalās ar 3 pie vienām un tām 
pašām naturālām n vērtībām. 

S.10.4. Visa plakne sadalīta vienādos kvadrātiĦos kā rūtiĦu lapa. Divi spēlētāji 
pamīšus krāso pa vienam vēl nenokrāsotam kvadrātiĦam: viens – zaĜā krāsā, 
otrs – sarkanā krāsā. Uzvar tas, kurš pirmais nokrāso savā krāsā kādu no 4 
rūtiĦām sastāvošu kvadrātu. Vai pirmais spēlētājs var garantēt sev uzvaru? 

S.10.5. Vai kubiskā kastē ar izmēriem 666 ××  var ievietot 53 klucīšus ar 
izmēriem 411 ××  tā, lai klucīšu šėautnes būtu paralēlas kastes šėautnēm un 
kasti varētu aizvērt? 

S.11. Vienpadsmitā klase 
S.11.1. Dots, ka a un b – pozitīvi skaitĜi. Pierādīt, ka 5388 853 baba ≥+ . 
S.11.2. Trijstūra ABC virsotnes leĦėa A bisektrise krusto apvilkto riĦėa līniju 

punktā M. Ar I apzīmējam ∆ABC ievilktās riĦėa līnijas centru. Pierādīt, ka 
MIMCMB == . 

S.11.3. Dots, ka a, b un c ir naturāli skaitĜi, bet reizinājumi ab, bc un ca ir 

naturālu skaitĜu kubi. Pierādīt, ka arī paši skaitĜi a, b un c ir naturālu skaitĜu 

kubi. 
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S.11.4. Kvadrāts sastāv no 33×  rūtiĦām. Sākumā visās rūtiĦās ierakstīti 
vieninieki. Ar vienu gājienu drīkst izvēlēties divas rūtiĦas ar kopēju malu un 
abiem tajās ierakstītajiem skaitĜiem pieskaitīt pa vieniniekam vai arī no tiem 
abiem atĦemt pa vieniniekam. Pēc kāda laika skaitĜi visās rūtiĦās bija vienādi. 
Pierādīt, ka šajā brīdī bija izdarīts pāra skaits gājienu. 

S.11.5. Katrā kuba skaldnē novilkta viena diagonāle. Ja divām novilktajām 

diagonālēm ir kopīgs galapunkts, teiksim, ka šīs divas diagonāles draudzējas. 

 Kāds ir mazākais iespējamais draudzību skaits? 

S.12. Divpadsmitā klase 
S.12.1. Atrisināt pozitīvos skaitĜos vienādojumu sistēmu 







=

= −+

12 yx

yx yxyx

 

S.12.2. ŠaurleĦėu trijstūrī ABC novilkts augstums BD. Uz malām AB un CB 
attiecīgi Ħemti tādi punkti M un N, ka ABDM ⊥  un CBDN ⊥ . Pierādīt, ka 
punkti A; M; N; C atrodas uz vienas riĦėa līnijas. 

S.12.3. Dots, ka n ir naturāls skaitlis un skaitĜa nnA 20082 +=  pēdējais cipars ir 
4. Atrast skaitĜa A priekšpēdējo ciparu. 

S.12.4. Plakne sadalīta vienādos kvadrātiĦos kā rūtiĦu lapa. Tajā novietoti 

bezgalīgi daudzi taisnstūri tā, ka katrs taisnstūris pārklāj tieši divus 

kvadrātiĦus. Nekādi divi taisnstūri ne pārklājas, ne saskaras. 

Vai atlikušo plaknes daĜu noteikti var pārklāt ar tādiem pašiem taisnstūriem 

tā, lai nekādi divi taisnstūri nepārklātos, bet visas plaknes rūtiĦas būtu 

pārklātas? 

S.12.5. Klasē ir z zēni un m meitenes. Katriem diviem zēniem var atrast meiteni, 

kas vienam no viĦiem patīk, bet otram nepatīk. Pierādīt, ka zm ≥2 . 
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R. Latvijas 59. rajona olimpiāde matemātikā 

R.9. Devītā klase 
R.9.1. Trijstūrī ABC ar ha, hb un hc apzīmēti to augstumu garumi, kas vilkti 

attiecīgi no virsotnēm A, B, C. Dots, ka 5≥ah , 12≥bh , 13≥ch . 

 Kāds ir mazākais iespējamais ∆ABC laukums? 
R.9.2. Kuri četrciparu naturāli skaitĜi vienādi ar savu divu pēdējo ciparu veidotā 

naturālā skaitĜa kvadrātu? 
R.9.3. Divas riĦėa līnijas krustojas. To rādiusu garumi ir R un r, bet attālums 

starp to centriem ir d. Vienā no abu riĦėa līniju krustpunktiem tām abām 
novilktas pieskares. Pierādīt: šīs pieskares ir perpendikulāras viena otrai tad 
un tikai tad, ja 222 drR =+ . 

R.9.4. Kvadrātvienādojumam 02 =++ qpxx  ir divas dažādas saknes, kas abas 

pieder intervālam [-1;1]. Pierādīt, ka katram reālam skaitlim x pastāv 

nevienādība 12 −≥++ qpxx . 

R.9.5. PieĦemsim, ka 3≥n , n – naturāls skaitlis. Aplūkosim patvaĜīgu n cilvēku 
grupu. 
a) pierādīt, ka šajā grupā var atrast divus tādus cilvēkus A un B, kam starp 
pārējiem ir vienādi paziĦu daudzumi, 
b) rūėītis Muriburis apgalvo: katriem diviem šīs grupas cilvēkiem A un B, kam 
šajā grupā paziĦu daudzumi ir vienādi, var atrast vai nu tādu cilvēku C, kas 
pazīst gan A, gan B, vai arī tādu cilvēku D, kas nepazīst ne A, ne B. Vai 
Muriburis runā patiesību, ja 4=n ? Bet ja 2009=n ? 
Piezīme: uzskatām, ka neviens nepazīst pats sevi un, ja X pazīst Y, tad arī Y 
pazīst X. 

R.10. Desmitā klase 
R.10.1. Atrodiet mazāko naturālo skaitli, kuru var izsacīt gan kā 11, gan kā 12, 

gan kā 13 pēc kārtas Ħemtu naturālu skaitĜu summu. 
R.10.2. Caur trijstūrī ABC ievilktās riĦėa līnijas centru I novilkta taisne t tā, kā 

parādīts 1.zīm. Tā dala trijstūra laukumu uz pusēm. Pierādīt, ka tā dala uz 
pusēm arī trijstūra perimetru. 

 B 

C A 

I

1. zīm. 

t 

 
R.10.3. Dots, ka a un b ir naturāli skaitĜi, a2 dalās ar b un b2 dalās ar a. Pierādīt, 

ka (a+b)
3 dalās ar ba ⋅ . Vai noteikti (a+b)

2 dalās ar ba ⋅ ? 

R.10.4. Atrisināt vienādojumu )(
2

1
93421 zyxzyx ++=−+−+−  reālos 

skaitĜos. 
R.10.5. Kvadrātiska režăa formā ar izmēriem 1010×  izvietotas 100 spuldzes. 

Katra spuldze var būt vai nu ieslēgta, vai izslēgta. Pieskaroties jebkurai 
spuldzei (apzīmēsim to ar A), tā maina savu stāvokli (no ieslēgta uz izslēgtu 
vai otrādi). Vienlaicīgi savu stāvokli maina arī visas tās spuldzes, kuras ar A ir 
vai nu vienā rindā, vai vienā kolonnā. 
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 Sākumā visas spuldzes ir izslēgtas. Ar kādu mazāko pieskārienu skaitu var 
panākt, lai tās vienlaicīgi visas būtu ieslēgtas? 

R.11. Vienpadsmitā klase 
R.11.1. Regulāra n-stūra virsotnēs ierakstīti naturāli skaitĜi no 1 līdz n (katrā 

virsotnē cits skaitlis) ar īpašību: ja A, B, C – trīs n-stūra virsotnes un 
ACAB = , tad virsotnē A ierakstītais skaitlis vai nu lielāks par abiem 

skaitĜiem, kas ierakstīti virsotnēs B un C, vai arī mazāks par tiem abiem. 
 Vai var būt, ka a) 8=n , b) 7=n , c) 10=n , d) 16=n ? 

R.11.2. Atrisināt veselos skaitĜos vienādojumu 7
5

2

2

=+
y

x
. 

R.11.3. Atrisināt nevienādību 200992 ≤−−− xx . 

R.11.4. RiĦėa līnija iet caur regulāra trijstūra ABC virsotni B un krusto tā malas, 
kā parādīts 2.zīm. Pierādīt, ka CKANCLAM +=+ . 

 

C A 

B 

K 

L N 

M 

2. zīm.  
R.11.5. Telpā doti 7 punkti; nekādi 3 no tiem neatrodas uz vienas taisnes un 

nekādi 4 neatrodas vienā plaknē. Katri divi punkti savienoti ar baltu vai 
sarkanu nogriezni. Pierādīt: ir vismaz divi trijstūri, katram no kuriem visas 3 
malas ir nokrāsotas vienādi (varbūt vienam trijstūrim tās visas ir baltas, bet 
otram – sarkanas). 

R.12. Divpadsmitā klase 
R.12.1. Pierādīt, ka visiem reāliem skaitĜiem x un y pastāv nevienādība 

3)cos()cos()cos( 22 <−+ xyyx . 

R.12.2. Dots, ka p ir pirmskaitlis un 9)4)(1( 22 +−−= ppn . Kāda ir mazākā 

iespējamā n ciparu summa? Kuriem p tā tiek sasniegta? 

R.12.3. Atrisināt vienādojumu ( )121224
11

+++⋅=++++ yx
yx

yx  pozitīvos 

reālos skaitĜos. 
R.12.4. Regulāra trijstūra ABC virsotne B atrodas uz riĦėa līnijas; tā malu 

pagarinājumi krusto riĦėa līniju, kā parādīts 3.zīm. Pierādīt, ka 
CKANCLAM +=+ . 

 

K 

L 

N 

M 

B 

C 

A 

3. zīm. 
 

R.12.5. Telpā doti 4 punkti, kas visi neatrodas vienā plaknē. Cik ir 
paralēlskaldĦu, kam visi šie punkti ir virsotnes? 
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V. Latvijas 59. republikas olimpiāde matemātikā 

V.9. Devītā klase 

V.9.1. Dots, ka a ir tāds reāls skaitlis, ka kvadrātvienādojumam 02 =+− axx  ir 

divas dažādas reālas saknes 1x  un 2x . Pierādīt: 12

2

2

1 =− xx  tad un tikai tad, 

ja 13

2

3

1 =− xx . 

V.9.2. Naturālu skaitli sauc par vienkāršu, ja tas ir divu (vienādu vai dažādu) 
pirmskaitĜu reizinājums. Piemēram, 339 ⋅=  ir vienkāršs, bet 33218 ⋅⋅=  – 
nav. Kāds lielākais daudzums pēc kārtas sekojošu naturālu skaitĜu var visi būt 
vienkārši? 

V.9.3. Plakne sadalīta vienādos kvadrātiĦos kā rūtiĦu lapa. Katrs kvadrātiĦš 
nokrāsots vienā no k krāsām. Ir zināms: katrā tādā figūrā, kāda redzama 
4.zīm. (šī figūra var būt arī pagriezta vai apgriezta „uz mutes”), visas rūtiĦas 
nokrāsotas dažādās krāsās. Kāda ir mazākā iespējamā k vērtība? 

 
4. zīm.  

V.9.4. ŠaurleĦėu trijstūrī ABC nogriežĦi 1AA  un 1BB  ir augstumi, H ir augstumu 

krustpunkts, punkti M, N un K ir attiecīgi nogriežĦu AB, AH un BH 
viduspunkti. Pierādīt, ka NMBMKA 11 ∆=∆ . 

V.9.5. Turnīrā piedalās 12 tenisisti. Katrs ar katru citu spēlē tieši vienu reizi; 
katrā spēlē viens no tās dalībniekiem uzvar, bet otrs – zaudē. Teiksim, ka 
tenisists A ir spēcīgāks par tenisistu B, ja vai nu A uzvarējis pret B, vai arī var 
atrast tādu trešo tenisistu C, ka A uzvarējis pret C, bet C uzvarējis pret B. 
Par čempionu sauc jebkuru tādu tenisistu, kurš turnīra noslēgumā izrādās 
spēcīgāks par jebkuru citu. Pierādīt:  

 a) katrs tenisists, kam turnīra noslēgumā ir vislielākais uzvaru skaits, ir 
čempions,  

 b) nevar būt, ka turnīra noslēgumā ir tieši divi (ne vairāk un ne mazāk) 
čempioni. 

V.10. Desmitā klase 
V.10.1. Trīs vienādas riĦėa līnijas krustojas punktā P. Apzīmējam riĦėa līniju 

centrus un divus no pārējiem krustpunktiem, kā parādīts 5.zīm. Pierādīt, ka 
MNCB ir paralelograms. 

 

A 

C 

B 

N 

M 

P 

5. zīm. 
 

V.10.2. Apskatām virkni, kas augošā secībā satur visus naturālos skaitĜus, kuri 
nedalās ar 3. Virknes sākums tātad ir 1; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 11; ... 
Dots, ka 2n pēc kārtas Ħemtu virknes locekĜu summa ir 300 (n – kaut kāds 
naturāls skaitlis). Kādas ir iespējamās n vērtības? 
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V.10.3. Maija uz katras no 16 kartītēm uzrakstījusi „+1” vai „-1”. Kartītes 
novietotas uz galda tā, ka Andris pašas kartītes gan redz, bet uz tām 
uzrakstītos skaitĜus neredz. Andris ar vienu jautājumu var norādīt uz 
jebkurām trim kartītēm un uzzināt no Maijas uz tām uzrakstīto skaitĜu 
reizinājumu. Ar kādu mazāko jautājumu skaitu Andrim pietiek, lai noskaidrotu 
visu 16 skaitĜu reizinājumu?  

 Vai 17 kartīšu gadījumā Andrim pietiek ar 7 jautājumiem? 

V.10.4. Kādas vērtības var pieĦemt izteiksme 
zy

zy

zx

zx

yx

yx
S

+

+
+

+

+
+

+

+
= , ja x, 

y, z – no nulles atšėirīgi reāli skaitĜi? 
V.10.5. Dots, ka ABCD – kvadrāts un °=∠ 45MBN  (skat. 6.zīm.). Pierādīt, ka 

MNBO ⊥ . 
 

A 
N D 

O 

M 

B C 

6. zīm. 
 

V.11. Vienpadsmitā klase 

V.11.1. Apskatām Fibonači skaitĜu virkni: 11 =F ; 22 =F ; nnn FFF += ++ 12  pie 

1≥n . Kāds lielākais šīs virknes elementu daudzums var veidot vienu 
aritmētisku progresiju? 

V.11.2. Atrast skaitĜu 333 − , 555 − , 777 − , ..., 200920092009 −  lielāko kopīgo 
dalītāju. 

V.11.3. Atrisināt reālos skaitĜos vienādojumu sistēmu: 





=+

=+
32

32

xxy

yyx
 

V.11.4. Andris uzrakstījis 10 dažādus veselus pozitīvus skaitĜus; neviens no tiem 
nepārsniedz 37. Pierādīt, ka Maija var izvēlēties četrus no Andra 
uzrakstītajiem skaitĜiem tā, ka divu Maijas izvēlēto skaitĜu summa vienāda ar 
abu pārējo Maijas izvēlēto skaitĜu summu. 

V.11.5. Dots, ka četrstūris ABCD ievilkts riĦėa līnijā. Pierādīt: trijstūros ABC, 

BCD, CDA, DAB ievilkto riĦėa līniju centri ir taisnstūra virsotnes. 

V.12. Divpadsmitā klase 
V.12.1. Turnīrā piedalījās 12 tenisisti. Katrs ar katru citu spēlēja tieši vienu reizi; 

katrā spēlē viens no tās dalībniekiem uzvarēja, bet otrs – zaudēja. Dalībnieku 
uzvaru un zaudējumu daudzumus apzīmēsim attiecīgi ar x1 un y1; x2 un y2; ...; 

x12 un y12. Pierādīt, ka  
2

12

2

2

2

1

2

12

2

2

2

1 ...... yyyxxx +++=+++ . 

V.12.2. Katrīna uzrakstīja trīsciparu skaitli n, kura visi cipari ir dažādi un visi 
atšėiras no 0. Maija uzrakstīja visus piecus citus trīsciparu skaitĜus, kas 
izveidoti no tiem pašiem cipariem, no kā sastāv n. Maijas uzrakstīto skaitĜu 
summa ir 3434. Kāds var būt skaitlis n? 

V.12.3. Dots, ka ABCD ir kvadrāts un E ir malas AB iekšējs punkts. NogriežĦi AC 
un DE krustojas punktā P. Perpendikuls, kas no P vilkts pret DE, krusto malu 
BC punktā F. Pierādīt, ka FCAEEF += . 
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V.12.4. Uz kādas planētas izmanto 2009 valodas. Vai var izveidot vārdnīcu 
sistēmu tā, lai vienlaicīgi izpildītos 3 īpašības: 

 a) katra vārdnīca Ĝauj tulkot no vienas valodas uz kādu citu, bet ne pretējā 
virzienā, 

 b) ja ir vārdnīca, kas Ĝauj tulkot no kādas valodas A uz kādu citu valodu B, tad 
nav vārdnīcas, kas Ĝauj tulkot no B uz A, 

 c) no katras valodas uz katru citu var pārtulkot, izmantojot vai nu vienu, vai 
divas vārdnīcas? (PieĜaujamas vairākkārtīgas tulkošanas, piemēram, no A uz 
B un tālāk no B uz C.) 

V.12.5. Atrisināt vienādojumu  
)2)((2)1(3 axaxxx ++=+  

 reālos skaitĜos, kur a – reāla konstante. 
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A. Latvijas 36. atklātā matemātikas olimpiāde 

A.9. Devītā klase 
A.9.1. PieĦemsim, ka 7.zīm. attēlotās līknes ir kvadrātfunkciju grafiki. Vai tie var 

būt funkciju cbxaxy ++= 2 , acxbxy ++= 2  un baxcxy ++= 2  grafiki? 
 

0 

x  

y 

7. z īm. 
 

A.9.2. Dots, ka cba +≥ , acb +≥  un bac +≥ . Pierādīt, ka 0=++ cba . 

A.9.3. Uz taisnes t novietots stienītis ar garumu 1. Sākumā tā gali atrodas 
punktos A un B. Stienīti bīda pa plakni tā, ka tas visu laiku paliek paralēls 
taisnei t un beigās atkal nonāk uz t; šai brīdī tā gali atrodas punktos C un D. 
Turklāt ceĜiem, pa kuriem kustas stienīša gali, nav kopīgu punktu. Vai var 
gadīties, ka 2009>AC ? 
Piezīme: uzskatām, ka stienītis ir paralēls t arī tad, ja tas atrodas uz t. 

A.9.4. Naturāla skaitĜa n pozitīvo dalītāju skaitu apzīmējam ar d(n). Piemēram, 
d(1)=1; d(6)=4 utt. Sauksim skaitli n par apaĜīgu, ja tas dalās ar d(n). 
a) atrodiet piecus apaĜīgus skaitĜus, 
b) pierādiet, ka apaĜīgu skaitĜu ir bezgalīgi daudz. 

A.9.5. Kvadrāts sastāv no 88×  vienādām kvadrātiskām rūtiĦām. Katra no tām 
izkrāsota vai nu balta, vai melna. Ar vienu gājienu atĜauts izvēlēties jebkuras 
3 rūtiĦas, kas veido 8.zīm. parādīto figūru (tā var būt novietota arī citādi), un 
mainīt krāsu uz pretējo visās šīs figūras rūtiĦās. Vai, atkārtojot šādus 
gājienus, var panākt, lai viss kvadrāts kĜūtu balts, ja 
a) sākotnējais krāsojums ir šaha galdiĦa izskatā, 
b) sākotnējais krāsojums ir patvaĜīgs? 

   

  

 

8. zīm. 
 

A.10. Desmitā klase 
A.10.1. PieĦemsim, ka 9.zīm. attēlotās līknes ir kvadrātfunkciju grafiki. Vai tie 

var būt funkciju cbxaxy ++= 22 , acxbxy ++= 22  un baxcxy ++= 22  

grafiki? 
 

0 

x  

y 

9. zīm . 

 
A.10.2. Dots, ka p un q ir divi viens otram sekojoši nepāra pirmskaitĜi 

(piemēram, 13 un 17). Pierādīt: skaitli qp +  var sadalīt triju tādu naturālu 

skaitĜu reizinājumā, kas visi lielāki par 1 (starp šiem trim skaitĜiem var būt arī 
vienādi). 
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A.10.3. Dots, ka ABC ir šaurleĦėu trijstūris un I ir tajā ievilktās riĦėa līnijas 
centrs. RiĦėa līnija 1ω  iet caur B un I un pieskaras ACB∠  bisektrisei. RiĦėa 

līnija 2ω  iet caur C un I un pieskaras ABC∠  bisektrisei. Pierādīt, ka viens no 

1ω  un 2ω  krustpunktiem atrodas uz ABC∆  apvilktās riĦėa līnijas. 

A.10.4. Dots, ka a, b, c, d – pozitīvi skaitĜi. Pierādīt nevienādību: 

4≥
+
+

+
+
+

+
+
+

+
+
+

ad

bd

dc

ac

cb

db

ba

ca
. 

A.10.5. Dots daudzstūris ar 12 +n  virsotnēm, n – naturāls skaitlis. Tā virsotnēs 
un malu viduspunktos jāieraksta naturāli skaitĜi no 1 līdz 24 +n  (katrā punktā 
cits skaitlis) tā, lai to trīs skaitĜu summas, kas uzrakstīti uz vienas malas, 
visas būtu savā starpā vienādas. Vai to var izdarīt, ja  
a) 2=n , 
b) patvaĜīgam naturālam n? 

A.11. Vienpadsmitā klase 
A.11.1. Pierādīt, ka 

2

1

120092009

2009
...

133

3

122

2

111

1
24242424

<
++

++
++

+
++

+
++

. 

A.11.2. Spēlē OP! piedalās n spēlētāji ( 2≥n ). Spēle notiek vairākas dienas. 
Katru dienu viens spēlētājs uzvar, bet pārējie zaudē. SakaĦā ar noteikumiem 
i-tajā dienā ( K,2,1=i ) uzvarētājs saĦem )1( −ni punktus, bet katrs zaudētājs 

zaudē pa i punktiem. Spēles sākumā visiem ir pa 0 punktiem. Pēc kāda 
mazākā dienu skaita var gadīties, ka visiem atkal ir pa 0 punktiem? 

A.11.3. Dots, ka a un b – naturāli skaitĜi un skaitĜa 22 babaS ++=  pēdējais 
cipars ir 0. Kāds ir skaitĜa S priekšpēdējais cipars? 

A.11.4. Dots, ka sešstūris ABCDEF ir izliekts un tā pretējās malas ir pa pāriem 
vienādas. Nekādas divas tā malas un diagonāles nav paralēlas viena otrai. Ar 
A1, B1, C1, D1, E1, F1 apzīmējam attiecīgi diagonāĜu AC, BD, CE, DF, EA, FB 

viduspunktus. Pierādīt, ka taisnes A1D1, B1E1 un C1F1 krustojas vienā punktā. 
A.11.5. Atrisināt pozitīvos skaitĜos nevienādību sistēmu: 









≤+

≤+

≤+

yxz

xzy

zyx

43

43

43

3

3

3

. 

A.12. Divpadsmitā klase 

A.12.1. Dots, ka 200921 ,,, aaa K  un 200921 ,,, bbb K  ir attiecīgi aritmētiska progresija 

un ăeometriska progresija, kas abas sastāv no pozitīviem skaitĜiem. Dots arī, 
ka 2009200911 baba =≠= . Kas lielāks: visu aritmētiskās vai visu ăeometriskās 

progresijas locekĜu summa? 
A.12.2. Dots, ka x, y, z – pozitīvi skaitĜi un zyxzxyzxy ++>++ . Pierādīt, ka 

3>++ zyx . 

A.12.3. Dots, ka n - naturāls pāra skaitlis. Apskatām reizinājumu 
)3)(2)(1( +++= nnnnR .  

a) vai var būt, ka ir R kāda naturāla skaitĜa kvadrāts? 
b) vai var būt, ka R ir kāda naturāla skaitĜa kubs? 
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A.12.4. Četrstūris ABCD ir ievilkts riĦėa līnijā. Zināms, ka BCADCDAB ⋅=⋅ . 
Diagonāles AC viduspunkts ir M. Pierādīt, ka DBCABM ∠=∠ . 

A.12.5. Uz galda atrodas n konfektes, n – naturāls skaitlis. Divi spēlētāji pamīšus 
ēd pa x2 konfektēm, kur x – naturāls skaitlis (x var mainīties no gājiena uz 
gājienu). Tas, kam nav ko ēst, zaudē. Pierādīt: ir bezgalīgi daudz tādu n, ka, 
pareizi spēlējot, otrais spēlētājs var uzvarēt. 
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VP. Papildsacensības par vietu Latvijas izlasē dalībai 
50.Starptautiskajā matemātikas olimpiādē 

VP.1. Latvijas 59.matemātikas olimpiādes 4.kārta 

VP.1.1. Kādiem naturāliem skaitĜiem m un n, kas abi lielāki par 1, skaitlis 13 −n  
dalās ar 1−⋅ nm ? 

VP.1.2. Dots, ka 0>a , 0>b , 0>c . Pierādīt, ka 

cba
ac

ac

cb

cb

ba

ba
++≥

+
+

+
+
+

+
+
+ 222222

. 

VP.1.3. Tabula sastāv no nn×  vienādām kvadrātiskām rūtiĦām. Katrā rūtiĦā 
ierakstīts nenegatīvs skaitlis. Gan katrā rindiĦā, gan katrā kolonnā ierakstīto 
skaitĜu summa ir 1. Pierādīt: tabulā var atrast n rūtiĦas, kurās visās ierakstīti 
pozitīvi skaitĜi un no kurām nekādas divas neatrodas ne vienā rindā, ne vienā 
kolonnā. 

VP.1.4. Dots, ka ABC∆  ir šaurleĦėu; 1AA , 1BB , 1CC  ir tā augstumi, bet H – 

augstumu krustpunkts. Punkts P ir AH viduspunkts. Taisnes PB1  un AB 

krustojas punktā Q, bet taisnes 11CA  un 1BB  - punktā R. Pierādīt, ka taisnes 

QR un BC ir perpendikulāras viena otrai. 
VP.1.5. Trijstūri atĜauts sagriezt galīgā daudzumā daudzstūru un griežot iegūtās 

daĜas katru pārbīdīt par kaut kādu vektoru (šie vektori var būt arī atšėirīgi). 
DaĜas nedrīkst pagriezt vai apgriezt „uz mutes”. PieĦemsim, ka pēc šīm 
pārbīdēm daĜas atkal veido trijstūri (bez pārklāšanās un bez iekšpusē 
palikušiem caurumiem). Pierādīt, ka šis trijstūris vienāds ar sākotnējo. 

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 2.maijā 
VP.2.1. Dots, ka a, b un c ir dažādi pozitīvi skaitĜi, 1=abc , k – naturāls skaitlis, 

3≥k . Pierādīt, ka 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

2

1−
>

−−
+

−−
+

−−
kk

bcac

c

cbab

b

caba

a kkk

. 

VP.2.2. RiĦėī ievilkts sešstūris ABCDEF, pie tam EFCDAB == . 
 Pierādīt: tā trijstūra augstumu krustpunkts, kura virsotnes ir attiecīgi AC un 

BD, CE un DF, EA un BF krustpunkti, sakrīt ar riĦėa centru. 
VP.2.3. Sniegbaltīte uzdāvināja 7 rūėīšiem n dažādas grāmatas. Pēc kāda laika 

izrādījās: katrām divām grāmatām var atrast vismaz 4 rūėīšus, no kuriem 
katrs izlasījis tieši vienu no šīm abām grāmatām. 
Kāda ir lielākā iespējamā n vērtība? 
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VP.3. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 3.maijā 

VP.3.1. Pierādīt: ja n – pozitīvs vesels skaitlis un 1x , 2x , ..., nx  - reāli skaitĜi, tad 

pastāv nevienādība 

( ) ( )
4

1
...21...121

22
2

21
22

2
2
1

+
++++≥++++++

nn
nxxxxnxx nn . 

VP.3.2. RiĦėa līnijas 1w  un 2w  ārēji pieskaras viena otrai punktā P. Uz 1w  Ħemts 

punkts A, kas atšėiras no P. RiĦėa līnijai 2w  novilktas pieskares AM un 1AM  

(M un 1M  ir pieskāršanās punkti). Taisnēm AM un 1AM  bez punkta A ar 

riĦėa līniju 1w  ir vēl attiecīgi krustpunkti N un 1N . Pierādīt, ka 

MNPNNMPN ⋅=⋅ 111 . 

VP.3.3. Kāda ir izteiksmes 2345 nm −+  mazākā iespējamā vērtība, ja m un n ir 

veseli skaitĜi un 0≥m , 0≥n ? 



 

20 

IMO. 50. Starptautiskā matemātikas olimpiāde  
(50th International Mathematical Olympiad) 

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jūlijā. 

IMO.1. Dots, ka n ir pozitīvs vesels skaitlis. SkaitĜi kaaa ....,,, 21  ( 2≥k ) ir kopas 

{1, 2, ..., n} elementi. Nekādi divi no tiem nav savā starpā vienādi. Dots, ka 
)1( 1 −+ii aa  dalās ar n visiem 1=i , 2, ..., k - 1. Pierādiet, ka )1( 1 −aak  

nedalās ar n. 
IMO.2. Trijstūra ABC apvilktās riĦėa līnijas centrs ir O. Punkti P un Q ir atbilstoši 

malu CA un AB iekšēji punkti. Punkti K, L un M ir atbilstoši nogriežĦu BP, CQ 

un PQ viduspunkti. RiĦėa līnija Γ  iet caur K, L un M. Taisne PQ ir riĦėa līnijas 
Γ  pieskare. Pierādiet, ka OQOP = . 

IMO.3. Dots, ka ...,,, 321 sss  ir stingri augoša virkne, kas sastāv no pozitīviem 

veseliem skaitĜiem. Katra no apakšvirknēm ...,,,
321 ssS sss  un 

...,,, 111 321 +++ Sss sss  ir aritmētiska progresija. Pierādiet, ka virkne ...,,, 321 sss  

pati ir aritmētiska progresija. 

IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. jūlijā. 
IMO.4. Trijstūrī ABC pastāv vienādība ACAB = . LeĦėu CAB∠  un ABC∠  

bisektrises krusto malas BC un CA atbilstoši punktos D un E. Punkts K ir 
trijstūrī ADC ievilktās riĦėa līnijas centrs. Dots, ka °=∠ 45BEK . Noskaidrojiet 
visas iespējamās CAB∠  vērtības. 

IMO.5. Noskaidrojiet, kurām funkcijām f, kas definētas visiem veseliem 
pozitīviem skaitĜiem un kas pieĦem veselas pozitīvas vērtības, piemīt īpašība: 
katriem veseliem pozitīviem skaitĜiem a un b eksistē nedeăenerēts trijstūris ar 
malu garumiem ( )bfa,  un ( )( )1−+ afbf . 

 Piezīme: Trijstūri sauc par nedeăenerētu, ja tā visas virsotnes neatrodas uz 
vienas taisnes. 

IMO.6. Doti pozitīvi veseli skaitĜi naaa ....,,, 21 . Nekādi divi no tiem nav savā 

starpā vienādi. Dota arī kopa M, kas sastāv no n - 1 pozitīva vesela skaitĜa, 
bet nesatur skaitli naaas +++= ....21 . Sākot no punkta ar koordinātu 0, 

sienāzim jāveic n lēcieni pa skaitĜu asi virzienā pa labi. Lēcienu garumiem 
jābūt naaa ....,,, 21  kaut kādā secībā. Pierādiet, ka sienāzis var izvēlēties tādu 

secību, ka viĦš nekad nenonāk nevienā punktā ar koordinātu no kopas M. 
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AB. Atlases sacensības olimpiādei „Baltijas CeĜš 2008” 

AB.A. Algebra 

AB.A.1. Dots, ka 
2

3111
=

−
+

−
+

− xzzyyx
. Kāda vērtība var būt izteiksmei 

222 )(

1

)(

1

)(

1

xzzyyx −
+

−
+

−
? 

AB.A.2. Dots, ka x, y un z ir pozitīvi skaitĜi un 3222 =++ zyx . Pierādīt, ka 

3
222

≤
++

+
++

+
++ zyx

z

zyx

y

zyx

x
. 

AB.A.3. Atrisināt reālos skaitĜos vienādojumu sistēmu: 









−=

−=

−=

12

12

12

3

3

3

xz

zy

yx

. 

AB.A.4. Sākotnēji dotas funkcijas 
x

x
1

+ , xx 22 −  un visas konstantās funkcijas. 

Vai ar atĦemšanas, saskaitīšanas un reizināšanas operāciju palīdzību var no 

šīm funkcijām iegūt funkciju xx 53 2 − ? (Reizināšanas operācija ietver arī 
funkcijas kāpināšanu kvadrātā.) 

AB.A.5. Vai eksistē funkcija ( )tf , kas definēta visiem reāliem t, pieĦem reālas 

vērtības un visiem reāliem x un y apmierina nosacījumu 
( )( ) ( ) yxfyfxf sin+=+ ? 

AB.K. Kombinatorika 
AB.K.1. Plakne sadalīta vienādos kvadrātiĦos kā rūtiĦu lapa. No šiem 

kvadrātiĦiem n nokrāsoti melni; pārējie ir balti. Pierādīt: var atrast kvadrātu, 
kura malas iet pa rūtiĦu līnijām un kurā melnā krāsa nosedz ne mazāk par 
vienu piektdaĜu un ne vairāk par četrām piektdaĜām laukuma. 

AB.K.2. Ar nx  ( 1=n ; 2; ...) apzīmēsim tādu n-ciparu skaitĜu skaitu, kas nesatur 

citus ciparus kā 1; 2; 3 un kuru pierakstā cipari 1 un 3 nevienā vietā neatrodas 
blakus. Piemēram, 31 =x  un 72 =x . 

Pierādīt, ka katram naturālam n pastāv sakarība 

nnn xxx += ++ 12 2 . 

AB.K.3. Katrā no trim galda tenisa komandām ir pa 10 spēlētājiem. Katrā spēlē 
sacenšas divi spēlētāji no dažādām komandām; katri divi spēlētāji savā starpā 
spēlē augstākais vienu reizi. PieĦemsim, ka jau izspēlēta 201 spēle. Pierādīt: 
var atrast tādus 3 spēlētājus, katrs no kuriem jau spēlējis ar abiem pārējiem. 

AB.K.4. Mūsu rīcībā ir 2n pēc ārējā izskata vienādas monētas; zināms, ka n no 
tām ir ar masu a, bet pārējās n – ar masu b, ba < . Ar vienu soli var izvēlēties 
jebkuras n monētas un uzzināt to kopējo masu. Vai 1+n  soĜos noteikti var 
noskaidrot a un b vērtības?  

 Uzskatām, ka ar mērījumu rezultātiem spējam veikt aritmētiskas darbības. 
AB.K.5. Vienā rindā uzrakstīti 17 veseli pozitīvi skaitĜi, no kuriem neviens 

nepārsniedz 43, bet otrā – 43 veseli pozitīvi skaitĜi, no kuriem neviens 
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nepārsniedz 17 (starp skaitĜiem var būt arī vienādi). Pierādīt: katrā rindā var 
pasvītrot vienu vai vairākus pēc kārtas uzrakstītus skaitĜus tā, lai abās rindās 
pasvītroto skaitĜu summas būtu vienādas. 

AB.Ă. Ăeometrija 
AB.Ă.1. ŠaurleĦėu trijstūrī ABC novilkta bisektrise AV, mediāna BM un augstums 

CN. Pierādīt: ja NVNA = , tad AV, BM un CN krustojas vienā punktā. 
AB.Ă.2. Dots, ka ABCD – paralelograms. RiĦėa līnijas w1 un w2 atrodas tā 

iekšpusē un ārēji pieskaras viena otrai punktā M; bez tam w1 pieskaras AB un 
AD, bet w2 pieskaras CB un CD. Pierādīt, ka punkti A, M un C atrodas uz 
vienas taisnes. 

AB.Ă.3. Dots, ka α, β un γ ir trijstūra leĦėi. Pierādīt, ka  

2

3
coscoscos ≤++ γβα . 

AB.Ă.4. Trijstūris ABC ir taisnleĦėa, °=∠ 90A . Malas BC viduspunkts ir M. Uz 
malas AC atzīmēts tāds punkts D, ka AMAD = . Trijstūriem AMC un BDC 
apvilktās riĦėa līnijas bez punkta C krustojas vēl punktā P. Pierādīt, ka P 
atrodas uz taisnes, kas satur ACB∠  bisektrisi. 

AB.Ă.5. Kvadrāts sastāv no 1010×  vienādām kvadrātiskām rūtiĦām. RūtiĦas 
malas garums ir 1. Desmit rūtiĦas nokrāsotas melnas tā, ka katrā rindā un 
katrā kolonnā ir tieši viena melna rūtiĦa. Kāds ir lielākais iespējamais laukums 
taisnstūrim, kura malas iet pa rūtiĦu malām un kura iekšpusē nav nevienas 
melnas rūtiĦas? 

AB.S. SkaitĜu teorija 
AB.S.1. Doti 756 dažādi veseli pozitīvi skaitĜi, no kuriem neviens nepārsniedz 

2008. Pierādīt: no šiem skaitĜiem var atrast divus, kuru summa dalās ar 8. 
AB.S.2. Vai eksistē tādas 2008 bezgalīgas ăeometriskas progresijas, kas sastāv 

no naturāliem skaitĜiem, ka katrs naturāls skaitlis pieder vismaz vienai no 
tām? 

AB.S.3. Kādam lielākajam naturālam n skaitlis n482 700182 ++  ir vesela skaitĜa 
kvadrāts? 

AB.S.4. Dots, ka 233)1( nmm =−+ , m un n – naturāli skaitĜi. Pierādīt, ka n ir 

divu veselu skaitĜu kvadrātu summa. 
AB.S.5. Pierādīt, ka ir bezgalīgi daudz tādu veselu pozitīvu skaitĜu pāru ( )yx; , ka 

yx ≠  un 32 yx +  dalās ar 23 yx + . 



 

23 

BW. Matemātikas komandu olimpiāde „Baltijas CeĜš 2008” 

BW.A. Algebra 
BW.A.1. Atrodiet visus polinomus )(xp  ar reāliem koeficientiem, kuriem 

0)0( =p  un katram reālam x ir spēkā ( )( ) ( )( )33
11 +=+ xpxp . 

BW.A.2. Pierādiet: ja reāli skaitĜi a, b un c apmierina sakarību 3222 =++ cba , 

tad 
12

)(

222

2

2

2

2

2

2

2 cba

ba

c

ac

b

cb

a ++
≥

++
+

++
+

++
. Kad izpildās vienādība? 

BW.A.3. Vai eksistē tāds leĦėis ( )2/,0 πα ∈ , ka αsin , αcos , αtg  un αctg , 

Ħemti kaut kādā kārtībā, ir četri pēc kārtas sekojoši aritmētiskas progresijas 
locekĜi? 

BW.A.4. Polinoma P  koeficienti ir veseli skaitĜi, un pieciem dažādiem veseliem 
skaitĜiem x  izpildās 5)( =xP . Pierādiet, ka neeksistē vesels skaitlis x , kuram 

4)(6 ≤≤− xP  vai 16)(6 ≤≤ xP . 

BW.A.5. Romeo un Džuljetai katram ir regulārs tetraedrs, kura virsotnēs ir 
ierakstīti pozitīvi, reāli skaitĜi. ViĦi katrai šėautnei piekārto to skaitĜu 
reizinājumu, kas ir ierakstīts tās galapunktos. Tad katrā skaldnē ieraksta to 
triju skaitĜu summu, kas piekārtoti tās malām. Izrādās, ka četri skaitĜi, kas 
ierakstīti Romeo tetraedra skaldnēs, sakrīt ar tie četriem skaitĜiem, kas 
ierakstīti Džuljetas tetraedra skaldnēs. Vai no tā izriet, ka četri skaitĜi, kas 
ierakstīti Romeo tetraedra virsotnēs, sakrīt ar četriem skaitĜiem, kas ierakstīti 
Džuljetas tetraedra virsotnēs? 

BW.K. Kombinatorika 
BW.K.1. Kopa A satur 84 elementus un ir kopas {1, 2, ..., 169} apakškopa. 

Zināms, ka nekādu divu A elementu summa nav 169. Pierādīt, ka kāds no A 
elementiem ir naturāla skaitĜa kvadrāts. 

BW.K.2. Klasē ir 3n bērni. Katri divi bērni uzdāvina kopīgu dāvanu tieši vienam 
citam bērnam. Visiem nepāra n pierādiet, ka to var izdarīt tā, ka katriem trim 
bērniem A, B un C izpildās sekojoša īpašība: ja A un B uzdāvina dāvanu C, 
tad A un C uzdāvina dāvanu B. 

BW.K.3. Starptautiska matemātikas konkursa dalībvalstīm bija jāizvēlas starp 9 
kombinatorikas uzdevumiem. Parasti ir grūti nonākt pie kopēja viedokĜa, tāpēc 
nebija pārsteigums, ka notika sekojošais: 
• Katra valsts nobalsoja par tieši 3 uzdevumiem. 
• Katras divas valstis nobalsoja par dažādām uzdevumu kopām. 
• Jebkurām trim valstīm bija uzdevums, par kuru nenobalsoja neviena no 

tām. 
Atrast maksimālo dalībvalstu skaitu, kam iespējama šāda situācija. 

BW.K.4. Vai iespējams salikt 444 ××  kubu no 10.zīm. parādītās formas blokiem, 
kas sastāv no četriem 111 ××  kubiĦiem? 

 

10. zīm. 
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BW.K.5. Uz nn×  lauciĦu šaha galdiĦa uzlikti vairāki 21×  domino kauliĦi, katrs 
no kuriem nosedz divas blakus rūtiĦas. Zināms, ka nekādi divi kauliĦi 
nesaskaras (pat ar stūriem nē). Atrast mazāko iespējamo n vērtību, pie kuras 
kopējais laukums, kuru nosedz domino kauliĦi, ir 2008. 

BW.Ă. Ăeometrija 
BW.Ă.1. ABCD ir paralelograms. RiĦėa līnija ar diametru AC krusto taisni BD 

punktos P un Q. Taisnes AC perpendikuls, kas iet caur punktu C, krusto 
taisnes AB un AD punktos X un Y. Pierādīt, ka punkti P, Q, X un Y atrodas uz 
vienas riĦėa līnijas. 

BW.Ă.2. Dota riĦėa līnija. Tajā ievilkta četrstūra malu garumi ir a , b , c  un d . 
Pierādīt, ka reizinājuma ))()(( bcadbdaccdab +++  maksimālā vērtība tiek 

sasniegta, ja četrstūris ir kvadrāts. 
BW.Ă.3. AB  ir riĦėa līnijas S  diametrs, un L  ir šīs riĦėa līnijas pieskare punktā 

A . PieĦemsim, ka c  ir fiksēts pozitīvs reāls skaitlis, un apskatīsim visus 
punktu pārus ),( YX , kam X  un Y  atrodas uz taisnes L  dažādās pusēs no 

A  un cAYAX =⋅ . Taisnes BX  un BY  krusto S  punktos P  un Q . 

Pierādīt, ka visas taisnes PQ  krustojas vienā punktā.  

BW.Ă.4. RiĦėa līnijā ar diametru 1 novilktas vairākas hordas. To garumu summa 
ir lielāka par 19. Pierādīt, ka eksistē diametrs, kas krusto vismaz 7 hordas. 

BW.Ă.5. Dots, ka ABC  ir trijstūris, M  ir punkts uz malas BC  un N  ir punkts 
uz malas AB , kas izvēlēti tā, lai AM  un CN  būtu trijstūra ABC  leĦėu 
bisektrises. Pierādīt, ka no vienādības  

NMA

BMN

MNC

BNM

∠
∠

=
∠
∠

 

seko, ka trijstūris ABC  ir vienādsānu. 

BW.S. SkaitĜu teorija 
BW.S.1. Atrast visas galīgas naturālu skaitĜu kopas Χ , kurās ir vismaz divi 

elementi un kurām piemīt īpašība: ja a  un b  )( ba >  pieder kopai Χ , tad 

ba

b

−

2

 arī pieder kopai Χ . 

BW.S.2. Cik naturālu skaitĜu pāru ),( nm , kuriem nm < , apmierina vienādību  

nm

11

2008

3
+= ? 

BW.S.3. Aplūkosim naturālu skaitĜu kopu A, kuras mazākais elements ir 1001 un 
visu elementu reizinājums ir pilns kvadrāts. Kāda ir kopas A maksimālā 
elementa mazākā iespējamā vērtība? 

BW.S.4. Naturāli skaitĜi a  un b  apmierina sakarību  

1008=− ab ba . 
Pierādīt, ka a un b ir kongruenti pēc moduĜa 1008. 

BW.S.5. Naturālam skaitlim n  ar )(nS  apzīmēsim tā ciparu summu. Atrodiet 

izteiksmes 
)16(

)(

nS

nS
 maksimālo iespējamo vērtību. 
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Ieteikumi 

S. Latvijas 21. sagatavošanās olimpiāde matemātikā 

S.9. Devītā klase 
S.9.1. Apskatiet, kādas ir iespējamās c vērtības, lai izpildītos visi uzdevuma 

nosacījumi. 
S.9.2. Ievērojiet, ka ir izveidojušies 3 vienādsānu trijstūri, un apskatiet to leĦėu 

lielumus. 
S.9.3. Izmantojiet skaitĜu dalāmības pazīmes, apskatot skaitli 4+n . 
S.9.4. Vispirms atrodiet 2 monētas, kuras ir vieglākā un smagākā, lai no 

atlikušajām 3 atrastu vidējo. 
S.9.5. PieĦemiet pretējo – ka nevar atrast šādus 3 skaitĜus, apskatot 2 

gadījumus: kad 0 ir vienā krāsā ar 5 un kad 0 ir vienā krāsā ar 6. 

S.10. Desmitā klase 
S.10.1. Ievērojiet, ka ir dots trešās pakāpes vienādojums, tātad viena no 2 

saknēm būs divkārtīga sakne. Uzdevumu ērti atrisināt, doto vienādojumu 

pārveidojot par ( ) ( )( ) 0422 2 =+++− axxx . 

S.10.2. Atcerieties, ka četrstūrī var ievilkt riĦėa līniju tad un tikai tad, ja 
četrstūra divu pretējo malu summa ir vienāda ar pārējo divu malu summu. 

S.10.3. Apskatiet, vai doto izteiksmju starpība dalās ar 3. 
S.10.4. Atrodiet, kā jāspēlē 2. spēlētājam, lai tas neĜautu 1. spēlētājam uzvarēt. 
S.10.5. Sadaliet kasti 27 kubos ar izmēriem 222 ××  un iedomājieties, ka tie ir 

iekrāsoti „šaha galdiĦa kārtībā”. Apskatiet, kā šajā iekrāsotajā kubā var 
novietoties klucīši ar izmēriem 411 ×× . 

S.11. Vienpadsmitā klase 
S.11.1. Izmantojiet nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ăeometrisko, 

lai pierādītu uzdevumā doto nevienādību. 
S.11.2. Atcerieties, ka vienādiem lokiem atbilst vienādas hordas un uz tiem 

balstās vienādi ievilkti leĦėi. Uzdevumu ērti atrisināt, novelkot B∠  bisektrisi. 
S.11.3. Apzīmējiet 3α=ab , 3β=bc , 3γ=ca , kur γβα ,,  - naturāli skaitĜi, un 

izsakiet 2a  ar šiem mainīgajiem. 
S.11.4. Pierādiet, ka izdarīts pāra skaits vertikālu gājienu un pāra skaits 

horizontālu gājienu. 
S.11.5. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka draudzību skaits var 

būt 4; 2) jāpierāda, ka draudzību skaits nevar būt mazāks. 

S.12. Divpadsmitā klase 
S.12.1. Izsakiet y no 2. vienādojuma un ievietojiet to 1. vienādojumā. 
S.12.2. Atcerieties, ka ap četrstūri var apvilkt riĦėa līniju, ja tā pretējo leĦėu 

summa ir °180 . 

S.12.3. Sameklējiet skaitĜa 22 8nnB +=  priekšpēdējo ciparu un seciniet, ka tas 
būs arī skaitĜa A priekšpēdējais cipars. 

S.12.4. Sadaliet plakni 22×  rūtiĦu lielos kvadrātos un ievērojiet, ka katrs šāds 
kvadrāts sākumā satur 0, 1 vai 2 jau pārklātus kvadrātiĦus. 

S.12.5. Atcerieties, ka kopai ar m elementiem ir m2  apakškopu. 
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R. Latvijas 59. rajona olimpiāde matemātikā 

R.9. Devītā klase 
R.9.1. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka ( ) 78≥ABCS ; 

2) jāparāda, ka var atrast tādu trijstūri ABC , kuram izpildās uzdevuma 
nosacījumi un ( ) 78=ABCS . 

R.9.2. Apzīmējiet četrciparu skaitĜa n pirmo divu ciparu veidoto skaitli ar a, bet 
pēdējo divu ciparu veidoto skaitli ar b un sastādiet vienādojumu. 

R.9.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka abu riĦėa līniju 

krustpunktā novilktās pieskares ir perpendikulāras, ja 222 drR =+ ; 
 2) jāpierāda: ja abu riĦėa līniju krustpunktā novilktās pieskares ir 

perpendikulāras, tad 222 drR =+ . 
 Atcerieties, ka pieskare ir perpendikulāra rādiusam, kura galapunktā tā 

novilkta. 
R.9.4. Apzīmējiet dotā kvadrātvienādojuma saknes ar 1x  un 2x , kur 21 xx < , un 

apskatiet qpxx ++2  vērtību, kad );( 21 xxx∉  un );( 21 xxx∈ . 

R.9.5. a) Apskatiet, kāds ir iespējamais paziĦu skaits vienam cilvēkam, un 
pieĦemiet, ka katram no n cilvēkiem paziĦu skaits ir citāds. 

 b) Pie 4=n  atrodiet tādu pazīšanās iespēju, kas parāda, ka rūėīša Muribura 
apgalvojums ir nepatiess. 

 Pie 2009=n  apskatiet divu tādu cilvēku, kam šajā grupā paziĦu daudzumi ir 
vienādi, iespējamās draudzības ar pārējiem n-2 cilvēkiem. 

R.10. Desmitā klase 
R.10.1. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka meklētais skaitlis 

nav mazāks kā 858; 2) jāparāda, ka skaitli 858 var izteikt gan kā 11, gan kā 
12, gan kā 13 pēc kārtas Ħemtu naturālu skaitĜu summu. 

R.10.2. Izsakiet dotā trijstūra un taisnes t „atšėeltā” trijstūra laukumus, 
izmantojot ievilktās riĦėa līnijas rādiusus, un izveidojiet vienādību. 

R.10.3. Lai pierādītu, ka ( )3ba +  dalās ar ba ⋅ , atcerieties, ka 

( ) )(3333
baabbaba +++=+ , un pierādiet, ka katrs saskaitāmais dalās ar 

ba ⋅ .  

 Lai pierādītu, ka ( )2ba +  ne vienmēr dalās ar ba ⋅ , atrodiet tādas a un b 

vērtības, kas atbilst uzdevuma nosacījumiem, taču neatbilst šim 
apgalvojumam. 

R.10.4. Pārveidojiet šo vienādojumu, iegūstot vienādojumu, kur triju kvadrātu 
summa pielīdzināta nullei. 

R.10.5. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka ar 100 pieskāršanās 
reizēm var ieslēgt visas spuldzītes; 2) jāpierāda, ka nevar ieslēgt visas 
spuldzītes ar mazāk kā 100 pieskāršanās reizēm. Var pieĦemt, ka eksistē 
spuldzīte, kurai nepieskaras, un atcerēties, ka katrai spuldzītei savu stāvokli 
jāmaina nepāra skaitu reižu. 
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R.11. Vienpadsmitā klase 
R.11.1. a) parādiet piemēru, kurš apmierina uzdevuma prasības. 
 b) pierādiet, ka nevar atrast tādu septiĦstūri, kurš apmierina uzdevuma 

prasības, salīdzinot pēc lieluma blakus virsotnēs ierakstītos skaitĜus. 
 c) pierādiet, ka nevar atrast tādu desmitstūri, kurš apmierina uzdevuma 

prasības, apskatot tās piecas virsotnes, kas veido regulāru piecstūri. 
 d) parādiet piemēru, kas apmierina uzdevuma prasības. 
R.11.2. No dotā vienādojuma izsakiet y un novērtējiet, kādas var būt x vērtības, 

lai y būtu vesels nenulles skaitlis. 
R.11.3. Apskatiet 2 gadījumus: 

• 2≥x , 
• 2<x . 

R.11.4. Izmantojiet teorēmu par sekanšu nogriežĦu garumu reizinājumiem. 
R.11.5. Apskatiet 2 gadījumus: 

• No viena punkta iziet 3 balti un 3 sarkani nogriežĦi. 
• No viena punkta iziet vismaz 4 vienas krāsas nogriežĦi.  

R.12. Divpadsmitā klase 

R.12.1. Atcerieties, ka 1cos ≤t , un ievērojiet, ka tādā gadījumā jāpierāda: 

3)cos()cos()cos( 22 ≠−+ xyyx . 

R.12.2. Apskatiet pirmās iespējamās p vērtības un gadījumu, kad 5>p , lai 

pierādītu, ka n ciparu summa nevar būt mazāka kā 9. 

R.12.3. Veiciet ekvivalentus pārveidojumus un iegūstiet, ka 21+== yx . 

R.12.4. Izmatojiet teorēmu par hordu nogriežĦu garumu reizinājumiem. 
R.12.5. Ievērojiet, ka četras paralēlskaldĦa virsotnes, kas neatrodas vienā 

plaknē, var izvēlēties četros būtiski dažādos veidos atkarībā no tā, kā tās 
savienotas vai nav savienotas ar šėautnēm: 
a) viena virsotne un trīs ar to savienotās (I1.zīm.), 
b) četras virsotnes „ėēdītē” (I2.zīm.), 
c) trīs virsotnes „ėēdītē” un viena virsotne pretējā skaldnē (I3.zīm.), 
d) četras izolētas virsotnes (I4.zīm.). 

 

A 

I1. zīm. 

C 

I2. zīm. 

B 

I3. zīm. I4. zīm.  
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V. 59. Latvijas 59. republikas olimpiāde matemātikā 

V.9. Devītā klase 

V.9.1. Atrodiet dotā vienādojuma saknes un pierādiet, ka gan 12

2

2

1 =− xx , gan 

13

2

3

1 =− xx  izpildās tad un tikai tad, ja 0=a . 

V.9.2. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka var atrast 3 pēc 
kārtas sekojošus naturālus skaitĜus, kas visi ir vienkārši; 2) jāpierāda, ka 
nevar atrast vairāk kā 3 pēc kārtas sekojošus naturālus skaitĜus, kas visi ir 
vienkārši. 

V.9.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, kā plaknes kvadrātiĦus 
nokrāsot 8 krāsās; 2) jāpierāda, ka plaknes kvadrātiĦus nevar nokrāsot 
mazāk kā 8 krāsās. 

V.9.4. Atcerieties, ka taisnleĦėa trijstūrī mediāna pret hipotenūzu ir puse no 
hipotenūzas. 

V.9.5. PieĦemiet, ka tenisistam A noslēgumā ir visvairāk uzvaru, un Ħemiet 
jebkuru citu tenisistu B. Ievērojiet: ja A zaudējis B, tad jābūt tādam 
tenisistam C, ka BCA →→ . 

V.10. Desmitā klase 
V.10.1. Ievērojiet, ka ANCP  un BMAP  ir rombi. 
V.10.2. Ievērojiet, ka 2n pēc kārtas Ħemti virknes locekĜi var būt vai nu 

133;233;;53;43;23;13 −+−+++++ nknkkkkk K , vai 

133;133;233...;;53;53;43;23 ++−+−+++++ nknknkkkkk . 

V.10.3. 16 kartīšu gadījumā atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka ar 5 
jautājumiem nepietiek; 2) jāpierāda, ka ar 6 jautājumiem Andris var iegūt 16 
skaitĜu reizinājumu, izmantojot to, ka jebkurš nenulles skaitlis un šī skaitĜa 
trešā pakāpe ir vienādzīmju skaitĜi. 
17 kartīšu gadījumā jāparāda, ka ar 7 jautājumiem pietiek, līdzīgi kā 16 
kartīšu gadījumā. 

V.10.4. Atcerieties, ka baba +≤+ . 

V.10.5. Pierādiet un izmantojiet to, ka gan B, C, M, X, gan B, Y, N, A atrodas uz 
vienas riĦėa līnijas, lai pierādītu, ka O ir NBM∆  augstumu krustpunkts. 
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V.11. Vienpadsmitā klase 
V.11.1. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka var izveidot 

aritmētisku progresiju ar 3 locekĜiem; 2) jāpierāda, ka 4 skaitĜi nevar veidot 
vienu aritmētisku progresiju. 

V.11.2. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka lielākais kopīgais 
dalītājs nevar būt lielāks kā 24; 2) jāpierāda, ka visi apskatāmie skaitĜi dalās 
ar 24. 

V.11.3. Iegūstiet, ka yx = , no otrā vienādojuma atĦemot pirmo un veicot 

identiskus pārveidojumus.  
V.11.4. Apskatiet divu izvēlēto skaitĜu iespējamās starpības, lai pierādītu, ka no 

10 Andra uzrakstītajiem skaitĜiem var izvēlēties tādus, kuriem dcba −=− , 
un seciniet prasīto. Ievērojiet, ka jāapskata arī gadījums, kad cb = . 

V.11.5. Izmantojiet šajā risinājumā divus faktus: 
• Ap četrstūri var apvilkt riĦėa līniju tad un tikai tad ja 21 ∠=∠  (skat. 

I5.zīm.). 
 

1 

2 

I5. zīm. 
 

• II. Ap četrstūri var apvilkt riĦėa līniju tad un tikai tad, ja tā pretējo leĦėu 
summa ir °180 . 

V.12. Divpadsmitā klase 
V.12.1. Ievērojiet, ka 1112122211 =+==+=+ yxyxyx K  un 

121121 yyxx ++=++ KK . 

V.12.2. Izsakiet Katrīnas uzrakstīto skaitli kā cbaabc ++= 10100  un izmantojiet 
to, lai izteiktu Maijas uzrakstīto skaitĜu summu. 

V.12.3. Atlieciet uz BC pagarinājuma AECG = , lai pierādītu, ka GFEF = , kas 
Ĝautu viegli pierādīt prasīto. 

V.12.4. Pierādiet, ka uzdevuma nosacījumiem atbilstoša vārdnīcu sistēma 
iespējama jebkuram nepāra skaitam valodu n, 3≥n , izmantojot matemātisko 
indukciju. 

V.12.5. Apskatiet doto vienādojumu kā vienādojumu attiecībā uz a ar parametru 
x un atrodiet šī vienādojuma saknes. Tad apskatiet vienādojumu 
( )( ) 021 =−− aaaa . 
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A. Latvijas 36. atklātā matemātikas olimpiāde 

A.9. Devītā klase 
A.9.1. Atrodiet x vērtību, pie kuras visiem dotajiem funkciju grafikiem jāiet caur 

vienu punktu. 
A.9.2. Celiet dotās nevienādības kvadrātā un pēc saskaitīšanas savelciet līdzīgos 

locekĜus. 
A.9.3. Atbilde: jā. 
A.9.4. a) šādus skaitĜus viegli atrast, pat neizmantojot kādu īpašu meklēšanas 

paĦēmienu; 
 b) Apskatiet, kādi dalītāji ir skaitlim 1−np , kur p – pirmskaitlis, n – vesels 

pozitīvs skaitlis. 
A.9.5. Atrodiet, kā 22×  rūtiĦu kvadrātā ar 3 krāsu maiĦām var mainīt vienas 

rūtiĦas krāsojumu. 

A.10. Desmitā klase 
A.10.1. Ievērojiet, ka visām parabolām zari vērsti uz augšu un tās krusto abscisu 

asi 2 punktos. 
A.10.2. Apzīmējiet 12,12 +=+= nqkp , kur k, n – naturāli skaitĜi, un apskatiet 

skaitli qp + . 

A.10.3. Novelciet uzdevumā minētās bisektrises (skat. I6.zīm.) un pierādiet, ka 
vienādi atzīmētie leĦėi ( 1∠  un 2∠ ) ir vienādi. Tad izmantojiet ievilkto leĦėu 
un hordas – pieskares leĦėu īpašības, lai pierādītu, ka °=∠+∠ 180CSBA . 

 

 

S 

B 

A 

C 

I 

E F 

w2 w1 I6. zīm. 

2 

2 

1 

1 

 

A.10.4. Izmantojiet nevienādību 

yx

yx
11

4

+
≥+ , kas ir spēkā pozitīviem x un y. 

A.10.5. Atbilde: jā, var. 
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A.11. Vienpadsmitā klase 
A.11.1. Veicot identiskus pārveidojumus, iegūstiet, ka katram 0>n  pastāv 

vienādība 
( ) ( ) 









++−+
−

+−
=

++ 111

1

1

1

2

1

1 2224
nnnnnn

n
, un izmantojiet to, 

lai pierādītu uzdevumā doto nevienādību. 
A.11.2. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka pēc 22 −n  vai 

mazāk spēlēm visiem spēlētajiem nevar būt 0 punkti; 2) jāparāda gadījums, 
kad pēc 12 −n  spēlēm visiem spēlētājiem atkal ir 0 punkti. 

A.11.3. Pierādiet, ka S priekšpēdējais cipars ir 0, pierādot, ka S dalās gan ar 4, 
gan ar 25. 

A.11.4. Izmantojiet faktu, ka izliektā četrstūrī XYZT, kam nav paralēlu malu, 
nogriežĦu XZ, YZ, YT un XT viduspunkti ir paralelograma virsotnes. Turklāt, ja 

ZTXY = , tad šis paralelograms ir rombs. Izmantojiet četrstūrus, kuriem 
pretējās malas vienādas. 

A.11.5. Pierādiet, ka iz spēkā gan nevienādība )34)(34)(34(444 −−−≤ zyxzyx , 

gan nevienādība )34)(34)(34(444 −−−≥ zyxzyx , un seciniet, ka 

1=== zyx . 

A.12. Divpadsmitā klase 
A.12.1. Atcerieties, ka aritmētiskās progresijas locekĜi koordinātu plaknē 

izvietojas uz taisnes, bet ăeometriskās progresijas locekĜi – uz 
eksponentfunkcijas grafika. 

A.12.2. Pierādiet, ka ( )zyxzyx ++>++ 3)( 2 . 

A.12.3. a) Izsakiet R kā polinomu un seciniet, ka R nevar būt kāda naturāla 
skaitĜa kvadrāts. 
b) Pierādiet, ka 1+n  nav kopīgu dalītāju ar )3)(2( ++ nnn  un tādā gadījumā, 

lai R būtu kubs, arī skaitĜiem 1+n  un )3)(2( ++ nnn  ir jābūt kāda naturāla 

skaitĜa kubiem. 
A.12.4. Izvēlieties K uz stara DC tā, ka BDABKC ∠=∠ , lai pierādītu, ka 

BADBCK ∆∆ ~  un secinātu, ka CKCD = . Izmantojiet līdzību 
DBKABC ∆∆ ~ , lai pierādītu uzdevumā prasīto. 

A.12.5. PieĦemiet, ka n ir lielākais konfekšu skaits sākuma pozīcijā, pie kura 
otrajam spēlētājam eksistē uzvaroša stratēăija, un pierādiet, ka otrais 
spēlētājs var uzvarēt arī situācijā, kad uz galda atrodas 12 ++ nn  konfekte. 
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VP. Papildsacensības par vietu Latvijas izlasē dalībai 
50.Starptautiskajā matemātikas olimpiādē 

VP.1. Latvijas 59. matemātikas olimpiādes 4. kārta 
VP.1.1. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka par atbildi der 

( ) ( )2,, kknm =  un ( ) ( )kknm ,, 2= , kur Nk ∈ , 1>k ; 2) jāpierāda, ka nevar 

atrast citus m un n, kas atbilst uzdevuma nosacījumiem. 

VP.1.2. Izmantojiet Košī – Bunjakovska nevienādību vektoriem 














n

n

x

a

x

a
,...,

1

1  

un ( )nxx ,...,1 . 

VP.1.3. Izmantojiet Holla teorēmas „precību variantu”: ja ir n puiši, n meitenes 
un ir zināms, ka visiem k, nk ≤≤1 , katri k puiši kopumā pazīst vismaz k 
meitenes, tad jauniešus var sadalīt pa pāriem tā, ka katrā pārī ir puisis un 
meitene, kas viens otru pazīst. 

VP.1.4. Ievērojiet, ka eksistē riĦėa līnijas caur punktiem A, 1B , H, 1C ; H, A1, B, 

C1; 1B , Q, 1C , R. Izmantojot faktu, ka mediāna pret hipotenūzu vienāda ar 

pusi no hipotenūzas, un šīs riĦėa līnijas, pierādiet, ka 11 AHBQRB ∠=∠ . 

VP.1.5. Visām griešanas/pārvietošanas procesā piedalošamies daĜām uz malām 
atlieciet bultiĦas tā, ka iegūtie vektori veido pozitīvā virzienā orientētu ciklu. 

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 2.maijā 
VP.2.1. Pārveidojiet dotās nevienādības kreiso pusi, līdz variet iegūto izteiksmi 

izteikt kā summu ∑
−=++ 2klji

lji cba , un izmantojiet sakarību starp vidējo 

aritmētisko un vidējo ăeometrisko. 
VP.2.2. Atrodiet zīmējumā vairākas vienādsānu trapeces. Pierādiet, ka 

apskatāmā trijstūra malas paralēlas šo trapeču pamatiem. 
VP.2.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāpierāda, ka n vērtība nebūs 

lielāka kā n; 2) jāparāda, ka n vērtība var būt 8. 

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 3.maijā 
VP.3.1. Uzdevuma atrisinājumam piedāvājam divus variantus. Pierādiet 

uzdevumā doto nevienādību: 1) izmantojot matemātisko indukciju; 

2) apskatot funkciju ( ) 12 += xxf . Pierādiet, ka tā ir izliekta uz leju, un 

izmantojiet Jensena nevienādību. 

VP.3.2. Izdariet homotētiju ar centru P un koeficientu 
1

2

R

R
k −= , kurā 21 ww → . 

VP.3.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka dotās izteiksmes 
vērtība var būt 4; 2) jāpierāda, ka dotās izteiksmes vērtība nevar būt 0, 1, 2 

un 3. 
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IMO. 50. Starptautiskā matemātikas olimpiāde (50th 
International Mathematical Olympiad) 

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jūlijā. 

IMO.1. Izsakiet doto kongruenču formā: iii aaa ≡+1  (mod n) visiem 1=i , 2, ..., 

1−k , un pieĦemiet pretējo pierādāmajam: kk aaa ≡1  (mod n). 

IMO.2. Izmantojiet trijstūra viduslīnijas, ievilktu leĦėu un hordas – pieskares 
leĦėu īpašības, lai secinātu, ka BQAQCPAP ⋅=⋅ . No šī fakta un teorēmas 

par hordu nogriežĦu reizinājumiem iegūstiet vajadzīgo. 
IMO.3. Pierādiet prasīto, apskatot nnn SSd −= +1 , 1=n ; 2; ... un pierādot, ka 

visi skaitĜi nd  ir vienādi. Pierādiet, ka visi skaitĜi nd  ir ierobežoti, lai no 

ierobežotības iegūtu, ka eksistē { }Nndn ∈min  un { }Nndn ∈max . Pierādiet, 

ka { }Nndn ∈min = { }Nndn ∈max , pieĦemot pretējo. 

IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. jūlijā. 
IMO.4. Apskatiet punktu, kas simetrisks punktam E attiecībā pret leĦėa C 

bisektrisi, un šėirojiet gadījumus atkarībā no tā, kā šis punkts novietojas uz 
taisnes BC. 

IMO.5. Pierādiet, ka der tikai funkcija ( ) xxf ≡ . 

IMO.6. Izmantojiet matemātisko indukciju pēc parametra n, ievērojot, ka 1≥n . 
Šėirojiet divus gadījumus: kad kopas M minimālais elements d mazāks nekā 

na  un kad nad ≥ . 
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AB. Atlases sacensības olimpiādei „Baltijas CeĜš 2008” 

AB.A. Algebra 
AB.A.1. Celiet doto vienādību kvadrātā un iegūtajā vienādībā ievietojiet doto 

izteiksmi. 
AB.A.2. Lietojiet Košī – Bunjakovska nevienādību. 
AB.A.3. Apskatiet gadījumus, kad yx >  un yx < . Iegūstiet pretrunas un 

seciniet, ka zyx == . 

AB.A.4. Apskatiet sākotnējo un iegūstamo funkciju atvasinājumus punktā 1=x . 
AB.A.5. PieĦemiet, ka šāda funkcija eksistē, un iegūstiet pretrunu, apskatot, 

kādas vērtības pieĦem vienādības labā un kreisā puse. 

AB.K. Kombinatorika 
AB.K.1. Sāciet ar lielu kvadrātu, kurā melno rūtiĦu daĜa ir maza, un pakāpeniski 

šo kvadrātu samaziniet. 
AB.K.2. Apskatiet, kā no ( 1+n )-ciparu skaitĜiem var iegūt ( 2+n )-ciparu 

skaitĜus. 
AB.K.3. Attēlojiet doto situāciju ar grafu, kur spēlētāji – virsotnes, savukārt 

notikušās spēles – šėautnes. 
AB.K.4. Apzīmējiet monētas ar 1m , 2m , ... , nm2  un izdariet 1+n  mērījumus: 

( ) inn mmmm −− ++++ 2121 ... , 0=i ; 1; 2; ... ; n. Pierādiet, ka, veicot aprēėinus, 

var uzzināt a un b vērtības. 
AB.K.5. Lietojiet Dirihlē principu. 

AB.Ă. Ăeometrija 

AB.Ă.1. Pierādiet, ka ACNV , un izmantojiet Čevas teorēmu, lai pierādītu 

uzdevumā prasīto. 
AB.Ă.2. Apskatiet homotētiju ar centru punktā M, kurā 21 ωω → . 

AB.Ă.3. Apskatiet vektorus 1e
r
, 2e
r

, 3e
r

 (skat. I7.zīm.), izvēloties mērogu tā, ka tie 

ir vienības vektori. Izmantojiet faktu, ka 0)( 2
321 ≥++ eee
rrr

. 

 

 

1e
r

 2e
r

 

3e
r

 

α 

β 

γ 
I7.zīm. 

 
AB.Ă.4. Atcerieties, ka četrstūra pretējo leĦėu summa ir °180 , ja tā virsotnes 

atrodas uz vienas riĦėa līnijas. 
AB.Ă.5. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda piemērs, kurā „ tukšā” 

taisnstūra laukums ir 25; 2) jāpierāda, ka „tukšā” taisnstūra laukums nevar 
būt lielāks. To var darīt, pieĦemot pretējo. 
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AB.S. SkaitĜu teorija 
AB.S.1. Izmantojiet faktu: sadalot {1;2;...;2008} grupās G0, G1, ..., G7 atkarībā 

no tā, kādu atlikumu dod skaitĜi, dalot ar 8, katrā grupā ir tieši 251 skaitlis. 
AB.S.2. Ievērojiet, ka no naturāliem skaitĜiem sastāvošas ăeometriskas 

progresijas elementi dalās tikai ar tiem pirmskaitĜiem, ar ko dalās tās pirmais 
loceklis vai kvocients. 

AB.S.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka dotais skaitlis ir 
vesela skaitĜa kvadrāts pie 2008=n ; 2) jāpierāda, ka n nevar būt lielāks par 
2008. 

AB.S.4. Veiciet identiskus pārveidojumus ar doto vienādojumu, līdz iegūstiet, ka 

)12)(12()12(3 2 −+=+ nnm . Seciniet un izmantojiet to, ka viens no skaitĜiem 

12 +n  un 12 −n  ir vesela skaitĜa kvadrāts. 
AB.S.5. Meklējiet risinājumus formā xky ⋅= , kur 2, ≥∈ kNk . 
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BW. Matemātikas komandu olimpiāde „Baltijas CeĜš 2008” 

BW.A. Algebra 

BW.A.1. Apskatiet skaitĜu virkni na , ;...2;1;0=n  , kuru definē ar nosacījumiem 

00 =a ; 3

1 )1( +=+ nn aa  pie 0≥n . Ievērojiet: ja visiem ;...2;1;0=n  pastāv 

vienādība nn aap =)( , tad polinomam xxp −)(  būs bezgalīgi daudz sakĦu. 

BW.A.2. Izmantojiet Košī-Bunjakovska nevienādību, lai pierādītu, ka dotās 

nevienādības kreisā puse ir lielāka vai vienāda ar 
( )

9)(

2

+++
++
cba

cba
. Izmantojiet 

arī nevienādību: ( ) ( )2222
3 cbacba ++≤++ . 

BW.A.3. Pierādiet, ka šāds leĦėis neeksistē, pieĦemot pretējo un secinot, ka pie 

4
0

π
≤α< progresijas mazākais loceklis ir αsin , bet αctg  - tās lielākais 

loceklis. 
BW.A.4. Pierādiet prasīto, pieĦemot pretējo: eksistē tāds vesels skaitlis x, ka 

( ) 1151 ≤−≤ xP . 

BW.A.5. Pierādiet, ka augstākais viens Romeo skaitlis ir lielāks par atbilstošo 
Džuljetas skaitli un augstākais viens Romeo skaitlis ir mazāks par atbilstošo 
Džuljetas skaitli, un seciniet, ka Romeo un Džuljetas tetraedru virsotnēs 
ierakstītie skaitĜi sakrīt. 

BW.K. Kombinatorika 
BW.K.1. Ievērojiet, ka kopa A var saturēt tikai vienu elementu no kopas 

{ }xx −169; , kur 84...;;2;1=x . 

BW.K.2. Nodibiniet vairākus klubus tā, lai vienlaicīgi izpildītos šādas īpašības: 
• katrā klubā ir tieši 3 bērni, 
• katri divi bērni kopā ir tieši vienā klubā. 
Līdz ar to dāvanas varēs pasniegt sekojoši: katri divi bērni, kas ir vienā klubā, 
pasniedz kopīgu dāvanu trešajam šī kluba loceklim. 

BW.K.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka uzdevumā dotā 
situācija iespējama, ja ir 56 dalībvalstis; 2) jāpierāda, ka dalībvalstu skaits 
nevar būt lielāks kā 56. 

BW.K.4. Atrodiet veidu, kā ir iespējams salikt 444 ××  kubu no uzdevumā dotās 
formas blokiem. 

BW.K.5. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka uzdevuma 
nosacījumi izpildās, ja 77=n ; 2) jāpierāda, ka kvadrātā 7676×  nosegt 
laukumu 2008 neizdosies, pieĦemot pretējo. 
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BW.Ă. Ăeometrija 

BW.Ă.1. Apskatiet divus gadījumus: kad XYBD  (tad ABCD  - rombs) un kad 

BD  un XY  krustojas punktā M  (tad MC  ir pieskare un var izmantot 
teorēmu par sekanti un pieskari). 

BW.Ă.2. Izmantojiet Ptolomeja teorēmu un trijstūra laukuma formulu 
R

xyz
L

4
= . 

BW.Ă.3. Ieviesiet koordinātu sistēmu, kā parādīts I8.zīm., un pierādiet, ka visas 
taisnes PQ  krusto Ox  asi vienā un tai pašā punktā. 

 

Y )2;1( q−  

X )2;1( p  

B )0;1(−  A )0;1(  

P 

x 

y 

Q 

R O α  

β  

I8. zīm. 
 

BW.Ă.4. Ievērojiet, ka riĦėa līnijas garums ir 1⋅π , un apskatiet hordu mazākos 
savilktos lokus. 

BW.Ă.5. Pierādiet, ka NM perpendikulārs leĦėa B bisektrisei. 

BW.S. SkaitĜu teorija 
BW.S.1. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka kopa { }nn 2; , kur 

n  - patvaĜīgs naturāls skaitlis, atbilst uzdevuma prasībām.; 2) jāpierāda, ka 
citu kopu ar šo īpašību nav, pieĦemot pretējo. 

BW.S.2. Apzīmējiet dxm =  un dyn = , kur ),( nmLKDd =  un pārveidojiet doto 

vienādojumu par )(20083 yxdxy += , kur 1),( =yxLKD . 

BW.S.3. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas: 1) jāparāda, ka kopas A  
maksimālā elementa mazākā iespējamā vērtība var būt 1040; 2) jāpierāda, ka 
maksimālais A  elements nevar būt mazāks par 1040, ievērojot, ka A  jāsatur 
skaitĜa 13 daudzkārtnis, kas ir lielāks par 77131001 ⋅= , un apskatot trīs 
iespējas: A∈⋅7813 ; A∈⋅7913  un An∈⋅13 , 80≥n . 

BW.S.4. Pierādiet, ka 1)1008,()1008,( == bLKDaLKD  un izmantojiet Eilera 

teorēmu. Turpmākajā risinājumā izmantojiet lemmu: ja 1008 dalās ar n , 
1))(,( =ϕ naLKD  un 1))(,( =ϕ nbLKD , kā arī )(mod nba ϕ≡ , tad 

nba mod≡ . 

BW.S.5. Izmantojiet faktu, ka naturāliem skaitĜiem a  un b  ir spēkā nevienādība: 
)()()( bSaSbaS ⋅≤⋅ . 
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Atrisinājumi 

S. Latvijas 21. sagatavošanās olimpiāde matemātikā 

S.9. Devītā klase 
S.9.1. Vispirms apskatīsim gadījumu, kad 6≤c . Tā kā cba <<  un a, b, c – 

naturāli skaitĜi, tad 954 =+≤+ ba , kas ir pretrunā ar uzdevumā doto 

nosacījumu: 10=+ ba . 

Apskatīsim gadījumu, kad 8≥c . Tā kā edc <<  un c, d, e – naturāli skaitĜi, 

tad 19109 =+≥+ ed , kas ir pretrunā ar uzdevumā doto nosacījumu: 

18=+ ed . 

Tā kā 86 << c , tad 7=c . 

Izmantojot uzdevumā dotos nosacījumus, aprēėinām uzdevumā prasīto: 

( ) ( ) 3518710 =++=++++=++++ edcbaedcba . 

S.9.2. Apskatām NMC∆  (skat. A1.zīm.). Tā kā MNCM = , tad NMC∆  - 

vienādsānu. Vienādsānu trijstūrī leĦėi pie pamata vienādi, tāpēc 

°=∠=∠=∠ 20BCAMCNMNC . Tā kā trijstūra leĦėu summa ir °180 , tad 

°=∠−∠−°=∠ 140180 MCNMNCNMC . 

  

A 

B 

C 
N

M

A1.zīm. 
 

Tā kā blakusleĦėu summa ir °180 , tad °=∠−°=∠ 40180 NMCBMN . 

Līdzīgi apskatām MNB∆ . Tā kā NBMN = , tad °=∠=∠ 40BMNNMB . Tādā 

gadījumā °=∠−∠−°=∠ 100180 MBNNMBBNM . 

Ievērojam, ka °=∠−∠−°=∠ 60180 MNCBNMBNA . 

Apskatot ABN∆ , secinām, ka arī tas ir vienādsānu, jo BANB = , tātad 

°=∠=∠ 60BNABAN . Tādā gadījumā arī 

°=∠−∠−°=∠ 60180 BNABANABN . Varam secināt, ka ABN∆  ir regulārs, 

no kā seko, ka BNAN = , kas arī bija jāpierāda. 

S.9.3. SkaitĜa n ciparu summa ir ( ) 110432111 =+++ . Ja mēs skaitlim n 

pieskaitām 4, pārnesumi nerodas, tāpēc 4+n  ciparu summa ir 

( ) 1144432111 =++++ . Tā kā skaitĜa n+4 ciparu summa dalās ar 3, tad arī 

pats skaitlis 4+n  dalās ar 3. Tā kā 34 >+n , tad tas nevar būt pirmskaitlis. 
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S.9.4. Vispirms atradīsim vieglāko un smagāko monētu. Uzdodam jautājumu par 

jebkurām 3 monētām un vidējo no šīm monētām noliekam malā. Otro 

jautājumu uzdodam par jebkurām 3 no atlikušajām 4 monētām un vidējo 

noliekam malā. Pašlaik mums ir atlikušas 3 monētas, no kurām atkal vidējo 

noliekam malā. Līdz ar to ir palikušas 2 malā nenoliktas monētas, kuras arī ir 

smagākā un vieglākā no visām (mēs nezinām, „kura ir kura”, bet šajā 

uzdevumā to uzzināt nav nepieciešams). 

Tagad uzdodam jautājumu par „malā noliktajām” monētām. Atrodam vidējo 

no šīm 3 monētām, kas ir arī vidējā no visām 5 monētām. 

S.9.5. To, ka skaitlis n ir nokrāsots balts/sarkans, pierakstīsim kā n~b/n~s; 

varam uzskatīt, ka 5~b un 6~s. 

Tagad pieĦemsim no pretējā, ka uzdevuma apgalvojums nav spēkā un tātad 

nevar atrast 3 vienādi nokrāsotus skaitĜu, kuru summa ir 0. Šėirojam divus 

gadījumus: 

A: 0 ~ s 

Apskatām summu, kas ir 0 Secinām 

(-6) + 0 + 6 (-6) ~ b 

1 + 5 + (-6) 1 ~ s 

(-1) + 0 + 1 (-1) ~ b 

(-4) + (-1) + 5 (-4) ~ s 

(-2) + (-4) + 6 (-2) ~ b 

4 + 0 + (-4) 4 ~ b 

2 + 4 + (-6) 2 ~ s 

(-2) + 0 + 2 (-2) ~ b 

3 + (-1) + (-2) 3 ~ s 

(-3) + 0 + 3 (-3) ~ b 

 

Iegūta pretruna, jo (-3) + (-2) + 5 = 0, tātad var atrast 3 balti nokrāsotus 

skaitĜus, kuru summa ir 0. 
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B: 0 ~ b 

 

 

Iegūta pretruna, jo (-2) + (-4) + 6 = 0, tātad var atrast 3 sarkani nokrāsotus 

skaitĜus, kuru summa ir 0. 

S.10. Desmitā klase 
S.10.1. Atbilde: 3−=a  un 12−=a . 

Risinājums. Vienādojumu var pārveidot par ( ) ( )( ) 0422 2 =+++− axxx . 

Ievērojam, ka viena no saknēm ir 2=x . Šėirojam 2 iespējas: 

a) 2=x  ir vienkārtīga sakne. Apskatām vienādojumu ( ) 0422 =+++ axx . 

Šim vienādojumam ir viena divkārtīga sakne, tātad ( ) 0444 =+−= aD  ⇒ 

124 =− a  ⇒ 3−=a . Ievietojot šo vērtību vienādojumā, iegūstam 

vienādojumu 0122 =++ xx , kuram ir divkārtīga sakne 1−=x . Tātad atrastā 
vērtība 3−=a  der. 
b) 2=x  ir divkārtīga sakne. Tad šī ir arī kvadrātvienādojuma 

( ) 0422 =+++ axx  sakne ⇒ ( ) 0444 =+++ a  ⇒ 12−=a . Ievietojot šo 

vērtību vienādojumā, iegūstam vienādojumu 0822 =−+ xx , kuram ir 2 
saknes: 2=x  un 4−=x . Tātad der arī vērtība 12−=a . 

S.10.2. SaskaĦā ar doto B un D atrodas dažādās pusēs vidusperpendikulam. 
Pierādīsim, ka tādā gadījumā BCBA < . Apzīmējam perpendikula un četrstūra 
malas BC krustpunktu ar E (skat. A2.zīm.). 

 

E 

 A 

B 

C 

D 

A2.zīm. 

 
 Apskatām trijstūri AEC∆ . Tas ir vienādsānu, jo trijstūrī augstums pret 

pamatu ir arī mediāna, tātad ECAE = . Tādā gadījumā ECBEAEBE +=+  

Apskatām summu, kas ir 0 Secinām 

(-5) + 0 + 5 (-5) ~ s 

(-1) + (-5) + 6 (-1) ~ b 

1 + 0 + (-1) 1 ~ s 

4 + 1 + (-5) 4 ~ b 

(-4) + 0 + 4 (-4) ~ s 

3 + (-4) + 1 3 ~ b 

(-3) + 0 + 3 (-3) ~ s 

2 + (-3) + 1 2 ~ b 

(-2) + 0 + 2 (-2) ~ s 
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jeb BCAEBE =+ . Tā kā jebkurā trijstūri vienas malas garums ir mazāks kā 
divu pārējo malu summa, tad BCAEBEAB =+<  

 Līdzīgi pierādām, ka ir spēkā nevienādība: DADC < . 
 Varam secināt, ka DABCDCAB +<+ . 
 Bet, ja ABCD varētu ievilkt riĦėa līniju, tad būtu DABCDCBA +=+  - tātad 

esam ieguvuši pretrunu un varam secināt, ka šajā četrstūrī nevar ievilkt riĦėa 
līniju. 

S.10.3. Ja nn 42 3 +  dalās ar 3, bet nn 53 +  nedalās ar 3 pie kādas naturālas n 
vērtības vai otrādi, tad šo izteiksmju starpība arī nedalās ar 3. Tā kā 

)nn()nn( 542 33 +−+  = nn −3  = )n(n)n( 11 +−  dalās ar 3 kā triju pēc 

kārtas Ħemtu veselu skaitĜu reizinājums, tad dotās izteiksmes dalīsies ar 3 pie 
vienām un tām pašām naturālām n vērtībām. 

S.10.4. Atbilde: nē, nevar.  
 Risinājums. Otrais spēlētājs var domās sadalīt rūtiĦas pāros „ėieăeĜu sienas” 

formā (skat. A3.zīm.) un uz katru pirmā spēlētāja gājienu atbildēt ar gājienu 
tai pašā „ėieăelī”. Tā kā katrs četru rūtiĦu kvadrāts vienu „ėieăeli” satur 
pilnībā, tad tas saturēs arī vismaz vienu otrā spēlētāja nokrāsoto rūtiĦu. 

A3.zīm. 

        

       

       

       

       

       
 

S.10.5. Atbilde: nē, nevar. 
Risinājums. Ievērojam, ka kastes tilpums 216666 =⋅⋅  ir lielāks nekā klucīšu 
tilpums 21253411 =⋅⋅⋅ . Līdz ar to mēs uzreiz nevaram secināt, ka klucīšus 
nevar savietot kastē. Apskatīsim, kā šie klucīši var izvietoties kastē. 
Sadalīsim kasti 27 kubos ar izmēriem 222 ××  un izkrāsosim šos kubus „šaha 
galdiĦa kārtībā”. Varam uzskatīt, ka ir 13 melni kubi (varam pieĦemt arī, ka ir 
13 balti kubi, tas neietekmē atrisinājumu), tātad pavisam kopā ir 104813 =⋅  
melni kubiĦi. 
Ievērojam, ka katrs klucītis ar izmēriem 411 ××  satur tieši 2 melnus kubiĦus, 
tātad kopā jābūt vismaz 106253 =⋅  melniem kubiĦiem. Esam ieguvuši 
pretrunu. 

S.11. Vienpadsmitā klase 

S.11.1. Ievērojam, ka 8888888888 53 bbbbbaaaba +++++++=+ . 
 Izmantojam nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ăeometrisko: 

8 88888888
88888888

8
bbbbbaaa

bbbbbaaa
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥

+++++++
 

8 8888888888888888 8 bbbbbaaabbbbbaaa ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥+++++++  

 Tātad 5388 853 baba ≥+ , kas arī bija jāpierāda. 
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S.11.2. Tā kā CAMBAM ∠=∠ , tad CMBM ∪=∪  (skat. A4.zīm.). Vienādiem 
lokiem atbilst vienādas hordas, tāpēc MCMB = . Atliek pierādīt, ka MIMB = . 

  A 

B 

C 

K 

M

I

A4. zīm. 

 
Novelkam B∠  bisektrisi. Tā kā trijstūrī pret vienādiem leĦėiem atrodas 
vienādas malas, tad vienādību MIMB =  pierādījumā varam aizstāt ar 

BIMIBM ∠=∠ . Ši vienādība ir patiesa, jo: 

a) ( )CMKCIBM ∪+∪=∠
2

1
, 

b) ( )BMAKBIM ∪+∪=∠
2

1
 (iekšējā leĦėa īpašība), 

 c) AKKC ∪=∪  un BMCM ∪=∪ . 

S.11.3. Apzīmēsim 3α=ab , 3β=bc , 3γ=ca , kur γβα ,,  - naturāli skaitĜi.  

 Varam izteikt 
( ) ( ) 3

3

33
2








 ⋅
=

⋅
=

⋅
=

β
γα

β
γα

bc

acab
a . Tātad 2a  ir racionāla skaitĜa 

kubs. Tā kā 2a  pats ir naturāls skaitlis, tad 
β
γα ⋅

=k  arī ir naturāls skaitlis (ja 

k būtu nesaīsināma daĜa ar saucēju 1> , tad arī 3k  būtu nesaīsināma daĜa ar 

saucēju >1). Tātad Nk,ka ∈= 32 . Varam secināt, ka 2a  katru savu 

pirmreizinātāju satur ar kāpinātāju, kas dalās ar 3. Tā kā šis kāpinātājs ir 2 
reizes lielāks par kāpinātāju, ar kuru attiecīgo pirmreizinātāju satur a, tad 
attiecīgais kāpinātājs skaitlī a dalās ar 3. No tā seko vajadzīgais par a. 

 Apgalvojumu skaitĜiem b un c pierāda līdzīgi. 
S.11.4. Dabīgā veidā ieviešam jēdzienus „horizontāls gājiens” (hg) un „vertikāls 

gājiens” (vg). Katrs vg pirmās un trešās kolonnas summu maina par 0 vai par 
2, katrs hg – par 1. Procesa beigās šī summa mainījusies par pāra skaitli (no 
pāra skaitĜa uz pāra skaitli). Tāpēc izdarīts pāra skaits hg. 

 Līdzīgi pierāda, ka izdarīts pāra skaits vg, apskatot pirmās un trešās rindas 

summu. 
S.11.5. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādām piemēru ar 4 
draudzībām (skat. A5.zīm.). 

  

A5.zīm. 
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 Otrkārt, pierādīsim, ka draudzību skaits nevar būt mazāks kā 4. PieĦemsim 
pretējo, ka draudzību skaits ir 3≤ . Šėirojam divus gadījumus: 
• Ja ir virsotne, no kuras iziet 3 diagonāles, tad tajā ir 3 draudzības; tāpēc, 

lai draudzību skaits būtu 3≤ , no pārējām 7 virsotnēm iziet 1≤  diagonāle 
no katras. Tad novilkto diagonāĜu galapunktu skaits ir 103117 =⋅+⋅≤  - 
pretruna, jo 6 novilktajām diagonālēm ir 1226 =⋅  galapunkti. 

• Ja virsotnes, no kuras iziet 3 diagonāles, nav, tad, lai draudzību skaits 
būtu 3≤ , ir 3≤  virsotnes ar 2 diagonālēm katrā. Galapunktu skaits 
nepārsniedz 111523 =⋅+⋅  - pretruna, jo iznāk, ka novilkto diagonāĜu 
galapunktu skaits ir mazāks nekā 12. 

S.12. Divpadsmitā klase 

S.12.1. No otrā vienādojuma izsakām 2−= xy  un ievietojam to pirmajā 

vienādojumā: ( )22 2 −− −−+ = xxxx xx . 
Pastāv 2 iespējas: 

a) 1=x ; tad 11 22 === −−xy . Veicam pārbaudi, ievietojot atrastās vērtības 1. 

vienādojumā: 02 11 = ; 11 = . 
b) 1≠x ; tad ( )22 2 −− −−=+ xxxx  ⇒  23 −= xx  ⇒  13 3 =x . 

Tātad 
3 3

1
=x  un 3

2

3

2 9
3

1
=








==

−

−xy . Veicam pārbaudi, ievietojot 

atrastās vērtības 1. vienādojumā: 

3

3

3

3
9

3

1

3

9
3

1

3
9

3

1 −
+

=







; 

)9
3

1
(2

3
9

3

1
3

3

3

3

3 33
−−−

= ; )9
3

1
(29

3

1 3

3

3

3
−=−− , 

3

3

3

3

3

9322

3

931 ⋅⋅−
=

⋅+
− , 

33 3

62

3

31 −
=

+
− , 

33 3

4

3

4
−=− . 

Tātad esam atraduši abus atrisinājumus: ( ) 






 3

3
9

3

1
11 ;,; . 

S.12.2. Tā kā °=∠+∠ 180BNDBMD , ap MBND var apvilkt riĦėa līniju. Tāpēc 
BDNBMN ∠=∠ , jo balstās uz vienu un to pašu loku (skat. A6.zīm.). 

 B 

M 

A 
D 

C 

N 

A6. zīm.  
Apskatām četrstūra AMNC  pretējo leĦėu summu: 

( ) ( ) =∠−°+∠−°=∠+∠ NDCBMNACNAMN 90180  

°=∠+∠−°= 180180 BDNBMN . 
Tātad punkti A, M, N un C atrodas uz vienas riĦėa līnijas. 

S.12.3. Ievērojam, ka nnnnnA 200082008 22 ++=+= . Lai atrastu skaitĜa A 

priekšpēdējo ciparu, varam apskatīt ( ) 1648
22 −+=+= nnnB , jo skaitĜu A un 

B pēdējie trīs cipari ir vienādi ( nBA 2000+=  un 2000n pēdējie 3 cipari ir 
nulles). 
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 Tā kā skaitĜa A pēdējais cipars ir 4, tad arī B beidzas ar 4. Tādā gadījumā 

( )2
4+n  beidzas ar 0. Ja skaitlis beidzas ar 0, tad tas noteikti dalās ar 10. 

Tātad ( )2
4+n  dalās ar 10 un tādējādi dalās gan ar 2, gan ar 5. 

 Jebkuru naturālu skaitli, kas lielāks par 1, var izteikt kā pirmskaitĜu 
reizinājumu. Ja mēs izsakām skaitĜa kvadrātu kā pirmskaitĜu reizinājumu, tad 

visi pirmskaitĜi šajā reizinājumā ir pāra skaitā. Tātad ( )2
4+n  dalās gan ar 

422 =⋅ , gan ar 2555 =⋅ . Tā kā LKD(4;25)=1, tad ( )2
4+n  dalās ar 

100254 =⋅  un tādējādi beidzas ar 00. Varam secināt, ka ( ) 164
2 −+= nB  

beidzas ar 84. 
 Tā kā nBA 2000+= , tad arī A priekšpēdējais cipars ir 8. 
S.12.4. Atbilde: Jā, var. 

Risinājums. Sauksim jau novietotos taisnstūrus par melniem. Sadalām plakni 
22×  rūtiĦu lielos kvadrātos. Tad sākumā katrs kvadrāts satur 0, 1 vai 2 

melnas rūtiĦas. 
Lai pārklātu atlikušo plaknes daĜu, jārīkojas sekojoši:  
• Ja kvadrātā nav melnu rūtiĦu, tajā ievieto 2 taisnstūrus. 
• Ja kvadrātā ir 2 melnas rūtiĦas, tad tās atrodas blakus; kvadrātā var 

ievietot vēl 1 taisnstūri. 
• Ja kvadrātā jau ir tieši 1 melna rūtiĦa, apskatām šo kvadrātu un to blakus 

esošo, kurā ir atbilstošā taisnstūra otrā melnā rūtiĦa; tad tā arī ir vienīgā 
šajā otrajā kvadrātā. Balto daĜu šajos abos kvadrātos pārklājam, kā 
parādīts A7.zīm. 

 
1   3 

1 2 2 3 

 

A7. zīm. 

 
S.12.5. Katram zēnam piekārtosim to meiteĦu kopu, kas viĦam patīk. Visas šīs 

kopas ir dažādas, jo katriem 2 zēniem var atrast meiteni, kas vienam no 
viĦiem patīk, bet otram nepatīk. Tātad meiteĦu kopas apakškopu nevar būt 
mazāk kā zēnu. Kopai ar m elementiem ir m2  apakškopu. Tāpēc zm ≥2 , kas 
arī bija jāierāda. 
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R. Latvijas 59. rajona olimpiāde matemātikā 

R.9. Devītā klase 
R.9.1. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt pierādīsim ,ka ABC∆  

laukums nevar būt mazāks kā 78: saskaĦā ar teorēmu par slīpnes un 
perpendikula garumu 13≥≥ chCA . Tāpēc: 

781213
2

1
hAC

2

1
S(ABC) b =⋅⋅≥⋅= . 

Otrkārt parādīsim, ka eksistē tāds trijstūris, kura laukums ir 78 un kura 
augstumi atbilst uzdevuma prasībām. Apskatām taisnleĦėa trijstūri ABC , kur 

12=AB ; 13=AC ; °=∠ 90A  (skat. A8.zīm.). Šis trijstūris apmierina 
uzdevuma nosacījumus: 
• 12== ABhb , 

• 13== AChc , 

• 5
18

1312

313

1312
>

⋅
>

⋅
=

⋅
=

BC

ACAB
ha . 

 

A 

B 

C 

ha 

A8. zīm. 
R.9.2. Apzīmējam četrciparu skaitĜa n pirmo divu ciparu veidoto skaitli ar a, bet 

pēdējo divu ciparu veidoto skaitli ar b. Tad ban += 100 , tāpēc iegūstam 

vienādojumu: 2100 bba =+ , kas ekvivalents vienādojumam: 
( )1425 −=⋅⋅ bba . Vienādojuma kreisā puse dalās ar 25, tātad arī labajai pusei 

jādalās ar 25. Tā kā b un b-1 ir divi pēc kārtas sekojoši naturāli skaitĜi, tad 
LKD(b,b-1)=1 un varam secināt, ka vai nu b, vai b-1 dalās ar 25. Tādā 
gadījumā b iespējamās vērtības ir 00; 01; 25; 26; 50; 51; 75; 76. Ievietojot šīs 
vērtības vienādojumā, redzam, ka atbilstoši a vērtība iznāk divciparu naturāls 
skaitlis tikai pie 76=b ; tad 57=a . Tāpēc ir tikai viens meklējamais skaitlis 

5776=n . 
R.9.3. Atceramies, ka 

I pieskare ir perpendikulāra rādiusam, kura galapunktā tā novilkta, 
II tātad taisne, kas novilkta perpendikulāri rādiusam tā galapunktā, ir 
pieskare. 
Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt pierādīsim, ka abu riĦėa 

līniju krustpunktā novilktās pieskares ir perpendikulāras, ja 222 drR =+ . 

PieĦemam, ka 222 drR =+ . 
Novelkam rādiusus uz r.l. krustpunktu A (skat. A9.zīm.). Tad 

222 OSSAOA =+ , tātad pēc Pitagora teorēmai apgrieztās teorēmas OAS∆  ir 
taisnleĦėa. Tāpēc taisne SA ir r.l. w1 pieskare (pēc II), un tāpat taisne OA ir 
w2 pieskare. Tātad abas pieskares punktā A ir savstarpēji perpendikulāras. 
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S
d 

r R

A 

O 

w1
w2 

A9. zīm.        

 

S

A 

O 

w1
w2

A10. zīm. 

t
l 

 
Otrkārt, pierādīsim doto apgalvojumu no otras puses: ja mums ir dots, ka abu 
riĦėa līniju krustpunktā novilktās pieskares ir perpendikulāras, tad varam 

secināt, ka 222 drR =+ . 
PieĦemam, ka pieskares krustpunktā A ir savstarpēji perpendikulāras 
(A10.zīm.). 
Tā kā lt ⊥ , tad t satur w2 rādiusu (no I), tātad iet caur S. Līdzīgi l iet caur O. 
Tāpēc pieskares veido OAS∆ , kas ir taisnleĦėa. No Pitagora teorēmas mēs 

secinām, ka 222 OSSAOA =+ , tātad 222 drR =+ . 
R.9.4. Apzīmēsim dotā kvadrātvienādojuma saknes ar 1x  un 2x , kur 21 xx < . 

Šėirojam divus gadījumus: 

• );( 21 xxx∉ : 1021
2 −>≥−−=++ )xx)(xx(qpxx , no kā seko 

vajadzīgais. 
• );( 21 xxx∈ : 

.
xx)xx()xx(

)xx()xx()xx)(xx(qpxx

1
2

2

22

22

12

2

21

2121
2

=






≤






 −
=







 −+−
≤

≤−⋅−=−−=++

 

 Tātad 11 2 ≤++≤− qpxx , no kā seko vajadzīgais. 

R.9.5. a) PieĦemsim pretējo, ka tādu divu cilvēku nav. Tā kā cilvēku ir tieši n un 
paziĦu daudzums vienam cilvēkam var būt 0; 1; 2; ...; n-1 (t.i., tieši n dažādas 
vērtības), tad katrai šai vērtībai „jārealizējas”; t.sk. jārealizējas arī paziĦu 
daudzumiem 0 un n-1. Bet tas nav iespējams: ja ir kāds, kam nav neviena 
paziĦas, tad nevar būt neviena, kas pazīst visus n-1 citus. Iegūta pretruna, 
tātad eksistē divi tādi cilvēki A un B, kam starp pārējiem ir vienādi paziĦu 
daudzumi. 
b) Pie 4=n  var gadīties, ka nevar atrast tādu cilvēku C vai tādu cilvēku D: 
skat, piem., A11.zīm., kur punkti attēlo cilvēkus, bet līnijas – pazīšanās. Šajā 
gadījumā rūėīša Muribura apgalvojums ir nepatiess. 

 

A11. zīm.  
Pie 2009=n  tādi cilvēki noteikti atradīsies. PieĦemsim pretējo: nekādiem 
diviem cilvēkiem ar vienādiem paziĦu daudzumiem minētā trešā cilvēka nav. 
ĥemsim divus cilvēkus A un B ar vienādiem paziĦu daudzumiem (tādi eksistē 
saskaĦā ar a) punktu). Katru no pārējiem n-2 cilvēkiem pazīst tieši viens no 
A un B, tāpēc n-2 jādalās ar 2 (citādi A un B paziĦu daudzumi neiznāktu 
vienādi). Tāpēc arī n jābūt pāra skaitlim. Bet 2009 ir nepāra. Iegūta pretruna 
un varam secināt, ka var atrast tādu trešo cilvēku, kurš vai nu pazīst gan A, 
gan B, vai arī nepazīst ne A, ne B. 
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R.10. Desmitā klase 
R.10.1. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, atradīsim naturālu 

skaitli, par kuru meklētais skaitlis noteikti nebūs mazāks. Meklētajam skaitlim 
jādalās gan ar 11 (jo )6(11)11()10(...)2()1( +=++++++++ nnnnn ), gan ar 

13 (jo )7(13)13()12(...)2()1( +=++++++++ nnnnn ), gan ar 6 (jo 

( ))12()1(6)12(...)2()1( +++=++++++ nnnnn ). 

Tā kā 11, 13 un 6 ir pa pāriem savstarpēji pirmskaitĜi, tad tam jādalās ar 
85813116 =⋅⋅ . Mazākais naturālais skaitlis, kas dalās ar 858, ir 858. 

Otrkārt, parādīsim, ka 858 tiešām atbilst uzdevuma prasībām: 
8382818079787776757473858 ++++++++++= ; 

777675747372717069686766858 +++++++++++= ; 
72717069686766656463626160858 ++++++++++++= . 

R.10.2. Taisnes t krustpunktus ar ABC∆  apzīmējam ar M un N (skat. A12.zīm.). 
Tādā gadījumā: 

)(
2

1

2

1

2

1
)()()( BNMBrBNrMBrNIBSMIBSMBNS +⋅=⋅+⋅=+=  un 

)(
2

1
)( CABCABrABCS ++⋅= . 

Tā kā )(
2

1
)( ABCSMBNS = , tad )(

4

1
)(

2

1
CABCABrBNMBr ++=+ . 

Esam ieguvuši, ka )(
2

1
CABCABBNMB ++=+ , kas arī bija jāpierāda. 

 

r

r 

r 

B 

CA 

M

N 

A12. zīm. 

I 

t

 
R.10.3. Tā kā 2a  dalās ar b un a dalās ar a, tad 23 aaa ⋅=  dalās ar ba ⋅ . 

Tā kā 2b  dalās ar a un b dalās ar b, tad bbb ⋅= 23  dalās ar ba ⋅ . 

Varam secināt, ka arī ( ) )(3333
baabbaba +++=+  dalās ar ba ⋅ , kas arī bija 

jāpierāda. 

Pierādīsim, ka ne vienmēr ( )2ba +  dalās ar ba ⋅ . Ja 2=a  un 4=b , tad 

42 =a  dalās ar 4=b  un 162 =b  dalās ar 2=a , taču ( ) 36
2 =+ ba  nedalās 

ar 8=⋅ba . 
R.10.4. Pārveidojam doto vienādojumu: 

)(
2

1
93421 zyxzyx ++=−+−+− , 

964412 −+−+−=++ zyxzyx , 

( ) ( ) ( ) 0964412 =−−+−−+−− zzyyxx , 

( ) ( ) ( ) 0392411
222

=−−+−−+−− zyx . 

 Tā kā kvadrāti ir nenegatīvi, tad katrs no tiem ir 0. No šejienes iegūstam: 
2=x , 8=y , 18=z . 
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R.10.5. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, kādā veidā 
ar 100 pieskāršanās reizēm varam ieslēgt visas spuldzītes. 

 To var izdarīt, pieskaroties katrai spuldzei 1 reizi. Tādā gadījumā katra 
spuldze maina savu stāvokli 19 (nepāra skaitu) reižu un gala rezultātā no 
izslēgtas kĜūst par ieslēgtu.  

 Otrkārt, pierādīsim, ka 100 ir meklētais minimums. Skaidrs, ka varam apskatīt 
situāciju, kad katrai spuldzei vai nu nepieskaras nemaz, vai pieskaras vienu 
reizi, jo divas pieskāršanās vienai spuldzei savstarpēji anulējas. PieĦemsim no 
pretējā, ka kādai spuldzei S nepieskaras (skat. A13.zīm.). 

 

α 

β 

S

A13. zīm. 
 

Tad rindā α un kolonnā β kopā jābūt nepāra skaitam pieskāršanos, lai mainītu 
spuldzes S stāvokli uz ieslēgtu; varam pieĦemt, ka rindā α ir nepāra skaits 
pieskāršanos. Šo pieskāršanos dēĜ katra spuldze rindā α mainījusi savu 
stāvokli nepāra skaitu reižu, tāpēc katrā kolonnā jābūt pāra skaitam 
pieskāršanos ārpus α. Tāpēc kopīgais pieskāršanos skaits ārpus α ir pāra 
skaitlis. Pieskaitot vēl pieskāršanās rindā α, kopējais pieskāršanos skaits ir 
nepāra skaitlis. Katra pieskāršanās izsauc izmaiĦas 19 spuldzēs, tāpēc 
kopējais izmaiĦu skaits ir nepāra skaitlis. 
Ievērojam, ka katra no 100 spuldzēm maina savu stāvokli nepāra skaitu reižu, 
lai mainītu savu stāvokli uz ieslēgtu, tāpēc kopējais izmaiĦu skaits kā 100 
nepāra skaitĜu summa ir pāra skaitlis. Iegūta pretruna, tādēĜ 100 ir 
meklētais minimums. 

R.11. Vienpadsmitā klase 
R.11.1. a) jā, var, skat. A14.zīm. 
b) nē, nevar. PieĦemam, ka tas izdevies. Apzīmējam skaitĜus rakstīšanas 
secībā ar 1a ; 2a ; ...; 7a ; varam pieĦemt, ka 21 aa <<<< . Tad jābūt 32 aa > , 

43 aa < , 54 aa > , 65 aa < , 76 aa > , 17 aa < , 21 aa >>>>  - pretruna. (Izšėirošais 

bija tas, ka 7 – nepāra skaitlis.) 
c) nē, nevar. Apskatām piecas desmitstūra virsotnes, kas veido regulāru 
piecstūri, un spriežam par tām kā b) gadījumā: 31 aa < , 53 aa > , 75 aa < , 

76 aa > , 97 aa < , 19 aa > , 31 aa >  - pretruna. 

d) jā, var. Skat. A15.zīm. 
 

1 7 

3 

6 

2 8 

4 

5 

A14. zīm. 

1 

7 

3 

6 

2 

8 

4 

5 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 A15. zīm.  
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Komentārs. Uzdevuma prasības ir izpildāmas tad un tikai tad, ja n ir divnieka 

pakāpe ar naturālu kāpinātāju. Induktīvā pāreja no kn 2=  uz 12 += kn  
shematiski attēlota A16.zīm.; ar tās palīdzību no A17.zīm. iegūts A14.zīm. un 
no A14.zīm. – A15.zīm. 
 a b 

c 

a b 

c 

a+2
k b+2

k 

c+2
k 

A16. zīm. 

1 

2 

3 

4 

A17. zīm.  
Ja n dalās ar kādu nepāra pirmskaitli p, tad apskatām regulāru p-stūri ar 
virsotnēm n-stūra virsotnēs un spriežam kā b) gadījumā, lai pierādītu, ka 
nevar izpildīt uzdevumā dotās prasības. 

R.11.2. Ja ( )yx;  ir atrisinājums, tad arī ( )yx;−  ir atrisinājums. Tāpēc sākumā 

apskatām tikai gadījumu 0≥x . Vienādojumu var pārveidot par 

yyx 14102 =+  un tālāk par .
14

10
2x

y
−

=  

 Tā kā y jābūt veselam un 0≠y , tad jābūt 1014 2 ≤− x , no kurienes 

244 2 ≤≤ x . Tā kā apskatām 0≥x , tad 42 ≤≤ x . Pārbaudot visas iespējas, 
iegūstam atrisinājumus ( )1;2 , ( )2;3 , ( )5;4 − . Tātad par atrisinājumiem der arī: 

( )1;2− , ( )2;3− , ( )5;4 −− . 

R.11.3. Šėirojam divus gadījumus: 

• 2≥x . Tad nevienādība kĜūst par 200992 ≤−−− xx  jeb 20097 ≤ . Tātad 

visas šīs x vērtības der. 

• 2<x . Tad nevienādība kĜūst par 200992 ≤−−+− xx  jeb 

2009922 ≤−− x  un tālāk par 200992220099 +≤−≤− x . Tā kā skaitĜa 

modulis vienmēr ir nenegatīvs lielums, tad 201822 ≤−x  jeb 

10091 ≤−x . Tāpēc 1009110091 +≤≤− x  jeb 10101008 ≤≤− x . Tā kā 

apskatām gadījumu, kad 2<x , tad der visi x, kur 21008 <≤− x . 
Apvienojot abas atbildes, iegūstam 1008−≥x . 

R.11.4. Apzīmējam ABC∆  malas garumu ar a. No teorēmas par sekanšu 
nogriežĦu garumu reizinājumiem iegūstam divas vienādības: 

( )CLaANaAM −=⋅ , 

( ) aCKANaCL ⋅=− . 

Saskaitot abas vienādības un veicot elementārus algebriskus pārveidojumus, 
iegūstam vajadzīgo: 

aCKCLANaANANCLaCLaAM ⋅+⋅−⋅=⋅−⋅+⋅  
aCKaANaCLaAM ⋅+⋅=⋅+⋅  

CKANCLAM +=+  
R.11.5. ĥemam vienu no punktiem P un šėirojam divas iespējas: 

• No P iziet 3 balti un 3 sarkani nogriežĦi. Ja kaut divus šo 3 balto nogriežĦu 
galapunktus arī savieno balts nogrieznis, esam ieguvuši baltu trijstūri. Ja 
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tos visus savieno sarkani nogriežĦi, iegūstam sarkanu trijstūri. Tātad esam 
ieguvuši vienu vienkrāsainu trijstūri.  

 Līdzīgi iegūstam otru vienkrāsainu trijstūri, apskatot triju sarkano 
nogriežĦu galapunktus. 

• No P iziet vismaz 4 vienas krāsas nogriežĦi (varam pieĦemt, ka balti). 
Apskatām to galapunktus M, N, K, L. Šos galapunktus savieno 6 nogriežĦi. 
Šėirojam divas iespējas: 
o Starp šiem 6 nogriežĦiem ir vismaz 2 balti. Iegūstam vismaz 2 baltus 

trijstūrus, izmantojot šos baltos nogriežĦus un tos baltos nogriežĦus, 
kas iziet no P. 

o Starp šiem 6 nogriežĦiem ir mazāk kā 2 balti nogriežĦi. Tātad vismaz 5 
no tiem ir sarkani – varam pieĦemt, ka visi, izĦemot varbūt MN – 
iegūstam sarkanus trijstūrus KLM un KLN. 

Komentārs 1. To, ka iegūtās konfigurācijas tiešām ir trijstūri, nevis „divkārši 
nogriežĦi”, un to, ka nogriežĦi nekrustojas (kas radītu neskaidrības par to, kā 
nokrāsots krustpunkts), garantē uzdevumā dotais par punktu izvietojumu 
telpā. 
Starp citu, pirmais nosacījums seko no otrā. 
Komentārs 2. Vairāk papūloties, var pierādīt, ka ir vismaz 4 vienkrāsaini 
trijstūri. 

R.12. Divpadsmitā klase 

R.12.1. Tā kā 1cos ≤t , tad ( ) ( ) ( ) 3)1(11coscoscos 22 =−−+≤−+ xyyx . 

Lai pierādītu stingro nevienādību, jāpierāda, ka nevar vienlaicīgi būt 

1cos 2 =x , 1cos 2 =y , ( ) 1cos −=xy . PieĦemsim pretējo. Tad nx π22 = , 

ky π22 = , ( )122 +=+= llxy πππ , Z,, ∈lkn . No pirmajām divām vienādībām 

seko, ka nkyx 222 4π= , un no trešās vienādības seko, ka ( ) ( )222
12 +⋅= lxy π . 

Tātad 222 )12(4 +⋅= lnk ππ  jeb 2)12(4 += lnk , bet pāra skaitlis nevar būt 

vienāds ar nepāra skaitli – pretruna. Tātad esam pierādījuši, ka visiem reāliem 
skaitĜiem x un y pastāv uzdevumā dotā nevienādība. 

R.12.2. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka n ciparu 
summa var būt 9. Tiešām, apskatot pirmās iespējamās p vērtības, redzam: 
• ja 2=p , tad 9=n  un n ciparu summa ir 9; 

• ja 3=p , tad 49=n  un n ciparu summa ir 13; 

• ja 5=p , tad 513=n  un n ciparu summa ir 9. 

Otrkārt, pierādīsim, ka n ciparu summa nevar būt mazāka kā 9. PieĦemsim 
pretējo, ka n ciparu summa var būt mazāka nekā 9. Tādā gadījumā 5>p .  

 92)1)(p1)(p-2)(p-(p92)2)(p-1)(p1)(p-(pn +++=+++=  un 2−p ; 1−p ; 

p ; 1+p ; 2+p  ir 5 pēc kārtas Ħemti naturāli skaitĜi, tāpēc viens no tiem 

dalās ar 5. Tā kā 5>p  un p - pirmskaitlis, tad tas nav p. Tātad 

( )( )41 22 −− pp  dalās ar 5. Skaitlis 12 −p  ir pāra, tāpēc ( )( )41 22 −− pp  dalās 

arī ar 2. Tā kā 2 un 5 ir savstarpēji pirmskaitĜi, tad ( )( )41 22 −− pp  dalās ar 

1052 =⋅ . Varam secināt, ka ( )( )41 22 −− pp  pēdējais cipars ir 0, tātad 

( )( ) 941 22 +−− pp  pēdējais cipars ir 9. Tā kā pie 5>p  iznāk 10>n , tad 

skaitlim n ir vēl citi cipari bez pēdējā un n ciparu summa iznāk lielāka par 9, 
kas ir pretruna ar pieĦemto. 



 

51 

R.12.3. Veicam ekvivalentus pārveidojumus: 

( )121224
11

+++⋅=++++ yx
yx

yx  

0
1

2122
1

2122 =







+++−+







 +++−
y

yy
x

xx  

( ) ( ) 012122
1

12122
1 22 =+++−++++− yyyy

y
xxxx

x
 

( ) ( ) 012
1

12
1 22

=+−++− yy
y

xx
x

. 

 Tā kā 0>x , 0>y , tad 012 =+− xx  un 012 =+− yy , no kurienes 

iegūstam, ka 0122 =−− xx  un 0122 =−− yy , tātad 21+== yx . 

R.12.4. Apzīmējam ABC∆  malas garumu ar a. No teorēmas par hordu nogriežĦu 
garumu reizinājumiem iegūstam divas vienādības: 

( ) aANCKaAM ⋅=+ , 

( )aAMCKaCL +⋅=⋅ . 

Saskaitot šīs vienādības un veicot ekvivalentus pārveidojumus, iegūstam 
vajadzīgo: 

aCKAMCKaANaCLCKAMaAM ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅  
aCKaANaCLaAM ⋅+⋅=⋅+⋅  

CKANCLAM +=+ . 
R.12.5. Atbilde: 29. 

Risinājums. Četras paralēlskaldĦa virsotnes, kas neatrodas vienā plaknē, var 
izvēlēties četros būtiski dažādos veidos atkarībā no tā, kā tās savienotas vai 
nav savienotas ar šėautnēm: 
a) viena virsotne un trīs ar to savienotās (A18.zīm.), 
b) četras virsotnes „ėēdītē” (A19.zīm.), 
c) trīs virsotnes „ėēdītē” un viena virsotne pretējā skaldnē (A20.zīm.), 
d) četras izolētas virsotnes (A21.zīm.). 

 

A 

A18. zīm. 

C 

A19. zīm. 

B 

A20. zīm. A21. zīm.  
a) Atkarībā no tā, kurš no 4 dotajiem punktiem ir A, iegūstam 4 
paralēlskaldĦus. 
b) Atkarībā no tā, kuri 2 no dotajiem punktiem ir B un C un kurš no abiem 

atlikušajiem savienots ar šėautni ar B, bet kurš – ar C, iegūstam 1222

4 =⋅C  

paralēlskaldĦus. 
c) Atkarībā no tā, kuri 3 no dotajiem punktiem ir vienā skaldnē un kurš no 

tiem ir „vidējais ėēdītē”, iegūstam 1233

4 =⋅C  paralēlskaldĦus. 

d) PatvaĜīgā veidā sadalot punktus pāros, šie pāri nosaka divas šėērsas 
taisnes. Caur tām jāvelk savstarpēji paralēlas skaldĦu plaknes; to var izdarīt 
vienā vienīgā veidā. Tāpēc tāds paralēlskaldnis ir tikai viens. 
Atliek ievērot, ka 29112124 =+++ . 
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V. Latvijas 59. republikas olimpiāde matemātikā 

V.9. Devītā klase 

V.9.1. Atrodam dotā vienādojuma saknes: 
2

411
2,1

a
x

−±
= . Tātad 

ax −+= 25,05,01  un ax −−= 25,05,02 . 

Apskatām 12

2

2

1 =− xx  jeb 1))(( 2121 =+− xxxx . SaskaĦā ar Vjeta teorēmu 

121 =+ xx , tāpēc 1))(( 2121 =+− xxxx  izpildās tad un tikai tad, ja arī 

121 =− xx . Ievietojot šajā vienādojumā atrastās saknes, secinām, ka 

125,0225,02 =−=− aa  tad un tikai tad, ja 0=a . Varam secināt, ka arī 

12

2

2

1 =− xx  izpildās tad un tikai tad, ja 0=a . 

Apskatām 13

2

3

1 =− xx  jeb 1))(( 2

221

2

121 =++− xxxxxx . Ievietojam pirmā 

reizinātāja vietā atrastās saknes un veicam pārveidojumus otrajā reizinātājā: 

( ) 1)(41 21

2

21 =−+− xxxxa . Ievietojam šajā vienādojumā atrastās saknes: 

1141 =−− aa . Iegūstam: 0694 23 =+− aaa  tad un tikai tad, ja 0=a . 

Varam secināt, ka arī 13

2

3

1 =− xx  izpildās tad un tikai tad, ja 0=a . 

Tātad 101 3

2

3

1

2

2

2

1 =−⇔=⇔=− xxaxx , kas arī bija jāpierāda. 

V.9.2. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka var atrast 
3 pēc kārtas sekojošus naturālus skaitĜus, kas visi ir vienkārši. Tie ir: 

11333 ⋅= , 17234 ⋅=  un 7535 ⋅= . 
Otrkārt, pierādīsim, ka nevar atrast vairāk kā trīs pēc kārtas sekojošus 
naturālus skaitĜus, kas visi ir vienkārši. No četriem pēc kārtas Ħemtiem 
naturāliem skaitĜiem viens noteikti dalās ar 4. Ja tas pats nav 4, tad tas nav 
vienkāršs. Pārbaudīsim četru pēc kārtas Ħemtu skaitĜu komplektus, kas satur 
„4”: 
• 1, 2, 3, 4. Neder, jo 1, 2 un 3 nav vienkārši. 
• 2, 3, 4, 5. Neder, jo 2, 3 un 5 nav vienkārši. 
• 3, 4, 5, 6. Neder, jo 3 un 5 nav vienkārši. 
• 4, 5, 6, 7. Neder, jo 5 un 7 nav vienkārši. 
Redzam, ka nevar atrast četrus vai vairāk pēc kārtas sekojošus naturālus 
skaitĜus, kas visi ir vienkārši. 

V.9.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim krāsojumu ar 
8 krāsām (skat. A22.zīm.). 

 

 1 2 3  

4 5 6 E 

A 7 B  

 C D  

 
A23. zīm.  

 
   1 2 3     
1 2 3 4 5 6     

4 5 6 7 8 1 2 3   

7 8 1 2 3 4 5 6   

  4 5 6 7 8 1 2 3 

  7 8 1 2 3 4 5 6 

    4 5 6 7 8  

    7 8 1 2 3  

      4 5 6  

      7 8   

 

... 

... 

... 

... 
A22. zīm.  
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Otrkārt, pierādīsim, ka ar 7 krāsām nepietiek. 
Viegli saprast, ka A23.zīm. rūtiĦās 1÷7 visām krāsām jābūt dažādām, un 
izvairīties no 8. krāsas var tikai, krāsojot A krāsā 3 un B – krāsā 1. Cenšoties 
tālāk izvairīties no 8. krāsas, pakāpeniski iegūstam 2=C  un 4=D . Bet tad 
rūtiĦai E nav piemērotas krāsas. 

V.9.4. No viduslīniju īpašībām trijstūrī AHB iegūstam HBMN
2

1
=  un 

AHKM
2

1
= ; tā kā taisnleĦėa trijstūrī mediāna pret hipotenūzu ir puse no 

hipotenūzas, tad MKAHNB ==
2

1
1  ( HAB1∆ ) un MNHBKA ==

2

1
1  

( HBA1∆ ), kā arī MBABMA 11
2

1
==  ( BAA1∆  un BAB1∆ ). Pielietojam pazīmi 

mmm un iegūstam, ka NMBMKA 11 ∆=∆  

 

A 

C 

B 
M 

N 

H 

K 

A1 

B1 

A24. zīm. 
 

V.9.5. a) pieĦemsim, ka tenisistam A noslēgumā ir visvairāk uzvaru. ĥemsim 
jebkuru citu tenisistu B. Šėirojam divus gadījumus: 
• A uzvarējis B. Tātad A ir spēcīgāks par tenisistu B. 
• A zaudējis B. Nevar būt, ka nav tāda C, ka BCA →→ ; ja tāda C 

nebūtu, tad B būtu vairāk uzvaru nekā A (uzvaras pret visiem tiem, pret 
ko uzvarējis A, un vēl uzvara savstarpējā spēlē ar A) – pretruna, tādēĜ A ir 
spēcīgāks par B. 

b) pieĦemsim, ka turnīra noslēgumā ir 2 čempioni A un B un to savstarpējā 
spēlē uzvarējis tenisists A. 
Tā kā A un B uzvaru skaitiem ir jābūt vienādiem, tad ir jābūt spēlētajiem, pret 
kuriem A ir zaudējis. Apskatām šo spēlētāju „apakšturnīra” čempionu C: 
• C ir spēcīgāks par visiem apakšturnīra spēlētājiem; 
• C ir spēcīgāks par A; 
• A ir uzvarējis visus pārējos spēlētājus, līdz ar to C ir spēcīgāks arī par 

šiem spēlētājiem. 
Tātad C ir spēcīgāks par visiem turnīra dalībniekiem un ir arī visa turnīra 
čempions. 
Esam pierādījuši: ja turnīrā ir 2 čempioni, tad ir arī trešais, un tātad nevar būt 
tieši 2 čempioni. 

V.10. Desmitā klase 
V.10.1. Tā kā riĦėa līnijas vienādas, tad to rādiusi arī ir vienādi. Secinām, ka 

ANCP  un BMAP  ir rombi (skat A.25.zīm.), tāpēc nogriežĦi NC un MB ir 
vienādi un paralēli. Tā kā četrstūrim MNCB divas malas ir vienādas un 
paralēlas, tad tas ir paralelograms. 
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A

C

B

N

M 

P

A25. zīm. 
 

V.10.2. Atbilde: iespējamās n vērtības ir 1, 2, 4, 5, 10. 
Risinājums. Pastāv divas iespējas: 
a) apskatāmie skaitĜi ir 

133;233;;53;43;23;13 −+−+++++ nknkkkkk K . 

To summa ir 

( ) )2(336636
2

)366()96()36( nknnkk
n

nkkk +=−+++=−++++++ K , 

tātad jābūt .100)2( =+ nkn  Abi reizinātāji ir ar vienādu paritāti, tātad pāra 

skaitĜi. Apskatot, kā 100 var sadalīt reizinātājos, iegūstam iespējas 2=n , 
24=k  un 10=n , 0=k . 

b) apskatāmie skaitĜi ir 
133;133;233...;;53;53;43;23 ++−+−+++++ nknknkkkkk . 

To summa pārsniedz a) summu par nknk 3)13()133( =+−++ , tātad ir 

)12(33)2(3 ++=++ nknnnkn . Iegūstam 100)12( =++ knn . Šoreiz n un 

)12( ++ kn  ir dažādas paritātes, un otrais reizinātājs ir lielāks. Iegūstam 

iespējas 7,5;10,4;49,1 ====== knknkn . 

V.10.3. 16 skaitĜu gadījumā atrisinājumam ir 2 daĜas. Pirmkārt, pierādīsim, ka 
Andris ar 5 jautājumiem nevar aptvert visus skaitĜus: 5 jautājumu gadījumā 
izdotos apskatīt tikai 1553 =⋅  kartītes, līdz ar to varētu uzzināt tikai 15 skaitĜu 
reizinājumu. Vismaz viens skaitlis nemaz netiktu apskatīts, līdz ar to nevarētu 
zināt, kā tas ietekmē visu skaitĜu reizinājumu, jo tas var būt gan pozitīvs, gan 
negatīvs. 

 Otrkārt, parādīsim, ka ar 6 jautājumiem pietiek. Andris var jautāt šādus 
reizinājumus: 1615141312111098761541321 ;;;;; aaaaaaaaaaaaaaaaaa . Sareizinot 

iegūtās atbildes, Andris sasniedz mērėi, jo 1a  un 3

1a  vienlaikus ir vai nu 

pozitīvi, vai negatīvi. 
17 skaitĜu gadījumā Andris var sasniegt mērėi ar 7 jautājumiem: 

17161514131211109876521421321 ;;;;;; aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa , sareizinot 

iegūtās atbildes. 
V.10.4. Atbilde: S vērtību apgabals ir [ ]3;1 . 

Risinājums. Tā kā baba +≤+ , tad neviens saskaitāmais nepārsniedz 1, un 

3≤S . Divi no skaitĜiem x; y; z noteikti ir ar vienādu zīmi, tātad attiecīgais 
saskaitāmais, kas satur abus šos skaitĜus, ir 1. Varam secināt, ka 1≥S . 
Pārbaudīsim, vai S var pieĦemt visas vērības apgabalā [ ]3;1 : 

• Ja 1=== zyx , tad 3=S  

• Ja 1,1 −=== zyx , tad 1=S . 

• Ja 31 << a  un izvēlamies vērtības: 1=x  un 
1

3

+
−

==
a

a
zy , tad: 
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a
a

a

a
a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

S =+
−

=+

+
−

+

+
−

=

+
−

+
+
−

+
−

+
+
−

+

+
−

+

+
−

+
+

+
−

+

+
−

+
= 1

4

1
41

1

3
1

1

22

2

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3
1

1

3
1

1

3
1

1

3
1

. 

V.10.5. Tā kā MCXMBX ∠=°=∠ 45  (skat. A26.zīm.), tad punkti B, C, M, X 
atrodas uz vienas riĦėa līnijas. Tā kā °=∠ 90BCM , tad 

°=°−°=∠ 9090180BXM . Tātad MX ir NBM∆  augstums. Līdzīgi pierāda, ka 
NY arī ir NBM∆  augstums, izmantojot to, ka punkti B, Y, N, A atrodas uz 
vienas riĦėa līnijas. Tātad O ir NBM∆  augstumu krustpunkts, no kā seko 
vajadzīgais. 

 

A 
N D 

O 

M 

B C 

A26. zīm. 

Y 

X 

 

V.11. Vienpadsmitā klase 
V.11.1. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādām, ka ir 

iespējams iegūt progresijas ar 3 locekĜiem, piemēram, 1; 2; 3 vai 2; 5; 8. 
Otrkārt, pierādīsim, ka nevar iegūt progresiju ar vairāk kā 3 locekĜiem. 
PieĦemsim, ka progresijas pirmie divi locekĜi ir af k =  un 

ddadff km >+=+= . Ievērosim, ka mm ff >+1  un 

dffff mmmm +>+= ++ 12 . Tātad trešais progresijas loceklis var būt tikai 

1+mf . Taču jau nākošais Fibonači skaitlis dffff mmmm +>+= +++ 112 ir pārāk 

liels, lai ietilptu mūsu progresijā, tāpēc pat 4 Fibonači skaitĜi nevar veidot 
vienu aritmētisku progresiju. 

V.11.2. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, noskaidrojam, ka 
meklējamais d nevar būt lielāks par 24, jo 24333 =− . 
Otrkārt, pierādīsim, ka visi apskatāmie skaitĜi dalās ar 24. Tā kā apskatām 

skaitĜus nn n − , kur n - nepāra skaitlis, tad varam pieĦemt, ka 12 += kn , kur 
1≥k  un k – vesels skaitlis. Tādā gadījumā: 

Qnnnnnnnnnnn kkn ⋅+−=+++−=−=− − )1()1()1)(1()1( 22222
K , 

kur Q – vesels skaitlis. SkaitĜi 1−n  un 1+n  ir viens otram sekojoši pāra 
skaitĜi, tāpēc to reizinājums noteikti dalās ar 8. Viens no skaitĜiem 1−n , n, 

1+n  noteikti dalās ar 3. Tā kā 1)8;3( =LKD , tad ( ) ( )11 +− nnn  dalās ar 

2438 =⋅ . 
V.11.3. AtĦemot pirmo vienādojumu no otrā un veicot identiskus pārveidojumus, 

iegūstam: 
0)()()( 2233 =−+−−− yxyxyx  

( ) 0)())(()( 22 =−++−−++− yxyxyxyxyxyx  

( ) 01)( 22 =+−−++− yxyxyxyx  

[ ] 0)1()1()()(
2

1 222 =−+−++− yxyxyx . 



 

56 

Ievērojam, ka kvadrātiekava ir 0 tikai tad, ja katrs no trim saskaitāmajiem ir 
0, taču tā nevar būt, tāpēc iegūstam, ka yx = . Izmantojam uzdevumā doto 

vienādojumu: 023 =−− xxx , no kurienes 011 == yx ; 
2

5

2

1
3,23,2 ±== yx . 

V.11.4. Apskatīsim visas Andra izvēlēto skaitĜu starpības, no lielāka skaitĜa 
atĦemot mazāku. Šādu starpību pavisam ir 45. Tā kā tās ir robežās no 1 līdz 
36, starp tām ir divas vienādas. PieĦemsim, ka tās ir ba −  un dc − , kur 

ca > . Ja visi skaitĜi a, b, c, d ir dažādi, tad no dcba −=− seko bcda +=+ , 
un Maija var izvēlēties a, b, c, d. 
Atliek gadījums, kad cb = . Analizēsim sīkāk apskatāmo 45 starpību sistēmu. 
Pastāv divas iespējas. 
• Starp tām ir 3 vienādas. Varam pieĦemt, ka fedcba −=−=− , kur 

eca >> . Ja cb ≠  vai ed ≠ , rīkojamies kā iepriekš. 
Ja būtu cb =  un ed = , tad nevar būt, ka eb = , jo tādā gadījumā iznāktu 

debc ===  un 0=− dc  – pretruna. Tāpēc vajadzīgos skaitĜus iegūstam 
no vienādības feba −=− , jo tad ebfa +=+ . 

• Starp 45 starpībām nav triju vienādu. Tā kā tās ir robežās no 1 līdz 36, tad 
ir vismaz 9 pāri vienādu starpību. Ja divi no šiem pāriem ir cbba −=−  un 

fbbe −=−  (ar vienu un to pašu b; skat A27.zīm.), tad cfea −=− , un 

mēs iegūstam feca +=+ . 

 
 

c f b e a 

A27. zīm. 
 

Ja katram vienādo starpību pārim ir cits b, tad iznāk 9 dažādi b. Tā kā 
Andris izvēlējās 10 skaitĜus, tad tas nevar būt iespējams, jo b nevar būt ne 
mazākais, ne lielākais no Andra izvēlētajiem skaitĜiem. 

Visas iespējas izanalizētas, tātad Maija var izvēlēties četrus no Andra 
uzrakstītajiem skaitĜiem tā, ka divu Maijas izvēlēto skaitĜu summa vienāda ar 
abu pārējo Maijas izvēlēto skaitĜu summu. 

V.11.5. Šajā uzdevumā izmantosim divus faktus: 
I. Ap četrstūri var apvilkt riĦėa līniju tad un tikai tad ja 21 ∠=∠  (skat. 
A28.zīm.). 

 

1 

2 

A28. zīm. 
 

II. Ap četrstūri var apvilkt riĦėa līniju tad un tikai tad, ja tā pretējo leĦėu 
summa ir °180 . 

 Risinājums: Ja X un Y ir attiecīgi ABD∆ un ∆ABC  iecentri (skat. A29.zīm.), 
tad AX un BY ir attiecīgi BAC∠  un ABC∠  bisektrises. Tātad: 

=∠+∠−°=∠ ABYBAY180AYB  

( ) =∠+∠−°= ABCBAC
2

1
180  
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( ) =∠+∠−∠+∠+∠= ABCBAC
2

1
ACBABCBAC  

=∠+∠+∠+∠= ACB
2

1
ACBABCBAC

2

1
)(  

ACB
2

1
∠+°= 90 . 

 Līdzīgi ADB
2

1
90AXB ∠+°=∠ . 

 Tā kā ADBACB ∠=∠  (jo balstās uz vienu un to pašu loku), tad 

AXBADB
2

1
0ACB

2

1
90AYB ∠=∠+°=∠+°=∠ 9 . Tātad punkti A, X, Y, B 

atrodas uz vienas riĦėa līnijas (no I). No II seko, ka DAB
2

1
180XYB ∠−°=∠ . 

 Ja Z ir ∆BCD  iecentrs, tad līdzīgi iegūstam, ka DCB
2

1
180ZYB ∠−°=∠ . 

 Izmantojot šīs divas vienādības un II, iegūstam: 
=∠−∠−°=∠ ZYBXYB3XYZ 60  

=∠+°−∠+°−°= CBABD D
2

1
180

2

1
180360  

( ) °=°⋅=∠+∠= 90180
2

1
DCBDAB

2

1
 

 Līdzīgi pierāda, ka arī citi vajadzīgie leĦėi ir taisni. 

 

 

B 

A 

C 

D 

X 

Y 

Z 

A29. zīm. 
 

V.12. Divpadsmitā klase 
V.12.1. Tā kā 1112122211 =+==+=+ yxyxyx K  un 121121 yyxx ++=++ KK  

(jo katrā spēlē viens uzvar un viens zaudē), tad 66
2

1
1112121 =⋅⋅=++ yy K . 

Tādā gadījumā: 

=−++−=++ 2
12

2
1

2
12

2
1 1111 )y()y(xx KK  

=++++++−⋅= )yy()yyy( 2
12

2
112212212121 KK  

2

12

2

1

2

12

2

1 )(662212121 yyyy ++=+++⋅−⋅= KK , 

kas arī bija jāpierāda. 
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V.12.2. Atbilde: 784=n . 

Risinājums. Ja Katrīnas uzrakstītais skaitlis ir cbaabc ++= 10100 , tad visu 
sešu no cipariem a, b, c izveidojamo skaitĜu summa ir:  

)(222)(2)(20)(200 cbacbacbacba ++=++++++++ . 

Tādā gadījumā Maijas uzrakstīto skaitĜu summa ir: 
=−+−+− cba )1222()10222()100222(  

=++= cba 221212122  
)242313(9)(5 cbacba +++++= . 

Tā kā )9(mod53434 ≡ , tad arī )9(mod5)(5 ≡++ cba . No šejienes seko, ka 

)9(mod1≡++ cba . Tā kā a, b, c – dažādi cipari, tad 246 ≤++≤ cba  un 

varam secināt, ka 10=++ cba  vai 19=++ cba . 
Ja 10=++ cba , tad 0343410222 <−⋅=n  - pretruna. 
Ja 19=++ cba , tad 784343419222 =−⋅=n . Tas arī apmierina visas 
uzdevuma prasības. 

V.12.3. Atliekam uz BC pagarinājuma AECG =  (skat. A30.zīm.). Tad 
DCGDAE ∆=∆  (mlm), tāpēc CDGADE ∠=∠ . Varam secināt, ka 

°=∠=∠ 90ADCEDG . 
 Ap DPFC var apvilkt riĦėa līniju, jo °=∠+∠ 180CP . Tādā gadījumā 

°=∠=∠ 45PCFPDF , jo balstās uz vienu un to pašu loku. Tāpēc 
°=°−°=∠−∠=∠ 454590PDFEDGFDG . Iegūstam, ka GDFEDF ∆∆ =  

(mlm), tātad CFAECFGCGFEF +=+== , kas arī bija jāpierāda. 

 

 

A 

B 
F C 

G 

D 

E 

P 
A30. zīm. 

 
V.12.4. Pierādīsim, ka tāda vārdnīcu sistēma iespējama jebkuram nepāra 

skaitam valodu n, 3≥n .  
Bāze. Pie 3=n  rīkojamies, kā redzams A31.zīm.  
Induktīvā pāreja. PieĦemsim, ka k valodām vārdnīcu shēma ietverta 
apgabalā Q (skat. A32.zīm.) 
Pievienojot vēl 2 valodas A un B, izveidojam shēmu, kas redzama A33.zīm.: 
• ieviešam vārdnīcas, kas Ĝauj tulkot no A uz katru no iepriekšējām k 

valodām; 
• ieviešam vārdnīcas, kas Ĝauj tulkot no katras no iepriekšējām k valodām uz 

B; 
• ieviešam vārdnīcu, kas Ĝauj tulkot no B uz A. 
To, ka papildinātā vārdnīcu sistēma apmierina uzdevuma prasības 2+k  
valodām, pārbauda tieši, apskatot visas iespējas. Uzdevums atrisināts. 

 

 

A31. zīm. 

 

A32. zīm. 

Q 

 

Q 

A 

B 

A33. zīm. 
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V.12.5. Vienādojums pārveidojas par 0462 2234 =−−−+ aaxxxx . 

Pārrakstīsim to formā 0264 2342 =+−−+ xxxxaa  un apskatīsim kā 
vienādojumu attiecībā uz a ar parametru x. Atrodam vienādojuma saknes: 

=
++±−

=
−++±−

=
8

14426

8

321616366 22342

2,1

xxxxxxxxx
a  

( )
8

)24(6

8

1226 22
xxxxxx +±−

=
+±−

= . 

Tātad xxa −−= 2

1
2

1
 un xxa

2

1

2

1 2

2 −= . Tāpēc sākotnējais vienādojums 

pārveidojas par 0)
2

1

2

1
)(

2

1
( 22 =+−++ xxaxxa , kas ir ekvivalents ar 

0)2)(22( 22 =−−++ axxaxx . 

Apskatot kvadrātvienādojumus, atrodam saknes: 

• ax 211 −−= m , ja 
8

1
−<a ; 

• ax 2111 −−= m  un ax 2
4

1

2

1
2 += m , ja 

2

1

8

1
≤≤− a ; 

• ax 2
4

1

2

1
+= m , ja 

2

1
>a . 
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A. Latvijas 36. atklātā matemātikas olimpiāde 

A.9. Devītā klase 
A.9.1. Ievērojam, ka zīmējumā redzami visi 6 iespējamie krustpunkti, tātad citu 

krustpunktu nav, taču visu minēto funkciju vērtības sakrīt arī pie 1=x . Tā kā 
dotie 3 grafiki neiet caur vienu punktu, tad tie nevar būt uzdevumā doto 
funkciju grafiki. 

A.9.2. CeĜam dotās nevienādības kvadrātā: 

222

222

222

2

2

2

babac

cacab

cbcba

++≥

++≥

++≥

 

Saskaitām šīs nevienādības, pārnesam visus locekĜus uz labo pusi un 
savelkam līdzīgos locekĜus. Iegūstam, ka 0)( 2 ≤++ cba . Tā kā skaitĜa 

kvadrāts ir nenegatīvs, tad 0=++ cba , kas arī bija jāpierāda. 
A.9.3. Jā, var. Skat, piem., A34. zīm. Ievērojam, ka attālumiem KB un KL ir 

jābūt izvēlētiem ievērojami maziem, lai AC varētu sasniegt garumu, kas ir 
lielāks kā 2009. 

 A B 

A34. zīm. 

K 

L 

 
A.9.4. a) Atrodam 5 apaĜīgus skaitĜus, kas ir atšėirīgi no uzdevumā dotajiem: 

• 2=n ; 2 dalās tikai ar 1 un 2, tātad 2)2( =d ; 2=n dalās ar 2)2( =d ; 

• 9=n ; 9 dalās tikai ar 1, 3 un 9, tātad ( ) 39 =d ; 9=n  dalās ar ( ) 39 =d ; 

• 12=n ; 12 dalās tikai ar 1, 2, 3, 4, 6 un 12, tātad ( ) 612 =d ; 12=n  dalās ar 

( ) 612 =d ; 

• 18=n ; 18 dalās tikai ar 1, 2, 3, 6, 9 un 18, tātad ( ) 618 =d ; 18=n  dalās ar 

( ) 618 =d ; 

• 625=n ; 625 dalās tikai ar 1, 5, 25, 125 un 625, tātad 5)625( =d ; 625=n  

dalās ar 5)625( =d . 

b) Ja p ir pirmskaitlis, tad skaitlim 1−np  ir tieši n  dalītāji - tie ir 
12 ;;;;1 −nppp K . Izvēloties pn = , mēs iegūstam, ka ( ) ppd p =−1 . Ievērojam, 

ka 21 : −− = pp ppp , tātad 1−= ppn  dalās ar ( ) pnd = , jo 2≥p . Tātad n ir 

apaĜīgs skaitlis. Tā kā ir bezgalīgi daudz pirmskaitĜu, tad ir arī bezgalīgi daudz 
apaĜīgu skaitĜu. 

A.9.5. Ja mainām krāsas stūrīšos ABC, ADC, BAD (skat. A35.zīm.), rezultātā 
krāsa mainījusies tikai rūtiĦā A. Tātad varam mainīt krāsu vienā (patvaĜīgā) 
rūtiĦā. Tātad no jebkura krāsojuma varam iegūt jebkuru. 

  
B C 

A D 

 
A35. zīm. 

 



 

61 

A.10. Desmitā klase 
A.10.1. Nē, nevar. Tā kā parabolām zari vērsti uz augšu, tad būtu 0>a , 0>b , 

0>c . Tā kā katra parabola krusto abscisu asi divos punktos, tad visu trinomu 

diskriminanti būtu pozitīvi, t. i., acb 44 2 > , abc 44 2 > , cba 44 2 > , tātad 

acb >2 , abc >2 , cba >2 . Sareizinot šīs nevienādības, mēs iegūtu 
222222 cbacba >  – pretruna. 

A.10.2. Apzīmējam 12,12 +=+= nqkp , k, n – naturāli skaitĜi. Tad 

)1(2 ++=+ nkqp . Tātad qp +  var izsacīt kā 2 un 1++ nk  reizinājumu. 

Varam pieĦemt, ka nk < , tad 12112 +<++<+ nnkk . Tā kā 12 +k  un 
12 +n  ir divi viens otram sekojoši pirmskaitĜi, tad 1++ nk  nav pirmskaitlis. 

Tāpēc 1++ nk  sadalās vismaz divos reizinātājos, kas lielāki nekā 1. 
A.10.3. Apskatām ABC∆ : apzīmējam β2=∠ABC  un γ2=∠ACB , tad 

)22(180 γβ +−°=∠A . 

Apskatām IBC∆ : γ=∠ICB , jo CF – bisektrise; β=∠IBC , jo BE – 

bisektrise; )(180 βγ +−°=∠CIB . 

No ievilkto leĦėu un hordas – pieskares leĦėu īpašībām, apskatot 1ω  un 2ω , 

seko A36.zīm. parādītās leĦėu vienādības, tāpēc: 
)(2236021 γβ +=∠−°=∠+∠=∠ CIBCSB . Tāpēc °=∠+∠ 180CSBA  un A, 

B, S un C atrodas uz vienas riĦėa līnijas. Punkts S ir meklētais. 

 

 

S 

B 

A 

C 

I 

E F 

w2 w1 A36. zīm. 

2 

2 

1 

1 

 
A.10.4. PieĦemam, ka x, y – pozitīvi skaitĜi. Tā kā ( ) 0

2 ≥− yx  jeb 

02 22 ≥+− yxyx , tad xyyx 222 ≥+ . Pārveidojam šo nevienādību: 

2
22

≥+
xy

y

xy

x
; 2≥+

x

y

y

x
; 411 ≥+++

x

y

y

x
; ( ) 4

11
≥








++

yx
yx . Tātad 

yx

yx
11

4

+
≥+ . 

 Tā kā 
ba +

1
 un 

dc +
1

 ir pozitīvi skaitĜi, tad varam izmantot šo nevienādību: 

( ) ( )dcbadcba +++
≥

+
+

+
411
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dcba

ca

dc

ac

ba

ca

+++
+

⋅≥
+
+

+
+
+

4 . 

Tā kā arī 
cb +

1
 un 

ad +
1

 ir pozitīvi skaitĜi, līdzīgi iegūstam: 

dcba

db

ad

bd

cb

db

+++

+
⋅≥

+

+
+

+

+
4 . 

Saskaitām abas iegūtās nevienādības un esam pierādījuši uzdevumā prasīto: 

44 =
+++
+++

⋅≥
+
+

+
+
+

+
+
+

+
+
+

dcba

dbca

ad

bd

cb

db

dc

ac

ba

ca
. 

A.10.5. a) Jā, var. Skat. A37.zīm. 
 

1 

10 

7 9 

6 

8 

5 

3 

2 4 

A37. zīm. 

3n+2 
1 

2 

3 

4 

4n+2 

3n+1 

4n+1 

3n 

2n+1 2n+2 

2n 

3n-i+2 

2i 

4n-i+3 
2i-1 

A38. zīm. 
 

b) Jā, var. PulksteĦa rādītāja kustības virzienā sanumurējam malu 
viduspunktus pēc kārtas ar 1; 2; 3; ...; 12 +n . Tad, sākot ar virsotni starp 1 un 
2, sanumurējam virsotnes, ik pa vienai izlaižot, ar skaitĜiem 24 +n ; 

14 +n ; ...; 22 +n  arī pulksteĦa rādītāja kustības virzienā, līdz visas virsotnes 
ir sanumurētas (skat. A38.zīm.). 

A.11. Vienpadsmitā klase 
A.11.1. Ievērosim, ka katram 0>n  pastāv vienādība 

( ) ( )( ) =+++−
=

−+
=

−++
=

++ 111121 2222222424 nnnn

n

nn

n

nnn

n

nn

n
 

( ) ( ) 








++−+
−

+−
=





++

−
+−

=
111

1

1

1

2

1

1

1

1

1

2

1
2222

nnnnnnnn
. 

Saskaitot šīs vienādības pie 1=n ; 2; 3; ...; 2009, iegūstam summu ar 4018 
saskaitāmajiem. Ievērojam, ka saskaitāmie saīsinās, un rezultātā iegūstam 
tikai pirmo un pēdējo saskaitāmo. Tātad novērtējamās summas vērtība ir 

2

1

111

1

2

1

120102010

1

111

1

2

1
222

=
+−

⋅<





+−

−
+−

, kas arī bija jāpierāda. 

A.11.2. Atbilde: pēc 12 −n  dienām. 
Risinājums. Uzdevuma atrisinājumam ir 2 daĜas Pirmkārt, pierādīsim, ka ar 

22 −n  vai mazāk dienām nepietiek. PieĦemsim pretējo, ka pēc 22 −n  vai 
mazāk dienām visiem spēlētājiem atkal ir 0 punkti. Tādā gadījumā var šėirot 2 
gadījumus: 
• Ir vismaz 2 spēlētāji, kas uzvarējuši tikai vienreiz. Tādā gadījumā tas 

noticis dažādās dienās, un viĦu punktu skaiti nevar būt vienādi –pretruna. 
• Ir kāds spēlētājs, kurš ne reizi nav uzvarējis. Tādā gadījumā viĦa punktu 

skaits ir negatīvs –pretruna. 
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Otrkārt, parādīsim, ka pēc 12 −n  dienām visiem spēlētājiem atkal var būt 0 
punkti: 
 viens spēlētājs uzvar 1. un ( 22 −n )-ā dienā; 
 viens spēlētājs uzvar 2. un ( 32 −n )-ā dienā; 
 ... 

  viens spēlētājs uzvar n-ā un ( 1−n )-ā dienā; 
  viens spēlētājs uzvar ( 12 −n )-ā dienā. 
A.11.3. Šėirojam 3 iespējas: 

• a, b – nepāra skaitĜi. Tā kā nepāra skaitĜu reizinājums ir nepāra skaitlis un 
trīs nepāra skaitĜu summa ir nepāra skaitlis, tad S – nepāra skaitlis. 

• a – nepāra skaitlis, b – pāra skaitlis. Varam secināt, ka 2a  - nepāra, ab  - 

pāra, 2b  - pāra. Tādā gadījumā S – nepāra skaitlis. 
• a, b – pāra skaitĜi. Tā kā pāra skaitĜu reizinājums ir pāra skaitlis un trīs 

pāra skaitĜu summa ir pāra skaitlis, tad S – pāra skaitlis. 
 Tā kā uzdevumā dots, ka S pēdējais cipars ir 0, tad S – pāra skaitlis. Varam 

secināt, ka a un b arī ir pāra skaitĜi. Tādā gadījumā S dalās ar 4. 

 Tā kā ))(( 2233 babababa ++−=−  un 22 baba ++  pēdējais cipars ir 0, tad 

arī 33 ba −  pēdējais cipars ir 0. Varam secināt, ka 33 ba −  dalās ar 5 bez 

atlikuma, tāpēc 3a  un 3b  dod vienādus atlikumus, dalot tos ar 5. 

SkaitĜa 
pēdējais 
cipars 

Atlikums, 
dalot ar 5 

SkaitĜa 
kuba 

pēdējais 
cipars 

Atlikums, 
dalot ar 5 

1 1 1 1 

2 2 8 3 

3 3 7 2 

4 4 4 4 

5 0 5 0 

6 1 6 1 

7 2 3 3 

8 3 2 2 

9 4 9 4 

0 0 0 0 

 Pēc tabulas redzam, ka tādā gadījumā arī a un b dod vienādus atlikumus, 
dalot tos ar 5. 

 Varam secināt, ka 23a  dos tādu pašu atlikumu, dalot to ar 5, kā 22 baba ++ . 

Tā kā 22 baba ++  pēdējais cipars ir 0, tad arī 23a  dalās ar 5 bez atlikuma. 

Bet 3 un 5 ir savstarpēji pirmskaitĜi, tāpēc 2a  dalās ar 5 bez atlikuma. Tādā 
gadījumā arī a dalās ar 5 bez atlikuma. Tā kā a un b dod vienādus atlikumus, 
dalot tos ar 5, tad arī b dalās ar 5 bez atlikuma. Varam secināt, ka S dalās ar 
25. 

 Tā kā LKD 1)25,4( = , tad S dalās ar 100254 =⋅ , un tādā gadījumā S 

priekšpēdējais cipars ir 0. 
A.11.4. No trijstūru viduslīniju īpašībām viegli seko vispārzināms fakts: izliektā 

četrstūrī XYZT, kam nav paralēlu malu, nogriežĦu XZ, YZ, YT un XT 
viduspunkti ir paralelograma virsotnes. Turklāt, ja ZTXY = , tad šis 
paralelograms ir rombs. 
Apzīmēsim ar P, Q, R diagonāĜu AD, BE, CF viduspunktus (skat. A39.zīm.). 
Apskatām izliektu četrstūri ABDE. NogriežĦu AD, BD, BE un AE viduspunkti ir 
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P, B1, Q un E1. Tā kā DEAB = , tad PB1QE1 ir rombs. Tāpēc B1E1 iet caur PQ 
viduspunktu un PQEB ⊥11 . 

Līdzīgi iegūstam, ka A1D1 iet caur PR viduspunktu un PRDA ⊥11  (apskatot 

četrstūri FACD), kā arī C1F1 iet caur QR viduspunktu un QRFC ⊥11  (apskatot 

četrstūri BCEF). 
Tā kā A1D1, B1E1 un C1F1 ir QPR∆  malu vidusperpendikuli, varam secināt, ka 

A1D1, B1E1 un C1F1 krustojas PQR∆  apvilktās riĦėa līnijas centrā. 

 C 

D 

E F 

A 

B 

F1 

E1 D1 

C1 

B1 

Q 

A1 

R P 

A39. zīm. 

 
A.11.5. Ja x. y, z – pozitīvi skaitĜi, tad 034 ≥−x , 034 ≥−y , 034 ≥−z . 

Apskatām dotās nevienādības. Pārnesot trijniekus uz labo pusi un sareizinot 
šīs nevienādības, iegūstam: 

)1()34)(34)(34(444 −−−≤ zyxzyx  

Tā kā ( ) 0
2 ≥− lk  jeb kllk 222 ≥+ , tad katram a ir spēkā 

aaaa 4222)1(3 244 ≥+≥++=+ , tāpēc 344 −≥ aa . Izmantojot šo 

nevienādību, iegūstam: 
)2()34)(34)(34(444 −−−≥ zyxzyx  

No (1) un (2) seko, ka )34)(34)(34(444 −−−= zyxzyx . 

Tā kā 344 −= aa  tad un tikai tad, ja 1=a , varam secināt, ka 1=== zyx . 

A.12. Divpadsmitā klase 
A.12.1. Attēlosim abas progresijas kā naturāla argumenta funkcijas. Aritmētiskās 

progresijas locekĜi izvietojas uz taisnes, bet ăeometriskās progresijas locekĜi – 
uz eksponentfunkcijas grafika. 
No eksponentfunkcijas grafika īpašībām zinām, ka ir spēkā viena no A40.zīm. 
parādītajām situācijām: 

 

1 2 3 2009 

n 

1 2 3 2009 

n 

A40. zīm.  
Redzam, ka abos gadījumos aritmētiskās progresijas locekĜu summa ir lielāka. 
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A.12.2. Ievērojam, ka 
=+++++=++ yzxzxyzyxzyx 222)( 2222

).(3)(3)(3])()()[(
2

1 222 zyxyzxzxyyzxzxyzyzxyx ++>++≥+++−+−+−=  

Tā kā )(3)( 2 zyxzyx ++>++ , tad 3>++ zyx , kas arī bija jāpierāda. 

A.12.3. a) Ievērojam, ka katram naturālam n: 

1)13(6116)3)(2)(1( 22234 −++=+++=+++= nnnnnnnnnnR . 

Tā kā nav divu naturālu skaitĜu kvadrātu, kas atšėirtos viens no otra par 1, 
tad nav iespējams, ka R ir kāda naturāla skaitĜa kvadrāts. 
b) Apskatām )3)(2)(1( +++= nnnnR . SkaitĜi 1+n  un 2+n , kā arī 1+n  un n 

ir viens otram sekojoši naturāli skaitĜi, līdz ar to tiem nav kopīgu dalītāju, 
izĦemot 1. 
SkaitĜiem 1+n  un 3+n  kopīgs dalītājs var būt tikai 1 vai 2, jo 

2)1()3( =+−+ nn . Tā kā n – pāra skaitlis, tad tas nevar būt 2. 

Tātad 1+n  nav kopīgu dalītāju ar )3)(2( ++ nnn . Ja R būtu kubs, tad kubs 

būtu gan atsevišėi 1+n , gan )3)(2( ++ nnn . 

Tā kā 33 )2()3)(2()1( +<++<+ nnnnn  un skaitlis, kas atrodas starp divu 

viens otram sekojošu naturālu skaitĜu kubiem, nav naturāla skaitĜa kubs, tad 
R nevar būt kāda naturāla skaitĜa kubs. 

A.12.4. Izvēlamies K uz stara DC tā, ka BDABKC ∠=∠  (skat. A41.zīm.). Tā kā 

BADBCDBCK ∠=∠−°=∠ 180 , tad BADBCK ∆∆ ~  (ll). Tāpēc 
AD

AB

CK

BC
= . 

No dotā 
CD

BC

AD

AB
= , tāpēc 

CD

BC

AD

AB

CK

BC
== , un tādā gadījumā CKCD = . 

No leĦėu vienādībām viegli seko, ka DBKABC ∆∆ ~  (ll). Šajā līdzībā malas 
AC viduspunkts M atbilst malas DK viduspunktam C. Tāpēc DBCABM ∠=∠ , 
kas arī bija jāpierāda. 

 

D 

A 

B 

M C 

K 

A41. zīm. 

 
A.12.5. PieĦemsim no pretējā, ka n ir lielākais konfekšu skaits sākuma pozīcijā, 

pie kura otrajam spēlētājam eksistē uzvaroša stratēăija. (Tādi n vispār 

eksistē, piem., 2=n .) PieĦemsim, ka uz galda atrodas 12 ++ nn  konfekte. 
Pierādīsim, ka otrais spēlētājs var uzvarēt. Tā būs pretruna ar pieĦēmumu, un 
uzdevums būs atrisināts.  
Pirmais spēlētājs ar savu pirmo gājienu nevar apēst vairāk par 2n  konfektēm, 

jo 1)1( 22 ++>+ nnn . Tāpēc pēc šī gājiena uz galda paliek 1+≥ n  konfekte. 

SaskaĦā ar pieĦēmumu, ka n ir lielākais konfekšu skaits sākuma pozīcijā, pie 
kura otrajam spēlētājam eksistē uzvaroša stratēăija, šajā situācijā uzvar tas 
spēlētājs, kas spēli sāk, tātad otrais spēlētājs. Vajadzīgā pretruna iegūta. 
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VP. Papildsacensības par vietu Latvijas izlasē dalībai 
50. Starptautiskajā matemātikas olimpiādē 

VP.1. Latvijas 59. matemātikas olimpiādes 4.kārta 
VP.1.1. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka par 

atbildi der ( ) ( )2,, kknm =  un ( ) ( )kknm ,, 2= , kur Nk ∈ , 1>k . Tiešām: 

11 33 −=− kn  dalās ar 111 32 −=−⋅=−⋅ kkknm ; 

( )( )1111)(1 336323 +−=−=−=− kkkkn  dalās ar 111 32 −=−⋅=−⋅ kkknm . 

Otrkārt, pierādīsim, ka nevar atrast citus m un n, kas atbilst uzdevuma 

nosacījumiem. SaskaĦā ar doto ( ) ( ) =−−− 11 23 nmnmn mn −−−−2  dalās ar 

1−−−−⋅⋅⋅⋅ nm . Tālāk līdzīgi iegūstam, ka ( ) ( ) 22 1 mnnmnmnm −=−−−  dalās ar 

1−⋅ nm . Koncentrēsimies uz 2mn − . Šėirojam 3 iespējas: 

• 2mn > . Tad 21 mnnm −≤−⋅  jeb ( ) 211 mmn −≤−  - acīmredzama 

pretruna. 
• 2mn = . Tā ir pirmā atbildē minētā risinājumu sērija. 

• 2mn < . Tad no augstāk pierādītā, ka 2mn −  dalās ar 1−⋅ nm , seko, ka 

naturāls skaitlis nm −−−−2  dalās ar 1−−−−⋅⋅⋅⋅ nm . No uzdevumā dotā seko, ka 

11 3 −≤−⋅ nnm , tātad 2nm ≤ . Ja 2nm = , iegūstam atbildē minēto otro 

atrisinājumu sēriju. Ja turpretī 2nm < , tad mn −2  ir naturāls skaitlis; tad 

no pirmā izceltā apgalvojuma seko, ka 11 22 −≤−≤−⋅ nmnnm , tātad 
nm < . Savukārt no otrā izceltā apgalvojuma seko, ka 

11 22 −<−≤−⋅ mnmnm , tāpēc mn < . Iegūta pretruna. 

VP.1.2. Ar matemātisko indukciju triviāli pierāda, ka pie 0,...,, 21 >nxxx  pastāv 

nevienādība 

( )
n

n

n

n

xxx

aaa

x

a

x

a

x

a

+++

+++
≥+++

...

...
...

21

2

21

2

2

2

2

1

2

1 . 

( Tā ir arī Košī – Bunjakovska nevienādība vektoriem 















n

n

x

a

x

a
,...

1

1  un ( )nxx ,...,1 . ) 

 Iegūstam: 

=
+
+

+
+
+

+
+
+

ac

ac

cb

cb

ba

ba 222222

≥
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+ ac

a

ac

c

cb

c

cb

b

ba

b

ba

a 222222

 

( )
( )

cba
cba

cba
++=

++
++

≥
4

222
2

, kas arī bija jāpierāda. 

VP.1.3. Atceramies Holla teorēmas „precību variantu”: ja ir n puiši, n meitenes 
un ir zināms, ka visiem k, nk ≤≤1 , katri k puiši kopumā pazīst vismaz k 
meitenes, tad jauniešus var sadalīt pa pāriem tā, ka katrā pārī ir puisis un 
meitene, kas viens otru pazīst. 

 Pasludināsim tabulas rindas par meitenēm, kolonnas – par puišiem. Teiksim, 
ka puisis pazīst meiteni, ja atbilstošās kolonnas un rindas kopējā rūtiĦā 
atrodas pozitīvs skaitlis. Katrās k kolonnās esošie pozitīvie skaitĜi kopā 
izvietojas ne mazāk kā k rindās, līdz ar to Holla teorēmas nosacījumi izpildīti. 
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VP.1.4. Nepārtraukti uzzīmēto riĦėa līniju eksistence ir acīmredzama (skat. 
A42.zīm.). Tā kā mediāna pret hipotenūzu vienāda ar pusi no hipotenūzas, 
tad PHPB =1  un tātad 11 PHBHPB ∠=∠ . No šīs vienādības un 

nepārtrauktajām riĦėa līnijām seko ar vienu lociĦu atzīmēto leĦėu vienādība. 
 

 

 

A1 

A B 

B1 

C 

C1 

H 

P 
R 

Q A42. zīm. 

 
No BRCRQB 11 ∠=∠  seko °=∠+∠ 18011 RQCRQB , tāpēc eksistē 

„pārtrauktā” riĦėa līnija caur 1B , Q, 1C , R. No šīs riĦėa līnijas seko 

111111 AHBBACBQCQRB ∠=∠=∠=∠ . No vienādības 11 AHBQRB ∠=∠  seko 

QRAA1 , tāpēc CBQR ⊥ , kas arī bija jāpierāda. 

VP.1.5. Visām griešanas/pārvietošanas procesā piedalošamies daĜām uz malām 
uzzīmēsim bultiĦas tā, ka iegūtie vektori veido pozitīvā virzienā orientētu 
ciklu. Tā kā divi pretēji vektori anulējas un mūsu procesā neviens vektors 
nemaina savu virzienu, tad katrai taisnei t paralēlo vektoru summa procesa 
gaitā paliek nemainīga. Tāpēc iegūtais trijstūris ir vismaz līdzīgs dotajam. Tā 
kā to laukumi ir vienādi, tad abi trijstūri ir arī vienādi savā starpā. 

VP.2. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 2.maijā 
VP.2.1. Pārveidojam doto nevienādību: 

( ) ( ) ( )
( )( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )( )

=
−−−

−−−−−
=

−−−
−+−+−

accbba

baacacba

accbba

abccabbca kkkkkkk

 

( )=−−−−+++
−

= −−−−−− 121121 ......
1 kkkkkk ccaabbaa

cb
 

cb

cb

cb

cb
aa

kk
kk

−
−

++
−
−

+=
−−

−−
1122

32 ... . 

 Mēs varam izteikt šo izteiksmi kā summu: ∑
−=++ 2klji

lji cba . 

 Ievērojam, ka saskaitāmo skaits šajā summā ir 
2

)1( −kk
. SaskaĦā ar sakarību 

starp vidējo aritmētisko un vidējo ăeometrisko: 

 
( ) ( )

∑
−=++

−
=

−
>

zklji

mmmlji kk
cba

kk
cba

2

1

2

1
, kur 

( )( )
6

21 −−
=

kkk
m . 
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VP.2.2. Apzīmēsim uzdevuma nosacījumos minētos krustpunktus attiecīgi ar M, 
N, K (skat. A43.zīm.). 

 

 

K N

  

M 

D 

E 
F 

B 

A 

C 

n m 

s A43. zīm. 
 

Apskatīsim taisni t, kas iet caur M un riĦėa centru O. Taisne simetrijas pēc ir 
perpendikulāra pret BC un AD, jo ABCD – riĦėī ievilkta vienādsānu trapece ar 

diagonāĜu krustpunktu M. Ja mēs pierādīsim, ka BCKN  (vai, kas ir tas pats, 

ADKN ), no šejienes izrietēs, ka MNK∆  augstums pret KN iet caur O. 

Līdzīgu rezultātu iegūsim par MNK∆  augstumiem pret MN un MK, un 
vajadzīgais būs pierādīts – visi MNK∆  augstumi iet caur O, tātad O ir MNK∆  
ortocentrs. 

 Apzīmēsim wFsEDmCBnA === ~~~ ; tad pēc iekšējo leĦėu īpašībām 

( ) wwwFKE =+=∠
2

1
. 

Līdzīgi arī wFNE =∠ . Tātad FNEFKE ∠=∠ ; tāpēc ap FKNE var apvilkt 
riĦėa līniju. TādēĜ KFEKNECNK ∠=∠−°=∠ 180 . Tā kā ap FBCE ir apvilkta 
sākotnējā riĦėa līnija, tad °=∠+∠=∠+∠ 180KFEBCNCNKBCN . No tā 
seko, ka taisnes BC un KN ir paralēlas, kas arī bija jāpierāda. 

VP.2.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, pierādīsim, ka lielākā 
iespējamā n vērtība nebūs lielāka kā 8. Iedomāsimies, ka pavisam ir m 
grāmatas, un apzīmēsim ar mA  ( )mi ≤≤1  kopu, kura sastāv no rūėīšiem, 

kuri ir izlasījuši i-to grāmatu. Ievērojam, ka 

42\\ ≥−+=+ jijiijji AAAAAAAA I  katram ji < . 

 Saskaitot šīs nevienādības visiem ji < , iegūstam: 

 ( ) )1(242)1(2 2 −=≥−−=−+ ∑∑∑
<<

mmCAAAmAAAA m
ji

ji
i

i
ji

jiji II . 

 Apzīmējot ar am  grāmatu skaitu, kuras ir izlasījis rūėītis a, iegūstam: 

∑ ∑=
a a

ai mA , ∑ ∑∑
−

==
< a a

aa
m

ji
ji

mm
CAA

a 2

)1(2
I . 

 Tādējādi: ∑ ∑ −≥




















 −−=−⋅
a a

aaa mmm
mm

mmm )1(2
24

)(

22
2 . 

 Tātad )1(2
4

7 2

−≥ mm
m

 jeb mm 80 2 −≥ . Esam ieguvuši, ka 8≤m . 

 Otrkārt, parādīsim, ka n vērtība var būt 8. Tas ir iespējams, ja: 
 { }cbaA ,,1 = , { }edaA ,,2 = , { }gfaA ,,3 = , { }fdbA ,,4 = , { }gebA ,,5 = , 

{ }gdcA ,,6 = , { }fecA ,,7 = , { }gfedcbaA ,,,,,,8 = . 



 

69 

VP.3. Latvijas izlases atlases sacensības 2009. gada 3.maijā 
VP.3.1. 1. atrisinājums. Pierādīsim uzdevumā doto nevienādību, izmantojot 

matemātisko indukciju. 

Pie 2=n  iegūstam nevienādību: 9)2(121 2

21

2

2

2

1 ++≥+++ xxxx . 

Kāpinot abas puses kvadrātā, iegūstam 1)1)(1( 21

2

2

2

1 +≥++ xxxx . Ja 

nevienādības labā puse ir negatīva, tad nevienādība ir patiesa. Ja vienādības 
labā puse ir nenegatīva, tad kāpinām abas puses kvadrātā un iegūstam, ka 

( ) 0
2

21 ≥− xx . Tā kā skaitĜa kvadrāts vienmēr nenegatīvs skaitlis, tad varam 

secināt, ka pie 2=n  nevienādība vienmēr patiesa. 
Varam pieĦemt, ka nevienādība patiesa n saskaitāmajiem. Pierādīsim, ka tādā 
gadījumā nevienādība patiesa arī 1+n  saskaitāmajiem. Esam pieĦēmuši, ka 
izpildās nevienādība: 

( ) ( )
4

1
...21...121

22
2

21

22

2

2

1

+
++++≥++++++

nn
nxxxxnxx nn , 

tātad mums pietiek pierādīt: 

( ) ( ) ( ) ≥+++
+

++++ + 11
4

1
...2 2

1

22
2

21 nn xn
nn

nxxx  

( )( ) ( ) ( )
4

21
1...2

22
2

121

++
++++++≥ +

nn
xnnxxx nn . 

Šī nevienādība ekvivalenta nevienādībai: 

( ) ( ) ( ) ( ) +++++
+

++++ +
22

1

2
22

2

21 11
4

1
...2 nxn

nn
nxxx nn  

( ) ( ) ( )
≥+

+
++++++ + 1

4

1
...212 2

1

22
2

21 nn x
nn

nxxxn  

( ) ( ) ( ) ( )+++++++++++≥ ++ nnnn nxxxxnxnnxxx ...2121...2 211

2

1

22

21  

( ) ( )
4

21
22 ++

+
nn

, 

 kas savukārt ekvivalenta nevienādībai: 

( ) ( )
≥+

+
++++ + 1

4

1
...22 2

1

22
2

21 nn x
nn

nxxx  

( ) ( )1...22 211 +++++≥ + nnnxxxx nn . 

 Ja labā puse ir negatīva, tad nevienādība ir patiesa. Ja tā ir nenegatīva, varam 
abas puses kāpināt kvadrātā un iegūstam nevienādību: 

( ) ( ) ( ) ( ) ≥+++++++++++ ++
222

1

222

21

2

1

2

21 11...24...24 nnxnnnxxxxnxxx nnnn  

( ) ( ) ++++++≥ +
222

21

2

1 1...24 nnnxxxx nn  

( ) ( )nn nxxxxnn +++++ + ...214 211 , 

kas tālāk pārveidojas par ( ) ( )( ) 01...22
2

121 ≥+−+++ +nn xnnnxxx . 

Šī nevienādība acīmredzami ir patiesa. Induktīvā pāreja izdarīta. 
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2. atrisinājums. Apskatām funkciju ( ) 12 += xxf . Tā ir izliekta uz leju 

(varam pierādīt, ka ( ) 0'' >xf , vai arī pierādīt, ka ( ) ( )( )yfxf
yx

f +≤






 +
2

1

2
, 

un atzīmēt, ka ( )xf  ir nepārtraukta). 

 

2 
1 

n 

x1 x2 xn 

x A44. zīm. 

 
Ievietojot masas, kā parādīts A44.zīmējumā, no Jensena nevienādības 
iegūstam 

1
...21

...21

...21

1...1211
2

21

22

2

2

1 +







+++

⋅++⋅+⋅
≥

+++

+⋅+++⋅++⋅

n

xnxx

n

xnxx
nn , 

no kurienes pēc triviāliem pārveidojumiem seko vajadzīgais. 

VP.3.2. Izdarām homotētiju ar centru P un koeficientu 
1

2

R

R
k −= . Šajā 

homotētijā 21 ww →  (skat. A45.zīm.). 

 

 

N 

A 

N1 

M 

M1 

w1 

w2 

x 

y 

P 

A45. zīm. 

 
 Apzīmējam yN →  un xN →1 . 

 Punkta N pakāpe attiecībā pret 2w  ir ( ) 22 1 NPkNYNPNM ⋅−=⋅= . Tātad: 

  ( ) 22 1 NPkNM ⋅−=  (1) 

 Līdzīgi iegūstam: ( ) 2
1

2
11 1 PNkMN ⋅−=  (2) 

 No (1) un (2) seko: 
2

1

2
11

2

2

PN

MN

NP

NM
= , 

 no kurienes seko vajadzīgais. 
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VP.3.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādām, ka dotās 
izteiksmes vērtība var būt 4. Tiešām, pie vērtībām 0=m  un 11=n  

441211251155 23234 ==−=−=−+ nm . 

 Otrkārt, pierādām, ka 4 ir mazākā iespējamā dotās izteiksmes vērtība. 

Acīmredzams, ka izteiksmes vērtība nevar būt 0, jo 345 +m  nav vesela skaitĜa 
kvadrāts. Tātad mums atliek pierādīt, ka izteiksmes vērtība nevar būt 1, 2 vai 
3. 

 I PieĦemsim, ka 05 342 >− +mn . 

 Ja 15 342 =− +mn , tad ( )( )1115 234 +−=−=+ nnnm . Varam secināt, ka n ir pāra 

skaitlis un tādā gadījumā skaitĜi 1−n  un 1+n  ir savstarpēji pirmskaitĜi, no kā 

secinām, ka 11 =−n  un 345 += mn . Tātad 2=n , bet 345 +m  nevar būt vienāds 
ar 3 – pretruna. 

 Ja n dalās ar 5, tad 55 342 ≥− +mn . Ja n ir formā 15 ±= kn , tad 15 342 ≡− +mn  

(mod 5). Ja n ir formā 25 ±= kn , tad 45 342 ≡− +mn  (mod 5). Tā kā neviens 

no atlikumiem nav vienāds ar 2 vai 3 un 15 342 >− +mn , varam secināt, ka 

45 342 ≥− +mn . 

 II PieĦemsim, ka 05 234 >−+ nm . Skaitlis 2345 nm −+  nevar būt vienāds ar 2 
vai 3. Pierādām to, apskatot 3 gadījumus: 

• Skaitli n var uzrakstīt formā kn 5= . Tātad 2345 nm −+  dalās ar 5, līdz ar to 
secinām, ka tas ir lielāks nekā 5. 

• Skaitli n var uzrakstīt formā 15 ±= kn . Tātad 415 234 ≡−≡−+ nm  (mod 5). 

• Skaitli n var uzrakstīt formā 25 ±= kn . Tātad 145 234 ≡−≡−+ nm  (mod 5). 

 PieĦemsim, ka eksistē tādi m un n, ka 15 234 =−+ nm . Tātad: 

 )15...55(4)15...55)(15(15 14241424342 ++++=++++−=−= +++++ mmmmmn . 

 Tā kā 4 ir vesela skaitĜa kvadrāts, tad arī 15...55 1424 ++++ ++ mm  jābūt vesela 

skaitĜa kvadrātam. Apzīmējam šo summu ar 2l . Tādā gadījumā: 

 )15...55(5)1)(1( 414 ++++=+− + mmll . Bet 

 2)24(11...1115...55 414 ≡+≡++++≡+++++ mmm  (mod 4). 

 Tātad šī summa nedalās ar 4, bet dalās ar 2. Tātad arī )1)(1( +− ll  dalās ar 2 

jeb )1)(1( +− ll  ir pāra skaitlis. Ievērojam, ka skaitĜi 1−l  un 1+l  ir vienādas 

paritātes, tātad )1)(1( +− ll  dalās arī ar 4 –pretruna. Tātad neeksistē tādi m un 

n, pie kuriem izpildās vienādība 15 234 =−+ nm . 
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IMO. 50. Starptautiskā matemātikas olimpiāde 
(50th International Mathematical Olympiad) 

IMO. Uzdevumi 2009. gada 15. jūlijā. 
IMO.1. Uzdevumā doto var pierakstīt kongruenču formā: 

121 aaa ≡  (mod n) 

232 aaa ≡  (mod n) 

... 

kkk aaa ≡−1  (mod n) 

 PieĦemsim no pretējā, ka 
  kk aaa ≡1  (mod n) (*) 

 No dotajām kongruencēm pakāpeniski seko 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ≡=≡=≡≡ 43214321321321211 aaaaaaaaaaaaaaaaa  

( )( ) kaaaaaaaa ...... 2154321 ≡=≡  (visas kongruences pēc moduĜa n). 

 Līdzīgā ceĜā, sākot ar (*), pakāpeniski iegūstam 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ≡=≡=≡≡ 32132121211 aaaaaaaaaaaaaaaaa kkkkkk  

( )( ) 114321 ...... −≡=≡ kkk aaaaaaaa  (visas kongruences pēc moduĜa n). 

 Iznāk, ka kkk aaaaaa ≡≡ −1211 ...  (mod n). Bet tas nav iespējams, jo 

naa k ≤≠≤ 11 , tāpēc 1a  un ka  dod dažādus atlikumus, dalot ar n. Iegūta 

pretruna. Tātad vajadzīgais pierādīts. 

IMO.2. No trijstūra viduslīnijas īpašības seko, ka PCML  (skat. A46.zīm.). Tāpēc 

QPALMP ∠=∠ . No ievilktu leĦėu un hordas-pieskares leĦėu īpašībām 

LKMLMP ∠=∠ , tāpēc QPALKM ∠=∠ . 
 A 

B C 

M 

P 

Q 

K 
L 

O 

A46. zīm. 

Γ  

 
 Līdzīgi pierāda, ka PQAKLM ∠=∠ . Tātad MLKAQP ∆∆ ~ . Tāpēc: 

CP

BQ

CP

BQ

ML

MK

AQ

AP
===

2

1
2

1

. 

 Secinām, ka BQAQCPAP ⋅=⋅     (*) 

 Novelkam ABC∆  apvilkto riĦėa līniju w un tās diametrus, kas iet caur P un Q. 
Ja w rādiuss ir R, tad no teorēmas par hordu nogriežĦu reizinājumiem un no 
(*) iegūstam: 

( )( ) ( )( )OQROQRBQAQCPAPOPROPR −+=⋅=⋅=−+  
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2222 OQROPR −== , 

 no kurienes seko, ka OQOP = , kas arī bija jāpierāda. 

IMO.3. Apzīmēsim progresijas ...,,,
321 sss sss  diferenci ar D un nnn ssd −= +1 , 

1=n ; 2; ... . Mums jāpierāda, ka visi skaitĜi nd  ir vienādi. Vispirms 

pierādīsim, ka tie ir ierobežoti. Tiešām, saskaĦā ar doto 1≥nd  visiem n. 

Tāpēc: =+++≤−= −++ + 111 1
...

nnn sssnnn dddssd  

( ) ( ) ( ) Dssssssss
nnnnnnnn ssssssss =−=−++−+−=

+++ −+++ 111 1121 ... . 

 Ierobežotība pierādīta. 

 No ierobežotības seko, ka eksistē { }Nndm n ∈= min  un { }NndM n ∈= max . 

Mums pietiek pierādīt, ka Mm = . PieĦemsim pretējo, ka Mm <  
 Izvēlamies tādu n, ka nnn ssdm −== +1 . Iegūstam: 

 MmdddssssD mssssmsss nnnnnnn
⋅≤+++=−=−= −++++ 11 ...

1
 (1), 

 pie tam vienādība pastāv tad un tikai tad, ja visi 
nsd , 1+nsd , ..., 1−+msn

d  

vienādi ar M. 
 Izvēlamies tādu n, ka nnn ssdM −== +1 . Līdzīgi iegūstam mMD ⋅≥  (2), 

pie tam vienādība pastāv tad un tikai tad, ja mddd Msss nnn
==== −++ 11 ... . 

 No nevienādībām (1), (2) un tām sekojošajiem secinājumiem iegūstam, ka 
MmD ⋅= , kā arī Mddd

nnn sss ==== −+ + 11 1
... , ja mdn = , un 

mddd
nnn sss ==== −+ + 11 1

... , ja Mdn = . 

 Tātad no mdn =  seko Md
ns = . Skaidrs, ka nsn ≥ . Pamatosim, ka nsn > . 

Tiešām, ja būtu nsn = , tad Mddm
nsn === , kas ir pretrunā ar pieĦēmumu 

Mm < . 
 Līdzīgi no Mdn =  seko md

ns = , bez tam nsn > . 

 No šiem abiem secinājumiem iegūstam, ka eksistē tāda stingri augoša 
naturāla skaitĜu virkne ...,,, 321 nnn , ka Md

ns =
1

, md
ns =
2

, Md
ns =
3

, 

md
ns =
4

, ... . 

 Bet šīs virknes elementi ir divu aritmētisku progresiju ...,, 21 21 ++ ss ss  un 

...,,
21 ss ss  atbilstošo locekĜu starpības, tātad tie ir vienādi savā starpā. Tāpēc 

Mm = . Iegūta pretruna ar sākotnējo pieĦēmumu, ka Mm < . Tāpēc tiešām 
Mm = , kas arī bija jāpierāda. 
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IMO. Uzdevumi 2009. gada 16. jūlijā. 
IMO.4. Apzīmēsim ABC∆  ievilktās riĦėa līnijas centru ar I. Punkti I un K atrodas 

uz ACB∠  bisektrises. Skaidrs, ka °=∠ 90ADC . 
 Apzīmēsim punktu, kas simetrisks punktam E attiecībā pret leĦėa C bisektrisi, 

ar G. Skaidrs, ka G atrodas uz taisnes BC. Šėirosim trīs gadījumus: 
• Punkts G atrodas starp B un D (skat. A47.zīm.). 

 

B 

A 

C 

D G 

I 

E 

A47. zīm. 

K 

 
 Simetrijas pēc °=∠=∠=∠ 45BEKIEKIGK . Tā kā 

°=∠=∠ 45
2

1
ADCIDK , tad IDKIGK ∠=∠ . Tāpēc G, I, K, D atrodas uz 

vienas riĦėa līnijas. Tāpēc °=∠−°=∠ 45180 GDKGIK , GIKEIK ∠=∠  
(simetrijas pēc) °= 45 , °=°−°=∠ 13545180BIC , 

°=°−°=∠+∠ 45135180ICBIBC , 
°=°⋅=∠+∠=∠+∠ 90452)(2 ICBIBCACBABC . (No tālākā sekos, ka šis 

gadījums īstenībā nav iespējams. 
• Punkts G atrodas starp D un C (skat. A48.zīm.) 

 

B 

A 

C 

D G 

I 

E 

A48. zīm. 

K 

 
 Ar tādu pašu spriedumu kā iepriekšējā gadījumā (vienīgā atšėirība - 

°=∠=∠ 45GDKGIK ) atkal iegūstam, ka °=∠ 90BAC . 
• Punkts G sakrīt ar D (skat. A49.zīm.). 

 

B 

A 

C 

D 

K 

I 

E 

A49. zīm. 

 
 Simetrijas pēc °=∠=∠ 90IDCIEC , tāpēc bisektrise BE ir arī augstums; 

tāpēc BCBA = . Tātad ABC∆  ir vienādmalu un °=∠ 60BAC . 
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 Līdzšinējie spriedumi parāda, ka BAC∠  nevar būt citas vērtības kā vien °90  
un °60 . Tomēr, lai risinājums būtu pilnīgs, vēl jānoskaidro, vai šīs vērtības 
tiešām ir iespējamas. 

 Tas, ka regulāra ABC∆  gadījumā uzdevuma nosacījumi izpildās, ir 
acīmredzams: D un E ir simetriski attiecībā pret CI, tāpēc 

°=°⋅=∠=∠=∠ 4590
2

1
IDKIEKBEK . 

 Vienādsānu taisnleĦėa BAC∆  gadījumā °>∠ 90IEC . Tāpēc, konstruējot G 

simetriski E attiecībā pret CI, arī °>∠ 90IGC , un G atrodas starp D un C 
(skat. A50.zīm.). 

 

B 

A 

C 

D G 

I 

E 

A50. zīm. 

K 

 

 Tā kā ( ) °=°+°=∠+∠ 454545
2

1
ICBIBC , tad °=∠ 135BIC  un °=∠ 45EIC . 

Simetrijas pēc °=∠=∠ 45GICGIK .  

 Tā kā °=°⋅=∠ 4590
2

1
GDK , tad GDKGIK ∠=∠ . Tāpēc I, K,G, D atrodas uz 

vienas riĦėa līnijas. Tāpēc °=∠=∠ 45IDKIGK . Bet simetrijas pēc 
IGKIEK ∠=∠ . Tātad °=∠=∠ 45IEKBEK , kas arī bija jāpierāda. 

IMO.5. Viegli pārbaudīt, ka der funkcija ( ) xxf ≡ . Pierādīsim, ka citu iespēju nav. 

 I Pierādīsim ,ka ( ) 11 =f . 

 Ja ( ) mf +=11 , 1=m ; 2; ..., apskatīsim trijstūri ar malu garumiem 1, ( )yf ; 

( ) ( )myfmyf +=−++ 11 . Tā kā jābūt ( ) ( ) ( ) 11 +<+<− yfmyfyf , 

iegūstam ( ) ( )yfmyf =+ . Tātad funkcija f ir periodiska ar periodu m; tātad tā 

ir ierobežota. Varam pieĦemt, ka visiem x pastāv nevienādība ( ) Bxf ≤ . Pie 

Bx 2>  iznāk, ka ( ) ( )1)( −++≥+> xfyfyfBBx , tātad x; ( )yf ; 

( )( )1−+ xfyf  nav trijstūra malu garumi. 

 II Pierādīsim, ka ( ) xxff =)(  visiem x. Tiešām, izvēlamies uzdevumā xa =  

un 1=b . Tad eksistē trijstūris ar malu garumiem x; 1; ( ))(xff . Tā kā jābūt 

( ) 1)(1 +<<− xxffx , iegūstam ( ) xxff =)( , kas arī bija jāpierāda. 

 III Pierādīsim, ka visiem x pastāv ( ) xxf ≤ . Ja tas būs pierādīts, tad 

uzdevums būs atrisināts, jo tad saskaĦā ar iepriekšējo ( ) ( )xfxffx ≤= )( ; no 

nevienādībām ( ) xxf ≤  un ( )xfx ≤  seko vajadzīgais ( ) xxf ≡ . 

 PieĦemsim pretējo: eksistē tāds z, ka ( ) zzf > . Apzīmējam ( ) 1+= wzf . Tad 

2≥≥ zw  (saskaĦā ar I). 
 Apzīmējam ( ) ( ) ( ){ }wfffM ,...,2,1max= . Pierādīsim vispirms: nav tāda 

pozitīva vesela skaitĜa t, ka  

  (*) ( ) Mt
w

z
tf +⋅

−
>

1
. 
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 Tiešām, ja tādi t būtu, tad izsacīsim mazāko no tiem kā srwt +⋅= , kur r ir 
vesels skaitlis, ws ≤≤1 . No M izvēles iegūstam wt > . Izvēloties za =  un 

wtb −= , apskatām trijstūri ar malu garumiem z; ( )wtf − ; 

( ) ( ) ( )tfwwtfzfwtf =−++−=−+− 111)()( . Iegūstam ( ) ( )tfwtfz ⇒−+ . 

 Tāpēc ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Mwt
w

z
zMt

w

z
ztfwtf +−

−
=−−+⋅

−
>−−≥−

1
1

1
1 . 

 Iznāk, ka (*) ir spēkā arī tad, ja t vietā Ħem pozitīvu veselu skaitli ( )wt − , un 

tā ir pretruna ar t minimalitāti. 
 Tagad varam secināt, ka visiem t ir spēkā nevienādība 

  (**) ( ) Mt
w

z
tf +⋅

−
≤

1
. 

 SaskaĦā ar apzīmējumiem 1
1
<

−
w

z
. Tāpēc eksistē tāds vesels t, ka  

tM
w

z
t

w

z
<







 +
−

+






 −
1

11
2

. 

 Divas reizes pielietojot (**), iegūstam: 

( ) ( ) tMMt
w

z

w

z
Mtf

w

z
tff <+







 +
−−

≤+⋅
−

≤
111

)( , 

 kas ir pretruna ar augstāk pierādīto identitāti ( ) xxff =)( . 

 Līdz ar to uzdevums ir atrisināts. 
IMO.6. Ja sienāzītis pēc kārtas veic lēcienus 

kiii aaa ,...,,
21

, mēs sacīsim, ka 

atbilstošais sienāža maršruts ir ( kiii ,...,, 21 ). 

 Risināsim uzdevumu ar matemātisko indukciju pēc parametra n. Pēc 
uzdevuma formulējuma skaidrs, ka 1≥n  (jo teikts, ka kopa M satur 1−n  
pozitīvu skaitli). Indukcijas bāze pie 1=n  ir triviāla (ja kopa M ir tukša, ne no 
kādiem skaitĜu ass punktiem nav jāvairās). PieĦemsim, ka uzdevuma 
apgalvojums pareizs visām n vērtībām, kas mazākas par t, un apskatīsim 
situāciju, kad 2≥= tn . Varam uzskatīt, ka taaa <<< ...21 . Apzīmēsim kopas 

M minimālo elementu ar d. Šėirosim divus gadījumus. 
• nad <  

 Ja Man ∉ , tad saskaĦā ar induktīvo hipotēzi sienāzis var nonākt no na  

līdz s ar lēcieniem 121 ,...,, −naaa , nenonākot punktos no { }dM \ . Tāpēc 

mūsu mērėiem der sienāža maršruts, kas sākas ar na  un turpinās tā, kā 

minēts kursīvā izceltajā tekstā. 
 Ja turpretī Man ∈ , apskatām n  kopas { }na , { }naaa +11, , { }naaa +22 , , 

..., { }nnn aaa +−− 11, . Šīm kopām savā starpā nav kopēju elementu. Vismaz 

vienai no tām nav kopēju elementu ar M; pieĦemsim, ka tā ir 
{ }nii aaa +, . Tad no punkta ni aa +  ieskaitot līdz punktam s ieskaitot nav 

vairāk par 3−n  kopas M elementiem, jo ni aad +<  un nin aaa +< . 

 Tad sienāzim der maršruts, kas sākas ar ia  un na  un turpinās saskaĦā ar 

induktīvo hipotēzi no ni aa +  līdz s. 
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• nad ≥  

 Apzīmēsim { }dMM \'= . SaskaĦā ar induktīvo hipotēzi sienāzis var nonākt 

no na  līdz s, nenonākot 'M  punktos, pa kaut kādu maršrutu 

( )11,..., −= niiX . Ja šis maršruts X neskar arī punktu d, tad mūsu mērėiem 

der ( )121 ,...,,, −niiin . Ja maršruts X skar punktu d, tad daaa
kiin =+++ ...

1
 

kādam k, kas apmierina nevienādību 10 −<≤ nk . Šai gadījumā apskatām 

maršrutu ( )1211 ,...,,,,..., −++= nkk iiniiY . Tā kā 

daaaaa niiii kk
=+++<++

+
......

111
, sienāzis nenonāks kopas M punktos 

pirmo 1+k  lēcienu laikā; savukārt turpmāko lēcienu laikā viĦš nonāks 
tādās vietās, kurās nonāktu, izpildot maršrutu X (un visas šīs vietas ir pa 
labi no d). Tāpēc maršruts Y der mūsu mērėim. 



 

78 

AB. Atlases sacensības olimpiādei „Baltijas CeĜš 2008” 

AB.A. Algebra 
AB.A.1. CeĜot doto vienādību kvadrātā, iegūstam: 

))()((

)()()(
2

4

9

)(

1

)(

1

)(

1

))((

1

))((

1

))((

1
2

4

9

)(

1

)(

1

)(

1

4

9

))((

1

))((

1

))((

1
2

)(

1

)(

1

)(

1

222

222

222

xzzyyx

yxzyxz

xzzyyx

xzzyxzyxzyyxxzzyyx

xzzyxzyxzyyxxzzyyx

−−−
−+−+−

⋅−=
−

+
−

+
−










−−
+

−−
+

−−
−=

−
+

−
+

−

=








−−
+

−−
+

−−
+

−
+

−
+

−

4

9

)(

1

)(

1

)(

1
222
=

−
+

−
+

− xzzyyx
. 

AB.A.2. Uzdevumā vairākas reizes izmantosim Košī - Bunjakovska nevienādību: 
visiem reāliem skaitĜiem naaa ...,,, 21 , nbbb ...,,, 21  ir spēkā 

( )( ) ( )2
11

22
1

22
1 ......... nnnn bababbaa ++≥++++ . 

 Izvēlamies ( )














++++++
=

222
321 ;;;;

zyx

z

zyx

y

zyx

x
aaa  un 

( ) ( )zyxbbb ;;,, 321 = . Tad no Košī – Bunjakovska nevienādības seko, ka 

  ≤














++
+

++
+

++

2

222 zyx

z

zyx

y

zyx

x
 

  ( )zyx
zyx

z

zyx

y

zyx

x
++









++
+

++
+

++
≤

222
 (*) 

Tāpēc mums pietiek pierādīt, ka (*) labā puse nepārsniedz 3. 
Vispirms pierādīsim, ka 3≤++ zyx . Tiešām: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 933 2222222222 =++≤−−−−−−++=++ zyxzyzxyxzyxzyx , 

no kā seko vajadzīgais. 

Tāpēc atliek pierādīt, ka 1
222

≤
++

+
++

+
++ yxz

z

xzy

y

zyx

x
. 

No Košī-Bunjakovska nevienādības nenegatīviem a, b, c seko ( aa =1 ; 11 =b ; 

bba == 22 ; cba == 33 ): ( )( ) ( )22 1 cbacbcba ++≥++++ . Tāpēc 

( )
( )22

1

cba

cba

cba

a

++

++
≤

++
. 

Tātad mums pietiek pierādīt, ka  
( ) ( ) ( )

( )
1

111
2

≤
++

++++++++

zyx

yxzzxyzyx
. 

Tas ir ekvivalenti ar 222 zyxzyx ++≤++ . Bet 3222 =++ zyx , un 

nevienādība 3≤++ zyx  jau ir pierādīta. Vajadzīgais iegūts. 
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AB.A.3. Ja yx > , tad z
yx

y =
+

>
+

=
2

1

2

1 33

, tātad zy > . Līdzīgi iegūst xz > . 

Esam ieguvuši pretrunu xzyx >>> . 
 Līdzīgi pretruna tiek iegūta, ja apskatām gadījumu: yx < . 

Esam ieguvuši, ka yx = . Tad arī zy =  un tāpēc zyx == . Iegūstam 

vienādojumu 0123 =+− xx  jeb ( )( ) 011 2 =−+− xxx , no kura iegūstam 

atrisinājumus: 1=== zyx , 
2

51m−
=== zyx . 

AB.A.4. Visām dotajām funkcijām atvasinājums punktā 1=x  ir nulle. Šī īpašība 

saglabājas, izpildot pieĜautās operācijas, jo ( ) gfgf ′±′=′±  un 

( ) gfgfgf ⋅′+′⋅=′⋅ . Tā kā ( ) 5653 2 −=
′

− xxx  punktā 1=x  nav nulle, tad 

prasītais nav sasniedzams. 
AB.A.5. Atbilde: nē, neeksistē. 

Risinājums. PieĦemsim, ka tāda funkcija eksistē. Apzīmēsim tās vērtību 
apgabalu ar V un izvēlamies patvaĜīgu Vafb ∈= )( . Tad pie ax =  iegūstam 

( ) ybyfaf sin)( +=+ .  

Ja y mainās intervālā 




−
2

;
2

ππ
, yb sin+  mainās intervālā [ ]1;1 +− bb . Tātad 

[ ] VbbVb ⊂+−⇒∈ 1;1 . No tā seko, ka V ir visu reālo skaitĜu kopa. 

ĥemot 0=x , iegūstam ( ) yfyff sin)0()( += . 

Tā kā ( )yf  pieĦem visas reālās vērtības, tad arī ( )( )yff  pieĦem visas reālās 

vērtības. Iegūta pretruna, jo yf sin)0( +  pieĦem tikai vērtības no 

[ ]1)0(;1)0( +− ff . 

AB.K. Kombinatorika 

AB.K.1. Uzzīmēsim tik lielu kvadrātu ar izmēriem kk 22 × , Ν∈k , lai visas 
melnās rūtiĦas atrastos kvadrāta iekšpusē un lai melnais laukums būtu 

mazāks par 
5

1
 no visa kvadrāta laukuma. Sadalīsim to 4 vienādos kvadrātos 

(katrs ar izmēriem 11 22 −− × kk ) un Ħemsim to no šiem četriem kvadrātiem, 
kurā melno rūtiĦu ir visvairāk. 

 Melno rūtiĦu daĜa šajā kvadrātā nav mazāka kā sākotnējā un nav lielāka par 

5

4
4

5

1
=⋅ . Līdzīgi turpinām. Skaidrs, ka kādreiz nonāksim pie vajadzīgā 

kvadrāta. 
AB.K.2. Padomāsim, kā var iegūt ( 2+n )-ciparu skaitĜus no ( 1+n )-ciparu 

skaitĜiem. 
• Katram ( 1+n )-cipara skaitlim galā var pierakstīt vismaz divus ciparus 

(kurus – tas atkarīgs no ( 1+n )-ciparu skaitĜa pēdējā cipara). Tas dod 

12 +nx  iespējas. 

• Tiem ( 1+n )-ciparu skaitĜiem, kas beidzas ar 2, galā var pierakstīt arī trešo 
ciparu. Apskatīsim, cik daudz ir šādu skaitĜu. Divnieks ( 1+n )-ciparu 
skaitĜa galā ir pierakstīts galā patvaĜīgam n-ciparu skaitlim. Tā kā n-
ciparu skaitĜu, kas atbilst uzdevuma nosacījumiem, pavisam ir nx , tad arī 
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( 1+n )-ciparu skaitĜu, kas beidzas ar 2, pavisam ir nx . Tas dod nx  

iespējas. 
No tā seko vajadzīgais. 

AB.K.3. Attēlosim situāciju ar grafu: spēlētāji – virsotnes, notikušās spēles – 
šėautnes. Pavisam iespējamas 30010103 =××  šėautnes. No tām 

99201300 =−  nav novilktas. 
PieĦemsim pretējo tam, kas jāpierāda. Tad katriem a, b, c no dažādām 
komandām eksistē vismaz viena nenovilkta šėautne. Šādu trijnieku ir 

1000101010 =×× . Tā kā katra nenovilktā šėautne ietilpst 10 trijstūros, tad 
kopā 99 nenovilktās šėautnes „apkalpo” 10009901099 <=⋅≤  trijstūru – 
pretruna. Varam secināt, ka eksistē trijnieks, kur katri divi spēlētāji ir jau 
spēlējuši savā starpā. 

AB.K.4. Apzīmējam monētas ar 1m , 2m , ... , nm2  un izdarām mērījumus 

( ) inn mmmm −− ++++ 2121 ... , 0=i ; 1; 2; ... ; n. Tātad tiek veikti 1+n  soĜi.  

Apzīmējam Mmmm n =+++ −121 ... , tātad katrs mērījums dod atbildi aM +  

vai bM + . Tā kā tiek veikti 1+n  mērījumi, bet ir tikai n monētas ar masu a 

un n monētas ar masu b, tad būs sastopamas abas atbildes. Apzīmēsim 
mazāko no abām atbildēm ar p un pieĦemsim, ka tā sastopama 1x  reizes, bet 

lielāko no abām atbildēm – ar q un pieĦemsim, ka tā sastopama 2x  reizes. 

Tad paM =+ , qbM =+  un starp monētām nm , 1+nm , 2+nm , ... , nm2  ir 1x  

monētas ar masu a un 2x  monētas ar masu b. 

Varam secināt, ka starp monētām 1m , 2m , ... , 1−nm  ir 1xn −  ar masu a un 

2xn −  ar masu b. Tātad bxnaxnmmmM n )()(... 21121 −+−=+++= −  un 

varam izveidot vienādojumu sistēmu: 





=+−+−

=+−+−

qbbxnaxn

pabxnaxn

)()(

)()(

21

21  jeb 




=−++−

=−+−+

qbxnaxn

pbxnaxn

)1()(

)()1(

21

21 . 

Atrodam sistēmas determinantu: 
=−−−−+−+ ))(()1)(1( 2121 xnxnxnxn  

=−++−+++−+= 2121

2

2121

2 )())(1()1( xxxxnnxxxxnn  

.0)1()12()()12( 21 >=+−+=+−+= nnnxxn  

Tā kā determinants ir pozitīvs, tad sistēmai eksistē viens vienīgs atrisinājums. 
Tātad 1+n  soĜos noteikti var noskaidrot a un b vērtības. 

AB.K.5. Apzīmējam skaitĜus attiecīgi ar 1721 ,...,, aaa  un 4321 ,...,, bbb . Varam 

pieĦemt, ka 

43211721 ...... bbbaaa +++≥+++ .   (*) 

 Katram 1=i ,2,...,43 ar in  apzīmēsim mazāko no tādiem skaitĜiem n, ka 

0)...(... 2121 ≥+++−+++= in bbbaaaS(n) ; tāds in  eksistē saskaĦā ar (*). 

Apzīmējam ii SnS =)( . Tā kā 43≤ia , tad 420 ≤≤ iS . Ja visi iS  ir dažādi, tad 

starp tiem ir arī 0; tad uzdevums jau atrisināts. Ja lk SS =  , lk < , tad 

),...()...(

)...()...(

2121

2121

l
l

n

k
k

n

bbbaaa

bbbaaa

+++−+++=

=+++−+++
 

 no kurienes 
l

n
k

n
k

nlkk aaabbb +++=+++ ++++ ...... 2121 , kas arī bija jāpierāda. 

 Otrs gadījums, kad 43211721 ...... bbbaaa +++≤+++ , ir analoăisks. 
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AB.Ă. Ăeometrija 
AB.Ă.1. Tā kā NVNA = , tad ANV∆  - vienādsānu (skat. A51.zīm.). ĥemot vērā 

arī to, ka AV ir bisektrise, varam secināt, ka VACNAVNVA ∠=∠=∠ . 
  

A 

V N 

M C 

B 

A51. zīm. 
 

Tā kā NVA∠  un VAC∠  ir iekšējie šėērsleĦėi un tie ir vienādi, tad ACNV . 

Tāpēc varam izveidot proporciju: VBCVNBAN :: = . 

Tātad 11 =⋅⋅=⋅⋅
VC

BV

VB

CV

MA

CM

VC

BV

NB

AN
 un vajadzīgais seko no Čevas 

teorēmas: nogriežĦi AA1 , BB1 , CC1  (skat. A52.zīm.) krustojas vienā punktā 

tad un tikai tad, ja 1
1

1

1

1

1

1 =⋅⋅
AB

CB

CA

BA

BC

AC
. 

  

A 

A1 C1 

B1 
C 

B 

A52. zīm. 

 
AB.Ă.2. Apskatām homotētiju ar centru punktā M, kurā 21 ωω →  (skat. 

A53.zīm.). Tā kā pieskare attēlojas par pieskari, tad (taisne AB) →  (taisne 
CD) un 
(taisne AD) →  (taisne CB). Tāpēc arī šo taišĦu krustpunkti attēlojas viens 
par otru, t.i., A →  C. Bet tad A, M un C ir uz vienas taisnes, kas arī bija 
jāpierāda. 

  

M 

w1 

w2 

 
A53. zīm. 
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AB.Ă.3. Apskatām vektorus 1e
r
, 2e

r
, 3e

r
 (skat. A54.zīm.). Varam izvēlēties 

mērogu tā, ka tie ir vienības vektori. Tad 1e
r
 un 2e

r
, 2e
r

 un 3e
r

, 3e
r

 un 1e
r
 veido 

attiecīgi leĦėus β−°180 , γ−°180 , α−°180 . 

 

 

α  

β  

γ  

1e
r

 2e
r

 

3e
r

 
 

A54. zīm. 

 
Tā kā vektora skalārais kvadrāts ir nenegatīvs lielums, tad 0)( 2

321 ≥++ eee
rrr

. 

No šejienes seko, ka 0222 133221

2

3

2

2

2

1 ≥+++++ eeeeeeeee
rrrrrrrrr

 jeb 

0)180cos(2)180cos(2)180cos(2111 ≥α−°+γ−°+β−°+++ . 

Veicot pārveidojumus, iegūstam, ka 0cos2cos2cos23 ≥α−γ−β− , no kā 

seko vajadzīgais. 
AB.Ă.4. No dotā seko, ka punkti D, C, B un P atrodas uz vienas riĦėa līnijas (skat. 

A55.zīm.), tātad PBC∠  un PDC∠  summa ir °180 . Varam secināt, ka 
ADPPDCPBC ∠=∠−°=∠ 180 . 

Līdzīgi iegūstam, ka BMPCMPCAP ∠=∠−°=∠ 180 . 
Tā kā BAC∆  - taisnleĦėa, tad MBMA = ; tātad MBMAAD == . 
Varam secināt, ka PADPMB ∆=∆  (lml), tāpēc atbilstošie augstumi ir vienādi. 
Tātad P ir vienādos attālumos no BCA∠  malām, no kā seko vajadzīgais. 

  

A 

B 

C 

M 

D 

P 

A55. zīm. 
 

AB.Ă.5. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādām, ka 
taisnstūra laukums var būt 25 (skat. A56.zīm.). 

 

 
A56. zīm. 

 
Otrkārt, pierādām, ka laukums nevar būt lielāks. PieĦemsim, ka „tukšajam” 
taisnstūrim ir a kolonnas un b rindas. Šajās a kolonnās ir a melnas rūtiĦas, 
kas nav apskatāmajās b rindās; tātad tās ir atlikušajās b−10  rindās. Varam 
secināt, ka ab ≥−10 , citādi a melnas rūtiĦas nevarētu izvietot tā, lai neviena 
rinda nesaturētu vairākas melnas rūtiĦas. Līdz ar to: 

25)5(25)10()10( 22 ≤−−=−−=⋅−≤⋅= bbbbbbaL , kas arī bija jāpierāda. 
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AB.S. SkaitĜu teorija 
AB.S.1. Sadalām {1;2;...;2008} grupās G0, G1, ..., G7 atkarībā no tā, kādu 

atlikumu dod skaitĜi, dalot ar 8. 
PieĦemsim pretējo tam, kas jāpierāda. Tad no dotajiem 756 skaitĜiem ne 
vairāk kā viens ir grupā G0 un ne vairāk kā viens ir grupā G4. Tāpēc grupās 
G1, G2, G3, G5, G6, G7 kopā ir vismaz 7542756 =−  dotie skaitĜi. Tā kā 

12513754 +⋅= , tad vai nu G1 un G7, vai G2 un G6, vai G3 un G5 kopā satur 
vismaz 252 dotos skaitĜus. 
Tā kā katrā grupā Gi ir tieši 251 skaitlis, tad attiecīgajā pārī abas grupas satur 
vismaz pa vienam dotajam skaitlim. Bet tad abu šo skaitĜu summa dalās ar 8, 
kas ir pretruna ar pieĦēmumu. Tas arī bija jāpierāda. 

AB.S.2. Nē. Katras šādas progresijas elementi dalās tikai ar tiem pirmskaitĜiem, 
ar ko dalās tās pirmais loceklis vai kvocients (kvocientam jābūt naturālam 
skaitlim; pretējā gadījumā, sākot no kādas vietas, progresijas locekĜi nebūs 
naturāli). 

 Tā kā pirmskaitĜu ir bezgalīgi daudz, tad šādas progresijas galīgā skaitā nevar 
tos visus saturēt. 

AB.S.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, izsakām doto skaitli kā 

)2221(2 )91(21917182 −+⋅+= nS . Redzam, ka S ir pilns kvadrāts, ja 191791 =−n , 

t.i., ja 2008=n , jo tad ( )219179121917182 )21(2)21(2 +=+=S . 

Otrkārt, pierādām, ka n nevar būt lielāks kā 2008. Lai S būtu pilns kvadrāts, arī 

izteiksmei )91(21917 2221 −+⋅+= nM  jābūt pilnam kvadrātam. 
PieĦemam pretējo, ka eksistē tāds 2008>n , kas apmierina uzdevuma 
nosacījumus. Tādā gadījumā 191791 >−n  un secinām: 

291)91(291)91(2291 )21(22212)2( −−−−− +=+⋅+<<= nnnnn M . 

Tātad M atrodas starp divu viens otram sekojošu naturālu skaitĜu kvadrātiem 
un tāpēc nevar būt naturāla skaitĜa kvadrāts – pretruna ar pieĦēmumu. 

AB.S.4. No dotā seko, ka 22 133 nmm =++ . Veicam identiskus pārveidojumus: 
22 441212 nmm =++  

1431212 22 −=++ nmm  

14)144(3 22 −=++ nmm  

)12)(12()12(3 2 −+=+ nnm        (*) 

Tā kā LKD(2n+1, 2n-1) = LKD(2n+1, (2n+1) - (2n-1)) = LKD(2n+1, 2) = 1, tad 
no (*) seko: viens no skaitĜiem 12 +n  un 12 −n  ir vesela skaitĜa kvadrāts, bet 
otrs ir (varbūt cita) vesela skaitĜa kvadrāts, kas reizināts ar 3. 

Tā kā viens no 3)1( +m  un 3m  ir pāra, otrs – nepāra skaitlis, tad no uzdevumā 

dotā tieši seko, ka 2n  ir pāra un nepāra skaitĜu starpība. Varam secināt, ka 2n  
ir nepāra skaitlis, tāpēc arī n - nepāra. Līdz ar to varam apzīmēt: 12 += kn , 
kur k – naturāls skaitlis. 

Apskatām 34k12n +=+ . Tā kā ( ) 22
42 aa = un ( ) ( ) 1412 22 ++=+ aaa , tad 

vesela skaitĜa kvadrāts dod atlikumu 0 vai 1, dalot ar 4. Tātad 34k12n +=+  
nav kvadrāts. Tādā gadījumā 12 −n  ir kvadrāts. 

Tā kā 12 −n  - nepāra, tad varam apzīmēt: 2)12(12 +=− tn , Zt ∈ . No šejienes 

seko 222 )1(122 ++=++= ttttn , kas arī bija jāpierāda. 
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AB.S.5. Meklēsim risinājumus formā xky ⋅= , kur 2, ≥∈ kNk . Tad iegūstam: 

xk

k
k

xk

k

xk

kxk

xk

xk

xxk

xkx

xy

yx

+

−
−=

+

−
−

+

+
=

+

+
=

+

+
=

+

+
2

5
3

2

5

2

53

2

3

322

332

32

32 111
. 

Ja izvēlamies 125 −−= kkx , dalījums iznāk vesels skaitlis 13 −k . Tātad der, 

piemēram, risinājumi 125 −−= kkx , kkkxky −−=⋅= 36 , 2, ≥∈ kNk . 
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BW. Matemātikas komandu olimpiāde „Baltijas CeĜš 2008” 

BW.A. Algebra 

BW.A.1. Apskatīsim skaitĜu virkni na , ;0=n  1; 2; ... , kuru definē ar 

nosacījumiem 00 =a ; 3

1 )1( +=+ nn aa  pie 0≥n . Tātad virknes pirmie locekĜi ir 

00 =a ; 11 =a ; 82 =a ; 7293 =a  utt. 

 Ja mēs pierādīsim, ka visiem ;0=n  1; 2; ... pastāv vienādība nn aap =)( , tad 

polinomam xxp −)(  būs bezgalīgi daudz sakĦu ,...,, 210 aaa . Tāpēc xxp −)(  

būs nulles polinoms, tātad visiem reāliem x  ir spēkā xxp =)( . 

 Vienādību nn aap =)(  pierādīsim ar matemātisko indukciju. Bāze pie 0=n  ir 

dota. Ja kk aap =)( , tad ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 1

333

1 111 ++ =+=+=+= kkkkk aaapapap , 

kas arī bija jāpierāda. 
BW.A.2. Apzīmēsim ucb =++ 22 , vac =++ 22 , wba =++ 22 . Tā kā 

3,, ≤cba , tad 0,, >wvu . No Košī - Bunjakovska nevienādības seko, ka 

( ) ( ) )1(
2222

2
wvu

w

c

v

b

u

a
w

w

c
v

v

b
u

u

a
cba ++⋅








++≤








⋅+⋅+⋅=++

Ievērosim, ka ( ) )(9)(6 222 cbacbacbawvu +++=++++++=++ , tāpēc 

no (1) seko:  
( )

)2(.
9)(

2222

+++
++

≥++
cba

cba

w

c

v

b

u

a
 

Ievērosim, ka 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )3(33 2222222222
cbacbcabacbacba ++≤−−−−−−++=++  

turklāt vienādība pastāv tad un tikai tad, ja cba == . Tā kā 3222 =++ cba , 

tad no (3) seko ( ) 9
2 ≤++ cba , tātad 33 ≤++≤− cba . No šejienes un no (2) 

seko vajadzīgā nevienādība. 
Lai pastāvētu vienādība, vajadzīgs, lai 3=++ cba , tātad nevienādībā (3) 
nepieciešams 1=== cba . Tieša pārbaude parāda, ka pie 1=== cba  
vienādība tiešām pastāv. 

BW.A.3. . Atbilde: nē, neeksistē. 
Risinājums. PieĦemsim no pretējā, ka tas ir iespējams. Varam uzskatīt, ka 

4
0

π
α ≤<  (ja 

24

π
α

π
<< , apskatām α  vietā leĦėi α

π
−=

2
y ; tad aritmētisko 

progresiju veido ysin , ycos , tgy , ctgy  kaut kādā kārtībā). No nevienādībām 

αα
ππ

α ctg<<≤=≤ 1cos
4

cos
4

sinsin  un ααα ctgtg ≤≤< 1sin  seko, ka 

αsin  ir progresijas mazākais, bet αctg  - tās lielākais loceklis. Bez tam mēs 

redzam, ka progresija nav konstanta. Apskatīsim abas iespējas atsevišėi. 
• Ja progresija augošā secībā ir αααα ctgtg <<< cossin , tad 

1
2

cos =⋅>
+

= αα
αα

α ctgtg
ctgtg

 - pretruna. 

• Ja progresija augošā secībā ir αααα ctgtg <<< cossin , tad 

αααα tgctg +=+ cossin , ko pakāpeniski pārveido par 
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α
α+α

=
α

α+α
cos

sincos

sin

cossin 22

 

α+αα=α+αα 2222 sincossincoscossin  
)cos)(sincos(sin)cos(sincossin αααααααα +−=− . 

Ja 0cossin =− αα , tad 
4

π
α = . Pārbaude rāda, ka tas neder. Tātad, lai 

vienādība izpildītos, jābūt spēkā vienādībai: αααα cossincossin +=⋅ . 
Tā kā α  - šaurs leĦėis, tad α+α<α<αα cossinsincossin  - pretruna. 

BW.A.4. Apskatām polinomu 5)( −xP ; tā koeficienti ir veseli skaitĜi. Ja 5)( =xP  

pie piecām dažādām veselām x  vērtībām 54321 ;;;; xxxxx , tad 

)())()()()((5)( 54321 xQxxxxxxxxxxxP ⋅−−−−−=−  ,kur )(xQ  - polinoms ar 

veseliem koeficientiem. PieĦemsim, ka eksistē tāds vesels 0x , ka 

4)(6 0 ≤≤− xP  vai 16)(6 0 ≤≤ xP . Tad 115)(1 0 ≤−≤ xP , un 

)(5)( 050403020100 xQxxxxxxxxxxxP ⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−=− . Tā kā 10 xx − , 

20 xx − , 30 xx − , 40 xx − , 50 xx −  ir dažādi veseli skaitĜi, tad 

12322115040302010 =±⋅⋅−⋅⋅−≥−⋅−⋅−⋅−⋅− xxxxxxxxxx . Tā kā 

1)( 0 ≥xQ  ( 0)( 0 ≠xQ , jo 05)( 0 ≠−xP ), iegūta pretruna, jo 11121 >⋅ . 

BW.A.5. Atbilde: jā. 
Risinājums. Ievērosim, ka tetraedrā katrām divām skaldnēm ir tieši viena 
kopīga šėautne un katrām trim skaldnēm ir kopīga virsotne. Sanumurēsim 
Romeo un Džuljetas tetraedros virsotnes ar skaitĜiem 4;3;2;1  tā, lai skaldnēs 

123, 124, 134 ierakstītie skaitĜi atbilstoši sakristu; tad sakrīt arī skaldnēs 234 
ierakstītie skaitĜi. Apzīmēsim virsotnēs i  Romeo un Džuljetas ierakstītos 

skaitĜus atbilstoši ar ir  un id  ( 4;3;2;1=i ); tad iegūstam vienādības  

 

323121323121

424121424121

434131434131

434232434232

ddddddrrrrrr

ddddddrrrrrr

ddddddrrrrrr

ddddddrrrrrr

++=++

++=++

++=++

++=++

 

)4(

)3(

)2(

)1(

 

Ja Romeo skaitĜi visās vienas skaldnes virsotnēs ir lielāki/mazāki par 
atbilstošajiem Džuljetas skaitĜiem, uzreiz iegūstam pretrunu ar doto. 
PieĦemsim, ka Romeo skaitĜi divās virsotnēs ir lielāki par atbilstošajiem 
Džuljetas skaitĜiem; varam uzskatīt, ka 11 dr >  un 22 dr > , 33 dr ≤  un 44 dr ≤ . 

Tad  43214321 ddddrrrr −>−  (5) 

Tā ir pretruna ar vienādību (1) + (2) - (3) - (4). Tātad augstākais viens Romeo 
skaitlis ir lielāks par atbilstošo Džuljetas skaitli. Līdzīgi pierāda, ka augstākais 
viens Romeo skaitlis ir mazāks par atbilstošo Džuljetas skaitli. Tātad eksistē 
divas atbilstošas šėautnes (viena – Romeo, viena – Džuljetai), kam 
atbilstošajos galos ierakstīti vienādi skaitĜi. Apskatot abos tetraedros skaldnes, 
kas satur šo šėautni, iegūstam arī pārējās virsotnēs ierakstīto skaitĜu 
vienādības. 
Komentārs. Risinājuma pirmā daĜa, kurā tika pamatots, ka atbilstošās 
vienādās summas veidojas no vienā un tai pašā veidā atbilstošajās virsotnēs 
ierakstītajiem skaitĜiem, ir Ĝoti būtiska. Tā būtiski izmanto tetraedra 
ăeometrisko uzbūvi. 
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BW.K. Kombinatorika  

BW.K.1. Ja A∈169 , viss kārtībā, jo 213169 = . PieĦemsim, ka A∉169 . 
Apskatīsim 842:168 =  kopas { }xx −169; , 84...;;2;1=x . SaskaĦā ar 

uzdevuma nosacījumiem neviena no tām nesatur divus A  elementus; tāpēc 
katra satur tieši vienu A  elementu. Tā kā viena no šim kopām ir { }144;25 , kur 

2525 =  un 212144 = , tad vajadzīgais pierādīts. 
BW.K.2. . Atbilde: jā. 

Risinājums. Sadalīsim bērnus 3 grupās pa n  bērniem katrā: { }nAAA ,...,, 21 , 

{ }nBBB ,...,, 21 , { }nCCC ,...,, 21 . 

Tālāk mūsu mērėis būs nodibināt vairākus klubus tā, lai vienlaicīgi izpildītos 
šādas īpašības: 
• katrā klubā ir tieši 3 bērni, 
• katri divi bērni kopā ir tieši vienā klubā. 
Ja to izdosies izdarīt, tad dāvanas varēs pasniegt sekojoši: katri divi bērni, kas 
ir vienā klubā, pasniedz kopīgu dāvanu trešajam šī kluba loceklim. 
Dibināsim sekojošus klubus: 
• { }iii CBA ,, , 1=i ; 2; 3; ...; n. 

• visus iespējamos klubus { }kji BAA ,, , { }kji CBB ,,  un { }kji ACC ,, , kur 

nji ≤<≤1 , nk ≤≤1  un )(mod2 nkji ≡+ . 

Tā kā n – nepāra skaitlis, tad katriem i un j eksistē tieši viens vajadzīgais k. 
Tāpēc pie nji ≤<≤1  bērni iA  un jA  (līdzīgi iB  un jB , iC  un jC ) ir kopā 

tieši vienā klubā. 
Nevar iznākt ki =  vai kj = , jo tādā gadījumā no )(mod2 niji =+  resp. 

)(mod2 njji =+  sekotu )(mod nji ≡  - pretruna. Tāpēc iA  un iB  (līdzīgi 

iA  un iC , iB  un iC ) ir kopā tikai klubā { }iii CBA ,, . 

Ja ki ≠ , tad bērni iA  un kB  ir vienā klubā ar vienīgo jA , kam 

)(mod2 nkji ≡+  un nj ≤≤1 ; turklāt ij ≠ , jo citādi būtu 

)(mod)(mod22 nkinki ≡⇒≡  - pretruna. 

Līdzīgi pārbauda arī citus bērnu pārus. 
BW.K.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka šāda 

situācija iespējama, ja ir 56 dalībvalstis. Ja par vienu uzdevumu nebalso 

neviena valsts, tad no pārējiem 8 uzdevumiem var izveidot 56
321

6783

8 =
⋅⋅
⋅⋅

=C  

kopas pa 3 uzdevumiem katrā. Ja katra valsts izvēlas citu kopu, „resursu” 
pietiek 56 valstīm. 

 Otrkārt, pierādīsim, ka vairāk par 56 valstīm nevar būt. Ar P  (no vārda 
„populārs”) apzīmēsim to uzdevumu trijnieku kopu, kurus kādas valstis 
izvēlējušās, ar N  (no vārda „nepopulārs”) – to uzdevumu trijnieku kopu, 
kurus neviena valsts nav izvēlējusies; jebkuras kopas S  elementu skaitu 

apzīmējam ar S . Skaidrs, ka 84
321

7893

9 =
⋅⋅
⋅⋅

==+ CNP . Izvēlamies Px ∈  

( x  tātad ir uzdevumu trijnieks, kuru kāda valsts izvēlējusies). No šīs valsts 

neizvēlētajiem 6 uzdevumiem var izveidot 203

6 =C  trijniekus; šos trijniekus 

var sadalīt 10 pāros tā, ka katrā pārī abi trijnieki kopā satur 6 dažādus 
uzdevumus. Vismaz viens trijnieks no katra pāra pieder P  (pretējā gadījumā 
abi šie trijnieka pāri un x  kopā satur visus 9 uzdevumus – pretruna ar trešo 
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nosacījumu). Tātad katram trijniekam Px ∈  ir vismaz 10 šādi „antitrijnieki” 
no N . Ievērosim, ka katrs trijnieks Ny ∈  ir „antitrijnieks” ne vairāk kā 20 

trijniekiem no P , jo ir tikai 20 trijnieki, kam nav kopīgu uzdevumu ar y . 

Iegūstam ≤⋅ P10 pāru „trijnieks” – „antitrijnieku” skaits N⋅≤ 20 , no kurienes 

seko NP ≤
2

1
. 

Tāpēc ( ) 5684
3

2

3

2

3

2

3

2

3

1

3

2
=⋅=+=+≤+= NPNPPPP , kas arī bija 

jāpierāda. 
BW.K.4. Atbilde: jā. 

Risinājums. No diviem blokiem var izveidot figūru, kas skatā no augšas 
redzama A57.zīm. (apakšējā līmenī ir pa vienam kubiĦam; krustiĦi norāda, ka 
attiecīgajā vertikālē perpendikulāri lapai pa vienam kubiĦam ir arī vienu līmeni 
virs apakšējā). 

 

A57. zīm. A.58. zīm. 
 

Divas A57.zīm. redzamās figūras veido A58.zīm. redzamo figūru, bet divas 
A58.zīm. redzamās figūras (viena no tām „apgriezta uz mutes” un pagriezta 
par °90  ap asi, kas perpendikulāra lapai) veido taisnstūra paralēlskaldni ar 
izmēriem 244 ×× . Divi šādi paralēlskaldĦi veido vajadzīgo kubu. 

BW.K.5. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka 
uzdevuma nosacījumi izpildās, ja 77=n . Aizpildot tālākus „gredzenus” līdzīgi, 
kā redzams A59.zīm., domino kauliĦu daudzums būs 

1014
2

13156
150...30186 =

⋅
=++++ ; to kopējais laukums ir 202821014 =⋅ . 

NoĦemot 10
2

20082028
=

−
 kauliĦus, iegūstam vajadzīgo. 

                 
        

... 
        

 
                 

 
 

                 

 
 

                 

 

 
                 

 
 

                 

 
 

                 

 

                  

 
                 

                 

... 

                 

... 

 
                 

 

 
                 

 
 

                 

 
 

                 

 

 
                 

 
 

                 

 
 

                 

 

                

        

... 
        

A59.zīm. 
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Otrkārt, parādīsim, ka kvadrātā 7676×  nosegt laukumu 2008 neizdosies. 
PieĦemsim pretējo, ka tas izdosies. Par domino kauliĦa apkārtni sauksim pašu 

kauliĦu līdz ar joslu platumā 
2

1
 ap to (skat. A60.zīm.). Apkārtnes laukums ir 

632 =× . Dažādu domino kauliĦu apkārtnes var tikai saskarties, nevis 
pārsegties; tāpēc to kopējais laukums ir 602410046 =⋅ . Bet visas apkārtnes 
izvietojas kvadrātā ar laukumu 602459297777 <=×  - pretruna (skat. 
A61.zīm.) 

 

2
1  

2
1  

2
1  

2
1  

 

A61. zīm. 

76 

76 

A60. zīm. 
 

BW.Ă. Ăeometrija 
BW.Ă.1. Šėirojam divus gadījumus: 

• XYBD . Tad ABCD  ir paralelograms ar perpendikulārām diagonālēm, 

tātad rombs. Tad apskatāmie 4 punkti ir vienādsānu trapeces virsotnes un 
apgalvojums ir acīmredzams (skat. A62.zīm.) 

 

 

A62. zīm. 

X 

Y 

C 

A B 

D 
Q 

P 

 

• BD  un XY  krustojas punktā M . Tad 
MY

MC

MD

MB
= , jo DYBC , un līdzīgi 

MC

MX

MD

MB
= ; tātad 

MC

MX

MY

MC
=  un MYMXMC ⋅=2 . No teorēmas par 

sekanti un pieskari MQMPMC ⋅=2  (MC  ir pieskare, jo perpendikulāra 

diametram tā galapunktā). Tātad MQMPMYMX ⋅=⋅ . Kā zināms, no tā 

seko, ka QPYX ;;;  ir uz vienas riĦėa līnijas. 
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BW.Ă.2. Tā kā apskatāmā izteiksme ir simetriska attiecībā pret dcba ;;; , varam 

pieĦemt, ka aAB = , bBC = , cCD = , dDA = . No Ptolomeja teorēmas seko, 
ka BDACbdac ⋅=+ . Tātad apskatāmā izteiksme ir 

[ ] [ ]BDbcadACcdab ⋅+⋅⋅+ )()( . Atceroties trijstūra laukuma formulu 
R

xyz
L

4
= , 

redzam, ka mūsu izteiksme ir ( ) 22 16RABCDL ⋅ . Tātad tā pieĦem maksimālo 

vērtību, ja ( )ABCDL  ir maksimālais. Labi zināms, ka no riĦėī ievilktiem 

četrstūriem vislielākais laukums ir kvadrātam. No tā seko vajadzīgais. 
BW.Ă.3. Ieviešam koordinātu sistēmu, kā parādīts A63.zīm. 

 

Y )2;1( q−  

X )2;1( p  

B )0;1(−  A )0;1(  

P 

x 

y 

Q 

R O α  

β  

A63. zīm. 
 

Tad ptg =α  un qtg =β . Tāpēc α22 =∠=∠ RBPROP , β2=∠ROQ , tātad 

βα 22 +=∠POQ . Tā kā POQ∆  ir vienādsānu, tad 

)(90 βα +−°=∠=∠ OQPOPQ . Tāpēc 

βαβαα +−°=++°−−°=∠ 90)(902180ORP . 

No sinusu teorēmas trijstūrī OPR  iegūstam 
ORP

OP

OPR

OR

∠
=

∠ sinsin
, tāpēc 

( )
( ) c

c

pq

pq

tgtg

tgtg

ORP

OPR
OR

+
−

=
+
−

=
+
−

=
−
+

=
+−°
−−°

=
∠
∠

=
4

4

1

1

1

1

)cos(

)cos(

90sin

90sin

sin

sin

βα
βα

βα
βα

βα
βα

. 

Tātad visas taisnes PQ  krusto Ox  asi vienā un tai pašā punktā, kas arī bija 

jāpierāda. 
BW.Ă.4. Katrai hordai apskatīsim mazāko tās savilkto loku (sauksim to par īsto 

loku; ja horda ir diametrs, Ħemam vienalga kuru no °180  lielajiem lokiem). 
Katram īstajam lokam apskatām arī tam simetrisko attiecībā pret riĦėa centru. 
Tā kā loks ir garāks par hordu, kuru tā savelk, tad visu īsto un visu tiem 
simetrisko loku garumu summa ir lielāka par 12)1(38219 ⋅⋅>=⋅ π . RiĦėa 

līnijas garums ir 1⋅π . Tāpēc eksistē punkts, kas pārklāts vairāk nekā 12 
reizes. Īsto un simetrisko loku konfigurācijas ir vienādas; tāpēc eksistē 

punkts, kuru pārklāj vairāk nekā 6
2

12
= , t.i., vismaz 7 īsti loki. Varam 

apskatīt diametru, kas iet caur šo punktu. 
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BW.Ă.5. PieĦemsim, ka O  un I  ir attiecīgi ABC∆  un NBM∆  iecentri; 
apzīmējam leĦėus kā A64.zīm. 

  

A 

B 

C 

M 
N 

I 

O 

α  
α  

β  

β  

γ  
ε  ϕ  

δ  

A64. zīm. 
 

 Ja apzīmējam k==
ϕ
δ

ε
γ

, iegūstam βαϕε +=+ , βαδγ 22 +=+ , εγ ⋅= k , 

ϕδ ⋅= k . No šejienes viegli seko 2=k . Tāpēc NOMNIM ∆=∆ , tāpēc 

NMIO ⊥ . Trijstūrī NBM  virsotnes B  bisektrise sakrīt ar augstumu; tāpēc 
BMBN = . Atceroties, kā trijstūra bisektrise dala pretējo malu, iegūstam 

BCAC

BCAB
BN

+
⋅

=  un 
ACAB

ABBC
BM

+
⋅

= ; no BMBN =  seko ABBC = , kas arī 

bija jāpierāda. 

BW.S. SkaitĜu teorija 
BW.S.1. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka kopa 

{ }nn 2; , kur n  - patvaĜīgs naturāls skaitlis, atbilst uzdevuma prasībām. 

Tiešām, kopā { }nn 2;  nn >2 , un { }nnn
nn

n
2;

2

2

∈=
−

. 

 Otrkārt, pierādīsim, ka citu kopu ar šo īpašību nav. PieĦemsim, ka X ir 
meklējamā kopa un a – tās mazākais elements. Tad jebkuram citam 

elementam b  ir spēkā a
ab

a
≥

−

2

, no kurienes seko aba ≥22  un ba ≥2 . 

Tāpēc visi X elementi pieder intervālam [ ]aa 2; . Tātad, ja viens elements 

dalās ar otru, tad dalījums nepārsniedz 2. 
 PieĦemsim, ka X divi lielākie elementi ir dc < . Tā kā cd 2≤ , tad 

c
cc

c

cd

c
=

−
≥

− 2

22

. Tāpēc vai nu d
cd

c
=

−

2

, vai c
cd

c
=

−

2

. No pirmā 

nosacījuma iegūstam 
2

5

2

1
±=

c

d
, kas nav iespējams. No otrā nosacījuma 

seko 
2

d
c = . Atceroties sākumā pierādīto, iegūstam, ka kopā X nav mazāku 

elementu par c , tātad X { }dc;= . Uzdevums atrisināts. 
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BW.S.2. Apzīmēsim dxm =  un dyn = , kur ),( nmLKDd = . Vienādojums 

pārveidojas par  
)(20083 yxdxy += , 

kur 1),( =yxLKD . Tāpēc 1),(),( =+=+ yxyLKDyxxLKD ; tāpēc x  un y  

abi ir skaitĜa 2008 dalītāji. Ievērojam, ka 25182008 ⋅=  un 251 ir pirmskaitlis. 
No šejienes viegli iegūstam atrisinājumus (1;2), (1;8), (1;251), (1;1004), 
(4;251). 

BW.S.3. Uzdevuma atrisinājumam ir divas daĜas. Pirmkārt, parādīsim, ka kopas 
A  maksimālā elementa mazākā iespējamā vērtība var būt 1040. Ja 

{ }1040;1035;1012;1008;1001=A , tad līdz ar faktiem 131171001 ⋅⋅= , 
24 3271008 ⋅⋅= , 231121012 2 ⋅⋅= , 23351035 2 ⋅⋅= , 13521040 4 ⋅⋅=  secinām, 

ka vērtība 1040 der. 
 Otrkārt, pierādīsim, ka maksimālais A  elements nevar būt mazāks par 1040. 
 Tā kā 77131001 ⋅=  un 77 nedalās ar 13, tad A  jāsatur skaitĜa 13 

daudzkārtnis, kas ir lielāks par 77131001 ⋅= . Šėirosim trīs iespējas: 
• A∈⋅7813 . Tā kā 61378 ⋅= , tad A  jāsatur vēl lielāku 13 daudzkārtni. 
• A∈⋅7913 . Tā kā 79 ir pirmskaitlis, tad A  jāsatur vēl kādu 79 

daudzkārtni. Tā kā 10017912 <⋅  un 10407914 >⋅ , tad A  satur elementu, 
kas ir lielāks par 1040. 

• An∈⋅13 , 80≥n . Tā kā 10408013 =⋅ , vajadzīgais pierādīts. 

BW.S.4. Ievērojam, ka 7321008 24 ⋅⋅= . Vispirms pierādīsim, ka ne a , ne b  
nedalās ne ar 2, ne ar 3, ne ar 7. 

 Tā kā ab ba −  ir pāra skaitlis, tad a  un b  vai nu abi ir pāra, vai abi – nepāra. 
PieĦemsim no pretējā, ka a  un b  ir x2  un y2 , 1≥≥ yx , Nyx ∈, . Tad 

1008)2()2( 22 ±=− xy yx , tāpēc 1008 dalās ar y22 . Tāpēc 2≤y . 

 Ja būtu 2=y , mēs iegūtu 

( )( ) 6344 1212 ±=−+ −− xx xx . 

 Tomēr viegli pārbaudīt, ka 63 nedalās ar 12 4 −+ xx  pie 3;2;1=x , un pie 4≥x  
12 463 −+< xx . 

 Ja būtu 1=y , mēs iegūtu 

( )( ) 25222 11 ±=−+ −− xx xx . 

Arī tas nav iespējams (pietiek pārbaudīt 9<x ). Iegūta pretruna. 

Tā kā ab ba −  dalās ar 3, tad a  un b  abi reizē vai nu dalās, vai nedalās ar 3. 

PieĦemsim no pretējā, ka a  un b  abi dalās ar 3. Tad ba  un ab  abi dalās ar 

2733 = , tāpēc arī 1008 dalās ar 27. Bet tā nav, tāpēc iegūta pretruna. 
Līdzīgi pierāda, ka ne a , ne b  nedalās ar 7. 
No pierādītā seko, ka 1)1008,()1008,( == bLKDaLKD . 

Turpmāk ar )(nϕ apzīmēsim to naturālo skaitĜu daudzumu intervālā [ ]n;1 , kas 

ir savstarpēji pirmskaitĜi ar n. Piemēram, 1)1( =ϕ ; 1)2( =ϕ ; 2)4( =ϕ ; 

10)11( =ϕ . 

Eilera teorēma. Ja 1),( =nxLKD , tad )(mod1)( nx n ≡ϕ .  

Elementāru Eilera teorēmas pierādījumu var atrast daudzās skaitĜu teorijas 
mācību grāmatās. 
Turpmāk mēs būtiski izmantosim šādu lemmu: 
Ja 1008 dalās ar n , 1))(,( ====naLKD ϕϕϕϕ  un 1))(,( ====nbLKD ϕϕϕϕ , kā arī 

)(mod nba ϕϕϕϕ≡≡≡≡ , tad nba mod≡≡≡≡ . 
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No 1)1008,()1008,( == bLKDaLKD  un nM1008  seko, ka 

1),(),( == nbLKDnaLKD . Tāpēc )(mod1)()( nba nn ≡≡ ϕϕ . 

Varam pieĦemt, ka )(ntba ϕ⋅+= , ...;2;1;0=t . Tad 

( ) )(mod110080 )()( nbababbababa bbtbbtnbbntbbab −=⋅−≡⋅−=−=−=≡ ⋅+ ϕϕ

tātad )(mod nba bb ≡  (*) 

Tā kā 1))(,( =nbLKD ϕ , tad eksistē tāds naturāls c , ka ))((mod1 ncb ϕ≡⋅ . 

Tāpēc no (*) seko: 

)(mod nba bcbc ≡  

)(mod1)(1)( nba nvnv +⋅+⋅ ≡ ϕϕ  

( ) ( ) )(mod)()( nbbaa
vnvn ⋅≡⋅ ϕϕ  

)(mod11 nba vv ⋅≡⋅  

)(mod nba ≡ , 

kas arī bija jāpierāda. 
Pārejam pie noslēguma posma. Tā kā 2)4( =ϕ , 4)8( =ϕ  un 8)16( =ϕ , tad no 

)2(mod1≡≡ ba  pakāpeniski iegūstam )4(modba ≡ , )8(modba ≡ , 

)16(modba ≡≡≡≡ . Tā kā a  un b  ir nepāra skaitĜi un 2)3( =ϕ , iegūstam 

)3(modba ≡ . Tā kā 6)9( =ϕ  un a  un b  ir savstarpēji pirmskaitĜi ar 6, 

turklāt kongruenti ar 1 pēc moduĜa 6 (viegla visu iespējamo atlikumu 
pārbaude), tad )9(modba ≡≡≡≡ . Tā kā 6)7( =ϕ , līdzīgi konstatējam, ka 

)7(modba ≡≡≡≡ . 

Tā kā 16; 9; 7 ir pa pāriem savstarpēji pirmskaitĜi, tad no izceltajā 
kongruencēm seko )7916(mod ⋅⋅≡ ba  jeb )1008(modba ≡ , kas arī bija 

jāpierāda. 
BW.S.5. No skolas algoritma naturālu skaitĜu reizināšanai acīmredzami seko, ka 

naturāliem skaitĜiem a  un b  ir spēkā: )()()( bSaSbaS ⋅≤⋅ . 

Tāpēc 13)16()62516()00010()( ⋅≤⋅=⋅= nSnSnSnS , no kurienes iegūstam, ka 

13
)16(

)(
≤

nS

nS
. 

Pie 625=n  pastāv vienādība. Tātad 
)16(

)(

nS

nS
 lielākā iespējamā vērtība ir 13. 
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Uzdevumu sadalījums pa tēmām 
 

Lai apzinātu uzdevumu tematiku, tie tālāk sadalīti 5 grupās: algebra, 
ăeometrija, skaitĜu teorija, kombinatorika un algoritmika. 

Katra no šīm grupām sadalīta vēl sīkākās apakšgrupās. 
Dotais sadalījums ir nosacīts, jo daudzi uzdevumi risināmi ar vairākām 

metodēm. Tā kā izstrādne paredzēta 9. – 12. klašu skolēniem, tad metodes izvēle 
atkarīga no skolēna vecuma un tajā brīdī viĦam pieejamām zināšanām. 

Algebra 
Funkcijas, virknes: V.11.1., A.9.1., A.10.1., A.12.1., VP.3.1., IMO.3., AB.A.4., 
BW.A.1. 
Nevienādības, nevienādību sistēmas: S.9.1., S.11.1., R.11.3., R.12.1., 
A.10.4., A.11.5., A.12.3., VP.1.2., VP.2.1., VP.3.1., AB.A.2., BW.A.2. 
Funkcionālvienādojumi: IMO.5., AB.A.5., BW.A.1., BW.A.1. 
Vienādojumi, vienādojumu sistēmas: S.10.1., S.12.1., R.9.4., R.10.4., 
R.12.3., V.11.5., V.12.5., AB.A.3., AB.K.4., BW.A.4., BW.A.5. 
Pārveidojumi: V.9.1., V.10.4., A.9.2., AB.A.1. 
Matemātiskā indukcija: VP.1.2., VP.3.1., BW.A.1. 

Ăeometrija 
Ar riĦėa līniju saistīti leĦėi: S.11.2., S.12.2., V.10.5., V.11.5., V.12.3., 
A.10.3., VP.1.4., VP.2.2., IMO.2., IMO.4., AB.Ă.4. 
Ar riĦėa līniju saistītas līnijas: R.11.4., R.12.4., VP.3.2., IMO.2., BW.Ă.1., 
BW.Ă.4. 
Vienādi trijstūri: V.9.4., V.12.3., AB.Ă.4., BW.Ă.5. 
Sakarības trijstūros: S.9.2., S.10.2., S.11.2., V.9.4., A.11.4., AB.Ă.1., 
BW.Ă.3., BW.Ă.5. 
Laukumi: R.9.1., R.10.2., AB.K.1., AB.Ă.5., BW.Ă.2. 
Metriskās sakarības: R.9.3. 
Līdzība: A.12.4., IMO.2. 
Koordinātu metode: BW.Ă.3. 
Nevienādības: S.10.2., AB.Ă.3. 
Figūru sistēmas, piemēri: S.12.4., V.10.1. 
Invariantu metode: S.10.5. 
Ekstremālie elementi: 
Vektori: VP.1.5., AB.Ă.3. 
Pārveidojumi: VP.3.2., IMO.4., AB.Ă.2. 

SkaitĜu teorija 
Atlikumi, kongruences: V.10.2., V.12.2., IMO.1., AB.S.1., BW.K.2., BW.S.4. 
PirmskaitĜi, sadalījums pirmskaitĜu reizinājumā: S.11.3., S.12.3., A.9.4., 
A.10.2., A.12.3., AB.S.2. 
Dalāmības īpašības un pazīmes: S.9.3., S.10.3., S.12.3., R.10.1., R.10.3., 
R.12.3., V.9.2., V.10.2., V.11.2., A.11.3., VP.1.1., AB.S.2., AB.S.5., BW.S.3. 
Vienādojumi veselos skaitĜos: S.12.3., R.9.2., R.11.2., VP.3.3., AB.S.3., 
AB.S.4., BW.S.1., BW.S.2. 
SkaitĜa pieraksts:S.9.3., S.12.3., R.9.2., V.12.2., A.11.3., BW.S.5. 
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Kombinatorika 
Dirihlē princips: R.9.5., AB.K.3., BW.K.1. 
Invariantu metode:  
Kombinatorikas struktūras: S.11.5., S.12.5., R.9.5., R.10.5., A.11.2., VP.1.3., 
VP.2.3., AB.K.1., BW.K.2., BW.K.3.. BW.K.5. 
Skaitīšana: R.12.5., AB.K.2. 
Gadījumu pārlase: S.9.5., R.11.5. 
Matemātiskā indukcija: V.12.4., IMO.6. 

Algoritmika 
Algoritma izstrāde: S.9.4., S.12.4., V.9.3., A.9.3., A.9.5., A.10.5., AB.K.4., 
AB.K.5., BW.K.4. 
Algoritma analīze: S.10.4., S.11.4., V.9.3., V.9.5., V.10.3., V.11.4., V.12.1., 
A.9.3., A.9.5., A.12.5., AB.K.4. 
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Literatūra 
 

Vairāki Latvijas olimpiāžu uzdevumi aizgūti no citiem avotiem: 
 
Ukrainas matemātikas olimpiāde: S.9.1., AB.Ă.5. 

Krievijas matemātikas olimpiāde: S.11.4., R.12.5. 

Slovēnijas matemātikas olimpiāde: S.12.1., R.12.2., V.12.2., VP.3.1., VP.3.3. 

Bulgārijas matemātikas olimpiāde: V.9.1. 

Rumānijas matemātikas olimpiāde: V.10.2., A.11.3. 

Mongolijas matemātikas olimpiāde: A.11.4., VP.2.1., VP.2.3. 
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Sērija „Laima” matemātikā 
 
Redakcijas padome:  A. Andžāns, B. Johannessons, L. Ramāna, 

 F. Bjernsdottira, A. Cibulis 

Mākslinieciskā noformētāja:  D. Bonka 

 

1991. gada augustā Islande bija pirmā valsts, kas atzina Latvijas neatkarības 

atjaunošanu. Tas Latvijas iedzīvotājos radīja dziĜas simpātijas pret skaitliski mazo, 

bet dvēselē lielo islandiešu tautu. 

Kopš tā laika mūsu tautu solidaritāte izpaudusies daudzējādā ziĦā. Viena no 

tās izpausmēm ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matemātiskās izglītības 

projekts), kas apvieno abu valstu speciālistu pieredzi un pūliĦus matemātikas 

olimpiāžu un matemātikas padziĜinātas mācīšanas jomā, sagatavojot darbu sēriju 

par svarīgākajiem modernās elementārās matemātikas jautājumiem. 

Islandē projekta galvenais atbalstītājs ir kompānijas TALNAKÕNNUN 

ăenerālmenedžeris Benedikts Johannessons. Nenovērtējams ir arī viĦa finansiālais 

ieguldījums. 
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