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IEVADS

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekl&jami 1894. gada Ungarija, kur oktobri
tika rikotas sacensibas pagajusa gada gimnaziju absolventiem. Sajas sacensibas varéja
lietot jebkuru literatiiru, Iidz ar to tas bija citadakas neka olimpiades, kuras norisinas
paslaik. Matematikas olimpiades miisdienu izpratné aizsakas 1934. gada toreizgja
Padomju Savieniba, Leningrada. Olimpiazu sistéma pakapeniski auga, un patlaban ta
aptver lielako pasaules dalu.

Matematikas olimpiades paplaSina skolénu redzesloku un rosina skolénus domat par
matematikas zinatnes ttmam. Tas dod iesp€ju satikties skoléniem ar lidzigam intereseém
un rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas
olimpiazu uzdevumi attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu
péc pieradijuma. Lidz ar to olimpiades sniedz skoléniem ne tikai jaunas zinaSanas, bet
ar1 veido cilvéka personibu un darba kultiiru, radinot skolénus logiski sakartot savas
domas un darboties secigi.

Lai veiksmigi piedalitos olimpiad€s, skoléniem ir nepiecieSams tam ari pienacigi
sagatavoties, ieguldot gan laiku, gan darbu. Pirmkart, nepiecieSams sistematisks darbs
matematikas stundas skola, apgtstot matematikas pamatzinasanas un izmantojot tas
dazadu uzdevumu risinasana. Tur skoléni ieglist vispar&ju priekSstatu par matematiku.
Otrkart, Joti noderigs ir arpusstundu darbs gan skola (fakultativas nodarbibas un pulcini
matematika), gan arpus skolas (daliba dazados matematikas konkursos, olimpiades,
nodarbibas, kursos u.c.).

Sens un parbaudits lidzeklis dazadu zinaSanu apguvé ir gramata. ST gramata ir
paredzéta ka paligs vidusskolas skoléniem, lai gatavotos olimpiadém, un skolotajiem,
lai veiksmigi organiz€tu darbu ar skoléniem arpusstundu nodarbibas.

Saja uzdevumu krajuma ir apskatitas tas matematikas olimpiades, kuras var
piedalities Latvijas 9. — 12. klau skoléni. Sada veida macibu lidzeklis tiek izdots katru
gadu, un paslaik ir pieejami uzdevumu krajumi sakot ar 2005./2006. macibu gadu. Saja
gramata apskatitas tas olimpiades, kuras norisinajas 2009./2010. macibu gada:

o Sagatavosands matemdtikas olimpiade notiek kops 1987./1988. macibu gada, to
rikoSanas ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.
Sagatavosanas olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt jauno olimpiazu gadu,
tapec katrai skolai novembra vidii tiek nosutiti §1s olimpiades uzdevumu komplekti,
tomér tas ir atkarigs no matematikas skolotdjiem, vai vini sava skola organizé So
olimpiadi. Parasti §1s olimpiades labakos risinatajus katra skola izvirza dalibai
Rajona olimpiade.

e Rajona matemdtikas olimpiade notiek kops 20. gs. piecdesmitajiem gadiem. Kops
1987./1988. macibu gada ta tiek rikota, sadarbojoties Latvijas Republikas Izglitibas
un Zinatnes ministrijai (LR IZM) un Latvijas Universitates A. Liepas Neklatienes
Matematikas skolai (LU A. Liepas NMS). Sis olimpiades laureati tiek izvirziti
dalibai Valsts olimpiadé, ka to paredz Latvijas Valsts matematikas olimpiazu
nolikums.

o Valsts matematikas olimpiade 9.—12. (agrak 8.—11.) klaseém, tapat ka Rajona
olimpiade, notiek kops 20. gs. piecdesmitajiem gadiem un kops 1987./1988. macibu
gada ta tiek rikota, sadarbojoties LR IZM un LU A. Liepas NMS. ST olimpiade
parasti notiek 2 dienas Rigas Valsts 1. gimnazija. Uz otras dienas sacensibam tiek



aicinati tikai pirmas dienas veiksmigakie risinataji, lai sacenstos par iekliSanu
Latvijas valsts komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiade.

o Atklata matematikas olimpiade notiek kops 1974. gada. Taja drikst piedalities
jebkurs Latvijas skoléns, kas noteiktaja termina piesaka savu dalibu. Atklato
olimpiazu ideja izradijas augliga un vilinoSa, ka turpmakajos gados lidzigas
olimpiades saka rikot citas nozares, ka art citu valstu izglitibas organizatori. Atklato
olimpiadi matematika riko LU A.Liepas NMS. Katru gadu ap 3000 skolénu piedalas
Saja olimpiadg, kas ir lielakais $§ada veida pasakums Latvija.

o Starptautiska matemadtikas olimpiade notiek kops 1959. gada, kad ta notika
Rumanija. Sakuma taja piedalijas tikai Austrumu bloka valstis. Péd€jos gados taja
piedalas ap 100 valstim no visas pasaules. Katra dalibvalsts izvirza ne vairak ka 6
skolénu komandu dalibai. Olimpiade tiek vertéts katrs skoléns atseviski. 2009./2010.
macibu gada Latvijas komandas dalibnieki ieguva 2 bronzas medalas un 2 atzinibas.
Katru gadu neoficiali tiek vertéts art komandas sniegums.

o Atlases sacensibas olimpiadei ,, Baltijas Cels” tiek organizétas, lai izv€letos
skolénus starptautiskajai komandu olimpiadei, kas norisinas macibu gada sakuma,
tapec ta notiek jau septembra vidi. Uz atlasi tiek aicinati skoléni, kuri ieprieksgja
macibu gada uzradijusi labus rezultatus valsts un atklataja olimpiade.

o  Matematikas komandu olimpidde ,,Baltijas Cels” savu nosaukumu ieguvusi no
masu demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. ST olimpiade pirmo reizi notika
1990. gada Riga un taja sakotn&ji piedalijas tikai Baltijas valstis. Tagad ,,Baltijas
Cela” piedalas visas valstis ap Baltijas juru un Islande. Katra valsts §im sacensibam
izvirza 5 skolénu komandu, kurai olimpiadé 4,5 stundu laika kopigi jaatrisina 20
uzdevumi. 2009./2010. macibu gada Latvijas komanda 11 valstu konkurencg izcinija
6 vietu.

Saja uzdevumu krajuma ne tikai apkopoti un izversti aprakstiti 2009./2010. macibu
gada matematikas olimpiazu uzdevumi un atrisinajumi, bet ieklauta ari sadala —
,Jeteikumi”. Saja sadala skoléni var smelties idejas, ja neizdodas atrisinat uzdevumus
patstavigi. Skolotaji ,leteikumus” var izmantot, lai virzitu skolénu risinajumus uz
gramata doto atrisinajumu. Lai sasniegtu labaku rezultatu, iesakam skol€niem vispirms
censties atrisinat uzdevumu pasu spékiem vai risinat to kopa ar draugiem un tikai tad
mekl&t palidzibu ieteikumos vai atrisinajumos.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinaSanai bieZzi nepiecieSami nevis sareZgiti
matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu ipatnibu, no
kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegit pilnigu atrisinagjumu.
Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot tikai visparigus sprieSanas
panémienus, tacu uzdevumu atrisindgjumiem ir jabit pilnigiem un skaidri pierakstitiem.

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet ari
atrisinagjumu salidzinaSanai ar gramatas piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, Jums
agrak nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jiisu patstavigi veiktajos
spriedumos. Ja ta notiek un atrisinajumos tiek izmantoti kadi nezinami pagémieni,
iesakam sameklet un apgiit Sos pan€mienus, lai varétu turpmak tos izmanot. Gramata
piedavajam mums zinamos racionalakos risindjumus un risinajumus, kas satur veértigas
idejas, taCu tie nav vienigie So uzdevumu atrisinajumi

Lai darbs ar gramatu attista radoSumu, un ceram, ka risinaSanas gaita iegutas
zinasanas un pieredze palidze€s izvirzit un veiksmigi sasniegt savus mérkus!

Autori






UZDEVUMI

S. LATVIJAS 22. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

S.9. Devita klase
S.9.1. Dots, ka x un y — reali skaitli. Pieradit, ka x* + y> +1>2(xy—x+ ).

S.9.2. Dots, ka x <y <z<t<v. Andris aprékinaja So piecu skaitlu summas pa pariem.

Tris mazakas summas bija 32, 36, 37, bet divas lielakas bija 48 un 51.
Kadas ir iesp€jamas x, y, z, ¢, v vertibas?

S.9.3. Kvadrata ABCD centrs ir O. Arpus kvadrata konstruéti divi vienadi vienadsanu
trijstiri BCJ un CDK (BJ = CJ un CK = DK ). Ar M apzimg&jam CJ viduspunktu.
Pieradit, ka OM 1 BK .

S.9.4. Uz galda atrodas 7 kartites; uz tam uzrakstiti cipari 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (uz katras
kartites cits cipars). Divi spéletaji péc kartas nem pa vienai kartitei. Tas, kur§ pirmais
no savam kartitém var izveidot veselu pozitivu skaitli, kas dalas ar 17, uzvar. Kur§
uzvar, pareizi spelejot, — tas, kas izdara pirmo, vai tas, kas izdara otro gajienu, vai ari
spele beidzas neizskirti?

S.9.5. Kuri naturalie skaitli x vienlaicigi apmierina visas sekojosas prasibas:
e x<2009,

x dalas ar 5,

e x+1 dalasar7,

e x+2 dalasar9,

e x+3 dalasar11?

S.10. Desmita klase

S.10.1. Vai eksisté naturals skaitlis 7, kura visus naturalos dalitajus (ieskaitot 1 un n)
var sadalit 4 grupas ta, lai dalitaju reizinajumi visas grupas biitu vienadi sava starpa?
Bet ja dalitajus biitu jadala 13 grupas?

S.10.2. Cetrstiri ABCD var ievilkt rinka Iiniju ar centru O. Taisne ¢, kas iet caur O, dala
ABCD perimetru uz pusém. Pieradit, ka ta dala uz pusém ari ABCD laukumu.

$.10.3. Dots, ka x un y — pozitivi skaitli. Pieradit, ka xy? +x+ y+xy>4xy.

(vismaz viena) ir viltotas. Visam istajam moné&tam ir vienadas masas; ari visam
viltotajam mongtam ir vienadas masas. Viltotas monétas ir vieglakas par 1stajam. Ka,
izmantojot sviras svarus bez atsvariem, ar 51 svérSanu noskaidrot, cik ir viltoto
monétu?



S.10.5. Kvadrats sastav no nxn vienadam kvadratiskam riitindm. Ir zinams, ka to var
sagriezt tados gabalos, kadi paraditi 1. zim., pie tam abu veidu gabali ir vienada
skaita. Atrast mazako iesp&jamo n vertibu.

1. zZim.

S.11. Vienpadsmita klase
S.11.1. Atrisinat naturalos skait]os vienadojumu x* +15x = 2.

S.11.2. Dots, ka x un y — pozitivi skaitli un pastav sakaribas x+y>4 un y—-x>-2.

Atrast izteiksmes 2 mazako iesp&jamo vertibu.
X
S.11.3. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Uz malas CD atlikti punkti M un N tadi, ka
BM ||AD un AN || BC (skat. 2. zim.). Pieradit, ka punkti 4, B, M, N atrodas uz
vienas rinka linijas.
B C

2. zim.

S.11.4. Kada klase ir » zéni un n meitenes. Katrai meitenei patik x zéni. Katram zénam
patik y meitenes. Pieradit:

a) ja x+y>n, tad noteikti var atrast tadu z&€nu un tadu meiteni, kas patik viens
otram;
b) ja x+ y <n, tad var gadities, ka $adu zénu un meiteni atrast neizdodas.

S.11.5. Kvadrats ar izmériem 1x1 sadalits dazos izliektos Cetrstiiros. Pieradit, ka visu
Cetrstiiru visu malu kvadratu summa nav mazaka par 4.
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S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Kadu mazako daudzumu riitinu jaatzimé kvadrata, kas sastav no 5x 5 ritipam,
lai katra 3. zZim. att€lota figlra (tas var blt novietotas art citadi) saturétu vismaz
vienu atzimétu riitinu?

3. zim.
S.12.2. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x+ y +xy =2010.

S.12.3. Dots, ka AABC ir regulars; rinka linija krusto ta malas, ka paradits 4. zZim.
Pieradit, ka AM + BK +CS = AT+ CL+ BN .
B

N/ \K

4. 7zim.

I 1 1
S.12.4.Dots, kaa, b,c>1un — + Z +—=2. Pieradit, ka
a c

\/a+b+c Z\/a—1+\/b—1+\/c—1.

S.12.5. Izstradat pape€mienu, ka no patvaligiem realiem skaitliem a, b, ¢, d iegit
izteiksmju ac —bd un ad + bc skaitliskas vertibas, izmantojot tikai tris reizinasanas
operacijas. SaskaitiSanu un atnems$anu daudzums var biit patvaligs; daliSana nav
pielauta.
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R. LATVIJAS 60. RAJONA OLIMPIADE MATEMATIKA

R.9. Devita klase

R.9.1. Atrast kaut vienu kvadratvienadojumu ar veseliem koeficientiem, kam viena no
sakn@m ir

a) V2 +1;
b) \7+44/3 .

Piezime. Katra uzdevuma dala runa par citu kvadratvienadojumu.

R.9.2. Divas rinka Iinijas krustojas. To radiusu garumi ir R un r, bet attalums starp to
centriem ir d. Viena no abu rinka Iiniju krustpunktiem tam abam novilktas pieskares.

Pieradit: §Ts pieskares ir perpendikularas viena otrai tad un tikai tad, ja R® +r% =d?*.

R.9.3. Saurlenku trijstira ABC iek$pusé dots punkts P. Pieradit: attalumu, kas vilkti no
punkta P lidz AABC malam, summa nav garaka par AABC garako augstumu.

R.9.4. Ap apalu galdu s€Z zéni un meitenes, z&nu ir tris reizes vairak neka meitenu.
Tadu vietu, kur blakus s€Z zéns un meitene, ir divreiz mazak neka pargjo vietu (t. i.,
tadu, kur blakus s€z vai nu zéns un z&ns, vai meitene un meitene). Kads ir mazakais
iesp€jamais bérnu skaits?

x2+y=Z2

R.9.5. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu sistému { S

yi+x=z

R.10. Desmita klase
2
R.10.1. a) Dots, ka x + y = n. Pieradit, ka x* + y* > %

b) Dots, ka x + y +z = n. Pieradit, ka xz+y2+z2 Z%.

R.10.2. Dots, ka @ un b ir naturali skaitli, a’ dalas ar b un b* dalas ar a. Pieradit, ka
(a—b)* dalasar a-b. Vainoteikti (a—b)* dalasar a-b?

R.10.3. Taisnlenka trijsturt ABC augstums no taisna lenka B virsotnes ir BD. Trijstiiros
ABD un BCD ievilkto rigpku centri ir O; un O,. Pieradit, ka AABC un AO,DO, ir
l1dzigi sava starpa.

R.10.4. Atrisinat naturalos skait]os vienadojumu x° = y!+2.

R.10.5. Turnira piedalas 6 komandas. Katrai ar katru citu jasp€lé tiesi vienu reizi;
neizskirtu nav. Katru dienu komandas sadalas tris paros, un katra para komandas
spélé sava starpa. (Tatad katru dienu katra komanda spélé vienu spéeli.) Kads ir
mazakais dienu skaits, péc kura var rasties situacija: jau ir skaidrs, kurai (vienigajai)
komandai p&c turnira nosléguma biis vairak uzvaru neka jebkurai citai, un ir ari
skaidrs, kurai (vienigajai) komandai pe&c turnira nosléguma biis mazak uzvaru neka
jebkurai citai?
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R.11. Vienpadsmita klase

R.11.1. Dots, ka p un ¢ ir naturali skaitli un kvadratvienadojuma x* + px + ¢ = 0 saknes
ir x; un x,. Pieradit, ka
a) xl2 +x§ ;
8 , 8.
b) x; +x5;
¢) X +x;
ir vesels skaitlis.

2
R.11.2. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x? +—=17.
y

+1+126.
a-b b-c c—-d

R.11.3. Dots, ka a >b > c¢ > d . Pieradit,ka a —d +
Kad pastav vienadiba?

R.11.4. Dots, ka ABCD ir izliekts Cetrsturis, kas nav paralelograms. Taisne, kas novilkta
caur diagonalu viduspunktiem, krusto malas 4B un CD attiecigi iek$€jos punktos M
un N. Pieradit, ka trijstiru ABN un CDM laukumi ir vienadi sava starpa.

R.11.5. Turnira piedalas 8 komandas. Katrai ar katru citu jaspele tiesi vienu reizi,
neizskirtu nav. Katru dienu komandas sadalas Cetros paros, un katra para komandas
spelé sava starpa. (Tatad katru dienu katra komanda sp€lé vienu spéli.) Kads ir
mazakais dienu skaits, péc kura var rasties situacija: jau ir skaidrs, kurai (vienigajai)
komandai p&c turnira nosléguma bis vairak uzvaru neka jebkurai citai, un ir ari
skaidrs, kurai (vienigajai) komandai péc turnira nosléguma biis mazak uzvaru neka
jebkurai citai?

R.12. Divpadsmita klase

R.12.1. Dots, ka n — naturals skaitlis, kas nedalas ar 5. Kada ir mazaka iesp&jama skaitla
(n* =1)(n* —4)+ 7 ciparu summa? Pie kadam » vertibam ta tiek sasniegta?

R.12.2. ApliSos 5. zim jaizvieto pa vienam naturalam skaitlim no 1 Iidz 10 (tiem visiem
jabiit dazadiem) ta, lai katra bultina ietu no mazaka skaitla uz lielaku skaitli. Cik
dazadus izvietojumus var izveidot?

5. zim.

R.12.3. Atrisinat vienadojumu v1— x> +/1—y> =2— x> — 7.
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R.12.4. Rinkt ievilkta sesstuira ABCDEF diagonales AD, BE un CF krustojas viena
punkta. Pieradit: seSstira malas var sadalit 2 grupas pa 3 malam katra ta, ka abas
grupas ieklauto malu garumu reizinajumi ir vienadi sava starpa.

R.12.5. Regulara 20-stlirT katra virsotn ir pa vienai moné&tai. Ar vienu gajienu var
izvEleties 2 monétas un tas parbidit: vienu uz blakus virsotni pulkstena raditaja
kustibas virziena, otru uz blakus virsotni pretgji pulkstena raditaja kustibas
virzienam. Vai, atkartojot $adus gajienus, var savakt visas monétas
a) 4 kaudzes pa 5 monétam katra;

b) 5 kaudz€s pa 4 moné&tam katra?
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V. LATVIJAS 60. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

V.9. Devita klase

V.9.1. Vai iespgjams, ka kvadratvienadojuma x° —a’x+b> =0, a un b — naturali
skaitli, saknes ir divu dazadu naturalu skaitlu kvadrati?

V.9.2. Trijsturt ABC nogriezni AM un CN ir bisektrises un punkts O ir CN viduspunkts.
Zinams, ka ZABC =90° un caur punktiem B, M, O un N var novilkt ripka Itniju.
Atrast ZBAC vertibu.

V.9.3. Par skaistu sauksim tadu naturalu skaitli, kas nedalas ne ar vienu no cipariem
sava decimalaja pieraksta (neviens skaitlis nedalas ar 0). Kads lielakais daudzums
péc kartas sekojosu naturalu skaitlu visi var biit skaisti?

V.9.4. Rutinu lapa novietoti divi taisnsttri (var biit sakritosi) ta, ka to malas iet pa riitinu
malam. Teiksim, ka punkts pieder taisnsttirim, ja tas atrodas taisnsttra iekSpusé vai
uz ta kontiira. Cik no astonam $o divu taisnstliru virsotném var vienlaicigi pieder&t
ar1 otram taisnstiirim?

V.9.5. Taisnstliris ar izmériem S5xn rutinas izkrasots Saha galdina kartiba. Viena
gajiena drikst mainit tris blakus ritinu, kas atrodas viena rinda vai kolonna,
krasojumu uz pretgjo. Vai, veicot $adus gajienus vairakkart, var panakt, ka visas
ritinas ir viena krasa, ja

a)yn=>5;

b) n=37?
V.10. Desmita klase
V.10.1. Trijstlira malu garumi ir a, b un c. Pieradit, ka

a b c >3
b+c—a a+c—-b a+b-c

V.10.2. Dots, ka |a,—a,|=2la, —a,|=3a, —a,|=...=20ay, —a,|. Pieradit, ka

A, =0y =...=dy,.

V.10.3. Saurlenku trijstari ABC lenka BAC bisektrise krusto malu BC punkta D. Punkti
Mun N ir attiecigi malu 4B un AC viduspunkti. Pieradit, ka ZMDN > ZBAC .

V.10.4. Miizikas festivala piedalas 7 muziki. Katru dienu uzstajas tieSi 4 no vipiem.
Kads ir mazakais iesp&amais dienu skaits festivala, peéc kura katriem diviem
miuzikiem bis tada diena, kura vini abi ir uzstajuSies?

V.10.5. Vai kvadratu ar izmériem 9x9 ritinas var sadalit 13 taisnstiiros ar izm&riem

2 x 3 rutinas un viena stiuriti H:] ?
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V.11. Vienpadsmita klase
V.11.1. Dots, ka a+b +c+d =8. Pieradit, ka
ab+ac+ad +bc+bd+cd—a> -b> —c*—d* <8.

V.11.2. Atrast visas tadas pozitivu skaitlu virknes q,, a,, ..., a,, kuram katram k >1
. [ . 3 3 3
izpildas nosacfjums: a,” +a,” +..+a, =(a, +a, +..+a,)’.

V.11.3. Saurlenku trijstirf ABC nogriezni BQ un CP ir augstumi. Caur punktiem A, P
un Q ir novilkta rinka Iinija @ . No punkta Q pret taisni 4B vilktais perpendikuls OM
krusto rinka Iiniju @ punkta 7. Zinams, ka 7B ir rinka Iinijas @ pieskare un
AT =TB . Pieradit, ka AB = AC.

V.11.4. Par Fibonaci skaitlu virkni sauc virkni F, =1, F, =1, F,

i+2

=F +F, pieixl.
Pieradit, ka katram naturalam skaitlim » Fibonaci skaitlu virkn€ ir tads virknes

loceklis, kas dalas ar n.

V.11.5. Starp 10 pilsétam ir uzbiivéti 24 celi. Katrs cel§ savieno divas pils€tas un starp
katram 2 pils€tam ir ne vairak ka viens cels, celi arpus pilsétam nekrustojas. Zinams,
ka no katras pils€tas ir iesp€jams aizbraukt uz katru citu, braucot tikai pa celiem
(iesp&jams, caur citam pils€tam).

a) Pieradit, ka no katras pilsétas ir iesp&jams aizbraukt uz katru citu, izbraucot caur
ne vairak ka 3 pilsétam.
b) Pieradit, ka a) punkta apgalvojums nav spéka, ja ir tikai 23 celi.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Doti n skaitli —2 < x,, x,, ...,x, <2, kuru summa ir 0. Pieradit, ka

3 3 3
X +x, +o+x,|<2n.

V.12.2. Dota skaitlu virkne a, =1, a, =1, a,=p-a, ,+q-a,, pie i 23 (p, g — doti
naturali skaitli). Zinams, ka katram naturalam skaitlim » eksiste tads virknes loceklis
a,,ka a, dalas ar n. Pieradit, ka p=g =1.

V.12.3. Trijstur1 ABC medianas AK, BG un CF krustojas punkta O. Uz malas CB
atzimeti punkti P un Q ta, ka CP = BQ < CK . Taisne AP krusto BG punkta D, bet

CF — punkta H. AQ krusto BG punkta J, bet CF — punkta E. Pieradit, ka trijstiiru
OHD un OEJ laukumi ir vienadi.

V.12.4. Naturali skaitli no 1 1idz k kaut kada seciba ir uzrakstiti pa apli (katrs tiesi vienu
reizi). Zinams, ka katram d, 2<d <k -1, izpildas $ada ipasiba: dalot ar k visas
iespejamas d pec kartas sekojosu skaitlu summas, iegtst visus iesp&jamos atlikumus.
Vai ir iesp€jams, ka
a) k=7,

b) k=87

V.12.5. Dotas 100 kreditkartes, katra no kuram atrodas dazadas naudas summas. Ir
pieejama tada ierice, kura ieliekot 4 kreditkartes, ta pazino, kura no §Tm cCetram
kreditkartém ir otra lielaka naudas summa. Pieradit, ka var noskaidrot, kura no visam
kreditkartem ir lielaka naudas summa, lietojot o ierici
a) 100 reizes;

b) 99 reizes.
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A. LATVIJAS 37. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.9. Devita klase

A.9.1. Naturalus skaitlus no 1 1idz 2N jasadala N paros ta, lai katra para skaitlu summa
biitu pirmskaitlis, pie tam §SIm N summam jabtt dazadam. Vai to iesp&jams izdarit, ja
a) N=5;
b)N =107

A.9.2. Cetri atskirigi punkti 4, B, C un D atrodas uz parabolas y=x>. NogrieZzni 4B un
CD krustojas punkta E. Pieradit, ka E nevar biit vienlaicigi gan AB, gan CD
viduspunkts!

A.9.3. Naturala skaitla n pozitivo dalitaju skaitu apzim&jam ar d(n). Piemé&ram,
d(1)=1, d(6) =4 utt. Sauksim skaitli n par apaligu, ja tas dalas ar d(n).
a) Atrast piecus apaligus para skaitlus.
b) Pieradit, ka apa/igu para skaitlu ir bezgaligi daudz.

A.9.4. Kvadrata ar izmé&riem 2010x2010 riitinas, sakot ar apaksgjo kreiso riitinu, pec
kartas tiek ierakstiti naturalie skaitli ka paradits 6. zim. (katra rutina ierakstits viens
skaitlis).

Pieméram, skaitlis 19 ierakstits ceturtaja rinda, tresaja kolonna.
a) Kurs skaitlis ierakstits 20. rinda, 10. kolonna?
b) Kura rinda un kura kolonna atrodas riitina, kura ierakstits skaitlis 2010?

7.1 22

6. | 21l ...

5. | 10 20 ...

a. |16 12 19 ...

3. |4 ]9 1318

A ENENENE A

1.1 12 |67 |15]i6
1.2 (3 |45 |6

6. ZIm.

A.9.5. Dota tabula ar izm@riem 7 x8 riitinas (7 rindinas, 8 kolonnas), tabulas apaksgja
labaja stiira rutina atrodas figiirina siendazis. 7.zim. att€loti siendza iesp&jamie
gajieni. No jebkuras ritigas, kura sienazis kada bridi atrodas, vin$ var parvietoties
tada pasa virziena par tadu paSu attalumu ka no A uz jebkuru ritipu X pie
nosacijuma, ka vins paliek tabulas iekSpuse.

Kuras no parg§jam trijam tabulas stlira rutinam siendzis var nonakt un kuras — nevar,
izpildot tikai atlautos gajienus?
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A.10. Desmita klase
A.10.1. Dots, ka x,, x,, x5, x, —pozitivi skaitli. Pieradit, ka

XphXy XXy XX XX,

X tX, Xp+tXy X3+X, X4+Xx

A.10.2. Kads ir lielakais punktu skaits, ko var izv€léties uz rinka Iinijas ar radiusu 1 ta,
lai nebiitu tris tadu izveletu punktu 4, B, C, ka visi attalumi 4B, AC un BC ir mazaki
par 1?

A.10.3. Paralelograma ABCD lenkis ABC ir plats. Ja no virsotném B un D velk
perpendikulus pret paralelograma savstarp€ji paralélajam malam (4D un BC vai CD
un 4B), tad, neatkarigi no ta, kur$§ malu paris izvéleéts, attalums starp So perpendikulu
krustpunktiem ar diagonali AC ir 2 centimetri. Aprékinat ABCD laukumu, ja zinams,
ka diagonalu AC un BD garumu attiecibair 7:4.

A.10.4. Cik dazados veidos skaitli 2010 var izteikt ka vismaz divu péc kartas sekojosu
naturalu skaitlu summu? Saskaitamo seciba nav svariga.

A.10.5. Sétnicka Bernharda pienakumos ietilpst notirit sniegu apkart privatmajas
zogam. Zogs veido izliektu daudzstiiri un ta kopgarums ir 2010 metri. Sniegam jabit
notiritam visos tajos un tikai tajos punktos, kas atrodas ne talak ka 1 metru uz arpusi
no zoga.

a) Pieradit, ka teritorijas, kas Bernhardam janotira, laukums nav atkarigs no zoga
veidota izliekta daudzstiira formas!
b) Cik m? liela ir teritorija, kas sétnickam janotira?

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Dotas tris aritmé&tiskas progresijas:
(1) 8,19,30,41,52, ...;
(2) 8,21, 34,47, 60, ...;
3) 4,21, 38,55,72, ....
a) Atrast mazako skaitli, kas pieder visam trim dotajam virkném!
b) Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu skaitlu, kas pieder visam trim dotajam
virkném!

A.11.2. Atrisinat realos skaitlos nevienadibu sistému:
a’b? +3<4c
b*c* +3<4a
c*a® +3<4b
A.11.3. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka linija. Ta diagonales AC un BD vienlaikus ir

attiecigi lenku BAD un CDA bisektrises. BC garums ir a, bet AD garums ir 2a.
Noteikt ABCD laukumu!

A.11.4. Uz tafeles uzrakstits skaitlis 2010. Divi spélétaji spéleé sadu spéli. Viena gajiena
jaizvelas vienu no paslaik uz tafeles uzrakstita skaitla N dalitajiem 4> 1, jaatnpem to
no N, janodzes no tafeles N un ta vieta jauzraksta iegiita starpiba N —d . Gajienus
izdara peéc kartas. Zaude tas, kurS iegiist 0. KurS no spé€létajiem, pareizi spélgjot,
uzvargs — tas, kurs sak, vai tas, kurs izdara otro gajienu?
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A.11.5. Naturalu skaitli » sauksim par sakarigu, ja eksisté slégta lauzta linija ar »
posmiem, kura katru savu posmu krusto tiesi 2 reizes. Ta pieméram, 5 ir sakarigs
skaitlis, skat. 8. zim. Noskaidrot, kadiem naturaliem % skaitlis 28 ir sakarigs!

8. zim.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Atrast izteiksmes sin**'® x + cos?" x vislielako un vismazako vértibu!

A.12.2. Trijsturt ABC uz malas BC atlikts punkts K, uz malas 4C — punkts M. Caur Siem
punktiem novilktas taisnes paral€li trijstira malam: KL||[4C un ML||BC. KL krusto
malu 4B punkta P, ML krusto malu 4B punkta Q. Zinams, ka 4Q* + PB* = PQ*.
Pieradit, ka AC-BC=2MC-KC!

A.12.3. Atrast visus tadus naturalus skaitlus n, ka skaitli n, d(n) un d(d(n)) veido
dilstoSu aritmétisko progresiju. (d(x) ir skaitla x naturalo dalitaju skaits.)

A.12.4. Trijstira malu garumi ir a, b, ¢; augstumi atbilstos$i pret malam a, b, c $aja
trijstart ir Ay, hp, h.. Pieradit:
2(ah, +bh, +ch,) < (ah, + ah, +bh, +bh, +ch, +chy)!

A.12.5. Uz galda atrodas n cepumi, kur n — naturals skaitlis. Divi spéletaji péc kartas &d
pa x° cepumiem, kur x — naturils skaitlis (dazadiem gajieniem x var but atskirigs).
Tas, kam nav ko &st, zaud€. Pieradit: ir bezgaligi daudz tadu n, ka, pareizi spélgjot,
uzvar otrais spelétajs!

VP. LATVIJAS 60. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

VP.1. Pieradit, ka visam naturalam verttbam » > 10 ir speka nevienadiba:
! + ! +...+ ! + i >18.
n+l n+2 n* -1 n?

VP.2. Rinka Iija ievilkts Cetrstiiris, kura visi malu garumi ir atskirigi. Pieradit, ka no
katras malas viduspunkta pret pret§jo malu vilktie perpendikuli krustojas viena
punkta.

VP.3. Atrast visas veselds x vértibas, kuram izteiksmes | 4x> —20x? —21x—5| vértiba
ir pirmskait]a pakape.

VP.4. Trijstirt ievilktas rinka linijas radiusu apzimésim ar r, bet apvilktas rinka linijas
radiusu — ar R. Pieradit, ka patvaliga trijstiir1 ir speka sakariba 2r <R .

VP.5. Laflandija ir 200 pilsétas, starp kuram ir uzbaivéti 1500 celi. Katrs cel§ savieno
divas pilsetas, starp katram divam pilsétam ir ne vairak ka viens celS. Pieradit, ka var
atrast tadas 4 dazadas pilsetas 4, B, C, D, starp kuram ir uzbuvéti celi 4B, BC, CD un
DA.
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IMO. 51. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE
(51ST INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD)

IMO uzdevumi 2010. gada 7. julija
IMO.1. Atrast visas funkcijas f: R — R, tadas, ka vienadiba

f([x1y)= rf ]

izpildas visiem x, y € R .
Piezime. Ar [z] apzimé lielako veselo skaitli, kas neparsniedz z.

IMO.2. Trijstiirm1 ABC ievilktas rinka linijas centrs ir /, un ap So trijstiiri apvilkta rinka
Iinija ir 7. Taisne A/ krusto I" punktos 4 un D. Punkts E ir izvéléts uz loka BDC un

punkts F uz malas BC ta, ka ZBAF =4CAE<%LBAC. Punkts G ir IF

viduspunkts. Pieradit, ka taiSnu DG un EI krustpunkts atrodas uz rinka Itnijas 7.

IMO.3. Atrast visas funkcijas f: N — N tadas, ka (f(m)+n)(m+ f(n)) ir naturala
skaitla kvadrats visiem m,n € N, kur N ir naturalo skaitlu kopa.

IMO uzdevumi 2010. gada 8. julija
IMO.4. Punkts P atrodas trijstira ABC iekSpus€. Taisnes AP, BP un CP vélreiz krusto
trijsturim ABC apvilkto rinpka Iiniju /7 attiecigi punktos K, L un M. Pieskare, kas
novilkta rinka linijai /" punkta C, krusto taisni 4B punkta S. Zinams, ka SC = SP.
Pieradit, ka MK = ML .
IMO.S. Katra no seSam kastem B,,B,, B;, B,, B, B, sakotngji atrodas pa vienai
mongtai. Ar tam iesp&jams veikt divu veidu darbibas:
e Izvelas jebkuru netukSu kasti B, 1< j <5, no tas iznem vienu monetu un kaste
B

e JIzvelas jebkuru netukSu kasti B,, 1<k <4, no tas izpem vienu mon&tu un

4 leliek divas monétas.
kastes B,,, (iesp&jams tukSas) saturu samaina vietam ar kastes B, , (iespgams

tuksas) saturu.
Noskaidrojiet, vai eksisté kada galiga Sadu darbibu virkne, kuras rezultata

B,,B,, B,, B,, B; biis tuksas, bet kasté B, biis tiesi 2010 mongtas. (Atcerieties,
ka a” =a"")

IMO.6. Dota realu pozitivu skaitlu virkne a,,a,,a,,... un naturals skaitlis r, tadi, ka
visiem n >r izpildas a, =max{a, +a, , |1 <k <n-1}. Pieradit, ka eksisté naturali

skaitli /un N, tadi, ka / <r un visiem n > N izpildas a, =a,+a,_,.

20



AB. ATLASES SACENSIBAS OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2009”

AB.A. Algebra

AB.A.1. Apzim@sim f(x)=x>+2009x+1. Dots, ka n — pozitivs vesels skaitlis.
Pieradit, ka vienadojumam f'(f(...(f(x))...) =0 ir vismaz viena reala sakne.
\—WT—J
a’ b*

+ >8.
b-1 a-1

AB.A.2. Dots, ka a un b ir reali skaitli, @ >1 un b > 1. Pieradit, ka

AB.A.3. Dots, ka ¢ un d ir pozitivi reali skaitli un c+d =1; x;, x,, x5, X4, X5 It
pozitivi reali skaitli un x, - x, - x5 - x, - x5 =1. Pieradit, ka
(cx; +d)(cx, +d)(exy +d)(exy +d)(cxs +d) =1
AB.A 4. Funkcijas f(#) un g(¢) defin€tas visiem realiem ¢ un pienem realas vertibas.
Vai iesp&jams, ka visiem realiem x vienlaicigi pastav vienadibas g( f (x)) =x> un
f (g(x)) =x??

AB.A.5. Vai eksiste divu argumentu polinoms P(x,y) ar ipasibu: P(x,y)=0 tad un
tikai tad, ja punkts ar koordinatam (x; y) pieder 9. zZim. paradita kvadrata robezai?

)/
T
0 17X
9. zZim.

AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Saha turnira piedalijas divu dazadu cil$u rukisi: votivapas un $illisallas. Katrs
dalibnieks ar katru citu sp€l&ja tiesi vienu reizi. Par uzvaru partija spelétajs iegtist 1
punktu, par neizskirtu 72 punkta, par zaudéjumu 0 punktus. Katrs dalibnieks, spélgjot
pret votivapam, ieguva tikpat punktu, cik spélgjot pret SilliSallam. Pieradit, ka
kopgjais dalibnieku skaits ir kada naturala skait]a kvadrats.

AB.K.2. Kvadrats sastav no 9x9 vienadam kvadratiskam ratinam. Kadu mazako
daudzumu riitinu centru pietiek nokrasot melnus, lai uz katras taisnes, kas iet kaut

caur vienas riitinas centru un paral€la vai nu kvadrata malai, vai diagonalei, atrastos
kaut viens melns punkts?
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AB.K.3. Novelkot tris paral€lu taiSnpu saimes, plakne sadalita vienados regularos
trijstiros (skat. 10. zim.)

a\

10. zim. 11. zZim.
Spriditis atrodas viena no Siem trijstiiriem (apzimé&sim to ar A). Vin$ dodas pastaiga
pa plakni. Ar vienu gajienu Spriditis var pariet no trijstira 7, kura vin$ atrodas, uz
jebkuru no tiem trijstiriem, kas simetriski 7 attieciba pret kadu no 7 virsotném (skat.
11. zZim.).
Vai, izdarot $adus gajienus vairakkart, Spriditis var nonakt trijstiirT, kam ar A ir tiesi
viena kopiga mala?

AB.K.4. Sakuma dots trijstiris 7 ar malu garumiem a, b, ¢; apzZimesim ta pusperimetru
ar p. CenSamies izveidot jaunu trijstiiri ar malu garumiem p—a, p—b, p—c.Jatas
izdodas, ar jauno trijstiri méginam darit to pasu, utt.

Kuriem sakotng&jiem trijstiiriem §is process turpinasies bezgaligi?

AB.K.5. Desmit skoléni piedalijas dazadas olimpiades; katrs piedalijas tieSi trijas.
Katriem diviem skoléniem ir vismaz viena olimpiade, kura vini abi ir piedalijusies.

a) Vai var but, ka neviena olimpiade nepiedalijas vairak ka 5 skoléni?
b) Vai var but, ka neviena olimpiade nepiedalijas vairak ka 4 skoléni?

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Perpendikulari katram nogrieznim, kas savieno divas kuba virsotnes, caur §1
nogriezna viduspunktu novilkta plakne. Cik dalas §is plaknes sadala kubu?

AB.G.2. Dots, ka trijstir1 ABC pastav vienadiba AC = BC. levilkta rinka linija
pieskaras malam 4B un BC atbilstosi punktos D un E. Taisne ¢, kas nesakrit ar taisni

AE, iet caur 4 un krusto ievilkto rinka Iiniju punktos ' un G. Taisnes EF un EG
krusto taisni 4B atbilstoSi punktos K un L. Pieradit, ka DK = DL .

AB.G.3. Vairaki (vismaz 3) plaknes punkti nokrasoti sarkani; nekadi tris no tiem
neatrodas uz vienas taisnes. Ir zinams: katru triju sarkano punktu veidota trijstura
apvilktas rinka linijas centrs ir sarkans. Vai var gadities, ka sarkano punktu ir galigs
skaits?

AB.G.4. Rinka Iija ievilkts Cetrsturis ABCD; ta diagonales krustojas punkta S. Malu
BC un AD viduspunkti ir atbilsto§i M un N. No punkta S pret taisném 4B un CD
novilkti perpendikuli; to pamati ir atbilstoSi £ un F. Pieradit, ka MNLEF.

AB.G.5. Regulara trijstiira ABC iekSpusé atrodas punkts M. Pieradit, ka
MA? + MB* + MC* <24B”,
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AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu AT A

z X Y

AB.S.2. Kads ir mazakais pirmskaitlis, ar kuru dalas kaut viens no skaitliem
n2+5n+23,kurn—naturéls?

AB.S.3. Dots, ka n — nepara naturals skaitlis. Pieradit, ka 2" —1 dalas ar .

AB.S.4. Pienemsim, ka naturalam n piemit 1pasiba: ja n dalas ar p (p — jebkurs
pirmskaitlis), tad »n dalas ar p’. Sadu naturalu skaitli n sauksim par piesatinatu.
Pieméram, skaitlis 200 = 2° - 57 ir piesatinats, bet skaitlis 20 = 2% .5 nav.

Skaitli n sauksim par superpiesatinatu, ja gan n, gan n+1 abi ir piesatinati.
Vai superpiesatinatu skaitlu ir bezgaligi daudz?

AB.S.5. Naturali skaitli no 1 lidz 2009 ieskaitot izrakstiti rinda bez atstarpém kaut kada
seciba katrs tiesi vienu reizi. legiito ciparu virkni uzskatam par skaitla x decimalo
pierakstu. Vai var gadities, ka x=2", kur y — kaut kads naturals skaitlis?
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BW. MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE ,,BALTIJAS
CELS 2009”

BW.A. Algebra
BW.A.1. n-tas (n > 2) pakapes polinomam p(x) ir tieSi n realas saknes (skaitot arl

atkartojumus). Zinams, ka koeficients pie x” ir 1, ka neviena sakne nav lielaka par 1
un ka p(2) =3". Kadas ir iesp€jamas p(1) vertibas?

BW.A.2. Doti nenegativi veseli skaitli a,, a,, ..., a,, , kas apmierina nevienadibu
a,-(a,=1-...(a;,=20)+a,-(a,=1)-..-(a, =20) +... 4 a,py - (@00 = 1) -...- (@,pp —20) <
<100-99-98-...-79.

Pieradit, ka a, +a, +...+ a,,, <9900.

BW.A.3. Dots naturals skaitlis n. Pieradiet, ka skaitlus ¢, e {-1,1} (1<k<n) var

n
izvélaties ta, ka 0< D ¢, -k* <4,
k=1
BW.A.4. Atrast visus naturalos skaitlus »>1, kuriem visam realam x,,x,,..., X,
vertibam izpildas nevienadiba
XL AXT At XD 2 (X Xy F X, X,

BW.AS. Dots, ka f,=f =1 un f,,=f., +f (i=0). Atrast visas realas saknes

: = : 2010
vienadojumam x~ " = £, - X + fo0s -

BW.S. Skait]u teorija

BW.S.1. ¢ un b ir tadi veseli skaitli, ka vienadojuma x’ —ax® —b=0 tris saknes ir
veseli skait]i. Pieradit, ka b = dk”, kur d un k ir veseli skaitli un a dalas ar d.

BW.S.2. Dots, ka pirmskaitlim p un veseliem skaitliem a, b, ¢ izpildas:
6|p+1, pla+b+c, pla*+b*+ct.
Pieradit, ka p|a, b, c.
BW.S.3. Atrast visus naturalos n, kuriem eksisteé kopas {n,n+1,n+2,..,n+8}

sadaltfjums divas apakskopas, tads, ka vienas apakskopas visu elementu reizinajums
ir vienads ar otras apakskopas visu elementu reizinajumu.

BW.S.4. Atrast visus naturalos skaitus n, kuriem 2"*' —n* ir pirmskaitlis.

BW.S.5. Ar d(k) apzimé naturala skaitla k pozitivo dalitaju skaitu. Pieradit, ka eksiste

2
bezgaligi daudz naturalu skaitlu M, kurus nevar izteikt forma M = (6212/;)} ne pie
n

kada naturala ».
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BW.G. Geometrija

BW.G.1. M ir trijstira ABC malas AC viduspunkts, un K atrodas uz stara B4 aiz punkta
A. Taisne KM krusto malu BC punkta L. P ir punkts uz nogriezna BM, tads, ka PM ir
lenka LPK bisektrise. Taisne ¢ iet caur punktu 4 un ir paralela BM. Pieradit, ka
punkta M projekcija uz taisnes ¢ atrodas uz taisnes PK.

BW.G.2. Cetrstiri ABCD AB || CD un AB=2CD. Taisne /¢ iet caur punktu C un ir
perpendikulara CD. Rinka Iinija ar centru punkta D un radiusu DA krusto taisni ¢
punktos P un Q. Pieradit, ka AP 1 BQ.

BW.G.3. Nogriezni AD, BE un CF ir trijstira ABC augstumi, H — augstumu
krustpunkts. Punkti 1,,7,, I, ir attiecigi trijstiros EHF, FHD, DHE ievilkto rinka
Iiniju centri. Pieradit, ka taisnes A/, BI,, CI, krustojas viena punkta.

BW.G.4. Kadiem n>2 var atrast n trijstirus 4,, 4,,..., 4,, tadus, ka starp tiem nav

divu Iidzigu un katru no tiem var sagriezt n trijstiiros, pirmais no kuriem ir lidzigs
A, , otrais lidzigs 4,, ..., n-tais Iidzigs A, ?

BW.G.5. Kvadrats ar malas garumu | ir sagriezts m Cetrsturos Q,,...,Q, . Katram

i=1,..,m ar §, apzimésim Cetrstira (. visu malu garumu kvadratu summu.
Pieradit,ka S, +...+S, >4.

BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. n-tronder celS ir sevi nekrustojosa lauzta linija, kas sakas punkta (0, 0),
beidzas punkta (2n, 0), neiziet arpus pirma kvadranta un kuras katrs posms ir viens
no vektoriem (1,1), (1,—1) vai (-1, 1). (12. zim. ir att€loti iesp&jamie 2-tronder celi.)
Nosakiet n-tronder celu skaitu katram #.

BW.K.2. Atrast lielako naturalo », tadu, ka eksisté n dazadi veseli skaitli, kas nedalas
ne ar vienu no skaitliem 7, 11, 13, bet jebkuru divu So skaitlu summa dalas vismaz ar
vienu no skaitliem 7, 11, 13.

BW.K.3. Dots, ka n>2 ir naturals skaitlis. Kada valsti ir n pils€tas un starp katram
divam no tam ir uzbiivéts tiesi viens celS. Katram celam ka numuru pieskir skaitli no
kopas {1, 2,...,m} (dazadiem celiem var biit viens un tas pats numurs). Pils€tas kods
ir to celu numuru summa, kas iziet no §is pils€tas. Atrast mazako m, pie kura ir
iesp&jams, ka visam n pilsétam ir dazadi kodi.
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BW.K.4. Pasakuma piedalas 8 dalibnieki. Katri divi dalibnieki vai nu ir, vai nu nav
savstarpgji pazistami. Zinams, ka katrs dalibnieks ir pazistams ar tiesi tris citiem.
Noskaidrojiet, vai §adi divi nosacijumi var izpildities vienlaicigi:

e starp katriem trijiem dalibniekiem var atrast divus, kuri nav pazistami;
e starp katriem Cetriem dalibniekiem var atrast divus, kuri ir pazistami.

BW.K.5. Baltijas cela galvaspilséta ir 16 slimnicas. Katru nakti deztr€ tieSi 4 no tam.
Vai ir iesp€jams dezuru sarakstu sastadit ta, ka péc 20 naktim katras divas slimnicas
vienlaicigi ir deziir€jusas tiesi vienu reizi?
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IETEIKUMI

L.S. LATVIJAS 22. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.S.9. Devita klase
1.S.9.1. Izmantojiet formulu (a +5)* = a” +2ab +b* un atcerieties, ka m> > 0.

1.S.9.2. leveérojiet, ka, saskaitot mazakos skaitlus, ieglist mazakas summas un saskaitot
lielakos skaitlus iegtist lielakas summas.

1.S.9.3. Pieradiet, ka A4ABJ = ABCK . Atcerieties trijstiira viduslinijas definiciju un
1pasibu.

1.S.9.4. Paradiet, ka pirmais spelétajs vienmeér var panakt uzvaru.

L.S.9.5. Ieverojiet, ka 2x—5 dalas ar 5, 7, 9 un 11, ja izpildas uzdevuma pedgjas 4
prasibas.

1.S.10. Desmita klase

I.S.10.1. Paradiet, ka eksiste skaitlis, kura visus naturalos dalitajus var sadalit 4 grupas
ta, lai dalitaju reizinajumi visas grupas biitu vienadi sava starpa. Apskatiet skaitli
p>"™", kur p ir pirmskaitlis, lai pieraditu, ka eksiste skaitlis, kura dalitajus var sadalit
13 grupas.

I.S.10.2. Ievérojiet, ka ievilktas rinka linijas radiuss ir I.1. zZim. redzamo trijstiiru

. . 1
augstumi, un izmantojiet formulu S, = Eh ‘a.

a

I.1. zZim.

1.S.10.3. Izmantojiet formulu (a —b)*> = a’ —2ab +b> un ievérojiet, ka nevienadiba ir
simetriska pret x un y, tapec izdevigi parveidot 4xy = 2xy + 2xy.

1.S.10.4. Pirmaja svérSana salidziniet 2 monétas un pec tam skirojiet 2 gadijumus.

I.S.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka n nevar biit mazaks ka 14,
un 2) japarada piemérs pie n =14.
Ieverojiet, ka
e katra veida figtru ir £, tatad kop@jais riitinu skaits tajas ir 4k +3k =7k ;
e kvadrata, kura malas garums ir z, pavisam ir n-n = n” kvadratiskas riitinas.
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I.S.11. Vienpadsmita klase

I.S.11.1. Sadaliet vienadojuma kreiso pusi reizinatajos. Ko var secinat par katru no
ieglitajiem reizinatajiem?

I.S.11.2. Uzzimgjiet attiecigo (x; y) punktu apgabalu koordinatu plakn€ un atcerieties
taisnes virziena koeficienta geometrisko jégu.

I.S.11.3. Izmantojiet $adus faktus:
e lenki ar savstarp&ji paralelam un vienadi vérstam malam ir vienadi;
e hordas, starp kuram esosie loki ir vienadi, ir paralélas;
e ap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja ta pretgjo lenku summa ir
180°.

I.S.11.4. a) Pienemiet, ka tada para nav. Paliidziet katram z€nam uzrakstit y dazadas
kartites — katru ar savu vardu un kadu tas meitenes vardu, kas vinam patik. Lidzigu
darbu paltidziet izdarit meiteném. Dazados veidos apskatiet, cik kartites ir
uzrakstitas.

b) Nostadiet z€nus un meitenes pa pariem apli un paradiet situaciju, kad nevar atrast
z&nu un meiteni, kas patik viens otram.

I.S.11.5. Sadaliet katru no Cetrstiriem divos trijstiros un izmantojiet formulu
S, =Eabsma, novertejumu |sma|£1 un sakaribu starp vid€jo aritmé&tisko un
vidgjo geometrisko: 4> G, lai salidzinatu dota kvadrata laukumu ar trijstiru
laukumiem.

I.S.12. Divpadsmita klase

I.S.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs, ka pietiek ar 8
atzimeétam rutinam; 2) japierada, ka ar mazak neka 8§ riitinam nepietiek, apskatot, cik
uzdevuma dotas figiiras var izvietot kvadrata ar malas garumu 5.

I.S.12.2. Parveidojiet 2010 =2011—1 un izmantojiet to, ka 2011 ir pirmskaitlis.

1.S.12.3. Izmantojiet teorému par sekansu nogrieznu reizinajumiem (skat. 1.2. zim.).

A
B
C D
AB-AC=AD- AE
E
[.2. zZim.
I.S.12.4. Izmantojiet KoS1 — Bunjakovska nevienadibu: katriem diviem skaitlu

trijniekiem (x,; x,; x;) un (y,; y,; y;) ir spéka
2 2 2 2 2 2
(Xl X, +X; Xyl +Y, T )Z(X1y1+x2y2+x3y3)2-

L.S.12.5. Izmantojiet reizinajumus (a + b)(c +d), ac un bd .
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I.R. LATVIJAS 60. RAJONA OLIMPIADE MATEMATIKA

I.R.9. Devita klase

LLR.9.1. Abos gadijumos izvélieties atbilstoSu otru sakni un atcerieties, ka katru
kvadrattrinomu var sadalit reizinatdjos: ax” +bx+c = a(x -x)(x—=x,), kur x; un
X, —saknes.

I.LR.9.2. Uzdevuma atrisinagjumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka abu rinka liniju
krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas, ja R* +r? =d?; 2) japierada: ja

abu rinka liniju krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas, tad R? +r? = d*.
Atcerieties, ka pieskare ir perpendikulara radiusam, kura galapunkta ta novilkta.

I.LR.9.3. Sadaliet doto trijsturi tris mazakos trijstiros ta, ka tiem ir kopiga virsotne
punkta P. Izsakiet AABC laukumu divos dazados veidos. Atcerieties, ka garakais
augstums trijstiri novilkts pret 1sako malu.

I.LR.9.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka ap galdu nevar s&dét
mazak ka 12 bérni; 2) japarada, ka ap galdu var sas@sties 12 bérni.

I.R.9.5. Pieradiet, ka sistémai nav atrisinajuma naturalos skait]os, pamatojot, ka x*+ y

vai y?+x atrodas starp divu blakus eso$u naturalu skaitlu kvadratiem.

I.R.10. Desmita klase
I.R.10.1. Pieradiet uzdevuma dotas nevienadibas:

a) izsakoty=n—x;
b) apzimgjot x:§+a, y:§+b un z:§+c.

L.LR.10.2. Lai pieraditu, ka (a—b)’ dalas ar a-b, izsakiet
(a—b)* =a’ —3a*b+3ab* —b* un pieradiet, ka katrs saskaitamais dalas ar a-b .
Lai paraditu, ka (a —b)* ne vienmér dalas ar a-b, atrodiet tadas a un b vértibas, kas

atbilst uzdevuma nosacijumiem, bet to starpibas kvadrats nedalitos ar a-b .

I.R.10.3. Atcerieties, ka trijsttrT ievilktas rinka linijas centrs atrodas trijstiira bisektrisu
krustpunkta. Lai pieraditu, ka trijstiiri ir 11dzigi, izmantojiet pazimi mim.

LLR.10.4. Pieradiet, ka vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos, ja y>4.
Parbaudiet vértibas y =1;2;3.

I.R.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka turnira uzvarétaju nevar
noteikt jau p€c 3. dienas, atceroties, ka pec 3 dienam ir palikusas v&l pedgjas 2
kartas; 2) japarada, ka var rasties situacija, kad péc 4. dienas jau var noteikt turnira
uzvarétaju un zaudetaju.
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I.R.11. Vienpadsmita klase

I.LR.11.1. Izmantojot saisinatas reizinasanas formulas un Vjeta teorému, parveidojiet
dotas summas par izteiksmém, kas satur p un q.

I.R.11.2. No dota vienadojuma izsakiet y un novert&jiet pie kadam x vertibam y ir vesels
nenulles skaitlis.

I.R.11.3. Parveidojiet doto nevienadibu lai varétu izmantot faktu, ka x + 1 >2.
X

I.R.11.4. Sadaliet katru no trijstiiriem ABN un CDM divos citos trijstiiros ta, lai katram
iegiitajam trijstirim viena no malam butu MN. Laukumu izteikSanai, izmantojiet

formulu §, :%a “h,.

L.R.11.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka turnira uzvarétaju nevar
noteikt jau péc 5. dienas, atceroties, ka péc 5 dienam ir palikusas vél pe&dg&jas 2
kartas; 2) japarada, ka var rasties situacija, kad p&c 6. dienas jau var noteikt turnira
uzvarétaju un zaudétaju.

I.R.12. Divpadsmita klase

LR.12.1. Uzdevuma atrisingjumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka skaitla
(n* —=1)(n* —4)+7 ciparu summa nevar bat mazika ka 7, pieradot, ka visam n
vertibam skaitla p&d€jais cipars bus 7; 2) japarada, ka skaitla ciparu summa var biit 7
un jaatrod visas n vertibas, pie kuram ta tiek sasniegta.

L.LR.12.2. leverojiet, ka apaksa atradisies skaitlis 1. Izmantojiet kombinacijas, lai
uzzinatu, cik veidos no atlikuSajiem 9 skaitliem var izveleties 3 skaitlus ,kreisaja”
zara un cik dazados veidos tos var izkartot. Lidzigi apskatiet, cik veidos atlikusos 6
skaitlus var izkartot ,,labaja” zara.

I.R.12.3. Simetrijas p&c parrakstiet doto vienadojumu ka
\/l—x2 +\/1—y2 =1-x"+1-y%.
Pieradiet, ka V1 —x> =1—x” un /1 - y* =1— y*, izmantojot to, ka 0<1-x? <1 un

0<1-x><1.

L.LR.12.4. Ieverojiet, ka diagonales sadala seSstiiri 3 lidzigu trijstiiru paros. Izmantojiet
malu proporcionalitati 1idzigajos trijstiiros, lai pieraditu uzdevuma prasito.

LLR.12.5. a) Paradiet pieméru, ka ar 20 gajieniem ir iesp&jams savakt visas monétas 4
kaudzit€s pa 5 moné&tam.
b) Pieradiet, ka nav iesp&jams savakt visas monétas 5 kaudzit€s pa 4 mon&tam katra.
Izmantojiet invariantu metodi, sanumur€jot visas virsotnes no 1 1idz 20 un apskatot
monétu aiznemto virsotpu numuru summu (katras virsotnes numuru ieskaitot tik
reizu, cik taja ir monétu).
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I.V. LATVIJAS 60. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.V.9. Devita klase

I.V.9.1. Izmantojiet Vjeta teorému par vienadojuma saknu summu un reizinajumu.

I.V.9.2. Ievérojiet: ja Cetrstiirim var apvilkt rigpka liniju, tad ta pretgjo lenku summa ir
180°.

I.V.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka nevar bit vairak ka 5 p&c
kartas sekojosi skaitli, apskatot tadus 11 péc kartas sekojosus naturalus skaitlus no k&
lidz k£ +10 (ieskaitot); 2) japarada piemérs, ka eksist€ 5 pec kartas sekojosi skaisti
skaitli.

I.V.9.4. Ar piemériem paradiet, ka no astonam divu taisnstliru virsotném vienlaicigi

otram taisnstlirim var piederét 0, 2, 3, 4, 5, 6 vai 8§ virsotnes. Pieradiet, ka otram
taisnstlirim nevar piederét tiesi 1 un tiesi 7 virsotnes.

I.V.9.5. a) Paradiet pieméru, ka uzdevuma prasibas var izpildit.
b) Pieradiet, ka $aja gadijuma visas ritinas nevar nokrasot viena krasa.

1.V.10. Desmita klase
LV.10.1. Apzimgjiet b+c—a=2x, a+c—b=2y, a+b—c =2z un izsakiet a, b, ¢ ar
X, , z. Pieradiet un izmantojiet nevienadibu X + Y >2.
y X
1.V.10.2. Apzimégjiet vertibas |a1 - a2| = 2|a2 - a3| = 3|a3 - a4| =.= 20|a20 - a1| ar x.

L.V.10.3. Ar E apzimgjiet no virsotnes 4 vilkta augstuma pamatu, ar F — malas BC
viduspunktu. Pieradiet, ka D atrodas starp £ un F (vai ar tiem sakrit, ja ABC ir
vienadsanu trijstiris).

Atcerieties: Ap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad ja £1= 22 (skat.
[.3.zim.).

1.3. zZim.

I.V.10.4. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) paradiet pieméru, ka pietiek ar 5
festivala dienam, 2) pieradiet, ka ar mazak dienam nepietiek.

L.V.10.5. Izdoma3jiet, ka jaizkraso kvadrata riitinas 3 krasas (katra rutina cita krasa), lai
varétu viegli secinat, ka kvadratu nevar sadalit atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem.
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I.V.11. Vienpadsmita klase
I.V.11.1. Atdaliet pilno kvadratu (a+b+c+d)’.

I.V.11.2. Izmantojiet indukciju, lai pieraditu, ka a, =i, i=1,2,...,n ir vieniga virkne,
kam izpildas uzdevuma nosacijumi.

I.V.11.3. Izmantojiet hordas-pieskares un ievilkta lenka ipasibas, vienadsanu trijstiira
1pasibas un pazimes.

I.V.11.4. Katram naturalam » apliikojiet virkni {Gl. }, i>1, kur G, ir atlikums, ko iegtst
F dalot ar n. Pieradiet, ka

e virkne {G,} ir periodiska;
e virknei {G,} nav priekSperioda.

I.V.11.5. a) Piepemiet, ka ir 2 pilsétas, Tsakais cel§ starp kuram iet caur vismaz Cetram
citam pilsétam. Tad Saja cela noteikti ir 2 tadas pilsé€tas, starp kuram 1sakais cels iet
tieSi caur 4 citam pilsétam. Apzimgjiet S1s 2 pils€tas ar 4, un 4, bet Cetras pilsétas
starp tam — ar 4,, 4,, A, un A,. Ar cik pilsétam no 4,, 4,, ..., A; var bit savienota
katra cita pils€ta B, lai piep€mums biitu speka?

b) Paradiet, ka var biit savienotas pilsétas ar celiem 23 celu gadijuma, lai biitu

pilséta, no kuras uz kadu citu nebiitu iesp&jams aizbraukt caur mazak ka 4 citam
pilsétam.

I.V.12. Divpadsmita klase
I.V.12.1. Apzimgjiet x, =2cose;, i=1,2,..,n. Izmantojot tikai cosa, izsakiet

2cos3a . Izmantojiet iegiito vienadibu, lai izteiktu (2cos3a)’.

I.V.12.2. Apskatiet virknes, kuram vismaz viens no koeficientiem p vai g ir lielaks neka
1 jeb p+g > 2. Ar matematisko indukciju pieradiet, ka visi virknes {a,} locekli dod
atlikumu 1, dalot tosar p+¢g —1.

I.V.12.3. Izmantojiet pasibu: ja diviem trijstiriem ir vienadi augstumi, tad pamatu
garumu attieciba ir vienada ar trijstiru laukumu attiecibu. No trijstiru medianu
attiecibam iegustiet, ka

SOAG = SOGC :SOAF = SOFB :SOBK :SOCK =S

L.V.12.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) paradiet, ka uzdevuma prasibas var
izpildit pie k =7, ja skaitlus izvieto pa apli p&c kartas, 2) pieradiet, ka uzdevuma
prasibas nevar izpildit pie k£ =8, apskatot 2 blakus esosu skaitlu summas.

L.V.12.5. Ieverojiet: ja uzdevuma prasibas var izpildit ar 99 ierices lietojumiem, tad ar
100 lietojumiem to ar1 var izdarft.
Ar matematisko indukciju pieradiet: ja ir n kreditkartes, (n>5), tad ar n—1 ierices
lietojumiem pietiek, lai atrastu gan kreditkarti ar vislielako naudas summu, gan
kreditkarti ar otro lielako naudas summu.
Induktiva baze. Pieradiet, ka starp 5 kreditkarteém ar 4 ierices lietojumiem var atrast
kreditkarti ar lielako naudas summu.
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I.A. LATVIJAS 37. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

I.A.9. Devita klase

L.A.9.1. a) Atrodiet, ka jasadala paros skaitli no 1 lidz 10, lai katra part esoSo skaitlu
summa butu pirmskaitlis, pie kam Siem pirmskaitliem jabut dazadiem.
b) Apskatiet, kadus pirmskaitlus var iegit, saskaitot 2 skaitlus no 1 lidz 20. Divos
dazados veidos aprékiniet visu skaitlu no 1 lidz 20 summu, lai pieraditu, ka nav
iespe&jams izpildit uzdevuma nosacijumus pie N =10.

1.A.9.2. Pienemiet pretéjo — ka punkts E ir abu nogrieznu viduspunkts un apskatiet
cetrstiri ACBD. Izmantojiet taiSnu, kas ietver Cetrstira malas, vienadojumus un
izsakiet to virzienu koeficientus. Atcerieties, ka punkts (x;x*) pieder funkcijas

y = x? grafikam.

1.A.9.3. a) Parbaudiet pirmos para skaitlus, [idz atrodat 5 apa/igus skaitlus.
b) Apskatiet, kadi dalitaji ir skaitlim p"~', kur p — pirmskaitlis, n — vesels pozitivs

skaitlis. Pieradiet un izmantojiet to, ka p? ™ ir apaligs skaitlis.

1.A.9.4. Ieverojiet, ka uz vienas diagonales esoSam ritinam rindas un kolonnas numuru
summa ir nemainigs lielums, sauksim to par diagonales invariantu. Izmantojiet, ka:
e katras diagonales invariants ir par 1 lielaks neka iepriekSejas diagonales
invariants,
o skaitlu skaits, kas ierakstits katra nakamaja diagonalg, pieaug par 1.

L.A.9.5. leverojiet, ka ir tadas diagonales, uz kuru riitinam sienazis var nonakt, un tadas,
uz kuru nevienu riitinu sienazis nonakt nevar.

I.A.10. Desmita klase

I.A.10.1. Pieradiet un izmantojiet nevienadibu l+l >

a b a+

, kas ir spéka pozitiviem
skaitliem a un b.

I.A.10.2. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka var izveleties 12 punktus
uz rinka linijas ar radiusu 1, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, izv€loties regulara
12-stura, kas ievilkts rinka I1nija, virsotnes; 2) japierada, ka nevar izveleties vairak ka
12 sadus punktus.

I.A.10.3. Ieverojiet, ka neatkarigi no ta, pret kuru malu pari (4D un BC, vai CD un 4B)
perpendikuli tiek vilkti, to krustpunkti ar AC ir simetriski attieciba pret ABCD
diagonalu krustpunktu O. Pieradiet, ka ABCD — rombs un aprékiniet ta diagonalu
garumus, lai aprékinatu romba laukumu. Atcerieties, ka trijstiir visi augstumi
krustojas viena punkta.

1.A.10.4. Ieverojiet, ka peéc kartas sekojosi naturali skaitli veido aritmé&tisku progresiju

(ar diferenci 1), kuras péc kartas nemtu n loceklu a, a+1,..., a+n—1 summa ir
(2a+n-1)-n
—
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I.A.10.5. a) Ieverojiet, ka teritorija, kas s€tniekam janotira sastav no taisnstiriem un
rinka sektoriem. Pieradiet, ka neatkarigi no zoga formas taisnstiiru laukumu summa
bius vienada un tiramo rinka sektoru laukumu summa biis vienada ar rinka, kura
radiuss ir 1, laukumu.

b) Izmantojiet a) dala pieradito, aprékinot tiramas teritorijas platibu.

I.A.11. Vienpadsmita klase

I.A.11.1. a) Izmantojiet pirmo divu progresiju visparigo loceklu formulas, lai izteiktu
visparigo formulu skaitliem, kas pieder pirmajam divam progresijam. Ieverojiet, ka
treSas progresijas locekli, dalot tos ar 17, dod atlikuma 4.

b) Pieradi, ka skaitli, kas izsakami forma 2010+11-13-17s, pieder visam trim
dotajam virkném.

I.A.11.2. Pieradiet, ka ir speka a*b*c* < (4a—3)(4b—3)(4c-3)<a’b*c?, un seciniet,
kaa=b=c=1.
I.A.11.3. Atcerieties, ka rinka Iinija ievilkti vienadi lenki balstas uz vienadiem lokiem,

kurus savelk vienadas hordas. Pieradiet un izmantojiet to, ka ABCD — vienadsanu
trapece.

I.A.11.4. Pieradiet: ja uz tafeles uzrakstits para skaitlis, kas nav divnieka nepara pakape,
tad pirmais spélétajs vienmer uzvares, sava gajiena uz tafeles uzrakstot N —d , kas ir
nepara skaitlis vai divnieka nepara pakape.

I.A.11.5. Pieradiet, ka 2* nav sakarigs, ja k =1 vai 2. Paradiet, ka eksiste slégta lauzta

linija ar 2° =8 posmiem, kura katru savu posmu krusto tiesi 2 reizes. levérojiet, ka
divas uzdevuma nosacljumiem atbilstoSas slégtas lauztas linijas var apvienot,
ieglistot slégtu lauztu liniju, kas arT atbilst uzdevuma nosacijumiem.

I.A.12. Divpadsmita klase

I.A.12.1. Uzdevuma atrisinadjumam ir 2 dalas: 1) japarada, ka izteiksme var pienemt
vértibas 1 un 27'%*; 2) japierada, ka §s vértibas ir dotds izteiksmes lielaka un
mazaka iesp&jama vertiba.

1.A.12.2. Pieradiet, ka 3 trijstiiri, kas satur malas 4Q, PB un PQ ir lidzigi. Izmantojiet
uzdevuma doto vienadojumu un faktu, ka Iidzigu trijstiru laukumu attieciba ir
vienada ar atbilstoSo malu garumu attiecibas kvadratu, lai pieraditu, ka
S isc = Sycxr - leverojiet, ka MCKL — paralelograms.

I.A.12.3. Pieradiet, ka karam naturalam skaitlim n d(n)< 24n . Pamatojiet, ka
d(n)>g, ja n, d(n) un d(d(n)) veido aritmétisku progresiju. Izmantojiet Sos
novertéjumus, lai izteiktu » un parbauditu visas virknes n, d(n), d(d(n)).

I.A.12.4. Parveidojiet doto nevienadibu par
(a_b)(ha _hb)+(a _c)(ha _hc)+(b_c)(hb _hc) S O .
Novertgjiet So nevienadibu, atceroties, ka trijstiirT pret garaku malu ir 1saks augstums.

I.A.12.5. Pienemiet, ka n ir lielakais cepumu skaits sakuma pozicija, pie kura otrajam
spelétajam eksist€ uzvarosa stratégija, un pieradiet, ka otrais sp&létajs var uzvarét ari

situacija, kad uz galda atrodas n° +n+1 cepums.
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L.VP. LATVIJAS 60. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

I.VP.1. Izmantojiet matematisko indukciju, izv€loties bazi n =10.

I.VP.2. Atcerieties, ka Cetrstlirim apvilktas rinka Iinijas centrs ir §1 Cetrstlira malu
vidusperpendikulu krustpunkts. Ieverojiet, ka Ccetrstiiris, kura virsotnes ir dota
Cetrstiira malu viduspunkti, ir paralelograms. Pieradiet, ka mekletais krustpunkts ir
punkts, kas simetrisks rinka Iinijas centram attieciba pret iepriekSminéta
paralelograma diagonalu krustpunktu.

I.VP.3. Atrodiet dota polinoma sakni —% un sadaliet polinomu reizinatajos. Pieradiet,

ka iegiitie reizinataji ir savstarpgji pirmskaitli.

. . . 1 .
I.VP 4. leveérojiet, ka pieradamo sakaribu var parveidot ka %SE, un veiciet —
- . . abc 28
novertéjumu, izmantojot formulas R=—— un r =——.
4 a+b+c

Atcerieties, ka
e Heérona formulu var pierakstit arT ka

S_\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)_

4
e sakariba starp vidgjo aritmétisko un vidgjo geometriskoir 4 > G .

L.VP.5. Apskatiet tadus pilsétu trijniekus, kur viena no pilsétam ir savienota ar abam
par§jam. Pieradiet, ka sadu trijnieku ir vairak neka tadu pils€tu paru, kur abas pilsétas
savienotas ar vienu un to pasu treSo pils€tu.
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I.IMO. 51. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE
(51°" INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD)

L.LIMO uzdevumi 2010. gada 7. julija
L.IMO.1. Pieradiet, ka der visas funkcijas forma f(x)=const=C, kur C=0 vai
1< C <2, un citas funkcijas neder.

LIMO.2. Novelciet un apzimgjiet EINI' =X un DX NFI=G'. Pieradiet, ka
FG'=G'T.
Izmantojiet Menelaja teorému:
Dots trijsturis ABC, punkti D, E, F atrodas attiecigi uz taisnem BC, AC, AB. Punkti
D, E, F atrodas wuz vienas taisnes tad un tikai tad, ja

AF-E-E—I (skat. .4. zZim.).

FB DC EA
C

A B F
1.4. zim.

L.IMO.3. Pieradiet, ka meklgjamas funkcijas ir forma f(n)=n+c, kur c ir vesels,
pozitivs skaitlis. Pieradiet, ka citas funkcijas neder, pieradot un izmantojot lemmu: Ja
p | f(k)— f(l) kadam pirmskaitlim p un veseliem, pozitiviem skaitliem & un /, tad

p | k —1. Pieraksts a | b nozimg, ka a ir b dalitajs.

L.LIMO uzdevumi 2010. gada 8. julija

I.IMO.4. Atcerieties Sadas Tpasibas:

o icksgja lenka lielums jeb lepka lielums starp divam hordam ir vienads ar divu
loku, no kuriem viens ir starp lenka malam, bet otrs — starp lenka malu
pagarinajumiem, lenkisko lielumu summas pusi;

e vienadam hordam atbilst vienadi loki (un otradi).

I.IMO.5. Ar pierakstu (a,, a,,...,a,) > (a,, a,, ..., a,) sapratisim: ja sekojoSas kastes
satur a,, a,, ..., a, monétas, tad ir iespgjams izpildit vairakas atlautas darbibas, lai
kastes butu attiecigi «,, a,, ..., a, monétas, bet pargjas kastés monétu skaits paliektu
nemainigs.

Pieradiet un izmantojiet sadas divas lemmas:

e (a,0,0)— (0,2%,0) katram a >1.

2

 (a,0,0,0)—>(0,P,0,0) katram a =1, kur P, = 22 , kur a — naturals skaitlis.

a

LIMO.6. leverojiet: ja n>r, tad a,=a, +a, +..+a,, kur 1<i <r un

i +iy o +i, =0

36



I.AB. ATLASES SACENSIBAS OLIMPIADEI ,,BALTIJAS
CELS 2009”

I.AB.A. Algebra

L.LAB.A.1. levérojiet, ka dotas funkcijas grafiks ir parabola un §is funkcijas veértibu
apgabals (V) ieklaujas funkcijas definicijas apgabala. Pieradiet, ka f(V) =V, no ka
viegli secinat vajadzigo.

I.AB.A.2. Izmantojiet Cebieva nevienadibu divam nedilsto§am skaitlu virkném
0<g <a,<..<a,un 0<bh <bh,<..<b,:

n(a,b, +ab, +...+a,b,) 2 (a,+a, +...+a,)(b, +b, +...+b,),
2 2 2 2
lai pieraditu, ka G~ b >4 b .
b-1 a-1 a-1 b-1

2

Pieradiet, ka > 4 pie x > 1, lai ieglitu prasito.

LLAB.A.3. Atveriet ieckavas nevienadibas kreisaja pus€ un sagrupgjiet saskaitamos,
iznesot pirms iekavam c¢ un d dazadu pakapju reizinajumus. Izmantojiet nevienadibu
starp vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko: 4> G .

I.AB.A 4. Pieradiet, ka tas nav iesp&jams, pienemot pret€jo — ka $adas funkcijas eksistg.
Pieradiet, ka tada gadijuma funkcija f dazadas veértibas attélo par dazadam veértibam.

I.AB.A.S. Pieradiet, ka tas nav iesp&jams, pienemot pretgjo — ka $ads polinoms eksiste.
Apskatiet f(x) = P(x, 0), lai pieraditu, ka f(x) ir nulles polinoms.

I.AB.K. Kombinatorika

L.AB.K.1. Divos veidos apskatiet, cik punkti tika sadaliti rikiSu starpa:

e pemot vera to, ka katrs dalibnieks ar katru citu spél&ja tiesi vienu reizi;

« apskatot, cik punkti tika sadaliti atseviski votivapu un silliSallu starpa, un pemot
vera to, ka katrs dalibnieks, spél&jot pret votivapam ieguva tikpat punktu, cik
spelgjot pret Sillisallam.

I.AB.K.2. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka ir nepiecieSams nokrasot
vismaz 19 rutigu centrus, lai izpilditos uzdevuma dotais nosacijums; 2) japarada, ka
var nokrasot tiesi 19 riitinu centrus, lai tiktu izpilditas uzdevuma prasibas.

LLAB.K.3. Izkrasojiet trijstirus 4 krasas ta, ka Spriditis, veicot atlautos gajienus, var
nokliit tikai vienas krasas laucinos un katram trijstiirim blakus esoSie trijsturi
nokrasoti no dota trijstiira atskirigas krasas.

I.AB.K.4. Pieradiet, ka process turpinasies bezgaligi tad un tikai tad, ja 7 ir regulars
trijstaris.

I.AB.K.5. a) Paradiet, ka ta var but, pieméram, ja ir 7 olimpiades.
b) Pieradiet, ka ta nevar biit, apskatot kop&jo apmekl&jumu skaitu.
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I.AB.G. Geometrija

L.AB.G.1. leverojiet, ka ir tris tipu plaknes (perpendikularas Skautné€m, perpendikularas
skaldnu diagonalém, perpendikularas kuba diagonalém) un tas sadala kubu trijsttira
piramidas, kuram kuba centrs ir kopiga virsotne.

I.AB.G.2. Apskatiet divus gadijumus: kad taisne ¢ krusto nogriezni £B un kad taisne ¢
krusto nogriezni CE. Abos gadijumos risinajumi ir Ilidzigi. Pieradiet, ka
AAJK = ABEL , izmantojiet $adus faktus:

e hordas-pieskares lepka lielums ir vienads ar pusi no loka, ko savelk attieciga
horda;

e rinka Iinija ievilkta lepka lielums ir vienads ar pusi no loka, uz kura lenkis
balstas;

e ap Cetrstairi var apvilkt rigka Itniju tad un tikai tad, ja ta pretgjo lenku summa ir
180°;

e skat. .V.10.3.

ILAB.G.3. Pieradiet, ka nevar but galigs skaits sarkano punktu, pienemot pretgjo.
Apskatiet AABC , kas ir viens no sarkanajiem trijstiiriem, kam apvilktas rigka linijas
radiuss ir vismazakais, un seciniet, ka tada gadijuma var atrast 3 sarkanus punktus,
kas atrodas uz vienas taisnes.

LLAB.G.4. Atrisiniet uzdevumu, izmantojot vektorus. Atcerieties, ka divu
perpendikularu vektoru skalarais reizinajums ir 0.
I.AB.G.5. Novelciet nogrieznus MK || AC, ML || AB, MN || BC un seciniet, ka AABC

tiek sadalits vienadsanu trapec€s. Atcerieties, ka vienadsanu trapeces diagonales ir
vienadas un izmantojiet kosinusu teorému, lai izteiktu to garumu kvadratu summu ar
garumiem MK, ML un MN.

I.AB.S. Skait]u teorija

L.AB.S.1. Ieveérojiet, ka x#0, y#0, z# 0. Pienemiet, ka |x| > | y| > |z| , un novertgjiet
X z ZX . . e . . e
3= —y+y—+—, izmantojot sakaribu starp vid&o aritmétisko un vidgjo
z X Yy

geometrisko: 4> G .

I.AB.S.2. levérojiet, ka f(n)=n’+5n+23=n(n+5)+23. Tatad f(n) dalas ar
pirmskaitli p tad un tikai tad, ja atlikumu, kas rodas skaitli n(n+5) dalot ar p un

skaitli 23 dalot ar p, summa ir vienada ar p vai 0. Apskatiet pirmos pirmskaitlus un
atlikumus, ko var iegiit, skaitlus n(n +5) un 23 dalot ar p.

I.AB.S.3. Apskatiet skaitlu virkni 2'; 2%; ...; 2" un ievérojiet, ka noteikti divi no §is
virknes skaitliem dod vienadus atlikumus, dalot tos ar n. Pienemiet, ka tie ir 2'un
27, kur i > j.Pieradiet, ka 2" —1 dalas ar 2/ —1, kur 2"/ —1 dalas ar n.

I.AB.S.4. Ieverojiet, ka piesatinati skaitli ir tie skaitli, kuriem katrs pirmreizinatajs ir
vismaz otraja pakapé. Atrodiet vienu superpiesatinatu skaitli un pieradiet: ja n ir
superpiesatinats, tad tads ir arT 4n(n+1).

I.AB.S.5. Pieradiet, ka izveidotais skaitlis x vienmér dalisies ar 3, tatad tas nevar biit
vienads ar 2”.
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I.BW. MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE ,,BALTIJAS CELS
2009”

I.BW.A. Algebra
LBW.A.1. Iev@rojiet: ja mn-tas pakapes polinomam p(x) ir tieS§i n realas saknes

a,,a,, ..., a, un koeficients pie x” ir 1, tad polinomu var sadalit reizinatajos
PO = (x—a)x—ay)(x—a)=][x-a,).
i=1
0, x €[0,20]

L.LBW.A.2. Apskatiet funkciju f(x)=
x(x—=1)-...-(x—20), x>20

Izmantojiet Jensena nevienadibu: f QT ) J@) .+ (@) , kur f —
100 100
izliekta funkcija.
L.BW.A.3. Aprékiniet izteiksmes (n+2)* —(n+1)> —n* +(n—1)* vértibu.
L.LBW.A.4. Apskatiet gadijumu, kad x, =x, =...=x,, =1 un x, =2, un iegistiet, ka

n < 5. Izmantojiet KosT nevienadibu:
(x,», +...+x”y”)2 > (xf + ...+x§)(y12 +...+y,2l),
lai pieraditu, ka der veértibas n=2,3,4,5.

LBW.A.5. Izmantojot matematisko indukciju, pieradiet apgalvojumu: ja kads x
apmierina vienadojumu x> = x+1, tad visiem »n >2 $is x apmierina arT vienadojumu
n
X :fn—1x+fn—2'
Atcerieties: atrisinat vienadojumu nozimé atrast visas ta saknes un pieradit, ka citu
saknu nav. Izmantojiet vienadojumu risinasanas grafisko pan€mienu.

L.BW.S. Skaitlu teorija
L.BW.S.1. Ieve@rojiet, ka pietiek pieradit $adu apgalvojumu: ja katram pirmskaitlim p
skaitlis b dalas ar p**™', bet nedalas ar p** (k — vesels, pozitivs skaitlis), tad a dalas
ar p.
LBW.S.2. Izmantojiet $adus faktus:
e taka 6| p+1,tad p>5;
e Ferma maza teoréma: ja p ir pirmskaitlis, tad «” =a(modp) jeb
a’! =1 (mod p);
e a'+b*+(-a-b) =2-(a® +ab+b*)>.
L.BW.S.3. Pieradiet, ka neeksisté tada n vértiba, kurai izpildas uzdevuma nosacijumi.

Ieverojiet, ka doto skaitlu visiem pirmreizinatajiem jabtit mazakiem vai vienadiem
ar 7.
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I.BW.S.4. Apskatiet 2 gadijumus: n — para skaitlis un n» — nepara skaitlis.

24/n
d(n)
pieraditu, ka nepara skaitlu kvadratus nevar izteikt prasitaja forma. Neaizmirstiet

pamatot, kap€c eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitlu M, kurus nevar izteikt
prasitaja forma.

2
=k, lai

b

LLBW.S.5. Apskatiet patvaligu nepara skaitli & un vienadibu [

L.BW.G. Geometrija

L.BW.G.1. Novelciet caur punktu C taisni, kas paraléla BM un izmantojiet simetriju pret
punktu M, lai pieraditu, ka PM ir ne tikai bisektrise, bet arT mediana un augstums, kas
dod prastto.

L.BW.G.2. Izmantojiet $adus faktus:

e medianas krustojas viena punkta un krustpunkta dalas attieciba 2:1 skaitot no
virsotnes;

e Eilera taisne ir taisne, kas iet caur trijstira augstumu krustpunktu, medianu
krustpunktu un apvilktas rinka linijas centru;

e Eilera taisnes Tpasiba: OM : MH =1:2, kur O ir trijstirim apvilktas rigka Iinijas
centrs, H — augstumu krustpunkts, M — medianu krustpunkts, pie tam M atrodas
starp O un H.

L.BW.G.3. Izmantojiet $adas sakaribas:

e Cetrsturim var apvilkt rinka Itniju tad un tikai tad, ja ta pretéjo lepku summa
ir 180°;

o ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasSu rinka Iinijas loku, ir vienadi;

e Cevas teorémas trigonometriska forma: dots trijstiris ABC, punkti D, E, F
atrodas attiecigi uz taisnem BC, AC, AB. Taisnes AD, BE, CF krustojas viena
punkta (krustpunkts var atrasties arT arpus trijstiira) tad un tikai tad, ja izpildas
vienadiba

sin ZABE sin ZBCF sin ZCAD
sin ZCBE sin ZACF sin ZBAD

A

=1 (skat. L.5. zZim.).

C B
D

I.5. zZim.

I.BW.G 4. Pieradiet, ka visiem »n > 2 var atrast » trijstirus 4,, 4,, ..., 4,, kam izpildas
uzdevuma nosactjumi. Izmantojiet trijsttirus 4,, kuru lepki ir ¢, i, (2n—i)a, kur
/4
o= .
2n+1

LBW.G.5. Skat. 1.S.11.5.
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I.BW.K. Kombinatorika

L.LBW.K.1. Pieradiet, ka n-tronder celu skaits katram n ir 2n—-1)!'=1-3-5-...-(2n-1),
aprekinot, cik lauztas Iinijas posmi ir forma (1; 1).

L.LBW.K.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) paradiet, ka var atrast 8 skaitlus,
kas apmierina uzdevuma nosacijumus, 2) pieradiet, ka nevar izvéléties vairak neka 8
skaitlus, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

LBW.K.3. Pieradiet, ka m#1 un m# 2. Izveidojiet algoritmu, ka katram celam
piekartot skaitli no kopas {1, 2, 3} (tatad m = 3), lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.

LBW.K 4. Izdomajiet piem&ru, kura abi uzdevuma nosacTjumi izpildas vienlaicigi.
Ieverojiet, ka kop€jais pazisanos skaits ir (§8:3):2=12.

L.BW.K.5. Paradiet ar pieméru, ka uzdevuma prasibas var izpildit.

41



ATRISINAJUMI

A.S. LATVIJAS 22. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.S.9. Devita klase

A.S.9.1. Veiksim identiskus parveidojumus un izmantosim saisinatas reizinasanas
formulas a® +2ab+b*> = (a £ b)*:

x?=2xp+ > +2x-2y+1>0
(x—y)" +2(x—y)+1=0
(x—y+1)>>0.
Ta ka izteiksmes kvadrats vienmer ir nenegativs, tad iegiita nevienadiba ir patiesa un
ar1 sakotn€ja nevienadiba ir patiesa.

A.S.9.2. Ta ka mazaku (lielaku) summu veido mazaki (lielaki) saskaitamie, tad
x+y=32 (1), x+z=36 (2), z+v=48 (3), t+v=51 (4). No (2) atpemot (1),
legiistam z—y=4 un no (4) atpemot (3), iegistam f—z=3. No SIm abam
sakaribam t—y=7. Tapéc x+t=(x+y)+(t—y)=32+7=39. Tapéc tresa
mazaka summa nevar biit x+¢. Tatad 37 =y+z.

Izteiksim 2x = (x+ y)+(x+z)—(y+z)=32+36-37 =31.

No Sejienes x=151, y=16l, z:201, v=27l, t=23l.
2 2 2 2 2
Parbaudisim, vai uzdevuma nosacijumi izpildas:
1 1 1 1 1 1
x+y=15—4+16—-=32, x+z=15—+20—-=36, y+z=16—+20—=37,
2 2 2 2 2 2

z+v:201+27l:48, t+v:23l+27l=51.
2 2 2 2

Tatad vienigas iesp&jamas vertibas ir atrastas.

A.S.9.3. Taka AB=BC, LABJ =90°+ LCBJ =90°+ /DCK = ZBCK un BJ =CK ,
tad AABJ = ABCK (p&c pazimes m/im).

J
B H C
E
p= =4 O K
A4 D
Al. zZim.

Apskatisim ABEJ un ABCK ieks€jo lenku summas:
180° = ZBJE + ZBEJ + ZEBC + ZCBJ
180°= LCKB + ZEBC + ZBCD + /DCK .
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Ta ka 4ABJE=/ZCKB (vienadu trijstiru atbilstosie lenki), ZCBJ = £ZDCK
(vienadu vienadsanu trijstiru lepki pie pamata) un ZBCD =90° (jo ABCD ir
kvadrats), tad ZBEJ =90°. Tapéc AJ L BK .

OM || AJ ka viduslinija (JM = MC péc dota un O4 = OC, jo kvadrata diagonales
krustpunkta dalas uz pusém) trijstirt ACJ. Tapéc art OM L BK, kas arl bija
japierada.

A.S.9.4. Uzvar pirmais spé€létajs ,,p”. Vins nem 3; otrajam spélétajam ,,0” janem 4, jo
pretéja gadijuma ,,p” panems 4, izveidos skaitli 34 un uzvarés. Tagad jau skaidrs, ka
,0” ar otro gajienu neuzvargs, jo uz atlikusajam kartinam nav tada cipara, kas kopa ar
4 veidotu divciparu skaitli, kas dalas ar 17.

Talak ,,p” nem 1; tadgjadi ,,p” panak, ka treSaja gajiena vins vares uzvarét, panemot
kartinu 5 (un izveidojot skaitli 51 vai 153) vai kartinu 6 (un izveidojot skaitli 136).
Tatad neatkarigi no ,,0” otra gajiena, ,,p” pec tresa gajiena uzvares.

A.S.9.5. Tevérosim, ka 2x—-5=2(x+1)—-7=2(x+2)—-9=2(x+3)—11. Ta ka x dalas
ar 5, tad 2x dalas ar 5 un art starpiba 2x -5 dalas ar 5, jo gan mazinamais, gan
mazinatajs dalas ar 5. Lidzigi pierada, ka 2x—5 dalasar 7, ar9,ar 11. Taka 5, 7, 9,
11 ir pa pariem savstarp€ji pirmskaitli, tad 2x—5 dalas ar 5-7-9-11=3465. Ta ka
1<x<2009, tad 2 <2x <4018 un —3 <2x—5<4013. Sajas robezas ar 3465 dalas

tikai 0 un 3465. Bet 2x—5 =0 naturalam x nav iesp&jams, tapéc 2x—5=3465 un
vienigais naturalais skaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 1735.

A.S.10. Desmita klase

A.S.10.1. Sads naturals skaitlis eksisté, pieméram, 3’. ST skaitla naturalie dalitaji ir
1,3,3%,3%,3%,3° 3% 37 un tos var sadalit 4 grupas: 1-3" =3-.3° =3%.3° =3°.3",
Risinagjumu var visparinat un iegit dalitaju sadalijumu jebkura skaita grupas. Ja
naturdlam skaitlim ir 27 dalitaji (tads ir, pieméram, jebkurs skaitlis p*""', p —
pirmskaitlis) d,<d, <...<d,,, tad d,-d, =d,-d, ,=..=d, -d, ., . Tatad var
izveidot n prasita tipa grupas. Varam secinat, ka eksisté skaitlis (piem&ram, jebkurs
p°"" =p”, kur p — pirmskaitlis), kura visus naturdlos dalitajus var sadalit 13
grupas, kuram izpildas uzdevuma prasitais nosacijums.

A.S.10.2. No dota seko, ka MB+ BC+CN =MA+ AD+ DN (*). leverosim, ka
ievilktas rinka Iinijas radiusi ir trijstiru MOB, BOC, CON, NOD, DOA un AOM

augstumi (skat. A2. zim.).

A2. zim.

o . 1 L e o
Vienadibas (*) abas puses pareizinot ar Er, kur 7 ir ievilktas rinka Iinijas radiuss,

iegiisim ll"'MB-i-ll"'BC+1F'CN:ll"'MA+lI"'AD+11"'DN.
2 2 2 2 2 2
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Izmantojot formulu S, = %ha -a , legiistam, ka

SMOB +SBOC +Scozv = SMOA +SA0D +SN0D'

Tatad S,,;cv = S,y » Kas arl bija japierada.

A.S.10.3. Ta ka nevienadiba ir simetriska pret x un y, tad 4xy ir izdevigi rakstit ka
2xy+2xy. Veiksim ekvivalentus parveidojumus un izmantosim formulu
a® -2ab+b* =(a—-b)*:

Xyt =2xy+x+x°y-2xy+y=0
x(y2 =2y +D)+p(x* =2x+1)=0
x(y=1)>+p(x-1)>>0.
Ta ka x un y ir pozitivi skaitli un izteiksmes kvadrati ir nenegativi skaitli, tad abi
ieglitas nevienadibas kreisas puses saskaitamie ir nenegativi, tatad ar1 to summa ir
nenegativa, kas ari bija japierada.
Ta ka iegiita nevienadiba ir patiesa, tad ar1 sakotn&ja nevienadiba ir patiesa.

A.S.10.4. Salidzinam divas monétas A un B. Pastav divas iespgjas.

1. A un B ir dazadas masas. Tad viena no tam ir viltota, otra — ista. Sadalam atlikusas
98 monétas 49 paros un katru no tiem salidzinam ar pari (A, B). lesp§ami 3
gadijumi:

e Jasvari ir lidzsvara, tad parf ir viena 1sta un viena viltota monéta.

e Japaris (A, B) ir smagaks, tad abas otra para mongétas ir viltotas.

e Japaris (A, B) ir vieglaks, tad abas otra para monétas ir 1stas.
Tatad katra sv@rSana més noskaidrosim, cik viltoto mon&tu ir konkrétaja pari.
Pavisam tiks izmantotas 1+49 =50 (viena A un B salidzinasana un 49 paru
salidzinasanas) svérsanas.
2. A un B ir vienadas masas. Ka 1. gadijjuma salidzinam pari (A, B) ar citiem mon&tu
pariem, kamér atrodam pari (C, D), kura masa atskiras no (A, B) masas. Sadu pari
(C, D) més noteikti atradisim, jo ir vismaz viena Tsta un vismaz 1 viltota monéta.
Piepemsim, ka (C, D) kopgja masa ir mazaka neka (A, B) kop&ja masa (otrs gadijums
ir ,,simetrisks™). Tad A un B, ka arT visas citas Iidz §im sv€rtas monétas ir Tstas.
Salidzinam C un D. Rezultata més atrodam vismaz vienu moné&tu no para (C, D),
kura ir viltota. Tagad izveidojam pari (Ista monéta, viltota mon&ta) un turpinam ka
1. gadfjuma. Pavisam tiks izmantota 1+1+49 =51 (viena A un B salidzinasana,
viena C un D salidzinasana un 49 paru salidzinaSanas) svérSana.

A.S.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, janoskaidro un japamato,

kada var€tu biit mazaka » veértiba. Otrkart, japarada piemérs, ka atrasta vertiba tieSam
der. Ja katra veida figiiru ir k, tad kop€jais ritinu skaits tajas ir 4k +3k=7k.
Kvadrata, kura malas garums ir »n, pavisam ir n-n =n’ kvadratiskas riitipas. Tatad
n®> =7k un n jadalas ar 7. Mazakas iesp&jamas n vértibas ir n =7 un n =14.
Pie n=7 uzdevuma prasibas nav izpildamas. Piepemsim, ka tas izdevies. Tad
izkrasosim riitinas, ka paradits A3. zim. Katrs no 7 kvadratiem satur 2 melnas
rutinas, tapéc 7 ,.stirisi” kopa satur 28-14 =14 melnas ratipas. Tapec katrs
,,Stritis” satur tiesi 2 melnas un 1 baltu ritinu (jo katrs stiiritis noteikti satur ne
vairak ka 2 melnas riitinas). Bet melnas riitinas nevar sadalities pa pariem, kas ietilpst
kvadratos un stiirisos, jo katra rindina, kura tas vispar ir, tas ir nepara skaita.
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A3. zim. A4. zim.
A4. zim. paradits piemérs, ka n =14 apmierina uzdevuma nosacijumus.

A.S.11. Vienpadsmita klase

A.S.11.1. Vienadibas kreiso pusi sadalam reizinatajos un iegiistam x(x+15)=2". Ta

ka vienadibas laba puse ir divnieka pakape, tad katrs no skaitliem x un x+15 ir vai
nu vieninieks, vai divnieka pakape ar naturalu kapinataju. Virkng, kas sastav no
divnieka pakapem (1, 2, 4, 8, 16, 32, ...), vienigie skaitli, kuru starpiba ir 15, ir 1 un
16, tapec x=1 un y=4.

A.S.11.2. Koordinatu plakné att€lojam apgabalu, kura punktu koordinatas (x; y)
apmierina  dotas  nevienadibas, to ierobezo taisnes y=4-x un
y=x-2 (skat. AS. zZim.).

AS. ZIm.

Piepemam, ka Y~k un apskatam taisni y = kx; ta iet caur punktu (0; 0). Atceroties
X

taisnes v=k-x virziena koeficienta k geometrisko jégu
funkcijas pieaugums 1 o 1=

(k= jas p - £ ), redzam, ka Y52 Tatad izteiksmes 2 mazaka
argumenta pieaugums x 3 X

1 : . _ :
vertiba ir 3’ kas tiek sasniegta tad un tikai tad, ja x =3 un y=1.

A.S.11.3. 1. risinajums. Pagarinam nogrieznus BM un AN, to krustpunktus ar rinka
Iiniju apzim&jam attiecigi ar K un L (skat. A6. zim.). levérojam, ka LZCBM = ZNAD
ka lenki ar savstarpgji paralélam un vienadi vérstam malam. Tapéc loki CK un LD,
uz kuriem tie balstas, ir vienadi. Tatad KL || CD ka hordas, starp kuram ir vienadi

loki. Punkti A4, B, K, L atrodas uz vienas rinka linijas, tapéc £BAL + ZBKL =180°.
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Ta ka ZBMN =/BKL ka kapSlu lepki pie paralélam taisnem KL un MN
ZBAN = ZBAL , tad ZBAN + ZBMN =180°. Ta ka Cetrstira ABMN pretejo lenku
summa ir 180°, tad punkti 4, B, M, N atrodas uz vienas rinka linijas, kas ar1 bija
japierada.

B

by

D
A6. zZim.

2. risinajums. Ja ap Cetrstiiri ir apvilkta rinka Iinija, tad ta pret€jo lepku summa ir
180°.Tatad
ZDAB+ ZBCD =180°

ZBAN + ZNAD + ZBCD =180°.
levérojam, ka ZNAD = ZCBM Kka lenki ar savstarp&ji paralélam un vienadi vérstam
malam. Tapeéc £BAN + ZCBM + ZBCD =180°.
Ta ka LCBM + ZBCD =180°—- ZBMC = ZBMN , tad ZBAN + ZBMN =180°. Ta
ka Cetrstira ABMN pretgjo lenku summa ir 180°, tad punkti 4, B, M, N atrodas uz
vienas rinka linijas, kas art bija japierada.

A.S.11.4. a) Pienemsim, ka tada para nav. Liigsim katram z&nam uzrakstit y dazadas
kartites — katru ar savu vardu un kadu tas meitenes vardu, kas vinam patik. Lidzigu
darbu liigsim izdarit meiteném. Ta ka savstarp&ju simpatiju nav, tad nav divu kartisu,
uz kuram biitu vienadi uzraksti; tapéc karti§u nav vairak par n-n=n". No otras
puses, kartidu ir x-n+y-n=(x+y)-n>n-n=n" — pretruna. Tatad misu
piep€mums ir nepatiess un noteikti var atrast tadu zeénu un meiteni, kas patik viens
otram.

b) Attelosim meitenes ar punktiem rigka Iinijas iekSpus€, bet z&€nus — ar punktiem
rinka linijas arpusé (skat. A7. zZim., kur » = 9).

A7. zZim.

Ja katrai meitenei patik x z€ni pulkstena raditaja kustibas virziena, sakot ar to, kurs
stav vinai blakus, bet katram z&€nam — y meitenes pulkstena raditaja kustibas virziena,
sakot ar to, kura stav vinam vienu poziciju prieksa, tad savstarp€ju simpatiju nav, jo
xX+y<n.
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A.S.11.5. Apskatisim patvaligu izliektu Cetrstiri ABCD ar malu garumiem a, b, ¢, d
(skat. A8. zim.).

B__p
C
a
A C
d
_ D
AS8. zim.
| |l | 1 ™a*+b*> *+d’
SABCDzSABCJrSCDA:Eabs1na+5cdsmﬂéaab+5cdS 1 + YR

_at+bP+ct+d?
2 )
Lai iegutu noveérte§jumu (*), tika izmantots, ka sinusa funkcija ir ierobezota, t. 1.,

|sin x| <l1.
Lai iegutu novert§jumu (**), tika izmantota sakariba starp vid&jo aritmétisko un

vidgjo geometrisko: 4>G < x+y2,/xy. Saja gadijuma x=a”, y=>b’ un
2 2

axb b
2

legiita sakariba ir spéka katram sadalijuma iegiita Cetrstiira laukumam. Saskaitot
visas §1s nevienadibas, ieglistam, ka

2 2 2 2 2 2 2 2
a; +b +c; +d a;+b’ +c. +d
S+S, +.+8 <4+ 1 U, 4n Tn n T
1 2 n )
4 4
kur a,,b,,c¢,,d,, a,,...,c,,d, iriegito Cetrstiiru malas.
Ta ka dotais kvadrats ir sadalits vairakos cetrstiiros, tad

S +8,+..+85,=5=1-1=1.
Abas nevienadibas puses pareizinot ar 4, ieglisim vajadzigo:
4<a’+b’+cl+d} +a;+.+c:+d}.

A.S.12. Divpadsmita klase

A.S.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, japarada, ka pietiek ar 8
rutinam (skat. A9. zim.).

X X

X

A9. zZim.

Otrkart, japierada, ka ar mazak rutinam nepietiek. Ta ka 5-5=25=3-8+1, tad
kvadrats noteikti satur 8 dota veida figiiras, kas neparklajas. Katra sada figara jabut
atzim&tam vismaz vienam krustinam, tatad nepiecieSami vismaz 8 krustini.
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A.S.12.2. Ievérojam, ka vienadojums ir simetrisks attieciba pret x un y. Parveidojam

doto vienadojumu:

l+x+xy+y=2011

A+x)+y(1+x)=2011

1+ x)(1+y)=2011.
Ta ka 2011 ir pirmskaitlis, tad 1+ x var biit tikai viens no skaitliem 1, —1, 2011,
—2011. No ta ieglstam visus atrisinajumus (x; y)=(0;2010), (-2;-2012),
(20105 0), (-2012; —-2).

A.S.12.3. Apzim@sim AABC malas garumu ar a, tas ir, AB=BC=AC=a. No
teorémas par sekanSu nogrieznu reizinajumiem iegistam:
AM -(a—BN) = AT -(a—CS)
BK -(a—CL)=BN -(a— AM)
CS-(a—AT)=CL-(a-BK).
Atverot iekavas un saskaitot §1s vienadibas, iegiistam, ka
AM -a— AM -BN +BK -a—BK -CL+CS -a—-CS - AT =
=AT -a— AT -CS+BN-a—BN-AM +CL-a—-CL-BK .
Saisinot vienados saskaitamos un izdalot abas puses ar a # 0, ieglistam vajadzigo:
AM + BK +CS = AT+ BN +CL .

A.S.124. Izmantosim Kos1 — Bunjakovska nevienadibu: katriem diviem skaitlu
trijniekiem (x,; x,; x;) un (y,; y,; ¥;) 1ir speka

2 2 2 Y 2 2 2
(xl X, X X)ﬁ +Y, T )Z(X1y1+x2Y2+x3Y3)2-

Pielietosim to skaitlu trijniekiem (\/;; Jb: \/Z) un (\/a —1 : \/b -1 : \/c —1 j .

a b c

Iegﬁstam(a+b+c)[a_l+b;1+c_1j2(\/a—l+\/b—1+\/c—1)2.
a c
a_1+b_1+c_1:1—1+1—1+1—l=3—[1+l+lj=3—2=1, tad
a b c a b c a b c

Ta ka

seko, ka a+b+c 2> (\/a —1+4b-1++c —1)2 . Ta ka abas nevienadibas puses ir
pozitivas, tad, no katras puses velkot kvadratsakni, iegiistam pieradamo nevienadibu:
Ja+b+ce2Na-1+b-1++c—-1.

A.S.12.5. Aprékinam x=(a+b)(c+d), y=ac, z=bd; jau ir izmantotas 3
reizinasanas. Dotas izteiksmes uzrakstisim izmantojot x, y, z un neizmantojot
reizinasanas operaciju.

Tatad ac—bd = y—z un ad +bc =(a+b)(c+d)—ac—bd =x—y—z.
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A.R. LATVIJAS 60. RAJONA OLIMPIADE MATEMATIKA

A.R.9. Devita klase
A.R.I9.1. a) 1.risinajums. Dots, ka viena no sakném ir x, =2+1=1++2. Ta ka

. s _ -bx~D . .
kvadratvienadojuma saknes aprékina péc formulas x,, =2—, tad izdevigi
a

izveleties otru sakni x, =1- V2.

2422 2+48
2 2
b=-2una=1.Taka D=b"—4ac,tad 8=(-2)* -4-1-c jeb c=—1.

Esam ieguvusi prasito kvadratvienadojumu x> —2x —1= 0, kura koeficienti ir veseli

Tatad varam rakstit, ka x,, —1+42 = . Tad varam izveleties

skaitli un viena sakne ir V241,
2. risinajums. Ja kvadratvienadojumam ar veseliem koeficientiem viena sakne ir
iracionala, tad otra sakne ir §is saknes ,,saistitais” skaitlis (piem&ram, a+\/5 un

a—b ). Tatad mekléta vienadojuma otra sakne ir 1-— V2 . Mekléto vienadojumu
legiistam, atceroties kvadrattrinoma sadaltijumu reizinatajos
ax® +bx+c=a(x—x,)(x—x,), kur x, un x, — kvadrattrinoma saknes.

Izveidojam kvadratvienadojumu:

(- +v2)Jx—-+2))=0
P —x(1-v2)=(1+2)x+1+V2)1-2)=0
x° —x+\/§x—x—\/§x+(l—2) =0
x*—2x-1=0.
b) Ievérojam, ka
VT+43 =3+ 43 +4 = J(3)2 +2-2.3+2% ={J/3+2)% =3 +2.

Lidzigi ka a) gadijuma izvélamies otru sakni x, =2 — V3.
Izveidojam prasito kvadratvienadojumu, izmantojot faktu, ka kvadratvienadojumu
var sadalit reizinatajos(x —x,)(x—x,)=0, kur x, un x, ir kvadratvienadojuma

saknes:
(t-@+v3)r-2-+3))=0
P =x2-V3) =2 +V3)x+2++/3)2-+3)=0
x? = 2x+3x=2x—3x+(4-3)=0
x> —4x+1=0.

A.R.9.2. Uzdevuma izmantosim $adas Ipasibas:
I pieskare ir perpendikulara radiusam, kura galapunkta ta novilkta;
II taisne, kas novilkta perpendikulari radiusam ta galapunkta, ir pieskare.
Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim: ja R* +r* =d?, tad
abu rinka Iiniju krustpunkta novilktas pieskares ir perpendikularas.
Abas rinka linijas novelkam radiusus, kuru galapunkts ir abu rinka Iiniju krustpunkts
A (skat. A10.zim.). Tad péc dota OA4* +S4* = OS?, tatad péc Pitagora teorémai
apgrieztas teorémas AOAS ir taisnlenka jeb OA4 1 AS .
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Taka SA L R, tad taisne S4 ir rinka Iinijas w; pieskare (p&c II). Lidzigi taisne OA4 ir
w, pieskare. Tatad abas pieskares, kas vilktas punkta A4, ir savstarpgji
perpendikularas.

A10. zim. All. zim.

Otrkart, pieradisim apgriezto apgalvojumu: ja ir dots, ka abu rinka Iiniju krustpunkta

novilktas pieskares ir perpendikularas, tad varam secinat, ka R? +r* =d?.
Piepemam, ka pieskares krustpunkta A4 ir savstarpgji perpendikularas
(skat. A11. zim.).

Taka ¢ L/, tad ¢ satur w, radiusu (no 1), tatad iet caur S. Lidzigi / iet caur O. Tatad
pieskares veido AOAS, kas ir taisnlenka. Taisnlenka trijstiri izpildas sakariba

0A* + S4* = 0S? (Pitagora teoréma), tatad R> +r* =d*.

A.R.9.3. Varam piepemt, ka garakais augstums /4 ir pret malu c. Tatad S 5. = %hc .

Al2. zZim.

Sadalam doto trijstiiri tris mazakos trijstiros — APB, BPC, CPA (skat. A12. zim.).
Apzimé&jam $o trijstiiru augstumus pret malam c, a un b attiecigi ar f, d un e. Trijstura
ABC laukumu varam uzrakstit ka tris trijstiiru laukumu summu:

Esam izteikusi AABC laukumu divos veidos, tatad %hc = %cf +lad +lbe .

Izdalam vienadibas abas puses ar € un iegiistam, ka A= f + 4.4 +é ‘e.
¢ c

Ta ka garakais augstums ir pret malu c, tad ta ir 1saka no trijstiira malam. Gadijuma,

. e D o oy n _ ___a
ja AABC ir vienadsanu vai vienadmalu, ¢ ir viena no 1sakajam malam. Tapéc —2>1
c

un 221.
c

Esam ieguvusi, ka h> f +d +e, kas ar1 bija japierada.

A.R.9.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradam, ka ap galdu nevar
sédet mazak ka 12 bérnu. Apzim&jam meitenu un z&€nu daudzumus attiecigi ar m un
z. Tad z=3m ,un pavisam beérnu ir m+z =4m.
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Ja ir a pari ,,zéns-meitene”, tad citi pari ir skaita 2a, tap€c ir pavisam 3a paru.

Ta ka aplt paru skaits ir vienads ar cilvéku skaitu, tad 3a=4m. Lai vienadiba
izpilditos, m jadalas ar 3. Mazakais naturalais skaitlis, kas dalas ar 3 ir 3, tatad pie
galda ir vismaz 4-3 =12 berni.

Otrkart, izveidojam pieméru, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, ar 12 b&rniem
(skat. A13. zim.).

Al3. zim.

A.R.9.5.  1l.risinajums. Varam piepemt, ka x>y. Tada  gadijuma

xP<x?+y<xt+x+l<x?+2x+1=(x+1)?. levérojam, ka x*+y atrodas starp
diviem blakus esoSu naturalu skaitlu kvadratiem. Tatad tas nevar biit naturala skaitla
kvadrats. Tap&c dotajai sist€mai nav atrisinadjuma naturalos skaitlos.

Piezime. Ja x < y, lidzigi iegiistam, ka y? < y* +x < (y +1)7.

2. risinajums. Atgpemam no pirma vienadojuma otro, izmantojam saisinatas
reizinasanas formulu un sadalam vienadojuma kreiso pusi reizinatajos:
xP =y +y-x=0
(x=y)x+y)+(x=-y)- (=) =0
(x=py)x+y-1)=0.
Lai reizinajums bitu nulle, vienam no reizinatajiem jabut vienadam ar nulli.
Apskatam abus gadijumus:

e jax—y=0,tad y=x. levietojot So ve€rtibu pirmaja vienadojuma, iegtistam, ka
x*+x=z?. Tatad z> = x(x+1). Ta ka divu péc kartas eso$u naturdlu skaitlu
reizinajums nevar bt naturala skaitla kvadrats, tad x un z nevar vienlaicigi
piederét naturalo skaitlu kopai. Tatad Saja gadijuma uzdevuma dotajai vienadibu
sisteémai nav atrisinajuma naturalos skait]os;

e jax+y—1=0,tad y=1-x.Jax ir naturals skaitlis, tad y ir vesels skaitlis, kas
mazaks par 1, tatad nav naturals skaitlis. Tatad x un y nevar vienlaicigi piederet
naturalo skaitlu kopai, tapéc ar1 $aja gadijuma uzdevuma dotajai vienadibu
sist€émai nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

Esam pieradijusi, ka sist€émai atrisinajuma naturalos skaitlos nav.

A.R.10. Desmita klase

A.R.10.1. a) Izsakot y =n—x, varam pieradit uzdevuma doto nevienadibu, izmantojot

saisinatas reizinaSanas formulas un faktu, ka kvadrats nekad nav negativs lielums:
2 2

x2+y2 =x2+(l’l—x)2 :2x2—2l’lx+}’l2 :2x2_2xn+%+7:
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b) Apzim&jam x:§+a, y:§+b, z:§+c.

Ta ka a+b+c:(x+y+z)—3-§=n—n:0 un kvadratu summa nekad nav

negativa, tad varam pieradit uzdevuma prasito:

2 2 2
x2+y2+22=(£+aj +(£+bj +(£+cj =
3 3 3

2 2 2
=3'%+§n(61+b+0)+(02 +b° +c2)=%+(a2 +b° +c2)2%.

A.R.10.2. Izsakam (a —b)’ =a’ —3a’b+3ab> —b°.
Ta ka pec dota a” dalasar bunadalasara, tad ¢’ =a-a” dalasar a-b.
Lidzigi no dotas b* dalamibas ar ¢ un b dalamibas ar b seko, ka ari b> =b* -b dalas
ara-b.
levérojam, ka saskaitamie —3a’b un 3ab? satur reizinataju ab, tatad dalds ar a-b.
Esam pieradijusi, ka visi saskaitdmie dalas ar a-b, tatad ari to summa (a —b)’ dalas
ar a-b, kas ari bija japierada.
Paradisim, ka (a—b)> ne vienmér dalas ar a-b. Izvélamies a=4 un bh=2.
Uzdevuma nosacijumi izdpildas: a> =16 dalas ar b=2 un b> =4 dalas ar a = 4.
Saja gadijuma (a —b)> =2* =4 nedalas ar a-b =38.

A.R.10.3. Taka O, ir AABD ievilktas rinka linijas centrs, tad DO, ir ZADB bisektrise

(jo trijsturT ievilktas rinka Ilinijas centrs atrodas trijstiira bisektriSu krustpunkta).
Tatad ZO,DB = %AADB =45°. Lidzigi £0,DB = %ACDB =45°. legustam, ka
AO,DQO, —taisnlenka, jo £0,D0O, = Z0,DB + Z0,DB =90° (skat. A14. zim.).
Atceramies, ka AADB un ABDC ir lidzigi (pieméram, péc pazimes (/). Lidzigos
trijstiiros visi atbilstoSie nogriezni ir proporcionali, tapeéc O,D: AB=0,D:BC
(atbilstoSie nogriezni —attalumi no ievilktas rinka Iinijas centra Iidz taisna lepka
virsotnei un hipotentizas).

Ievérojam, ka O;D un O,D ir AO,DO, Katetes, bet AB un BC — AABC Kkatetes.

Tapeéc AO, DO, ~ AABC (péc pazimes mlm).

A
D
o)
0>
B C
Al4. zim.
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A.R.104. Ja y>4, tad y!>24 un satur reizinatajus 2 un 4. Tatad dota vienadojuma

! !
labo pusi var sadalit reizinatajos: x° = 2(%+1j, kur % ir para skaitlis, jo satur

!
reizinataju 4. Tada gadijuma Skaitlis % +1 ir nepara skaitlis.

!
Vienadojuma laba puse 2(% + lj dalas ar 2, tatad ari vienadojuma kreisajai pusei x°
jadalas ar 2. Lai kreisa puse dalitos ar 2, tai 2 jasatur ka reizinataju 3., 6., 9., ...
pakape. Tada gadijuma ta dalisies ar1 ar 8.
Ja vienadojuma kreisa puse dalisies ar 8, tad arT vienadojuma labajai pusei jadalas ar

! !
8, tatad % +1 jadalas ar 4 — pretruna ar to, ka % +1 ir nepara skaitlis.

Esam ieguvusi, ka vienadojumam nav atrisindjumu naturalos skaitlos, ja y>4.
Atliek parbaudit vértibas y=1;2;3:

e ja y=1,tad x’ =3, nav atrisinajuma naturalos skait]os;

e ja y=2,tad x’ =4, nav atrisinajuma naturalos skaitlos;

e jay=3,tad x’ =8, tatad x=2.

Esam ieguvusi, ka vienadojumam ir viens vienigs atrisindjums naturalos skaitlos:
x=2; y=3.

A.R.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, japierada, ka ar 3 dienam
nepietiek, lai noskaidrotu komandas ar visvairak un vismazak uzvaram pé&c turnira.
Pienemam pretgjo, ka pietiek ar 3 dienam. Ta ka katrai komandai jasp€le ar katru citu
tiesi vienu reizi, tad pavisam ir 6-5:2 =15 spéeles. Ta ka katru dienu norisinas 3
spéles, tad turnira spéles tiek sp€létas 15:3 =5 dienas. Tatad péc 3 dienam ir
palikusas vél peédgjas 2 kartas. Pirms tdm uzvarétdja parsvaram jabiit vismaz 3
uzvaras, zaudétaja atpalicibai — tapat, lai butu skaidrs, kur$ turnira beigas bis
uzvarétajs un kur§ — zaudetajs. Tatad starpibai starp uzvarétaja uzvaru skaitu un
zaud@taja uzvaru skaitu jabiit vismaz 3+3 =6. Starpiba starp uzvartaja uzvaru
skaitu un zaud@&taja uzvaru skaitu péc 3. dienas var buit augstakais 3—-0=3, tatad
nevar skaidri noteikt uzvar€taju un zaudetaju jau pec trijam dienam.

Otrkart, japarada, ka péc 4 dienam var rasties situacija, kad ir skaidrs, kurs ir turnira
uzvarétajs un zaudetajs. Pec 4 sp€lém uzvarétaja parsvaram jabiit vismaz 2 uzvaras,
zaudetaja atpalicibai — tapat, lai butu skaidrs, kur$ turnira beigas biis uzvarétajs un
kurs§ — zaudetajs.

Izveidojam tabulu, kur rindas redzamas katra sp&létaja uzvaras un zaud&jumi. Ar 1
apziméta uzvara, ar 0 — zaud&jums (skat. A15. zZim.). Redzam, ka uzvarétajs noteikti
bius A, zaudétajs — F, jo vinu parsvars/atpaliciba pirms pédgjas kartas jeb péc
4. dienas ir 2 uzvaras.

A B CDEF
A 1 1 [1]1
B |0 1101
C 0 1 101
D{O|1]0 1
E|O 1 1
F |0 0]01]0

Al5. zim.
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A.R.11. Vienpadsmita klase
A.R.11.1. a) P&c Vjeta teorémas x; +x, =—p un x; -x, =g, tapec
XP xS =X 4A2x,x, + x5 —2x,%, = (X, +x,)° —2(x,x,)=p’ —2q.
Naturalu skaitlu reizinajums, summa, starpiba un pakape ar naturalu kapinataju ir
vesels skaitlis. Ta ka p un ¢ ir naturali skaitli, tad xl2 + xg = p? —2q ir vesels
skaitlis.
b) Izmantojot a) gadijuma rezultatu un Vjeta teorému, pieradam, ka
Xt x) = x H2x0 ) + x5 —2x7x) = (x) +x3) —2x7x; =(p*> —2q)° —2q° ir vesels
skaitlis.
Lidzigi arfi  x; +x5 =(x; +x;)° = 2x,x; = ((p2 -2q)° —2q2)2 -2q* ir vesels
skaitlis.
¢) Izmantojot a) gadijuma rezultatu un Vjeta teorému, izsakam
3, .3 2 2 2, .2
xp x5 =00 +x)(x) —xx, +x3)=(x +x2)((x1 +x3) _x1x2):
2 2
= pl(p* ~20)-9)= -p)p* -3q).
Ta ka iegtta izteiksme sastav no naturalu skaitlu reizinajuma, starpibas un pakapes ar
naturalu kapinataju, tad tas vertiba ir vesels skaitlis.
Talak, atkal lietojot Vjeta teorému un izmantojot ieprieks ieglitos rezultatus,
pieradam, ka x; +x; ir vesels skaitlis:

x15 +x§ :(x14 +x;)(x1 +x2)_(x1x2)(x13 +x§) =
—((p* -29)* =2¢* =p)— q(=p)(p* =3q) =
= (p)p* -5p7q+5¢*).

A.R.11.2. Vienadojot saucgjus, parveidojam doto vienadojumu par x°y +10 =14y .
10
14— x>
Ta ka y jabiit veselam skaitlim un y # 0 (jo dotaja izteiksme saucgjs nedrikst bt 0),

Izsakam y: 14y —x’y =10 = p(14-x*)=10 = y=

tad varam apskatit gadijumus, kad izteiksmes 14 — x? vértiba ir skaitla 10 dalitajs:
2

=13 T .

o l4-x?=4]1 = )C2 5 = nav atrisinajumu veselos skait]os;
X =

e 14-x* =42 = x’ =12 —nav atrisinajuma veselos skaitlos;
x* =16 = x=14, y=141016 =-5;

o 14—x* =45 = x’ =19 —nav atrisinajuma veselos skaitlos;
X’ =9 = x=43, y:%: ;

e 14-x>=+10 = x’ =24 —nav atrisinajuma veselos skait]os;

¥’ =4 = x=%2, y:izl.
14-4

Esam ieguvusi atrisinajumus (2;1), (-2;1), (3;2),(-3;2), (4,-5), (-4;,-95).

Piezime. Saja uzdevuma vargja izmantot ari simetriju pret y: ja (x; ) ir atrisinjums,
tad arT (—x; y) ir atrisinajums. Tapé&c vargja apskatit tikai gadijumu, kad x >0, un no
ieglitajiem atrisinajumiem ieglt simetriskos.
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A.R.11.3. Parveidojam doto nevienadibu, pieskaitot un atnemot nevienadibas kreisajai
pusei vienus un tos pasus lielumus:

(a—b)+(b—c)+(c—d)+ L1

+ + >6.
a-b b-c c—-d

o o o - o e 1 -
Mainam kreisas puses saskaitamo secibu un lietojam nevienadibu x+—2=>2 (ta seko
X

no sakaribas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko liclumiem x un —:

X
A>G)pie x=a—-b, b—c, c—d, lai novértétu nevienadibas kreiso pusi un iegiitu
prasito:

(a—b)+L+(b—c)+L+(c—d)+ ! >24+2+2=6.
a->b b-c c—d
Ta ka x+l=2 tad un tikai tad, kad x=1, tad vienadiba
X
1 1

a—d+ + + = 6 pastav tad un tikai tad, kad a—b=b—-c=c—-d =1.

a-b b-c c—-d

A.R.11.4. Apzimg&jam diagonalu AC un BD viduspunktus attiecigi ar £ un F. Projic€jam
virsotnes A, B, C, D uz taisnes EF un apzim&jam projekcijas attiecigi ar 4, By, Ci,

D (skat. A16. zim.).

-
.,
.,
.

B XS
A16. zim.

=S TS muy Z%AAI -MN+%BBl -MN:%MN(AAl + BB,).

SABN

Lidzigi Sy =Sy +Soun = %CC1 -MN+%DD1 -MN = %MN(CCl +DD,).

Lai pieraditu, ka S 5y = Scpy, > pietiek pieradit, ka 44, + BB, = CC, + DD, .

Taka BF = DF (jo F — BD viduspunkts) un £ZBFB, = ZDFD, (ka krustlenki), tad
ABFB, = ADFD, (péc taisnlepka trijstiru lidzibas pazimes k(). Tatad BB, = DD,
ka attiecigas malas vienados trijstiiros.

Lidzigi AAEA, = ACEC, (péc taisnlepka trijstiru lidzibas pazimes A¢). Tatad
AA, = CC, ka attiecigas malas vienados trijstiiros.

Tatad A4, + BB, = CC, + DD, , no ka seko, ka S ,,, =S, , kas ar1 bija japierada.
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A.R.11.5. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, japierada, ka ar 5 dienam
nepietiek, lai noskaidrotu komandas, kuram bis visvairak un vismazak uzvaru turnira
beigas. Pienemam pret&jo, ka pietiek ar 5 dienam. Ta ka katrai komandai jaspele ar
katru citu tieSi vienu reizi, tad pavisam ir 8-7:2 =28 spéles. Ta ka katru dienu
norisinas 4 spéles, tad turnira spéles tiek spélétas 28:4 =7 dienas. Tatad péc 5
dienam ir palikuSas vél pédgjas 2 kartas. Pirms tam uzvar€taja parsvaram jabut
vismaz 3 uzvaras, zaudgétaja atpalicibai — tapat, lai biitu skaidrs, kur§ turnira beigas
bis uzvarétajs un kur§ — zaudetajs. Tatad starpibai starp uzvarétaja uzvaru skaitu un
zaud@taja uzvaru skaitu jabut vismaz 3+ 3 = 6. Tacu starpiba starp uzvarétaja uzvaru
skaitu un zaud@taja uzvaru skaitu péc 5. dienas var biit augstakais 5—0 =15, tatad
nevar skaidri noteikt uzvarétaju un zaudetaju jau péc 5 dienam.

Otrkart, japarada, ka péc 6 dienam var rasties situacija, kad ir skaidrs, kurs ir turnira
uzvarétajs un kur§ — zaudetajs. Pec 6 speléem uzvarétaja parsvaram jabiit vismaz 2
uzvaras, zaud€taja atpalicibai — tapat, lai buitu skaidrs, kur§ turnira beigas bis
uzvarétajs un kurs — zaudetajs.

Izveidojam tabulu, kur rindas redzamas katra sp€létaja uzvaras un zaud&jumi. Ar 1
apziméta uzvara, ar 0 — zaud&jums (skat. A17. zim.). Redzam, ka uzvarétajs noteikti
bius A, zaudetajs — H, jo vinu parsvars/atpaliciba pirms pédg&jas kartas jeb péc
6. dienas ir 2 uzvaras.

A B CDEVF GH
A LT |1]1]1]1
B Oj1]0]1]1]1
Cl0 |1 0[0]1 1
D0 ]0]1 1 01
E{0[1l]1]0 010
F|l0]O0 1 1]1
GO0 |0 1 [1]0 1
H{0[0]O0]O 010

Al7. zim.

A.R.12. Divpadsmita klase

A.R.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka
(n* —=1)(n* —4)+7 ciparu summa nevar bit mazaka ka 7.
Varam doto skaitli izteikt ka

(n-D(n+1)n-2)(n+2)+7=n-2)n-1)(n+1)(n+2)+7.

Ta ka n — naturals skaitlis, tad skaitli n—2, n—1, n, n+1, n+2 ir 5 pec kartas
sekojosi veseli skaitli, tap&c viens no tiem dalas ar 5. Ta ka pec dota tas nav n, tad
(n=2)(n—1)(n+1)(n+2) dalas ar 5. Ta ka viens no reizinatajiem ir para, tad
(n—=2)((n—-1)(n+1)(n+2) dalas arT ar 2. Ta ka 2 un 5 ir savstarp€ji pirmskaitli, tad
(n-2)(n—-1)(n+1)(n+2) dalas ar 2-5=10. Tapec (n—-1)(n+1)(n—-2)(n+2)
pédgjais cipars ir 0. Tada gadijuma ar1 (n—1)(n+1)n(n—2)(n+2) pedgjais cipars ir
0. Tatad (n—-2)(n—1Dn(n+1)(n+2)+7 pedgjais cipars ir 7. Lidz ar to
(n—=2)(n—1)n(n+1)(n+2)+7 ciparu summa nevar biit mazaka par 7.
Otrkart, paradisim, ka (n> —1)(n* —4) + 7 ciparu summa var bat 7. Tas ir iesp&jams
tikai tad, ja (n* —1)(n> —4)+7=7, tatad (n*> —1)(n* —4)=0. Tas iesp&jams, ja
n=4=1 un n=412. Ta ka n— naturals skaitlis, tad uzdevuma dota skaitla mazaka
iesp€jama ciparu summa ir 7 un ta tiek sasniegta pie n=1 un n=2.
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A.R.12.2. Apzim&jam apliSus ar burtiem (skat. A18. zim.). Ta ka A — vismazakais no
skaitliem, tad A =1.

A18. zZim.

Ieveérojam, ka atlikuSos skaitlus varam sadalit ,,kreisaja” zara ar B, D, E un ,,]labaja”
zaraarC, F, G, H, I, K.

Ta ka ,,kreisaja” zara atrodas 3 no atlikuSajiem 9 skaitliem, tad skaitlus starp ,,kreiso”
un ,,labo” zaru var sadalit C; - C{ =84 veidos.

,Kreisa” zara iekSpus€ B biis mazakais no trim skaitliem, bet D un E var divé&jadi
izveleties no abiem atlikusajiem skaitliem. Tatad ,kreisa” zara iekSpus€ iesp&jami
divi izvietojumi.

»Labaja” zara C biis mazakais no seSiem skaitliem. No atlikuSajiem 5 skaitliem
jaizvelas divi (F un H). F biis mazakais no izvé€letajiem skaitliem, H — lielakais.
Divus skaitlus no pieciem var izvéleties C. =10 veidos. Atlikusie 3 skaitli biis zara,

kas satur G, I un K. G biis mazakais no trim skaitliem, bet I un K var divgjadi
izveleties no abiem atlikusajiem skaitliem. Tatad ,laba” zara iekSpus€ iesp&jami
10-2 =20 izvietojumi.

Ta ka A vieta varam ievietot 1 skaitli, skaitlus starp ,,kreiso” un ,,labo” zaru varam
sadalit 84 veidos, kur ,kreisaja” zara skaitlus varam izvietot 2 veidos, bet ,,labaja”
zara — 20 veidos, tad pavisam ir 1-84-2-20 = 3360 dazadi izvietojumi.

A.R.12.3. Doto vienadibu varam parrakstit ka \/1 -x’ + \/1 ¥ =1-x"+1-y7.
Apzim@jam 1—x” =a un 1- y* =bh. Tad dota izteiksme ir Ja+b=a+b.
Skaitlis zem kvadratsaknes nedrikst but negativs. ArT skaitla kvadrats nav negativs
skaitlis. Tatad skaitli 1 —x> un 1—y* nav negativi un nav lielaki ka 1 jeb 0<a <1
un 0<H<].
Ja 0<z<1, tad z>z*? = Jz>z. Tatad Va=a un b=b. Apskatot
vienadojumu Ja++b =a+b, redzam: ja Ja > a, tad Jb < b, kas ir pretruna ar
tikko pieradito. Tatad /a = a, no ka seko, ka /b =b.
Jz =z tad un tikai tad, ja z=0 vai z=1.

Jaa=+1-x?=0,tad x=+1.Jaa=+1-x* =1, tad x=0.

Tapat,ja b=+/1—y> =0,tad y=+1.Jab=4/1—-y* =1,tad y=0.
Tatad esam ieguvusi atrisinagjumus: (1;1), (I;,-1), (-1;1), (-1;-1), (1;0), (-10),
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A.R.12.4. levérojam, ka ZEBC un ZEFC balstas uz vienu un to pasu rinka linijas
loku CE, tatad ir vienadi (skat. A19. zim.). Tapat ZFCB un ZFEB balstas uz vienu
un to pasu rinka linijas loku BF), tatad art ir vienadi. No ta seko, ka ABSC ~ AFSE

BC SB

ec pazimes ¢/). Tapéc — =—.
(pec p )- Tap EF - SF

Al19. zim.
d71i01 piera AF  SF _
Lidzigi pierada, ka AASF~ACSD = ——=——. Tapat AESD~AASB =
CD SD
= % = % Sareizinot So vienadibu kreisas un labas puses iegiist vienadibu:

BC AF ED _SB SF SD .. BC AF ED |

EF CD AB SF SD SB EF CD AB
Tatad BC- AF - ED = EF -CD - AB , kas ar1 bija japierada.

A.R.12.5. a) Sanumur€jam virsotnes péc kartas ar skaitliem no 1 lidz 20. Monétu
parvietoSanu apzimésim ar i — j, kur monéta tiek parvietota no virsotnes i uz
virsotni j. Uzdevuma prasito var paveikt, piem&ram, $adi: izmantojam pirmos
gajienus, lai savaktu monétas no 1., 2., 3., 4., 5. virsotnes 3. virsotn€, bet monétas no
6.,7.,8.,9., 10. virsotnes — 8. virsotné:

e pirmaja gajiena 1 > 2 un 10 > 9;

e nakamajos divos gajienos 2 —3 un 9 — §;

e ceturtaja gajiena S—4 un 6 > 7;

e nakamajos divos gajienos 4 >3 un 7 —> 8.

Esam izveidojusi jau 2 kaudzites pa 5 monétam tajas. Lidzigi izmantojam nakamos
gajienus, lai savaktu monétas no 11., 12., 13., 14., 15. virsotnes 13. virsotng, bet
mongtas no 16., 17., 18., 19., 20. virsotnes — 18. virsotn&.

b) Atkal sanumur&jam virsotnes tapat ka a) gadijjuma un starp 1. un 20. virsotni
atzime&jam zalu punktu Z.

Ar § apzim&am monétu aiznemto virsotnu numuru summu (katras virsotnes numuru
ieskaitam tik reizu, cik taja ir monétu). Sakuma S=1+2+..4+19+20=10-21.
Apskatam, ka mainas S, veicot vienu gajienu:

e Ja kartgja gajiena Z Skérso divas monétas vai neSkeérso neviena, S nemainas jeb
mainas par 0-10 (viena parbide S palielina attiecigi par 19 vai 1, otra—
samazina attiecigi par 19 vai 1);

e Ja kartgja gajiena punktu Z skérso viena monéta, S mainas par 20 jeb par 2-10
(viena parbide S palielina par 19 un otra § palielina par 1 vai viena parbide S
samazina par 19 un otra S samazina par 1).

Tatad S vienmér ir 10-n. Ta ka sakuma » bija 21 un p€c viena gajiena n mainas par
0 vai 2, tad p&c patvaliga gajienu skaita n joprojam biis nepara skaitlis.

Ja visas mong€tas savaktu pa 4 monétam kaudzg, S dalitos ar 4, tacu 10-n, kur n —
nepara skaitlis nedalas ar 4. Tatad nav iesp€jams savakt visas monétas 5 kaudzg€s pa 4
monétam katra.
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A.V. LATVIJAS 60. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.V.9. Devita klase

AV.I.1. Ja x, un x, ir dota vienadojuma saknes, tad saskana ar Vjeta teorému
X, +x,=a’ un x,x, =b>.
Pienemsim, ka eksisté divi dazadi naturali skaitli y; un y,, kuriem biitu speka x, = y;
un x, =y;. Tad b* = ylys =(y,»,)’, tatad b= y,y, ir naturals skaitlis pie visam
naturalam y, un y, vértibam. Ta ka y; + y; =a”, varam izvéleties, pieméram,
y,=3 un y, =4, kad a =5. Esam ieguvusi vienadojumu x*> —5’x+12> =0, kura
saknes ir 3” un 47, tatad ir iespéjama uzdevuma dota situacija.

A.V.9.2. Ja caur punktiem B, M, O un N var novilkt rinka Iiniju, tad
ZNBM + ZNOM =180°, tatad ZNOM =90° (skat. A20.zim.). Ta ka OM ir
ANMC augstums un mediana, tad ANMC ir vienadsanu trijstiiris. Ta ka CN ir
bisektrise un vienadsanu ANMC lenki pie pamata ir vienadi, tad
ZACN = ZNCM = ZCNM . No ta seko, ka AC||MN, jo iek$gjie Skérslenki ir
vienadi. Ta k& AM ir bisekirise un AC|| MN, tad ZNAM = ZCAM = ZAMN .
Tatad AMNA ir vienadsanu trijstiiris, jo lenki pie pamata ir vienadi.

Esam ieguvusi, ka AN =MN =MC, tatad ANMC ir vienadsanu trapece.
ZNAC = ZMCA ka lenki pie vienadsanu trapeces pamata, tapéc AABC ir
vienadsanu taisnlenka trijsturis un £LBAC = ZNAC =45°.

B

o

A C
A20. zim.

A.V.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka nevar but
vairak ka 5 péc kartas sekojosi skaisti skaitli.
Aplikosim tadus 11 péc kartas sekojoSus naturalus skaitlus no & Iidz
k +10 (ieskaitot), ka skaitla k ped€jais cipars ir 1. Skaitlis £ beidzas ar 1 un dalas ar
1; k+4 beidzas ar 5 — tatad dalas ar 5; skaitlis £ +10 arT beidzas ar 1. Tatad skaitli
k, k+4 un k +10 nav skaisti.
Starp kun k +4 ir 3 skaitli; starp £ +4 un k£ +10 ir 5 skaitli. Tap&c nevar bt vairak
ka 5 péc kartas sekojosi skaisti skaitli.
Otrkart, paradam, ka var biit 5 péc kartas sekojosi skaisti skaitli. Pieme&ram, 866, 867,
868, 869, 870.
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A.V.9.4. No astonam divu taisnstiiru virsotném vienlaicigi otram taisnstiirim var
piederet 0, 2, 3, 4, 5, 6 vai 8§ virsotnes, skat., piem., A21. zZim.

0 2 3 4 5 6 8

A21. Zim.
1. Pieradisim, ka otram taisnstiirim nevar piederet tiesi viena virsotne.
Pienemsim pretgjo, ka $ada (ipasa) virsotne tomér atrodas — ta ir vieniga no astonam
virsotn€m, kas vienlaicigi pieder abiem taisnstiiriem.
Apskatisim  gadijumu, kad ipasa  virsotne atrodas otra  taisnstiira
iekSpuse (skat. A22. zim.).

e

A22. 7Zim.
Aplikosim, kur var atrasties tas divas virsotnes, kuram ar ipaso virsotni ir kopiga
mala. Vienai virsotnei V_ jaatrodas uz tas pasas horizontales, uz kuras atrodas ipasa
virsotne. V_ nevar atrasties otra taisnstiira iek§pus€ vai uz ta malas, jo tad ar1 V_ biitu
ar mekleto Tpasibu. Citai virsotnei V jaatrodas uz tas paSas vertikales, uz kuras
atrodas ipasa virsotne. V, nevar atrasties otra taisnstiira iekSpus€ vai uz ta malas, jo
tad arT V/, butu ar min&to TpaSibu. Tatad gan V, gan V atrodas arpus otra taisnstira.
Bet tada gadijuma pirma taisnsttra (kura tris virsotnes ir ipasa virsotne, V, un V)

iekSpus€ atrodas kada no otra taisnstiira virsotném (A). Tatad Saja gadijuma otram
taisnstirim nevar piederét tiesi viena virsotne.

Apskatam otru gadijumu, kad pasa virsotne atrodas uz otra taisnstiira kontiira. ST
virsotne nevar sakrist ar kadu no otra taisnstiira virsotném, jo tad arT otra taisnstura
virsotnei, ar kuru sakrit ipasa virsotne, biitu speka §1 1pasiba, t. 1., biitu vismaz divas
virsotnes ar minéto 1pasibu. Tatad atliek apskatit gadijumu, kad ipasa virsotne
atrodas uz otra taisnstura kontiira, bet nesakrit ar kadu no ta virsotném. Varam
pienemt, ka ta atrodas uz otra taisnstiira vertikalas malas (otrs gadijums, kad ipasa
virsotne atrodas uz horizontalas malas — Iidzigs). Aplikosim to virsotni V_, kurai ar
ipaso virsotni ir kopiga mala un ST virsotne atrodas uz tas paSas vertikales, uz kuras
atrodas 1pasa virsotne(skat. A23. zim.). Ja virsotne V_ ar atrodas uz otra taisnstiira
konttira, tad abiem taisnstliriem ir divas kopigas virsotnes. Tatad virsotnei V_

jaatrodas arpus otra taisnstiira kontiira. Bet tada gadijuma uz pirma taisnstiira kontiira
(kura divas virsotnes ir ipasa virsotne un V ) atrodas kada no otra taisnstiira

virsotném (4).
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A23. Zim.
Tatad ar1 Saja gadijuma nevar bt tiesi viena virsotne, kas pieder otram taisnstiirim.
Esam pieradijusi, ka abiem taisnstiiriem vienlaicigi nevar piederét tieSi viena
virsotne.
2. Pieradisim, ka otram taisnsttirim nevar piederét tiesi septinas virsotnes.
Ieviesisim koordinatu sisttmu un apskatisim doto taisnstiiru virsotnu koordinatas.
Piepemsim, ka viena taisnstira ABCD virsotnes ir ar koordinatam A(x,; y,,),
B(x,5 y,), C(x,55 y,,) un D(x,,; y,,) un ir speka sakaribas x,, <x,, un y,, <y,
(skat. A24. zim.), bet otra taisnstira KLMN virsotnes ir ar koordinatam K(x,;; y,,),
L(xy15 ¥50) s M(Xp5 yyy) un N(xp5 ¥,,) -
A)

B(x,;; ¥1n) C(x15 V12)

A(x,,5 ) D(x,,; y,)

v

A24. zZim.

Pienemsim pret&jo — ir iesp&jams divus taisnstlirus novietot ta, ka tiesi septinas no
astonam virsotném vienlaikus pieder ari otram taisnstirim. Sis apgalvojums ir
lidzvertigs apgalvojumam, ka var novietot divus taisnstiirus ta, ka tieSi viena no
astonam virsotném nepieder otram taisnstirim. Varam pienemt, ka S§1 vieniga
»hepiederosa” virsotne ir virsotne M(x,,; ¥,,).
Tatad virsotnu koordinatas vienlaicigi saista Sadas sakaribas:
X, Sxy <X, un y, <y, <y, (o K(x,,; y,,) pieder taisnstirim ABCD) (1)
X, Sxy <X, un <y, <y, Jo L(x,; y,) pieder taisnstirim ABCD)  (2)
X SXp <X, un Yy, <y, <y, (o N(x,,5 v,,) pieder taisnstirim ABCD)  (3)
No (2) un (3) nosacijumiem seko, ka vienlaicigi

X S Xy SXpp UN Y Sy SV,
tatad ar1 virsotne M (x,,; y,,) pieder taisnstirim 4BCD. Esam ieguvu$i pretrunu,
tatad pien@mums, ka tieSi viena virsotne nepieder otram taisnstiirim, ir aplams, tapéc
tiesi septinas no astonam abu taisnstliru virsotném nevar vienlaikus piederét art otram
taisnstairim.
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A.V.9.5. a) Ja n =35, tad var panakt, ka visas rutinas ir viena krasa. A25. zim. paradits
piemérs, kura ar treknaku Iiniju apvilktas riitinas, kuram tiek mainita krasa viena
gajiena, lai nokrasotu visas riitinas viena krasa.

> > >

A25. zim.

Piezime. Galarezultatu nosaka tikai tas, cik reizes katrai riitinai ir mainita krasa, nav
svarigi, kada seciba gajieni tiek izdariti.

b) Ja n =3, tad nav iespgjams, ka visas rutinas nokrasotas viena krasa. Katra riitina
terakstisim skaitli 1 vai 2 ka redzams A26. zim.:

1 {1 ]2|1]1

211 )1112]1

L {2]11|1]2
A26. zZim.

Sakuma skaitlu summa melnajas ritipas ir 11. Pilniba baltam laukumam (nav
nevienas pelékas rutinas) §1 summa ir 0, bet pilniba melnam laukumam ta ir vienada
ar visus ierakstito skaitlu summu, t. 1., 20.

Mainot krasojumu jebkuras tris secigas riitinas, skaitlu kopsumma iekrasotajas
rutinds mainas (palielinas, samazinas vai nemainas, t.i., izmainas par 0) par para
skaitli: (1+1)—2=0 vai (1+2)—1=2. Ta ka no nepara skaitla 11, tam pieskaitot
vai atnemot para skaitlus, nevar iegit para skaitli, tad uzdevuma prasibas izpildit
nav iespgjams.

A.V.10. Desmita klase

A.V.10.1. Apzimésim b+c—a=2x, a+c—-b=2y un a+b—c=2z,tatad a=y+z,
b=x+zunc=x+y.
Ta ka a, b, c ir trijstiira malu garumi, tad x, y, z ir pozitivi skaitli. Lietojot ieviestos
apzim&jumus un katru dalu parveidojot par divu dalu summu, doto nevienadibu var
parrakstit:

y+z+x+z+x+y:l 1_’_{ +(£+fj+ i_,_l >3 (%)
2x 2y 2z 2\{x y X oz y z

Pieradisim, ka patvaligiem pozitiviem skaitliem x un y ir speka nevienadiba

X YsH (*%)
X

Ta ka skaitl]a kvadrats vienmer ir nenegativs skaitlis, tad:
(x-=9)"20 = x*-2xp+y>2>0,

x>+ 7y’ >2xy | :xy >0
2 2

Ty o Vs
Xy Xy y X
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Pielietojot katrai izteiksmeli, kas pieradamaja nevienadiba (*) ir iekavas, nevienadibu
(**), ieglistam

(3 () (s

Nevienadiba (*) ir patiesa, tatad patiesa ir art uzdevuma dota nevienadiba.

A.V.10.2. Apzim&jam dotas vertibas ar x, tad

X X X
a—-a,=*x,a,—-a,=*—,a,—a,=*—, ..., a,y—a, =F—.
2 3 20
Saskaitam So vienadibu labas un kreisas puses:
X X
a,—a,+a,—a,+ta;—a,+..+a,,—a, =txt—+. . +t—
2 20

Ievérojam, ka vienadibas kreisaja pus€ visi saskaitamie saisinas, bet vienadibas
labaja pusé visiem saskaitamajiem ir kopigs reizinatajs x. legiistam

X ilili...ii =0.
2 20

Ja x # 0, tad izteiksmei, kas ir iekavas, ir jabiit vienadai ar 0. Izsakot izteiksmi, kas
o o o . . _. |
ir iekavas, ka racionalu skaitli ar mazako iesp&jamo sauc&ju, saskaitamaja iE

skaititajs nedalisies ar 19, jo 19 ir pirmskaitlis un skaititaja nav reizinataja 19, bet
visos citos — dalisies, jo pargjiem saskaitamajiem jabut papildreizinatajam 19, lai
varétu summu uzrakstit ka vienu dalu. Tapéc kopé¢jais skaititajs ar 19 nedalisies, un
dala biis nesaisinama. Tatad ta nav vesels skaitlis, tapec nav ar1 0. Atliek iesp€ja, ka
x=0un a, =a, =a, =...= a,,, kas ar1 bija japierada.

A.V.10.3. Ar E apzim&sim no virsotnes 4 vilkta augstuma pamatu, ar F' — malas BC
viduspunktu (skat. A27. zZim.). Pieradisim, ka D atrodas starp £ un F (vai ar tiem
sakrit, ja ABC ir vienadsanu trijsturis).

4
N M
¢ ED F B
A27. Zim.

Ja AC = AB, tad punkti £, D un F' sakrit.
Ja malas ir dazadas, tad varam pienemt, ka AC < AB (otru gadijumu analiz€ [1dzigi).

Ta ka AD ir bisektrise, tad no bisektrisu 1pasibas seko, ka C—D = £ <l= 2 , tatad
DB AB FB

D ir pa kreisi (skat. A27. zim.) no punkta F.
Lietojot  Pitagora  teorému  trijstiriem CAE un  BAE,  iegiistam

CE® AC® - AE’ *)
EB®  AB’ - AE*

AC* —4AE* AC?
2 2 < 2
AB® - AE* 4B

. (**)

Paradisim, ka ir speka noveért€§jums
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Ta ka abi saucgji ir lielaki par 0, tad nevienadibas abas puses reizinam ar
(AB* — AE*)- AB*:
(AC? — AE*)- AB* < AC* -(AB* — AE?).
Veiksim ekvivalentus parveidojumus:
AC? - AB* —AE* - AB> < AC* - AB*> — AC* - AE?

—AE? - AB* < —AC* - AE? \:AE2 >0
—AB* <—-AC* | -(-1)
AB* > AC?

P&c pienémuma AB > AC, tatad iegita nevienadiba ir patiesa un ari sakotng&jais
AC® —4AE* AC?

novertéjums < Ir pareizs.
! AB? — AE*  AB? P
CE* AC?
No (*) un (**) iegiistam, ka < .
(*) un (**) iegt IR E

CE® AC®  AC CD
< un =

EB® 4B’ AB DB

pa kreisi no punkta D.

EM 1ir taisnlepka trijstira AEB mediana, tapéc EM = AM = MB . Lidzigi EN ir

taisnlenka trijstira AEC mediana, tapeéc EN = AN = NC. Tatad AANM = AENM

(p€c pazimes mmm), no kurienes seko, ka /NAM = ZNEM .

Ta ka N, M un F ir attiecigi malu AC, AB un BC viduspunkti, tad p&c trijstiira

viduslinijas 1pasibas seko, ka AN = FM un AM = FN . Tatad AANM = AFMN

(péc pazimes mmm), tapeéc LNAM = ZNFM .

Tatad LNEM = ZNAM = ZNFM , tapéc caur punktiem E, N, M un F var novilkt

rinka Itniju (skat. 1.V.10.3.).

Ja punkti E, Fun D sakrit (A4ABC — vienadsanu), tad ZNAM = ZNDM .

Ja E un F ir dazadi punkti, tad D atrodas rinka iekSpus€ uz hordas EF, tatad

4ZNDM > Z/NEM = ZNAM .

Tatad ir pieradits, ka ZMDN > NAM = ZBAC.

A.V.10.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam pieméru, ka ar 5
dienam pietiek, lai izpilditos uzdevuma prasibas. Apzim&jam muzikus ar 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, tad viens no iesp&jamiem uzstasanos grafikiem ir, pieméram,

1. diena: 1,2, 3,4

2.diena: 1,5,6,7

3. diena: 2, 5,6, 7

4. diena: 3,5, 6,7

5.diena: 4, 5, 6, 7.
Otrkart, pieradisim, ka ar 4 dienam nepietiek. Ja festivala ir 4 dienas, tad kopa ir
4-4 =16 uzstasanas. Ta ka ir 7 miiziki, tad noteikti ir kads muzikis, kas uzstajies ne
vairak ka 2 dienas. Pienemsim, ka tas ir muzikis 1. Lai 1 butu uzstajies kopa ar katru
citu miiziki, nepiecieSams, lai vins viena diena muzic€ kopa ar vieniem tris miizikiem
un otra diena — kopa ar trim pargjiem mizikiem. Pieméram, pirmaja diena vins
uzstajas ar 2, 3 un 4 un otraja diena —ar 5, 6 un 7.
Ir vel 2 dienas, kad uzstajusies 2, 3, 4, 5, 6, 7 (kaut kadas kombinacijas). Vismaz
viens no viniem ir uzstajies tikai viena no §Tm divam dienam. Pienemsim, ka tas ir 2.
Lai vin$ butu uzstajies kopa ar katru citu miiziki, nepiecieSams, lai $aja diena vins
muzic€tu kopa ar 5, 6 un 7.

Ta ka , legiistam, ka CE < D . Tatad punkts E atrodas
EB DB
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Ja atliku$aja ceturtaja diena neuzstajas kads no mizikiem 3 vai 4, tad vin$ nebis
muzicgjis kopa ar 5, 6 un 7. Savukart, ja atlikuSaja diena uzstajas gan 3, gan 4, tad
noteikti neuzstajas viens no muzikiem 5, 6, 7, tad $is miizikis nav uzstajies kopa ar 3
un 4. Tapéc ar 4 dienam nepietiek.

V.10.5. Pienemsim, ka ir izdevies kvadratu ar izm&riem 9 x 9 rutinas sagriezt uzdevuma
prasitajas figiiras. Simetrijas d€] var uzskatit, ka $aja sadalijuma staritis ir orientéts

tiesi ta ka redzams zZim&uma: Hj (Ja ta nav, varam kvadratu pagriezt ap centru ta,
lai stiritis nonak Sada stavokli.) Izkrasosim kvadratu ar izmériem 9x9 ritinas tris
krasas, ka paradits A28. zim.

A28. zZim.

Ta ka kvadrata ir 81 riitina, tad katra krasa ir iekrasots vienads ritinu daudzums — pa
27 katra krasa. Katrs taisnstiiris ar izmériem 2 x3 ritinas parklaj tiesi divas katras
krasas rutinas, tatad 13 $adi taisnstiiri kopa parklaj pa 26 katras krasas rutinam. Tatad
stiritim japarklaj atlikusas visu tris krasu ratinas. Ta ka stiritis parklaj divas vienas
krasas rutinas, tad prasitais sadalijums neeksistg.

A.V.11. Vienpadsmita klase

A.V.11.1. 1. risinajums. Parveidosim doto izteiksmi:

ab+ac+ad +bc+bd+cd—a* —-b* —c* —d* =
_a’+b’+c? +d’ +2ab+2ac+2ad +2bc+2bd +2cd

8
_33>c12+3bz+3c2+3a’2 —2ab —2ac —2ad —2bc —2bd —2cd
8
3 (a+b+c+d)’ _3(a—b)2+(a—c)2 +(a-d) +(b-c) +(b-d) +(c—-d) (<)
8 8 B

*) 282
Jlat b +86’ +d)” _ % =8, kas arf bija japierada.

Nevienadiba (*) tika izmantots fakts: ja tiek atmests negativs saskaitamais, tad
izteiksmes vertiba palielinas.

2. risinajums. Parveidosim doto izteiksmi:
ab+ac+ad+bc+bd+cd—a* —b*—c*—d* =
B a’+b*+c* +d? +2ab+2ac+2ad +2bc +2bd +2¢cd 3

(@*+b”>+c* +d*) =

2 2
_(a+b+c+d)’ _3a2 +b*+c*+d?  (a+b+c+d)’ 3. a’+b> +c* +d’ ©
2 2 4 B
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=32-24 =8, kas ar1 bija

J 2

(%) 2 2 2 . 2
S(a+b+c+d) _3'2'(a+b+c+dj :82 3.2-8

japierada.
Lai iegttu nevienadibu (**), tika izmantota nevienadiba starp vid&jo kvadratisko un

2 2 2 2
aj +a, +ay+...+a, a,+a,+a;+.+a,

vidgjo aritmétisko (Q > 4): \/
n n

A.V.11.2. Izmantosim matematisko indukciju, lai pieraditu, ka a, =i, i=1,2,..,n.
Indukcijas baze. Ja n =1, tad iegiistam a; = a;, no kurienes a, =1.
Induktivais pieneémums. Piepemam, ka jau pieradits, ka a, =i pie i =1,2,.... k.
Pieradisim, ka ir speka induktiva pareja:
a +..+a +a,,=(a +..+a, +a,). *)
Atverot iekavas, ieglistam
(@ +..+a)+a,, =(a +..+a,) +2a,,(a +..+a)+a;,.
Izmantojam vienadibu (*), ieglistam: a;,, = 2a,,,(a, +...+a,) +a;,, . (**)

Izmantojam induktivo pienémumu un parveidojam izteiksmi:

a +a,+..+a, =1+2+..+k= k(k;l).

Ievietojot ieglito sakaribu izteiksmé (**) un izdalot vienadibas abas puses ar «a,,,,

iegiistam a; , =k(k+1)+a,,,.
Parnesam visus saskaitamos uz vienu pusi un apskatam kvadratvienadojumu attieciba
pret mainigo a, ., :

Ay =, —k(k+1)=0.
Izmantojot Vjeta teorému, iegistam, ka a,,, =—k vai a,,, =k+1. Ta ka virkne
sastav no pozitiviem skaitliem, der tikai otra iesp&ja. Tatad ar matematisko indukciju
esam pieradijusi, ka a, =i, i=12,...,n.
Tatad uzdevuma mekl&ta skaitlu virkne ir 1, 2, 3, 4, ... un ta ir vieniga virkne, kurai
izpildas uzdevuma nosacijumi.

A.V.11.3. No dota seko, ka AATB ir vienadsanu un £TAB = ZTBA (skat. A29. zim.).

) \
\—/Q
a) A29. zim.

ZBTP = LZTAP (péc hordas — pieskares un ievilkta lepka ipasibam), tapéc
Z4BTP = ZTBP un ABPT ir vienadsanu, t. 1., TP = BP . (1)
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No ta, ka AATB ir vienadsanu un TM — augstums, kas vienadsanu trijstiirT ir ari
mediana, seko, ka AM = MB . No ta un no MQ 1 AB savukart seko, ka ABQA ir

vienadsanu taisnlepka trijstiiris, jo mediana ir arm augstums. Tapéc
/BAQ = ZABQ =45°. Ta ka ZPTQ = ZPAQ (ka ievilktie lenki, kas balstas uz
vienu loku PQ), tad ZPTQ = ZPBQ.

No ta, ka ZBTP = ZTBP un ZPTQ = /ZPBQ, seko, ka /BTQ = ZTBQ . Tapéc
ATBQ ir vienadsanu un 70 = BQ . (2)

No (1) un (2) seko, ka ATPQ=ABPQ (péc pazimes mmm). Tapec
ZTQP = ZBQOP (3).

No 4BMQ = ZBPC =90° izriet, ka PC||TQ . Tapeéc LQPC = ZTQP ka ieksgjie
Skérslenki. Savukart ap @, P, B un C var apvilkt ripka Imiju, jo
/ZBQC = ZBPC =90° (skat. 1.V.10.3.). Tadel saja rinka Inija LZQPC = ZQBC (4)
un LPQOB = ZPCB (5) abos gadijumos ka legki, kas balstas uz vienu loku. No (3),
(4) un (5) iegiistam, ka ZQBC = ZPCB.

Talak £ACP =180°— ZPAC — ZCPA =180°—-45°—-90° =45° = LABQ, jo trijstiira
ieksgjo lenku summa ir 180°.

legtustam, ka ZOBC+ ZABQ = ZPCB+ ZACP jeb ZABC = ZACB (trijstir1 pret
vienadiem lepkiem atrodas vienadas malas), no ka seko 4B = AC, kas arT bija
japierada.

A.V.11.4. Katram naturalam 7 aplikosim virkni {Gl. },i >1, kur G, ir atlikums, ko
ieglist F, dalot ar n.

Ja n =1, tad katrs Fibonaci virknes loceklis dalas ar n.

Ja n>1,tad F, un F, atlikums, dalot ar n, ir 1, tatad G, =G, =1.

Aplikosim virknes G 1pasibas:

I Virkne {G,} ir periodiska. Pamatojums: Katrai fiksétai n vertibai virknes {G,}
elementi var piegemt vertibas no 0 lidz n—1, tatad divu secigu elementu paris var
piepemt n° dazadas vertibas. Ta ka virkne ir bezgaliga, tad kads no pariem
atkartosies, un ta ka divi secigi virknes {G,} elementi viennozimigi nosaka visus
talakos virknes elementus, tad virkne {G,} bus periodiska.

II Virknei {G,} nav priekSperioda. Pamatojums: Ta ka no katriem diviem Fibonaci
virknes locekliem viennozimigi var iegtit visus ieprieks€jos (F, , =F, —F_,, i 2 3),
arT no katriem diviem secigiem virknes {G,} elementiem viennozimigi var atjaunot
ieprieksgjos elementus, tapec virknei {G,} nav priekSperioda.

No I un II seko, ka virkné {G,} noteikti ir tads k, ka G, =G,,, =1, k>2, tad
G, , =G,, —G, =0. Tatad noteikti eksisté tads Fibonaci virknes loceklis F_,, kas
dalas ar n.

A.V.11.5. a) Pienemsim pretgjo, ka ir 2 pils€tas, 1sakais celS starp kuram iet caur vismaz
cetram citam pilsétam. Tad $aja cela noteikti ir 2 tadas pilsétas, starp kuram Tsakais
cels iet tiesi caur 4 citam pilsétam.

Apzimésim S§1s 2 pilsétas ar 4, un 4, bet Cetras pilsétas starp tam —ar 4,, 4,, 4, un
A, (skat. A30.zim.). Ja kada cita pilséta B ir savienota ar 4 vai vairak no

A, A4,, ..., A, tad So pils€tu var izmantot, lai ,,saisinatu” 1sako celu starp 4, un A;.
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Pieméram, A30. zim. redzamaja gadijuma posmu A, — 4, — A, — A5 var aizstat ar
A, — B— A,. Tapéc $ada situacija nav iesp&jama.

Ay Ay A3 Aq As As
[ @

B A30. zim.

Tapéc katra cita pilséta B var biit savienota ne vairak ka ar 3 no 4, 4,, ..., 4. Lidz
ar to, celu skaits ir ne vairak ka:
e Scelicelano 4, uz A4;;
e pa 3 celiem no Kkatras citas pilsétas B,,i=1,2,3,4,uz 4,, 4,, ..., A, (kopa, tas
var dot 4-3 =12 celus, jo ir 4 citas pilsétas B).
e 06 celi starp pargjam 4 pilsétam B,, B,, B,, B,, jo no 4 pilsétam var izveidot
(4-3):2 =6 pilsétu parus.
Tatad ir ne vairak ka 5+12+ 6 =23 celi. legtta pretruna ar doto, ka ir 24 celi. Tatad
ir iesp&jams aizbraukt uz katru citu pilsétu, izbraucot caur ne vairak ka 3 pilsétam.
b) Ja A4,,4,,..,A; savieno, ka paradits A30. zim., katru citu pilsétu
B, i=12,3,4, savieno ar 4,, A; un Ag un katras 2 pilsétas B, un B, savieno
sava starpa, tad izveidojas 23 celi un 1sakaja cela starp 4, un A, ir 4 pilsétas (taja
noteikti jabuit A4,, A4;, A4, un vél vienai pilsetai starp 4, un 4,). Tatad 23 celu
gadijuma ne vienmér no katras pilsétas ir iesp&jams aizbraukt uz katru citu caur ne
vairak ka 3 pilsétam.

A.V.12. Divpadsmita klase

AV.12.1. Varam apzimét x, =2cosq;, i=1,2,.,n, jo —1<cosa <1, tatad
—2<2cosa<2.
Ieveérojam, ka
cos3a = cos(2a + a) = cos2a cosa —sin 2asina = (2cosa —1)cosa —2cosasin’ @ =

=2cos’ a —cosa —2cosa(l —cos® ) =4cos’ a —3cosa

no kurienes 2cos3a =8cos’ @ —6cosar, tatad 2cos3a+6cosa =8cos’ a =
=(2cosa)’ =x’.
Tapéc x; +x; +...+x =(2cos3a, +...+2cos3a, ) +3(2cosa, +...+2cosa, ).
Ta ka otras iekavas izteiksme ir 0, jo péc dota x,+x,+..+x, =0, tad
X, +X; +...+x =2cos3a, +...+2cos3a, .

[zmantojam modulu 1pasibu |a + b| < |a| + |b| un kosinusa funkcijas ierobezotibu:

3 3
x4t x)

= |2cos3a1 +.t 2cos3an| < |2cos3al| + ...+|2cos3an| <2n,
kas ar1 bija japierada.

A.V.12.2. Apskatam virknes, kuram vismaz viens no koeficientiem p vai ¢ ir lielaks
neka 1 jeb p+¢g > 2. Izmantojot matematisko indukciju, pieradisim, ka visi virknes

{a,} locekli dod atlikumu 1, dalotar p+¢g—1 (taka p+g>2,tad p+g—-1>1).
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Indukcijas baze. a, = a, =1, tatad atlikums, dalottosar p+¢—1, arTir 1.
Induktivais pienémums. Pienemam, ka katram i <k dotas virknes loceklis a, dod
atlikumu 1, dalotar p+¢g—1.

Induktiva pareja. Apskatam virknes locekli a,,, péc modula p+¢g—1:

Saskana ar induktivo pienémumu, g, un a, , dod atlikumu 1, dalotar p+¢q—1.
Tatad a,,, =p-a,+q-a;,, =, P l+ql=p+qg=(p+q-D+1, ti, a,,, arl
dod atlikumu 1, dalotar p+¢q —1.

Tatad, ja p+g>2, ir tada n vértiba n= p+¢g—1, kurai neviens virknes {a,}
loceklis nedalas ar n.

Ta ka zinams, ka katram naturalam skaitlim » eksist€ tads virknes loceklis a, , ka a,
dalas ar n, tad nevar biit p +¢g > 2. Bet p un ¢ ir naturali skaitli, tatad p =g =1.
Piezime. Pie p =g =1 tiek iegtta Fibonaci skaitlu virkne, kurai min&tas ipasibas
pieradijums dots uzdevuma V.11.4. risinajuma.

A.V.12.3. 1) Izmantosim $adas 1pasibas:
e jadiviem trijstiriem ir vienadi augstumi, tad pamatu garumu attieciba ir vienada

ar trijstiiru laukumu attiecibu, jo S, = %ah ;

a?d

e trijstira medianas krustojas viena punkta un krustpunkta dalas attieciba 2:1
skaitot no virsotnes (medianu Tpasiba).

2)Taka OC:OF =2:1,tad S, =S, =2:1, tatad S, =%SOAC.

Taka AG = CGzéAC, tad Sy, = Soue =%SAOC.

Tapec So.r = Souc = Sogc -
Lidzigi iegastam, ka S, =Sp,c =Soce = Sosx = Sors =Sock =95 -
3) Vienlielus trijstiirus apzim&sim ar vienadiem cipariem, mis interesgjosos trijstiirus
atzimesim ar x un y (skat. A31. zim.).
A

4) Ta ka SADO = SOAG _SADG =5 _Sl :SOGC _SCDG :SODC’ tad SADO = SODC’
tatad S, =S5, +S5;. (1)
Lidzigi S, = Sops, tatad S; =S, +S,. (2)
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5) Izmantojam 1pasibu par trijstiira laukumu attiecibam:
SAPC _Q _ SDPC SADC _ SAPC _SDPC _ CP CP

= = = ==
SAPB PB SDPB SADB SAPB - SDPB PB CB-CP
Sus _BQ _ BO
S, CO CB-BQ
CP S 5 28, 28,

S .
6) Taka CP = BQ , tad —42€ = = jeb = .
S.,s CB—CP S, S, +28° S, +28

Lidzigi iegiistam, ka

levérojot, ka S, =S ,06 =S,op =S =S, un S, =8, =S zr =S —8,, leglstam,
Ka 28, _ 28, .
3§ -8, 385"-8,
Tatad S, =S, = S,=5,. ()
7) No medianu 1pasibas seko, ka S,,, =25, un S, =25, tad
S;+8, =28, (4
S,+8.=25,. (5

S S
8) Lidzigi ka 5) un 6) punkta ieglistam —22 = —4<

AKJ SAHK
28, +8, 285+,
Sy+8,+8  S,+85,+,;

Izmantojot vienadibas (4) un (5), iegistam:
28, 1+ S, _ 28, ;SS e
S3+Sy+E(S3+Sy) Sz+5x+5(52+5x)

25, +S, 28+,

3 -3 '
E(Ss +S,) E(Sz +5,)

Pareizinam abas puses ar % un ievietojam S5 =S,—-S mno (1) un §;=5,-5,
no (2):
25,+8, -8, 25 +8,-S,
S;+8S, S, +S,
No (3) ievietojam S, =S, un S, =S,
25,+8,-8, 285 +S,-S,
S, +S, S, +S,

9) Izmantojam proporcijas pamatipasibu (% =§ = ad = bc) un atveram iekavas:

28,8, +S; -8,8,+28,5,+8,5, -8 ,§, =255, + S;-S.8, + 28,8,+8,8,-S.S,
28,8, +25,8,-28,§,-25,5,=0.
Izdalam abas vienadibas puses ar 2 un sadalam vienadibas kreiso pusi reizinatajos:
(8, +85,)-8,(5,+5,)=0,
(S, +5,)(S, ~S,)=0.
Lai reizinajums biitu 0, kadam no reizinatajiem jabut 0.
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Taka S, +5, #0, jo tie ir trijsturu laukumi, tad jabat S, -5 =0 jeb S, =S , kas
ar1 bija japierada.

A.V.12.4. a) To var izdarit, pieméram, izvietojot skaitlus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 pa apli
péc kartas.
Ta ka mums svarigs tikai atlikums, dalot ar 7, tad vajadzibas gadijuma péc 7
sekojoSos skaitlus 1, 2, 3, ... varam aizvietot ar 8, 9, 10, ... un uzskatit, ka visas
blakusesoso skaitlu summas ir secigu naturalu skaitlu summas:

m+(m+1)+"'+(m+d_l):W:W“_@'

Pie fikséta d, panemot divus dazadus m: m, <m,, So vértibu atlikumi nevar sakrist,
jo to starpiba (m, —m,)d ar 7 nedalas (d ir skaitlis no 2 Iidz 6, un (m, —m,) —
skaitlis no 1 lidz 6). Tapéc visam dazadam m vértibam no 1 Iidz 7 visi atlikumi ir
dazadi, tatad katrs no tiem paradas tiesi vienu reizi.

b) To nevar izdarit. Nevar pat panakt, lai aprakstita 1pasiba izpilditos pie d =2, jo
visu dazado divu blakuseso$o elementu summu summa ir 2-(1+2+...4+8) =72, kas

dalas ar 8, bet visu iesp&jamo atlikumu, dalot ar 8, summa ir 0+1+2+...4+7 =28,
kas ar 8 nedalas.

A.V.12.5. leverojiet: ja uzdevuma prasibas var izpildit ar 99 ierices lietojumiem, tad ar
100 lietojumiem to arT var izdarit, tapec dosim risinajumu b) gadijumam.
Ar matematisko indukciju pieradisim: ja ir n kreditkartes, (n > 5), tad ar n—1 ierices
lietojumiem pietiek, lai atrastu gan kreditkarti ar vislielako naudas summu, gan
kreditkarti ar otro lielako naudas summu.
Induktiva baze: pieradisim, ka starp 5 kreditkartem ar 4 ierices lietojumiem var atrast
kreditkarti ar lielako naudas summu.
Apzimésim kreditkartes ar 1, 2, 3, 4, 5. Pienemsim, ka kreditkart€ 1 ir vislielaka
naudas summa, kreditkart€ 2 — otra lielaka, utt., kreditkart€ 5 — starp §Tm piecam ir
vismazaka naudas summa.
Iesp&jami 5 veidi, ka lietot ierici:
e ievieto 1, 2, 3, 4. Ierice pazino — 2;
e ievieto 1, 2, 3, 5. lerice pazino — 2;
e ievieto 1, 2, 4, 5. Ierice pazino — 2;
e ievieto 1, 3, 4, 5. Ierice pazino — 3;
e ievieto 2, 3, 4, 5. lerice pazino — 3.
Tatad ierice vienmér pazinos 2 vai 3. Tapéc iesp&jams $ads algoritms kreditkarsu 1
un 2 identific€Sanai:
e ievietosim iericé jebkuras 4 kreditkartes. Pienemsim, ka ierice pazino A. Tad
A=2 vai A=3;
e izméginasim visas Cetru kreditkarSu kombinacijas, kas satur 4 (tadu pavisam ir
4, un viena no tam jau ir izm&ginata).
Ir iesp€jami 2 gadijumi:
= ja trijos no Cetriem gadijumiem ierice pazino A, tad 4=2. 1 ir kreditkarte,
kas nebija ievietota iericé vienigaja gadijuma, kad ierice nezinoja 2 (tad bija
ievietotas kreditkartes 2, 3, 4, 5);
= ja divos no Cetriem gadijumiem ierice pazino A, tad 4 =3. 2 ir kreditkarte,
ko ierice pazino par€jos divos gadijumos. 1 ir kreditkarte, kas nebija
ievietota iericé taja reiz€, kad iericé bija gan 2, gan ari 4 =3, un ierice
pazinoja 4=3.
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Induktivais piepémums: pienemsim, ka starp 5 <k <n kreditkartém, lietojot ierici
k —1 reizi, var noteikt kartes ar vislielako un otru lielako naudas summu.
Induktiva pareja: ja mums ir n +1 kreditkarte, tad:

o izvelesimies n kreditkartes (visas, atskaitot karti X). Saskapa ar induktivo
pien€mumu, starp tam ar n—1 ierices lietojumu var atrast kreditkartes 4 un B,
kas satur lielako un otro lielako naudas summu starp $m » kreditkartém;

e 1n-taja ierices lietoSanas reizé ievietosim iericé kreditkartes X, 4, B un jebkuru
citu kreditkarti. Iesp&jami $adi varianti:

= jerice pazino, ka otra lielaka naudas summa ir karté B. Tad kreditkarté X ir
mazak naudas neka kreditkarte€s 4 un B, tatad 4 un B joprojam paliek kartes
ar vislielakajam naudas summam;

* jerice pazino, ka otra lielaka naudas summa ir karteé 4. Tad kreditkarte X ir
visvairak naudas, karté 4 ir otra lielaka naudas summa;

* jerice pazino, ka otra lielaka naudas summa ir karte X. Tad karte A4 ir
visvairak naudas, bet karté X — otra lielaka naudas summa.
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A.A. LATVIJAS 37. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.A.9. Devita klase

A.A9.1. a) Ja, skaitlus no 1 Iidz 10 ir iesp&jams sadalit piecos paros ta, lai katra para
skaitlu summa ir atSkirigs pirmskaitlis. To var izdarit §adi: 1+6=7, 2+3=5,
4+7=11,5+8=13 un 9+10=19.

b) Aplikosim, kadus pirmskaitlus var iegiit no dotajiem 20 skaitliem, summgjot tos
pa pariem. Mazakais pirmskaitlis, ko iesp&jams izveidot, ir 1+2 =3, bet lielakais —
20+17=19+18=37. Tatad, izmantojot skaitlus no 1 lidz 20, var izveidot 11
pirmskaitlus: 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Ta ka katram skaitlu parim javeido atSkirigs pirmskaitlis, tad visu 20 doto skaitlu
summai jabiit vienadai ar 10 iesp&jamo pirmskaitlu summu. Skaitlu no 1 Ilidz 20
summa ir 21-10=210. Lielakd summa, ko var izveidot no 10 iesp&jamajiem
pirmskaitliem, ja neviens no tiem neatkartojas, ir 192 (neizmantojam mazako
iesp&jamo pirmskaitli, t. i., 3), tatad ta nevar biit 210. Varam secinat, ka skaitlus no 1
11dz 20 nav iesp€jams sadalit pa pariem uzdevuma prasitaja veida.

A.A.9.2. Pienemsim, ka E ir gan AB, gan CD viduspunkts. Apskatisim Cetrsttri ACBD,
kura diagonales ir 4B un CD. Ta ka &1 Cetrstiira diagonales krustojoties dalas uz
pusém, tad ACBD — paralelograms. Paralelograma pretgjas malas pa pariem ir
paral€las, tatad jabut AC||BD un AD||BC.

levérosim, ka funkcijas y = x> grafikam pieder punkti (x;x”), tapéc doto punktu
koordinatas apzimesim: A(x ;x>), B(x,;x5), C(x.;x2) un D(x,;x,).
Atceramies, ka taisnes visparigais vienadojums ir y = kx +b . Apskatam taisni, kas
iet caur punktiem 4 un C. Apzimé&sim S§is taisnes virziena koeficientu ar k; un brivo
locekli ar by, tad §is taisnes vienadojums ir y =k, x+b,. levietojot x un y vieta
punktu 4 un C koordinatas, ieglistam, ka
x2 =k -x,+b,
xe =k -x.+b '
Atnemot, vienu vienadojumu no otra, iegistam, ka
X2 —x; =kx,—kx.+b —b,
(x,—xe ), +x0) =k (x, —xc).
Ta ka punkti 4 un C ir dazadi un katram punktam uz funkcijas grafika atbilst
atSkiriga x koordinatas vertiba, tad x, # x., tapéc jabut k, =x , + x..
Lidzigi apskatam taisni, kas iet caur punktiem B un D, apzimgjot virziena koeficientu
_ ) _ {xézkz-xlptbz
ar  k, un brivo locekli ar b,. leglstam, ka ) ,
Xp =k, -x,+b,
tatad (x; —x,) = k,(x, — x,,) . Esam ieguvusi, ka taisnes, kas iet caur punktiem B un
D virziena koeficients k, = x; + x.
Lidzigi iegiistam arT taiSpu AD un BC virziena koeficientus, kas ir attiecigi
ky=x,+x,un k, =x, +x..
Ta ka paralélam taisném virziena koeficienti ir vienadi un AC||BD, tad k, =k, jeb

X, +Xo =X +X,. (1)
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Ta ka taisnes AD un BC arl ir paral€las, tad k; =k, jeb

X, +X, =X, +X,. (2)
Atpemot vienadibu (2) no (1), ieglstam, ka x. —x, =x, —x. jeb x. =x,, tatad
punkti C un D sakrit, kas ir pretruna ar doto.

Tatad sakotn&jais pienémums ir aplams, un nevar gadities, ka £ ir gan 4B, gan CD
viduspunkts, kas arT bija japierada.
A.A.9.3. a) Apskatot pirmos para skaitlus, atrodam 5 apafigus para skaitlus, kas ir
atskirigi no uzdevuma dotajiem:
e n=2;2dalastikai ar 1 un 2, tatad d(2) =2;n=2dalas ar d(2) =2;
e n=28;8dalastikaiar 1, 2,4 un 8, tatad d(8) =4; n =8 dalas ar d(8) =4;
e n=12; 12 dalas tikai ar 1, 2, 3, 4, 6 un 12, tatad d(12) =6;n =12 dalas ar

d(12)=6;

e n=18; 18 dalas tikai ar 1, 2, 3, 6, 9 un 18, tatad d(18)=6;n =18 dalas ar
d(18)=6;

o n=24;24dalas tikai ar 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 un 24, tatad d(24) =8;n =24 dalas
ar d(24) =8.

b) Ja p ir pirmskaitlis, z — naturals skaitlis, tad skaitlim p*' ir tie$i z dalitaji — tie ir
Lp,p*,....p7.
Tatad, izvéloties z = p", ieglistam, ka p” ' ir tie§i p" dalitaji jeb d(p” ') = p".

p'-1

'z
p" —1>n. Ta ka jebkur§ pirmskaitlis vienads vai lielaks par 2, ir acimredzamas

ir apaligs skaitlis, ja p” ' dalas ar p”. Tas iesp&jams tad un tikai tad, ja

‘ 4 +1 . . .
nevienadibas: p>2, p=> %, p= 3 p nre Sajas n nevienadibas tiek
n

salidzinati pozitivi skaitli, tad€] varam tas sareizinat; iegiistam, ka p" >n+1.

Parnesot 1 uz nevienadibas kreiso pusi, iegiistam p" —1>n. Tatad p? ' ir apaligs
skaitlis.

Izveloties p =2 un dazadas n vertibas, varam iegtt dazadus apaligus skaitlus, kas ir
divnieka pakapes, tapec ir para skaitli. Ta ka » — naturals skaitlis un naturalu skaitlu
ir bezgaligi daudz, tad arT apa/igu para skaitlu ir bezgaligi daudz.

A.A.9.4. leverosim, ka skaitli tabula ir izvietoti pa diagonalém un uz vienas diagonales
esosam riitinam rindas un kolonnas numuru summa ir konstanta, sauksim to par
diagonales invariantu. Piem@ram, pirmas diagonales (kas satur tikai skaitli 1)
invariants ir 1+1=2, otras diagonales (kur ierakstiti skaitli 2 un 3) invariants ir
1+2=2+1=3, utt.

Diagonal€s, kam invariants ir nepara skaitlis, skaitlu ierakstiSanas virziens ir rindu

augSanas virziena (2., 4., ... diagonale), bet diagonalés, kam invariants ir para
skaitlis, skaitlu ierakstiSanas virziens ir kolonnu augSanas virziena (1, 3, ...
diagonale).

Katra nakamaja diagonal@ gan ritinu kopskaits, gan invariants ir par 1 lielaks neka
ieprieksgja diagonal€. Tatad rutinu skaits diagonal@ ar invariantu nir n—1.
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a) 20. rindas 10. kolonnas ritina atrodas uz diagonales ar invariantu 20+10 =30.
Tatad ta atrodas 29. diagonalé. Kopgjais skaitlu skaits, kads ierakstits diagonal€s ar
mazaku invariantu, ir 1+2+...+28 = ¥ =406.
Ta ka invariants ir para skaitlis, tad skaitli 29. diagonalé ir ierakstiti kolonnu
augsSanas seciba un 10. kolonna bis ierakstits skaitlis 406 +10 =416 .
b) Lai noteiktu, kura rutina ierakstits skaitlis 2010, nepiecieSams noteikt, kura
diagonal@ tas atrodas. Tatad jaatrod tads £, ka

I+2+....+k-1<2010<1+2+...+k.
Apskatot dazadas k vertibas, iegiistam, ka Sads k =63. Tatad 2010 atrodas 63.

diagonal€, kuras invariants ir 64.

leprieksgjas diagonalés kopa atrodas 1+2+...+62= @ =1953 skaitli. Ta ka

diagonale ir ar invariantu — para skaitli, taja skait]i ierakstiti kolonnu augSanas
seciba. Tatad 2010 atrodas 2010 —1953 = 57. kolonna. Rindas un kolonnas numuru
summa ir 64, tatad 2010 atrodas 64 —57 = 7. rinda. Esam atradusi, ka skaitlis 2010
atrodas tabulas 7. rindas 57. kolonna.

A.A.9.5. Izkrasojam dotaja taisnstiirT katru treSo diagonali ka paradits A32. zim.

C 8|
A

D A
A32. zZim.

leverojam, ka siendazis, izpildot atlautos gajienus, no melnas riitinas var nonakt tikai
melna ritina. Tatad no riitinas A sienazis nekad nenonaks rutinas C un D.
Piemeérs, ka noklut riitina B, paradits A32. zim.

A.A.10. Desmita klase
A.A.10.1. Apskataim pozitivus skaitlus @ un b. Ta ka (a—-b)>=0 jeb
a’> —2ab+b*> >0, tad a’ +b° >2ab. Parveidojam o nevienadibu, abas puses

izdalot ar ab > 0 un tam pieskaitot skaitli 2:

2 2
242 50 g+222 = 1+£+2+124 = a l+l +b l+l 24 =
ab ab b a b a a a

= (a+b)l+l 24.Tétadl+lz 4 .
a b a b a+b

Taka x,, x,, x;, x, — pozitivi skaitli, tad x, +x, un x; +x, arl ir pozitivi skaitli
un varam izmantot tikko pieradito nevienadibu, ievietojot a=x,+x, un
b=xy+x,:

1 1 4

+ 2z
X +x, x;+x, () +x,)+(x;+x,)

x1+x3+x3+x1>4. X, +x,

X +x, xXy;+x, X, +x, +x;+Xx,
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1 | e .
Ta ka art un ir pozitivi skaitli, 11dzigi iegtistam:

X, + X, X, + X,
X, +x, x,+x X, +X
2 4, 4 25 9. 2 4 .
X, +X; X, +X X, +x, +x;+ X,

Saskaitam abas ieglitas nevienadibas un esam pieradijusi uzdevuma prasito:
x1+x3+x3+x1+x2+x4+x4+x2 X +x,+x,+Xx,

>4.
X +x, x;+x, X,+x; X, +Xx X, +x, +x;+x,

=4.

A.A.10.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka var atlikt 12
punktus, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. Izv€lamies regulara 12-stura, kas
ievilkts rinka linija, virsotnes 4,, 4,, ..., 4,, .

Starp katram 2 blakus virsotném 4, un A4,,, loks ir 30° liels, tatad péc kosinusu
teorémas attalums

AiAil ZOAi2+OA,‘+ -2 OA OAH -c0s30° = Z—i: \/§<1

Starp virsotnem A4, un A4,, loks ir 60° liels, tatad AOAiAm — vienadmalu un
attalums A,A,,, =04, =1.

Tas nozimé, ka vienigie punkti, starp kuriem attalums ir mazaks neka 1, ir blakus
esosas virsotnes: A4,4,, A,A4,, ..., A,4,, A,A4,. Tatad nevar izvéleties 3 tadus

i+l

punktus, starp kuriem visi tris attalumi ir mazaki par 1.

Otrkart, pieradisim, ka uz ripka linijas ar radiusu 1 nevar izvéleties vairak ka 12
punktus, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. Apskatam gadijumu, kad uz rinka
Iinijas ir atlikti » >13 punkti 4,, 4,, ..., 4,.

Sadalam rigka liniju seSos 60° lielos lokos B,B,, B,B,, B,B,, B,B;, B;B,, BB,
ta, lai neviens no punktiem B, nesakristu ne ar vienu no 4. Ta ka uz ripka Iinijas ir

izveleti vismaz 13 punkti un 6 loki, tad p&c Dirihle principa uz kada no lokiem bts
vismaz 3 punkti (jo 13> 6-2). Apzimésim tos ar X, Y, Z. Ta ka X, Y, Z atrodas uz
60° loka un nesakrit ar ta galapunktiem, tad katrs no lokiem XY, YZ, XZ ir mazaks
neka 60°. Tatad visi tris attalumi XY, YZ un XZ ir mazaki par 1, kas arT bija japierada.

A.A.10.3. Neatkarigi no ta, pret kuru malu pari (4D un BC, vai CD un 4B) perpendikuli
tiek vilkti, to krustpunkti ar AC ir simetriski attieciba pret ABCD diagonalu
krustpunktu O.

Ta ka abos gadijumos attalums starp krustpunktiem uz AC ir vienads, tad tas nozimge,
ka abos gadijumos krustpunkti ir vieni un tie pasi, tatad atrodas uz AC 1 cm attaluma
no O (skat. A33. zim.).

B G C
[T
K

MO H

- D A33. zim.

A
F
Apzim&jam punktu, kura krustojas perpendikuli DE un BF, ar M, bet perpendikulu
DG un BH krustpunktu — ar K (skat. A33. zim.).
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Aplikojam AABD . DE un BF ir §1 trijstiira augstumi, kuri krustojas punkta M. Ta ka
jebkura trijstiri visi tris augstumi krustojas viena punkta un 4O vilkts no tresas
virsotnes un iet caur punktu M, tad 4O ir augstums = AC L BD.
Ta ka paralelograma ABCD diagonales ir perpendikularas, tad 4BCD ir rombs.
Romba visas malas ir vienada garuma, Iidz ar to 4B = AD un AABD — vienadsanu
trijsturis.
Trijstiiri AOD un DOM ir 1idzigi (p&c pazimes /), jo
e abi ir taisnlenka trijstiiri ( LMOD = 90°);
e AO ir ne tikai ADAB augstums, bet ar1 bisektrise, jo ADAB — vienadsanu, tapec
LFAO = LZMAE . Savukart AMAE =/Z0ODE (ka lenki ar savstarpgji
perpendikularam malam). Tatad ZDAO = ZMDO .

Lidzigo trijstiru malu garumus saista attieciba: —OD = —OA . Ta ka romba diagonales
OM OD
1
—AC
krustpunkta dalas pusém, tad 04 =2 = A€ =Z; OM =1 cm. levietojot Sos
1 BD 4
EBD

lielumus attieciba @ = % , leglistam, ka OD = 7 cm, tatad BD = 20D = 7 cm.
OM OD 4 2

Ta ka % :Z un OD :Z cm, varam aprekinat OA :ZZ :ﬁ cm, tatad
OD 4 4 4 4 16
49

AC:2OA=? cm.

AC-BD 49-7 343 2
= = cm’.
2 2-8-2 32
A.A.10.4. Izmantosim faktu, ka pec kartas sekojo$i naturali skaitli veido aritmé&tisku
progresiju ar diferenci 1. Aritm&tiskas progresijas pec kartas nemtu n loceklu a,
(a+(a+n-1))-n _ a+n-1)-n . Tatad
2 2
(2a+n-1)-n

Romba ABCD laukums S ;. =

a+l,..., a+rn-1 summa ir

nepiecieSams atrast visas tadas n vértibas, kuram » >1 un =2010

jeb (2a+n—-1)-n=4020.

Ievérojam, ka pirmais reizinatajs 2a + n—1 vienmer ir lielaks par otro reizinataju n
un tiem ir atSkiriga paritate.

Sadalam skaitli 4020 pirmreizinatajos: 4020 =2°-3-5-67 un izveidojam tabulu,
kura att€lojam visas iesp&jamas reizinataju n un 2a +n—1 veértibas, kuram izpildas
uzdevuma nosactjumi, ka ar1 virknes pirma locekla a vertibas.

n 2a+n-1 a
3 1340 669
4 1005 501
5 804 400
12 335 162
15 268 127
20 201 91
60 67 4

Tatad skaitli 2010 var izteikt ka vairaku p&c kartas sekojosu naturalu skaitlu summu
septinos dazados veidos.
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A.A.10.5. a) Pienemsim, ka privatmajas zogs veido patvaligu izliektu daudzstiiri. Ertai
uzskatamibai uzzimgjam piecstiri (skat. A34. zim.).

A34. zim.

Platiba, kas s€tniekam janotira, sastav no taisnstiriem, kuru viena mala sakrit ar
daudzstiira malu, bet otra mala ir 1 m gara, un no rinka sektoriem, kuru radiuss ir
I m. Ta ka zoga garums, neatkarigi no formas, vienmer ir 2010 m, tad taisnstiiru
laukumu summa vienmér bis vienada. Lai pieraditu, ka teritorijas, kas janotira,
laukums nav atkarigs no Zoga formas, japierada, ka rinka sektoru, kas janotira,
laukumu summa vienmer biis vienada.

Izliektam daudzstirim katras virsotnes iek$€ja lenka lielums neparsniedz 180°,
tapec ar¢ja lenka lielums ir lielaks neka 180°, tatad pie katras daudzstiira virsotnes
bis sads rinka sektors, kas janotira.

Daudzstiira ieks€jo lenku summa ir 180°-(n—2), kur n — daudzstira virsotnu
skaits. Pie katras no n daudzstira virsotn€m pilnais lenkis tiek sadalits Cetros
lenkos: daudzstiira iek$€ja lenki, divos taisnajos lenkos un rinka sektora lenki.
Tatad visiem rinka sektoriem piederoso lenku summa ir
360°-n—2-90°-n—-180°-(n—2)=360°. Varam secinat, ka neatkarigi no
daudzstiira malu skaita un iek$€jo lepku lielumiem, visu sektoru lenku summa ir
360°, t.1i., Sie sektori kopa veido pilnu rigki, un to laukumu summa vienada ar

pilna rigka laukumu 7R’ .

b) Visu taisnstiru laukumu summa ir 2010m-1m =2010m*. Sektoru laukumu
summa ir 7R* = 7-(1 m)> = 7 m”*. Tatad kopgja teritorija, kas s&tniekam janotira,
ir 2010 + 7 m* liela.

A.A.11. Vienpadsmita klase

A.A.11.1. a) Noskaidrosim, kadi skaitli vienlaicigi pieder pirmajam divam progresijam
(1) un (2).
Tie ir skaitli, kas vienlaicigi izsakami gan forma 8 +11k, gan 8+13m (k, m — veseli
nenegativi skaitli), tatad jabait 11k =13m. Ta ka 11 un 13 ir savstarpgji pirmskaitli,
tad k=13p un m=11p un virkn€m (1) un (2) vienlaicigi pieders tie un tikai
skaitli, kas izsakami forma 8§ +11-13p =8+143p (p — vesels nenegativs skaitlis).
Atliek noskaidrot, kuri no Siem skaitliem vienlaicigi pieder ari virknei (3).
Progresijas (3) vispariga locekla formula ir 4 + 177 . Tatad skaitli, kas pieder virknei
(3), dalot ar 17, atlikuma iegiist 4.
Ja skaitlis pieder visam trim dotajam virkné€m, tad, 8 +143p dalot ar 17, atlikums ir
4. Taka 136p dalas ar 17, tad atlikums, 8 +143p dalot ar 17, ir vienads ar atlikumu,

ko iegiist (8+143p)—136p =8+ 7p, dalotar 17.
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Aplikosim Sos atlikumus atkariba no ta, kadu atlikumu, dalot ar 17, dod p.

atlikums, p dalot ar 17 0/ 112]3]4|5/6[7[8[9]10|11]12]13|14]15]16
atlikums, 8+7p dalotar 17 |8|15|5[12(2|9[16]|6[13|3]10] 0 |7 |14 4 |11]1

Redzam, ka vieniga deriga p atlikuma, dalot ar 17, vértiba ir 14. Tatad mazakais
skaitlis, kas pieder visam trim dotajam virkném, ir 8+143-14 =2010. Tiesam
2010 =8+11-182=8+13-154=4+17-118.

b) Aplukosim skaitlus, kas izsakami forma 2010 +11-13-17s (s — vesels nenegativs
skaitlis). Sos skaitlus var izteikt gan ka 8+11-(182+13-17s), gan

8+13-(154+11-17s), gan 4+17-(118+11-13s), tatad visam veselam nenegativam
s vertibam tie vienlaicigi pieder visam trim dotajam virkném.
Ta ka s — vesels nenegativs skaitlis un veselu nenegativu skaitlu ir bezgaligi daudz,
tad s var pienemt bezgaligi daudz dazadas vértibas. Tatad tadu skaitlu, kas pieder
visam trim dotajam virkné€m vienlaicigi, ir bezgaligi daudz, kas ar1 bija japierada.
A.A.11.2. Parveidosim uzdevuma dotas nevienadibas:

a’b* <4c-3

b*c* <4a-3

c’a® <4b-3
Ta ka reala skaitla kvadrats nekad nav negativs skaitlis, tad 4a—3>b’c* >0,
4b-3>c*a* >0, 4c-3>b°c* 2 0.
Nevienadibas ir salidzinati pozitivi lielumi, tap&c varam §is nevienadibas reizinat:

a*b*ct < (4a-3)(4b-3)(4c-3). (1)
Ja k, | — reali skaitli, tad (k—1)>>0 jeb k*+/*>2kl. Tatad katram x ir speka
3=t )+ 2= ()2 +17 )+ 22 207 +2=2(x7 +1%) 2 2- 2x = 4x jeb
x*+3>4x.
Izmantojot $o nevienadibu, iegiistam:
a*b*ct > (4a-3)(4b-3)(4c-3). (2)

No nevienadibam (1) un (2) seko, ka a*b*c* = (4a -3)(4b—3)(4c-3). (3)
Ta ka x* +3>4x jeb x*>4x-3, tad vienadiba (3) izpildas tad un tikai tad, ja
a*=(4a-3), b* =(4b-3), ¢* =(4c-3). Vienadiba x* =4x—3 izpildas tad un
tikai tad, ja x=1 (skat. A35. zim.). Tatad a=b=c =1, kas arT ir nevienadibu
sist€mas atrisinajums.

»

b Y

~

4

.\c’ar‘olxo-xnwhmm

\ 2%

'
-

A35. zim.
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A.A11.3. Ta ka ZBAC = ZCAD, tad loki, uz kuriem $ie ievilktie lepki balstas, ir
vienadi; tatad W BC = UCD . Varam secinat, ka BC = CD ka hordas, kas savelk
vienadus lokus (skat. A36. zim.).

Lidzigi, no ZADB un ZCDB vienadibas seko, ka U AB = UBC un 4B = BC.
Tatad W AB =UBC =UCD un AB=BC =CD.

B— —C

A36. zZim.
Taka U AB =UCD , tad BC||AD ka hordas, starp kuram ir vienadi loki.
Varam secinat, ka ABCD ir vienadsanu trapece, jo BC|[AD un AB =CD.
Novelkam augstumu BE (skat. A35.zim.). Ta ka ABCD — vienadsanu trapece,
kuras pamati BC =a un 4D =2a,tad AE = 2a2— q_ %.

Izmantojot Pitagora teorému, aprékinam augstumu:

2 2
BE:\/az _a :\/3L :ﬁa

4 4 2
Tatad S ., IM-BE: (a"'zza)'ga: 3fa2.

A.A.11.4. Nosauksim skaitli N par sliktu, ja N ir nepara skaitlis vai N =2*"', kur i —
vesels nenegativs skaitlis. Nosauksim visus par€jos naturalos skaitlus par labiem.
Pieradisim $adus apgalvojumus:

I ja uz tafeles uzrakstits /labs skaitlis N, tad var izvéleties tadu d >1,ka d <N, d ir
N dalitajs un N —d ir slikts skaitlis;

IT ja uz tafeles uzrakstits slikts skaitlis N, tad izveloties tadu d > 1, ka d ir N dalitajs,
vainu d = N vaiarl N —d ir labs skaitlis.

Lai pieraditu I, apskatisim 2 gadijumus:

e ja labam skaitlim N (para skaitlis, kas nav izsakams forma 2%y r nepara
dalitajs d >1, tad varam izvéleties d — So nepara dalitaju. Ja no para skaitla
atnem nepara skaitli, tad vienmer iegtist nepara skaitli; tapéc N —d ir nepara
skaitlis, tatad — slikts skaitlis;

e ja skaitlim N nav nepara dalitaju d >1, tad N =2, (jo divnieka nepara
pakapes ir slikti skaitli), kur &k — vesels pozitivs skaitlis. Varam izvéleties
d =2*", tadgjadi iegit N —d =2 -2 =21 (2-1)=2%*", kas ir slikts
skaitlis.

Pieradisim apgalvojumu II. Skaidrs, ka vienmér var izv€léties d = N . Pieradisim
apgalvojumu: ja uz tafeles uzrakstits slikts skaitlis N, tad izvéloties tadu d > 1, ka d
ir Ndalitajsun d # N, tad N —d ir labs skaitlis. Apskatisim 2 gadijumus:

e ja N ir nepara skaitlis, tad visi N dalitaji d arT ir nepara skaitli. Ta ka divu nepara
skaitlu starpiba ir para skaitlis, tad N —d — para skaitlis. Vienigie sliktie para
skaitli ir divnieka pakapes 2°*'. N—d mnevar biit divnieka pakape, jo

N-d= (%— ljd , kur d — nepara skaitlis, tapeéc N —d dalas ar nepara skaitli
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d >1, tacu 2**" ar nepara skaitli nedalas. Tatad $aja gadifjuma N —d vienmér
biis /abs skaitlis;

e ja N =2°" tad visi N dalitaji d >1 ir divnieka pakapes, tatad para skaitli. Ta
ka divu para skaitlu starpiba vienmér ir para skaitlis, tad N —d noteikti ir para
skaitlis. Ja d<N, tad d<2¥ un N-d>2%. Tadgjadi,
2% <N-d<N=2"" ti, N-d atrodas starp divam blakus eso$am
divnieka pakapém, tap&c nevar biit divnieka pakape. Tatad Saja gadijuma N —d
nevar biit s/ikts skaitlis.

No apgalvojumiem I un II seko: ja uz tafeles sakotn€&ji uzrakstits /abs skaitlis, tad
pirmais spelétajs vienmer var izdarit gajienu ta, lai péc vina gajiena uz tafeles biitu
slikts skaitlis, bet péc otra spéletaja atbildes gajiena uz tafeles noteikti bis labs
skaitlis vai 0.

Ta ka labiem skaitliem N vienmer ir tads dalitajs d, ka 1<d < N, tad 1. speletajs
vienmér varés izdarit gajienu, kura rezultata uz tafeles nebus uzrakstita 0. Tatad, ja
uz tafeles sakuma uzrakstits /abs skaitlis, pirmais sp€létajs vienmeér var uzvarét.
Skaitlis 2010 ir labs skaitlis, tatad, pareizi sp€l€jot, pirmais sp€létajs uzvares.

A.A.11.5. Acimredzot skaitlis 2' =2 nav sakarigs, jo 2 nogriezni nevar veidot slégtu
lauztu Iiniju.
Talak apskatisim slégtu lauztu Iiniju ar 2> = 4 posmiem. Apskatisim kadu tas posmu
Py. Tam ir kopigi galapunkti ar diviem citiem posmiem P, un Ps, kas P; nekrusto; P;
krustot var tikai atlikuSais posms Ps. Tatad posmu P; krusto ne vairak ka viens cits
§1s lauztas Iinijas posms , tapéc skaitlis 2> = 4 nav sakarigs.
Skaitlis 2° =8 ir sakarigs, skat., piem., A37. zZim.
Ja skaitlis a ir sakarigs, tad arT 2a ir sakarigs, jo uzzimgjot divas slégtas lauztas
linijas ar a posmiem un “sabidot” tas kopa, ka paradits A38. zim., veidosies lauzta

ITnija ar 2a posmiem, kas katru savu posmu krusto 2 reizes. Tatad, ja 2° ir sakarigs,
tad 2-2° = 2% ir sakarigs. Tapat 2-2* = 2° ir sakarigs utt.
Tadgjadi, ja k ir naturals skaitlis, skaitlis 2* ir sakarigs tad un tikai tad, ja k > 3.

A37. Zim. A38. zZim.

A.A.12. Divpadsmita klase
A.A.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka izteiksmes
vértiba var biit 1 un 27 :
e ja x=0,tad sin®*0+cos™’0=0""" +17" =1;
o jax=2"tad sin®° % 4+ cos® Z = {QJZOIO + {QJZOIO =2 2 =271,
4 4 4 2 2 27010

Otrkart, pieradam, ka §1s ir dotas izteiksmes vislielaka un vismazaka vertiba.

Vislielaka dotas izteiksmes vértiba ir 1, jo sin®'’ x +cos”'* x <sin” x +cos* x =1.
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Pieradisim, ka vismazaka dotas izteiksmes vértiba ir 27'° . Pamatosim nevienadibu

(quvj S%(u”+v”), neN un u,ve(0,+o).

2
Y _n
y=X
o
P
u 0,5(.u+v) v X
A39. zim.

Apskatisim funkcijas y = x" grafiku un nogriezni PQ, kas savieno divus grafika
punktus P(u;u") un Q(v;v") (pienemsim, ka u <v) (skat. A39.zim.). Tad

u+v) . . . ., . _
( Vj izsaka ordinatu funkcijas y = x" grafika punktam, kura abscisa sakrit ar

hordas viduspunkta abscisu, savukart %(u" +v") izsaka hordas PQ viduspunkta

ordinatu. Ta ka funkcija y = x" pie x €[0; + o) ir izliekta, visiem x, kur u < x <v,

u+v

funkcijas grafiks atrodas zem hordas PQ, tatad tieSam ( j S%(u” +v"), pie

tam vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja u = v.
Nemot u =sin’ x, v=cos’x, n=1005 iegilistam:

sinx+cos’x) 1
(—2 j < E((sin2 x)'" + (cos’ x)mos)

1 1005
(—j < —(sin2010 x + cos?"? x).

1004
Tatad sin®"'" x +cos™"’ x > [Ej =27 kas ari bija japierada.

A.A12.2. AAOM ~ APQL ~ APBK ( péc pazimes (/) (skat. A40. zim.), jo

o LQAM = ZLPQ — ka ieksgjie Skerslenki taisnei AB krustojot paral€las taisnes
ACun LK,
ZOAM = ZBPK — ka kapslu lenki taisnei AB krustojot paral€las taisnes AC
un LK;

o /AQOM = ZPQL —ka krustlenki,
ZAQM = ZPBK — ka kapslu lenki taisnei 4B krustojot paral€las taisnas LM
un BC.
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B

>/ \
A i C
A40. zim.

Lidzigu trijstiiru laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoSo malu garumu attiecibas
kvadratu. AQ, PO un PB ir atbilsto$as malas Sajos lidzigajos trijstiiros, tapéc no dotas
vienadibas 4Q* + PB* = PQ?, seko,ka S 5, +Spp = Spo, .

S ipc = Sycxe » J0 dala CKPOM tiem ir kop€jaun S ), +Spp =Spp; -

S isc :%AC-BC-sinLACB.

MCKL — paralelograms, jo MC||LK un LM ||KC , tatad

Sk, =MC-KC -sin ZACB .
Ta ka ZACB#0° un ZACB=#180°, tad sinZACB=0, tatad jabut

%AC-BC =MC-KC jeb AC-BC =2MC - KC , kas ar1 bija japierada.

A.A.12.3. Naturalam skaitlim » intervala (1;\/; ) ir ne vairak ka Jn -1 dalitaji.
Intervala (\/; +1; n) Sim skaitlim ir tikpat dalitaju ka intervala (1, Jn ). Ja art skaitlis
Jn ir skaitla n dalitajs, tad n dalitaju skaits d(n) <2(\n —1)+1=2n—1<2n.
Tatad katram naturalam n dalitajus skaits d(n) < 24n.

n+d(d(n)) N

Tad, ja n, d(n) un d(d(n)) veido aritmétisko progresiju, tad d(n) = 5 5

Tapec g< d(n) < 2n = g< 2/n . 1zdalot abas puses ar 7” # 0, iegustam, ka

Jn<4jeb n<l16.

Skaitlis n nevar bt 1, jo tad n = d(n) = d(d(n)) =1; tris vieninieki neveido dilstosu
aritmé@tisko progresiju.

Skaitlis » nevar but pirmskaitlis, jo tad naturalo dalitaju skaits d(n)=2 un
d(d(n)) =d(2) =2; virkne n, 2, 2 neveido dilstosu aritmétisko progresiju.

Parbaudot visus saliktos skaitlus, kas neparsniedz 15, atrodam, ka der tikai vértiba
n=4.

Ja n=4, tad d(n)=3 un d(d(n)) =2, kas ir dilstoSa aritmétiska progresija ar
diferenci 1.
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A.A.12.4. Mums japierada nevienadiba
2(ah, +bh, +ch,) < ah, +ah_ +bh, +bh, +ch, +ch,.
Parveidojam $So nevienadibu:
ah, +ah, + bh, +bh, +ch, +ch, —ah, —ah, —bh, —bh, —ch, —ch, <0
ath,—h)+a(h, —h,)+b(h,—h,)+b(h, —h,)+c(h,—h,)+c(h,—h,)<0
a(h, )+ a(h, = h,)~b(h, ~h,) +b(h, —h)~c(h, ~h)~c(h, ~h,) <0
(a=b)(h, =)+ (@—c)h, —h,)+(b=c)h, —h,) 0.
TrijstiirT pret garaku malu ir novilkts 1saks augstums (tas seko no trijstiira laukuma

formulas S, = %aha ), tap&c apskatam 3 iesp&jamos gadijumus:

e ja dots dazadmalu trijstiris, tad nevienadiba katrd no saskaitamajiem viens
reizinatajs ir pozitivs, otrs — negativs, tatad visi tris saskaitamie ir negativi
skaitli, tap€c to summa ir negativs skaitlis; nevienadiba ir patiesa;

e ja dots vienadsanu trijstiiris, tad nevienadiba viens no saskaitdmajiem ir 0
(piem., pirmais, ja a =b), bet abi pargjie — negativi skaitli (Iidzigi ka pirmaja
gadijuma), tapec summa — negativs skaitlis; nevienadiba ir patiesa;

e ja dots vienadmalu trijstiris, tad a =b = ¢, tatad nevienadiba visi saskaitamie
vienadi ar 0, tapéc summa ir 0; nevienadiba ir patiesa.

Tatad dota nevienadiba ir patiesa visiem trijstiiru veidiem, kas arT bija japierada.
A.A.12.5. Pienemsim no pretgja, ka »n ir lielakais cepumu skaits sakuma pozicija, pie

kura otrajam spélétajam eksist€ uzvaroSa stratégija. (Tadi n vispar eksiste,

piem., n=2.)

Pienemsim, ka uz galda atrodas n” + n+1 cepums. Pieradisim, ka otrais sp&létajs var

uzvaréet. Ta biis pretruna ar piep€mumu, un uzdevums biis atrisinats.

Pirmais spélétajs ar savu pirmo gajienu nevar apést vairak par n’ cepumiem, jo

(n+1)Y° =n’ +3n> +3n+1>n’ +n+1. Tapec péc pirma gajiena uz galda noteikti

palieck vismaz n+1 cepums. Ta ka n+1>n, tad saskana ar piep€émumu S$aja

situacija uzvar tas, kas sak, t. i., otrais speletajs. Vajadziga pretruna iegita.
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A.VP. LATVIJAS 60. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA
A.VP.1. Izmantosim matematisko indukciju p&c n. Par indukcijas bazi izvélamies

. e 1] 1
n =10, t. i., novertgjam izteiksmi —+—+...+ —.
11 12 100
U 1 1 1 1
Ta ka ir speka nevienadibas —+—+...+ —2>10-—,
11 12 20 20

L+i+...+L210-L, s i+L+...+L210-L,tad
21 22 30 30 91 92 100 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—+. +—210 =+ —+—+—+—+—+—+—+— |*1,93>18.
11 12 100 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Redzam, ka $aja gadijuma uzdevuma dota nevienadiba izpildas.
Pienemam, ka dota nevienadiba izpildas pie n =k —1, un apskatam doto nevienadibu
pie n =k, respektivi, piepemam, ka ir speka nevienadiba

1 1 1 1

—t ..+ + =C2>1g8.
kok+l T k=) =1 (k=1)

Apskatam
1 1 1 1 1 1 1

+ +..+ +—=
k+1 k+2 K2 -1 k?

-—+ + +... .
k (k-D*+1 (k-1*+2 k*

Izteiksmée ! > + ! > +..+ Lz kopa ir 2k —1 saskaitamais. Tatad
k-D"+1 (k-1D"+2 k

izteiksmé kopa ir vismaz k saskaitamie, kur katrs nav mazaks ka kiz Tad varam

e C 1 1 1 1
novertét doto izteiksmi: > + 5 tot—2k—=—.

k-D"+1 (k-1D"+2 k k* k
TﬁtadL+ ! +..+ 21 +L22C—l+l:C21,8.
k+1 k+2 k> =1 k k k

Izmantojot matematiskas indukcijas metodi, esam pieradijusi, ka uzdevuma dota
nevienadiba ir speka visiem n>10.

A.VP.2. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Atzimésim ta malu 4B, BC, CD un AD
viduspunktus attiecigi ar £, F, G un H (skat. A41. zim.).

A4l1. zZim.
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Cetrstirim ABCD apvilktas rinka Iinijas centrs O ir malu AB, BC, CD un AD
vidusperpendikulu krustpunkts. Tapec OE1AB, OF LBC, OGLCD un OH1AD.
Apskatam nogrieznus HE un GF. Tie ir attiecigi trijstiru DAB un BCD viduslinijas,
tatad HE :%DB, HE|| DB un GF :%DB, GF ||DB. Varam secinat, ka
HE = GF un HE || GF . Tatad Cetrsturis HEFG — paralelograms, jo ta pretéjas malas
ir vienadas un paral€las.
Novelkam EFGH diagonales EG un FH; to krustpunktu apzim&am ar P. Ta ka
paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém, tad GP = EP un HP = FP.
Atliekam punktu R, kas ir simetrisks punktam O attieciba pret P; tatad OP = PR..
Aplikosim cCetrstiiri FOHR. Jau iepriekS secinajam, ka ta diagonales OR un FH
punktad P dalas uz pusém. Ta ka tas ir So diagonalu krustpunkts, tad FOHR ir
paralelograms.
F ir BC viduspunkts un FR||OH, tatad FR1AD (jo OHLAD), t. i., FR ir perpendikuls,
kas no malas BC viduspunkta vilkts pret Cetrstiira pret€jo malu 4D. Lidzigi, HR||OF,
tapeéc HR1BC (jo OF LBC). Tatad, HR — perpendikuls, kas no malas AD viduspunkta
vilkts pret pret€jo malu BC. Ievérojam, ka abi §ie perpendikuli iet caur punktu R.
Lidzigi apskatot Cetrstiri ERGO, varam secinat, ka tas ir paralelograms un iegit, ka
interes§josie perpendikuli pret malam CD un 4B ir attiecigi ER un GR, jo
ER||OG LCD un GR| OE L AB. levérojam, ka ar1 Sie abi perpendikuli iet caur
punktu R.
Tatad visi Cetri apskatamie perpendikuli iet caur punktu R, kas ar1 bija japierada.
A.VP.3. Sadalam doto polinomu reizinatajos:
4x* =20x* =21x=5=4x> -22x —10x+x* —11lx -5 =
=2x(2x* =11x=5)+1-2x* =11x=5) = 2x +1)(2x*> =11x =5).
lIevérojam, ka 2x* —11x—5=(2x+1)(x—6) +1.
Tas nozimé, ka visam veselam x vértibam izteiksmju(2x> —11x—5) un (2x +1)
vertibas ir savstarpg&ji pirmskait]i. Tatad izteiksmes
[4x® =20x” - 21x - 5| = 20 +1]- |22 ~ 11x - 5

vertiba var biit pirmskaitla pakape tikai tad, ja kads no reizinatajiem ir vienads ar 1.
Parbaudam visas iespgjas:

e ja2x+1=1,tad x=0 un ‘2x2 —1lx - 5‘ =5, kas ir pirmskait]a 5 pirma pakape;

e ja2x+1=-1,tad x=-1, 2x* —11x - 5‘ =8, kas ir pirmskait]a 2 tresa pakape;

e ja 2x’ —1lx-5=1, tad $im vienddojumam ir divas saknes: —% un 6. Pirma

vertiba nav vesels skaitlis, otrajai |2x + 1| =13, kas ir pirmskaitla 13 pirma
pakape;
e ja2x’ —1lx—5=-1, tad $im vienadojumam nav racionalu saknu.

Tatad visas veselas x vertibas, kuram dotas izteiksmes vértiba ir pirmskaitla pakape ir
—1,0uné6.
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A.VP.4. Apzimgjam trijstira malu garumus ar a, b, ¢ un trijstiira laukumu ar S.
Ir zinams, ka R :a_bc (1) un r :E jeb r :L (2).
4S8 p a+b+c

J@a+b+c)a+b-c)a—b+c)(—a+b+c)

P&c Hérona formulas S = 4 3)
Izmantojam formulas (1), (2), (3) un noveértgjam lielumu
r_ 28 48 8S? _Sla+b+c)a+b-c)a-b+c)(-a+b+c)
R a+b+c abc (a+b+c)abc 16(a + b+ c)abc

_(a+b-c)a-b+c)-a+b+c)

2abc '

Pieradisim nevienadibu (a + b —c)(a —b + c)(—a + b + c) < abc (4).
Apzimgjam: a+b—-c=x,a-b+c=y, —a+b+c=z, a:x;y, :X;Z,
=22

2
Taka a, b, c ir trijstira malu garumi un trijstiir divu malu garumu summa vienmer ir
lielaka neka tresas malas garums, tad x>0, y>0 un z>0.

CNCEN0D) o,

P&c apzim&umu ievieSanas mums japierada, ka xyz<

XCy+xiz+yix+yiz+ 2 x+ 2y + xyz+ xyz
8

starp vid&jo aritmé&tisko un vidéjo geometrisko astopiem elementiem, tatad S$1

nevienadiba ir patiesa un esam pieradijusi, ka izpildas nevienadiba (4).

Izmantojot ieprieks veikto noveérté§jumu un nevienadibu (4), iegiistam, ka

r (a+b-c)a-b+c)-a+b+c) < 1

R 2abc "2

jeb 2r < R, kas arf bija japierada.

xyz < . Ievérojam, ka §1 ir sakariba

A.VP.5. Par ,,V burtinu” sauksim pils€tu trijnieku 4, B, C, ja ir uzbuvéti celi 4B un BC
(skat. A42. zim.). Pilsétas (4, C) sauksim par $ada ,,V burtina” raksturigo pari,
pilsétu B — par vidéjo pilsétu. Ja diviem dazadiem ,,V burtiniem” sakrit raksturigie
pari, veidojas mekléta struktiira.

A \/ C
B A42. Zim.
Pavisam dazadu raksturigo paru var but ne vairak ka C;,, =19900.
Pilsétas apzimésim ar A4,, A4,, ... A,,, celu skaitu, kas iziet no pilsétas 4,,
apzimésim ar d;. Pilséta 4. piedalas C 3, ,V burtinos” ka videja pilséta, tatad rada
C; raksturigos parus.

Novértésim kopgjo ,,V burtinu” skaitu:

2 _ d[(di_l)_l 2 :l 2
264 =277 _2;(d" 4) 2(;01" ;d"}
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> d, =1500-2 =3000, jo katrs cels iziet tiesi no 2 pilsétam, tatad

>.Co :%(de —3000).
Lietojot nevienadibu starp vid€jo aritmétisko un videjo kvadratisko (A4 <Q),
ieglistam, ka

2d,

2
Zd2>(i j 30007

n 200

=45000.

Tatad ,,V burtinu” kopskaits ir vismaz %(45000 —3000) = 21000

Ta ka 21000 >19900, tad eksisté tadi divi ,,V burtini”, kuriem raksturigie pari
sakrit — tie arT veido musu mekl&tas Cetras pilsétas.

88



A.JIMO. 51. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE
(51ST INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD)

A.IMO. Uzdevumi 2010. gada 7. julija
AJIMO.1.Ja x=0,tad f(0)= f(0)[f(»)] visiem y e R.
Apskatam 2 gadijumus:

e pienemam, ka f(0)= 0. No vienadibas f(0)= f(0)[ f(»)] seko, ka [ f(y)]=1
visiem y e R. Tatad doto vienadibu varam parrakstit forma f([x]y) = f(x).
Ievietojot y =0, iegiistam f(x)= f(0)=C # 0. No sakaribas [ f())]=1 seko,
kal<C<2.Tatadder f(x)=C,kur 1<C<2;

e apskatam gadijumu, kad f(0) = 0. Seit iesp&jami 2 apak$gadijumi:

= pienemam, ka eksiste 0 < <1 tads, ka f () #0. levietojot x =a dotaja
vienadiba, iegistam f([a]y)=f(o)[f(»)]. Ta ka [a]=0, tad
f(@)[f()]=f(0)=0 visiem ye R.Tatad [ f(y)]=0 visiem y € R.
Ievietojot dotaja vienadiba x =1, iegistam f(y)=f(D[f(»)]=/f1)-0=0
visiem y e R. leglita pretruna ar pien€mumu, ka eksist€ o tads, ka
fla)=0;

= pienemam, ka f(a)=0 visiem 0<a <1. Katram realam z eksisté vesels
skaitlis N tads, ka a:%e[o; ). (Pieméram, N =[z]+1, ja z>0, un

N=[z]-1, ja z<0.) Tad no dotas vienadibas ieglistam
f(z)=f([N]le)= f(N)[f(«)]=0 visiem z € R. Tatad der f(x)=0.
Parbaudam, vai iegiitas funkcijas apmierina uzdevuma nosacijumus:
e ja f(x)=0,tad 0=0 (izpildas);
e ja f(x)=C,kur1<C<2,tad C=C-[C]=C-1=C (izpildas).
Tatad der tikai funkcijas f(x)=const =C ,kur C=0 vai 1<C<2.

AJIMO.2. 1) Ar X # E apzimgam taisnes E/ krustpunktu ar ripka liiju /"; ar L
apzimé&jam trijstiira ABC lenka BAC bisektrises krustpunktu ar malu BC. Nogriezna
DX krustpunktus ar /F un AF apzim&jam attiecigi ar G’ un 7T (skat. A43. zim.).
Atceramies, ka trijsturT ievilktas rinka Iinijas centrs atrodas trijstira bisektriSu
krustpunkta.




2) Péc Menelaja teorémas AAIF un taisnei DX, ieglistam vienadibu:
G'F TF 4D *)
IG' AT ID
Pieradisim, ka TF 4D =1.No ta sekos, ka G'F = IG', tatad G =G".
AT ID
3) Taisne AF krusto rinka Iiniju /" punkta K # 4. Ta ka péc dota £LBAK = LCAE ,

tad U BK = UCE . Tatad KE”BC , jo loki starp paralélam hordam ir vienadi.

4) leverojam, ka LIAT = ZDAK un ZIXT = ZEXD .

/ZDAK = ZEAD, jo AD ir bisektrise un péc dota £LBAF = ZCAE .

ZEAD = ZEXD ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku ED.

Tatad £ZDAK = ZEXD no ka seko, ka ZIAT = ZIXT un punkti 1, A, X, T atrodas uz
vienas rinka linijas (skat. 1.V.10.3.).

Piezime. Vienadibu JZJIAT = ZIXT var pieradit ari, pamatojot vienadibas:
U DK =UBD -UBK =uDC - UCE = UDE .

5) Tad ZITA = £LIXA = ZEXA = ZEKA (izmantojam lenkus, kas balstas uz vieniem
un tiem pasiem lokiem abas rinka Iinijas). No Sejienes seko, ka kapslu lenki £ITA
un ZEKA ir vienadi, tatad IT | KE .

Taka KE| BC,tad IT | KE | BC.

P&c Talesa teorémas Li = iz .
AT Al

s . . . C IL CL
6) Taka Clir AACL bisektrise, tad no bisektrises 1pasibas seko, ka o = IC
7) Trijstiri DCL un DAC ir lidzigi péc pazimes ¢/, jo ZLADC = ZLDC un
/ZDCL = ZDAB = ZCAD = %AABC . Tatad var rakstit atbilstoSo malu attiecibu
cL_nc
AC  AD’

8) Pieradisim, ka loka BC viduspunkts D atrodas vienada attaluma no punktiem /, B,
C (skat. A44. zim.).

A
M
!
B
C
D
A44. zim.
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Trijstirt ABC ievilktas rinpka linijas centrs / atrodas bisektriSu krustpunkta, tapéc
ZBAD = Z/DAC un ZBMC = ZMCA . Ta ka vienadiem ievilktiem lenkiem atbilst
vienadi loki, tad W BD = uDC un U BM =UMA.

Izmantojot ievilkta lenka 1pasSibu, ieglistam £DCM = % UMD = %(UMB +UBD).

Izmantojot iek$€ja lenka 1pasibu, iegiistam LCID = %(UMA +UCD).

Ta ka atbilstoSie loki ir vienadi, tad ZDCM = ZCID. Tatad trijsturis IDC ir
vienadsanu trijstiiris un /D = CD ka attiecigas malas pret vienadiem lenkiem.

BD = CD ka hordas, kas savelk vienadus lokus BD un DC.

Tatad esam pieradijusi, ka /D = CD = BD

1D

9) Tatad varam rakstit bc =—.
AD AD

10) Apkopojot iegiitas vienadibas, iegiisim EEi = £ = CL = D = D .
AT Al AC AD AD
11) Tatad I _ 1D jeb TF 4D =1. Tad no (*) seko, ka GF =1jeb G'F =1G".
AT AD AT ID 1G'
12) Punkts G’ ir nogriezna /F viduspunkts, tatad sakrit ar punktu G.
Esam pieradijusi, ka taisnes DG un EI krustojas punkta X, kas atrodas uz rinka
linijas 7.

A.IMO.3. Visas funkcijas forma f(n)=n+c, kur ¢ € N U{0}, apmierina uzdevuma
nosacijumus:

(f(m)+n)(f(n)+m)=m+m+c)’.
Pieradisim, ka nav citu funkciju, kas apmierinatu uzdevumu nosacijumus.
Izmantosim $adu lemmu: Ja p| f(k)— f() kadam pirmskaitlim p un veseliem,
pozitiviem skaitliem k& un /, tad p| k—1. (Ar pierakstu a| b sapratisim, ka a ir b
dalitajs.)
Lemmas  pieradijums. Pirmkart, pienemam, ka p’ | fky—f(1), tad

f()= fk)+ p*a, kur aeZ. Izvélamies veselu, pozitivu skaitli D tadu, ka
D >max{f(k), f(I)} un kur$ nedalas ar p. Apskatam skaitli » = pD— f (k). Tad

pozitivi skaitli n+ f(k)=pD un n+ f()=pD+(f()- f(k))=pD+ p’a=
= p(D + pa) dalas ar p, bet nedalas ar p°. Izmantojot uzdevuma nosacijumus,
iegiistam, ka skaitli (f(k)+n)(f(n)+k) un (f()+n)(f(n)+[) ir kvadrati, kas
dalas ar p (tatad dalds ar ar p°). Ta ka reizinataji f(k)+n un f(/)+n nedalas ar
p’, tad reizinatajiem f(n)+k un f(n)+/ jadalas ar p. Tatad esam ieguvusi, ka
pl () +k)=(f()+D)=k—1.

Otrkart, ja f(k)— f(I) dalas ar p, bet nedalas ar p?, tad izvélamies to pasu skaitli D
un apskatam skaitli n = p’D — (k). Tad pozitivais skaitlis f(k)+n= p’D dalas ar
p’, bet nedalas ar p*,un f()+n=p’D+(f()- f(k)) dalas ar p, bet nedalas ar
p’. Lidzigi ka ieprieks iegiistam, ka skaitli f(n)+k un f(n)+! dalas ar p, tatad
p | (f(n)+k)—(f(n)+1)=k—1.Lidz ar to esam pieradijusi lemmu.
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Piepemam, ka f (k)= f(/) kadiem naturaliem skaitliem & un /. No lemmas seko, ka
k —1 dalas ar visiem pirmskaitliem, tatad k—/=0 jeb k =1[. Tatad funkcija f
dazados definicijas apgabala punktos pienem dazadas vértibas (Sadu funkciju sauc
par injekciju).

Apskatam skaitlus f(k) un f(k+1). Ta ka skaitlis (k+1)—k =1 nedalas ne ar
vienu pirmskaitli, tad péc lemmas seko, ka f(k +1)— f(k) nedalas ar pirmskaitliem,

tatad | f(k+1)— f(k)|=1.
Piepemam, ka f(2)-f(1)=gq,

f)=fM+qn-1).
Indukcijas baze n=1,2 f(2) = f(1)+q, kas ir speka p&c ¢ definicijas.

q|=1. Ar  indukciju  pieradisim, ka

Ja n>1, tad f(m+D)=f(m)tq=fD+qn-1)*q. Ta ka
f(m)y# f(n=2)=f(1)+q(n-2),tad iegistam f(n+1)= f(1)+¢gn.
Tatad, izmantojot ~ matematisko indukciju, esam  pieradijusi, ka

fm)=7M+qn-1).

Tad g nedrikst biit —1, jo pret&§ja gadijuma »n > f(1)+1 un iegistam, ka f(n) <0,
kas ir pretruna ar doto. Tatad ¢g=1 un f(n)=(f(1)—1)+n visiem ne N, un
f()—-1>0.

Tatad esam ieguvu$i, ka wuzdevuma prasibas apmierina funkcijas forma
f(m)=(fQ)—-1)+n jeb f(n)=c+n,kur c= f(1)—1, kas arT bija japierada.

A.IMO. Uzdevumi 2010. gada 8. julija

A.IMOJ4. Pienemsim, ka CA > CB (otrs gadijjums apskatams lidzigi). Tad punkts S
atrodas uz stara AB. Punkts P ir patvaligs punkts, kas atrodas gan trijstiirim 4BC
apvilktas rinka linijas 7" iekSpusé, gan lenka ASC iekSpus€. Ar E un F apzim&sim SP
krustpunktus ar /", punkts F atrodas uz nogriezna SP (skat. A45. zim.).

A45. zZim.
Izmantojot doto un hordas — pieskares Tpasibu, iegiistam SP* = SC* =S4-SB.
_, SP S4
Tatad —=—.
SB  SP

Taka £ZPSA = ZBSP un g—]; = % ,tad APSA~ABSP (p&c pazimes m/im).

Tatad £BPS = ZSAP ka lidzigu trijstiiru atbilstoSie lepki.
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Ta ka ZBPS-= %(BE +LF) ka ripka Iinijas o iek$€js lepkis un
ZSAP = %(BE + EK) ka ievilktais lenkis, tad LF = EK .
Izmantojot iek$€ja lenka Tpasibu, iegiistam, ka ZSPC = % (EC+ MF).

Izmantojot hordas — pieskares lenka TpaSibu, iegtistam, ka ZSCP = %(E C+EM).

Trijstiiris SCP ir vienadsanu trijsturis (SC = SP — péc dota), tapec LSPC = LSCP
ka lenki pie pamata.

Tatad EC+MF = EC+EM jeb MF = EM .

Ta ka M;?L = ]\ZF + };JL = MUE + EL}( = ME‘K , tad MK = ML ka hordas, kas savelk
vienadus lokus, kas ar1 bija japierada.

A.IMO.S. Ar pierakstu (a,, a,,...,a,) > (a], a,, ..., a,) sapratisim: ja sekojoSas kastes
satur a,, a,, ..., a, monétas, tad ir iespgjams izpildit vairakas atlautas darbibas, lai
kastes butu attiecigi «,, a,, ..., a, monétas, bet pargjas kastés monétu skaits paliektu
nemainigs.
Apzim&jam 4 = 20102

Tatad japierada, ka (1,1,1,1,1,1) > (0, 0,0, 0, 0, 4) .

Pieradisim 2 lemmas.

Lemma 1. (a,0,0) — (0, 2%, 0) katram a >1.

Pieradijums.

Ar matematisko indukciju pieradisim, ka (a, 0, 0) = (a —k, 2%, 0) katram 1<k <aq.

Indukcijas baze: k =1. Kastei B, lietojam ,,darbibu 1”:

(@,0,0) > (a—1,2,0)=(a—1,2",0).

Pienemam, ka pien€mums ir speka, ja k <a.

Paradisim, ka ir speka induktiva pareja. Sakot ar situdciju (a—k, 2%, 0) izpildam

»darbibu 17 vidgjai kastei 2% reizes, kamér ta klus tuk3a. Tad lietojam ,,darbibu 2”

pirmajai kastei:

(a—k,25,0)>(a-k2"-1,2) > ...> (a—k,0,2"") > (a—k-1,2"",0).

Tatad (a, 0,0) = (a —k, 2", 0) = (a - (k +1), 25", 0) un,Lemma 1” ir pieradita.

Lemma 2. (a,0,0,0) — (0, P,, 0, 0) katram a >1.

Apzim&jam P, = 2% , kur n — naturals skaitlis (piem&ram, P, = 2% =16 ).

Pieradijums.
Lidzigi ka ,Lemmai 17 pieradisim, ka (a,0,0,0) > (a—k, P,0,0) katram
1<k<a.
Ja k =1, tad lietojam ,,darbibu 1” pirmajai kastei:
(a,0,0,0) > (a-12,0,0)=(a-1,F,0,0).
Piepemam, ka lemma ir spéka, ja k < a.
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Sakot ar (a—k, P,,0,0) izmantojam ,,Lemmu 1” otrajai kastei un tad ,,darbibu 1”
pirmajai kastei:

(a—k,P,,0,0)—> (a—k,0,2%,0)=(a-k,0,P,,,0) > (a—k-1,P,,,0,0).
Tatad (a,0,0,0) > (a—k,P,,0,0) > (a—(k+1),P,,,0,0) un ,Lemma 2” ir
pieradita.

+1°

Tagad pieradisim uzdevuma prasito. Vispirms lietojam ,,darbibu 1 kastei B, tad
darbibu 2 kasttm B,, B,, B, un B, §ada seciba. Péc tam lietojam ,,Lemmu 2”
kasttm B, un B;:
¢G,LLL,L)—->(11,1,L0,3)>(1,1,1,0,3,0) > (1,1,0,3,0,0) >
—(1,0,3,0,0,0) —(0,3,0,0,0,0)— (0,0, ~,0,0,0)=(0,0,16,0,0,0) -
—(0,0,0, B, 0,0).

Kasté B, jau ir vairak ka 4 monétas, jo
15

2010 2010 . 2010 2011 11 11-2011 2
A — 20102010 < (211)2010 — 2112010 < 22010 < 2(2 ) — 22 < 22 < P16 )

Lai samazinatu monétu daudzumu kasteé B,, lietojam ,,darbibu 2” Iidz mon&tu

2011

. A _ o . _ . . -
daudzums ir . (katra darbiba iznem vienu monétu no B, un apmaina vietam tuksas

kastes B; un By):
0,0,0, Py, 0,0)—(0,0,0, P -1,0,0) > (0,0,0, B; —2,0,0) > ... >

»(o,o,o,f,o, 0).

Péc tam lietojam ,,darbibu 1” kastei B, Iidz ta ir tuksa, tad lietojam ,,darbibu 1”
kastei B; lidz ta ir tukSa:

(0, 0, o,f, 0,0) = ... = (0, 0, 0, o,g, 0) = ... (0,0,0,0,0, 4).

Esam pieradijusi, ka eksisté tada darbibu virkne, kuras rezultata izpildas uzdevuma
nosacijumi.
A.IMO.6. P&c dota visiem n > r izpildas a, = max{a, +a, , |[1<k<n-1}. (1)

Tatad,ja n>r,tad a, =a; +aj2,kur Ji»J, <nun j, +j, =n.
Ja, pieme€ram, j, >r, tad lidzigi var parveidot a; . Veicot Sadus parveidojumus,
legiistam

a,=a, +a, +..+a,, 2)

kur 1<i, <runi +i,+..+i =n. 3)

Ja a, un a, ir skaitli, kas iegtti no (2) pedeja soli, tad i, +i, > r.
Tatad nosacijumus (3) varam parrakstit forma:

I1<i, <r,i+i,+..+i =n,i+i,>r.(4)

No otras puses, piepemam, ka indeksi i,i,,...,i, apmierina nosacfjumus (4).
Apzim@sim s; =i, +i, +...+i; unno (1) ieglistam, ka
a,=a, 2a, +a, 2a, +a, +a, 2..2a +..+a,.
Tatad, apkopojot §is sakaribas, ieglisim nosacijumus:
Katram n > r izpildas a, = max{a, +...+a, },kur (i, 1,, ..., i,) apmierina (4). (*)
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Apzim&jam s = maxa—f un fiks€jam kadu indeksu / < r ta, ka s = %.

I<isr g
Apskatam skaitli n>r’l+2r un izvélamies @, izvérsumu forma (2) ar

n

nosacijumiem (4):

n
n=i+..+i, <rk,tatad k> —2>r/+2.
r

Pienemam, ka neviens no i,, ..., 7, nav vienads ar /. Tad péc Dirihl€ principa seko, ka
eksisté indekss 1< j <r, kur§ starp indeksiem i,, ..., i, paradas vismaz / reizes, un
noteikti j#/.

IzdzéSam Sos / indeksus j no i,...,7, un to vieta ierakstam ;j indeksus /, iegtistot
virkni (i, 7,, i3, ..., I;.) , kas apmierina (4).

Izmantojot (*), ieglistam, ka a, +...+a, =a,2a, +a, +a, +..+a, .

VienkarSojot iegistam la; > ja,, tatad % < %

P&c [ definicijas seko, ka la; = ja,, tatad a, =a, +a, +a, +..+a, .

Tadgjadi katram n > r’[+2r esam ieguvusi attélojumu forma (2) ar nosacijumiem
(4),kur i, =1, j=3.

Parkartojot indeksus, iegiistam i, =/.

Ievérojam, ka $aja att€lojuma indeksi (i, i,, ..., i, ;) apmierina nosactjumus (4), kur
n aizstats ar n—1.

Tada veida no (*) ieglistam a, , +a, > (al.l +o.ta, )+a, =a,.

Izmantojot (1), ieglistam a, = a, , +a, katram n > r*[ + 2r, kas ari bija japierada.
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A.AB. ATLASES SACENSIBAS OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS
2009”

A.AB.A. Algebra

+1. Ta ka izteiksmes kvadrats

2 2
A.AB.A.1. Tevérojam, ka f(x)= (x + 2009) _ 2009

2

2
vienmer ir nenegativs skaitlis, tad f vértibu apgabals V' = {— 2029 +1; + oo} .

leverojam, ka f (D) =V < D . Apskatisim, kads ir funkcijas (V) vértibu apgabals.

Ta ka funkcijas f(x) grafiks ir parabola ar virsotni punkta x, = — un uz augsu

veérstiem zariem (t. 1., f(x,)=min f(x),x € R), tad f(x) pie x e {— 20209; + ooj

pienem visas iesp&jamas vértibas no kopas V. Intervals [—@; +ooj c V', tatad

f(V)=V . Varam secinat, ka arT f(f(...(f(R))...) =V.

2009°

Taka V= {— +1; + ooj ,tad 0 eV . f(f(...(f(R))...) pienem visas vértibas no

intervala V, tad eksisté tads reals skaitlis », kur f ( fe.(f (r))...)= 0, kas ar1 bija

japierada.
A.AB.A.2. Varam pienemt, ka a>bh. Ta ka a>1 un b>1, tad a’*>b*> un
2

1 1 ) ¥ o4 - ) )
" < ﬁ Izmantojam CebiSeva nevienadibu pie n =2, kur q, = b2, a,=a",
a p— —

1 1
b = , b, =—— (skat. LAB.A.2.):
1= b b—1( )
2 2 2 2 2 2
of B Z(b2+a2)1+1 b e
a-1 b-1 a-1 b-1) a-1 b-1 a-1 b-1
2 a2
Atpemam abam nevienadibas pusém " + -1 un ieglistam, ka
a_ _—
2 2 2 2
a b . b (0

+ > + .

b-1 a-1 a-1 b-1
Ir skaidrs, ka ir speka nevienadiba (x—2)> >0, jo izteiksmes kvadrats nekad nav
negativs skaitlis. No §is nevienadibas ieglistam, ka x> —4x+4 >0 jeb x> >4x—4.

2
X

Taka x>1, tad >4, )

x —
Izmantojot nevienadibas (1) un (2), iegiistam vajadzigo:

2 2 2 2
a +b > a +bb124+4:8.
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A.AB.A.3. Atveram iekavas nevienadibas kreisaja pus€ un sagrup§jam mainigos,
iznesot pirms iekavam c un d dazadu pakapju reizinajumus:

COX, XXX, X5 + € d (X050, F oo X, XX, X5 ) FCOd (XXX o+ X, X)) F
+cld (xx, + .+ x,x)+ed(x, +.+x)+d7. (1)
Pielietojam otrajam lidz pirmspé&d€jajam saskaitamajam nevienadibu starp vid€jo
aritmétisko un vidéjo geometrisko (A4 > G) iekavas esoSajai skaitlu summai un
izmantojam doto vienadibu x,x,x;x,x; =1:

X X, XX, 4o X, XX, X
172773774 2737475 5 4 .
23 (X, X,X,X,X5)" = XX, X,X, + o F XX X,X 25

5
XXX o Xy X, X
L= 0 A > 10 (x,x,0,%,%5)° = XXX, ..+ XXX > 10;
XX, et X, X
L= 0 A5 >0 (2,0, 6, 0,%5) T = xx, o+ x,xg 210

X +..+X
L > XXX X, = Xt X =5,
5

levietojot Sos novertgjumus izteiksm& (1) un pielietojot doto vienadibu
X, X,X,x,x5 =1, ieglistam, ka izteiksmes (1) vertiba ir lielaka vai vienada ar

c’ +5¢'d +10c’d? +10c¢*d’ +5cd* +d’° =(c+d)’ =1,
tatad arT uzdevuma dotas nevienadibas kreisa puse ir lielaka vai vienada ar 1, kas ar1
bija japierada.

A.AB.A.4. Ng, tas nav iesp&jams. Pienemsim no pret&ja, ka tadas funkcijas eksiste.
Tada gadijuma, ja f(x) = f(») = g(f(¥))=g(f(»)) = ¥’ =y’ = x=y; tatad
f attélo dazadas vertibas par dazadam jeb f— injekcija.

No f(g(x)=x" iegistam, ka f(¢(f(0))=(/(x))'; taad f(x’)=(r(x))'. No
Sejienes seko:

e pie x=0: f(0)=(/(0));

e pie x=1: f()=(fD)"

e pie x=-1: f(-)=(f(-D)".
Redzam, ka £(0), f(1) un f(-1) ir vienadojuma ¢ =¢> saknes, t. i., pienem tikai 2
dazadas vertibas O un 1. Ta ir pretruna ar to, ka f — injekcija.
Tatad misu pien@mums, ka uzdevuma dotas funkcijas eksiste, ir nepatiess. Esam
pieradijusi, ka uzdevuma dotie nosacijumi nav iesp&jami.

A.AB.A.S. Pienemsim, ka eksist€ tads polinoms P(x,y) ar uzdevuma doto ipasibu. Pie
y=0 P(x,0)= f(x) ir viena argumenta x polinoms. Tam ir bezgaligi daudz saknu
(visi x no [0;1]). Tapéc f(x) ir nulles polinoms jeb f(x)=0. Tada gadijuma visa
taisne y =0 sastav no punktiem, kas att€lo P ,,saknes”. Bet ta nedrikst biit. legiita
pretruna, tatad miisu pien@mums ir nepatiess un esam pieradijusi, ka $ads polinoms
neeksiste.
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A.AB.K. Kombinatorika

A.AB.K.1. Pienemsim, ka turnira piedalijas v votivapas un s SilliSallas. Votivapas sava
starpa un §illisallas sava starpa sadalfja attiecigi C. un C. punktus. Ta ka Katrs
dalibnieks, spel€jot pret votivapam, ieguva tikpat punktu, cik spelgjot pret silliSallam,
tad pavisam tika sadaliti 2(C] + C?) punkti.

Ta ka katrs no s+v rikiSiem spél€ja cits ar citu tieSi vienu reizi, pavisam tika
sadaliti C2, punkti.

s+v

Tatad 2(C. +C?)=C_,,, no kurienes
(s+v)(s+v-1)
2

207 =2y 425t —2s =8 +2sv+Vv  —s—v

viv=1D)+s(s—1)=

Vi—v4st—5=2sv
(v—s5)=s+v.
Esam pieradijusi, ka s+ v, kas ir kopgjais dalibnieku skaits, ir kada naturala skaitla
kvadrats.

A.AB.K.2. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradam, ka nokrasoto
ritinu centru nevar biit mazak ka 19, lai izpilditos uzdevuma dotais nosacijums. Uz
katras no A46. zim. paraditajam 16 partrauktajam linijam vajag vismaz vienu punktu.
Bez tam vismaz 3 punktus vajag riitinas A, B, C, D, lai ,,apkalpotu” 6 taisnes, kas
savieno So rutigu centrus. Tatad vajag vismaz 19 punktus, lai izpilditos uzdevuma
nosacijumi.

s~ NN NN
AN A NN N ojeolo|0 ®
Ve NN NN
////// Ny N DY [ ]
. , N RS
/// NN [ ]
7/ NN
// N o
AN
B C ° ) [ )
N 7
NN 7 [ ]
N /1 7
NN s |7 |- ‘
1 7 o
NRENANEN LT )
71 7| 7
SN SNID LT ® oloj0|0
NN A
A46. zim. A47. zim.

Otrkart, ar piem&ru paradam, ka var nokrasot melnus tiesi 19 riitinu centrus, lai
izpilditos uzdevuma dotais nosacijums (skat. A47. zim.).

A.AB.K.3. Sanumurgjam trijstirus ar skaitliem 1, 2, 3, 4 ka paradits A48. zim.;
numurgjums ir periodisks, tatad varam apskatit tikai fragmentu no plaknes.

4 1 2 3\4/1 2 3 4 1 2
L/a\3/2\ /a\3/2\1/a\3/2
4/ NSNS/ 1NN\ 1N\Y3
/NN pas im
Ieverojam, ka Spriditis, veicot atlautos gajienus, visu laiku parvietojas pa vienas
krasas trijstiriem. Katram trijstirim eksisté tris tadi trijstiiri, kam ar to ir viena
kop€ja mala, un Sie tris trijstiri vienmeér nokrasoti no dota trijstiira atSkirigas krasas.
Tatad uzdevuma prasitais nav iesp€jams.
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A.AB.K.4. Apskatam jauniegiita trijstlira perimetru:

(p-a)+(p-b)+(p-c)=3p-2p=p,
tatad trijstiiru perimetrs samazinas.
Ta ka |[(p—a)—(p-b)=|a-b
trijsturiem paliek nemainigas.
Tatad, ja trijstiirus varétu iegiit bezgaligi ilgi, tad to perimetri tiektos uz 0, bet malu
garumu starpibas nemainitos.
Apskatam divu trijstira 7 malu garumus a un b. Varam piegemt, ka a>b.
Apzim&jam a —b = G . Trijstiira divu malu garumu starpiba vienmer ir mazaka neka
trijstira tre$as malas garums, tapéc ¢ > G . Izmantojot So novert€§jumu un izsakot
a=b+G, iegiistam, ka

2p=P=a+b+c=b+G+b+c>2b+2G >2G jeb p>G.

Tatad jaunizveidota trijstiira laukums p nebts mazaks par G. Ta ka trijstira malu
garumu starpiba nemainas, tad arT turpmako jaunizveidoto trijstiiru perimetri nebiis
mazaki par G. Lai trijstiiru perimetri tiektos uz 0, G ir jabiit nullei jeb a =5 .
Lidzigi iegiistam, ka b=c = a=b=c jeb T —regulars trijstiiris.
Tatad process var turpinaties bezgaligi tad un tikai tad, ja 7 ir regulars trijstiris.

, tad malu garumu starpibas jaunizveidotajiem

A.AB.K.S. a) Ja, ta var but, pieméram, ja pavisam ir 7 olimpiades un 10 skoléni
apmekle attiecigi olimpiades 1,2,3; 1,4,5; 1,6,7; 2,4,6; 2,5,7; 2,5,7; 3,4,7; 3,4,7; 3,5,6;
3,5,6. Tiesam, katra no 7 olimpiadém piedalijusies attiecigi 3, 4, 5, 4, 5, 4, 5 skoléni.
b) Ja A ir kads skoléns, tad katrs no 9 par€jiem piedalijas vismaz viena no trim A
apmekl&tajam olimpiadém. Lai nevienu no §1m olimpiadém neapmekl&tu 5 vai vairak
skoléni (kopa ar A4), katru no A4 apmeklétajam olimpiadém apmekle tieSi 3 no
pargjiem skoléniem. Tas nozimé, ka katru olimpiadi apmeklgja 4 cilveki, tatad
kop&jam apmeklejumu skaitam ir jadalas ar 4.

Pavisam ir 10 skoléni un katrs no tiem piedalijas 3 olimpiades, tapéc apmekl&jumu
skaits ir 10-3 =30. Ta ka 30 ar 4 nedalas, tad nav iesp&jams, ka neviena olimpiade
nepiedalijas vairak ka 4 skoléni.

A.AB.G. Geometrija

A.AB.G.1. Ir tris tipu plaknes: perpendikularas Skautném (tadas ir 3, A49. zim. to
Ske€lumu nogriezni att€loti ar punktotu Iiniju), perpendikularas skaldgu diagonalém
(tadas ir 6, A49. zZim. to Sk€lumu nogriezni att€loti ar nepartrauktu Iiniju) un
perpendikularas kuba diagonalém (tadas ir 4, A49. zim. to Sk€lumu nogriezni atteloti
ar partrauktu Iiniju). Tas sadala kubu trijstiira piramidas, kuram kuba centrs ir kopiga
virsotne.

< skaldnes sadalijums

A49. zim.

Tas sadala arT katru kuba skaldni 16 trijstiiros, kas ir piramidu skaldnes. Neviena
piramida ,,neiziet” uz divam skaldném, tapéc to skaits ir 16-6 =96.
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A.AB.G.2. Apzim&jam rinka Iinijas pieskarSanas punktu malai AC ar J un novelkam
nogriezni JE (skat. A50. zim.). Pieradisim, ka JE || AB.
Ta ka AABC ir vienadsanu, tad ZBAC = ZCBA. No rinka centra O novelkam
radiusus OJ un OFE. Ta ka J un E ir pieskarSanas punkti, tad £Z0J4 = LZOEB =90°.
Apskatam vienadsanu AEOJ (OJ = OE ka radiusi); LOJE = ZOEJ ka lenki pie
pamata. Tatad £LBAC + LZOJA+ ZOJE = ZCBA+ LOEB + LZOEJ .
Esam ieguvusi, ka £ZBAJ + ZAJE = ZEBA+ ZBEJ =360°:2 =180°, jo Cetrstiira
ieksgjo lenku summa ir 360°. Ta ka ieksgjo vienpuslenku summa, kas rodas, taisnei
AC krustojot taisnes JE un 4B, ir 180°, tad JE || AB.
Varam secinat, ka ZCAB = ZCJE ka kapslu lenki.

v
ZCJE :%JE ka hordas — pieskares lenkis, kas atskel UJE. Savukart

)
ZJFE :%JE ka ievilkts lenkis, kas balstas uz loka JE . (skat. A51.zim.) Tatad

ZCJE = ZJFE.

Esam ieguvusi, ka ZCAB = ZCJE = ZJFE. Ta ka blakuslenku summa ir 180°,
ieglistam, ka ZJFK =180°—- ZJFE =180°—- ZCAB jeb LJFK + ZCAB =180°. Ap
Cetrstiiri var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja ta pret&jo lenku summa ir 180°,
tatad ap Cetrsturi AJFK var apvilkt rinka liniju.

C
J E
o
A B A
AS50. zZim. AS51. zZim.

ZAJK = ZAFK , jo balstas uz viena un ta pasa rinka Itnijas loka 4K.
ZAFK = ZEFG ka krustlenki.

v
ZEFG ir ievilkts lenkis, kas balstas uz loka EG, tatad ZEFG = %EG , savukart,

)
ZLEB ir hordas — pieskares lenkis, kas atSkel loku EG, tapéc ari LLEB = %EG.

Tatad LEFG = ZLEB.
Varam secinat, ka LAJK = LZAFK = ZEFG = ZLEB.
AAJK = ABEL (péc pazimes ¢m/ ), jo
o /AJK = ZLEB péc tikko pieradita;
e AJ =BE,jo AJEB — vienadsanu trapece;
e /JAK = ZEBL ka vienadsanu trijstira pamata pielenki.
No ta seko, ka AK = BL ka attiecigas malas vienados trijstiiros.
Ta ka D ir AB viduspunkts un AK = BL, tad AD - AK = BD - BL jeb DK = DL,
kas ar1 bija japierada.
Ja taisne ¢ krusto nogriezni CE (skat. A52. zim.), tad risinajums ir lidzigs. Japierada,
ka ap Cetrstiri AFJK var apvilkt rinka Iiniju (skat. 1.V.10.3.) un javeic gandriz
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identiski spriedumi ka pirmaja gadijuma, lai pieraditu, ka A4AJK = ABEL, kas arl
dod prastto.

K A D B L
AS52. zim.

A.AB.G.3. Pienemam, ka sarkano punktu ir galigs skaits. Tad eksiste AABC, kas ir

viens no sarkanajiem trijstiiriem (ar apvilktas rinka Iinijas centru O), kam apvilktas
rinka linijas radiuss ir vismazakais.
Ja AABC nav Saurlenku, tad ta divas virsotnes ar apvilktas rinka Itnijas centru veido
Saurlenku trijstiiri ar sarkanam virsotném. Sim $aurlenku trijstirim apvilktas rinka
linijas radiuss ir mazaks par AABC apvilktas rinka Iinijas radiusu, tatad AABC
apvilktas rinpka linijas radiuss nav vismazakais. Varam secinat, ka A4ABC -
Saurlenku, un O atrodas AABC iekSpuse.

Ja, pieméram, ZAOB<120°, tad 4C=%4A03<60°, tapéc no formulas

R = .a seko,  ka AAOB apvilktas  ripka  linijas  radiuss
2sina
AB AB AB AB

. = = : <— jeb AAOB apvilktas
2sin ZAOB  2sin(2£C) 2-2sinZCcosZC  2sin ZLC

rinka Iinijas radiuss ir mazaks par AABC apvilktas rinka Iinijas radiusu. Ta ir
pretruna ar AABC minimalitati, tatad Z40B >120°

Lidzigi secinam, ka ZBOC >120° un ZCOA >120°.

Tapéc jabiit LAOB = ZBOC = ZCOA=120° = AABC —regulars.

Tad punkti C un O atrodas uz AABC malas 4B vidusperpendikula un art AAOB
apvilktas rinka Imijas centrs atrodas uz 4B vidusperpendikula, — pretruna ar to, ka
nekadi tr1s sarkanie punkti neatrodas uz vienas taisnes.

Esam pieradijusi, ka nevar atrast tadus 3 punktus, kuru veidotajam trijstiirim
apvilktas rinka linijas radiuss ir vismazakais, ja nekadi 3 sarkanie punkti neatrodas uz
vienas taisnes, tatad ir bezgaligi daudz sarkano punktu.

A.AB.G.4. Atrisinasim So uzdevumu, izmantojot vektorus. Ta ka 2 perpendikularu
> >
vektoru skalarais reizinagjums ir 0, tad mums ir japierada, ka FE-NM =0

(skat. A53. zim.).
C

9

D A53. Zim.
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Izmantojam vektorus ar sakumu punkta S. Tatad mums japierada, ka

- o - - - -
FE-NM = (SE— SF)(SM~SN)=0.

- O
S—> = SBJ; 5S¢ un S—> = S4+ 5D , tapéc mums japierada, ka
5> 5 5 S
(SE— SFY(SM— SN) = (SE— SF)| 2255 C; SA=5D | _
Izmantojot vektoru skalara reizinajuma ipasibas, iegiistam, ka
5> 5 5 o e
(S—};_ S—;«“) SB+ SC;SA—S _ (S?Z—S%) SB;SA N SC;S _

1> - - > o - -> - - > oS> o
=~ | SE(SB=S$4)~ SF(SC~ SD) + SE(SC—SD) ~ SF(SB~54) |

Tatad japierada, ka
> o5 o s s =
SE(SB—SA) — SF(SC- SD) + SE(SC—-SD) - SF(SB—-54) =0.

e T T S

SE- AB— SF-DC+ SE-DC—SF-AB =0
- >
Ta ka SE L AB, tad SE-AB=0. Lidzigi no dota SF L DC iegustam, ka
-> -
SF-DC = 0. Tatad japierada, ka

-> o > o
—-SE-DC-SF-AB=0.
Ieverojam, ka AASB ~ ADSC (p&c pazimes /{), jo
o /ASB = /DSC ka krustlenki;
o /SAB=ZCAB = /ZBDC = ZSDC ka ievilkti lenki, kas balstas uz vienu un to
pasu loku BC.

— - - -
Tatad Sajos trijstiros augstumi proporcionali malam jeb | SE |- | DC |=| SF' |-| AB|.

A
—

> > - - >
Taka a-b=|al|-|b |-cos(a, bj, tad vel ir japierada, ka lenki starp atbilstoSajiem

vektoriem ir vienadi jeb LSGE = ZSHF (skat. A54. zim.)

B C

E

b AS54. zim.
Apskatam AGSE un AHSF :
o /GSE = ZHSF ka krustlenki;
e /GES = ZHFS péc dota,
tatad LSGE = ZSHF , un esam pieradijusi uzdevuma prasito.
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A.AB.G.5. Novelkam MK || AC, ML|| AB un MN || BC (skat. A55. zim.).
ZA=ZC ka regulara AABC lenki. ZANM = ZC ka kapslu lenki pie paralélam
taisném MN un BC. Tatad LA =/ZC = ZANM = trapece AKMN — vienadsanu, jo
lenki pie pamata — vienadi.
Lidzigi iegiistam, ka arT trapeces BLMK un CNML — vienadsanu.

ASS5. zim.

Tatad AABC sadalas vienadsanu trapec€s. Ta ka visam trim vienadsanu trapecém
lenki pie garaka pamata ir 60°, tad pie 1saka pamata tie biis 180°—60° =120° jeb
ZKMN = ZLMK = ZNML =120°.

Apzimgjam MN =KA=x, MK=LB=y un ML=NC=z un izmantojam
kosinusu teorému:

Lidzigi iegistam, ka LK? = (y? +z> +zy) un NL* = (x* +z* + x2).
Ta ka vienadsanu trapecei diagonales ir vienadas, tad
MA® + MB> + MC* = KN? + LK* + NI =
=2+t )+ (P 22 )+ (P 2R 4 xz) =
=2x2 42y 4222 v xy+xz+ yz =
=2x2 +2y? 4222 +Axy +4xz+4yz —3(xy + xz + yz) =
=2(x+y+2)* =3(xy+xz+ zx)
Ta ka nogrieznu garumi x, y, z — pozitivi, tad 3(xy+ xz + zx) ir pozitivs lielums,
tapec
MA* + MB* + MC? =2(x+ y+2)* =3(xy + xz + zx) < 2(x + y + 2)*.
Caur punktu L novelkam taisni a, kas paralela MK un tas krustpunktu ar 4B
apzim&jam ar 7T (skat. AS5.zim.). Taka LT || MK un ML | KT (jo ML | AB), tad

KTLM — paralelograms = KT =ML =z.

ATBL ~ AABC (péc pazimes //), jo 4BTL=/A un /BLT =/C (ka kapslu
lenki) = ATBL —regulars. Tatad 7B =BL=y.

Esam ieguvusi, ka x+ y+z = AK +TB + KT = AB, kas ar1 pierada prasito:

MA? + MB? + MC? <2(x+y+z)* =2A4B*.
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A.AB.S. Skaitlu teorija

A.AB.S.1. levérojam, ka x#0,y#0,z#0, jo nedrikst dalit ar nulli. Visi tris
saskaitamie sastav no vienu un to pasu nenulles skaitlu reizinajuma un dalijjuma, tad
tie visi tris ir vienlaicigi pozitivi vai negativi. To summa ir 3, kas ir pozitivs skaitlis,
tatad tie visi ir pozitivi.

Varam pienemt, ka |x| > | y| > |Z| . Izmantojam nevienadibu starp vid€jo aritmétisko un

vidgjo geometrisko (4> G) vienadojuma dotas summas pédgjiem diviem

saskaitamajiem: 3= 2 ALY L, 2|x|+2|z|.
z X Yy z | x »

Atrisinajums jamekleé veselos skaitlos, tatad nevienadibas 32> |x| + 2|z| vienigais
atrisinajums bis |x| = |z| =1. No pienémuma, ka |x| > | y| > |Z| secinam, ka ar1 | y| =1.
Ta ka katram uzdevuma dotajam saskaitamajam jabiit pozitivam, tad vai nu visi tr1s
lielumi x, y, z ir pozitivi vai tiesi divi no tiem ir negativi. Tatad esam ieguvusi 4
atrisinagjumus: (L, 1), (,-1;-1), (-LL-1), (-L-L1).

A.AB.S.2. Apzim&jam f(n)=n> +5n+23. Izsakam
f(n)=n"+5n+23=n(n+5)+23.

Ja f(n) dalas ar pirmskaitli p, tad atlikumu, kas rodas skaitli n(n+5) dalot ar p un
skaitli 23 dalot ar p, summai ir jabut vienadai ar 0 (ja 23 dalas ar So pirmskaitli)
vai p.
Izvgidojam tabulu, kura mekl&jam Sadu p, apskatot visus pirmos pirmskaitlus un
pirmas n vertibas.
Pirmaja tabulas kolonna rakstam visas n(n +5) vertibas.
Pirmaja tabulas rinda:

e rakstam pirmos pirmskaitlus;

e izrékinam, kadu atlikumu iegtistam, izdalot skaitli 23 ar katru pirmskaitli;

e aprékinam, kadu atlikumu nepiecieSams iegt, skaitli n(n+5) izdalot ar katru

no pirmskaitliem.

Aizpildam par&jas tabulas rindas, rakstot atlikumu, ko iegiist attiecigo n(n+5)
veértibu dalot ar attiecigo pirmskaitli p:

p=3 p=5 p=7 p=11 p=13 p=17
n(n+5) | 23:3=7;A2 | 23:5=4;A3 | 23:7=3;A2 | 23:11=2;A1 | 23:13=1;A10 | 23:17=1;A6
3-2=1 5-3=2 7-2=5 | 11-1=10 | 13-10=3 | 17-6=11
05 0 0 0 0 0 0
16 0 1 6 6 6 6
27 2 4 0 3 1 14
38 0 4 3 2 11 7
49 0 1 1 3 10 2
510 2 0 1 6 11 16
611 0 1 3 0 1 15
712 0 4 0 7 6 16
813 2 4 6 5 0 2
9-14 0 1 0 5 9 7
10-15 0 0 3 7 7 14
11-16 2 1 1 0 7 6
12-17 0 4 1 6 9 0
13-18 0 4 3 3 0 13
14-19 2 1 0 2 6 11
1520 0 0 6 3 1 11
1621 0 1 0 6 11 13
1722 2 4 3 0 10 0
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Tabula redzam, ka f(n) nedalas ar pirmskaitliem 3, 5, 7, 11 un 13, jo atlikumu
summa nav vienada ar vajadzigo. f(n) dalas ar 17, pieméram, pie veértibas n =14,
tatad mazakais pirmskaitlis, ar ko dalas kaut viens no f(n) ir 17.

Piezime. Skaitli n(n+5) izdalot ar pirmskaitli p, ieglistam tadu pasu atlikumu ka,
izdalot skaitli (n+ p)((n+ p)+5) ar pirmskaitli p, jo

(n+p)((n+p)+5)=n2 +np+5n+pn+p2 +5p:n2 +5n+ p(2n+ p+5),
kur p(2n+ p+5) dalas ar p, tatad atlikumu dos n* +5n = n(n +5).

Tatad katram pirmskaitlim p varam apskatit tikai tos atlikumus, ko iegiist, dalot
n(n+5) arp,kad n=0,1,..., p—1.

A.AB.S.3. Apskatam skaitlu virkni 2'; 22; ...; 2""'. Dalot skaitli ar n, ir iesp&jami n
atlikumi. Virkné atrodas n+1 skaitlis, tapéc noteikti ir divi no tiem, kas dod

vienadus atlikumus, dalot ar n. Ja tie ir 2°un 2/, kur i > j, tad to starpiba dalas ar n
jeb 2/ =27 =2/(2"/ ~1)in.
Ta ka n — nepara, tad 2/ nedalas ar n, tapgc 2"/ —1in; turklat 1<i—j<n.
Skaitlis n! dalas ar (i—j), jo (i—j)e{l;2;..;n} un nl=1-2-..-n, tdpec varam
izteikt n!= (i — j) -k, kur k — naturals skaitlis. Tad
2" 1= 20k = () o1k = (2 1) (@) @ 2 1),
no ka seko, ka2” —1 dalas ar 2"/ —1.
Ta ka jau ieprieks ieguvam, ka 2"/ —1 dalas ar n, tad ari 2" —1 dalas ar n, kas arl
bija japierada.
A.AB.S 4. levérojam, ka piesatinati skaitli ir tie skaitli, kuriem katrs pirmreizinatajs ir

vismaz otraja pakapg.
Viens superpiesatindts skaitlis ir 8, jo 8 =2 un 9 =3>.
Janun n+1 abi ir piesatinati, tad piesatinati ir ar1 divi péc kartas sekojosi skaitli:

e 4n(n+1), jo katrs no trim reizinatajiem 4, n un n+1 ir piesatinats, tatad ari

reizinajums sastaves no pirmreizinatajiem otraja vai augstaka pakapg;
e 4n(n+1)+1=2n+1)%, jo skaitla 2n+1 pirmreizinataji skaitli (2n+1)* bas
otraja pakapg, tatad katrs no pirmreizinatajiem biis vismaz otraja pakape.
Tatad, ja n ir superpiesatindts, tad tads ir ar1 4n(n+1). Ta ka esam atradusi vienu
superpiesatinatu skaitli n =8, tad varam secinat, ka superpiesatinatu skaitlu ir
bezgaligi daudz.
A.AB.S.5. Apskatam summu:1+2 +...+ 2009 = 2009 -1005.

Ta ka skaitlis 1005 dalas ar 3, tad ar1 1+ 2 +...+ 2009 dalas ar 3. Varam secinat, ka
atlikumu, kurus iegiist, skaitlus 1, 2, ..., 2009 dalot ar 3, summa dalas ar 3.
No 1pasibas: skaitli dalot ar 3, ieglist tadu paSu atlikumu, kadu iegist, §1 skaitla
ciparu summu dalot ar 3, iegiistam, ka arT skaitlu 1, 2, ..., 2009 ciparu summa dalas
ar 3. Tada gadijuma arT pats skaitlis x vienmér dalisies ar 3.

Skaitla 27 dalitaji ir tikai un vienigi skaitli, kas ir divnieka pakapes. 3 nav divnieka
pakape, tatad nevar gadities, ka x =2”.
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A.BW. MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE ,,BALTIJAS CELS
2009”

A.BW.A. Algebra

A.BW.A.1. Ta ka polinomam p(x) ir tieSi n realas saknes un koeficients pie x" ir 1,
tad f(x) var sadalit reizinatajos:

p(x)= H(x —a,), kur a,,i=1,2,..., n — polinoma saknes.
i=1

Takapéc dota o, <1, tad p(l) >0, jo visi reizinataji ir nenegativi.

Parveidojam izteiksmi 3" :

3"=p@)=[]C-e)=[]0+1-a)=0+1-&)...A+(1~a,).
i=1 i=1

Apzimgjam 1—¢a, = b, un iegiistam

(1+b1)(1+b2)-..‘-(1+bn)(;)

M )
=1 +0b,+b,+...+b )+ (b, +bb, +..+b b )+..+bb,.b =
\ﬁ/__J %f_J

1=C? n=C} n(n-1)_ > 1=C”
2 n
@ 1 ¢! 2 2 n ®
>C’+C!-Glbb,..b, +C*-S[bb, -bb,-..-b_b +..+C'-bb,. b =

1 n—1
®) o = )
=C’+C!-(bb,..h)" +C:-(bb,bs..h )" +..+C!-bb,..b, =
(4) 1 2 n

=C’+C! - (bb,..h )" +C*-(bb,by..b )" +..+C"-(bb,.b )" =

=3 CE bbby = Y CE (=) -ay)(l-a,)s =

n n % n k (s Y
=ZC:-(H(1—a,,)j =2 Cp)” =(1+p(1)"j :

Parveidojumos izmantojam $adas sakaribas:
(1) — atveram iekavas un sagrupg&jam saskaitamos,
(2) — katrai iekavai izmantojam sakaribu starp vid&jo aritm&tisko un vidgjo

geometrisko 4> G,
k

(3) — izmantojam pakapju Tpasibu &/a* = ar,

(4) — izmantojam formulu C* = un parveidojam kapinatajus,

n!
(n—=k)- k!
(5) — izmantojam Nutona binoma formulu.

1" 1 1
Tatad 3" Z{l+p(l)”} , 321+ p(D)", p(H)" <2, p()<2".
Pieradisim, ka p(1) var pienemt visas vertibas no intervala [0; 2" ]. Pienemsim, ka

o, =0,=...=a, =C.
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Katram « tadam, ka —1<a<I, vienadojumam p(2)=Q2-a,)2-a)"" =3"
attieciba pret nezinamo ¢, ir viens vienigs atrisinajums.

Sis , ir nepartraukta mainiga ¢ funkcija.

Taka 2—-a<3,tad 2—, >3 jeb o, <-1<1.

Specialgadijuma, ja ¢ =-1, tad o, =—1.

Ja a nepartraukti maindas no -1 Iidz 1, tad izteiksmes p(1)=(-a,)(1-a)""
vertibas nepartraukti mainas no 2" 1idz 0. Tatad p(1) var pienemt jebkuru vertibu no
intervala [0; 2"],t. 1., 0 < p(1) < 2".

0, x €[0,20]
A.BW.A.2. Apskatisim funkciju f(x) = .
x(x—=1)-...-(x—20), x>20

Tad katram nenegativam veselam skaitlim a izpildas f(a)=a-(a—1)-...-(a —20)
un doto nevienadibu varam parrakstit forma
fla)+...+ f(a;,)<100-99-98-...-79 .

Pieradisim, ka funkcija f ir izliekta.

Izmantosim $adu teorému: ja funkcijai f intervala (a;b) eksisté otras kartas
atvasinajums un visos intervala punktos f"(x)>0, tad funkcijas grafiks Saja

intervala ir izliekts.
Atvasinot funkciju £, izmantojot formulu (ab)' =a'b+ab’, iegistam funkcijas f

pirmas kartas atvasinajumu ', kur§ satur vairakus pozitivus saskaitamos, kuri satur
tikai reizinatajus x, x—1,x—2,...x—20. Ja x> 20, tad visi reizinataju un ari to
reizinajumi ir pozitivi. Tatad f'>0. Lidzigi ieglstam, ka f">0 un esam
pieradijusi, ka funkcija f ir izliekta.

Ta ka funkcija f ir izliekta, tad varam lietot Jensena nevienadibu:

f(al +...+aloojS Sla)+...+ f(a,) .

100 100
Tatad doto nevienadibu var parveidot forma:

100- A 4% | <100.99.98.....79 .
100
Abas nevienadibas puses izdalisim ar 100 un iev€rosim, ka nevienadibas laba puse

js £(99). Taka f(x) ir

a, + ...+ a,

neparsniedz 99-98-...-79 = (99). Tatad f( 100

. ce .. +..+
nedilstosa funkcija visiem x >0, tad alToaloo <99 = a, +...+a,, <9900, kas
ar1 bija japierada.
A.BW.A.3. Apzimésim 4 péc kartas sekojoSus skaitlus ar n—1, n, n+1, n+2 un
aprékinasim izteiksmes veértibu:
(n+2)° —(m+D)> =n*+(n=-1)°=n*+4n+4-n*-2n—1-n>+n’> -2n+1=4.
Tatad mes vienmér varam izveleties tadus indeksus ¢, ={-1;1}, ka 8 péc kartas

nemtu skaitlu kvadratu summa ir 0. (Zimes starp pirmajiem Cetriem saskaitamajiem
saliek ta, lai to summa biitu 4 un zZimes starp peéd&jiem Cetriem saskaitamajiem saliek
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ta, lai to summa ar1 biitu 4. No pirmajiem Cetriem saskaitamajiem atnemot ped€jos
Cetrus, iegiistam 4—-4=0.)
Vel japarbauda, vai uzdevuma nosacijums izpildas, ja n nedalas ar 8 (sagrupgjot
skaitlu kvadratus grupas pa 8, dazi skaitli paliek pari):

e jan=1,tad I’ =1;

e jan=2,tad 2° -1 =3;

e jan=3,tad 3° -2° -1> =4;

e jan=4,tad 4> -3°-2° 1> =2;

e jan=5,tad 57 —4> -3 +2° 1> =3;

e jan=6,tad 6> —5"-4>+3°-2°+1> =1;

e jan=7,tad 77 -6> -5 +4> -3 +2°+1> =0.
Ta ka pédejos 8m (m — vesels, pozitivs skaitlis) saskaitamos var sagrupét ta, ka to
summa ir 0, bet pirmo » (» =1, 2, ..., 7)) saskaitamo kvadratu summa ir robezas no 0
lidz 4, tad 0 < ch -k* <4, kas arf bija japierada.

k=1
A.BW.A4. Piepemam, ka x, =x, =..=x,, =1 un x, =2. levietojot Sos skaitlus
dotaja nevienadiba, iegiistam
P+l +. 41 +22 > (1+1+...+1)-2
n—1 n—1
n—1+4>(n-1)-2
n+3>2n-2
n<S5.
Tatad visam realam x,, x,, ..., x, vertibam dota nevienadiba nevar izpildities, ja
n>5.
Apskatam gadijumu, kad n <5, un parrakstam doto nevienadibu forma
xP = (X X, bt X, )X, () X e x )20, (%)
Izteiksmei x; +x; +...+x__, lietosim Kog1 nevienadibu:
(e y, et x, ) 20+ X)) (0 YD)

Saja pieméra y, =y, =..=y,, =1 un katra iekava ir n—1 saskaitamais. Tatad
(6, +otx, ) 22X+ X,
Takan<5,tad n—-1<4.
Ax! +x3+.+x )2 (=D +xs +..+x )= (x, +x, +...+x,,)" jeb

n-1 =

1
Xp XS >Z(x1 +x, 4. tx, )R

Izmantosim iegtito noveértéjumu un parveidosim nevienadibu (*):
x) = (X X, bt X, )X, + (X X LX)

1
>x2 — (X, + X, +..tx, )X, +Z(x1 +x, .. tx, ) =

2
:(xn —%()cl +x, +...+xn_1)j > 0.

Ta ka izteiksmes kvadrats vienmer ir lielaks vai vienads ar 0, tad dota nevienadiba
izpildas visiem n <5, tasir n =2,3,4,5.
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A.BW.A.5. Vispirms pieradisim: ja kads x apmierina vienadojumu x*>=x+1, tad
visiem 7 > 2 §is x apmierina ar1 vienadojumu x" = f,_x+ f, .
Lai pieraditu So apgalvojumu, izmantosim matematisko indukciju.
Jan=2,tad x> =x+1=fix+f,.
Ja. n=3, tad X =x-x"=x(x+D)=x"+x=(x+D+x=2x+1. Ta ka
fr=fi+f,=1+1=2,tad x’ = f,x+ f,.
Ja n>4, tadieglisim x" =x"7 - x* =x"*(x+1)=x"" +x" 7.
Izmantojot induktivo pien€mumu, varam rakstit

X' =(fiaxt L)t (ax+ )=+ fos) x+ (s + i) = fax+ [

Tatad esam pieradijusi, ka vienadojuma x° = x +1 saknes x,, = apmierina ari

2010

vienadojumu x° " = f500X + fo00s -

Vél japierada, ka vienadojumam x°°"°

= f000X T fa00s DAV citu saknu. Ta ka funkcijas

y=x"""" grafiks ir parabola un funkcijas y = fi0X + faos grafiks ir taisne, tad tiem

2010
= fa000% + Saoos

nevar biit vairak par 2 krustpunktiem, lidz ar to vienadojumam x
nav vairak par 2 sakném.

LI CE'EY

. . . 1
Tatad dota vienadojuma saknes ir x =——— un x 5

A.BW.S. Skaitlu teorija

A.BW.S.1. Ja skaitlis b dalas ar pirmskaitliem 7, r,, ..., r, para pakapes, tad skaitli b
var uzrakstit forma b= (r" -7 -...r")> =1-k*. Saja gadfjuma d =1 un jebkurs
skaitlis (arT a) dalas ar 1.
Ja b dalas ar pirmskaitliem p,, p,, ..., p, nepara pakapés, tad skaitli b var uzrakstit

forma b=p, -p,-...p, -(p" - py*-....p")? =dk’. Tatad pietiek pieradit $adu

2m-1

apgalvojumu katram pirmskaitlim p: ja skaitlis » dalas ar p“™~, bet nedalas ar

p>" (m — vesels, pozitivs skaitlis), tad a dalas ar p.
Ar u, v, w apzimésim dota vienadojuma saknes. P&c visparigds Vjeta teorémas
legiistam:

u+v+w=a

uw+uw+wvw=0.

uwww=>ab

Pienemsim, ka b dalas ar pirmskaitli p. Tad no tresas vienadibas seko, ka reizinajums
uvw ar1 dalas ar So pirmskaitli p. Tatad kads no reizinatajiem u, v, w dalas ar p.
Piepemsim, ka u dalas ar p.

No otras vienadibas seko vw = —u(v+ w). Tatad v vai w dalas ar p. Pienemsim, ka v

dalas ar p.
Ja w nedalas ar p, tad u un v dalas ar vienu un to pasu p pakapi un tatad, ja b dalas ar

p™"" kadam pozitivam veselam skaitlim m, tad b ir jadalas arf ar p°", kas ir
pretruna ar sakotn&jo pien€mumu par p.
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Tatad w dalas ar p un ar1 @ =u + v+ w dalas ar p, jo katrs saskaitamais dalas ar p. Ta
ka katram pirmskaitlim p skaitlis a dalas ar p, tad skaitlis d dalisies ar a un lidz ar to

skaitli b vienm@r var izteikt forma b = dk’, kur d un k ir veseli skaitli un a dalas ar p,
kas ar1 bija japierada.
A.BW.S.2. Lai izpilditos nosacijums 6| p+1, tad p>5.
Taka p+1 dalasar6,tad p+1=6n jeb p=6n-1, kur n>1.
Ievérojam, ka
p|a‘+b' +(-a—b) =a* +b* +a* +4a’b+6a’h’ +4ab’ +b* =
=2-(a* +2a’°b+3a’b* +2ab> +b*)=2-(a’ +ab+b*)".
Taka p#2, tad p|a’+ab+b’ = p|(a’ +ab+b’)-(a=b)=a’-b’.

Tatad @’ =b° (mod p).
Izmantojam Ferma mazo teorému: ja p ir pirmskaitlis, tad a” =a(mod p) jeb
a”" =1 (mod p):
h=p? =pPHPrt = pon-l . pon-2 _ p3én-D) _ (b4n—l )3 — (a4n—l )3 —a’a”" = a (mod p).
Tatad a =b (mod p).
Lidzigi iegiistam, ka a = ¢ (mod p).
Tapec 0=a+b+c=3a=3b=3c(modp).
Taka p#3, tad p| a, b, ¢, kas ari bija japierada.

A.BW.S.3. Pieradisim, ka uzdevuma prasitais n neeksistg.
Acimredzami, ka skaitlu n, n+1, ..., n+8 visi pirmreizinataji p <7. Pret§ja
gadijuma tikai viens no dotas kopas skaitliem un tikai viens no reizinajumiem
dalisies ar So pirmreizinataju, tatad abi reizinajumi noteikti nebiis vienadi.
Starp 9 péc kartas sekojosiem skaitliem ir tieSi 5 nepara skaitli, ja » ir nepara skaitlis,
vai tieSi 4 nepara skaitli, ja » ir para skaitlis. Tatad dotaja kopa vienmér ir 4 nepara
skait]i, kas ir lielaki par 1. Sie 4 nepara skaitli var saturét tikai pirmreizinatajus 3, 5
un 7.
Divi nepara skaitli, kas dalas ar 5 vai 7, atSkiras attiecigi vismaz par 2-5=10 vai
2.7 =14. Tapec tiesi viens no 4 nepara skaitliem dalas ar 5 un tiesi viens ar 7. Tatad
atlikugie 2 nepara skaitli satur tikai pirmreizinataju 3. Sie skaitli varétu bt skait]a 3
pakapes, pieméram, 3, 9, 27, ... . Starp 9 secigiem naturaliem skaitliem tieSi viens
dalas ar 9, tatad otram nepara skaitlim ir jabiit 3. Esam ieguvusi, ka skaitlis 3 pieder
kopai {n,n+1,n+2,...,.n+8}.
Tad §1 kopa ir {1, 2,3,...,9}, {2,3,4,...,10} vai {3,4,5,...,11}. Ta ka katra kopa ir
tiesi viens skaitlis, kas dalas ar 7, tad kopas elementus nevar sadalit divas apakskopas
ta, lai to elementu reizinajumi biitu vienadi.
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A.BW.S.4. Ja n ir para skaitlis, tad 2""' —n* dalas ar 4, tatad tas nav pirmskaitlis. Ja n ir
nepara skaitlis, tad to var pierakstit ka n =2m —1, kur m ir pozitivs, vesels skaitlis.

Ievietojam to dotaja izteiksmé:

ol 2 p2meldl (2m _1)2 _p2m _ (2m — 1)2 _ (2m)2 —(2m- 1)2 (:*)

— (2" +@m-1)-(2" -@2m-1)). (F%)

Solf (*) izmantojam formulu a® —b* = (a +b)(a —b).
Izmantojam Bernulli nevienadibu: visiem naturaliem skaitliem & un visiem x> -1
izpildas nevienadiba (1+ x)* > 1+ kx.
Jax=1unk=m-1,tad 2" >1+(m—1) jeb 2" >m.
Ievérojam: ja m >3, tad ir speka stingra nevienadiba 2" > m. Parveidojam iegiito
nevienadibu:

%>m, 2" >2m, 2" +1>2m+1, 2" -2m+1>1, 2" -2m-1)>1.
Esam ieguvusi, ka izteiksmes (**) viens no reizinatajiem ir lielaks ka 1. Tatad, ja
m >3 jeb n>5(n— nepara skaitlis), tad 2""' —n’ nav pirmskaitlis, jo dalas ar skaitli
2" —(2m—-1)>1.

Vel japarbauda n=1 un n=3. Ja n=1, tad 2> —1=3 — pirmskaitlis. Ja n=3, tad
2% -3% =16-9 =7 — pirmskaitlis.

2

Esam ieguvusi, ka 2" —n® ir pirmskaitlis tad un tikai tad, ja n =1 vai n =3.

20 .

A.BW.S.S. Pienemsim, ka k ir patvaligs nepara skaitlis tads, ka {d( :
n

2n

Velkot no abam vienadibas pusém kvadratsaknes, iegiisim () =k.
n
Izsakot izteiksmi /7 , ieglisim Jn = k.i(n). (™)

Ta ka vienadibas laba puse ir racionals skaitlis, tad ari Jn i jabtt racionalam
skaitlim. Tatad # ir kada skaitla kvadrats = n=s’, kur s > 0.

Ievietojot apzim&umu vienadiba (*) un pareizinot vienadibas abas puses ar 2,
ieglisim 2s =k -d(s?).

Reizinatajs d(s®) ir nepara skaitlis, jo visus pozitivos skaitla s* dalitajus, iznemot
S2

pasu s, var sagrupét paros (a, —j .
a

Ta ka k ir nepara skaitlis péc piendmuma un d(s”>) — nepara skaitlis, tad vienadibas
2s =k-d(s*) laba puse ir nepara skaitlis, bet kreisd puse ir para skaitlis. legiita

pretruna, tatad nepara skaitlu kvadratus nevar izteikt prasitaja forma. Ta ka nepara
skaitlu ir bezgaligi daudz un to kvadrati ir dazadi, tad eksist€ bezgaligi daudz

NZI

d(n)

naturalu skaitlu M = k*, kurus nevar izteikt forma M = (
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A.BW.G. Geometrija

A.BW.G.1. Ar X un § apzim@sim taisnes ¢ krustpunktus attiecigi ar PK un MK.
Novilksim taisni caur punktu C, kas ir paralela BM. Ar Y un T apzim&sim S§is taisnes
krustpunktus attiecigi ar PL un ML (skat. A56. zim.).

AAMS = ACMT (p&c pazimes /m/{,jo LSMA = ZTMC ka krustlepki, AM =CM ,
jo M ir AC viduspunkts, un £SAM = ZTCM ka ieksgjie Skérslenki pie paralélam
taisném A4S un CT, kuras krusto taisne 4C) un tie ir simetriski attieciba pret punktu
M.

ACYL ~ ABPL un ATYL ~ AMPL péc pazimes /¢ (vienadi atbilstoSie krustlenki un
ieksgjie Skerslenki pie paraleélam taisném CT un BM).

Uzrakstam atbilstoSo malu attiecibas: Y—CzE un Ezﬁ Apvienojot abas

BP LP PM LP

YT jebE: BP' *)

PM Yr pPm

AXKA ~ APKB un ASKX ~ AMKP péc pazimes /¢ (vienadi atbilstoSie kapsllenki
pie paralélam taisném AS un BM).

C Yc
vienadibas, ieglistam — =
BP

Uzrakstam atbilstoSo malu attiecibas: AX = AX un XS = KX . Apvienojot abas
BP KP PM  KP
vienadibas, iegiistam AX _ XS jeb AX _ BP. (**)
BP PM XS PM
No (*) un (**) punkta seko, ka re = BP = AX jeb punkti X un Y atlikti vienada
Yr pPM XS

attieciba uz AAMS un ACMT atbilstosajam malam A4S un C7T. Ta ka AAMS un
ACMT ir simetriski pret punktu M, tad ar1 atbilstoSie punkti ir simetriski, t.1i.,
YM = MX. Tatad PM ir APXY mediana. Bet PM ir art §1 trijstira bisektrise (p&c

dota), tatad PM ir arT trijstiira augstums un MX L BM . Taka BM || l,tad MX L 7.
Tatad punkts X ir punkta M projekcija uz taisnes /.

A.BW.G.2. Ar S apzim&sim Cetrstiira ABCD diagonalu krustpunktu (skat. A57. zim.).
Nogrieznis AC ir AAPQ mediana, jo QC = CP (radiuss, kas perpendikulars hordai,
dala to uz pusém).

Trijstiiri DSC un BSA ir 11dzigi péc pazimes ¢/, jo ZDSC = ZBSA ka krustlepki un
ZSDC = ZS8BA ka ieksgjie skérslenki pie paralélem taisn€ém CD un 4B, kuras krusto
taisne BD.
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Tatad S—D:E:C—D:l = AS =28Cun BS =2DS .
BS AS AB 2
Punkts S sadala medianu AC attieciba 2 :1, tatad S ir AAPQ medianu krustpunkts.

N

i

AS57. zim.

Punkts D ir AAPQ apvilktas rinka Iinijas centrs un S — AAPQ medianu krustpunkts,
tatad taisne e = DS ir AAPQ Eilera taisne (skat. LBW.G.2).

No BS=2DS seko, ka DS:%BD. Ta ka Bee un DS:%DB, tad péc Eilera

taisnes pasibas B ir AAPQ (augstumu krustpunkts), tatad AP L BQ, kas ari bija
japierada.

A.BW.G.3. Apzimésim £BAC =a, LABC =8, ZACB=y.

A
E
F
H
B D C
AS8. zim.

Punkti 4, E, H, F atrodas uz vienas rinpka linijas, jo
ZHFA+ ZHEA =90°+90° =180° (ap Cetrsturi var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai
tad, ja ta pret§jo lenku summa ir 180°) (skat. A58. zZim.).
Apskatam ABDA: /BAD =180°—-ZADB - ZABC =90°- [,
ACDA: ZCAD =180°—Z£ADC — ZACB =90° -y,
AHEA: ZAHE =180°—- ZHEA—- ZEAH =180°-90°—(90°—y) =y,
AHFA: /FHA=180°—ZHFA—- /ZFAM =180°-90°—(90°- )= /.
Ta ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu rinka linijas loku, ir vienadi, tad
ZHEF = ZHAF =90°— f (balstas uz loka HF),
/ZHFE = ZHAE =90° — y (balstas uz loka HE),
LAEF = ZAHF = p (balstas uz loka AF),
ZAFE = ZAHE = y (balstas uz loka AFE).
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Ta ka taisnes Al,, EI, un FI, krustojas viena punkta /,, tad AAEF (skat.
A59. 7zim.) izmantosim Cevas teorému trigonometriskaja forma (skat. LBW.G.3.) un
faktu, ka ievilktas rinka linijas centrs atrodas bisektriSu krustpunkta (bisektrise dala
lenki divas vienadas dalas):

sin ZCAI, sin ZAFI, sin ZFEI,

sin Z/BAI, sin ZEFI, sin ZAEI,

ZEAI, = ZCAI, un ZFAI, = Z/BAI,, tatad

. 1 1
+—(90°— in —(90° —
sin ZEAI, - [Y 2 ( Y)j st 2 (90°=B)

| - -1
sinZFAL gy ;(90o —y)  sin|p+ ; (90° — B)j

, sin | 45°+ 2 | sin 45°—E
sin ZEAI, 2 2 _1

e (45° - ;j sin | 45°+ gj

A

ESO7ZE

AS59. zZim.
Uzrakstam lidzigas attiecibas
sin ZABI, sinZBDI, sin ZDFI,

ABDF : : : : =
sin ZCBI, sin ZFDI, sinZBFI,
) sin| 45°+ % | sin|45°-7
sin ZABI, 2 2) 1
sin £CBI, sin [ 45°— % | sin| 45047
2 2
ACDE - sin ZBCI, sin ZCEIl; sin ZEDI, _

sin ZACI, sinZDEI, sin/CDI,

. sin 45"+é sin 450_a
sin ZBCI - 2) 2 1

sin 2ACT sin (450 - f} sin [45O + ZJ

Sareizinot visas tris ieglitas vienadibas, ieglistam:

sin ZCAI, sin ZABI, sin ZBCI, 1

sin ZBAI, sin ZCBI, sin ZACI,
No Cevas teorémas secinam, ka taisnes A/,, BI, un CI, krustojas viena punkta, kas
ar1 bija japierada.
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A.BW.G.4. Pieradisim, ka visiem n>2 var atrast n trijstirus 4,, 4,, ..., 4,, kam

izpildas uzdevuma nosacijumi. Varam konstruét $adus trijstiirus 4., kuru lepki ir «,

i, Cn—ia, kur a =

il Visi $ie trijstiiri ir tadi, ka to starpa nav divu lidzigu,
n+

jo trijstiru lielakie lepki ir atSkirigi. Trijstirus 4, un A,,, var savienot un izveidot

vienu lielaku trijstiri, jo trijstira A4, lielaka lepka un trijstira 4,,, otra lielaka lenka

i+1

summa ir 7z jeb 180°. A60. zim. paradits, ka trijstliri 4, var sadalit » trijsttros, kas

ir attiecigi l1dzigi trijstiriem 4,, 4,, ..., 4

n

A60. zZim.
Vel japarada, ka izveidot trijstiirus 4,, 4,, ..., 4, .
Apskatam regularu (2n+1)-stiiri, kura virsotnes apzim&am ar burtiem
X,, X,,.., X,,., - Fiks€jam vienu daudzstira malu, pieméram, X, X, . (ST mala
biis kopiga visiem trijstiriem A4,, 4,, ..., 4,). Par trijstiru A4,,i=1,2,...,n treSo
virsotni izv€lamies attiecigi daudzstura virsotni X,,i=1,2,..,n. Tatad esam
leguvusi trijstirus 4, 4,, ..., 4,. Parbaudam, vai Sie trijstliri apmierina uzdevuma
prasibas, tas ir, vai tie ir tadi, ka to starpa nav divu lidzigu trijstiiru. Visiem Siem
2 Vs

X, X,, lielums ir L = =a (ka ievilktais
2n+1 2n+1

trijstiriem 4, lepka X

2n+1

lenkis, kas balstas uz loka X, X, . )unlepka X, X X, lielumsir i- ia

2n+1

e+l
(ka ievilktais lepkis, kas balstas uz loka X, . X,). Attiecigi treSais lenkis trijstlros

A; ir (2n—i)a . Jau ieprieks pieradijam, ka trijstiiri, kuru legki ir ¢, i, 2n-i)a,

kur a = %, ir tadi, ka to starpa nav divu lidzigu trijstiiru.
n+
A60. zZim. paradits gadijums, ja n =4.
A61. zZim.

A.BW.G.5. Skat. uzdevumu S.11.5.
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A.BW.K. Kombinatorika

A.BW.K.1. Pienemsim, ka lauzta linija satur a posmus forma (1;1), b posmus forma
(—1;1) unc posmus forma (1;—1) (skat. A.62. zim.).

%;11) (h—k '\(_1;1)

A62. zim.
Ta ka lauztajai linijai jabeidzas punkta (0;2n), tad vertikala parbide ir 0 un
horizontala parbide ir 2n. Tatad a+b—c=0 un a—-b+c=2n.
Saskaitot abas vienadibas, ieglistam 2a =2n jeb a=n.
Pienemam, ka punkti (x;y,),...,(x,;»,) ir posmu forma (1;1) galapunkti, kas
uzskaititi ejot pa lauzto Iiniju.
Punkts (x;;y,;) atrodas uz taisnes x+ y = 2i.
Ta ka vektori (1; —1) un (-1;1) atrodas uz §1s taisnes, tad ir 2i+1 iespgja, kur var
atrasties punkts (x,,,; v,,,) (skat. A63. zim.).

A63. zZim.
Tatad y, {1}, v, € {l; 2; 3}, vy ¥, € {1; 2;3; ..., 2n—1}.

Katrai y, vertibai var konstruét vienu vienigu lauztu Iiniju, kas apmierina uzdevuma

nosacijumus.
Koordinatai y, var piekartot 3 dazadas y, vértibas, katrai y, vértibai var piekartot 5

dazadas y, vértibas, utt.

Tatad kopgjais prasito lauzto Imiju jeb n-tronder celu skaits ir
1-3-5-..-2n-1) =2n-1.

A.BW.K.2. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka var atrast 8
skaitlus, kas apmierina uzdevuma nosacijumus. Izv€lamies tadus dazadus skaitlus a,
ka a=+x1(mod7), a=+1(mod11), a ==x1(mod 13). Ir tiesi 8 sadi skaitli intervala
no 1 Iidz 1001. Sie skaitli ir 1, 155, 274, 428, 573, 727, 846, 1000. Parliecinasimies,
ka Sie 8 skaitli apmierina uzdevuma nosacijumus. Tabula redzami atlikumi, ko dod
Sie 8 skaitli, dalot tos ar 7, 11 un 13.

Atlikums, Atlikums, Atlikums,

dalot ar 7 dalotar 11 dalot ar 13
1 +1 +1 +1
155 +1 +1 -1
274 +1 -1 +1
428 +1 -1 -1
573 -1 +1 +1
727 -1 +1 -1
846 -1 -1 +1
1000 -1 -1 -1
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Viegli parbaudit (pieméram, apskatam skaitlus 155 un 274; to atlikumi, dalot tos ar
11, ir attiecigi +1 un —1, tatad skaitlu summa dalas ar 11, jo atlikums ir +1-1=0),
ka katru divu skaitlu summa dalas ar 7, 11 vai 13, tatad izpildas uzdevuma
nosacijumi.

Otrkart, pieradam, ka nevar izveleties vairak neka 8 skaitlus, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus. Pieradijuma izmantosim grafus. Uzzim&sim grafu, kura
virsotnes ir mekl&tie skaitli. Starp divam virsotném novilksim sarkanu Skautni, ja
attiecigo skaitlu summa dalas ar 7, zalu Skautni — ja dalas ar 11, zilu Skautni — ja
dalas ar 13. leverosim, ka sarkanais grafs ir divdaligs grafs. Pret§ja gadijuma tas
satur€tu nepara ciklu un visiem skaitliem, kas ir Saja cikla, biitu jadalas ar 7. Ari
zalais un zilais grafs ir divdaligi.

Ta ka n > 8, tad ir vismaz 5 virsotnes, kas sava starpa nav savienotas ar sarkanam
Skautném. Tatad S$Tm virsotn@m ir jabit savienotam ar zalas vai zilas krasas
Skautnem. Ta ka ar1 zalais grafs ir divdaligs, tad vismaz 3 virsotnes nebiis savienotas
ar zalas krasas Skautném. Tatad $Tm visam virsotném ir jabiit savienotam ar zilam
Skautném. Iegtta pretruna, jo zilais grafs arT ir divdaligs. Tatad, ja n > 8, var atrast
divas virsotnes, kas sava starpa nav savienotas ne ar sarkanu, ne zalu, ne zilu skautni.
Tatad esam pieradijusi, ka ir divi skaitli, kuru summa nedalas ne ar 7, ne 11, ne 13.
Lidz ar to n vertiba nevar biit lielaka ka 8.

Esam pieradijusi, ka lielaka naturala » vertiba ar uzdevuma min&to 1pasibu ir 8.

Piezime. Divdaligs grafs ir tads grafs, kura virsotnu kopu var sadalit divas dalas, ka
jebkuras divas virsotnes, kas pieder vienai dalai, nav savienotas.

A.BW.K.3. Ja m=1, tad visam pilsétam kodi ir vienadi un tie ir n—1, jo no katras
pilsétas iziet cel$ uz katru citu no n—1 pilsétam.
Apskatisim gadijumu, kad m=2.
Pilsétu iesp€jamie kodi ir n—1,n,n+1,...,2n—2 (mazakais iesp&jamais kods ir
l+1+...41=n-1 un lielakais kods ir 2+2+...+2=2-(n—1)=2n-2).

Ta ka dazado summu no n—1 Iidz 2n —2 skaits ir tieSi », tad katra summa ir kadas
pilsétas kods. Tatad ir pilséta, kuras katra cela numurs ir 1, un ir pilséta, kurai katra
cela numurs ir 2. [egtta pretruna, jo péc dota starp katram 2 pilsétam ir uzbiivéts cel§
un tas nevar bt vienlaicigi apziméts ar 1 un 2.
Apskatisim gadijumu, kad m =3.
Pieradisim, ka celiem var piekartot skaitlus 1, 2, 3 ta, lai izpildas uzdevuma
nosacijumi, t. i., lai visam # pils€tam biitu dazadi kodi.
Iesp&jami 2 gadijumi:
e Pienemsim, ka ir para skaits pilsétu = n =2k .
Pakapeniski saksim numuret celus. Visiem celiem, kas iziet no pirmas pilsétas,
pieskirsim numuru 1. To pasu darisim ar1 2. pilsétai, tikai ce]lam, kas savieno to
ar (2k —1)-o pilsetu, pieskirsim numuru 2. TreSajai pilsétai daram to pasu, tikai
celiem, kas savieno 3. pils€tu ar pilsétam 2k —1 un 2k —2, pieSkirsim numuru
2. Ta turpinasim lidz k-tajai pils€tai (ieskaitot).
Ir izveidojusies $ada situacija:
= Visiem celiem, kas iziet no pilsétam 1, 2, ..., k, ir pieskirti numuri, tatad
pils€tu kodi ir attiecigi 2k —1, 2k, 2k +1, ..., 3k - 2.
= Pilsetu 2k, k+1,k+2,..,2k—-2,2k—1 kodi pasSlaik jau ir attiecigi
k,k+1,k+2,..,2k—-2,2k—1.
Visiem  par§jiem  celiem, kas pa  pariem  savieno  pilsétas
2k, k+1,k+2,...,2k—1 pieskirsim numuru 3 (Sadu celu skaits no katras
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pilsétas ir k£ —1). Tatad katram So pilsétu pasreiz ieglitajam kodam ir japieskaita
vel skaitlis (k-1)-3=3k-3. Esam ieguvusi, ka pilsétu
2k, k+1L, k+2,...,2k—1 kodi ir attiecigi 4k—3,4k—2,4k—1,...,5k—4. Vel
japarbauda, vai visi pilsétu kodi ir dazadi. Gan pirmajam k pilsétam, gan
pedgjam k pilsétam kodi ir augosa seciba. Lai visi pils€tu kodi buitu dazadi, tad
jabit 3k—2<4k—-3 jeb k>1. Tatad péc §1 algoritma var pieskirt celiem
numurus ta, lai visi pilsétu kodi ir dazadi, ja pilsétu skaits n =4, 6,8, ....
e Lidzigi celus numurg, ja n ir nepara skaitlis, t. i., n =2k +1.
Visiem celiem, kas iziet no pirmas pilsétas, pieskirsim numuru 1. To pasu
dartsim ari 2. pilsétai, tikai celam, kas savieno to ar (2k+1)-o pilsétu,
pieskirsim numuru 2. TreSajai pils€tai daram to pasu, tikai celiem, kas savieno 3.
pils€tu ar pilseétam 2k +1 un 2k, pieskirsim numuru 2. Ta turpinasim lidz
(k +1)-majai pilsétai (ieskaitot).
Ir izveidojusies $ada situacija:
= Visiem celiem, kas iziet no pilsétam 1, 2, ..., k, k+1 ir pieSkirti numuri,
tatad pils€tu kodi ir attiecigi 2k, 2k +1,2k +2, ..., 3k .
= Pilsetu k+2,k+3,..,2k,2k+1 kodi paSlaik jau ir attiecigi
k+2,k+3,..,2k,2k+1.

Visiem pargjiem celiem, kas pa pariem savieno pilsétas k+2,k+3,..., 2k +1
pieskirsim numuru 3 (8adu celu skaits no katras pilsétas ir £ —1). Tatad katram
So pilsetu pasreiz iegiitajam kodam ir japieskaita vel skaitlis (k—1)-3 =3k -3.
Esam ieguvusi, ka  pilseétu k+2,k+3,..,2k+1 kodi ir attiecigi
4k -1, 4k, ...,5k—2.
Tatad esam ieguvusi, ka pils€tu kodi ir 2k, 2k +1, 2k + 2, ..., 3k (pirmajam k +1
pilsétam) un 4k —1, 4k, ..., 5k —2 (péd€jam k pilsétam). V&l japarbauda, vai visi
pilsétu kodi ir dazadi. Gan pirmajam k +1 pilsétam, gan p&d€jam k pilsétam
kodi ir augosa seciba. Lai visi pilsétu kodi butu dazadi, tad jabit 3k <4k —1 jeb
k > 1. Tatad péc $1 algoritma var pieskirt celiem numurus ta, lai visi pils€tu kodi
ir dazadi, ja pils€tu skaits n =5,7,9, ....

Ja n=3, tad ir 3 pils€tas un 3 celi. Katram celam pieskiram citu numuru un

ieglistam, ka visam pilsétam ir dazadi kodi.

Tatad mazaka m vertiba ir 3.
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A.BW.K.4. Méginam izveidot uzdevuma doto situaciju, kad izpildas abi nosacijumi. Ta
ka katrs dalibnieks pazist tieSi 3 citus dalibniekus, tad paziSanos kopgjais skaits ir
(8-3):2=12. Pienemsim, ka A ir viens no pasakuma dalibniekiem. Ar B, C un D

apzimésim tos 3 dalibniekus, kurus pazist A. Lai izpilditos uzdevuma 1. nosacijums,
B, C un D nedrikst but pazistami cits ar citu. Tatad katram no tiem japazist 2 citi
dalibnieki no atlikusajiem, kurus apzimeésim ar E, F, G, H. Jau ir izveidotas 9
pazisanas un palikusas 3 paziSanas starp E, F, G un H. Iev€rosim, ka nedrikst biit
situacija, ka, piem&ram E, F un G visi pazist viens otru (neizpildas 1. nosacijums). Ja,
pieméram, E nepazist F, G un H, tad dalibnickiem A, F, G, H neizpildas
2. nosacijums (starp katriem Cetriem dalibniekiem var atrast divus, kuri ir pazistami).
Tatad vieniga iesp€ja, ka iegiit uzdevuma prasito situaciju ir E pazist F, F pazist G, G
pazist H.

Dalibnieks E paslaik pazist tikai F, tapéc E ir japazist 2 dalibnieki no B, C, D.
Pienemsim, ka tie ir B un C. Dalibnieks F paslaik pazist E un G, tapec F japazist tiesi
viens no B, C, D un tam ir jabut D, lai kopa ar E nepazitu B vai C, jo citadi
neizpildas 1. nosacijums.

Ar1 dalibniekam G japazist kads no B, C, D, jo paslaik vins pazist F un H. G nedrikst
biit pazistams ar D (lai G, F, D neveidotu pretrunu ar 1. nosacijumu), tatad vins
pazist B vai C. Ja G pazist B, tad C un D var biit H pazinas; ja G pazist C, tad H
pazist B un D. Pienemsim, ka G pazist B (otra situacija lidziga), tad izveidojas A61.
zim. dota situacija (ja divi dalibnieki, piem&ram, A un D ir pazistami, tad attiecigie
burti ir savienoti ar liniju). Esam ieguvusi situaciju, kad izpildas uzdevuma pirmais
nosacijums, jo nekadi 3 punkti neveido trijstiiri (skat. A64. zim.). V&l japarbauda, vai
izpildas otrais nosactjums.

Ta ka 2. nosacfjuma ir svarigi. Lai pastavetu vismaz viena paziSanas starp katriem
Cetriem dalibniekiem, tad pietiek paradit, ka katram dalibnieckam starp tiem 4
dalibniekiem, kurus tas nepazist, ir vismaz viena paziSanas. Dalibniekam A tas ir
paris EunF,B—-CunH,C—-DunF,D-CunE,E-AunD,F-AunC,G-Aun
D,H—- A unB.

Tatad uzdevuma dota situacija ir iesp&jama, jo abi nosacijumi var izpildities
vienlaicigi.

A64. zim.

Piezime. Sim uzdevumam biitiba ir viens atrisinajums, var atskirties tikai dalibnieki,
kuri ir pazistami sava starpa.
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A.BW.K.5. Sanumurésim slimnicas ar 1, 2, ..., 16. Uzdevuma prasitais ir iesp&jams, ja
deziiras organize $adi (katra tabulas rindina ir to slimnicu numuri, kuras dezur€ viena

nakt1) (skat.65. zim.).

l.nakts| 1 | 2 | 3 | 4 S.nakts | 1|15 9 |13 O.nakts |1 6|10 14
2.nakts| 5 | 6 | 7| & 6.nakts | 2| 8| 10| 15 10.nakts |2 |7 9 | 16
3. nakts | 9 11112 7.nakts |3 16| 11|16 11.nakts | 3|5 12| 15
4. nakts | 13 15116 8.nakts |47 |12 | 14 12.nakts | 4| 8| 11| 13

13.nakts | 1| 7| 11|15 17.nakts | 1| 8| 12| 16

14.nakts |2 | 6|12 | 13 18 nakts |2 5|11 14

15.nakts | 3| 8| 9 | 14 19.nakts | 3|7 10| 13

16.nakts | 4| 5|10 16 20.nakts |4 (6| 9 | 15

A65. zZim.

Katrs skaitlis katra tabula ierakstits tiesi vienu reizi, tatad katra slimnica ir deziirgjusi
tieSi 5 reizes. Katra slimnica taja nakti, kad tai ir dezura, deziiré kopa ar 3 citam
slimnicam, tatad kopa ar 3-5 =15 slimnicam. Piemé&ra redzams, ka ar katru slimnicu
rindas atrodas visas citas 15 slimnicas.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra, geometrija,
skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no §Tm grupam sadalita vel sikakas apaksgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém. Ta
ka izstradne paredzeta 9. — 12. klaSu skoléniem, tad metodes izvéle atkariga no skoléna
vecuma un taja bridi vinpam pieejamam zinasanam.

ALGEBRA

Funkcijas, virkmes: V.11.2., V.11.4. V.12.1., V.122,, V.124., A9.2., A.104.,
Al1l1.1., Al12.1., A.12.3, IMO.1.,, IMO.3., IMO.6., AB.S.3., BW.A.1., BW.A2,
BW.AS.

Nevienadibas, nevienadibu sistemas: S.9.1., S.10.3., S.11.2., S.12.4., R.10.1., R.11.3.,
V.10.1., V.11.1., V.12.1., A.10.1., A.11.2., A.12.1., A.124., VP.1.,, VP4., VP.5.,
IMO.5., AB.A2., AB.A3.,,AB.S.1, BW.A.1, BW.A2., BW.A4., BW.S 4.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko: S.11.5., R.11.3., V.10.1.,
VP4., AB.A3., AB.S.1., BW.A.1.,, BW.G.5.

Funkcionalvienadojumi: IMO.1., AB.A.1., AB.A4., AB.A.5., AB.S.2.

Vienadojumi, vienadojumu sistémas: S.9.2., R.9.1., R.9.5., R.11.1., R.11.2,, R.12.3,,
V.9.1.,V.10.2.,V.11.2., A9.2., BW.A.1., BW.A.5.,, BW.S.1.

Parveidojumi: S.9.1., S.10.3., S.11.5., S.12.4., R.9.1., R.10.1., R.11.1., R.11.2.,
R.11.3., V.10.1., V.10.3., V.11.1., V.12.1., V.12.3,, A.10.1., A.11.2., A.12.4., VP.3.,
IMO.6., AB.A.2., AB.G.4., AB.G.5., AB.S.3.,, BW.A.1.,, BW.A4., BW.S.2.,, BW.S4.,
BW.S.5., BW.G.5.

Matematiska indukcija: V.11.2., V.12.2., VP.1., IMO.3., BW.A.5.

GEOMETRIJA

Ar rinka Iiniju saistiti lepki: S.11.3., R.12.4., V.9.2., V.10.3., V.11.3., A.10.2.,
A.10.5., A.11.3.,IMO.2., IMO 4., AB.G.2., AB.G.4., BW.G.3., BW.G 4.

Ar rinka liniju saistitas lmijas: S.11.3., S.12.3., R9.2., V.11.3,, A.11.3., IMO.2.,
IMO 4., BW.G.2.

Vienadi trijstari: S.9.3.,,R.11.4., V.10.3.,, V.11.3., AB.G.2., BW.G.1.

Sakaribas trijstaros: S.9.3., S.10.2., S.11.5., R.9.2., R9.3,, R.10.3., V.9.2,, V.10.1.,
V.10.3., V.11.3,, V.12.3., A.10.2., A.103., A.11.3,, A.12.2,, A.12.4., VP.2., VP4.,
IMO.2., IMO 4., AB.K.4., AB.G.2., AB.G.3., AB.G4., AB.G.5., BW.G.1., BW.G.2,
BW.G.3., BW.G.4., BW.G.5.

Laukumi: S.10.2., S.11.5., R.9.3., R.11.4., V.12.3,, A.10.3., A.10.5., A.11.3., A.12.2.,
VP.4., BW.G.5.

Lidziba: R.10.3., R.124., A.10.3., A.12.2.,, IMO.2., IMO.4., AB.G4., AB.G.5.,
BW.G.1., BW.G.2., BW.G 4.

Koordinatu metode: A.9.2.

Figuru sistémas, piemeéri: S.10.5., S.12.1., V.94., AB.G.1.,

Invariantu metode: A.10.5.

Ekstremalie elementi: S.10.5., S.12.1., A.10.2.,

Vektori: AB.G 4.
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SKAITLU TEORIJA

Atlikumi, kongruences: V.11.4.,V.12.2.,V.12.4., A.11.1., AB.S.2.,, BW.S.2., BW.K.2.
Pirmskaitli, sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: S.9.5., S.10.1., S.12.2., R.12.1.,
A93.,A.104.,A.11.1.,, VP.3., AB.S.2., AB.S.4., BW.S.1., BW.S.2.,, BW.S.3., BW.S 4.
Dalamibas ipasibas un pazimes: S.9.5., R.10.2., R.12.1.,, V.9.3., A.11.4., IMO.3,,
AB.S.3., AB.S.5.,, BW.S.1., BW.S.3., BW.S.5.

Vienadojumi veselos skaitlos: S.11.1., S.12.2., R.10.4., AB.S.1., BW.S.1., BW.S.5.,
Skaitla pieraksts: AB.S.5.

KOMBINATORIKA

Dirihlé princips: A.10.2., IMO.6., AB.S.3

Invariantu metode, krasoSana: S.10.5., R.12.5., V.9.5., V.10.5., A94., A9S5,
BA.K.3.

Kombinatorikas struktiaras: R.12.2., AB.K.2., ABK.4., BWK.1., BW.K.2.,, BW.K.4
SkaitiSana: S.11.4.,R.9.4.,R.12.2., A9.1., VP.5., ABK.1., AB.K.5.

Gadijumu parlase: V.9.4.

Matematiska indukcija: V.12.5., A.11.5., IMO.5.

ALGORITMIKA

Algoritma izstrade: S.9.4., S.104., S.11.4, S.12.5., R.12.5., V.12.5., IMO.5., AB.S 4.,
BW.A3.,BW.G.4.,,BW.K.3., BW.K.5.

Algoritma analize: R.10.5., R.11.5., R.12.5., V.104., V.11.5., A.114., A.12.5,
IMO.5., ABK.5.,, BWK.1.,, BW.K 4.
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SERIJA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunoSanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dvesele lielo islandieSu tautu.

Kops ta laika miisu tautu solidaritate izpaudusies daudz€jada zina. Viena no tas
izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pulinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju par svarigakajiem
modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovért€§jams ir arT vipa finansialais
teguldijums.
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