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IEVADS

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekl&jami 1894. gada Ungarija, kur oktobr tika
rikotas sacensibas pagajusa gada gimnaziju absolventiem. Sajas sacensibas vargja lietot
jebkuru literatiiru, 11dz ar to tas bija citadakas neka olimpiades, kuras norisinas paslaik.
Matematikas olimpiades misdienu izpratn€ aizsakas 1934. gada toreiz€ja Padomju
Savieniba, Leningrada. Olimpiazu sistéma pakapeniski auga, un patlaban ta aptver lielako
pasaules dalu.

Matematikas olimpiades paplasina skolénu redzesloku un rosina skolénus domat par
matematikas zinatnes témam. Tas dod iesp€ju satikties skoléniem ar lidzigam intereseém un
rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas olimpiazu
uzdevumi attista abstrakto domasSanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu péc
pieradijuma. Lidz ar to olimpiades sniedz skoléniem ne tikai jaunas zinasSanas, bet ar1 veido
cilvéka personibu un darba kultiru, radinot skolénus logiski sakartot savas domas un
darboties secigi.

Lai veiksmigi piedalitos olimpiadé€s, skoléniem ir nepiecieSams tam arl pienacigi
sagatavoties, ieguldot gan laiku, gan darbu. Pirmkart, nepiecieSams sistematisks darbs
matematikas stundas skola, apglistot matematikas pamatzinasanas un izmantojot tas dazadu
uzdevumu risinasana. Tur skoleéni iegiist vispargju priekSstatu par matematiku. Otrkart, ot
noderigs ir arpusstundu darbs gan skola (fakultativas nodarbibas un pulcini matematika),
gan arpus skolas (daliba dazados matematikas konkursos, olimpiades, nodarbibas, kursos
u.c.).

Sens un parbaudits lidzeklis dazadu zinasanu apguvé ir gramata. ST gramata ir paredzéta
ka paligs vidusskolas skoléniem, lai gatavotos olimpiadém, un skolotajiem, lai veiksmigi
organizetu darbu ar skoléniem arpusstundu nodarbibas.

Saja uzdevumu krajuma ir apskatitas tas matematikas olimpiades, kuras var piedalities
Latvijas 9. — 12. klasu skoléni. Sada veida macibu lidzeklis tiek izdots katru gadu, un
paslaik ir pieejami uzdevumu krajumi sakot ar 2005./2006. macibu gadu. Saja gramata
apskatitas tas olimpiades, kuras norisinajas 2010./2011. macibu gada:

e Sagatavosanas matematikas olimpiade notiek kops 1987./1988. macibu gada, tas
rikoSanas ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.
Sagatavosanas olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt jauno olimpiazu gadu,
tapec katrai skolai novembra vidi tiek nosititi §is olimpiades uzdevumu komplekti,
tomer tas ir atkarigs no matematikas skolotajiem, vai vini sava skola organizé So
olimpiadi. Parasti §1s olimpiades labakos risinatajus katra skola izvirza dalibai Novada
olimpiade.

o Novada (agrak — Rajona) matemdtikas olimpiade notiek kops 20. gadsimta
piecdesmitajiem gadiem. Kops 1987./1988. macibu gada ta tiek rikota, sadarbojoties
Latvijas Republikas Izglitibas un Zinatnes ministrijai (LR IZM) un Latvijas
Universitates A. Liepas Neklatienes Matematikas skolai (LU A. Liepas NMS). Novada
olimpiade notiek novada/movadu apvienibas/pilsétas méroga. Sis olimpiades laureati
tiek izvirziti dalibai Valsts olimpiadeé, ka to paredz Latvijas Valsts matematikas
olimpiazu nolikums.

o Valsts matemadtikas olimpidade 9.—12. (agrak 8.—11.) klasém, tapat ka Novada
olimpiade, notiek kop§ 20. gs. piecdesmitajiem gadiem un kops 1987./1988. macibu
gada ta tiek rikota, sadarbojoties LR 1ZM un LU A. Liepas NMS. ST olimpiade parasti
notiek 2 dienas Rigas Valsts 1. gimnazija. Uz otras dienas sacensibam tiek aicinati tikai
pirmas dienas veiksmigakie risinataji, lai sacenstos par iekluiSanu Latvijas valsts
komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiade.

o Atklata matematikas olimpiade notiek kops 1974. gada. Taja drikst piedalities jebkurs
Latvijas skoléns, kas noteiktaja termina piesaka savu dalibu. Atklato olimpiazu ideja
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izradijas tik augliga un vilinosa, ka turpmakajos gados Iidzigas olimpiades saka rikot
citas nozarés, ka citas valstis. Atklato olimpiadi matematika riko LU A. Liepas NMS.
Katru gadu ap 3000 skoleénu piedalas Saja olimpiade, kas ir lielakais $ada veida
pasakums Latvija.

o Starptautiska matematikas olimpiade notiek kops 1959. gada, kad ta notika Rumanija.
Sakuma taja piedalijas tikai Austrumu bloka valstis. P€d&jos gados taja piedalas ap 100
valstim no visas pasaules. Katra dalibvalsts izvirza ne vairak ka 6 skolénu komandu
dalibai. Olimpiade tiek veértéts katrs skoléns atseviski. 2010./2011. macibu gada Latvijas
komandas dalibnieki ieguva 1 sudraba un 1 bronzas medalu, ka ar1 1 atzinibas rakstu.
Katru gadu neoficiali tiek vertéts art komandas sniegums.

2]

o Atlases sacensibas olimpiadei ,, Baltijas Cels” tiek organizgtas, lai izv€l€tos skolénus
starptautiskajai komandu olimpiadei, kas norisinas macibu gada sakuma, tapéc tas
notiek jau septembra vidi. Uz atlases sacensibam tiek aicinati skoléni, kuri ieprieksgja
macibu gada uzradijusi labus rezultatus Valsts un Atklataja matematikas olimpiade.

o  Matemdtikas komandu olimpiade ,, Baltijas Cels” savu nosaukumu ieguvusi no masu
demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. ST olimpiade pirmo reizi notika 1990.
gada Riga un taja sakotngji piedalijas tikai Baltijas valstis. Tagad ,,Baltijas Cela”
piedalas visas valstis ap Baltijas jiiru un Islande. Katra valsts §Tm sacensibam izvirza 5
skoléenu komandu, kurai olimpiadé 4,5 stundu laika kopigi jaatrisina 20 uzdevumi.
2010./2011. macibu gada Latvijas komanda 10 valstu konkurencg izcinija 4. vietu.

Saja uzdevumu krajuma ne tikai apkopoti un izvérsti aprakstiti 2010./2011. macibu gada
matematikas olimpiazu uzdevumi un atrisingjumi, ka ar7 ieklautas sadalas — ,,Ieteikumi” un
»leorija”. Sadala ,Ieteikumi” skoléni var smelties idejas uzdevuma risinasana, ja neizdodas
uzdevumu atrisinat patstavigi. Skolotaji ieteikumus var izmantot, lai virzitu skolénu
risinajumu uz gramata doto atrisinajumu. Lai sasniegtu labaku rezultatu, iesakam skoléniem
vispirms censties atrisinat uzdevumu pasu spékiem vai risinat to kopa ar draugiem un tikai
tad meklét palidzibu ieteikumos vai atrisinajumos. Sadala ,,Teorija” ieklauts minimalais
teorijas apjoms, kas varétu biit nepiecieSams olimpiazu uzdevumu risinasana. Skoléni So
sadalu var izmantot gan mekl§jot palidzibu uzdevumu risinaSana, gan gatavojoties
matematikas olimpiadém, gan patstavigi apgistot jaunas zinasanas. Skolotaji So sadalu var
izmantot darbam matematikas pulcinos.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinasanai biezi nepiecieSami nevis sarezgiti
matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu ipatnibu, no kuras ar
logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegit pilnigu atrisinajumu. Daudzus
nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot tikai visparigus sprieSanas panémienus,
taCu uzdevumu atrisinajumiem ir jabit pilnigiem un skaidri pierakstitiem. Gramata visiem
uzdevumiem dots izversts un pilnigs atrisinajums, lai skoléniem butu prieksstats par pareizu
uzdevuma atrisinajuma pierakstu.

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisindjumus, bet arl
atrisindjumu salidzinaSanai ar gramatas piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, Jums agrak
nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jiisu patstavigi veiktajos spriedumos.
Ja ta notiek un atrisindjumos tiek izmantoti kadi nezinami panémieni, iesakam apgit Sos
panémienus, lai var€tu turpmak tos izmantot. Gramata piedavajam mums zinamos
racionalakos risinajumus un risinajumus, kas satur veértigas idejas, tacu tie nav vienigie $o
uzdevumu atrisinajumi

Lai darbs ar gramatu attista radoSumu, un ceram, ka risinaSanas gaita iegiitas zinaSanas
un pieredze palidz€s izvirzit un veiksmigi sasniegt savus mérkus!

Autori



TEORIJA

BIEZAK SASTOPAMIE UZDEVUMU VEIDI

»Atrast vismazako / vislielako vértibu” — §ada veida uzdevumu risinadjumam ir jasastav
no divam dalam:

1) atrast So vismazako / vislielako vertibu un uzradit pieméru;

2) pieradit, ka mazaka / lielaka vertiba nevar biit.
Loti biezi tiek aizmirsts tiesi par 2. dalu.

»Vai var ...?” — Uz §ada veida jautajumiem var biit vai nu atbilde ,,ja”, vai atbilde ,,né”.
Ja atbilde ir:
e ,ja”, pietiek uzradit vienu pieméru, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e ,.né”, ar atseviSku pieméru apskatiSanu nepietiek, nepiecieSams pieradijums, kas
balstas uz visparigiem spriedumiem. Varbiit risinatajam vienkarsi nav paveicies
uziet uzdevuma prasito pieméru, bet tads tomér eksiste.

»Kads var bit ...?” — §ados uzdevumos nepietiek atrast vienu iesp&jamo atbildi — ir
jaapliko visi iespgjamie gadijumi un atbilde jauzrada visas atrastas dazadas vertibas.

ALGEBRA

Saisinatas reizinaSanas formulas:

e a’-b*=(a-b)a+b);

e a’+b’=(axtbh)a’*Fab+b*);

e (a+b+c) =a’*+b*+c* +2ab+2ac+2bc;

o (a+b)"=C’" +Cla"b+..+CFa"*b* +. .+ C"b", noka seko
o (atb)’ =a’+2ab+b?;
o (a=b)Y=0b-a)’;
o (axb)’ =a’+3ab® +3ab> +b°.

Par reala skaitla @ moduli jeb absoluto vertibu (apzime |a|) sauc lielako no skaitliem a

_ a, ja a=0,
un —a. Tatad |a| :{ ]
—a, ja a<0.

Modula 1pasibas:

° |a|20;

o x/a—2:|a;

 al =l

° |a—b|:|b—a|



° |a+b|£|a|+|b
¢ fa=tfzld-b

b

b

o la-b=ll |3
o £=M jab#0.
b |b

Par skaitla x veselo dalu (apzimé [x] ) sauc lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x, t. i.,
veselo skaitli m tadu, ka m<x<m+1.
Par skait]la x dalveida dalu (apzimé {x}) sauc skaitli x —[x].

Polinomi

Par mainiga x n-tas pakapes polinomu sauc algebrisku izteiksmi
n n—1
a,x +a, x  +..tax+a,,

kur n — vesels nenegativs skaitlis, a,, a, ,, ..., a,, a, — patvaligi skaitli (a, #0).
Nultas pakapes polinoms ir konstante, kas nav vienada ar nulli.
Nulles polinoms ir konstante, kas vienada ar nulli.

Saka, ka polinoms P(x) dalas bez atlikuma ar polinomu S(x), ja eksisté tads polinoms

O(x), ka O(x)- S(x) = P(x)..

Bezii teoréma. Dalot polinomu P(x) ar binomu x-—a, atlikuma iegist P(a), t.1i.,
skaitli, kas ir polinoma vertiba pie x =a.

Secinajums. Lail mainiga x n-tas pakapes polinoms P(x) dalitos bez atlikuma ar x—a,
nepiecieSami un pietiekami, lai skaitlis @ butu §1 polinoma sakne, t. 1., lai batu speka
vienadiba P(a) =0.

Algebras pamatteoréma. Polinomam P, (x) ir ne vairak ka n saknes.

Lai polinomu P,(x)=a,x" +a, x"" +..+ax+a, sadalitu reizinatajos, biezi izmanto
Sadas teorémas:
e Katru polinomu P, var sadalit reizinatajos ta, lai katrs reizinatajs biitu pirmas

vai otras pakapes polinoms.

e Ja x=a ir polinoma P, sakne, tad P, dalas bez atlikuma ar binomu x—a jeb
polinoms P, satur reizinataju x—a.

n

e Japolinomam P, ir vesela sakne x =a, tad a ir briva locekla a, dalitajs.
e Lai racionals skaitlis (nesaisinama dala £) butu polinoma sakne (polinoma

koeficienti ir veseli skaitli), nepiecieSami, lai p biitu briva locekla a, dalitajs,

bet g biitu a, dalitajs (t. i., a, dalitos bez atlikuma ar p, bet a, — ar g).



Teoréma. Starpiba P(x)— P(y) dalas ar (x—y), kur P(x)=a,x" +..4+ax+a, un
a,, i=0,1,..., n,ir veseli skaitli.

Pieradijums. Apskatam starpibu

P(x)-P(y)=a,x"+..+ax+a,—(a,y" +..+ay+a,)=a,x"—y")+..+a,(x-y)

Izmantojot formulu a” —b" = (a—b)a"" +a"*b+a">b> +...+ab"> +b""), kur n —
naturdls skaitlis, ieglstam, ka Katrs saskaitamais a,(x'—y'),i=1,2,..,n dalas ar
(x —y). Tatad ari starpiba P(x)— P(y) dalas ar (x — y), kas ari bija japierada.

Kvadrattrinoms un kvadratvienadojums

Polinomu, kuru var pierakstit forma ax® + bx + ¢, kur a, b un ¢ — reali nenulles skaitli,
sauc par kvadrattrinomu.
Par kvadratvienadojumu sauc vienadojumu ax” + bx + ¢ = 0, kur x ir mainigais, bet a,
b, c ir reali skaitli (a # 0).
Skait]us a, b, ¢ sauc par kvadratvienadojuma koeficientiem; ax” sauc par kvadratisko
locekli, bx — linearo locekli, ¢ — brivo locekli.
Kvadratvienadojuma saknu aprekinasana:
~b+~/D
2a

° x,= , kur diskriminants D = 5> —4ac;

X, +x, =——
. — a
e Vjeta teoréma: ;

c
X, X, =—
a

Kvadratvienadojuma saknu skaits ir atkarigs no diskriminanta D = b*> — 4ac
vertibas:

e D <0 —vienadojumam nav realu saknu.

e D=0 —vienadojumam ir viena sakne jeb divas vienadas saknes x = —.

2a
L o " -bx~D
e D >0 —vienadojumam ir divas dazadas saknes x,, = 2—\/_ .
| a
Kvadrattrinomu var sadalit reizinatajos izmantojot formulu

ax® +bx+c=a(x—x,)(x—x,), kur x, un x, ir kvadrattrinoma saknes.

Par reducéto kvadratvienadojumu sauc kvadratvienadojumu, kuram a =1.

Par nepilno kvadratvienadojumu sauc kvadratvienadojumu, kuram kads no
koeficientiem (iznemot a) ir vienads ar nulli.

Ir tris veidu nepilnie kvadratvienadojumi:

e ja b=0, tad iegiist nepilno kvadratvienadojumu ax’ +c¢ =0 jeb x> = _<.
a

. c / c
o ja——2=>0,tad x=%,/——;
a a

. cC S -
o jJa —— <0, tad vienadojumam nav realu saknu;
a
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e ja c =0, tad iegiist nepilno kvadratvienadojumu ax” +bx =0 jeb x(ax+5b) =0,

) b
kura saknesir x=0 un x = ——;
a

e jabh=0 un ¢=0, tad iegist nepilno kvadratvienadojumu ax* =0 jeb x* =0,
kura sakne ir x =0.

Funkcijas

Funkciju y = f(x) sauc par para funkciju, ja katram x no §is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)= f(x). Para funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret y asi.
Funkciju y = f(x) sauc par nepara funkciju, ja katram x no $is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)=—f(x). Nepara funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret koordinatu sistémas sakumpunktu, t. i., punktu (0; 0).
Funkciju sauc par augoSu, ja katram divam argumenta vértibam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,)< f(x,) jeb funkciju sauc par augosu, ja, palielinoties
argumenta vertibam, palielinas funkcijas vertibas.
Funkciju sauc par dilstoSu, ja katram divam argumenta vértibam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,)> f(x,) jeb funkciju sauc par dilstosu, ja, palielinoties
argumenta vertibam, samazinas funkcijas veértibas.
Ja funkcija kada intervala ir tikai dilstosa vai tikai augosa, tad to sauc par monotonu
funkciju.
Funkciju visparigas ipasibas:

e jafunkcija f ir augoSa, tad funkcija (—f) ir dilstoSa;
divu augosSu funkciju summa ir augosa funkcija;
divu augosu funkciju kompozicija ir augoSa funkcija;
divu dilstosSu funkeiju kompozicija ir augosa funkcija;
augosas un dilstoSas funkcijas kompozicija ir dilstosa funkcija;
para funkciju summa (reizinajums) ir para funkcija;

e divu nepara funkciju reizinajums (dalijums) ir para funkcija;

e para un nepara funkcijas reizinajums (dalijums) ir nepara funkcija.
Funkciju f(x) un g(x) grafiku krustpunktu x koordinatas ir vienadojuma
f(x)=g(x) saknes.

Lineara funkcija: f(x)=kx+5b.
e Linearas funkcijas grafiks ir taisne.
e Punkts (0; ) ir linearas funkcijas krustpunkts ar y asi.
e Koeficientu k sauc par taisnes virziena koeficientu.
e Ja k>0, tad taisne ir augosa; ja k <0, tad taisne ir dilstosa.
e Linearas funkcijas definicijas apgabals ir intervals (—oo;+ o) un vértibu
apgabals ir intervals (—oo; + ©).
e Ja b =0, tad linearo funkciju sauc par tiesas proporcionalitates funkciju.

Apgrieztas proporcionalitates funkcija: f(x) = k .
X

e Apgrieztas proporcionalitates funkcijas grafiks ir hiperbola.
e Apgrieztas proporcionalitates funkcijas grafiks nekrusto ne x asi, ne y asi.
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Ja k > 0, tad funkcijas grafiks atrodas 1. un 3. kvadranta; ja k <0, tad funkcijas
grafiks atrodas 2. un 4. kvadranta.

Ja k >0, tad funkcija ir dilstosa; ja k < 0, tad funkcija ir augosa.

Apgrieztas proporcionalitates funkcijas inversa funkcija ir apgrieztas
proporcionalitates funkcija.

Kvadratfunkeija: f(x)=ax’ +bx+c.

Ja a >0, tad kvadratfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zari versti uz augsu.
o e -b .
Funkcijai ir vismazaka vértiba f(x,) = ax; +bx, +c, kur x, = S5, ir parabolas
a

virsotnes x koordinata.
Ja a <0, tad kvadratfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zari vérsti uz leju.

Funkcijai ir vislielaka vértiba f(x,) = ax; +bx, +c, kur x, = ;—b ir parabolas
a

virsotnes x koordinata.
Ja D =b" —4ac < 0, tad kvadratfunkcijas grafiks nekrusto x asi.
Punkts (0; ¢) ir kvadratfunkcijas grafika krustpunkts ar y asi.

Eksponentfunkcija: y=a".

Ja a>1, tad eksponentfunkcijas grafiks ir augosa funkcija; ja 0 <a <1, tad —
dilstoSa funkcija.

Eksponentfunkcijas definicijas apgabals ir intervals (—oo;+0o0) un vértibu
apgabals ir intervals (0; + ).

Eksponentfunkcijas inversa funkcija ir logaritmiska funkcija.

Logaritmiska funkcija: f(x)=1log, x.

Ja a>1, tad logaritmiskas funkcijas grafiks ir augoSa funkcija; jaO<a <1,
tad — dilstosa funkcija.
Logaritmiskas funkcijas definicijas apgabals ir intervals (0; + o) un vertibu

apgabals ir intervals (—oo; + ).
Logaritmiskas funkcijas inversa funkcija ir eksponentfunkcija.

Trigonometriskas funkcijas: f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=ctgx.

Sinusa un kosinusa funkciju veértibu apgabals ir intervals [-1;1], t.1., S$is
funkecijas ir ierobezZotas.
Sinusa un kosinusa funkciju definicijas apgabals ir intervals (—oo; + ).

Funkcija f(x)=tgx nav definéta, ja x=nn, ne Z; funkcija f(x)=ctgx nav
definéta, ja x:%+nn, neZ.

Kosinusa funkcija ir para funkcija, t. i., cos(—x) =cosx.

Sinusa, tangensa un kotangensa funkcijas ir nepara funkcijas, t.1.,
sin(—x) = —sin x, tg(—x) = —tgx un ctg(—x) = —ctgx.

Sinusa un kosinusa funkcijas ir periodiskas funkcijas ar perioda garumu 7' =27 .

Tangensa un kotangensa funkcijas ir periodiskas funkcijas ar perioda garumu
I'=r.
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Funkcionalvienadojumi

Funkcionalvienadojumi ir vienadojumi, kas ka mainigo satur nezinamo funkciju.
Risinasanas metodes:

e Dazadu vértibu ievietoSana (pieméram, x =0, x =1, x=y =0);

e Substitliciju metode (jaieveéro sakotn&jais definicijas apgabals);

e Ekvivalentu parveidojumu veikSana;

¢ Nenoteikto koeficientu metode.
Elementaras funkcijas: Ja f ir nepartraukta funkcija, kas visiem x, y € R apmierina

vienadibu:
e f(x+y)=f(x)+ f(y) (Kos1 vienadiba), tad f(x)=Cx, kur konstante
C=/fD;

o f(x+y)=f(x)-f(y),tad f(x)=C",kur C — konstante;
e f(xy)=f(x)+ f(y),tad f(x)=Clnx, kur C— konstante;
o f(xy)=f(x)-f(»),tad f(x)=x,kur C - konstante;

o f(x;y):f(x);f(y) (Jensena vienadiba), tad f(x)=Cx+C,, kur C,,

C, — konstantes.

Klasiskas nevienadibas

Izteiksmes kvadrats vienm@r ir nenegativs a” > 0.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko 4> G :

a,>0,i=12,...n.

Secinajumi:
. ﬁ+222;
a
1
e x+—2>2.
X

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo kvadratisko QO > 4:

\/af +a; +..+a’ S tay+..ta,

n n

Sakariba starp videjo aritmétisko un vidéjo harmonisko 4> H :
a ta,+..+a, n
= 1 1 1
" e
a, a, a

visiem a, >0, i=12,..,n.

Piezime: H<G<A<LQ.
Kosi-Bunakovska nevienadiba:
( 2 2 2 X 2 2 2 ) S 2
X X, +X3 NV tY, tY )2 (xlyl X0, +x3y3) )
kur x,,%,,...,X,, ¥, V,,..., ¥, it patvaligi skaitli.
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Progresijas un rekurences sakaribas

Virkni, kura katru nakamo locekli iegﬁstviepriekééjam pieskaitot vienu un to pasu
skaitli, sauc par aritmétisko progresiju. So skaitli sauc par aritmé&tiskas progresijas
diferenci un apzimé ard: a,,, =a, +d .

Lai definétu aritmétisko progresiju, pietiek noradit virknes pirmo locekli un diferenci.
Lai aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu a, = a, +d(n—1).

Aritmetiskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina pec formulas

S — (al +an)n'
" 2

Virkni, kuras katru nakamo locekli iegust, ieprieksgjo locekli reizinot ar vienu un to
pasu nenulles skaitli, sauc par geometrisko progresiju. So skaitli sauc par geometriskas
progresijas kvocientu g: b,,, =b -q.

Lai definétu geometrisko progresiju, pietiek noradit virknes pirmo locekli un kvocientu.
Lai aprekinatu virknes n-to locekli, lieto formulu b, = b, -¢"".

Geometriskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina péc formulas

S — bn ) q _bl .
n q _ 1
Ja | q | <1, tad geometrisko progresiju sauc par bezgaligi dilstoSu geometrisko
. . b
progresiju un tas visu loceklu summu aprékina péc formulas § = " L.
-9

Par rekurentu virkni sauc skaitlu virkni u,, u,, ..., u,, ..., kuras katrs loceklis ir

0o
vienada veida, t.i., neatkarigi no locekla numura n, izsakams ar noteikta skaita
(pieméram, k) ieprieksgjiem locekliem:

u, = fu, ,u,,,...u, ), karn=k, k+1, ...
Par rekurences sakaribu sauc vienadojumu, kas rekursivi defin€ skaitlu virkni.
Ja funkcija f ir lineara (t. 1., nesatur reizinajumus, dalfjumus un pakapes, kas augstakas
par pirmo), tad iegiistam vienadibu

u,=au, +au, ,+..+au,  kura, #0, (¥)

ko sauc par k-tas kartas linearu rekurentu jeb diferencu vienadojumu.
Piezime: Aritmétiska un geometriska progresija ari ir rekurentas virknes.

Linearo diferen¢u vienadojumu atrisinasana

Diferenc¢u vienadojumu (*) var apmierinat daudzas virknes. Lai k-tas kartas lineara
diferencu vienadojuma (*) atrisinajums biitu viennozimigi noteikta virkne, jauzdod $is
virknes pirmo k loceklu u,, u,, ..., u,, vértibas. Tie ir sakumnosacijumi, kas lauj
viennozimigi aprékinat turpmakos loceklus, sakot no u, .

Diferencu vienadojumu galvena risinasanas metode.
Vispirms sastada vienadojumam (*) atbilstoSo raksturigo jeb harakteristisko

vienadojumu r(¢)=0 ar mainigo ¢, kur r(t)=t"—at*" —.—a,_ t—a, ir k-tas
pakapes polinoms.
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Ja polinoma r(¢) visas saknes 7, r,, ..., r, ir realas un dazadas, vienadojuma (*)
visparigais atrisinajums ir lineara kombinacija no k geometriskam progresijam:
u, =Cn"+C,r, +..+C,r/.
Konstantes C,, C,, ..., C, atrod no sakumnosacijumiem, izmantojot zinamas vertibas
Uy, Uy, ..., U, ,t. 1., atrisinot k linedru vienadojumu sist€ému
u(@iy=u, jeb C;r/ +Cory +..+Crl =u,, i=0,1,...., k—1.

1

Ja dots otras kartas linears diferencu vienadojums u, =au, ,+a,u, ,, tad ta
raksturigais vienadojums ir kvadratvienadojums forma ¢*> —a,t —a, =0.
Ja kvadratvienadojuma saknes 7, un 7, ir
e realas un dazadas, tad dota diferencu vienadojuma atrisinajums ir
u, =Cr"+C,r;
e vienadas r =r,=r, tad dota diferencu vienadojuma atrisinagjums ir
u,=Cr"+C,-n-r" jeb u, =(C, +nC,)r".

Vienkarsakais otras kartas linearais diferenc¢u vienadojums u, =u, , +u, , ar sakuma
nosacijumiem u, =0 un u, =1 definé virkni, kuras loceklus sauc par Fibonaci
skaitliem (apzimé F ). Ja uzdoti sakuma nosacfjumi u, =2 un u, =1, tad veidojas

skaitlu virkne, kuras loceklus sauc par Lukasa skaitliem (apzimé /).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
F, 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | &9

[, 2 1 3 4 7 11 18 | 29 | 47 | 76 | 123 | 199

Fibonaci skaitlu 1pasibas:

AN Lo IR LR Y

F

n ﬁ 2 2
F,=(-1)"F,;
* FZn—len2+Fn2—l;

o I =(F _+F )Y =Q2F ,+F)F ;
2n n-1 n+l n n—1 n

n

n

* sz :Fn+2_1;
k=1

hm Fn+1
[ J _— .
n—o Fn (0
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GEOMETRIJA

Trijstari
Trijstiira iek$€jo lenku summa ir 180°.
Par trijstiira ar€jo lenki sauc trijstiira iek$gja lenka blakuslenki.
Trijstira argjais lenkis ir vienads ar to divu ieks€jo lepku summu, kas nav ta
blakuslenkis (skat. 1. zim.).
B

ZBAD = ZABC + £ZBCA

D C
A

1. zZim.

Pret garaku trijstiira malu atrodas lielaks trijsttira lenkis un otradi.

Nogriezni, kas savieno trijstiira divu malu viduspunktus, sauc par trijstiira vidusliniju.
Viduslinijas 1pasibas:

e Trijstira viduslinija ir paral€la vienai no trijstiira malam;

e Trijstlira viduslinijas garums ir vienada ar pusi no tai paral€las trijstira malas;

e Trijstira viduslinija no dota trijstira atSkel trijstliri, kas lidzigs dotajam

trijstirim ar Iidzibas koeficientu & =% .

Par trijstiira augstumu sauc nogriezni, kas savieno trijstiira virsotni ar tai pretéjo malu
(vai pretgjas malas pagarinagjumu) un ar to veido taisnu lenki. Trijstiira augstumi
krustojas viena punkta.

Par trijstira medianu sauc nogriezni, kas savieno trijstiira virsotni ar tai pretéjas malas
viduspunktu.

Trijstira medianu 1pasiba. Trijstiira medianas krustojas viena punkta, un krustpunkts
katru medianu dala attiectba 2:1, skaitot no trijstira virsotnes, t.i.,

AM = M = M = 2 , kur M — medianu krustpunkts (skat. 2. zim.).
MD ME MF 1

B

E C

2. Zim.

Par bisektrisi sauc taisni, kas sadala lenki divas vienadas dalas.
Par trijstiira bisektrisi sauc trijstiira lenka bisektrises nogriezni, kas atrodas trijstiira
iekSpuse. Trijstiira bisektrises krustojas viena punkta.
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Trijstiira bisektrises Ipasiba. Trijstiira lenka bisektrise sadala pret&jo malu nogrieznos,
kuru attieciba ir vienada ar Sim lenkim atbilstoSo piemalu attiecibu, t.1i.,

BD = 4B (skat. 3. zim.).
DC AC

D C
3. zim.

Par nogriezna vidusperpendikulu sauc taisni, kas iet caur dota nogriezna viduspunktu
un ir perpendikulara dotajam nogrieznim.

Vidusperpendikula 1pasiba. Nogriezna vidusperpendikula jebkurS punkts atrodas
vienada attaluma no nogriezna galapunktiem.

Jebkur§ punkts, kas atrodas vienada attaluma no nogriezpa galapunktiem, atrodas uz
nogriezna vidusperpendikula.

Trijstira malu vidusperpendikulu krustpunkts ir trijstirim apvilktas rinka linijas
centrs (skat. 4. zZim.), bet trijstiira bisektriSu krustpunkts ir trijstiirT ievilktas rinka
Iinijas centrs (skat. 5. zim.).

Simsona teoréma. Ja no trijstirim ABC apvilktas rigpka linijas punkta novelk
perpendikulus pret taisném AB, BC, CA, tad perpendikulu pamati atrodas uz vienas
taisnes. So taisni sauc par Simsona taisni.

Mikela teoréma. Ja uz katras no trijstira ABC malam vai to pagarinajumiem ir atlikts
punkts, tad tris rigki, kur katrs no tiem iet caur citu trijstira ABC virsotni un abiem
punktiem, kas atlikti uz attiecigas virsotnes piemalam, krustojas viena punkta M (skat.
6. zim.). Punktu M sauc par Mikela punktu un tris rinkus sauc par Mikela rinkiem.
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Mikela teorémas visparinajums c¢etram taisném. Ja dotas Cetras taisnes /,, /,, /, un
¢, , kur katra krustojas ar katru, un cetri rigki, kur katrs no tiem iet caur citiem trim
taiSnu /,, ¢,, ¢, un /, krustpunktiem, tad tas krustojas punkta M. Punktu M sauc par

Mikela ceturto punktu un etrus rinkus sauc par Mikela ripkiem. So &etru Mikela rinku
centri atrodas uz vienas rinka linijas (skat. 7. zZim.).

Trijstiru vienadibas pazimes:
o . mmm” — divi trijstiiri ir vienadi, ja viena trijstiira tris malas ir attiecigi vienadas
ar otra trijstira trim malam
o _mi¢m” — divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstiira divas malas un lenkis starp
tam ir attiecigi vienadi ar otra trijstira divam malam un lenki starp tam,;
o . /m¢” — divi trijstiri ir vienadi, ja viena trijstira mala un tas pielenki ir
attiecigi vienadi ar otra trijstiira malu un tas pielenkiem.

Trijstiru lidzibas pazimes:
o . mmm” — divi trijstiri ir lidzigi, ja viena trijstira tris malas ir attiecigi
proporcionalas ar otra trijstiira trim malam ;
o _mi¢m” — divi trijsturi ir [idzigi, ja viena trijstiira divas malas ir proporcionalas
otra trijstiira divam malam un lenki starp tam ir vienadi;
o 00> —divi trijstiiri ir 11dZigi, ja viena trijstiira divi lepki ir attiecigi vienadi ar
otra trijstiira diviem lenkiem .

Lidzigu trijstiiru perimetru attieciba ir vienada ar atbilstoSo malu attiecibu (lidzibas
koeficientu k), bet laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoSo trijstiira malu attiecibas
kvadratu (Iidzibas koeficienta kvadratu k%), t. i., ja AABC~AA'B'C’ tad

AB _ P(4BC) _, ( AB ]2 _ S(4BO) _ .

A'B'"  P(A'B'C") A'B’ S(A'B'C")
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo bisektriSu, medianu, vidusliniju un citu atbilstoSo nogrieznu
garumu attieciba ir vienada ar So trijstiiru Iidzibas koeficientu .

b
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Trijstura laukuma aprékinasanas formulas:

[ ] SA:a;la;

© Sy=pers
abc

T

o S, = %ab siny, kur y — lenkis starp malam a un b;

o §, = \/p(p —a)(p-b)(p—c) (Herona formula),
kur a, b, ¢ — trijstura malas, s, —augstums, kas novilkts pret malu a, p — pusperimetrs,
r — ievilktas rinka linijas radiuss, R — apvilktas rinka Iinijas radiuss.

b € -2R (skat. 8. zim.).

Sinusu teorema: ——=—— = —
sing sinf siny

Kosinusu teoréma: a’ =b” +c¢* —2bccosa (skat. 8. zZim.).

Nevienadibas trijstiiros

Trijstiira katras malas garums ir mazaks neka pargjo divu malu garumu summa un
katras trijstiira malas garums ir lielaks neka abu paréjo divu malu garumu starpiba, t. i.,
jaa, b, ¢ — trijstira malu garumi, kur a <b<c,tad a+b>c un c-b<a.

Trijstira mediana ir mazaka neka malu, starp kuram ta atrodas, pussumma, t. 1.,

b+c . )
m, < — kur m, —mediana, kas novilkta pret malu a.

Par vienadsanu trijstiiri sauc trijstiiri, kura divas malas ir vienadas. Vienadas trijstiira
malas sauc par sanu malam, bet treSo malu — par pamatu.

Vienadsanu trijsttirT lenki pie pamata ir vienadi.

Augstums, kas novilkts pret trijstiira pamatu, ir ar §1 trijstiira mediana un bisektrise.

Ja nogrieznis ir trijstiira augstums un bisektrise, tad tas ir arT trijstiira mediana un $is
trijstiris ir vienadsanu.

Regulars (vienadmalu) trijstiiris

Par regularu (vienadmalu) trijstari sauc trijstiiri, kuram visas malas ir vienadas.
Regulara trijstiira visi lenki ir vienadi, t. 1., 60° lieli
Vienadmalu trijstirT katra mediana ir art bisektrise un augstums.

2
a

Regulara trijsttira laukums: S, = T3 , kur a ir trijstira malas garums.
a3

Regulara trijstiira augstums: /z = —

Regulara trijsturt ievilktas rinka linija radiuss: » = %h =—.
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Regularam trijstirim apvilktas rigka linijas radiuss: R = %h =—.

Taisnlenka trijsturis

Pitagora teoréma. Taisnlenka trijstiirm kateSu garumu kvadratu summa ir vienada ar
hipoteniizas garuma kvadratu, t.i., @’ +b” =c”, kur a un b ir kateSu garumi un ¢ —
hipotentizas garums.

Trigonometriskas sakaribas taisnlenka trijstir (skat. 9. zZim):

) a
e sino=—;
c
b c
e cosa=—;
c a
a
b b
a
i ctgoc=z. 9. zim.

No taisnlepka trijstiira taisna lenka virsotnes novilktais augstums /4, sadala trijstiri

divos taisnlenka trijstiiros, kas ir [idzigi sava starpa un ir lidzigi dotajam trijstirim, t. i.,
AABC~AACD~ACBD (skat. 10. zim.). Ir speka $adas sakaribas:

2 _ .

o hi=a, b,
2

e a =a,c;
2

e bi=b -c;

2

G
b’ b,

10. zZim.

Ap taisnlenka trijstiiri apvilktas rinka Itnijas centrs atrodas hipoteniizas viduspunkta, un
tas radiusa garums ir vienads ar pusi no hipotentizas garuma.

Taisnlenka trijstira mediana, kas novilkta no taisna lenka virsotnes, ir vienada ar
trijsturim apvilktas rinka linijas radiusu, t. i., ar pusi no hipoteniizas (skat. 11. zim.).

11. zZim.
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Rinkis un rinka linija

Par rinka Iiniju sauc ir visu to plaknes punktu kopu, kuri atrodas vienada attaluma no
kada fikséta plaknes punkta. So punktu sauc par rinka linijas centru, bet attiecigo
attalumu — par rinka linijas radiusu.

Visi rinka linijas radiusi ir vienadi sava starpa.

Par rinki sauc plaknes dalu, ko ierobezo rinka linija un kura atrodas tas centrs.

Par rinka Iinijas pieskari sauc taisni, kurai ar rinka Iiniju ir tiesi viens kopigs punkts.
Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka Iinijas punktus.

Jo tuvak horda atrodas rinka Iinijas centram, jo ta ir garaka.

Par diametru sauc hordu, kas iet caur rinka linijas centru.

Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka Iiniju divos dazados punktos.

Par rinka linijas loku sauc rinka Iinijas dalu starp diviem tas punktiem. Jebkuru loku
pilniba raksturo divi lielumi: loka radiuss un lenkis.

Vienadas hordas balstas uz vienadiem lokiem.

Loki starp vienas rigka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

Par sektoru sauc rinka dalu, kas atrodas starp diviem radiusiem.

Par segmentu sauc rinka dalu, ko no rinka atSkel] horda.

Ar ripki un ripka Iiniju saistitas formulas:
e D =2R, kur D— diametrs un R — rinka linijas radiuss;
rinka laukums: S = 7R*;

_R’a
sektora 360° ’
rinka Iinijas garums: C = 27R;
7Ra
180°

sektora laukums: S

rinka Iinijas loka garums: /, =

Caur jebkuru punktu 4, kas atrodas arpus rinka Iinijas, var novilkt tiesi divas pieskares.
Ja punkti B un C — So pieskaru pieskarSanas punkti un O — attiecigas rinka Iinijas
centrs (skat. 12. zZim.), tad

e AB= AC ( pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);

o /BAO=ZCAO;

e OBl AB.
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Metriskas sakaribas rinka linija

Hordu ipasiba Pieskares — sekantes ipasiba Sekansu pasiba
D
B C
A
D
C A B
AM -MB =CM - MD AB* = AC-AD AB-AC = AD- AE

Lenki rinka linija

Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka Iinijas centra, bet malas krusto
rinka Iiniju.

Centra lepka liclums ir vienads ar ta loka, uz kura tas balstas, lenkisko lielumu, t. i.,
ZAOB=uAmB (skat. 11. zim.).

Par rinka Iinija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka Iinijas, bet
malas krusto rinka Itniju.

Ievilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka, uz kura tas balstas, lenkiska lieluma,

t.i., ZACB =%u AmB (skat. 11. zZim.).

Visi ievilktie lepki, kas balstas uz viena un ta pasa loka, ir vienadi, piemé&ram,
LACB = ZADB (skat. 13. zim.).

Lenki, kas balstas uz vienas rinka linijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.
Ievilkts lenkis, kas balstas uz diametra, ir 90° un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad
tas balstas uz diametru.

n D 13. zim.

Par hordas - pieskares lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, viena ta
mala satur hordu, bet otra mala atrodas uz pieskares.

Hordas - pieskares lepkis ir vienads ar pusi no ta loka lepkiska lieluma, kuru ietver
lenka malas.

Par rinka Iinijas ar€jo lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas arpus rinka un ta malas
krusto rinka Itniju vai ar1 viena vai abas malas pieskaras rinka Iinijai.

Argja lenka lielums ir vienads ar pusi no to divu loku lenkisko lielumu starpibas, kuri
atrodas starp lenka malam.

Par rinka Itnijas iek$€jo lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka iekSpusg, bet malas
krusto rinka Itniju.
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Ieksgja lenka lielums jeb lenka lielums starp divam hordam ir vienads ar to divu loku,
no kuriem viens ir starp lenka malam, bet otrs ir starp lenka malu pagarinajumiem,

lenkisko lielumu pussummu, t. i., ZCED = v CnD ; wAmB (skat. 11. ztm.).

Radikala ass un punkta pakape attieciba pret rinka Iiniju

Ja dota rigka linija, patvaligi izvéléts punkts P un taisne, kas iet caur So punktu P un
krusto rinka liiju punktos 4 un B (skat. 14. zim.), tad nogrieznu garumu reizinajums
PA-PB nav atkarigs no taisnes AB izvéles. So reizinajumu PA-PB = PA, - PB, sauc

par punkta P pakapi attieciba pret rinka Iiniju.
A,

By
B 14. zZim

Ja punkts P atrodas arpus rinka linijas, tad ta pakape attieciba pret So ripka Iiniju ir
vienada ar no §1 punkta vilktas pieskares nogriezna garuma kvadratu.

Par divu rinka liniju radikalo asi sauc to punktu kopu, kuru pakapes attieciba pret Stm
rinka linijam ir vienadas.

Radikala ass eksist€ tad un tikai tad, ja rinka Iinijas nav koncentriskas.

Radikala ass ir perpendikulara taisnei, kas iet caur abu rinka liniju centriem

Punktam, kas atrodas uz divu rinka liniju kop€jas hordas, pakapes attieciba pret STm
rinka linijam ir vienadas. Tatad divam krustiskam rinka Iinijam radikala ass ir taisne,
kas iet caur So rinka Itniju kop€jiem punktiem (skat. 15. zim.).

Ja rinka Itnijam nav kopigu punktu, tad radikala ass ir taisne, kas sastav no visiem tiem
punktiem, no kuriem vilkto pieskaru nogriezni pret Stm rigka liijam ir vienadi (skat.
16. zZim.).

P

15. zim. 16. zim.
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Ievilkti un apvilkti ¢etrsturi

Par rinka Iinija ievilktu Cetrstiiri sauc Cetrstiiri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka
Iinijas. Attiecigi, rinka Itniju sauc par Cetrstirim apvilktu rigka lmiju.
Apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas Cetrstiira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Ap Cetrstiri var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja:
e Cetrstiira pretjo lenku lielumu summa ir 180°;
e izpildas vienadiba LACB = ZBDA (skat. 17. zim.);

D C

A B
17. zim.

e ir speka vienadiba AM -MB=CM -MD, kur M ir nogrieznu AB un CD
krustpunkts (skat. 18. zim.).

18. zim.

Par rinka Iinijai apvilktu Cetrstiiri sauc Cetrsturi, kura visas malas pieskaras rinka
linijai. Attiecigi rinka Iniju sauc par CetrsturT ievilktu rinka liniju.

Ievilktas rinka Itnijas centrs atrodas Cetrstiira lenku bisektrisu krustpunkta.

Cetrstiiri var apvilkt ap rinka Iiniju tad un tikai tad, ja ta pret&jo malu garumu summas ir
vienadas.

Ievilkts Cetrstiiris Apvilkts Cetrstiiris

B

A

A A \
D D
LA+ /C=/4B+ /D AB+CD = AD+ BC
Oy — malu vidusperpendikulu O, — lenku bisektriSu
krustpunkts krustpunkts
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Vektori

Par vektoru sauc orient€tu nogriezni.
Par nulles vektoru sauc vektoru, kuram sakrit sakuma punkts un beigu punkts, t. 1i.,
jebkurs punkts ir nulles vektors.

—

Par nenulles vektora @ garumu jeb moduli sauc nogrieZzna a garumu un apzime ar |a

Ja dots vektors a = (a., a,), tad ‘a‘ =.Ja; +a; .

Par nenulles vektora virzienu sauc tas taisnes virzienu, uz kuras $is vektors atrodas.
Par nenulles vektora vérsumu sauc stara, uz kura atrodas vektors un kura sakumpunkts
sakrit ar vektora sakumpunktu, vérsumu.

Par kolineariem vektoriem sauc vektorus, kas ir savstarp€ji paraléli.

Par vienadiem vektoriem sauc kolinearus vektorus, kuriem ir vienadi garumi un vienadi
versumi.

Par pretejiem vektoriem sauc divus kolinearus vektorus, kuru garumi vienadi, bet
versumi pretéji.

Dotajam vektoram pretgjo vektoru apzimé, mainot dota vektora zimi vai mainot vietam
burtus (pieméram, a pret€jais vektors ir —a, AB pret€jais vektors ir — AB jeb BA).
Par lenki starp diviem nenulles vektoriem sauc lepki starp So vektoru virzieniem
(skat. 19. zim.).

19. zim.

Par perpendikulariem jeb ortogonaliem vektoriem (raksta a L b) sauc divus
vektorus, starp kuriem lenkis ir 90°.

Par divu vektoru skalaro reizinajumu sauc So vektoru garumu reizinajumu ar kosinusu
no lenka starp vektoriem:

—

a-b:‘a

-

b

-cosa , kur a — lenkis starp vektoriem.

Ja doti vektori a=(a,,a,) un b=(b,,b ), tad So vektoru skalaro reizinajumu var

aprekinat pec formulas: a-b=a, -b +a,-b,.

No skalara reizinajuma definicijas var izteikt vektoru veidota lenka kosinusu:
a-b

b

Vektora reizinajums ar skaitli ir vektors, bet divu vektoru skalarais reizinajums ir

skaitlis.

No skalara reizinajuma definicijas izriet, ka divu vienadi veérstu vektoru skalarais

-1:‘5

CosSa =

a

-

reizinajums ir vienads ar to garumu reizinajumu: a-b = ‘a

-

b

—

-cos0° = ‘a

-

b

-

bl.

Divu vienadu un vienadi vérstu vektoru skalaro reizinadjumu sauc par skalaro kvadratu
. . -2 —|2
un tas ir vienads ar vektora garuma kvadratu: a = ‘a

Divu no nulles atSkirigu vektoru skalarais reizinajums ir nulle tad un tikai tad, ja Sie
vektori ir savstarp&ji perpendikulari:

alb = a-b=0.
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SKAITLU TEORIJA

Skaitlu iedalijums
e N —naturalie skaitli: 1,2,3,4, ..
o 7 —veselie skaitli: v, —2,-1,0,1,2,3, ...

N e o - _m
e (O — racionalie skaitli: visi skaitli, kurus var uzrakstit forma —, kur me Z un
n

neN.

e [ — iracionalie skaitli: bezgaligi neperiodiski decimaldalskait]i (pieméram,\/z ,
e, ).

e R —realie skaitli: racionalie skaitli Q un iracionalie skaitli /.

Dalamiba

Par vesela skaitla b dalitaju sauc veselu skaitli a, ja eksiste tads vesels skaitlis ¢, ka
ac =b. Skaitli b sauc par skaitla ¢ dalamo jeb daudzkartni, bet a — par skaitla b
dalitaju.
Ja skaitlis b dalas ar skaitli a, tad to apzZime ar a | b vai b:a.
Dalamibas ipasibas (a, b, ¢, d un n ir veseli skaitli):
e 0:a,a:*xl,a:a;
e jaa:bunb:c,tada:c;
e jaa:ic,tad ab:c;
e jaa:cun b:c,tad ax+by| c jebkuriem veseliem skaitliem x un y;
e jaa:bunb:a,tad a=1b;
e jaa:bunc:d,tad ac:bd;
e jaac:bc,tad a:b;
e jaa:bunab>0,tad b<a;
e jaa-b=c,tad c:a vai c:b;
e ja divi skaitli @ un b dod vienadus atlikumus, dalot tos ar ¢, tad So skaitlu
starpiba a —b dalas ar c;
o skaitlis dalas ar n =a-b (a un b — savstarp&ji pirmskaitli), ja tas dalas gan ar a,
gan ar b.
Dalamibas pazimes:
skaitlis dalas ar 2, ja tas beidzas ar para ciparu;
skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3;
skaitlis dalas ar 4, ja ta pedg€jo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4;
skaitlis dalas ar 5, ja tas beidzas ar ciparu 0 vai 5;
skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9;
skaitlis dalas ar 10, ja ta pedgjais cipars ir 0.

Skaitla sadalijums pirmreizinatajos
Par pirmskaitli sauc naturalu skaitli, kuram ir tiesi divi dalitaji: 1 un pats skaitlis.
Ta ka 1 dalas tikai ar 1 (tam ir tikai viens dalitajs), tad 1 nav pirmskaitlis.
Pirmskait]u ir bezgaligi daudz, pieméram,

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ....
Par saliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vairak neka divi dalitaji.
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Aritmétikas pamatteoréma. Katru naturalu skaitli viena vieniga veida var izteikt ka
pirmskaitlu reizindjumu (reizinataju secibu nepem vera).

Naturalam skaitlim x = plk‘ pzk2 pmk’" , kur p; ir dazadi pirmskaitli, pavisam ir

(k, +D(k, +1)...(k,, +1) dazadi dalitaji, So dalitaju summa ir

(I+p, +.t pYA+ p, +. 4 p2) A+ p, +..+ pi).

Ja p ir pirmskaitlis un p|ab , tad p|a vai p|b.
Ferma maza teoréma. Ja p ir pirmskaitlis un a nedalas ar p, tad a”~' —1 dalas ar p.

Ferma liela teoréma. Vienadojumam x" + y" = z" nav atrisinajuma naturalos skaitlos,
jan>2.

Salikta skaitla » mazakais dalitajs neparsniedz Jn.

Naturals skaitlis 7 >1 nav pirmskaitlis tad un tikai tad, ja eksisté tads skaitla »n dalitajs
m > 1, kur§ neparsniedz Jn.

Secindjums. Lai pieraditu, ka dotais skaitlis » ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis,
japarbauda, vai tas dalas ar skaitliem no 1 lidz Jn ieskaitot.

Skaitla n!=n-(n—1)-(n-2)-...-1 ipasibas:
e Visi naturalie skaitli, kas neparsniedz n, ir n! dalitaji.
e Visi skaitla n+1 naturalie dalitaji (iznpemot vieninieku) ir lielaki neka .

e Visi skaitli intervala [n!+2; nl+n] ir salikti skaitli.

Par divu vai vairak veselu skaitlu lielako kopigo dalitaju sauc lielako naturalo skaitli,
ar kuru katrs no dotajiem skaitliem dalas bez atlikuma. Divu skaitlu a un b lielako
kopigo dalitaju apzime ar LKD (a, b) .
Skaitlus @ un b sauc par savstarpéjiem pirmskaitliem, ja LKD (a, b) =1.
Operacijai LKD piemit $adas 1pasibas (a, b, ¢ un m ir naturali skaitli):

e LKD(a,a)=a.

e LKD(a,1)=1 (jebkurs naturals skaitlis ir savstarpgjs pirmskaitlis ar skaitli 1).

e LKD(a,b)=LKD(b,a).

e LKD(a,a+1)=1 (secigi naturali skaitli ir savstarp€ji pirmskaitli).

e LKD(ma,mb)=m-LKD (a,b).

e LKD(a,b)=LKD (a,ac+Db)

e Jaaun b dalas ar m, tad LKD (a, b) ar1 dalas ar m.

. LKD(E, 2) _ LKD(a,b)

m m m

« LKD(a",b™)=(LKD(a,b))".

« LKD(p*,p”)=p™.
Lielako kopigo dalitaju var atrast ar Eiklida algoritmu, kas balstits uz dalisanu ar
atlikumu: vispirms nepilni izdala lielako skaitli ar mazako un tad katra nakamaja soli
iepriekSgjas darbibas dalitaju dala ar ieguto atlikumu. Lielakais kopigais dalitajs ir
pedgjais iegttais nenulles atlikums.
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Par divu vai vairak veselu skaitlu mazako kopigo dalamo sauc mazako naturalo skaitli,
kas dalas ar katru no dotajiem skaitliem bez atlikuma. Divu skaitlu ¢ un » mazako
kopigo dalamo apzimé ar MKD (a, b) .
Operacijai MKD piemit §adas 1pasibas (a, b, c un m ir naturali skaitli):

e MKD(a,a)=a.

e MKD(a,b)=MKD (b, a).

e MKD (ma, mb)=m-MKD (a, b).

e Jaavaib dalas ar m, tad MKD (a, b) ar1 dalas ar m.
a b j _ MKD (a, b)

e Ja gan a, gan b dalas ar m, tad MKD (—,

m m m

o MKD(a™,b")=(MKD(a,b))".
« MKD(p*,p")=p"™".
ab

e MKD(a,b)=—————— jeb MKD (a, b)- LKD (a, b) = ab .
LKD (a, b)

Skaitlu pieraksts:

e abc=100a+10b+c, kur a, b un c ir cipari;

e 2pn —para skaitlis;

e 2n+1 —nepara skaitlis;

e 3n — skaitlis, kas dalas ar 3;

e 3n+1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;

e 10n — skaitlis, kas beidzas ar 0.
No diviem pé&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 2.
No trijiem p&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 3.
Piezime. No k péc kartas nemtiem skaitliem viens noteikti dalas ar £.

Kongruence

Ja aun m, m =0, ir veseli skaitli, tad atlikums, ko iegust, a dalot ar m, ir tads vesels
skaitlis », ka a=¢g-m+r, kur g ir vesels skaitlis un 0< |r| < |m| . Saja gadijuma
iesp&jami divi dazadi atlikumi. Ja, a dalot ar m, 7, ir pozitivs atlikums un », — negativs,
tad r, =r, + m.
Ja a un m ir naturali skaitli, tad atlikums, ko iegiist skaitli a dalot ar m, ir vesels skaitlis
robezas no 0 lidz m—1.
Divi skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m (apzimé ar pierakstu a = b (mod m) ),
kur m # 0, tad un tikai tad, ja a —b dalas ar m jeb skaitli @ un b dod vienadu atlikumu,
ja tos dala ar m.
Kongruences 1ipasibas:

e jebkuram m izpildas vienadiba: a = a (mod m);

e a=bh(modm) tad un tikai tad, ja a =b (mod (-m));

e ja m==1, tad jebkuriem diviem skaitliem a un b izpildas vienadiba

a =b (mod m), t. 1., visi veselie skaitli ir kongruenti péc modula 1;

e jam=0,tad a =b (mod m) tad un tikai tad, ja a = b ;

® jam:m, un a=>b(mod m),tad a=>b (modm,);

e ja a=b(modm),tad ka = kb (mod m), kur k ir vesels skaitlis;
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e ja a=b(modm) un aq,=b (modm), tad a+a =b+b (modm),
a—a, =b—-b, (mod m) un aa, =bb, (mod m).
Secinajums. Ja f(a,,a,,..,a,) ir patvaliga vesela izteiksme un a, =b, (modn),
a, =b, (modn), ..., a, =b, (mod n), tad
f(a,,a,,...,a,)= f(b,b,,.. b, ) (modn).

Tas nozimé, ka, veicot aprékinus péc modula n, jebkuru skaitli izteiksmée var aizvietot ar
jebkuru citu tam kongruentu skaitli. Parasti skaitli a aizvieto ar skaitla a atlikumu péc
modula 7, bet atseviskos gadijumos var nemt citu tam kongruentu skaitli.

Teorema. Virkne x, = a" péc modula m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstoSos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a" péc
modula m. Tiklidz virkn€ a" (mod m) paradas vienadi skaitli, més esam atradusi
periodu.
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KOMBINATORIKA

Saiklu lietojums:

e saiklis ,,un” nozimé, ka visam uzdevuma mingtajam 1paSibam vai nosacijumiem
jaizpildas vienlaicigi;

e saiklis ,vai” nozimé, ka jaizpildas vismaz viemai ming&tajai
1pasibai vai nosactjumam (bet vienlaicigi var izpildities ar1 vairakas TpaSibas vai
nosacijumi);

e saiklis ,,vai nu ... , vai” nozimé, ka jaizpildas tieSi vienai miné&tajai 1pasibai vai
nosacijumam.

Kombinatorikas saskaitiSanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izvE€leties attiecigi
n, n, n,... veidos, un ja ir jaizvélas vai nu viena, vai otra, vai tre$a utt. veida objekti,
tad to var izdarit pavisam M =n, +n, +n, +... veidos.

Kombinatorikas reizinasanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izveleties n,, n, n,,...
veidos, un ja ir jaizv€las pa vienam objektam no pirma veida un otra veida, un tresa
veida utt., tad to pavisam var izdarit N =n, -n, -n, -... veidos.

Par permutaciju sauc visu doto elementu sakartojumu rinda.
Ja n dazadi elementi jasakarto rinda, tad to var izdarit P, =n!=n-(n—1)-(n—-2)-...-1
dazados veidos.

dotas kopas elementi un kuras atskiras cita no citas vai nu ar elementu sastavu, vai to
izkartojumu izlase.
Visu variaciju skaitu no n elementiem pa k elementiem apzimé ar simbolu 4" . Variaciju
skaitu aprékina péc formulas:
A =L!=n-(n—l)-(n—2)-...-(n—k+1).
(n—k)!

Par kombinacijam no n elementiem pa k elementiem katra sauc tadas izlases, kuras ir
tiesi k dotas kopas elementi un kuras atSkiras cita no citas vismaz ar vienu elementu.

Kombinaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ar simbolu C* .
Kombinaciju skaitu aprékina péc formulam:

cF — n! _n-(n=-1)-(n=-2)-...-(n—k+1)
" kM n—k)! k-(k=1)-...-1 ’
Ck:A:
n Pk °

) k k
Secinajums. A, > C, .
Kombinaciju skaita ipasSibas:

k n—k .

* Cl‘l = Cl‘l s

o C'4+Cl+Cl+..+Cr=2";
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o CHycH =cHlja0<k<n.
Paskala trijsturis:
Cp =1
cl =1 C1=1
ch=1 Cj=2 Ci=1
Ci=1 C;=3 Ci=3 Ci=1
Cy=1 Ci=4 Ci=6 Ci=4 Ci=1

cﬂ crll cﬁ-l o

h

Niitona binoma formula:
(@+b)"=C’a" +Cla" b+ ..+ Cra"*b* + .+ C'b".

Videjas vertibas metode

Uzdevumu risinasana balstas uz konkréti formulétam teorémam, pieméram,

e Starp jebkuriem n skaitliem ir vismaz viens skaitlis, kas nav mazaks par to
vidgjo vertibu, un ir vismaz viens skaitlis, kas nav lielaks par to vid€jo vertibu.

e Ja starp lielumiem ir kads lielums, kas ir lielaks par visu lielumu vidgjo vertibu,
tad starp tiem ir ar1 tads lielums, kas mazaks par visu lielumu vid&jo vertibu, un
otradi.

e Ja neviens no lielumiem nav mazaks (vai lielaks) par visu lielumu vidgjo
vertibu, tad tie visi ir vienadi ar savu vid€jo aritmétisko.

Viens no Vidgjas vértibas metodes specialgadijumiem ir Dirihleé princips: ja vairak
neka # trusi jaizvieto n biros, tad vismaz viena biirT nonaks vismaz divi trusi.
Visparinatais Dirihlé princips: ja vairak neka ”* 7 trusi jaizvieto n biiros, tad vismaz
viena biirT nonaks vismaz m+1 trusis.

Katra uzdevuma trusi un biri var but dazadi lielumi, piem&ram, frusi var biit skaitli,
cilveki utt., biri — 1pasibas, péc kuram #rusi sadalas vairakas grupas; Ipasibam jabit
tadam, ka katram zrusim piemit tieSi viena no tam (katrs trusis var nonakt tikai viena
biirT un neviens trusis nedrikst palikt arpus biriem).
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Invariantu metode

Vards ,,invariants” c€lies no latinu valodas un nozim€ nemainigs.

Par invariantiem lielumiem /ipasibam sauc lielumus /1pasibas, kas kada procesa
nemainas, saglabajas.

Invariantu metode biezi ir efektivi pielietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek
apliikots kads process — noteiktu operaciju izpilde ar dotajiem lielumiem (tas var biit
darbibas ar skaitliem, figiiru parveidojumi utml.) un ir japierada, ka no sakotngjiem
datiem noradito rezultatu iegiit nav iesp&jams. Tad uzdevuma risindjuma var rikoties
sadi:

e atrodam invarianto ipasibu, t.i., Ipasibu, kura piemit sakuma dotajiem

lielumiem un saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

e paradam, ka §1IpaSiba nepiemit lieclumiem, kuri jaiegiist galarezultata.
Invarianta 1paSiba atkariba no uzdevuma var biit, pieméram, elementu skaits, summa,
starpiba, reizinajums, summas paritate, dalamiba ar 3, 4, ..., utml.

Uzdevumos par figiiru sagrieSanu riitinu plakné biezi tiek izmantota paligmetode —
kraso$ana (biezi izmanto figtiras iekrasoSanu ka Saha galdinu), kur invarianta 1pasiba ir
iekrasoto rutinu skaita nemainiba.

Matematiskas indukcijas metode

Par indukciju sauc spriesanas metodi, kura no konkrétiem pieme&riem iegiist visparigu
sledzienu.
Lietojot matematiskas indukcijas principu uzdevumu risinasana, rikojas péc $ada plana:
e parbauda, vai apskatama pasiba piemit kopas pirmajam elementam (induktiva
baze);
e piegem, ka §1 1pasiba ir speka pirmajiem k elementiem (induktivais pienémums);
e pierada, ka tad ta ir patiesa ar1 (k+1)-jam elementam (induktiva pareja).
e secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n = k izriet, ka tas ir
patiess elementam #n =k +1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam,
tad izteikums ir patiess jebkuram naturalam elementam n.
Pieradijuma metodi, kas balstds uz matematiskas indukcijas principa, sauc par
matematiskas indukcijas metodi.
Matematiskas indukcijas metode lauj no atseviSku elementu TipaSibam izdarit
spriedumus par visu kopu.
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UZDEVUMI

S. LATVIJAS 23. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

S.9. Devita klase

S.9.1. Pieradiet, ka x* + y* > x’y + xp’ visiem realiem skaitliem x un y.

S.9.2. TrijstirT viena no medianam perpendikulara vienai no bisektriseém. Pieradiet, ka
viena no trijstiira malam ir divas reizes garaka par otru.

S.9.3. Zinams, ka skaitlis 4 dalas ar 7 un ta decimalais pieraksts satur tikai ciparus 1.
Pieradiet, ka A dalas ar1 ar 13.

S.9.4. Pieradiet, ka izliektu 39-stiiri nevar sadalit devinos izliektos sesstiiros.

S.9.5. Dots kvadrats ar izmériem 4 x4 ritinas. Divi sp€létaji pec kartas iekraso pa
vienai rutinai. Zaud@ tas, pec kura gajiena izveidojas iekrasots kvadrats 2 x 2 ritinas.
Kurs§ no spélétajiem vienmer var panakt savu uzvaru? Aprakstiet uzvarétaja spéles
strateégiju.

S.10. Desmita klase

S.10.1. Dots, ka a* + ab + ac < 0. Pieradiet, ka b*> > 4ac.

S.10.2. Vai var rinda uzrakstit 2010 dazadus skaitlus a,, a,, ..., a,,, ta, ka vienlaicigi
izpildas Sadas divas 1pasibas:

e katrs no tiem ir kadam naturalam skaitlim apgrieztais skaitlis,
® 4, ~a,=0a370) =04y~ a3 = ... =y ~ Ay -

S.10.3. Atrodiet visus naturalos skaitlus n, kuriem izpildas vienadiba

n=pqrs =2p" —38 (p, q, r, s — dazadi pirmskaitli).

S.10.4. Piramidas pamats ir daudzstiiris ar nepara skaitu malu. Vai uz visam tas
Skautném var izvéleties virzienus ta, lai iegtito vektoru summa biitu 0?

S.10.5. Ir devinas lampinas, kas p&c kartas sanumur€tas ar naturaliem skaitliem no 2
lidz 10. Sakuma visas lampinas ir izslégtas. Vadibas paneli ir Cetri slédzi, kuru
numuri ir 2, 3, 5 un 7. Kad parslédz slédzi ar numuru K, visas lampinas, kuru numuri
ir K daudzkartni, tiek parslégtas uz pret€jo (ieslédz, ja bija izslégta, vai izslédz, ja
bija ieslégta). Kads lielakais lampinu skaits vienlaicigi var biit ieslégtas?

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 7* +8” =13°.

S.11.2. Rigka Iinija @, ar centru punktd O, novilkta horda 4B un tai paraléls radiuss
O,C (CB < AC). Rinka Iiniju, kas iet caur punktiem 4, O, un C, apzimésim ar @, .
Pieradiet, ka @, centrs O, atrodas uz taisnes, kas iet caur punktiem B un C.

S.11.3. Dota virkne x, >1,x,,, =x, +i2 (n=0,1,2,...). Pieradiet, ka x,;; >10.

n
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S.11.4. Dota kvadratveida tabula ar izm&riem 15x15 ratinas. Katra tas riitina nokrasota
viena no tris dazadam krasam. Pieradiet, ka atradisies vismaz divas tadas rindinas,
kuras vismaz vienas krasas rtinu skaits ir vienads.

S.11.5. Plakné doti 100 zili un 100 sarkani punkti, nekadi tris no tiem neatrodas uz
vienas taisnes. Pieradit, ka tos pa pariem var savienot ar 100 nogriezpiem ta, ka
katram nogrieznim viena gala ir zils punkts, otra — sarkans un nogriezni nekrustojas.

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Vai eksisté tada a veértiba, ka vienadojumam sin x = ax ir tiesi 2010 dazadas
saknes?

S.12.2. Vai eksisté tada trijstira piramida, kura no katras sanu Skautnes viduspunkta
preteja Skautne redzama taisna lenkt?

S.12.3. Aprékiniet izteiksmes arctgl + arctg2 + arctg3 vértibu.

S.12.4. Dots, ka naturals skaitlis # =2- (10" +5) dalas ar 67 (k — vesels skaitlis), un tam
ir tiesi 16 naturali dalitaji. Atrodiet skaitli 7.
S.12.5. Kalkulators strada ar skaitlu ¢etriniekiem un izpilda tikai divas operacijas:
1) ja tiek ievadits (a,b,c,d), kalkulators to parveido par (a+1,b+d,c—1,d +1);
2) ja tiek ievadits (a,b,c,d), kalkulators to parveido par (a,b—1,c+2,d +1).
Vai ar So kalkulatoru, lietojot to vairakkart, no cetrinieka (3,4, 2,1) var iegit
Cetrinieku (6, 5,7, 8) ?
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N. LATVIJAS 61. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

N.9. Devita klase

N.9.1. Apskataim funkcijas y=ax’+x+b, kur a un b — reali skaitli, pie tam
a+b=2011. Pieradit, ka visu §adu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti.

N.9.2. Kvadrata ABCD ir ievilkts rinka linijas loks AC (ripka Iinijas centrs ir D, bet
radiuss DA; skat. 1. zZim.). Uz loka AC atziméts tads punkts £, ka LADE =2/ABE .

Aprekinat ZABE lielumu.
4 B

C
b 1. zZim.

N.9.3. Aplt uzrakstiti £ dazadi naturali skaitli. Starp tiem para skait]u ir tris reizes vairak
neka nepara skaitlu. Tadu vietu, kur blakus esosSo skaitlu summa dalas ar 2, ir divreiz
vairak neka tadu vietu, kur blakus esoSo skaitlu summa nedalas ar 2. Kada ir mazaka
iesp&jama k vertiba?

N.9.4. Pieradit, ka nav tadu naturalu skaitlu a, x, yunz,ka 7 =7 +77 +7°.

N.9.5. Sacensibas piedalijas devinas kamaninbraucgjas. Sacensibu uzvarétaju nosaka
péc Cetru braucienu laiku kopsummas — kam §1 summa mazaka, ta ienem augstaku
vietu. Atsevisku sportistu braucienu laiki atseviskos braucienos un So laiku
kopsumma visam sportist€ém bija atSkiriga. Kamaninbraucgja Maija visos braucienos
ien@ma vienu un to pasu — N-to vietu. Kadai lielakajai N vertibai iesp&jams, ka Maija
kopvérté§juma tomér uzvarés, t. i., iegts 1. vietu?

N.10. Desmita klase

N.10.1. a) Dots, ka s+¢ = p . Pieradit, ka 2s*> > p* —2¢°.
b) Dots, ka s +¢+u = p . Pieradit, ka 3s° > p*> —3t> —3u”.

N.10.2. Trijstur1 ABC novilkts augstums AD. Zinams, ka AC > AB. Pieradit, ka
DC—-DB > AC— AB.

N.10.3. Ar [a] apzim&am lielako veselo skaitli, kas neparsniedz a. Atrisinat pozitivos
skait]os vienadojumu x-[x-[x]]=41.

N.10.4. Trijsturis ABC ir vienadsanu (AB=BC) un ZABC =30°. Uz malas AB
izvelets punkts E, bet uz malas BC — punkts F, ta, ka trijstiiris CEF ir vienadmalu.

Aprékinat trijstiru CEF un ABC laukumu attiecibu.

N.10.5. Bobslejista Jana komanda piedalijas sacensibas, kuras uzvarétaju nosaka péc
Cetru braucienu laiku kopsummas — kam §1 summa mazaka, tas ienem augstaku vietu.
Jana komanda pirmaja brauciena ienema 2., otraja brauciena — 3., treSaja — 4., bet
ceturtaja brauciena — 10. vietu. Pavisam sacensibas piedalfjas 18 komandas.
Atsevisku komandu braucienu laiki atseviskos braucienos un $o laiku kopsumma
visam komandam bija atSkiriga. Kadu augstako un kadu zemako vietu kopvertejuma
vargja iegiit Jana komanda?
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N.11. Vienpadsmita klase

N.11.1. Pieradit, ka visiem realiem skaitliem x un y izpildas nevienadiba:
x4+ +4>2x+2y+xy.

N.11.2. Uz izliekta Cetrstira ABCD malas BC atziméts ieks€js punkts £, bet uz pretgjas
malas AD — ieks€js punkts F. Zinams, ka nogrieznis EF krusto Cetrstira ABCD
diagonales to viduspunktos. Pieradit, ka trijstiiru ADE un BCF laukumi ir vienadi.

N.11.3. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému:

x+xy+y=17
v+yz+z=T1.
z+zx+x=11

N.11.4. Zinams, ka a un b ir naturali skaitli, pie tam a” +1 dalas ar 21. Kada ir mazaka
iespéjama summas a + b vértiba?

N.11.5. Apli uzrakstiti n veseli skaitli, kuru summa ir 10, pie tam katrs skaitlis ir
vienads ar tam pulkstenraditaja virziena sekojoSo divu skaitlu starpibas moduli.
Atrast visas iesp&jamas n vertibas!

N.12. Divpadsmita klase

N.12.1. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu
2

i o)

N.12.2. Trijstur1 ABC caur patvaligu malas BC iek$&jo punktu P tiek vilktas taisnes
ul|| AC un v|| AB, kuras krusto malas AB un AC attiecigi punktos M un N. Pieradit,

ka trijstira ABC laukums ir vienads ar trijstiru MBC un NBC laukumu summu.

N.12.3. Naturalu skaitli sauksim par fantastisku, ja tas ir vienads ar sava kvadrata ciparu
reizindjumu. Piem@ram, 1 ir fantastisks (jo 1° =1 un 1=1), bet 4 — nav (jo 4°> =16,
bet 1-6 =6 # 4). Pieradit, ka visi nepara skaitli, kas ir lielaki par 1, nav fantastiski.

N.12.4. Taisnstiirveida rutinu tabula sastav no » rindam un 2011 kolonnam. Tas riitinas
ierakstits pa naturalam skaitlim ta, ka katra rtitina ierakstitais skaitlis ir mazaks vai
vienads ar tieSi viena tas kaiminu rutina ierakstito skaitli. Kadai lielakajai n vertibai
tas ir iesp&jams? (Divas riitinas sauksim par kaiminu riitinam, ja tam ir kopiga mala.)

N.12.5. Pieradit, ka neeksisté daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits skaldgu un katrai
skaldnei ir nepara skaits virsotnu.
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V. LATVIJAS 61. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

V.9. Devita klase

V.9.1. Doti 4023 kvadratvienadojumi forma x> + ax +b = 0. Starp visu vienadojumu a
vertibam sastopami visi veselie skaitli no —2011 lidz 2011 (ieskaitot), tapat ar1 starp
b vertibam sastopami visi veselie skaitli no —2011 lidz 2011 (ieskaitot). Vai var
gadities, ka visiem dotajiem vienadojumiem saknes ir veseli skaitli?

V.9.2. Uz taisnlenka trijstiira garakas katetes ka diametra konstruéta rinka Iinija, kas no
hipotentizas atSkel nogriezni, kura garums vienads ar 1sakas katetes garumu.
Aprekinat hipotentizas un 1sakas katetes garumu attiecibu!

V.9.3. Paradit, ka no visiem trisciparu skaitliem, kuru pieraksta nav cipara 0, var
izveleties 81 trisciparu skaitli ta, lai vienlaicigi izpilditos $adas tris Tpasibas:

e visos izv€letajos skaitlos izsvitrojot pirmo ciparu, katrs divciparu skaitlis, kas
nesatur 0, tiek iegiits tieSi vienu reizi;

e visos izveletajos skaitlos izsvitrojot otro ciparu, katrs divciparu skaitlis, kas
nesatur 0, tiek ieglts tieSi vienu reizi;

e visos izveletajos skaitlos izsvitrojot treSo ciparu, katrs divciparu skaitlis, kas
nesatur 0, tiek iegiits tiesi vienu reizi.

V.9.4. Doti Cetri atsvari, kuru masas ir sava starpa atikirigas. Sie atsvari visos
iespejamos veidos tika sadaliti paros, un katra gadijuma uz sviras svariem tika
salidzinatas abu paru masas. (Svari nerada masu starpibu, bet lauj tikai noteikt, uz
kura kausa ir lielaks smagums.) Vai, zinot visu $o sv€rSanu rezultatus (neviena
sverSana svaru kausi nebija Iidzsvara), iesp&jams noteikt:

a) vienu atsvaru, kurs ir vai nu vissmagakais, vai visvieglakais;
b) gan vissmagako, gan visvieglako atsvaru?

V.9.5. Tris spélétaji séz pie apala galda un sp€lé kadu spéli, kas sastav no vairakam
kartam. Katra karta viens no spélétdajiem uzvar un ieglst 3 punktus, nakamais
speletajs pie galda pulkstenraditaja virziena zaud€ divus punktus, bet treSais zaudé
vienu punktu. P&c visu kartu punktu saskaitiSanas izradijas, ka vienam no spélétajiem
summa ir 0 punktu. Vai var biit, ka kadam no pargjiem spé€létajiem summa ir a) 48,
b) 49 punkti?

V.10. Desmita klase

V.10.1. Atrisinat vienadojumu
[l = 2011 - 2011 - 2011] =[x = 1201| - 1201| - 1201].

V.10.2. Trijstira ABC ( AB > BC)) bisektrise BD krusto tam apvilkto rinka Iiniju @
punkta M. Uz malas 4B izvéelets punkts N ta, ka CN L BM . MN un CN vélreiz
krusto w attiecigi punktos K un O. Pieradit, ka 40 =OK .

V.10.3. Vai tabula ar izm@riem 6x6 riitinas var aizkrasot a) sesas, b) septinas ritinas ta,
lai no tabulas nevar€tu izgriezt ne taisnstiiri 1x 5 ritipas (tas var biit novietots gan

. 1. [ _ [ | _ . . . _
horizontali, gan vertikali), ne figiru I, kura neviena riitina nav aizkrasota?
(Griezuma linijam jaiet pa riitinu malam.)

V.10.4. Dots polinoms f(x) ar veseliem koeficientiem. Vai iesp&ams, ka
f(2011) =100, bet f(11)=1000?

37



V.10.5. Kadam mazakajam » ir speka apgalvojums: jebkuriem n plakn€ novietotiem
punktiem (nekadi tris no tiem nav uz vienas taisnes), var atrast divus platlenka
trijstlirus ar virsotném $ajos punktos ta, lai So trijstiiru virsotnes nesakrit.

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Dots, ka a® +b* +¢* =1 un m* +n’ er2 =1, kur a, b, c, m, n, p — reali skaitli.
Pieradit,ka —1<am+bn+cp <1.

V.11.2. Trapeces ABCD sanu malas AD garums ir vienads ar pamatu AB un CD garumu
summu. Pieradit, ka lenku BAD un ADC bisektrises krustojas sanu malas BC
viduspunkta.

V.11.3. Atrast visus pirmskaitlus p, kuriem skaitlis p” 42 arir pirmskaitlis.

V.11.4. Apli izvietoti 2011 punkti, no kuriem 707 nokrasoti sarkana, bet pargjie — zala
krasa. Tika izve€leéts viens punkts un, sakot no ta, pulkstena raditaja virziena veikts
pilns aplis, uz katra loka starp diviem blakus punktiem uzrakstot pa naturalam
skaitlim p&c $ada likuma:

e japéc zala punkta seko sarkans punkts, tad uz loka uzrakstija 1;
e japéc zala seko zals, tad uzrakstija 2;
e ja péc sarkana — sarkans, tad uzrakstija 3;
e japéc sarkana — zal$, tad uzrakstija 4.
Kada ir visu uzrakstito skaitlu summa?

V.11.5. Plakn€ doti n punkti. Zinams, ka jebkura trijstira laukums, kura virsotnes
atrodas Sajos punktos, neparsniedz 1 cm?. Pieradit, ka var uzzimét trijstari ar
laukumu 4 cm” t3, ka visi dotie punkti atradisies §T trijstiira iek§pusé vai uz ta malam.

V.12. Divpadsmita klase
V.12.1. Kurs no skaitliem 9 +3/4 -2 un Y6 +312 =232 ir lielaks?

V.12.2. Trijsturmt ABC nogriezni AM un CN ir medianas, kuru viduspunkti ir attiecigi P
un Q. AC krusto taisnes BP un BQ attiecigi punktos X un Y. Pieradit, ka
AX = XY =YC.

V.12.3. Pieradit, ka neeksiste tadi naturali skaitli » un m, kuriem ir patiesa vienadiba:

Q2n)" —1=m’.

V.12.4. Atrast visas stingri augoSas funkcijas g(x), kas defingtas realiem skaitliem,
pienem realas vértibas un kas visiem realiem skaitliem x apmierina vienadibu:
g(g(x)) +g(x) =2x.
V.12.5. Virkni V, kas sastav no cipariem 0, 1, 2, ..., 9 sauc par universalu, ja jebkuru

virkni, kura katrs cipars sastopams tieSi vienu reizi, var iegit no V, izsvitrojot taja
dazus ciparus. Pieradit, ka universala virkne satur vismaz 55 ciparus.
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A. LATVIJAS 38. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.9. Devita klase

A.9.1. Atrast visus naturalu skaitlu parus (x; y) tadus, ka x # y un
1 1 2
+ = :
x°+24 Y 424 xy+24

A.9.2. Trijsturt ABC ZABC =90°, bet punkts P atrodas uz malas 4AB. Punkti M un N ir
attiecigi AC un PC viduspunkti. Pieradit, ka ZBAC = ZBMN .

A.9.3. Dots vienadojums #x’—#x+#= 0. Divi rikisi spélé spéli — pirmais nosauc tris
dazadus skaitlus, bet otrais tos kaut kada seciba saliek ,,#” vietas. Vai pirmais riikitis
vienmer var panakt, lai ieglitajam vienadojumam biitu vismaz viena racionala sakne?

A.9.4. Kads lielakais skaits pec kartas sekojoSu naturalu skaitlu var biit ar 1paSibu, ka
katrs no tiem ir izsakams ka divu naturalu skaitlu kvadratu starpiba?

A.9.5. Kvadrata ar izmériem 8x8 riitinas apaks$€ja labaja stiira riitina atrodas figlirina
siendazis. X. Zim&juma attéloti sienaza iesp&jamie gajieni. No jebkuras riitinas, kura
sienazis kada bridi atrodas, vin$ var parvietoties tada paSa virziena par tadu pasu
attalumu ka no A uz jebkuru ritipu X pie nosacijuma, ka vin$ paliek kvadrata
iekSpuse.

Kuras no parg§jam trijam kvadrata stiira riitinam sienazis var nonakt un kuras — nevar,
izpildot tikai atlautos gajienus?

A.10. Desmita klase

A.10.1. Cik dazados veidos skaitli 2011 var izteikt ka vismaz divu péc kartas sekojosu
naturalu skaitlu summu? Saskaitamo seciba nav svariga.

A.10.2 Nogriezna AB garums ir 10 cm. Uz ta ka uz hipoteniizas konstruéti divi
taisnlenka trijstiri ABC un ABD ta, ka C un D atrodas dazadas pus€s no taisnes 4B.
CD ir lenka ACB bisektrise. Aprékinat trijstiira 48D laukumu.

A.10.3. Atrisinat doto vienadojumu sist€ému realos skaitlos:
(x=y)’=(z-2)
(y-27"=(x-4)".
(z-x)* =(y-6)*

A.10.4. Rinka linija ievilkts regulars 9-stiiris un regulars 10-sttiris. To virsotnes sadala
rinka Iiniju 19 lokos. Pieradit, ka ir loks, kura lenkiskais lielums neparsniedz 2°.
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A.10.5. Tornis ir salikts no vienadiem kubiniem, kur katra kubina izmers ir 1x1x1:
apaksgja slani ir 16 kubini, otraja slant ir 9 kubini, treSaja slani 4 kubini un augsa —
viens kubins (skat. e. zZim.).

Vai So forni var salikt no
a) klucisiem ar izméru 1x1x2 (skat. r. zim.)?
b) stirisiem, ko veido 3 kubini (skat. t. zim.)?

- T e -
e
_—_

= or 1 WE, -

.
" Tornis Klucitis Stitritis
€. zim. r. zim. t. Zim.

ol
e -
S

-

-

) =

A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Dotas tris aritm&tiskas progresijas:
(1) 1,15,29,43,57,71,...
(2) 2,17,32,47,62,77, ...
(3) 3,19,35,51, 67, 83,...
a) Atrast mazako skaitli, kas pieder visam trim dotajam virkném.
b) Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu skaitlu, kas pieder visam trim dotajam
virkném.
A.11.2. Ap kvadratu ABCD ir apvilkta rinka linija, uz mazaka no lokiem 4B ir izv€lets
patvaligs punkts P. Nogrieznis PC krusto AB un BD attiecigi punktos M un X; PD

krusto AB un AC attiecigi punktos N un Y. MY un NX krustojas punkta Q; AC un BD
krustojas punkta O. Pieradit, ka QXOY ir taisnsturis.

A.11.3. Cik veidos taisnstiri ar izm&riem 3x12 riitinpas var sadalit taisnstliros ar
izmeriem 1x3 rutinas? (Dalfjjuma linijam jaiet pa ritinu malam, taisnstiiri var bt
novietoti gan horizontali, gan vertikali.)

A.11.4. Atrisinat vienadojumu:

1 N 1
Vx=2011++x-2009  +x—2009 ++/x —2007
1 1 1

+ ot =—.
Vx—1++x+1 Jx+2009 +/x+2011 /2

A.11.5. Vai pa rigka liniju var izvietot 2011 dazadus naturalus skaitlus ta, ka jebkuriem
diviem blakus esoSiem skaitliem lielaka skaitla attieciba pret mazako ir pirmskaitlis?

+..+
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A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Naturalie skaitli no 1 [idz 9 sadaliti trTs grupas pa trim skaitliem un katra grupa
aprékinata taja ietilpstoSo skaitlu summa. Vai var biit, ka
a) visas summas ir pirmskaitli?
b) visas summas ir atskirigi pirmskait]i?

A.12.2. Atrast izteiksmes sin’® x + cos>® x vislielako un vismazako vértibu.

A.12.3. Uz rinka linijas ir izvéletas divas hordas AC un BD, kas krustojas punkta O,
AO > BO. MO ir AAOB bisektrise, pie tam AM = DO . Pieradit, ka BM = CO.

A.12.4. Vai telpa var izvietot 6 punktus ta, lai jebkuri tris no tiem biitu vienadsanu
trijstiira virsotn€s un nekadi pieci no tiem neatrastos viena plakngé?

A.12.5. Pieradit, ka eksiste tadi pozitivi skaitli x un y, ka

xy+y)‘+x+y<1+L.
2011
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VP. LATVIJAS 61. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

VP.1. Cik ir tadu naturalu skaitlu N, 1000 < N <3000, kurus nav iesp&ams izteikt ka
divu vai vairaku secigu naturalu skaitlu summu?

VP.2. Trijsturt ABC no virsotnes B vilkta bisektrise krusto malu AC punkta D, bet ap
ABC apvilkto rinka Iiniju @ — punkta E. Punkts P ir patvaligs o punkts, kas nesakrit
ne ar vienu no punktiem 4, B, C, E. Taisnes PE un AC krustojas punkta X. Pieradit,
ka caur punktiem B, D, P un X var novilkt rinka Imiju.

VP.3. Atrast visas funkcijas f : (0; o) — (0; o) tadas, ka visiem x izpildas vienadiba
SBf(x)-2x)=x.
VP.4. Pieradit, ka riitinu lapa var uzzimét figiru, kuras malas iet pa riitinu linijam un
kuru var sadalit domino figtras tiesi a) 40, b) 55, ¢) n dazados veidos. (Domino

figtra ir taisnstiiris ar izmeriem 1x 2 ritinas, tas var biit novietots gan horizontali,
gan vertikali.)

VP.5. Tabula ar izmériem nxn ritinas ir aizpildita ar skaitliem +1 un —1 ta, ka,
panemot jebkuras divas rindinas vai divas kolonnas, poziciju, kuras abu rindinu
(kolonnu) vertibas sakrit, ir tikpat, cik poziciju, kuras tas nesakrit. Pieradit, ka visu

tabulas elementu summas absoliita vértiba neparsniedz nn.
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IMO. 52. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

IMO.1. Katrai cetru dazadu naturalu skaitlu kopai 4= {al; a,; as; a4} ar S,
apzimeésim tas elementu summu a, +a, +a, +a,. Ar p, apzimésim tadu paru (i, )
skaitu, kuriem 1<i<;j<4 un §, dalas ar g, +a;. Atrodiet visas Cetru daZzadu

naturalu skaitlu kopas 4, kam p , vértiba ir lielaka iesp&jama.

IMO.2. Plakné dota galiga punktu kopa S, kas sastav no vismaz diviem punktiem.
Zinams, ka nekadi tris kopas S punkti neatrodas uz vienas taisnes. Par véjdzirnavam
sauksim sekojoSu procesu. Sakuma tiek izveleta taisne ¢, uz kuras atrodas tiesi viens
punkts P €S . Taisne ¢ griezas pulkstena raditaja virziena ap punktu P ka rotacijas
centru, 1idz uz tas pirmo reizi nonak vél kads punkts no kopas S. Saja bridi §is
punkts, apzimésim to ar @, klist par jauno rotacijas centru, un taisne turpina
griezties pulkstenpa raditaja virziena ap punktu Q, 1idz uz tas atkal nonak vé&l kads
punkts no kopas S, u.t.t. Sis process turpinas bezgaligi.

Pieradit, ka var izvéleties punktu P e S un taisni ¢, kas iet caur punktu P, ta, ka
véjdzirnavam, kas sakas ar So taisni ¢, katrs kopas S punkts kalpos par rotacijas
centru bezgaligi daudz reizu.

IMO.3. Funkcija f:R— R ir tada, ka visiem realiem skaitliem x un y izpildas
funkcionalnevienadiba f(x+ y) < yf(x)+ f(f(x)). Pieradit, ka f(x)=0 visiem
x<0.

IMO.4. Dots naturals skaitlis #n. Doti arT sviras svari un » atsvari, kuru svars ir attiecigi
2°, 2" ..., 2", Visi atsvari n solos ir jauzliek uz svaru kausiem, tas ir, katra solf var
izveleties vienu no atsvariem, kas v€l nav uzlikti uz svariem, un uzlikt to vai nu uz
laba, vai kreisa svaru kausa; pie tam, neviena bridi labais svaru kauss nedrikst bt
smagaks par kreiso.

Noskaidrojiet, cik dazados veidos iesp&jams izpildit $adu darbibu virkni.

IMO.S. Par funkciju f:Z — N zinams, ka jebkuriem veseliem m un n starpiba

f(m)— f(n) dalas ar f(m—n). Pieradit, ka jebkuriem veseliem m un n tadiem, ka

f(m) < f(n), skaitlis f(n) dalasar f(m).

IMO.6. Taisne ¢ ir pieskare ap Saurlenka trijsturi ABC apvilktajai rinka Iinijai I".
Taisnes 7 ,, ¢, un /_ ir simetriskas taisnei / attiecigi pret taisném BC, CA un 4B.
Pieradit, ka ripka linija, kas apvilkta ap trijstiiri, ko veido taisnes ¢,, ¢, un /.,
pieskaras rinka Itnijai I".
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AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2010”

AB.A. Algebra

AB.A.1. Dots reals pozitivs skaitlis a un naturals skaitlis » > 2. Pieradit, ka

n

a"+1+a 2%(a+al).

AB.A.2. Atrast visus realos skaitlus a tadus, ka polinomam x° + ax —2(a +4) ir tiesi
divas dazadas saknes.

X, X

n

2

AB.A.3. Dots naturals skaitlis » > 2. Kada ir izteiksmes all 1+
X, —

+...
2 2
x; —1 x, —1
lielaka iespgama vertiba, ja zinams, ka x, x,,..., X

neka 1, un 21 + ! +..+ ! =1.

xi-1 x;-1 x -1

ir reali skaitli, kas lielaki

n

AB.A.4. Atrast visas funkcijas f:Q — QO tadas, ka visiem x,yeQ (Q — visu
racionalo skaitlu kopa) izpildas vienadiba f(x+ y)+6x= f(f(x)+ f(»).
2+tg'x  tg201x

AB.A.5. Atrisinat vienadojumu cos” 2010x + = = .
l+tg"x  tgb7x

AB.G. Geometrija

AB.G.1. Rinka lnijas C, un C, krustojas punktos 4 un B. Punkti P un Q izvéléti uz
rinka lmijas C, ta, ka P atrodas C, iekSpus€, bet Q — arpusé. Taisnes AP un BP
velreiz krusto C, attiecigi punktos X un Y, taisnes 04 un OB velreiz krusto C,
attiecigi punktos Z un 7. Pieradit, ka XY = ZT .

AB.G.2. Uz trijstura ABC malam 4B un BC konstruéti vienadsanu trijstiiri ADB un BEC
ta, ka DA = DB un punkts D atrodas pret&ja pus€ no 4B neka punkts C un EB = EC
un punkts £ atrodas pretéja pusé no BC neka punkts 4. AEF un CD krustojas punkta F.
Zinams, ka EF = EB un DF = DB . Pieradit, ka punkti 4, B, C, D un E atrodas uz
vienas rinka linijas.

AB.G.3. Saurlenku trijstiirT ABC novilkti augstumi 44" un BB', punkts H ir augstumu
krustpunkts. Taisne CH krusto trijstiirim ABC apvilkto rinka Itniju punkta D (D # C)
un taisne DB’ krusto $o rinka Iiniju punkta £ ( E # D). Pieradit, ka taisne BE sadala
nogriezni A'B" uz pusém.

AB.G.4. Trijstira piramida ievilkta sféra ar radiusu 1 ta, ka sfeéras centrs atrodas
piramidas iekSpus€. Pieradit, ka §1s piramidas visu Skautnu garumu summa ir lielaka
neka 6.

AB.G.5. Dots izliekts Cetrstiiris ABCD. Punkts F atrodas uz taisnes AC ta, ka DF ||AB ,
un punkts £ atrodas uz taisnes BD ta, ka AE”CD . Pieradit, ka EF ||BC .
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AB.K. Kombinatorika

AB.K.1. Naturalie skaitli no 1 lidz 200 sadaliti 50 kopas. Pieradit, ka kada no tam
atradisies 3 skaitli, kuri ir kada trijstira malu garumi.

AB.K.2. Ricuraca festivala piedalijas 2010 dalibnieki. Tika izsp€l&tas vairakas ricuraca
partijas, katra no tam piedalijas tieSi 4 spelétaji. Zinams, ka nekadi 3 speletaji
nespéléja kopa vairak ka vienu partiju. Pieradit, ka var atrast 24 dalibnieku grupu
tadu, ka nekadi 4 no Siem spélétajiem nav $aja festivala kopa spel&jusi ricuracu.

AB.K.3. Dota riitinu lapa, kuras izmérs ir 1099 x1099 riitinas. Katra no 1100° riitinu
virsotném (ieskaitot tas, kuras atrodas uz lapas malas vai stiiros) s€z vabole. Vai ir
iesp&jams, ka visas vaboles parlido uz jaunam vietam $aja rttinu lapa (ne obligati
rutinu virsotn@s) ta, ka jebkuram divam vabolém:

1. Ja attalums starp vinam pirms lidoSanas bija ne mazaks ka 150 rutinas, tad péc
parlidoSanas tas ir samazinajies vismaz 2 reizes.

2. Ja attalums starp vinam pirms parlidosanas bija ne lielaks ka 10 rtinas, tad péc
parlidoSanas tas ir palielinajies vismaz 2 reizes.

AB.K 4. Saha turnira piedalijas 7 sp&létaji, un katri divi sava starpa izspélgja tiesi vienu
speli. Izradijas, ka jebkuriem 3 spélétajiem vismaz viena no trijam vigu savstarpgjam
spelém bija rezultativa (nebeidzas ar neizskirtu). Noskaidrojiet, kads var but lielakais
iesp&jamais neizskirto partiju skaits $aja turnira.

AB.K.5. Ritinu lapa nxn sakuma tiesi m ritinas ir melnas un pargjas ir baltas. Baltu
rutinu drikst nokrasot melnu, ja tai blakus atrodas vismaz 2 melnas riitinas (ritinas
atrodas blakus, ja tam ir kopiga mala). Atrast mazako m, pie kura eksiste tada

sakotngja pozicija, no kuras, atkartojot Sadu darbibu, visas rutinas var nokrasot
melnas.

AB.S. Skaitlu teorija

AB.S.1. Pieradit, ka nevienam naturalam » skaitlis (1+2+...+n)+2 nav naturala
skait]a kvadrats.
AB.S.2. Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem eksisté n-tas pakapes polinoms p(x)

ar veseliem koeficientiem un 2n dazadi skaitli «,, a,, ..., a,, tadi, ka | pla; )| =2"

n
vistem i =1, 2, ..., 2n.

AB.S.3. Profesors Ciparin$ ludz kadam savam skolénam iedomaties trisciparu skaitli
abc . Tad vips§ ludz vipam samainit §1 skaitla ciparus vietam visos iesp&jamos veidos,

iegiistot skaitlus ach, bac, bca, cab un cba. Tad vins ludz saskaitit Sos piecus
skaitlus kopa un pateikt vinpam to summu, pie tam vig$ apgalvo, ka, zinot o summu,
vin$ vienmeér var pateikt, kads bija sakotn&jais skaitlis. Vai tieSam to vienmer var
izdarit?

AB.S.4. Atrast visas iesp&jamas naturalas x, y, z un ¢ vertibas tadas, ka x> y > z un
1= x+2y+3z!.

AB.S.5. Naturalu skaitlu virkné a, visiem n>2  izpildas sakariba
_MKD(a, ,,a,,)
" 1KDG, . a,)
iespejamas a,,,, vertibas.

Zinams, ka a,, =119 un a,, =289. Atrast visas
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BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
»BALTIJAS CELS 2010”

BW.A. Algebra

BW.A.1. Atrast visus realo skaitlu ¢etriniekus (a; b; ¢; d), kas apmierina vienadojumu
sistemu:

(b+c+d)” =3a

(a+c+d)*° =3b

(a+b+d)™ =3¢

(a+b+c)* =3d

BW.A.2. Dots reals skaitlis x tads, ka 0 < x < g Pieradit, ka
cos® x-ctgx +sin® x-tgx > 1.

BW.A.3. Doti reali skaitli x,, x,,...,x, (n22), kuri visi lielaki par 1. Zinams, ka
|x, —x,, |<1 visiem i =1, 2,...,n—1. Pieradit, ka

X X X, _ X
S < 2n -1,
X, X, X X,

n

BW.A4. Atrast visus polinomus P(x) ar realiem koeficientiem tadus, ka visiem

veseliem skait]iem x izpildas vienadiba:
(x—2010)P(x +67) = xP(x).

BW.A.S. Ar R apzimé realo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f: R — R tadas, ka
visiem x, y € R izpildas vienadiba:

FED+ ()= SO+ () +xf(x+ ).
BW.K. Kombinatorika

BW.K.1. Kvadrata ar izmériem #n x n ritinas katra riitina izkrasota kada no » krasam ta,
ka galvena diagonale (no kreisa augs€ja lidz labajam apaks$€jam laucinam) ir
nokrasota pirmaja krasa; abas tai blakus esosas diagonales ir nokrasotas otraja krasa;
divas nakamas blakus diagonales (viena augstak un viena zemak) nokrasotas tresaja
krasa, utt.; divas stiira rttinas (laba augs€ja un kreisa apaks€ja) nokrasotas n—ja krasa.
Uz laukuma ir iesp€jams novietot n tornus ta, ka tie neapdraud viens otru un katrs
stav uz citas krasas laucina. Pieradit, ka » =0 (mod 4) vai n=1(mod 4).

BW.K.2. Valstt ir vairakas pils€tas, viena no tam ir galvaspilséta. Katram divam
pilsétam 4 un B ir tieSais reiss no 4 uz B un tieSais reiss no B uz A4, abi Sie reisi
maksa vienadi. Zinams, ka visiem slégtiem marSrutiem, kas iet caur katru pilsétu tiesi
vienu reizi, ir viena un ta pati cena. Pieradit, ka visiem sl€gtiem marSrutiem, kas iet
caur katru pilsétu, iznemot galvaspilsétu, tiesi vienu reizi, arT ir viena un ta pati cena.
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BW.K.3. Korf ir 30 dalibnieki un katram no tiem ir tieSi viena cepure. Kada diena katrs
dalibnieks uzdavinaja savu cepuri kadam citam kora dalibniekam (iesp&jams, ka dazi
dalibnieki sanéma vairakas cepures). Pieradit, ka var izv€leties tadu 10 dalibnieku

grupu, ka neviens no S§is grupas nav sanémis cepuri no kada cita §is grupas
dalibnieka.

BW.K.4. Kaudze atrodas 1000 s€rkocini. Divi dalibnieki p&c kartas izdara gajienus.
Katra gajiena no kaudzes var panemt no 1 1idz 5 sérkociniem; ka ar1 ne vairak ka 10
reizes visas spéles laika ir atlauts veikt ipaso gajienu — panemt 6 s€rkocinus.
Pieméram, 7 1pasSos gajienus var but veicis pirmais sp€létajs un 3 — otrais, tad IpaSie
gajieni vairak nav atlauti. Uzvar tas spéletajs, kur§ panem pédéjo sérkocinu. Kuram
spelétajam ir uzvarosa stratégija?

BW.K.5. Dots vesels skaitlis n, kur n>3. Apliukosim visus izliekta n—stiira
sadaltfjumus trijstiiros ar n —3 diagonalém, kuras nekrustojas, un visus So trijstiiru
krasojumus baltos un melnos ta, ka trijstiiri, kam ir kopiga mala, vienmér nokrasoti
dazadas krasas. Atrast mazako iesp&jamo melno trijstiru skaitu.

BW.G. Geometrija

BW.G.1. Kvadrata ABCD diagonales AC un BD krustojas punkta S. Rinka linijas & un
k', kas iet attiecigi caur punktiem 4, C un B, D, krustojas divos dazados punktos P un
Q. Pieradit, ka S atrodas uz taisnes PQ.

BW.G.2. Dota trapece ABCD, kas nav paralelograms.
a) Pieradit, ka tas malu AB, BC, CD, DA garumi (5ada seciba) neveido aritmétisko
progresiju.
b) Pieradit, ka eksiste tada trapece, kuras malu 4B, BC, CD, DA garumi, samainot to
secibu, veido aritmétisko progresiju.

BW.G.3. Saurlenku trijstiiri ABC novilkts augstums CD; H ir augstumu krustpunkts.
Trijstirim apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas uz taisnes, kas satur lenka DHB
bisektrisi. Noteikt visas iesp&jamas lenka CAB vertibas.

BW.G.4. Dots, ka ABC — saurlepku trijsturis. Punkti D un E atrodas attiecigi uz ta
malam AC un BC ta, ka 4, B, D un E pieder vienai rinka Itnijai. Rigka Inija, kas iet
caur punktiem D, E un C, krusto malu 4B divos punktos X un Y . Pieradit, ka
perpendikuls, kas novilkts no C pret 4B, iet caur XY viduspunktu.

BW.G.5. Punkti M un N ir izveleéti uz trijstira ABC bisektrises AL ta, ka
ZABM = ZACN = 23°. Trijstiira iekSiené atrodas punkts X ta, ka BX =CX un
/BXC =2/BML . Aprekinat ZMXN .
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BW.S. Skait]u teorija

BW.S.1. Naturalam skaitlim & ar d(k) apzimé ta dalitaju skaitu (piem&ram, d(12) =6)
un ar s(k) apzimé ta ciparu summu (piemé&ram, s(12) = 3). Naturalu skaitli n sauc par
burvigu, ja eksisté tads naturals skaitlis &, ka d(k)=s(k)=n. Kads ir mazakais
burvigais naturalais nepara skaitlis, kas lielaks par 1?

BW.S.2. Atrast visus tadus naturalus skaitlus #, ka n”> decimalais pieraksts satur tikai
nepara ciparus.

BW.S.3. Dots, ka p — pirmskaitlis. Katram &, 1<k < p —1, eksisté viens vienigs vesels
skaitlis, apzimésim to ar k', tads, ka 1<k <p—1 un k'-k=1 (mod p).
Pieradit, ka virkne

L 27 1 2t 3 2 e (p =D
(nemot p&c modula p) satur ne vairak ka (p +1)/2 dazadus loceklus.
BW.S.4. Kadiem £ var atrast k dazadus pirmskaitlus p,, p,, ..., p, tadus, ka
P+ pi+..+pl=2010?

BW.S.5. Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem eksiste tada naturalo skaitlu kopas N

bezgaliga apakskopa 4, ka jebkuriem dazadiem a,, ..., a, € 4 skaitli a, +...+a, un

a, -...-a, ir savstarpgji pirmskaitli.
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IETEIKUMI

I.S. LATVIJAS 23. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.S.9. Devita klase

1.S.9.1. Parnesiet visus loceklus uz nevienadibas kreiso pusi un, izmantojot grup&Sanas
pan@mienu, sadaliet to reizinatajos.

1.S.9.2. levérojiet, ka noradita mediana un bisektrise nevar iziet no vienas virsotnes un
dota bisektrise ir arT augstums trijstiiri, kura pamats ir dota mediana.

1.S.9.3. Pamatojiet $adu 1pasibu: dotais skaitlis 4 dalas ar 7 tikai tad, ja vieninieku skaits
dalas ar 6.

1.S.9.4. Ieverojiet: ja 39-stiiri var sadalit 9 izliektos seSstiiros, tad izliekta 39-sttra visus
lenkus aizpilda devinu izliekto seSstiiru lenki. Izmantojiet daudzstira ieksgjo lenku
summas formulu.

I.S.9.5. Izdomajiet, ka jasp€l€ otrajam sp&l&tajam, lai vin$ vienmer uzvaretu.

1.S.10. Desmita klase

1.S.10.1. Aplikojiet kvadratfunkciju f(x)=cx’ +bx+a un pieradiet, ka tai eksisté
divas saknes.

1.S.10.2. Pieradiet, ka skaitli 2011 o i=1,2,3,..,2010 apmierina uzdevuma prasibas.

1.S.10.3. Pieradiet, ka skaitlis p ir skaitla 38 dalitajs.

I.S.10.4. Projicgjiet visus vektorus uz taisni ¢, kas perpendikulara piramidas pamata
plaknei, lai pieraditu, ka uzdevuma prasito nevar iegiit.

I.S.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) janosaka lielakais vienlaicigi ieslégto
lampinu skaits (japarada piemers); 2) japierada, ka vairak lampinas nevar bt
ieslégtas.
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I.S.11. Vienpadsmita klase

I.S.11.1. Izmantojiet kongruenci p&€c modula 3, lai pieraditu, ka dotajam vienadojumam
nav atrisinajuma.

I.S.11.2. Novelciet diametru DC un seciniet, ka ir iegita vienadsanu trapece ABCD.
Lepkim A4O,C novelciet bisektrisi un bisektrises krustpunktu ar taisni BC apziméjiet

ar burtu E. Pieradiet, ka £ =0,.

+L>O un

I.S.11.3. Kapiniet doto sakaribu tresaja pakape. Apziméjiet o = -
xl’l

3
n
_ 3

Yo =X, -

1.S.11.4. Pienemiet pret€jo, ka nav tadu divu rindinu, kuras vismaz vienas krasas ritinu
skaits ir vienads, t. i., katras krasas riitinu skaits jebkuras divas rindinas ir dazads.

I.S.11.5. Aplikojiet tadu punktu sadalijumu pa pariem, ka visu 100 nogrieznu garumu
summa ir pati mazaka iesp&jama. Pieradiet, ka Saja gadijuma nogriezni nekrustojas.

I.S.12. Divpadsmita klase

L.S.12.1. lev@rojiet, ka y =sinx un y = ax ir nepara funkcijas.

I.S.12.2. Pienemiet, ka S$ada piramida eksisté, un, izmantojot vektoru skalaro
reizinajumu, iegistiet pretrunu.

I.S.12.3. Izmantojiet I1. Zzim&umu un sakaribas taisnlenka trijstiirt.

N/
\

B 4 E
I1. zZim.

I.S.12.4. Izmantojiet, ka naturalam skaitlim x = plk‘ pzkz...pmk”’, kur p; ir dazadi
pirmskait]i, pavisam ir (k, +1)(k, +1)...(k, +1)dazadi dalitaji. Parveidojiet doto
skaitli n forma n=2-5-(2-10" +1).

I.S.12.5. Tevérojiet, ka abam operacijam 4. koordinatas izmaina ir vienada un pieradiet,
ka ar So kalkulatoru no Cetrinieka (3, 4, 2, 1) nevar iegiit ¢etrinieku (6, 5, 7, 8) .
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I.N. LATVIJAS 61. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

I.N.9. Devita klase
L.N.9.1. Apskatiet funkcijas vertibas, ja x =1 un x =—1.

I.N.9.2. Pieradiet, ka ADEC — vienadmalu, un izmatojiet ADEC lenku lielumus, lai
aprékinatu prasito.

I.N.9.3. No dota seciniet, ka k jadalas gan ar 4, gan ar 3.

I.N.9.4. Ievérojiet: ja pienem, ka dota vienadiba ir patiesa, tad a>x+1, a>y+1 un
a>z+1.

I.N.9.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka N nevar biit lielaks par 7;
2) japarada piemers, ka uzdevuma prasita situacija pie N =7 ir iesp&jama, nemot
vera, ka Maija nedrikst buit zaud@jusi kadai sportistei visos Cetros braucienos.

I.N.10. Desmita klase

L.N.10.1. Doto vienadibu abas puses kapiniet kvadrata un veiciet ekvivalentus
parveidojumus, lai pieraditu uzdevuma prasito.

L.N.10.2. Izmantojiet trijstira nevienadibu. leverojiet, ka augstums var atrasties gan
trijstira iekSpuse, gan arpuse.

I.N.10.3. Pamatojiet, ka 3<x<4, un izmantojiet §is nevienadibas, parveidojot
uzdevuma doto vienadojumu. P&c tam novertgjiet izteiksmes [x-3] vertibu.

I.N.10.4. Izmantojiet lenkiskos lielumus, lai pieraditu, ka ABFE — vienadsanu. Seciniet,
ka F ir BC viduspunkts. Apzim&jiet AFCE malas garumu, izsakiet AABC sanu malu
garumus un aprékiniet prasito attiecibu, izmantojot attiecigas laukumu formulas.

I.N.10.5. Lai pamatotu, ka Jana komanda var iegtit 1. vietu, izveidojiet rezultatu tabulu,

nemot vera visus uzdevuma nosacijumus. levérojiet, ka nedrikst biit tada komanda,
kura biitu bijusi labaka par Jana komandu visos atseviskajos braucienos.
Lai atrastu, kadu zemako vietu kopveértgjuma vargja iegiit Jana komanda, pirmkart,
japamato, ka vienmér biis divas tadas komandas, kuras biis zaud€jusas Jana
komandai visos Cetros braucienos; otrkart, jaizveido rezultatu tabulu, kura nemti véra
visi uzdevuma nosacijumi un redzams, ka Jana komanda ienem 16. vietu.
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I.N.11. Vienpadsmita klase

L.N.11.1. Pareiziniet nevienadibas abas puses ar 2 un atdaliet pilnos kvadratus.
Izmantojiet faktu, ka reala skaitla kvadrats vienmer ir nenegativs skaitlis.

I.N.11.2. Sadaliet katru no trijstiiriem ADE un BCF divos trijstiiros ta, ka lai katram no
iegiitajiem trijstiriem viena no malam butu EF. legito trijstiru laukumu izteikSanai

o 1 . .
lietojiet formulu S, :Ea-ha, kur augstums vilkts no virsotnes, kas atrodas pret

malu EF.

L.N.11.3. Pieskaitiet visu vienadojumu abam pusém skaitli 1 un sadaliet vienadojumu
kreisas puses reizinatajos. Sareiziniet iegiitos vienadojumus.

I.N.11.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japarada piemeérs, ka a + b vértiba var
bt 8; 2) japierada, ka a + b vertiba nevar biit mazaka par 8, apskatot b vertibas, kas
neparsniedz 7.

L.N.11.5. Ievérojiet, ka visi uzrakstitie skaitli ir nenegativi, jo katrs no tiem ir divu citu
skaitlu starpibas modulis.

I.N.12. Divpadsmita klase

L.N.12.1. Atcerieties, ka zem kvadratsaknes var atrasties tikai nenegativs skaitlis, un
novertgjiet katru dota vienadojuma saskaitamo.

L.N.12.2. Ieverojiet, ka pietiek pieradit, ka S ;v = S,pc +Syzr un ka katram trijsttrim
un paralelogramam ir kopiga mala.

I.N.12.3. Parbaudiet viencipara nepara skaitlus. Pieradiet, ka ar1 vairakciparu nepara
skaitli nevar but fantastiski, izmantojot faktu, ka nepara skaitlis nevar bt fantastisks,
ja kads no ta kvadrata cipariem ir para skaitlis

I.N.12.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka n nevar bt lielaks par 1;
2) japarada pieméers, kas parada, ka uzdevuma nosacijumi var izpildities, ja n =1.

I.N.12.5. Pieradiet, ka jebkura daudzskaldpa visu skaldnpu malu skaitu summa vienmeér
ir para skaitlis, un izmantojiet So faktu, lai pieraditu uzdevuma prastto.
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I.V. LATVIJAS 61. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

I.V.9. Devita klase

L.V.9.1. Apskatiet vienadojumu, kuram b =2011. Izmantojiet Vjeta teorému un
ieverojiet, ka 2011 ir pirmskaitlis.

1.V.9.2. Pamatojiet, kura atSkelta nogriezna garums ir vienads ar 1sakas katetes garumu.
Novelciet nogriezni, kas savieno trijstiira taisna lenka virsotni un hipotentizas
krustpunktu ar rinka liniju. Izmantojiet iegiito trijstiiru Iidzibu.

I.V.9.3. Uzdevuma prasitos trisciparu skaitlus viegli atrast, ja izveido 9 grupas ar 9
skaitliem katra grupa.

1.V.9.4. Noskaidrojiet, cik svérSanas tika veiktas un analizgjiet visus gadijumus.

L.V.9.5. Apzimgjiet ar jauniem mainigajiem skaitu, cik kartas katrs spelétajs ir ieguvis 3
punktus un uzrakstiet izteiksmes, kas izsaka katra sp€létaja iegiito punktu
kopsummu.

I.V.10. Desmita klase

L.V.10.1. Izmantojiet funkcijas f(x)= H|x—a|—a‘ —al, kur a — reals pozitivs skaitlis,

grafiku (skat. 12. zZim.).

S(x)

a

-a 0 a 3a X
12. zim.

I.V.10.2. Izmantojiet trijstiiru lidzibu un 1pasibu: ja trijstlrt taisne # ir gan augstums, gan
mediana, tad trijstiiris ir vienadsanu. Atcerieties, ka ievilktie lenki, kas balstas uz
viena loka, ir vienadi.

I.V.10.3. a) Pamatojiet, ka nevar aizkrasot seSas riitinas, lai izpilditos uzdevuma
nosacijumi, vispirms secinot, ka katra rinda un katra kolonna ir jabut aizkrasotai
vismaz 1 ritinai. b) Izdomajiet pieméru, ka aizkrasot septinas ritinas, lai izpilditos
uzdevuma nosactjumi.

I.V.10.4. Apskatiet polinomu forma f(x)=a,x" +...+a,x+a,, kur a,,i=0,1,...,n,ir
veseli skaitli. Pamatojiet, ka f(x)— f(y) dalas ar x— y, lai pieraditu, ka uzdevuma
dotais nav iesp&jams.

L.V.10.5. Uzdevuma atrisinagjumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka n > 7, paradot pieméru,
ka 6 punktu gadijuma uzdevuma nosacijumi var neizpildities; 2) japamato, ka n =7
apmierina uzdevuma nosacijumus, izmantojot Lemmas:

o Ju izliekts cetrstiris nav taisnsturis, tad kadas tris no ta virsotmém veido
platlenka trijstiri;

o Ja dots trijstiuris ABC un punkts D ta iekspuse, tad vismaz divi no trijstiriem
ABD, BCD, CAD ir platlenka.
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I.V.11. Vienpadsmita klase

I.V.11.1. Apskatiet vektorus ar koordinatam x= (a; b; ¢) un 3; = (m; n; p). Izmantojiet
vektora garuma un skalara reizinajuma formulas.

I.V.11.2. Uz malas AD atlieciet tadu iekS€ju punktu E, ka AE = AB un ED =CD.
Pieradiet, ka ZBEC =90°, un atlieciet malas BC viduspunktu F, lai pieraditu, ka AF
un DF ir lenku ADC un BAD bisektrises.

I.V.11.3. Parbaudiet veértibas p=2 un p=3. Ja pirmskaitlis p >3, tad Skirojiet
gadijumus: p =3k +1 un p =3k +2, pamatojiet, kapec nav jaapskata gadijums, kad
p=73k.

I.V.11.4. Katru punktu nosaciti sadaliet divas dalas: taja, kas atrodas loka sakuma un

taja, kas atrodas loka beigas. Pienemiet, ka uz katra loka uzrakstitais skaitlis ir ta
sakuma un beigu puspunktu veértibu summa, un sastadiet vienadojumu sisteému.

LV.11.5. Izvélieties trijstiri ABC ar vislielako laukumu (vai vienu no S$adiem
trijstiriem, ja to ir vairak). Caur katru trijstira 4ABC virsotni novelciet taisni, kas ir
paral€la trijstiira pret€jai malai. Pamatojiet, ka visi punkti pieder trijstirim, ko
norobeZo novilktas taisnes.

I.V.12. Divpadsmita klase

I.V.12.1. Izmantojot ekvivalentus parveidojumus (tai skaita reizinaSanu ar 2) un pilno
kvadratu atdaliSanu, pieradiet, ka Yo+¥a-2>6+¥12-232 ir patiesa
nevienadiba.

I.V.12.2. Izmantojiet trijstiira viduslinijas pasibas.
LV.12.3. leverojiet, ka m® = (2n)>" —1=((2n)" —1)(2n)" +1).

I.V.12.4. Piepemiet, ka kadam x izpildas nevienadiba g(x) > x, un iegiistiet pretrunu ar
doto. Lidzigi pieradiet, ka nevar biit, ka g(x) < x.

I.V.12.5. Ar matematisko indukciju pieradiet visparigaku gadijumu: Virkni, kas sastav
no cipariem c,,c,,...,c, sauc par universalu, ja jebkuru virkni, kurd katrs no
cipariem c¢,,c,,...,c, Ir sastopams tieSi vienu reizi, var iegiit no dotas virknes,
izsvitrojot taja dazus ciparus. Universalas virknes garums nevar biit mazaks ka

k(k+1)
5
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I.A. LATVIJAS 38. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

I.A.9. Devita klase

I.A.9.1. Veiciet identiskus parveidojumus un sadaliet iegiito izteiksmi reizinatajos, lai
ieglitu vienadojuma 8 atrisindjumus. Neaizmirstiet veikt parbaudi!

I.A.9.2. Atcerieties, ka taisnlepka trijsturim apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas
hipotentizas viduspunkta un visi rinka radiusi ir vienadi sava starpa.

I.A.9.3. Pamatojiet, kadus skaitlus jaizv€las pirmajam rikitim, lai otra riukiSa
izveidotajam kvadratvienadojumam noteikti blitu vismaz viena racionala sakne
x=-1.

I.A.9.4. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) japierada, ka nevar bt vairak ka 3 péc
kartas sekojoSi naturali skaitli ar uzdevuma doto T1pasibu; ievérojiet, ka
x* —y® =(x—y)(x+y); 2) japarada, ka eksisté 3 péc kartas sekojosi naturali skaitli,
kuri ir izsakami ka divu naturalu skaitlu kvadratu starpiba.

L.A.9.5. Ieverojiet, ka ir diagonales, uz kuru ritinam sienazis var nonakt, un ir tadas
diagonales, uz kuru riutinam sienazis nonakt nevar.

I.A.10. Desmita klase

I.A.10.1. Ievérojiet, ka p&c kartas sekojosi naturali skaitli veido aritmétisko progresiju
ar diferenci 1, kuras pec kartas nemtu n loceklua, a +1,..., a+n—1 summa ir
_(2a+n-1)-n
n 2 *

L.A.10.2. Ieverojiet, ka ap Cetrstiiri ACBD var apvilkt rinka liniju, jo ta pretgjo lenku
summa ir 180°.

I.A.10.3. Atcerieties, ka vienadojumam a° =5’ vispariga gadijuma iesp&jami divi
atrisinajumi: a=>b un a =-b.

1.A.10.4. Ieverojiet, ka noteikti ir divas tadas 10-sttira virsotnes, kas pieder lokam, ko
veido divas 9-stiira virsotnes.

I.A.10.5. a) Pieradiet, ka torni nevar salikt no klucisiem, izmantojot invariantu metodi.

b) Paradiet pieméru, ka no stirisiem var salikt torni.
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I.A.11. Vienpadsmita klase

I.A.11.1. a) Vispirms izmantojiet pirmo divu aritmétisko progresiju visparigo loceklu
formulas, lai atrastu skaitlus, kas pieder STm abam progresijam. Tad atrodiet iegiitas
skaitlu virknes vispariga locekla formulu un, izmantojot ar1 treSas uzdevuma dotas
aritmétiskas progresijas vispariga locekla formulu, atrodiet mazako skaitli, kas pieder
visam trim uzdevuma dotajam virkném.

b) Pieradiet, ka visam trim dotajam virkne€m pieder skaitli, kas izsakami forma
1667 +1680p , kur p — vesels, nenegativs skaitlis.

I.A.11.2. Pieradiet, ka MY ||BO un NX | AO. levérojiet: ja LACB = /ZBDA, tad

punkti 4, B, C, D atrodas uz vienas rinka Iinijas jeb ap Cetrstiiri ABCD var apvilkt
rinka Itniju (skat. 13. zim.).
D

A B
I3. zZim.

Atcerieties, ka ap Cetrstiiri var apvilkt rigka liniju, tad un tikai tad, ja ta pret€jo lenku
summa ir 180°.

I.A.11.3. Izveidojiet rekursivu sakaribu, ar f, apzim&jot, cik veidos taisnstiiri ar
izmeriem 3xn var sadalit taisnstiros ar izmériem 1x3. Iev@rojiet, ka rtinu, kas

_____

I.A.11.4. Pareiziniet vienadojuma kreisaja pus€ esoSajiem saskaitamajiem skaititaju un
saucg€ju ar to saucgjiem saistito izteiksmi un veiciet identiskus parveidojumus.

I.A.11.5. Ievérojiet, ka blakusesoSo skaitlu kopgjais pirmreizinataju skaits atSkiras tiesi
par 1, jo to daljjums ir pirmskaitlis.
I.A.12. Divpadsmita klase

I.A.12.1. a) Paradiet piem&ru, ka naturalos skaitlus no 1 [idz 9 var sadalit tris grupas pa
trim ta, lai katras grupas skaitlu summa buitu pirmskaitlis.
b) Apskatiet, kadas var but grupu skaitlu summas, lai pieraditu, ka naturalos skaitlus
no 1 Iidz 9 nevar sadalit tris grupas pa trim skaitliem ta, lai visas grupu skaitlu
summas biitu atskirigi pirmskaitli.

I.A.12.2. Uzdevuma atrisindjumam ir 2 dalas: 1) japarada, pie kadam x veértibam
uzdevuma dota izteiksme pienem vértibas 1 un 27'®; 2) japierada, ka §Ts vértibas ir
uzdevuma dotas izteiksmes lielaka un mazaka vertiba.

I.A.12.3. Izmantojiet bisektrises un hordu 1pasibas.

I.A.12.4. Paradiet, ka uzdevuma prasttais ir iesp&jams.

I.A.12.5. Apskatiet skaitlus x =% un y= %, kur N — naturals skaitlis, kas lielaks

par 1. Izvélieties tadu N vertibu, lai uzdevuma dota nevienadiba biitu patiesa.
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L.VP. LATVIJAS 61. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

L.VP.1. leverojiet, ka ,,secigi naturali skait]i” apzimé aritmétisku progresiju ar diferenci
1. Izmantojiet aritmétiskas progresijas, kuras pirmais loceklis ir @, un diference d,

(2a, +d(n—1))n

W 2 .

L.VP.2. Skirojiet divus gadijumus: 1) punkts P pieder lokam ABC; 2) punkts P pieder
lokam AEC. Atcerieties, ka Cetrstirim var apvilkt rinka liniju, ja ta pret€jo lenku
summa ir 180° vai ja £l = Z2 (skat. I4.zim.). Pieradijuma 2. gadijuma izmantojiet
argja lenka aprekinasanas formulu.

pirmo n loceklu summas formulu: §, =

I4. zim.

LVP.3. Apzimgjiet g(x)=3f(x)—2x un iegistiet sakaribu g(g(x))+2g(x)=3x.
Patvaligam x un aplikojiet virkni y,=x, y =g(x), »,=g(gXx),..,
v, =8»,,),..; 1leverojiet, ka S§1s virknes locekli apmierina sakaribu:
Voir T2¥,,, =3y,. Atrisiniet iegiito vienadojumu.

L.VP4. Izmantojiet matematiskas indukcijas metodi, lai pieraditu, ka uzdevuma
prasitais iesp&jams visiem naturaliem .

L.VP.5. Izmantojiet nevienadibu starp videjo kvadratisko un vid€jo aritmétisko:

2 2 2
\/al tay+..ta,  a+a,+..+a,

n n
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L.IMO. 52. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

LIMO.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) pieradiet, ka p, vértiba nevar bt
lielaka ka 4, izmantojot faktu, ka summa a, +a; ir §, dalitajs tad un tikai tad, ja
a,+a; ir art S, —(a;+a;)=a; +a, dalitajs (k un ¢ — pargjie divi indeksi, kas
nesakrit ar i un j); 2) izveidojot vienadojumu sistemu, atrodiet visas Cetru dazadu
naturalu skaitlu kopas 4, kam p, =4.

L.IMO.2. Pieskiriet taisnei ¢ virzienu un piegemtiet, ka pusplaknes, ko $1 taisne nosaka,
ir peléka un balta pusplakne. Pamatojiet faktu: kopas S elementu skaits, kas atrodas
pelékaja pusplakne, ka ari elementu skaits, kas atrodas baltaja pusplakné, visa
procesa laika paliek nemainigs (iznemot tos brizus, kad uz taisnes vienlaicigi atrodas
divi punkti). Skirojiet 2 gadijumus:

e S elementu skaits ir nepara skaitlis;
e S elementu skaits ir para skaitlis.

L.IMO.3. Veiciet dazadas substitiicijas un pieradiet, ka f(a)>0,ja a<0 un f(x)<0
visiem realiem skaitliem x, lai secinatu, ka f(x)=0 visiem x <0. Izmantojot Sos
secinajumus, pieradiet, ka f(0)=0.

LIMO4. Ar f(n) apzimgjiet dazado virknu skaitu, kados iesp€ams novietot uz

svariem n atsvarus atbilstosi uzdevuma nosacijumiem.
Ieverojiet, ka f(1) =1, un, pienemot, ka n > 2, pieradiet, ka

fm)y=f(n=1)-2n-1).

L.LIMO.5. Ieveérojiet, ka uzdevuma prasitais izpildas, ja f(m)= f(n), un pieradiet, ka
prasitais izpildas arT gadijuma, ja f(m) < f(n).

58



L.IMO.6. Izmantojot Simsona teorému, pieradiet, ka punkti Z, X un Y (punkta T
simetriskie attéli attiecigi pret taisneém BC, CA un AB) atrodas uz vienas taisnes (skat.
I5. zZim.).

Izmantojot matematiskus spriedumus un aprékinus, pieradiet, ka punkti X, C, ¥ un

C' atrodas uz vienas rinka linijas I',, punkti X, Z, Bun B’ atrodas uz vienas rigka
linijas ', un punkti ¥, Z, 4 un A" atrodas uz vienas rigka linijas I, .

Izmantojot Mikela teorému, pieradiet, ka rinka lmijam I'", T',, I, un I, ir kopigs
punkts K, un pamatojiet, ka punkts K pieder art rinka linijai I".

Apskatiet rinka Itnijas I' pieskari, kas vilkta caur punktu K. Pieradiet, ka $1 pieskare
ir ari rinka Iinijas I’ pieskare punkta K.
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I.AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2010”

I.AB.A. Algebra
I.AB.A.1. Pieradiet $adas nevienadibas: " +a™" +1>a° +a> +12> %(a +a).

L.LAB.A.2. levérojiet, ka x =2 ir dota polinoma sakne. Sadaliet polinomu reizinatajos
un analizgjiet katra reizinataja saknu skaitu.

ILAB.A.3. Izmantojiet nevienadibu 2ab<a’+b>, kur a= Jn+l un
b=x,,i=1,2,..,n. Péc tam visas nevienadibas izdaliet ar xf —1>0 un saskaitiet
legiitas nevienadibas.

I.AB.A.4. Apskatiet uzdevuma doto vienadibu, ievietojot vértibas x =0, x = f(0) un
y=0. Atcerieties, ka visas funkcijas f:Q —> Q, kuras apmierina Kos1

vienadojumu f(x+y)= f(x)+ f(y) ir forma f(x)= f(1)x.

tga +t 2t
tgatigh un tg2a = go; ,
l-tga -tgf I-tg'a
parveidotu vienadojuma labas puses izteiksmi. P& tam salidziniet, kads ir
vienadojuma labas un kreisas puses izteiksmes vertibu apgabals.

lai

I.AB.A.S. Izmantojiet formulas tg(a+ f)=

I.AB.G. Geometrija
I.AB.G.1. Pieradiet, ka XY = ZT ka hordas, kas savelk vienadus lokus.

LAB.G.2. ApzZimgjiet LADF =a, ZFDB=/f, /BEF =y, ZFEC =¢ un pieradiet,
ka a+ f+y=p+y+06=180°. Atcerieties, ka Cetrsturim var apvilkt rigka liniju, ja
ta pret&jo lenku summa ir 180°.

L.AB.G.3. Izmantojiet $adus faktus:

e Cetrstiirim var apvilkt rinka Iiniju, ja ta pretgjo lenku summa ir 180°.

e Ja LACB = ZBDA (skat. 13. zZim.), tad punkti 4, B, C, D atrodas uz vienas rinka
Iinijas jeb ap Cetrsturi ABCD var apvilkt rigka lmiju.

e Punkti 4, B, C, D atrodas uz vienas rinka linijas tad un tikai tad, a M ir
nogrieznu 4B un CD krustpunkts un AM - MB CM MD,.

I.AB.G.4. Apzimgjiet OA = e, OB = e, oC = e3 , OD = e4 , kur O ir lodes centrs un

—_— - s —

A, B, C, D — piramidas virsotnes. Izmantojot vienibas vektorus e, e,, e;, e,, , izsakiet
piramidas visas Skautnes. Lai pieraditu uzdevuma prasito, izmantojiet summu
AB* + AC? + AD* + BC* + BD* + CD".

LAB.G.5. Izmantojiet lidzigus trijstirus un to malu attiecibas, lai pieraditu, ka
ACPB ~AFPE .
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I.AB.K. Kombinatorika

L.AB.K.1. Ieverojiet, ka intervala [100; 200] ir 101 naturals skaitlis. [zmantojiet Dirihl&

principu.

I.AB.K.2. Apliukojiet grupu A ar lielako iesp&amo cilvéku skaitu m tadu, ka katra
riuraca partija spel&ja viens cilveks, kur§ nepieder grupai A. levérojiet: lai pieraditu
uzdevuma prasito, pietiek pieradit, ka m > 24.

I.AB.K.3. Pamatojiet, ka vaboles var parlidot uz jaunam vietam ta, lai izpilditos
uzdevuma nosacijumi, sadalot doto kvadratu blokos ar izm@riem 21x21 un

projicgjot tos visus uz vienu bloku ar izmériem 42 x 42, palielinot visus attalumus 2
reizes.

I.AB.K.4. levérojiet, ka uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) jaatrod lielakais
neizskirto partiju skaits; 2) japarada piemérs, ka spélétaji var but spél&jusi, lai
rezultata biitu maksimalais neizskirto partiju skaits.

L.AB.K.5. Ieverojiet, ka atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod mazaka m vertiba un
japarada piemérs, kura $1 situacija izpildas; 2) japierada, ka mazakam m veértibam
uzdevuma prasitais nevar realizeties.

I.AB.S. Skait]lu teorija

L.AB.S.1. Apskatiet, kadus atlikumus dod skaitli (1+2+...4+n)+2, ja tos dala ar 9, un
kadus atlikumus dod naturalu skaitlu kvadrati, ja tos dala ar 9.

I.AB.S.2. Atcerieties, ka uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) paradiet, ka n var biit 1
un 2; 2) pieradiet, ka citas n vertibas nevar biit, izmantojot, ka p(x)— p(y) dalas ar

x—y,kur p(x) ir polinoms.

I.AB.S.3. Pieradiet, ka profesors Ciparin$ vienmér var pateikt, kadu skaitli iedomajas
skoléns. Ieverojiet, ka visu seSu skaitlu summa ir 222(a+ b +c¢), kur abc ir skoléna
iedomatais skaitlis.

I.AB.S 4. levérojiet, ka ¢ > x un (x +1)!< 1< xH+2xH43x!= 6x!.

MKD(p", p” _, . - .
(p - P = ) = p‘b d , kur p ir pirmskaitlis, un apskatiet
LKD(p”, p")

kapinataju virkni (b,), kura definéta ar formulu b, =

I.AB.S.5. Pamatojiet, kapec

b

4 —bn_2| visiem n > 2

n

katram pirmreizinatajam atseviski.
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I.BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
»BALTIJAS CELS 2010”

I.BW.A. Algebra
LBW.A.1. Pienemiet, ka d>c>b>a>0, un, izmantojot doto, ieglstiet, ka

d<c<b<a.

o . 1 . . _
I.LBW.A.2. Pieradiet, ka cos® x+sin* x> 5 > cosxsinx, no kurienes seko uzdevuma

prasitais.

I.BW.A.3. Izmantojiet matematisko indukciju. leveérojiet, ka induktivaja pareja pietiek

Tt _Xn on

Xy Xy

pieradit, ka Tn
n+l
I.LBW.A4. Apskatiet vértibu x=0. Pieradiet, ka P(i-67)=0, i=1,2,..,30.
Atcerieties: ja P(a) =0, tad P(x) satur reizinataju x—a.

I.LBW.A.5. Apskatiet gadijumu, kad f(0)=#0, ievietojot uzdevuma dotaja
funkcionalvienadojuma veértibu x = 0, un apskatiet gadijumu, kad f(0)=0.

I.BW.K. Kombinatorika

LBW.K.1. leviesisiet Dekarta koordinatu sistému, kur galvenas diagonales riitinas ir ar
koordinatam (k; k), kur k =1,...,n. Ar (k; f(k)) apzimgjiet k-ta torna koordinatas.
Ieverojiet, ka katras krasas visam rutinam abu koordinatu starpibas moduli ir vienadi
un dazadu krasu riitinam tie ir atSkirigi. Izmantojiet doto, ka katrs tornis stav uz citas
krasas laucina un tie katrs atrodas cita rinda un cita kolonna (jo torni viens otru

neapdraud) un atrodiet attiecigi 3. (f (k)= k)% un 3(f(k))> = Sk2.
k=1 k=1 k=1

LBW.K.2. lev@rojiet: ja ar d(x;y) apzim&am cenu reisam starp pilsétam x un y, tad
cenas atSkiriba starp slégtiem marSrutiem, kas iet caur katru pilsétu tieSi vienu reizi,
un ietver vai neietver galvaspilsetu ir d(C;;C)+d(C;C,)—d(C;C;), kur C—

galvaspilseta, bet C; un C; — jebkuras divas citas pilsetas.

L.LBW.K.3. Apskatiet kora dalibnieku kopas S tr1s apakskopas: 1) 7 — lielaka apakskopa,
kas sastav no dalibniekiem, kas nav sapémusi cepuri no kada cita $is apakskopas
dalibnieka; 2) U — kopa, kas sastav no dalibniekiem, kas san€musi cepuri no kopas T’
dalibniekiem; 3) kopu, kas sastav no dalibniekiem, kas nepieder kopai 7 LU U .

L.LBW.K 4. Pieradiet, ka otrajam sp&létajam ir uzvarosa stratégija, un ta ir $ada: péc otra
speletaja gajiena s€rkocinu skaitam ir jabiit izsakamam ka 6n+r, kur n > r, vai 7n,
kur n <r, jar— atlikuSo TpaSo gajienu skaits konkrétaja pozicija.

LBW.K.5. Ar f(n) apzimgjiet n-stirT mazako iesp&jamo melno trijstiiru skaitu un ar

n-—1

matematiskas indukcijas metodi pieradiet, ka f(n) < {_ 3 } un f(n) > [n 3— 1} '
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L.BW.G. Geometrija

L.BW.G.1. Pamatojiet, ka PQ ir rigka liniju k un &' radikala ass, un pieradiet, ka punkts
S atrodas uz rigka liniju £ un k' radikalas ass, izmantojot punkta pakapi pret abam
rinka Iinijam.

LBW.G.2. a) Pienemiet, ka uzdevuma mekléta trapece eksist€ un sadaliet to
paralelograma un trijstiirt, lai pieraditu, ka trijstira malu garumi ir pretruna ar
trijstiira nevienadibu.

b) Lai pieraditu, ka eksisté Saja punkta prasita trapece, pietiek atrast vienu pieméru,
kur§ apmierina uzdevuma nosacijumus.

L.LBW.G.3. levérojiet, ka gan stari HD un HB, gan trijsturim ABC apvilkta rinka linija
ir simetriski attieciba pret taisni, kas satur lenka DHB bisektrisi. Pieradiet, ka ABHE
ir vienadmalu trijstiiris, lai ieglitu vienigo iespg&jamo LCAB vértibu.

LBW.G.4. Apzimgjiet nogriezna XY viduspunktu ar M un pieradiet, ka
AC? —BC? = AM* — BM'?, izmantojot punktu pakapes. Trijstira 4BC augstumu no
virsotnes C apziméjiet ar CH un pieradiet, ka AC> —BC* =CH? = AH* - BH".
Izmantojot §1s vienadibas, pieradiet, ka punkti M un H sakrit.

LBW.G.5. Ar K apzimgjiet trijsttirim ABC apvilktas rinka Itnijas loka BC viduspunktu
un pieradiet, ka ap Cetrstuiri BMXK var apvilkt rinka Iiniju, lai pieraditu, ka
ZXMN = 67°. Lidzigi pieradiet, ka ap Cetrstiri CXNK var apvilkt rinka liniju, lai
pieraditu, ka art ZXNM = 67°.

L.BW.S. Skaitlu teorija

LBW.S.1. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas: 1) Pieradiet, ka nepara skaitli, kas lielaki
par 1 un mazaki par 9, nav burvigi, pieradot un izmantojot sakaribu
s(k)=k (mod9), kas ir speka visiem k; 2) paradiet pieméru, kas parada, ka 9 ir
burvigs skaitlis.

L.BW.S.2. Pieradiet, ka mekl&tie skaitli » nevar biit para skaitli un nepara skaitli, kas

dalas ar 5. Atrodiet uzdevuma prasitos skaitlus, analiz&jot skaitlus, kas ir forma:
n=10ktm, kur me{l; 3}.

I.LBW.S.3. Pamatojiet un izmantojiet, ka (p—k)(p—k)™' =1(mod p). Izmantojot
kongruences Tpasibas, pieradiet, ka (p —k)™' = -k~ (mod p).

L.BW.S.4. Apskatot mazako pirmskaitlu kvadratus, seciniet, ka k£ <14. Apskatiet divus
gadfjumus: kad p,, p,, ..., p, ir nepara pirmskaitli un kad viens no p,, p,,..., p, 1ir
para pirmskaitlis 2, un pirmaja gadijuma seciniet, ka nevar atrast k, kam izpildas
uzdevuma nosacijumi, bet otraja gadijuma pieradiet, ka vieniga atbilde ir k=7.
Neaizmirstiet atrast pieméru, kas parada, ka pie k=7 tieSam var atrast tadus
pirmskaitlus p,, p,, ..., p; , lai uzdevuma dota vienadiba biitu patiesa.

I.BW.S.5. Pieradiet, ka uzdevuma doto var panakt pie visiem »n > 1, rekursivi defingjot
skaitlu virkni x,, x,,.., kur x,=n un x,,, =(x,+...+x,)+1 visiem k=0, un

apskatot bezgaligu naturalo skaitlu apakSkopu 4 = {x, |k >1}.

63



ATRISINAJUMI

A.S. LATVIJAS 23. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.S.9. Devita klase

A.S.9.1. Parveidojam pieradamo nevienadibu:
x'=xX’y+yt—-x’>0;
X(x=p)=y(x-»)20;
(x=»)(x’=»")20.
P&dgja nevienadiba ir patiesa, jo ir iesp&jami 3 gadijumi:
e jax>y,tad x’ >y, jo y=x’ ir augosa funkcija, un abas ickavas ir pozitivas
(divu pozitivu skaitlu reizinajums ir pozitivs skaitlis);
e jax<y,tad x’ <y’ un abas iekavas ir negativas;
e jax=y,tad (x—y)(x’ -»*)=0.
Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ar1 dota nevienadiba ir patiesa, kas ar1
bija japierada.

A.S.9.2. Pienemsim, ka dota bisektrise LR un dota mediana LN iziet no vienas trijstiira
virsotnes (skat. Al. zim.). Ta ka LN ir mediana, tad ZNLM =a >0 un
ZRILM = ZRLN + ZNLM =90°+«a >90°. No bisektrises definicijas seko, ka
ZKIM =2-ZRLM =180°+2a >180°. Esam ieguvusi, ka viens trijstiira lenkis ir
lielaks neka 180°, kas nevar bit, jo trijstiira iek§€jo lepku summa ir 180°.

L

90°

Al. zZim.

K R N M

Lidz ar to esam ieguvusi, ka dota bisektrise un dota mediana iziet no dazadam
trijstira virsotnes. Pienemsim, ka trijsturt ABC apskatama bisektrise ir 4D, bet
mediana CE; tas krustojas punkta F' (skat. A2. zim.). Tad trijstiri ACE nogrieznis AF
ir gan bisektrise, gan augstums; tatad Sis trijstiris ir vienadsanu ar sanu malam
AC = AE .

Ta ka CE ir mediana, tad AE = EB un AB =2AE =2AC, kas ari bija japierada.

C
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A.S.9.3. Apskatisim skait]us, kas sastav tikai no vieniniekiem un dalisim tos ar 7:

1:7 =0 atlikuma 1;

e 11:7=1 atlikuma 4;

e 111:7=15 atlikuma 6;

e 1111:7 =158 atlikuma 5;

o 11111:7=1587 atlikuma 2;

e 111111:7=15873;

e 1111111=1111110+1=111111-10+1 = dalot ar 7, atlikums ir 1;
—

77
e 11111111=1111111-100+11 = dalot ar 7, atlikums ir 4;
77
e 111111111=1111111-1000+111 = dalot ar 7, atlikums ir 6;
77
e utt.
Sadi turpinot, var ievérot, ka atlikumi periodiski atkartojas, tapéc nakamais skaitlis,
kas dalasar 7,ir 111111111111.
Tatad visparigi skaitlis 4, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir forma 4 = L.1,
6k

kur k ir naturals skaitlis, t. 1., skaitla 4 vieninieku skaits dalas ar 6.
Skaitli 4 var pierakstit forma

A=111111-10°""" +111111-10°*? + . +111111-10°“™® =

— 11T (109D 410902 4 4+ 10%¢~)),
Ta ka skaitlis 4 vienmér satur reizinataju 111111, kas dalas ar 13
(111111:13 =8547), tad arT skaitlis 4 dalisies ar 13.

A.S.9.4. Pienemam, ka ir izdevies 39-stiiri sadalit 9 izliektos seSstiiros. Tad izliekta
39-stiira visus lenkus aizpilda devinu izliekto seSstiru lenki. Tatad 39-stiira lenku
summai ir jabit ne lielakai par 9 seSstiiru lenku summu. Tacu 39-stira lenku summa
ir S, =039-2)-180°=37-180°, bet devipu seSstiru lepnku summa ir
9-5S=9-(6-2)-180°=36-180° < 37-180°. Esam ieguvusi pretrunu, tapec 39-sturi
nevar sadalit devinos izliektos seSstiiros.

A.S.9.5. Otrais speletajs vienmér var panakt savu uzvaru. Paradisim, ka jarikojas
otrajam spé€létajam, lai vinS uzvar€tu. Sadalisim riitipas paros, ka paradits A3.
zim&juma (viena para rutinas apzimé&tas ar vienadiem burtiem). Otrais sp&létajs katra
gajiena iekraso rutinu, kura ierakstits tads pats burts, kads bija riitina, kuru pirms tam
iekrasoja pirmais spé€létajs. Ja péc pirma speletaja gajiena nebija izveidojies iekrasots
2 x 2 ritinu kvadrats, tad arT péc otra sp€létaja gajiena tas neizveidosies. Tatad otrais
speletajs var panakt savu uzvaru $aja spele.

esH Rovl sl llve)
Qoo
T|O|T|O

T | o>

A3. zZim.
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A.S.10. Desmita klase

A.S.10.1. Aplikojam  kvadratfunkciju  f(x)=cx’ +bx+a. levérosim, ka
a’*+ab+ac=a(a+b+c)= f(0)- f(1). Tad no dota seko, ka £(0)- /(1) < 0. Tatad
izteiksmes f(0) un f(1) ir ar pret§jam zim&m, no ka seko, ka kvadratfunkcija krusto
x asi. Varam secinat, ka kvadratfunkcijai eksisté divas saknes jeb tas diskriminats ir
pozitivs, t.i., D =b" —4ac >0 jeb b*> > 4ac, kas ari bija japierada.

A.S.10.2. Uzdevuma prasitais ir iespgjams, piem&ram, skaitli

1 2 3 2010
2010!° 2010!" 2010!" 7 2010!

Visiem Siem skaitliem saucgjs dalas ar skaititaju (jo n!=1-2-3-...-(n—1)-n un tas
dalas ar katru savu reizinataju), tatad ar skaititaju var saisinat un iegiit dalu, kuras

apmierina uzdevuma prasibas.

(izpildas pirmais nosacijums).

e . - i+1 i i+1-i 1 S
Izpildas arT otrais nosacijums: a,,, —a, = - = = visiem i.
20100 2010!  2010! 2010
Piezime. Par naturala skaitla » >1 faktorialu sauc visu naturalo skaitlu no 1 Iidz »

reizinajumu. To apzime ar n!.
A.S.10.3. Parveidojam doto vienadibu:
pqrs = 2p10 -38,
38 = 2p10 - pqrs,

38=p(2p° —grs).
No pédgjas vienadibas seko, ka 38 dalas ar p. Skaitlim 38 ir Cetri dalitaji: 1, 2, 19, 38.
Ta ka p ir pirmskaitlis, tad pastav divas iesp€jas:

e Jap=2,tad n=2-2"-38=2(2""-19)=2-1005=2-3-5-67 =2010;

e Ja p=19,tad n=2-2""-38=2-(19"" —19) dalas ar 4 (izteiksme iekavas ir
para skaitlis ka divu nepara skaitlu starpiba), tatad skaitlis » nav dazadu
pirmskaitlu reizinajums.

Tatad skaitlis 2010 ir vienigais naturalais skaitlis n, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus.

A.S.10.4. Atceramies Sadas definicijas:
e Par punkta M projekciju uz taisnes ¢ sauc tadu punktu M', kuram MM' L /.

e Par vektora AB projekciju uz taisnes sauc vektoru, kas vienads ar AB’, kur A’
ir punkta 4 projekcija un B’ ir punkta B projekcija uz §is taisnes.

Projicgjam visus vektorus uz taisni ¢, kas perpendikulara piramidas pamata plaknei.
Tad pamata plaknes vektori projicgjas nulles vektoros, jo jebkura taisne plakné ir
perpendikulara novilktajai taisnei ¢ (visas piramidas pamata virsotnes projic€sies
punkta, kurd taisne ¢ krusto piramidas pamata plakni). Sanu Skautnu vektori
projic§jas vienada garuma paral€los vektoros, kuriem viens no galapunktiem atrodas
punkta, kura projic€jas piramidas virsotne, bet otrs — punkta, kura taisne ¢ krusto
piramidas pamata plakni. Ta ka sanu Skautnu vektoru skaits ir nepara skaitlis, tad
summa iegiit nulles vektoru nevar, lai ka ar1 izvélétos piramidas Skautnu virsotnes.
Tatad uzdevuma prasito iegiit nevar.
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A.S.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim, ka vienlaicigi
var biit ieslégtas ne vairak ka septinas lampinas. Ievérojam, ka katru slédzi ir verts
parslégt ne vairak ka vienu reizi. Aplukosim tris lampinu grupas: [2; 3; 6], [2; 5; 10],
[4; 8]. Ir iesp&jami 2 gadijumi:

e ja 2. lampina ir izslégta, tad izslegtas ir arT abas tresas grupas lampinas (jo 4. un
8. lampinu var ieslégt vai izslégt, tikai izmantojot slédzi ar numuru 2) un $ajas
trijas grupas kopa ir ne vairak ka Cetras ieslégtas lampinas. Pat ja ir iesleégta 7. un
9. lampina, vienlaicigi nevar biit ieslégtas vairak ka seSas lampinas;

e ja 2. lampiga ir ieslégta, tad abas treSas grupas lampinas ar1 ir ieslégtas.
Ievérojam, ka katra no grupam var biit ieslégtas ne vairak ka divas lampinas,
tatad pa visam trim grupam kopa ir vismaz divas izslégtas lampinas (viena
pirmaja un viena — otraja grupa). Varam secinat, ka $aja gadijuma apskatitajas
trijas grupas kopa ir ne vairak ka 5 ieslégtas lampinas. Pat ja ir ieslégta 7. un 9.
lampina, vienlaicigi nevar biit ieslégtas vairak ka septinas lampinas.

Tatad iesp&jams ieslégt ne vairak ka septinas lampinas.

Otrkart, paradam, ka vienlaicigi var but ieslégtas tiesi septinas lampinas. Tiesam, ja
ieslédz sleédzus 2, 3 un 7, tad ieslégtas ir septinas lampinas 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10.

Tatad lielakais lampinu skaits, kas vienlaicigi var biit ieslégtas, ir 7.

A.S.11. Vienpadsmita klase

A.S.11.1. Parveidojam doto vienadojumu forma 8" =13" - 7",
Ta ka skaitlis 8" nesatur pirmreizinataju 3, tad tas nedalas ar 3.
Ievérojam, ka 13° =1 (mod 3) un 7" =1(mod 3), tad vienadojuma laba puse dalas ar

3. (Teoréma. Pienemsim, ka a, b un n ir veseli skaitli, turklat » > 0. Starpiba a —5b
dalas ar » tad un tikai tad, ja a un b dod vienadus atlikumus, dalot ar 7.)

Iegiita pretruna, jo vienadibas viena puse nevar dalities ar 3, bet otra — nedalities ar 3.
Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

A.S.11.2. Pagarinam radiusu O,C lidz diametram CD (skat. A4. zim.).

O
A=
A B

E A4. zim.

Ta ka starp paralelem hordam ir vienadi loki un vienadus loku atSke] vienadas
hordas, tad AD = BC. Lidz ar to esam ieguvusi vienadsanu trapeci ABCD.
Apzimg&jam ZADC =/ZDCB =/ (jo vienadsanu trapecei lepki pie pamata ir
vienadi). Ta ka DO, = 4O, ka rinka Iinijas radiusi, tad trijstiiris DO, A4 ir vienadsanu
trijstiris  un ZDAO, = ZADO, = 8 ka  lepki pie  pamata. Tad
ZAO,C = LADO, + ZDAO, =2 ka trijstira DO, A argjais lenkis.

Novelkam lepka 4O, C bisektrisi un tas krustpunktu ar taisni CB apzim&jam ar E. Ta
ka péc konstrukcijas O,E ir lepka AO,C bisektrise, tad ZEO,C = ZAOE = .
Tatad AO,EC ir vienadsanu un EC = EOQ, .
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Ja vienadsanu trijstirt 40,C (A0, = CO, ka radiusi) taisne O,E satur lenka 40,C
bisektrisi, tad ta satur arl augstumu un medianu. Ar M apzim&am AC un OF
krustpunktu. Tatad O,E L AC un AM = MC . Varam secinat, ka nogrieznis EM
trijstirt ACE ir gan augstums, gan mediana, tapeéc AAEC ir vienadsanu trijstiris un
EC=EA.

Esam ieguvusi, ka punkts £ atrodas vienados attalumos no rinka linijas @, punktiem
A, O, un C, tatad tas ir w, centrs. P&c konstrukcijas punkts £ = O, atrodas uz
taisnes BC, kas arT bija japierada.

A.S.11.3. Kapinam dotas vienadibas abas puses tresaja pakape:

3
1 1 1 1
= x, +— =x+3-x] —+3-x, -—4+—6:x2+3+a,
xn xn xn xn
3 1
kur a:—3+—6>0.
xi’l xi’l

Apzimgjot y, =x,’, iegiistam virkni y =y +3+a,kur y, =x) >1,jo x, >1.
Apskatam sakaribu y, ., =y, +3. Ta ir aritmetiska progresija ar diferenci 3. P&c
aritmétiskas progresijas n-ta locekla formulas iegiistam, ka
Vi3 = Vo +(334-1)-3=y,+999 (y,,, ir virknes 334. loceklis, jo virknes pirmais
loceklis ir y,).
Taka y,,, =y, +3+a>y,+3,tad

Vi3 > Vi 73> Y33, +6>..> 3, +996 > 3, +999.
Tatad x,; = y55; >1000 (jo y, >1) no ka seko, ka x,;; >10, kas ari bija japierada.

A.S.11.4. Pienemsim pret€jo. Tad pirmas krasas rutinu skaits jebkuras divas rindinas ir
dazads. Tatad pirmaja krasa nokrasoto riitinu skaits ir ne mazaks par
0+1+2+---13+14=105. Analogisks spriedums ir speka arT paréjam krasam. Tatad
tabula jabut ne mazak ka 3-105=315 ratipam, bet dotaja tabula 15x15 ratinas ir
tikai 225 riitinas. legiita pretruna, tatad ir vismaz divas tadas rindinas, kuras vismaz
vienas krasas riitinu skaits ir vienads.

A.S.11.5. Aplikosim tadu punktu sadalijumu pa pariem, ka visu 100 nogrieznu garumu
summa ir pati mazaka iesp&jama. Pieradisim, ka $aja gadijuma nogriezni nekrustojas.
Pienemsim pret&jo, ka ir divi nogriezni AC un BD, kas krustojas punkta O (skat.
AS. zZim.). Pienemsim ar1, ka 4 un B ir zili punkti, bet C un D — sarkani.

¥ y
’
Vo
’
Oy
2\
’
,

!

Ak",'//"D

Tad, nogrieznu AC un BD vieta novelkot nogrieznus AD un BC, to garumu summa ir
mazaka neka sakuma (pamatojums seko no trijstiira nevienadibas):
AC+ BD =(A0+0OC)+(BO+0OD)=(A0+0D)+(BO+0OC)> AD + BC,

kas ir pretruna ar to, ka apskatamaja sadalijuma garumu summa bija minimala
iesp&jama.

AS. zim.
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Tatad neeksisté divi tadi nogriezni, kas krustojas. Esam pieradijusi, ka uzdevuma
dotos punktus pa pariem var savienot ar 100 nogriezniem ta, ka katram nogrieznim
viena gala ir zils punkts, otra — sarkans un nogriezni nekrustojas, ja tos izvélas,
piemé&ram, ta, ka visu 100 nogrieznu garumu summa ir mazaka iesp&jama.

A.S.12. Divpadsmita klase

A.S.12.1. Ta ka sin0=0 un a-0=0, tad x=0 ir vienadojumam sin x = ax sakne.
Ievérojam, ka funkcijas y=sinx un y=ax ir nepara (sin(—x)=-sinx un
a-(—x)=—ax). Tatad, ja x # 0 ir dota vienadojuma sakne, tad ar1 — x ir sakne.
Esam ieguvusi, ka §1 vienadojuma saknu skaits vienmér biis nepara skaitlis, bet 2010
ir para skaitlis. Tatad neeksiste tada a vértiba, ka dotajam vienadojumam ir tiesi 2010
saknes.

A.S.12.2. Izmantosim pieradijumu no pretgja. Pienemam, ka tada piramida eksisté un
apzimé&jam to ar SABC. Sanu Skautnu viduspunktus apzimésim ar K, L, M (skat. A6.
zim.).

S

B A6. zZim.

—_— - —_— -

Apzim&jam vektorus 54:5, SB=b un SC=c. Tad ﬁ:—5+% un

= . a . e . -
CK =—-c +E. Piepemam, ka no punkta K pretéja Skautne BC ir redzama taisna

lenki, t.i., ZBKC =90° jeb BK L KC. Izmantojam vektoru skalara reizinajuma
1pasibu: divu perpendikularu vektoru skalarais reizinajums ir 0. Tatad

ﬁ-c—K:(—E#M—Eﬂj=E-5—1(5+5)-a+la-a=o.

2 2 2 4

Lidzigi, apskatot punktus L un M, iegﬁstam ka
AL-BL=a- b——(a+b) ¢+

AM-CM:a-E—%(a+E)-E+

Saskaitot iegiitas vienadibas, ieglistam, ka %(5 G+b-b+¢- c)=0. (*

Izmantojot skalérﬁ reizinajuma definiciju, ieglistam, ka

a-a —‘ ‘ ‘ ‘ c0s0° = |a >O, jo vektora a garums sakrit ar Skautnes S4 garumu.
-2 > > -2 - -

Lidzigi iegust, ka b-b=b >0 un c¢-c=|| >0. Tatad G-da+b-b+¢-¢>0.

legiita pretruna ar (*).

Tatad miisu pien€mums ir nepareizs un vismaz viens no lenkiem BKC, ALB un AMC
nav taisns.

Esam pieradijusi, ka neeksisté tada piramida, kurd no katras sanu Skautnes
viduspunkta pret€ja Skautne redzama taisna lenkt
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A.S.12.3. ledomasimies, ka dota riitinu lapa. Katras rutinas malu garumi ir 1 vieniba.
Saja lapa uzzimesim trijstiiri ACD ta, ka paradits A7. zim&uma.

D
N/
B A E
A7. zim.

Izmantosim trigonometriskas sakaribas taisnlenka trijstari.
Apskatam taisnlepka trijstiri ABC':

tg/BAC = BC = 2 =2 = ZBAC =arctg2.
AB 1
Apskatam taisnlenka trijstiiri AED :
tg/DAE = ED = 3 =3 =  ZDAE =arctg3.
AE 1

Trijstiiros ABC un AED izmantosim Pitagora teorému, lai aprékinatu malu AC un AD
garumu:

AC =~ AB? + BC? =1> +2% =5
AD = AE? + DE* =1’ +3* =4/10..
Ieverojam, ka AC =CD = V5.
Tatad AACD malu garumi ir J5,4/5,410. Ievérojam, ka §T trijstira malu garumi

apmierina vienadibu 4D’ = AC* + CD”. P&c Pitagora teorémas apgrieztas teorémas
seko, ka trijstiiris ACD ir taisnlenka trijstiiris.

cp 5

Tatad tg/CAD =——=—==1 =  ZCAD = arctgl.
g AC 5 g
Apskatam izstieptu lenki BAE:
/BAE = ZBAC + ZCAD + ZDAE = arctg?2 + arctg3 + arctgl .

Ta ka izstiepta lenka lielums ir 7, tad arctg2 + arctg3 + arctgl = 7 .

A.S.12.4. Ta ka skaitlim «”, kur a ir pirmskaitlis, ir tie§i b+1 dazadi dalitaji: a°, a',
a’,...,a", tad naturalam skaitlim x = plk‘ pzk2 ...pmk’” , kur p,,i=12,...,m, ir
dazadi pirmskaitli, pavisam ir (k, +1)(k, +1)...(k,, +1) dazadi dalitaji.

Taka 16 = 2", tad meklgjamais skaitlis # var biit izsakdms viena no formam:
¢ n=py-PrP3 Pas

d n:pl3 "PoP3s

— 3 3.
* n=p, -py;
7
* n=p, Py
IRE
* n=p ,

kur p., i=1,2,3,4,ir dazadi pirmskaitli.
Ta ka skaitlis n=2-(10" +5) dalas ar 67, tad k >1. Izmantojot pakapes Tpasibu
™ =a" -a’, parveidojam doto skaitli:

n=2-10-10"+5)=2-5-(2-10" +1).

a
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Apskatisim izteiksmes 2-10°"' +1 ciparu summu. Saskaitima 2-10°"' = 20..0

k-1
ciparu summa ir 2, tatad visas izteiksmes 2-10°"' +1 ciparu summa ir 3 un §i
izteiksme dalas ar 3 visiem k >1. Ta ka péc dota skaitlis » dalas ar 67, tad tam ir
vismaz cCetri dazadi pirmreizinataji: 2, 3, 5 un 67. Tatad skaitlis » ir forma
n=p, P, Ps- P, nokurienes seko, ka n=2-3-5-67=2(10" +5)=2010.

A.S.12.5. Pienemsim, ka to izdevies izdarit. Ta ka abam operacijam 4. koordinatas
izmaina ir vienada, tad, skatoties uz ceturto koordinatu d, redzam, ka jaizpilda tiesi
8 —1=7 operacijas.

Ta ka skaitli a izmaina tikai pirma operacija, tad jaizpilda 6 —3 =3 reizes pirma
operacija un pargjas Cetras reizes — otra.

Izpildot otro operaciju Cetras reizes, b samazinas par 4. Izpildot 1. operaciju, b
palielinas par ceturtas koordinatas vértibu d. Ta ka péc jebkuras operacijas
izpildiSanas d palielinas par 1, tad, pielietojot pirmo operaciju tris reizes, més
palielinasim b vismaz par 1+2+3 =6, t.i., b beigu lielums parsniedz sakotngjo
vismaz par 6 —4 = 2, kas ir pretruna ar to, ka b japalielina no 4 uz 5.

Tatad uzdevuma prasito panakt nav iespgjams.
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A.N. LATVIJAS 61. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

A.N.9. Devita klase

A.N.9.1. Apskatam, kadas ir funkciju vertibas, ja x =1:
y=a+l+b=1+(a+b)=2012.
Lidzigi apskatam, kadas ir funkciju vértibas, ja x =—1:
y=a—-1+b=(a+b)-1=2010.
Tatad, neatkarigi no a un b vértibam, funkcijas vertibas punktos x =1 un x =-1 ir
nemainigas jeb punkti (1;2012) un (—1;2010) pieder visu mingto funkciju
grafikiem, kas arT bija japierada.

AN.9.2. Apzim&jam LABE =x, tad ZADE =2x. DA = DE ka radiusi (skat. AS.

zim.), tatad AADE — vienadsanu. No ta seko, ka
/DAE = (180°— LADE) :2 =(180°—-2x):2=90°—-x.
/BAE =90° — ZDAE =90° — (90° — x) = x, tatad AAEB — vienadsanu un AE = BE .
ZEBC =90°— LABE =90°—x = ZDAE, tatad AAED =ABEC (pé& pazimes
mfm). Ta ka vienados trijstiros attiecigas malas ir vienadas, tad CE = DE. Ta ka
DE = DC (ka radiusi), tad ADEC — vienadmalu. Ta ka vienadmalu trijstart visi lenki
vienadi, tad ZEDC = 60°.
ZADE =90° - ZEDC =30°=2x = LABE =x=15°.
A B

1
Tl
E

4 .
A8. zim.
A.N.9.3. Pavisam apli ir uzrakstiti & skaitli. Ta ka para skaitlu skaits ir tr1s reizes lielaks
par nepara skaitlu skaitu, tad & jadalas ar 4.
Blakus esoSo skaitlu paru skaits arT ir & Ta ka tadu vietu, kur blakus esoso skaitlu
summa dalas ar 2, ir divreiz vairak neka tadu vietu, kur blakus esoso skaitlu summa
nedalas ar 2, tad k jadalas ar 3.
Mazakais naturalais skaitlis, kas dalas ar 3 un 4, ir 12, tatad & mazaka iesp&jama

veértiba ir 12. Piemeérs parada, ka 12 skaitlus var izvietot atbilsto§i uzdevuma
nosacijumiem (skat. A9. zim.).

14" N\
/ 3
12 |
* 2
10\' /

8 5

~e—a—
A9. zim.
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A.N.9.4. Pienemam, ka dota vienadiba izpildas. Atceramies, ka izteiksmes 7" vértiba ir
lielaka, ja pozitivais kapinatajs m ir lielaks. Tatad no dota varam secinat, ka a > x,
a>yuna>z.

Ta ka a, x, y, z — naturali skaitli, tad no iepriek$ apskatitajam nevienadibam seko
Sadas nevienadibas: a>x+1, a>y+1, a=2z+1 jeb a-1=2x, a-1>y,

a—-1>z. Taka 7° ir augoSa funkcija, tad varam veikt novértgjumus: 74" >7%,
7" >7" un 7" 2 7°. Tatad

74=7-7"=(@4+1+1+1)-7 " =47 477 177 1 7 > 4.7 4 T TV 47
Ta ka naturala skaitla pakape vienmer ir pozitivs skaitlis, tad 4-7°" > 0. Tatad,
atmetot pozitivus saskaitamos, ieglistam, ka 7 > 7" +7” +7°, no ka seko, ka nav
tadu naturalu skaitlu a, x, y,z,ka 7 =7 +7" +7°.

A.N.9.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart pieradisim, ka N nevar biit

lielaks par 7. Ja N butu 8, tad katra brauciena tikai viena sportiste biitu zaudgjusi
Maijai, tatad kopuma butu tikai Cetras sportistes no astopam, kas kopvertejuma
varetu biit zaud&jusas Maijai. Tatad Cetras sportistes kopvertg§juma Maiju noteikti bis
apsteigusas un Saja gadijuma Maija kopvertejuma varétu bt ieguvusi augstakais 5.
vietu.
Otrkart, paradisim, ka ir iesp€jama situacija, kad Maija kopveért€juma uzvar, ja
N =7. Veidojot iespgjamo rezultatu tabulu, nemam vé&ra faktu: ja Maija kadai
sportistei biis zaud&jusi visos Cetros braucienos, tad vina biis zaudgjusi Sai sportistei
arm kopveértgjuma. Tatad, lai Maija kopveért§juma biitu pirma, nedrikst atrasties
neviena tada sportiste, kura biitu atraka par Maiju visos Cetros braucienos.

1. brauciens | 2. brauciens | 3. brauciens | 4. brauciens | Kopveértéjums

Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta
A 40 1 40,01 1 40,02 1 41 8 161,03 2
B 41,01 8 40,05 2 40,06 2 40,03 1 161,15 3
C 40,04 2 41,02 8 40,1 3 40,07 2 161,23 4
D 40,08 3 40,09 3 41,03 8 40,11 3 161,31 5
E 40,12 4 40,13 4 40,14 4 41,04 9 161,43 6
F 41,05 9 40,17 5 40,18 5 40,15 4 161,55 7
G 40,16 5 41,06 9 40,22 6 40,19 5 161,63 8
H 40,2 6 40,21 6 41,07 9 40,23 6 161,71 9
Maija | 40,24 7 40,25 7 40,26 7 40,27 7 161,02 1

Redzam, ka izveidotaja rezultatu tabula atsevisku sportistu braucienu laiki atseviskos
braucienos un $o laiku kopsumma visam sportistém ir atSkiriga. Maija katra atseviska
brauciena ir ieguvusi 7. vietu un kopveért€juma uzvar, tatad lielaka N vértiba, lai
izpilditos uzdevuma nosacijumi, ir 7.
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A.N.10. Desmita klase

A.N.10.1. a) 1. risinajums. Parliecinasimies, ka uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa,
nezinamo s taja aizvietojot ar p—¢ (vienadiba s = p—¢ seko no uzdevuma dotas

vienadibas s +¢ = p ) un veicot ekvivalentus parveidojumus:
2p-t)y = p’ -2t
2p° —4pt+2t> — p* +2t> >0;
p—4pt+4t>>0;
(p-26)*>0.
Ta ka skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs lielums, tad iegiita nevienadiba ir

patiesa, tatad ar1 Sai nevienadibai ekvivalenta (uzdevuma dota) nevienadiba ir
patiesa, kas arT bija japierada.
2. risinajums. Pieradisim uzdevuma doto nevienadibu, izmantojot doto vienadojumu
un veicot ekvivalentus parveidojumus:
S+t=p=>(s+1) =p° =" +2st+t> =p° =57 +25t -t =p° -2* =
=257 —(s* =2st+1*)=p*> =2t> = 25> —(s—1)> = p* = 2¢>.
Taka (s—¢)* >0, tad 2s> > p* —2¢*, kas ar1 bija japierada.

b) 1. risinajums. Pieradisim, ka uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa, nezinamo
lielumu p° taja aizvietojot ar (s+¢+u)> (vienadiba p° =(s+¢+u)’ seko no
uzdevuma dotas vienadibas s +¢ +u = p) un veicot ekvivalentus parveidojumus:
352 > (s+t+u)’ —3t> —3u’;
352 +3t7 +3u” > (s+t+u)’;
357 + 37 +3u” 257 + 17 +u’ + 25t +2s5u +2tu ;
25% +2t% +2u’ —2st —2su—2tu >0;
s =2st+t>+s =2su+u’+t> —2tu+u’>0;
(5= +(s—u)’ +(t—u)’>0.
Ta ka skaitla kvadrats vienmer ir nenegativs lielums, tad péd€jas nevienadibas kreisa
puse ir tris nenegativu skaitlu summa, kas ari ir nenegativs lielums, tapéc $§1

nevienadiba ir patiesa. Varam secinat, ka arT $ai nevienadibai ekvivalenta (uzdevuma
dota) nevienadiba ir patiesa, kas arT bija japierada.

2. risinajums. Pieradisim uzdevuma doto nevienadibu, izmantojot doto vienadojumu
un veicot ekvivalentus parveidojumus:
2

s+t+u=p=(s+t+u)’ =p’;
S* P u’ 25t + 25u +2tu = p;
§% =2t —2u® +2st + 2su+2tu = p*> —3t* —3u’;
38° — (s> =25t +1t*)—(s* = 2su+u’)—(s* —2tu+u’)=p> =3t = 3u’;
35> —(s—1) —(s—u)’ —(t—u)’ = p> =3t> = 3u’.
Taka (s—¢)>20, (s—u)>>0 un (t—u)* >0, tad 3s° > p* —3t> —3u’, kas ari
bija japierada.
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A.N.10.2. Ja AD atrodas AABC iekSpusé, atlickam punktu C; simetriski punktam C
attieciba pret taisni 4D (skat. A10. zim.). Tad DC, = DC un AC, = AC.
A

C B D C
A10. zim.
Esam ieguvusi, ka DC—DB = DC, - DB = C|B. Izmantojot trijstiira nevienadibu
trijstart ABC,, ieglistam, ka C,B>AC, - A4B. Tatad
DC—-DB > AC, — AB = AC — AB, kas ar1 bija japierada.
Ja AD atrodas arpus AABC vai sakrit ar 4B (skat. All. zim.), pieradamais

apgalvojums seko no trijstiira nevienadibas trijstart ABC:
DC - DB =CB> AC - AB, kas ari bija japierada.

D B A1l zim.C

A.N.10.3. Ja x > 4, tad vienadojuma kreisa puse nav mazaka par 4-4-4 = 64 un prasita
vienadiba neizpildas. Savukart, ja x <3, tad vienadojuma kreisa puse neparsniedz
3-3-3 =27 un prasita vienadiba neizpildas.

Tatad 3<x<4, no ka seko, ka [x]=3. Varam parrakstit uzdevuma doto
vienadojumu forma x~[x~3]= 41. Ta ka 9<x-3<12, tad [x-3] var pienemt tris
vertibas:

° [3x]:9; 9x =41, x:4§ —neder, jo x¢[3;4);

o [3x]=10; 10x =41, x = 4,1 —neder, jo x ¢[3;4);

o [3x]=11;11x=41, x=3% :

Veicam parbaudi vertibai x = 3% :

38 138 138|258 38 58 |12 238 1o
TR TR TR TR AT TR RETRERST!

D D . oo . . 8
Tatad vienadojuma vienigais atrisinajums pozitivos skaitlos ir x = 3ﬁ .
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A.N.10.4. Taka AFCE —vienadmalu, tad ZFCE = ZCEF = ZEFC =60°.
Aprékinam AEBF lenkus (skat. A12. zim.):

o /EBF =30° (p&c dota);

o /BFE =180°—-ZEFC =120° (blakuslenki);

o /BEF =180°—-ZEBF — ZBFE =30° (trijstura lenku summa ir 180°).

Apzim&jam AB=BC=2a = FC=BF =a.

Taka AFCE —vienadmalu, tad S, =

1

B

C

Al2. zim.

Tatad AEBF — vienadsanu un BF = FE . Taka AFCE — vienadmalu, tad FE = FC.
Esam ieguvusi, ka BF = FC jeb F ir BC viduspunkts.

NG

—FC’ =
4

4

V3o,
—a .

S e =EAB-BC-sinAABCz%-Za-2a-sin30°=a2.

Esam ieguvusi uzdevuma prasito laukumu attiecibu:

ABC

S cer _ﬁ
i

A.N.10.5. Apskatisim, kadu augstako vietu kopvertgjuma vargja iegiit Jana komanda.
Jana komanda noteikti ir zaud€jusi tam komandam, kuram ta ir zaud€usi visos
atseviSkajos braucienos. Ja kadai komandai ir zaudéts ne visos braucienos, tad
kopvert€juma var biit uzvargjusi gan Jana komanda, gan $1 otra komanda. Tatad Jana
komanda var iegiit pirmo vietu tad, ja neatrodas tada komanda, kura biitu bijusi
labaka par Jana komandu visos braucienos.
Tas ir iespgams, ja komandas finiS€jusas, pieméram, s$adi (Japa komanda

apziméta ar J):

1. brauciens |  2.brauciens |  3.brauciens | 4. brauciens | Kopvertejums

Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta | Laiks | Vieta
A 38.9 1 38.8 1 42,7 1 438 18 164,2 2
B 418 18 38,9 2 42.8 2 42,1 1 165,6 3
C 417 17 48.6 18 429 3 422 2 175.4 12
D 41.6 16 48.4 17 44,8 18 423 3 1771 18
E 415 15 482 16 447 17 42 .4 4 1768 17
F 414 14 48 15 44.6 16 42.5 5 1765 16
G 413 13 478 14 44.5 15 42.6 6 176,2 15
H 412 12 47.6 13 44 .4 14 427 7 175,9 14
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I 41,1 11 474 12 44,3 13 42,8 8 175.6 13
J 39 2 39 3 43 4 43 10 164 1
K 40,9 9 47 10 44,1 11 43,1 11 175,1 10
L 40.8 8 46.8 9 44 10 43,2 12 174,8 9
M 407 7 46,6 8 43,9 9 43,3 13 174,5 8
N 40,6 6 46,4 7 43,8 8 43,4 14 174,2 7
0 40,5 5 46,2 6 43,7 7 43,5 15 173.9 6
P 404 4 46 5 43,6 6 43,6 16 173.6 5
R 40,3 3 45.8 4 43,5 5 43,7 17 1733 4
S 41 10 472 11 44,2 12 42,9 9 1753 11

Redzam, ka izveidotaja rezultatu tabula atseviSku komandu braucienu laiki
atseviSkos braucienos un $o laiku kopsumma visam komandam ir atSkiriga. Tatad
augstaka vieta, kuru kopverte§juma vargja iegiit Jana komanda, ir 1. vieta.

Apskatisim, kadu zemako vietu kopveértéjuma vargja iegit Jana komanda. Sim
atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka Japa komanda nevar ienpemt
zemaku vietu kopvertejuma ka 16. vietu. Jana komanda var biit zaudg&jusi tikai tam
komandam, kuras ir uzvargjuSas Jana komandu vismaz viena brauciena. Tadas
komandas pavisam var biit maksimums 15 (viena pirmaja brauciena, divas citas —
otraja, tris citas — tre$aja un devinas citas — ceturtaja). Tatad divas komandas noteikti
bis zaud&jusas Jana komandai visos Cetros braucienos. Tatad Jana komanda nevar
ienemt zemaku vietu kopvértgjuma ka 16. vietu.

Otrkart, paradisim, ka Jana komanda var ienemt 16. vietu. Tas ir iesp&jams, ja
komandas fini§€jusas, pieméram, $adi (Jana komanda apziméta ar J):

1. brauciens | 2. brauciens | 3. brauciens | 4. brauciens | Kopvertejums
Laiks | Vieta Laiks | Vieta Laiks | Vieta Laiks | Vieta Laiks | Vieta
A h00s| U | a3s | 18 | 427 [ 18 [ 424 [ 18 | cigs| 15
5 gas | 11 | 408 | | | 4265 17 [4235] 17 | 1g825] 5
Claps | 2 [ 4 | 2 [#26] 16 [8225] 15 | jgass| 7
Plapss| B gz | 4 | 40 | 1T 1423116 | 595 1
E e | 14 |a31s| 5 | 905 | 2 [#22] 14 | jeas] 9
Flanes| 15 | asn | 6 409 [ 3 [215] 13 | gg9 | 1
Gl 47 | 16 4305 7 |#255] 15 | 40 | T | 1685 | 10
B o0s| 17 | 435 | 8 | 425 | 14 4005 2 [ 1ee6 | 11
s | 18 |a33s| O |#245 13 | 401 [ 3 | 1687 | 12
T | 2 | a3 | 3| @2 4 a2 10 ]| 16
K goos| 3 |aza| 10 |24 12 [4005] 4 | 160 | 2
U ot | 4 lasas| U [#235[ 10 [ 402 5 | gar | 3
M os| 5 | 435 | 12 | 23| 10 [4025] 6 | 165 | 4
N[ 402 | 6 aass| 1B |#225] 9 [403 [ 7 | gg5 | 6
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O 4225 7 43.6 14 | 42,2 & 140,35 8 168.4 8
P 42.3 8 43,65 15 | 42,15 7 40,7 9 1688 13
R 4235 9 43,7 16 | 42,1 6 |42,05| 11 170,2 17
S 42.4 10 43.75 17 | 42,05 5 42,1 12 1703 18

Redzam, ka izveidotaja rezultatu tabula atseviSku komandu braucienu laiki
atseviskos braucienos un So laiku kopsumma visam komandam ir atSkiriga. Tatad
zemaka vieta, kuru kopvertéjuma var€ja iegtt Jana komanda, ir 16. vieta.
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A.N.11. Vienpadsmita klase

A.N.11.1. Pareizinam doto izteiksmi ar divi:
2x> +2y° +8>4x+4y+2xy.
To savukart var parveidot par triju kvadratu summu:
(X + Y+ (X + D)+ (VY +4) > dx+4y+2xy
(x* =2xy+ Y+ (x* —dx+4)+(y* —4y+4) =0
(x—y) +(x-2)>+(y—2)>=>0.

Ta ka skaitla kvadrats vienmér ir nenegativs skaitlis, tad iegiita nevienadiba ir
patiesa, tatad patiesa ir arT uzdevuma dota nevienadiba, kas ar1 bija japierada.

A.N.11.2. Apzim&jam diagonalu AC un BD viduspunktus attiecigi ar P un O. No
virsotném B un D novelkam perpendikulus pret taisni EF: BG L EF un DH 1 EF
(skat. A13. zim.).

Al3. zim.

Aplikojam taisnlenka trijstirus BGO un DHO. Siem trijstiriem ir vienadas
hipotentizas OB = OD (jo O ir BD viduspunkts) un Saurie lenki ZBOG = ZDOH
(ka krustlenki). Tatad ABGO = ADHO (pé&c taisnlenku trijstiru vienadibas pazimes
»h!”),tapeéc BG = DH Kka attiecigas malas vienados trijstiiros.

Esam ieguvusi, ka trijstiru £FD un BEF laukumi ir vienadi, jo tiem ir kopiga mala
EF un pret $o malu vilktie augstumi (DH un BG) ir vienadi, t. i.,

Serp = Sper-

Lidzigi, novelkot augstumus no virsotném A4 un C pret taisni EF, iegilistam, ka tie ir
vienadi un secinam, ka arT trijstiiru AEF un CEF laukumi ir vienadi, t. i.,

Saer = Scer-
Esam ieguvusi, ka S, =S +S 0r = Sper +Scer = Sper > Kas arl bija japierada.

A.N.11.3. Pieskaitam visu vienadojumu abam pusém 1 un vienadojumu kreisas puses
sadalam reizinatajos:

xX+xy+y+1=18 x(I+y)+(y+1)=18 (x+D(y+1)=18
v+yz+z+1=72 = <y(l+2)+(z+D=72 = J(y+)(z+1)=72.
z+zx+x+1=12 zA+x)+(x+1) =12 (z+D(x+D) =12

Sareizinot Sos tris vienadojumus, iegiistam, ka
(x+D(y+D(z+1))* =727 -3 jeb

(x+D(y+D)(z+1) =723 vai (x+)(y+1)(z+1)=-72+/3 .
Iegiitos vienadojumus izdalot ar sistémas katru vienadojumu, ieglistam uzdevuma
dotas vienadojumu sist€mas abas atbildes:
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z+1=443 x=+3-1 z+1=-43 x=—-3-1
x+1=43 ={y=6/3-1  vai x+l==3 = {y=-6J3-1.
y+1=643  |z=43-1 y+1=-643  |z=-43-1

A.N.11.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradisim pieméru, ka
a+b vertiba var bat 8. Apskatam 5° +1=(5+1)(5* -5+1). Taka 5° -5+1=21,
tad 5° +1 dalas ar 21. Esam ieguvusi, ka a +b vértiba var biit 8,ja a=5 un h=3.
Otrkart, parliecinasimies, ka a + b vértiba nevar bt mazaka par 8.

Pieradisim un izmantosim $adu Lemmu: Jebkuram naturalam n skaitlis n* +1
nedalds ar 3.
Ir iesp€jami 2 gadijumi:

e ndalasar 3;tad n” dalasar 3 = n’ +1 nedalas ar 3;

e n nedalas ar 3; tad n’ —1=(n+1)(n—1) dalas ar 3 = n*+1=n*-1)+2

nedalas ar 3.

Tatad Lemma ir pieradita.
Ja b ir para skaitlis, t. i., b =2k, tad a” = (a*)? ir naturala skaitla kvadrats un a” +1
nedalas ar 3 (saskana ar tikko pieradito Lemmu) un tapéc nedalas art ar 3-7 =21 —
pretruna ar doto. Tatad b ir nepara skaitlis un atliek parbaudit b nepara vertibas, kas
ir mazakas par 8:

jab=1,tad a>20,jo a' +1 jadalas ar 21, bettad a +b > 21;

jab=3,tad a>5,jo a’ +1 jadalas ar 21, bettad a +b > 8;

jab=5,tada#1,a#2,a+#3,jo a’ +1 jadalas ar 21, bet tad a +b > 8;

jab=7,tad a#1,jo a’ +1 jadalas ar 21, bettad a+b > 8.

Tatad a +b vertiba nevar biit mazaka par 8.

Esam pieradijusi, ka mazaka iesp&jama summas a +b vértiba ir 8.

A.N.11.5. Ta ka katrs no skaitliem ir divu citu skaitlu starpibas modulis, tad visi
uzrakstitie skaitli ir nenegativi. Apliikosim lielako no tiem, apzim€&sim to ar L.
Savukart ar 4 un B apzimésim skaitlim L pulkstenraditaja virziena sekojoSos skaitlus
seciba ... L, A, B, ...,pietam 0< A< L un 0<B<L.

Lai butu speka vienadiba L =A4—-B|, tad vai nu A=L, B=0, vai art 4=0,
B=L.
Turpinot spriedumus Iidzigi par 4, B un citiem skaitliem, kas uzrakstiti apli,
iegiistam, ka visi apli uzrakstitie skaitli ir vai nu L, vai 0, pie tam tie sadalas &
grupinas pa trim (L, L, 0).
Tatad visu skaitlu summa ir 10 =2 - L - k, bet uzrakstito skaitlu skaits n =3k .
Esam ieguvusi, ka L -k =5, tatad ir iesp&jamas divas n vertibas:

e L=5k=1=>n=31=3;

e L=1,k=5=> n=3-5=15.
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A.N.12. Divpadsmita klase

A.N.12.1. Ta ka zem kvadratsaknes var atrasties tikai nenegativs skaitlis, tad
0<a*<1lun 0<h*><1;

0<+vl-a? <lun 0<+1-b <1;
—1<—/1-a*> <0 un —-1<—/1-b* <0;

—lsl—VL-zg—un—lsl—VLbzsl
2 2 2 2
%— l-a*|<= un l—\/l—b2 S%;

Ta ka %+l = % , tad, nemot kadu saskaitamo mazaku par 2 summa blis mazaka

1 . _ N _ - -
par —, un nevarés iegiit uzdevuma doto nevienadibu. Tatad uzdevuma dota

2 2
vienadiba izpildas tikai gadijuma, ja (é —V1-a’ j :i un (é —N1-b° j = i .

Tas nozimé, ka
N1-a® =0 vai y1-a® =1 un ¥1-b> =0 vai V1-b* =1;
a’=1vaia’>=0un b> =1 vai b*> =0;
a=xlvaia=0un b==%1 vai b=0.
Ta ka viena saskaitama veértiba neietekmé otra saskaitama vertibu, tad uzdevuma
dotajam vienadojumam ir 9 atrisinajumi: (0;0), (0;1), (0;—1), (1;0), (1;1), (1;—1),
(_1> 0)> (_la 1)> (_1;_ 1) .

AN.12.2. levérojam, ka S, =S50 +Swe TS umvs  Suse =Susr ¥ Sype UN
Swee = Sype +Sype (skat. Al4. zim.). Tatad, lai pieraditu prasito, atliek pieradit, ka
S auen = Swpe +Sngp- *)

A

<
<

B C
/P
Al4. zZim.
Ieverojam, ka AMPC augstums, kas vilkts no virsotnes C ir vienads ar
paralelograma AMPN ( AM || NP un MP || AN péc dota) augstumu, kas vilkts pret
taisni u. tapéc S, :%MP-hu :%SAMPN.

Lidzigi S, :%NP-hv :%S ey > JO ANBPaugstums no virsotnes B vienads ar

paralelograma AMPN augstumu, kas vilkts pret taisni v.

Tatad S, +Sz :%SAMPN +%SAMPN =S8 ,upy - Esam pieradijusi vienadibu (*),

tatad arT uzdevuma prasitais ir pieradits.
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A.N.12.3. Viegli parbaudit, ka skaitli 3, 5, 7 un 9 nav fantastiski: 3#9, 510, 7 #36

un 9 #8§.
Nepara skaitlis nevar biit fantastisks, ja kads no ta kvadrata cipariem ir para skaitlis,
jo tad ar reizinajums ir para skaitlis. Vairakciparu nepara skaitliem » apskatisim »°
decimala pieraksta pe&d€jo un priekSpedgjo ciparu:
e Ja n=10k+1, tad n> =100k*> +10-2k +1. Tatad n> pedgjais cipars ir 1 un, ta
ka 2k ir para skaitlis, tad priekSpedg&jais cipars — para cipars.
e Jan=10k+3,tad n> =100k> +10-6k +9. Tatad n* pédgjais cipars ir 9 un, ta
ka 6k ir para skaitlis, tad priekSp&d€jais cipars — para cipars.
e Ja n=10k+5, tad n’> =100k +100k +25. Tatad n’> pedgjais cipars ir 5 un
priekSpédgjais cipars — 2 (para cipars).
e Jan=10k+7,tad n* =100k> +140k +49 =100(k> + k) +10(4k +4) +9 . Tatad
n® pedgjais cipars ir 9 un, ta ka 4k +4 ir para skaitlis, tad priekSpedgjais cipars
— para cipars.
e Ja n=10k+9, tad n> =100k> +180k +81=100(k> + k) +10(8k +8) +1. Tatad
n® pedgjais cipars ir 1 un, ta ka 8k + 8 ir para skaitlis, tad priekSpedgjais cipars
— para cipars.
Tatad visiem vairakciparu nepara skaitliem to kvadratu decimalaja pieraksta
pirmspédg€jais cipars ir para skaitlis, [idz ar to tie nevar biit fantastiski, kas ar1 bija
japierada.

A.N.12.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka » nevar bt
lielaks par 1. Pienemsim, ka » >1. Tad visam rutinam ir vismaz divas kaiminu
rutinas. Aplikosim vienu riitinu, kura ierakstits vismazakais skaitlis (Sadas rutinas
var but arT vairakas). Taja ierakstitais skaitlis ir mazaks vai vienads ar visas (vairak
neka viena) kaiminu riitinas ierakstitajiem skaitliem — pretruna, tatad n <1.

Otrkart, paradisim pieméru, kas parada, ka uzdevuma nosacijumi var izpildities, ja
n = 1. Tabula var but, pieméram, $ada:

1] 2[3]4]|5] .. ]2008] 2009 | 2010 | 2010 |

Tatad lielaka » iesp&jama vertiba ir 1.

A.N.12.5. Katra daudzskaldpa Skautne ir mala tieSi divam skaldném, tatad divkarSots

daudzskaldna Skautnu skaits ir vienads ar visu skaldou malu skaitu summu. Tatad
daudzskaldna visu skaldnu malu skaitu summa vienmer ir para skaitlis.
Ja daudzskaldnim butu nepara skaits skaldgu un katrai skaldnei biitu nepara skaits
virsotnu (t. 1., nepara skaits malu), tad visu skaldnu malu skaitu summa biitu nepara
skaitlis, jo nepara skaita neparu skaitlu summa ir nepara skaitlis. Esam ieguvusi
pretrunu ar ieprieks pieradito, tatad neeksist€ daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits
skaldnu un katrai skaldnei ir nepara skaits virsotgu.
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A.V.LATVIJAS 61. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.V.9. Devita klase

A.V.9.1. Apskatam vienadojumu, kuram 5 =2011, t.i., x> +ax+2011=0. Péc Vjeta
teorémas, ja x, un x, ir §1 vienadojuma saknes, tad x,x, =2011 un x, +x, =—a.
Ieveérojam, ka 2011 ir pirmskaitlis. Lai x, un x, biitu veseli skaitli, tad x, un x,
vertibam ir jabut attiecigi vai nu 1 un 2011 (tad a =-2012), vai —1 un —2011 (tad
a=2012). Ta ka —2011<a <2011, tad vienadojumam x* +ax+2011=0 nav
veselu saknu ne pie kadam pielaujamajam a vértibam. Tatad nav iesp&ams, ka
visiem dotajiem vienadojumiem saknes ir veseli skaitli.

A.V.9.2. Pienemsim, ka ZC =90°, AC > BC (skat. A15. zim.).
B

D
AlS. zZim.

Savienojam virsotni C ar hipoteniizas AB un rinka linijas krustpunktu.
Ta ka ZCDA =90° ka ievilkts lenkis, kas balstas uz diametra, tad CD ir AABC
augstums un AABC ~AACD ~ACBD (pec pazimes w07, jo
ZACB = ZADC = ZCDB =90° un ZBAC = ZCAD = ZBCD =90° - /B.
Apziméjam AC =b, BC=a, AB=c, CD = h. Péc Pitagora teorémas a’ +b° = ¢’
jeb b=+c*—a’ .
Nevar but, ka BD=BC (tad CBD butu vienadsanu trijstiiris ar taisnu lenki pie
pamata, kas nav iesp&jams), tapec atSkeltais nogrieznis, kas vienads ar 1sako kateti, ir
AD = BC =a.Taka AABC~AACD, tad

AB BC AB AC c b

= = = = —=—. (%

AC CD BC CD a h

No AACD ~ACBD seko, ka

CD DA h a v
_—e,— =S — == D h2 = — - h = — .
BD CD c-a h ae=a) o

levietojot iegiito sakaribu un b =+/c’> —a’ vienadiba (*), iegilistam, ka
c_\/cz—a2 \/(c—a)(cha)_\/E

- a(c—a)

+1.

Z Ja(c—a)

Apzimgjot k>0 (jo ¢ un a ir trijstira malas), ieglistam k =~k +1. Kapinot
a

a

abas vienadojuma puses kvadrata un parnesot visus saskaitamos uz vienadojuma
kreiso pusi, ieglistam kvadratvienadojumu k> —k —1= 0. Iegiita vienadojuma saknes

+
it k,, = % Taka k > 0, tad mekleta attiectba ir < = & = ”2*/5 .
a
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A.V.9.3. Mekleto 81 skaitli varam atrast, pieméram, izveidojot 9 grupas ar 9 skaitliem
katra grupa sada veida:

1. grupa | 2. grupa | ... i-ta grupa «. | 9. grupa
111 212 T 919
122 223 i2(i+1),jai<9,vai i2(i+1-9),ja i=9 921
133 234 3(i+2),jai<8,vai i3(i+2-9),jai>8 932
199 291 i9(i—1),ja i>1,vai199,ja i =1 998

Parbaudam, ka izv€létie skaitli apmierina uzdevuma nosacijumus. TieSam:
e ja visiem skaitliem izsvitrojam pirmo ciparu, ieglstam dazadus divciparu
skaitlus, kas nesatur O (tie izvietoti augosa seciba, ja skatas pa rindam);
e ja visiem skaitliem izsvitrojam otro ciparu, tad ieglistam visus divciparu skaitlus,
kas nesatur 0;
e ja visiem skaitliem izsvitrojam treSo ciparu, tad ieglistam visus divciparu
skaitlus, kas nesatur O (tie izvietoti augosa seciba, ja skatas pa kolonnam).

A.V.9.4. Cetrus atsvarus A, B, C, D pa pariem var sadalit tris dazados veidos: AB un
CD, AC un BD, AD un BC. Tatad pavisam tika veiktas trTs svérSanas.
Pienemsim, ka atsvaru masas ir x > y > z > ¢. Tad divu sv@rSanu rezultati vienmer ir
noteikti viennozimigi: x+y>z+¢ un x+z > y+¢. TreSaja sveérSana ir iespgjami
abi rezultati. Apskatisim abus gadijumus:
® ja x+t¢> y+z,tad atsvars ar masu x vienmer ir bijis uz smagaka kausa, tap&c ir
vissmagakais, bet nevar noteikt visvieglako atsvaru (visi pargjie ir 1 reizi bijusi
uz smagaka kausa un 2 reizes — uz vieglaka).
® ja x+t< y+z,tad atsvars ar masu ¢ vienmger ir bijis uz vieglaka kausa, tapéc ir
visvieglakais atsvars, bet nevar noteikt vissmagako atsvaru (visi pargjie ir 1 reizi
bijusi uz vieglaka kausa un 2 reizes — uz smagaka).
Tatad, saskaitot cik reizes katrs atsvars ir bijis uz vieglaka kausa un cik reizes — uz
smagaka, var atrast vai nu vissmagako, vai visvieglako atsvaru — to, kur§ visas tris
reizes bijis attiecigi vai nu uz smagaka, vaivieglaka kausa, tacu abus divus
atsvarus — gan smagako, gan vieglako — vienlaicigi noteikt nevar.

A.V.9.5. Pienemam, ka spélétaji ap galdu pulkstenraditaja virziena séz seciba A, B, C.

Saskaitisim, cik kartas katrs sp€létajs ir ieguvis 3 punktus. Spélétajam A So kartu
skaitu apzim&jam ar a, spélétdjam B — ar b, spélétadjam C — ar c¢. Tad kopgjais
speletaja A kopsumma iegtito punktu skaits ir 3a —2¢ — b, speletaja B punktu skaits
ir 3b—2a—c, bet speletaja C punktu skaits ir 3c—2b—a. Pienemam, ka spélés
beigas speletajs A kopsumma ieguva 0 punktus (citos gadijumos spriedumi lidzigi).
Tatad 3a—2c—b=0 jeb b=3a—-2c. Tad speletaja B iegltu punktu kopsumma ir
3b-2a—-c=3Ba—-2c)-2a—c=9a—-6¢c—-2a—-c="7(a—c), bet speletaja C iegiito
punktu kopsumma ir 3¢ —2b—a=3c—-2(3a—-2c)—a=3c—6a+4c—a="7(c—a).
Tatad abu par€jo spé€létaju iegito punktu kopsumma dalas ar 7, tapéc nevienam
speletajam nevar biit 48 punkti, jo 48 nedalas ar 7.
Spélétaja B punktu summa var bit 49, ja, pieméram, A ir uzvargjis 7 kartas, B ir
uzvargjis 21 karta, bet C nav uzvargjis neviena karta. Tiesam, sp@létajs A tad ir
ieguvis 3-7—2-0-21=0 punktus, spélétadjs B — 3-21-2.7-0=49 punktus,
speletajs C — 3-0—2-21—-7 =—-49 punktus.

84



A.V.10. Desmita klase

A.V.10.1. Izmantojot funkciju grafiku transformacijas,
f(x)= H|x—a| —a‘ —a‘ grafiku, kur a — reals pozitivs skaitlis, grafiku (skat. A16. —

uzzimeésim funkcijas

A20. zim.).
A A
f(x) f(x)
f(x)=|x|-a f(x)=|x—d|-a
a 0 a ; 0 a 2a x;
-d
Al6. zim. Al7. zim.
A
f(x) f(x)= Hx - a| — a‘
0 a 2a x>
A18. zim.
] f(x)=|x-a|-a|-a
0 a 2a 3a x>
-a
A19. zim.
S
f(x)= H|x—a|—a‘—a‘
a
-a 0 a 3a X >
A20. zim.

Viegli ieverot, ka, lai atrisinatu doto vienadojumu, nepiecieSams atrast divu $adu
funkciju (pie @ =2011 un a =1201) grafiku krustpunktus (skat. A21. zim.).
S(x)

3

-2011 -1201 |0 1201 2011 3603 6033

A21. zZim.

X
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Siem grafikiem ir &etri krustpunkti, kas arT dota vienadojuma atrisinajumi. Ta ka doto
grafiku nogriezni ar x asi veido 45° un 135°lielus lepkus, tad
~ —2011+(-1201) _1201+2011

X, 5 ~1606, x, = === =1606,
. 2011;3603 _ 2807, x, = 360342-6033 _as1g.

A.V.10.2. Trijsturt NBC nogrieznis BX ir gan bisektrise, gan augstums, tapéc ANBC ir
vienadsanu un NB = BC. Ta ka BX ir arT mediana, tad NX = XC (skat. A22. zZim.).

K B

M
A22. zim.

Trijstirt NMC nogrieznis MX ir gan mediana, gan augstums, tapéc ANMC ir
vienadsanu trijsttris un NM = MC.

Ievérojam, ka ANBC ~ ANOA (p&c pazimes ,,/{”, jo ZONA = ZBNC ka krustlenki
un ZAON = ZCBN ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka AC),
tapeéc AAON ar1 ir vienadsanu trijsttris un O4 = ON .

Lidzigi iegust, ka ANMC ~ ANOK (péc pazimes ,,//”, jo LONK = ZMNC ka
krustlenki un ZKON = ZCMN ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa
loka KC), tapeéc AKON arT ir vienadsanu trijstiiris un OK = ON .

Tatad esam ieguvusi, ka 40 = OK = ON , kas ar1 bija japierada.

A.V.10.3. a) Katra rinda un katra kolonna jabut vismaz vienai aizkrasotai rutigai (ja
tadas rindas vai kolonnas nebiitu, tad no tas vartu izgriezt figiru 1x5 rutinas). Ta
ka ir tieSi seSas aizkrasotas riitinas, tad katra rinda un katra kolonna ir tieSi viena
aizkrasota ritina. Aplukosim to kolonnu, kura aizkrasota riitina atrodas pirmaja
rinda. Tada kolonna eksist€, jo pret§ja gadijuma 1. rinda nebiitu aizkrasota neviena
riitina. Saja kolonna vieniga aizkrasota riitipa atrodas pirmaja rinda, lidz ar to
2.-6. rindas rutinas veido neaizkrasotu ritinu taisnstiiri ar izmeriem 1x5 ratinas.
Tatad nevar izpildit uzdevuma prasibas, ja aizkrasotas ir tikai 6 riitinas.

b) Uzdevuma prasibas var izpildit, ja ir aizkrasotas 7 ritinas, piemeram, ta, ka
redzams A23. zim&uma.

A23. zim.
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AV.104. Ta ka f(x) ir polinoms, tad to var wuzrakstit forma
f(x)=ax"+..+ax+a,, kur a,,i=0,1, ..., n,ir veseli skaitli.
Apskatam starpibu
fx)-f=ax"+.+ax+a,—(a,y" +..+a,y+a,)=
=a,(x" -y )+..+a(x-y).
Izmantojot formulu a”" —b" = (a —b)(a”’1 +a"*b+a"’b’ +...+ab"? +b”’1), kur n
ir naturals skaitlis, ieglistam, ka katrs saskaitamais g, (x'=y"), kur i=1,2,...,n,
dalas ar (x — y). Tatad ar1 starpiba f(x)— f(y) dalasar (x—y).
Ta ka f(2011)— f(11)=100-1000=-900 nedalas ar 2011-11=2000, tad
uzdevuma dotais nav iesp&jams.

A.V.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir 2 dalas. Pirmkart, pieradisim, ka n>7. Ta ka
vajag izveidot divus trijstlirus bez kopigam virsotném, tad bus vajadzigi vismaz sesi
punkti. A24. zZim&uma paradits piemérs ar 6 punktiem, no kuriem nevar izveidot
divus platlenka trijstiirus bez kopigam virsotném.

E
4 gcD
A24. zZim.
Punkts O ir rinka linijas centrs un punkti 4, B, C, D, E atrodas uz rinka Iinijas, pie
tam ZAOE ir Saurs. Ta ka ir tikai seSi punkti un jaizveido divi trijstiri, tad katram
punktam jabut kada trijstiira virsotnei. Bet jebkurs no trijstiiriem, kura viena virsotne
ir O, ir Saurlenku. Ta ka eksisté tads 6 punktu izkartojums plakn€, kad uzdevuma
nosacijumi neizpildas, tad n > 7.
Otrkart, pieradisim, ka ar septinpiem punktiem vienmér pietiek, lai izpilditos
uzdevuma dotais nosacijums.
Lemma 1. Ja izliekts Cetrstiris nav taisnstiris, tad kadas tris no ta virsotném veido
platlenka trijstiri.
Izliekta Cetrstiira iekS€jo lenku summa ir 360°, tatad, ja ne visi ta lepki ir 90°, tad
kads no lenkiem bis lielaks par 90° — §1 virsotne un divas tas blakus virsotnes veido
platlepka trijsturi. Esam pieradijusi Lemmu 1.
Lemma 2. Ja dots trijstiris ABC un punkts D ta iekSpusé, tad vismaz divi no
trijstiriem ABD, BCD, CAD ir platlenka.
Apliikosim lenkus ADB, BDC, CDA (skat. A25. zim.). So lenku summa ir 360° un
katrs no tiem ir mazaks neka 180°, tatad vismaz divi no Siem lenkiem ir lielaki neka
90°. Esam pieradijusi Lemmu 2.
A

A25. zim.
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Iesp&jami divi gadijumi, ka dotie 7 punkti var biit izvietoti:
e Punkti veido izliektu septinstiiri (skat. A26. zim.).

B
B

E
C

D
A26. zZim.

Izliekta septinstiira katrs iek$gjais lenkis ir mazaks neka 180° un visu ieks$gjo
lepku summa ir §, =180°-(7—-2) =180°-5. Pienemsim, ka ir tieSi 4 Saurie vai
taisnie lenki. So Getru lenku summa neparsniedz 4-90° =360°=2-180°. Ta ka
par§jo tris lenku summa noteikti ir mazaka neka 3-180°, tad visu septinu lenku
summa ir mazaka neka 5-180° — ieglistam pretrunu. Tatad Sauro vai taisno
ieksgjo lenku skaits ir mazaks neka 4 jeb ir vismaz 4 plati lenki.

Aplukosim virsotnu parus (4, D), (D, G), (G, C), (C, F), (F, B), (B, E), (E, A).
Ta ka no lenkiem ar virsotném punktos 4, B, C, D, E, F, G vismaz 4 ir plati
lenki un katrs no lepkiem paros paradas tiesi divas reizes, tad kada no pariem
bis divi plati lenki. Sie divi punkti kopa ar blakus virsotnem veido divus
platlenka trijstirus bez kopigiem punktiem.

e Dotie septini punkti neveido izliektu septinstiiri (skat. A27. zim.).

B E

A
A27. zim.
Varam izvéleties Cetrus punktus un apzimeét tos ta, ka 4, B, C veido trijstiiri un D
atrodas ta iekSpusé (skat. A7. zZim.); pargjos punktus apzimesim ar E, F, G. No
Lemmas 2 seko, ka vismaz divi no trijstiiriem ABD, BCD, CAD ir platlenka;
varam pienemt, ka tie ir AABD un ABCD.
Ja punkti E, F, G, C neveido taisnstiiri, tad no tiem var izveidot platlenka
trijstiiri (saskana ar Lemmu 1 — ja izliekts Cetrsturis, un Lemmu 2 — ja ieliekts
Cetrstiiris), un punkti 4, B, D veido otru platlenka trijstiiri.
Ja E, F, G, C veido taisnstiri, tad E, F, G, A neveido taisnstiri (citadi 4 un C
atrastos viena punktd), un no tiem var izveidot platlenka trijsturi (saskapa ar
Lemmu 1 — ja izliekts Cetrsturis, un Lemmu 2 — ja ieliekts Cetrstiiris), otru
platlenka trijstiiri veido punkti B, C, D.
Esam pieradijusi, ka jebkuriem 7 plakn€ novietotiem punktiem var atrast 2 platlenka
trijstiirus ar virsotném $ajos punktos ta, lai So trijstiiru virsotnes nesakrit.
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A.V.11. Vienpadsmita klase
A.V.11.1. Apskatisim vektorus ar koordinatam x= (a; b; c) un ;;: (m;n; p). Ta ka

[ 2 2
=4z, +z; +z;, tad no

dotajam sakaribam a’ +b° +c*> =1 un m”> +n’° + p> =1 seko, ka vektoru x un y
garums ir 1. Savukart izteiksme am + bn + cp izsaka So vektoru skalaro reizinajumu

-

vektora z =(z,; z,; z;) garumu aprékina péc formulas |z

}; Ta ka péc definicijas x-y :|)?|-|)7|-cos()?,)7j :l-l-cos(i,)?j:cos(fc,}j un
—lﬁcos()?,j/jsl, tad -1<x-y<1 jeb —1<am+bn+cp<1, kas arl bija
japierada.

AV.11.2. Taka AD = AB+ DC, tad uz malas AD var atrast tadu ieks$&ju punktu E, ka

AE = AB un ED = CD (skat. A28. zZim.).
A

D t c
A28. zZim.
Trijstiris EAB ir vienadsanu un ta pamata pielenki ir vienadi, tapéc

ZAEB = % (180° — ZEAB) = 90° — % ZEAB.
Lidzigi ieglistam, ka ZDEC = %(1 80°— ZEDC) = 90° — % ZEDC |

Tatad ZBEC =180°—- ZAEB — ZDEC =180°-90° + %AEAB -90° + % ZEDC =

= %(ZEAB + ZEDC) = % -180° =90° (tika izmantots fakts, ka trapeces sanu malas

pielenku summa ir 180°).

Tatad ABEC ir taisnlenka trijstaris. Sim trijstirim apvilktas rinka Iinijas centrs
atrodas hipotentizas BC viduspunkta Fun EF = BF = CF ka radiusi.

Ta ka AABF = AAEF (péc pazimes ,,mmm”, jo AE ir kopiga mala, BF = EF un péc
konstrukcijas 4B = AE), tad LZEAF = ZFAB ka attiecigie lenki vienados trijstiiros,
varam secinat, ka AF ir lenka BAD bisektrise.

Lidzigi (no trijstiru FED un FCD vienadibas) iegust, ka DF ir lenka ADC bisektrise.
Tatad malas BC viduspunkts F' ir lepku BAD un ADC bisektrisSu AF un DF
krustpunkts, kas arT bija japierada.
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A.V.11.3. Parbaudam, ka mazakais pirmskaitlis p =2 neder, jo 27" +2=2,5, kas nav
pirmskaitlis, bet p =3 der, jo 3* +2 =81+ 2 =83, kas ir pirmskaitlis.
Ja pirmskaitlis p >3, tad Skirosim gadijumus, kad p=3k+1 un kad p=3k+2
(Gadijums p =3k nav jaapskata, jo Saja gadijuma p dalas ar 3 un tatad p nav
pirmskaitlis.):
e ja p=3k+1, tad katram n skaitlis p" =3k +1)" = C,-(3k)'-1"", dalot to ar
i=0
3, dod atlikumu 1, jo vienigais saskaitamais, kas nedalas ar 3 ir 1 (ja i=0).

Tatad p” " 42 dalasar 3, tapéc tas nav pirmskaitlis.
e ja p=3k+2;taka p >3, tad p ir nepara skaitlis (para skaitlis, kas nav vienads
ar 2, nav pirmskaitlis) un p* — 5 ir para skaitlis. veicot parveidojumus, ieglistam
P =Gk +2)" =(3k+2)?)" = (9k> +6k+3+1)" = (33k> + 2k +1) +1)".
Ievérojam, ka skaitlis p*”, dalot ar 3, dod atlikumu 1. Tatad arT $aja gadijuma
p’ " 42 dalasar 3, tape&c tas nav pirmskaitlis.
Esam ieguvusi, ka vienigais pirmskaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 3.

A.V.11.4. Katru punktu nosaciti sadalam divas dalas: taja, kas atrodas loka sakuma un
taja, kas atrodas loka beigas. Pienemam, ka uz katra loka uzrakstitais skaitlis ir ta

sakuma un beigu puspunktu vertibu summa. Ar z  apzim&am zala sakuma

puspunkta vértibu, ar z, — zala beigu puspunkta vertibu, ar s, — sarkana sakuma

puspunkta vertibu un ar g, — sarkana beigu puspunkta vertibu. legustam
vienadojumu sistemu:

z, +s, =1 ¢))

z, +z, =2 (2)

s, +s, =3 3)

s, +z, =4 (4)

No (2) atnemot (1), iegiistam z, —s, =1.
No (4) atnemot (3), ieglistam z, —s, =1.
Ta ka ieguvam vienu vienadojumu ar 2 nezinamajiem, tad pienemam, ka s, =c, kur
c ir reals skaitlis. Aprékinot pargjos nezinamos, iegiistam, ka z, =1+c, s, =3—c
un z, =1-c.
Katrs punkts ir viena loka sakums un viena loka beigas, tatad meklgjamaja summa
katra punkta vertiba tiek ieskaitita tieSi vienu reizi. Lidz ar to visu uz lokiem
uzrakstito skaitlu summa ir

707(s, +5,)+1304(z, +2,)=707-3—c+c)+1304-(1-c+1+c¢) =

=707-3+1304-2=4729.
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A.V.11.5. No visiem trijstiriem ar virsotném dotajos punktos izv€lamies trijstiiri ABC
ar vislielako laukumu (vai vienu no $adiem trijstiriem, ja to ir vairak). Caur katru
trijstira ABC virsotni novelkam taisni, kas ir paraléla trijstiira pret&jai malai. Sis
taisnes krustojas punktos K, L, M (skat. A29. zim.).

A29. zim.

Aplikosim taisni KL. Ta dala plakni divas pusplaknés. Pieradisim, ka visi dotie
punkti atrodas taja pusplakné, kura atrodas trijsturis 4BC. TieSam, ja kads no
dotajiem punktiem, pieméram, P atrastos pretgja puse, tad trijstira ABP laukums
butu lielaks neka trijstira ABC laukumu (Siem trijstiiriem ir vienadi pamati AB, bet
trijstira ABP augstums ir lielaks neka trijstira ABC augstums pret malu 4B). Lidzigi,
aplikojot taisnes ML un MK, secinam, ka visi dotie plaknes punkti pieder trijstiirim
MKL. Ta ka péc dota jebkura trijstira laukums, kura virsotnes atrodas dotajos

plaknes punktos, neparsniedz 1 cm?, tad S,,, =4S, <4cm?, un lidz ar to

prasitais apgalvojums ir pieradits. Ja S,,, <4cm®, tad trijstiri KLM var

,.palielinat”, kadu no ta malam paraléli parbidot, ta, lai S,,, =4 cm”.

A.V.12. Divpadsmita klase
A.V.12.1. Piepemsim, ka /9 +3/4 -2 >3/6 +312 - 23/2.

Veicam ekvivalentus parveidojumus: i/3_2 + §/2—2 —2-33.2-33.4+ W >0.
Pareizinam nevienadibas abas puses ar 2 un atdalam pilnos kvadratus:
A2 + 232 —4-2332 2434+ 2347 >0,
(W3] - 2832+ (2] )+ ([3) 234+ Wa) )+((2) -4+ {a) )>0.
Ieverojot, ka 4=2-2=2- m, iegiistam
{3 -V2) + {3 -¥a) + {2 -¥4f >o0.
Ta ka (a-b)* >0, ja a=b, tad esam ieguvusi pareizu nevienadibu. Tatad
sakotngjais pien€mums ir pareizs, t. i., skaitlis /9 +3/4 -2 ir lielaks neka skaitlis
Yo +312-232.
A V.12.2. Ar R un S apzim&am attiecigi BP un BQ krustpunktus ar MN (skat.
A30.zim.). NM|AC, jo NM ir viduslinija, tpéc ZPAX = ZPMR ka ieksgjie

Skérslenki. Ta ka péc dota AP=PM un LAPX = /ZMPR ka krustlepki, tad
AAPX = AMPR (péc pazimes ,,/mfl”). Tatad AX = RM ka atbilstosas malas
vienados trijstlros.

AAPX = AMPR ,jo AX||RM un AP = PM . Tadeé]l AX =RM .
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X Y

A30. zZim.
Savukart RM ir AXBC viduslinija (jo M ir BC viduspunkts un RM ||XC ), tapéc
XC =2RM . Tegiistam, ka 24X = XC jeb

24X = XY +YC . (%)
Lidzigi, pieradot, ka ACYQ = ANQS, iegiistam, ka 2YC = AX + XY . (**)
No (*) atpemot (**), iegiistam, ka AX =YC . levietojot So vienadibu (*), iegiistam,
ka 24X = XY + AX jeb AX = XY , tatad AX = XY =YC, kas ari bija japierada.
A.V.12.3. Piepemsim pret§jo, ka tadi skaiti m un n eksiste. Tad
m* =(@2n)" —1=(2n)" =1)(2n)" +1). Ta ka (2n)" =1 un (2n)" +1 ir divi viens
otram sekojo$i nepara skaitli, tad tie ir savstarpgji pirmskaitli no ka seko, ka
(2n)" —=1=a’ 21 un 2n)" +1=5b> > 1.
levérojam, ka b° —a’ = 2. levérojam, ka mazaka starpiba ir starp diviem péc kartas
sekojosSiem nepara skaitlu kubiem. Apskatisim So starpibu:
@2n+3) —@2n+1)* = @n+3-2n-1)(2n+3)’ + 2n+3)2n+ 1)+ 2n+1)* )=
=2-(2n+3)* +2n+)2n+1)+Q2n+1)>)> 2.

Esam ieguvusi, ka nav divu tadu nepara skaitlu, kuru kubu starpiba biitu 2. Tatad
neeksisté tadi naturali skaitli # un m, kuriem ir patiesa vienadiba (2n)*" —1=m".

A.V.12.4. Pienemsim, ka kadam x izpildas nevienadiba g(x) > x. Tad g(g(x)) > g(x),
jo funkcija ir stingri augoSa un g(g(x))+ g(x) > x+ x =2x — pretruna ar doto, ka
g(g(x)) +g(x)=2x.

Gadijuma, ja g(x)<x, tad g(g(x))<g(x), jo funkcija stingri augoSa, un

g(g(x))+ g(x) < x+x =2x — pretruna ar doto.

Atliek vienigi parbaudit gadijumu, kad g(x) = x visam realam x vertibam:
g(g(x)+gx)=g(x)+x=x+x=2x.

Tatad vieniga funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir funkcija g(x) = x.

A.V.12.5. Ar matematiskas indukcijas metodi pieradisim $adu Lemmu: Virkni, kas
sastav no cipariem c,, c,, ..., ¢, sauc par universalu, ja jebkuru virkni, kurd katrs no
cipariem c,,c,,...,c, ir sastopams tiesi vienu reizi, var iegiit no dotas virknes,
izsvitrojot taja dazus ciparus. Universalas virknes garums nevar biit mazaks ka
k(k+1)

5

k(k+1 . o . . .
Baze. Ja k=1, tad % =1 un netuksa virkn€ ir vismaz 1 simbols, kas ir patiess
apgalvojums.
Induktivais pienémums. Pienemam, ka apgalvojums ir patiess virknei, kas sastav no
k cipariem.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir speka virknei, kas sastav no k& +1
cipara. Pienemsim, ka ir universala virkne garuma S. P& Dirihl€ principa vismaz
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viens no cipariem c,,i€{l,2,..., k+1} nav starp pirmajiem k universalas virknes
cipariem. Izsvitrosim visus $adus ciparus ¢, un visus ciparus, kas ir pirms pirma
cipara c,. Atlikusas virknes garums biis ne vairak ka S—k -1, jo tika izsvitrots
vismaz viens ¢ un vismaz k cipari pirms pirma c, .

Atlikust virkne ir universala, jo, ja virkni c,a,a,..a, var€ja iegiit no sakotn&jas
virknes, tad §is virknes dala a,a,...a, atradas péc pirma c,, un tapéc neviens no tas

cipariem netika izsvitrots. Tapéc péc induktiva pienémuma S—k—12 @ jeb

s k(k2+ ) (k+D(k+2)

2

Secinajums. Ta ka uzdevuma doti 10 cipari, t. 1., £k =10, tad péc Lemmas universala
10-(10+1)

+(k+1) =

virkne V' satur vismaz =55 ciparus.
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A.A. LATVIJAS 38. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.A.9. Devita klase
A.A.9.1. Vienadojumu var parveidot ka
P r 1 1
x2+24 xy+24 xy+24 p 424
Abas vienadojuma pusés vienadojot saucgjus, ieglstam, ka
xy+24—x>-24 _ y? +24—xy—24
(1 24) (1 24) (0 +24) 1 24)
x(y —x) _ y(y—x)
(x> +24)(xy +24)  (* +24)(xy +24)
Izdalot abas puses ar (y—x) (to var darit, jo x=#y) un pareizinot ar
(xy +24)(x* +24)(»* +24) # 0, iegilistam, ka
x(y? +24) = y(x* +24).
Parnesot visus saskaitamos uz vienu pusi, iegiistam, ka
xp’ —x*y+24x-24y=0.

Sagrupgjot iegtistam, ka
xy(y —x) = 24(y —x) =0 jeb (xy —24)(y —x) =0.
Ta ka x# y, tad xy =24. Sim vienadojumam naturalos skaitlos ir 8 atrisinajumi:
(1;24), (2,12), (3:8), (4,6), (6;4), (84, (12:2), 241).
Veicam parbaudi (simetrijas p&c var parbaudit tikai pirmos Cetrus atrisinajumus):

. 1 . 12 ;
17 +24 24*+24 24+24
o _ 1
25 24.25 24°
24+1 1
24.25 24°

25 1,
24.25 24°
1 1 2

[} + = ;
22424 12 +24 24+24
1 1 1 6+1 1
_— _—— = =—
28 12-14 24 6-28 24

71,
6-4-7 24°
1 1 2
[ ] + = ;
3424 8 +24 24+24
1 1 1
+ =—;
9+24 64+24 24
88+33 121 1
33-88  3-11-11-8 24°
1 1 2

[} + = ;

4> +24 6% +24 24+24
1 1 1

+ =—;
16+24 36+24 24
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Lt 3+2 1
40 60 120 24
Parbaude liecina, ka visi 8 atrisinajumi der.

A.A.9.2. Taisnlenka trijstlirT medianas, kas vilkta no taisna lepka virsotnes, garums ir
puse no hipotentizas garuma. Apskatot taisnlenka trijstiirus ABC un PBC, ieglistam,
ka AM =BM =CM un PN=BN=CN  (skat. A31. zim.). Tapéc
AMBN = AMCN (péc pazimes ,,mmm”) un ZBMN = ZCMN ka attiecigie lenki
vienados trijstiiros.

B

A M C
A31l. zim.

MN ir AAPC viduslinija, tapéc AP||MN un LCMN = ZCAP ka kapslu lepki. Tatad
ZBMN = ZCMN = LCAP = ZBAC, kas ar1 bija japierada.

A.A.9.3. Aplikosim vienadojumu ax® —bx+c=0. levietojot x=—-1 iegiistam, ka
a+b+c=0.Tatad,ja a+b+c=0,tad x =—1 ir §1 vienadojuma sakne.
Tatad pirmais rukitis vienmer var panakt prasito, ja izv€las tadus 3 skait]us, kuru
summa ir 0, jo tad, lai ka otrais rikitis tos saliktu ,,#” vietas, vienadojumam noteikti
biis vismaz viena racionala sakne x = —1.

A.A9.4. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka lielakais
skaits pec kartas sekojosu naturalo skaitlu ar uzdevuma doto ipasibu ir 3. Meklgjam

tadus naturalus skaitlus N, kuriem eksisté tadi naturali skaitli x un y, ka x> —y> = N.
Lai kadi butu x un y, skaitliem (x—y) un (x+ y) ir vienada paritate, t. i., abi skaitli
ir vai nu para, vai — nepara. Apskatisim, kadi para skaitli ir izsakami ka divu naturalu
skaitlu kvadratu starpiba. Ja N = x> — y*> = (x— y)(x + y) — para skaitlis, tad (x - y)
un (x+ y) ir para skaitli un N jadalas ar 4. Esam ieguvusi, ka lielakais p&c kartas
sekojosu $adu skait]u skaits var bt tris: 4k —1, 4k, 4k +1 (t. i., tikai viens no tiem
var bt para skaitlis), jo 4k —2 un 4k + 2 ir para skaitli, kas ar 4 nedalas.

Otrkart, paradam, ka eksisté 3 pec kartas sekojosi naturali skaitli, kurus var izteikt ka
divu naturalu skaitlu kvadratu starpibu. Tie var biit, piem&ram, 11, 12 un 13, jo

11=6>-5%,12=4*-2*un 13=7% —-6°.

A.A9.5. Izkrasojam dotaja taisnstiiri katru treSo diagonali ta, ka paradits A32.
ZIm&juma.

A32. zim.

leveérojam, ka sienazis, izpildot atlautos gajienus, no melnas riitinas var nonakt tikai
melna ritina. Tatad no riitinas A vin$ nekad nenonaks riitinas B un D. Ritina C
siendzis var noklit, piem&ram, ejot uz augsu pa diagonali AC.
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A.A.10. Desmita klase

A.A.10.1. Izmantosim faktu, ka péc kartas sekojo$i naturali skaitli veido aritmé&tisko
progresiju ar diferenci 1. Aritmétiskas progresijas n péc kartas nemtu loceklu
a,a+l,...,a+n—-1 summa ir S, = (a+a+2n—1)-n = (2a+nz—1)-n . Tatad

Qa+n-1)-n

nepiecieSams atrast visas tas n veértibas, kuram n>1 un =2011 jeb

(2a+n-1)-n=4022.

Sadalam skaitli 4022 pirmreizinatajos: 4022=2-2011. Ta kd n<2a+n—-1, tad
iesp&jams tikai gadijums, kad n=2 un 2a+n—-1=2011. Tatad virknes pirmais
loceklis @ =(2011-2+1):2=1005.

Esam ieguvusi, ka skaitli 2011 ka vairaku péc kartas sekojoSu naturalu skaitlu
summu var izteikt viena vieniga veida: 2011=1005+1006.

A.A.10.2. Ta ka trijstiiri ABC un ABD ir taisnlenka trijstiiri, tad ACBD pretgjo lenku
summa ir 180°, Tatad ap Cetrstiiri ACBD var apvilkt rinka Iiniju (skat. A33. zim.). ST
rinka Iinija sakrit ar trijstiriem ABC un ABD apvilktajam rinka Iinijam, tatad 4B ir
§1s rinka linijas diametrs.

4

A33. zZim.

Ta ka CD ir LACB bisektrise, tad £ACD un £BCD ir divi vienadi ievilkti lenki, tatad

U AD = UBD . Esam ieguvusi, ka 4D = BD ka hordas, kas savelk vienadus lokus,
tatad AABD ir vienadsanu taisnlenka trijstiiris, kura hipoteniizas garums ir 10 cm.

Izmantojot Pitagora teorému, iegtistam, ka AD=BD = 52 cm, tatad
_AB-BD 5252 _

=" > 25cm’.

S

A.A.10.3. Vienadojumam «° =b° vispariga gadijuma iesp&jami divi atrisinajumi:
a=buna=-b.
Aplikosim pirmo vienadojumu un apskatisim abus iesp&amos ta atrisinajuma
variantus:
o x—y=z-2=z-x=2-y (*)
Ievietojot (*) treSaja vienadojuma, iegiistam vienadojumu
2-3)"=(y-6)";
4—4y+y° =y* —12y+36;
8y =32.

Tatad y =4.

Tad no (*) iegustam, ka z—x=2-4 jeb z=x-2. Tatad varam izteikt:

y—z =6-x.levietojot to otraja vienadojuma, iegtistam vienadojumu
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(6-%) = (x—4)’;
36 -12x+ x> =x* —8x+16;
—4x =-20.
Tatad x=5un z=5-2=3.
o x—y=2-z=>y—-z=x-2 (**)
Ievietojot (**) otraja vienadojuma, iegiistam vienadojumu
(x=2)" = (x=4)’;
x*—4x+4=x"-8x+16;
4x=12.
Tatad x=3.
Tad no (**) iegiistam, ka y—z=3-2 jeb y=z+1. Tatad varam izteikt:
y—6=2z-5.levietojot to treSaja vienadojuma, ieglistam vienadojumu
(z-3)* =(z2-5)*
22 —6z4+49=2z>-10z+25;
4z =16.
Tatad z=4un y=4+1=5.
Esam ieguvusi, ka dotajai vienadojuma sist€mai ir iesp&jami divi atrisinajumi:

x=5 x=3
y=4un<{y=5.
z=3 z=4

Veicam parbaudi, kas parada, ka abi atrisinajumi der:
(5-4"=(3-2) 1=1

e 1(4-3=(5-4)" = {l=1;
(3-5)*=(4-6)° 4=4
3-3°=(4-2° [(4=4

e :(5-47=(3-4) = {1=1.
(4-3)>=(5-6)° 1=1

A.A.10.4. Ta ka rinka Iinija sadalita 19 lokos, tad nav tadu 9-stiira un 10-stiira virsotnu,
kas sakristu. Tapéc, izmantojot Dirihl€ principu, ieglistam, ka noteikti ir divas tadas
10-stira virsotnes B; un Bj;, kas pieder lokam A4;4;:1, ko veido divas 9-stura

virsotnes (skat. A34. zim.).
A;
B;

B:
j+1
Ain

A34. zim.
Regulara 9-stuira virsotnes sadala rinka Iiniju 360°:9 = 40° lielos lokos, bet 10-stiira
virsotnes  rinka  liniju  sadala  360°:10 =36° lielos  lokos.  Tatad
VAB+VUB, A, =VA4A4,-UB B, =40°-36°=4°. Ja divu loku lenkisko
lielumu summa ir 4°, tad vismaz viens no So loku lenkiskajiem lielumiem
neparsniedz 2°, kas ar bija japierada.

Jj+l
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A.A.10.5. a) Izkrasojot vienibas kubinus pamiSu melna un balta krasa (ta, ka kubini,
kam ir kopiga skaldne, nokrasoti dazadas krasas), augs€jo kubinu — melnu, iegtistam,
ka melnie kubini ir 16, bet baltie — 14.

Klucitis satur tiesi vienu melnu un 1 baltu kubinu, tatad no Alucisiem nevar izveidot
figtiru, kas satur dazada skaita melnos un baltos kubinus, un uzdevuma prasitais nav
iespéjams.

b) Torni var salikt, izmantojot stirisus. Pieméru skatit A35. Zim&juma (zZim&juma pa
slaniem attelots, kurs vienibas kubins pieder kuram stiritim).

4 17 313]4] [1]1] [1]

7 17 2134 212
5 |10 6155
10 ] 10

O || |oo
O |\O ||

A35. zim.

A.A.11. Vienpadsmita klase

A.A.11.1. Uzrakstam katrai virknei vispariga locekla formulu:
(1) 1+14k,
(2) 2+151,
(3) 3+16m,
kur k, [, m — veseli, nenegativi skaitli.
Atradisim skaitlus, kas vienlaicigi pieder aritmétiskajam progresijam (1) un (2). Tie
ir skaitli, kas vienlaicigi izsakami gan forma 1+ 14k, gan forma 2+15/, tatad
jaizpildas vienadibai 1+ 14k =2 + 15/ . Varam izteikt

14k =1+151=141+1+1.

Vienadibas 14k =14/+/+1 kreisa puse dalas ar 14, tapec ar1 vienadibas labajai
pusei jadalas ar 14. Ta ka skaitlis 14/ dalas ar 14, tad ar1 skaitlim / +1 jadalas ar 14.
Mazaka deriga / vértiba ir /=13. Tatad mazakais skaitlis, kas pieder pirmajam
divam virkn€m ir 2 +15/=2+15-13=197.
Ta ka MKD(14;15) =210, tad aritmétiskajam progresijam (1) un (2) vienlaicigi
pieder skaitli, kas izsakami forma 197 + 210u , kur u — vesels, nenegativs skaitlis.
Mekleésim skaitlus, kuri pieder visam trim aritmé&tiskajam progresijam. Tatad
jaizpildas vienadibai 197 + 210u =3 +16m . Varam izteikt
8m=(194+210u):2=97+105u =8 - 12+ D)+ (8- 13+ Du=8-(12+13u)+1+u.
Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar 8, tad ar1 vienadibas labajai pusei jadalas ar 8.
Ta ka skaitlis 8- (12 +13u) dalas ar 8, tad art skaitlim 1+« jadalas ar 8. Mazaka
deriga u vertiba ir u=7. Tatad mazakais skaitlis, kas pieder visam trim
aritmétiskajam progresijam ir 197 +210u =197 +210-7 =1667 .
Ta ka MKD (14;15;16) =1680, tad visam trim aritmétiskajam progresijam vienlaicigi
pieder skaitli, kas izsakami forma 1667 +1680p , kur p — vesels, nenegativs skaitlis.

Ta ka ir bezgaligi daudz veselu, nenegativu skaitlu, tad art skaitlu, kas pieder visam
trim uzdevuma dotajam aritmétiskajam progresijam ir bezgaligi daudz.
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A.A.11.2. Ta ka ABCD — kvadrats, tad UCD =UBC =360°:4=90° (skat. A36. zim.).
Tatad ZCPD = ZBAC jeb LZMPY = ZMAY =90°:2=45°, ka ievilkti lenki, kas
balstas uz vienas rinka linijas vienada garuma lokiem.

B C

M

P
O
Y
A D
E

A36. zim.

Taka ZMPY = ZMAY , tad caur punktiem A, P, M un Y var novilkt rinka Iiniju.

Ja ap Cetrsturi var apvilkt ripka Iiniju, tad ta pret€jo lepku summa ir 180°.
ZAPC = ZABC =90° ka ievilkti lenki, kas balstas uz viena loka, tatad
ZAYM =180°— LAPM =180°—- ZAPC =90° jeb MY L AC.

Lidzigi pierada, ka ZBXN =90° jeb NX L BD, vispirms iegiistot, ka caur punktiem
P, B, X un N var novilkt ripka Iiniju, un péc tam pamatojot, kapec ZNPB =90°
(skat. A37. zim.).

B C
X
P
N O
A D
E
A37. zZim.

Apskatam cetrstiiri QXOY (skat. A38. zim.). Ta ka MY L AC un NX 1 BD, tad
attiecigi ZQYO=90° un ZQXO =90°. ZXOY =/ZA0B=90° ka lenkis starp
kvadrata diagonalém.

B C
X
P
N o
Y
A D
A38. Aim.

Esam ieguvusi, ka Cetrstiirim QXOY ir 3 taisni lepki, tatad tas ir taisnsturis, kas ar1
bija japierada.
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A.A.11.3. Ar f, apzimésim, cik veidos taisnstiri ar izmériem 3xn var sadalit

taisnstlros ar izmériem 1x3. Acimredzams, ka f, =1, f, =1, f, =2.

%_J
n-1 n-3
A39. zim. A40. zim.

Apskatam taisnstiiri ar izmériem 3 x#n. Pirmo taisnstiiriti 1x3 varam novietot divos
veidos:
o vertikali” (skat. A39. zim.); tad nesadalits paliek taisnstiiris 3%(n-1), ko var
aizpildit f, | veidos;

e _horizontali” (skat. A40. zim.); tad vel divi taisnsturisi 1x3 janovieto
,horizontali” (zem jau ievietota ,horizontala™ taisnstiiriSa nevienu taisnstiriti
,vertikali” ievietot nav iesp&jams) un nesadalits paliek taisnstiiris 3x(n—3), ko

var aizpildit f,_, veidos.
Esam ieguvusi, ka f, = f,_, + f,_; . Izmantojot So rekursivo sakaribu, f,, vértibu var
aprekinat divos veidos:

o fo=futlo=rfotfstfs+/e=
=fot+ [7+2f7+2fs+fs+ f3=
=fs+fo+3f6+3f4+3/4+3/,+2=
=fo+fs+a4f+45+6f,+6f+3-1+2=
=fot+ fa+5/f,+5f,+10-24+6-1+5=
=fi+f3+6f;+6f+5-1+31=
=f4+f+7-2+6:1+36=
=f3+f+1+56=2+1+57=60.

e fi=fi+f=2+1=3;
f5:f4+f2:3+1:4;
fe=fs+/f,=4+2=6;
fr=Se+fi=6+3=9;
fo=f+f=9+4=13;
fo=fa+f=13+6=19;
fio=So+f=19+9=28;

S =fio+ [ =28+13=41;
fo=1fi+/f, =41+19=60.

Tatad taisnstiiri ar izm@riem 3x12 riitinas var sadalit taisnstiiros ar izm&riem 1x3
rutinas 60 dazados veidos.

A.A.11.4. Pareizinot vienadojuma kreisas puses katra saskaitama skaititaju un saucgju
ar ta saucjam saistito izteiksmi (pieméram, izteiksmes a +b saistita izteiksme ir
a—>b), iegistam

VJx—2011—+/x—-2009 s Vx —=2009 —+/x — 2007 .
- -
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-2 -2 V2
Pareizinot vienadojuma abas puses ar 2 un saisinot vienados loceklus, iegtistam:

Vx+2011-+/x-2011=+2.
Veicam identiskus parveidojumus:

Jx+2011 =+/x—2011+~/2;
X+2011=x-2011+2,2(x—2011) +2;
4020 = 2,/2(x - 2011) ;

2010% = 2(x—2011).

2010°

R e R +\/x+209—\/x+2011 1

+2011=2010-1005+2011=2022061. Ta ka ir

Esam ieguvusi, ka x=

jaievéro definicijas apgabals, parliecinamies, vai zem kvadratsaknes nav negativs
lielums un vai kads no saucg€jiem nav 0. Ta ka vertiba x =2022061 apmierina §is
prasibas, tad ta ir uzdevuma dota vienadojuma atrisinajums.

A.A.11.5. Pienemsim, ka skaitli pa apli uzrakstiti seciba a,, a,, ..., a,y,, pie tam q,
kopgjais pirmreizinataju skaits ir para (nepara) skaitlis.
Ta ka blakusesoSo skaitlu dalijums ir pirmskaitlis, tad to kopgjais pirmreizinataju

skaits atSkiras tieSi par 1. Tatad skaitliem «a,, a,, as, ..., a,,, ir para (nepara) skaits
pirmreizinataju, bet skaitliem a,, a,, a, .., a,,, — nepara (para) skaits
pirmreizinataju.

Ta ka abiem skaitliem a, un a,,, pirmreizinataju skaits ir para (nepara) skaitlis un
tie ir dazadi skaitli, tad to daljjums bus salikts skaitlis, kas satur para skaitu (vismaz
divus) pirmreizinatajus.

Esam pieradijusi, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams.

A.A.12. Divpadsmita klase

A.A.12.1. a) Ja, ta var but, ja skaitli sadaliti grupas, pieméram, $adi: 1+7+9=17,
3+6+8=17un 2+4+5=11vai 1+3+7=11,2+4+5=11 un 6+8+9=23.
b) Katras grupas skaitlu summa noteikti nebiis mazaka par 1+2+3 =6 un lielaka
par 7+8+9 =24 Intervala no 6 lidz 24 ietilpst sesi pirmskaitli: 7, 11, 13, 17, 19 un
23.

Visu devinu skaitlu summa ir vienada ar skaitlu no 1 lidz 9 summu, t. i., 45.
Aplikosim, kadas var biit grupu skaitlu summas, ja uzdevuma prasitais ir iesp&jams.

e Ja vismazaka vienas grupas skaitlu summa ir 7, tad atlikuSo divu grupu skaitlu
summai ir jabiit 45-7=38. Vienigais variants ir 19+19, kas neatbilst
uzdevuma prasibai, ka summam jabut atSkirigam. Tatad 7 nevar biit nevienas
grupas skaitlu summa.

e Ja vismazaka vienas grupas skaitlu summa ir 11, tad atlikuso divu grupu skaitlu
summai ir jabut 45-11=34. Iesp&jamie varianti ir 11+23 un 17+17, kas
neatbilst uzdevuma prasibai, ka summam jabiit atSkirigam. Tatad 11 nevar bt
nevienas grupas skaitlu summa.

e Ja vismazaka vienas grupas skaitlu summa ir 13, tad atlikuSo divu grupu skaitlu
summai ir jabiit 45-13=32. Vienigais variants ir 13+19, kas neatbilst
uzdevuma prasibai, ka summam jabit atSkirigdm. Tatad 13 nevar biit nevienas
grupas skaitlu summa.

e Ja vismazaka vienas grupas skaitlu summa ir 17, tad visu grupu skaitlu summa ir
17+19+23 =59, kas ir vairak neka visu skaitlu summa.
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Esam ieguvusi, ka naturalos skaitlus no 1 1idz 9 nevar sadalit tris grupas pa trim
skaitliem ta, lai visas grupu skaitlu summas biitu atskirigi pirmskaitli.
A.A.12.2. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradam, ka uzdevuma
dotas izteiksmes vértiba var biit 1 un 27'°:
e jax=0,tad sin®® x +cos® x=0" +1°* =1;

o7 \/E 38 \/E 38 g

o jax="tadsin®* L rcos® L= 22| +|X2| =2 =27,
4 4 4 | 2 2 2%
Otrkart, pieradisim, ka §1s ir dotas izteiksmes lielaka un mazaka vertiba.
Atceramies, ka 0<sin>x<1 un O0<cos’x<1, tatad ari 0<sin*x<1 un
0<cos’® x<1. Vislielaka dotas izteiksmes vértiba ir 1, jo
sin®® x +cos™ x < sin” xsin’® x + cos” xcos™ x <sin’ x +cos’ x =1.
Pieradisim, ka vismazaka dotas izteiksmes vértiba ir 27'* .
Vispirms, izmantojot matematiskas indukcijas metodi, pieradisim, ka visiem
naturaliem skaitliem #» izpildas nevienadiba
sin™ x +cos™ x>2"".
Baze. Ievietojot pieradamaja nevienadiba verttbu n=1, ieglstam, ka
sin® x + cos” x >2°, kas ir patiesa nevienadiba, jo nevienadibas abu pusu vértiba
ir 1.
Induktivais pienémums. sin** x +cos”* x >2'*.
Induktiva pareja. Pieradisim: ja izpildas nevienadiba sin** x+cos* x>2""*, tad
izpildas arT nevienadiba

Sin2(k+l) X+ COSZ(k+1) x> 217(k+1) ]
Pieradijuma izmatosim nevienadibu:

) 1, .
sin**? x + cos™*? x > E(sm” x+cos™ x). (*)

Izmatojot pienémumu un nevienadibu (*), iegiistam vajadzigo:

. . 1, . 1, _
sin**™ x + cos®** x =sin**** x + cos** x > 5(sm2k x+cos™ x) > 521 k=D
Secinajums. Pec matematiskas indukcijas principa nevienadiba

sin” x +cos™ x>2'" ir patiesa visam n vertibam.
Varam secinat, ka pie vértibas n =19 augstak pieradita nevienadiba dod uzdevuma
dotas izteiksmes novértgjumu:

sin® x+cos®x>27"%,
no ka seko, ka uzdevuma dotas izteiksmes vértiba nevar biit mazaka par 27'*, tatad
27'"% ir dotas izteiksmes mazaka vértiba.
Lai uzdevums bitu pilniba atrisinats, vél japierada, ka nevienadiba (*) ir patiesa
visiem k.
Lietojot formulu a*™ =a* -a” un pareizinot nevienadibas (*) kreiso pusi ar 2, bet
labo — ar 2(sin” x+cos” x) =2 iegiistam, ka
2sin?* x-sin? x +2cos* x-cos? x>
> sin** x(sin® x + cos® x) + cos** x(sin® x + cos” x).
Parnesot visus saskaitamos uz nevienadibas kreiso pusi, ieglistam, ka

sin? x-sin? x —sin* x-cos? x —cos** x-sin? x +cos?* x-cos* x> 0.
Sagrupgjot iegiistam, ka
sin®* x(sin® x —cos? x) — cos*¥ x(sin? x —cos® x) = 0
(sin** x —cos* x)(sin” x —cos” x) > 0. (**)
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Ja sin®x<cos’x, tad ari sin** x <cos® x. Savukart, ja sin’x>cos’x, tad ari
sin®* x >cos* x. Varam secinat, ka nevienadibas (**) abu ickavu izteiksmju
vertibas ir reiz€ vai nu abas negativas, vai abas nenegativas, tapec to reizinajums ir
nenegativs. Esam pieradijusi, ka S§1 nevienadiba ir patiesa, tatad tai ekvivalenta
nevienadiba (*) arT ir patiesa.

A.A.12.3. 1. risinajums. No bisektrises 1pasibas seko, ka A0 _ AM .
BO BM
No hordu 1pasibas seko 4O -OC = BO-OD jeb 40 _ @
BO oOC

Esam ieguvusi, ka 1;—]‘]\; = % Ta ka péc dota AM =0OD, tad BM = OC, kas ari

bija japierada.

2. risinajums. Apvilksim ap punktiem M, B un O rigka liniju, kas krusto 40 punkta
N (skat. A41. zim.).

A4l. zZim.

ZABD = ZACD Xka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku AD.

Ja ap Cetrstiiri var apvilkt rinka Iniju, tad ta pretéjo lepku summa ir 180°, tatad
/ZMBO =180°— ZONM . levérojam, ka ar1 JZANM =180°-~ZONM ka
blakuslenki. Tatad ZMBO =180° - ZONM = ZANM .

Esam ieguvusi, ka ZANM = Z/MBO = ZABD = ZACD. *)

levérojam, ka Z/BAC = Z/BDC, (**)

ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku BC.

Apskatam AAMN un ADOC. No (*) un (**) seko, ka

ZAMN =180° - LANM — ZMAN =180° - £DCO - Z0DC = 2DOC . (**%)
No (**), (***) un no ta, ka AM =OD, seko, ka AAMN = ADOC (p&c pazimes
/m?). Tas nozim&, ka MN = OC ka atbilstosas malas vienados trijstiiros.

Ta ka OM ir bisektrise, tad MN = BM ka hordas, kas savelk vienadus lokus.

Esam ieguvusi, ka BM = MN = OC, kas ari bija japierada.
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A.A.12.4. Ja, tas ir iesp&jams, ja tos novieto, pieméram, oktaedra virsotnés (skat.
A42. zim.). TieSam, jebkuri tr1s no punktiem atrodas vienadsanu trijstiira virsotnés un
nekadi pieci no tiem neatrodas viena plakné.

A42. zim.

A.A.12.5. Apskatam skaitlus x :% un y = #, kur N — naturals skaitlis, kas lielaks

par 1:
x'+y +x+ —(ijy+(LjN+i+L—
y Y=y G YR
(1jy 1 1 1 (1jy 2 1
=l —| +—F—F+—<| = | +—+—.
N N N NY N N NV
Taka ie(O'l) un —L>0 tad ari (ijye(O' ) = [ijy<l Tatad
N Y=Y T N ’ N '

X'+ y x4+ <(Ljy+£+L<1+£+L
Y YS\v) TN N NY

Ta ka N — naturals skaitlis, kas lielaks par 1, tad NV > N, tapec # <% un

P 2 3
X+ y A+ y<l+—+—<l+—+—<l+—.
N N N N N

Ja izveélamies, pieméram, N = 9000, tad

yox 1 1
X+ y Fx+y<l+——=1+ <1+ .
9000 3000 2011

1

Y= 9000°°% ’ ka

Tatad eksiste tadi pozitivi skaitli, piem&ram, x:m un

uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa.
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A.VP. LATVIJAS 61. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

A.VP.1. ,Secigi naturali skaitli” apzimé aritmétisku progresiju ar diferenci 1. Sadas
aritmétiskas progresijas, kuras pirmais loceklis ir a,, pirmo n loceklu summa ir
S, = w . Apskatam divus gadijumus:

e Jan ir para skaitlis, tad skaitlis 2a, + n—1 ir nepara, jo n—1 ir nepara skaitlis un

2a, ir para skaitlis (para un nepara skaitla summa ir nepara skaitlis).

o Lidzigi iegiist, ka 2a, + n—1 ir para skaitlis, ja n ir nepara skaitlis.
Tatad skaititaja esoSie reizinataji ir ar atSkirigu paritati. Lidz ar to skaitlim S,
noteikti jasatur kads nepara pirmreizinatajs, lai to varétu izteikt ka secigu naturalu
skaitlu summu. Neviena nepara pirmreizinataja nav tikai skaitliem, kas ir divnieka
pakapes, tApéc prasitaja veida noteikti nav iesp&jams izteikt skaitlus: 2'° =1024 un
21 =2048.
Pieradisim, ka visus citus dota intervala skaitlus var izteikt ka secigu naturalu skaitlu
summu.

Jebkuru naturalu skaitli 2z +1 (nepara skaitlis) no 1 intervala ir iesp&jams izteikt ka
divu secibu skaitlu » un »+1 summu.

Ja skaitli N ir iesp&jams parveidot forma 27 (2m —1) — para skaitlis, kur p — naturals
skaitlis, tad, pielidzinot to aritmétiskas progresijas loceklu summai, ieglistam
(2a, +2n—1)n 2 (2m—1); | 5
(2a, +n-Dn=2""2m-1).
Takanun 2a, +n—1 ir ar dazadam paritateém, tad iesp&jami 2 gadijumi:
e jan=2m-1,tad 2a, +n—1=2"".Izsakot a,, iegiistam
2a,+2m—1-1=2"";
2a, =2"" -2m+2;
a, =2"-m+1;
e jan=2"" tad 2a, +n—1=2m-1. Izsakot a,, ieglistam
2a, +2"" —1=2m—1;
2a, =2m-2"";
a =m-2".
Tatad, izveloties n=2m-1 un a, =2’ -m+1 (ja 2’ >m) vai n=2"" un
a, =m-2" (ja 2” <m), ieglsim aritmé&tisko progresiju (secigus skaitlus) ar
nepieciesamo summu (skaitli N).
Tatad ir divi naturali skaitli (1024 un 2048), kurus nav iesp&jams izteikt uzdevuma
prasitaja veida.
A.VP.2. Skirojam divus gadfjumus.

e Punkts P pieder lokam ABC. Pienemsim, ka P pieder loka ABC apakSlokam AB
(skat. A43.zim.). Ja P pieder loka ABC apakslokam BC, tad pieradijums ir
simetrisks.

Apzimgjam LABE = ZEBC =a un ZACB=f.
Taka ZXDB ir ADBC argjais lepkis, tad
ZXDB = /ZDBC+ ZBCD =a+ . (*)
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No ta, ka punkti 4, P, B un C atrodas uz vienas rinka Iinijas seko, ka APBC ir
ievilkts  Cetrstiiris, kura pret§jo lepku summa ir 180°. Tatad
ZAPB + ZACB =180° un ZAPB =180°-f3.

Taka ZAPE = ZABE = « kaievilktie lenki, kas balstas uz viena loka AE, tad

/XPB = Z/EPB = ZAPB - ZAPE =180°- f —«a. (**)

No (*) un (**) iegiistam, ka ZXPB+ ZXDB=180°-f—-a+a+ [ =180°,
tatad Cetrstira BDXP pret§jo lepku summa ir 180°, kas nozimé&, ka caur
punktiem B, D, P un X var novilkt rinka Iiniju.

B
B
P o
o
w
B
B

A X D C

w

E
A43. zim. Ad4. zim.

e Punkts P pieder lokam AEC. Pienemsim, ka P pieder loka ABC apakSlokam AE
(skat. A44.zim.). Ja P pieder loka AEC apakslokam EC, tad pieradijums ir
simetrisks.

Apzim&jam LABE = ZEBC =a un ZPBE =f3.
Apzim&jam mazako no lokiem EC ar EFuC, mazako no lokiem BC — ar BwC,
un mazako no lokiem AP —ar AvP.

Ta ka lenkis EXC ir rinka Iinijas ar€jais lenkis, tad LEXC = %(Eﬁ C—AvP).
Izmantojot sakaribu starp ievilkta lenka un loka, uz kura tas balstas, lielumiem,
ieglistam, ka

EuC=2/EBC =2a un AvP =2/ABP =2(/LABE — ZPBE) =2(a - ).

Tatad ZEXC :%(20:—2(05 -5) :%-2ﬂ =/f. Bet tad LZPXD=/PBD=/3.

P&c teorémas par Cetrstirim apvilkto rinka Iiniju, secinam, ka caur punktiem B,
D, P, X var novilkt rinka lmiju.
Ta ka esam apskatijusi visus gadijumus un visos gadijumos caur punktiem B, D, P, X
var novilkt rinka liniju, tad uzdevuma prasttais ir pieradits.
A.VP.3. Apzim&jam g(x)=3f(x)—2x. (*)
Ta ka uzdevuma doto izteiksmi var parrakstit ka f(g(x))=x, tad g(x)>0, jo
funkcija f ir defingta tikai pozitivam argumenta vertibam. No vienadibas (*) izsakot

g(x)+2x‘ (+%)

3
g(g(x))+2g(x) _
3
g(g(x))+2g(x)=3x. (***)
Nemam patvaligu x un aplukojam virkni
Yo=x,y=8x), y,=g(gx), ., ¥, =8,)s - -
106

izteiksmi f(x), ieglistam f(x)=

Izmantojot iegiito sakaribu, ieglistam f(g(x)) = x jeb



Saja virkné izpildas sakariba Vr +2¥,., =3y,, jo ir speka (***). Tatad ta ir
rekurenta virkne, kuras harakteriskais vienadojums ir z* +2z—3=0; ta saknes ir
z, =1 un z,=-3. Tatad rekurenta vienadojuma visparigais atrisingjums ir
v, =A-1"+B-(-3)" =4+ B-(-3)", kur 4 un B ir kaut kadas konstantes.

Ja konstante B nav 0, tad pie kadas pietiekami lielas n vertibas izteiksme y, klis
negativa: B-(-3)" + 4 <0, kas ir pretruna ar to, ka funkcija g pienem tikai pozitivas
vertibas. Tatad B=0 un y, =4, t.i, A=y, =y, =..=y, =.... Ta ka péc
pienémuma y, =x un y, = g(x), tad g(x)=x. levietojot So sakaribu vienadojuma
(**), ieglistam, ka

1) = X +3 2x _
Parbaudam, vai iegita funkcija f(x)=x apmierina doto vienadibu:
f(3x—-2x)= f(x)=x. Tatad funkcija f(x)=x ir mekléta funkcija.

X.

A.VP.4. Lai pieraditu uzdevuma prasito, izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Apskatam figiiru sadalijumu dazadam » vertibam.

5 sagrieSanas veidi, jo figlras
neiekrasoto dalu var sagriezt 5
dazados veidos (skat. n=5).
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6 sagrieSanas veidi
n="7

Lai iegttu n dazadus figtras sadalijumus, tad ieprieks€jai figiirai (kuru vargja sadalit
n—1 dazados veidos) attiecigi virs vai blakus pelekajam riitipam novietojam
taisnstliri 1x2, kuru nokrasojam melnu. Tatad iegtta figtira, kas sastav no viena
melna taisnstiira un neiekrasotas figliras (tadas ka pirms melna taisnstura
pievienosanas), kuru var sadalit n—1 veida. Vel tieSi vienu figiiras sadalijumu
iegiist, ja pirmo taisnstiiri izgriez ta, ka tas satur augs€jo laba stiira melno ritinu un
§Ts melnas ratinas balto blakus ritinu (31s divas riitinas nokrasojam pelékas). Sadi
turpinot, var iegiit figiiru, kuru var sadalit domino figiiras tiesi n dazados veidos, kur
n=123,...

Tatad ratinu lapa var uzzimét figiru, kura atbilst uzdevuma nosacijumiem visam
naturalam »n vertibam

A.VP.5. Apzimésim tabulas i-tas rindinas un j-ta stabina krustojuma esoso elementu ar
a, , visu tabulas elementu summu ar S, i-tas rindinas elementu summu ar .

Izmantosim nevienadibu starp vid€jo aritmétisko un vid€jo kvadratisko:

S=rn+r+...+r, S\/n-(rlz +ry +...+rn2):

2 2 2
:\/”'((011+012+---+a1n) +(a,, +a,, +..+a,,) +...+(a, +a,+..+a,,) ):

=\/n-((a“-all+a11 ay,+...+a,-a,)+...+(a, a,+a, a,+..+a,-a, )=

n n
= Y gy b aan bt aya,).

Apzimésim pedgjo izteiksmi ar X.
Ja j # k, tad saskaitamais a,a, ir vienads ar +1, ja j-taja un k-taja kolonna i-tas

pozicijas veértibas sakrit, un ar (—1), ja tas nesakrit. Ta ka dots, ka poziciju, kur
rutinu vertibas sakrit, ir tikpat, cik poziciju, kur tas nesakrit, tad

aay +a,,a, +...+a,a, =n/2)-(+)+n/2)-(-1)=0.

. 2 2 2 _ _
Ja j=k,tad q,;a, tayay +...+a,a, =a;, +ay, +...+a, =1+1+...+1=n.

Ta ka pavisam ir n gadijjumi, kad j=k,tad S< X =+n-n-n = nn , kas arT bija
japierada.
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A.IMO. 52. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.IMO.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka p, vértiba
nevar but lielaka ka 4.
Ta ka kopa A4 sastav no dazadiem naturaliem skaitliem, varam pienemt, ka
0O<a <a,<az<ay.
Ievérojam, ka katram indeksu parim (i, j), kam 1<i< j<4, summa q, +a ; ir §,
dalitajs tad un tikai tad, ja @, +a; irarl S, —(a, +a;)=a, +a, dalitajs (kun ¢ —
pargjie divi indeksi, kas nesakrit ar i un j).
No 4 indeksiem pavisam var izveidot Cé = 6 dazadus parus. Pieradisim, ka vismaz
divi no tiem neapmierina augstak min€to nosacijumu.
Apskatam parus (a,,a,) un (a;,a,). Taka a,+a,>a, +a, un a,+a, >a,+a,,
tad a, +a, nevar biit a, + a, dalitajs un a, +a, nevar biit a, +a, dalitajs. Tatad §,
nedalas ne ar a, +a,, ne ar a, +a, . Esam pieradijusi, ka p, <4.
Otrkart, atradisim visas Cetru dazadu naturalu skaitlu kopas 4, kam p, =4.
Ja p, =4, tad, balstoties uz ieprieks izdaritajiem spriedumiem, jabiit, ka
a,+a, dalasar a, +a,;
a,+a, dalasar a, +a,;
a,+a, dalasar a, +a,;
a, +a, dalas ar a, +a, ;
a, +a, nedalas ar a, +a,;
a, +a, nedalas ar a, +a,.
Taka a,+a, dalasar a,+a, un a, +a, dalasar a, +a,,tad a, +a, =a, +a;.
Ta ka ay +a, dalas ar a,+a, un a, +a, dalas ar a, +a,, bet a, +a, nedalas ar
a,+a, un a, +a, nedalas ar a, +a,, tad eksisté naturali skaitli m un » tadi, ka
m(a, +a,)=ay+a, un n(a, +ay)=a,+a,. (m>n=2, jo a,+a, ir mazaka
summa, bet a, +a, — lielaka). Varam izveidot vienadojumu sisteému:
a,+a, =a, +a,
m(a, +a,)=a;+a,. *)
n(a, +ay)=a, +a,
Saskaitot vienadojumu sist€mas (*) pirmo un treSo vienadojumu, iegiistam, ka
n(a, +ay)+a, +a, =2a, +a;+ay;
n(a, +ay)=2a, +ay—a. (1)
Ja n>3, tad n(a, +ay) >3ay =2ay +ay >2a, +a; —a,. legistam pretrunu. Tatad
n =2 un no vienadojuma (1) iegiistam, ka
2a, +2a, =2a, +a; —ay;
3a, +ay =2a,.
Pareizinot iegiito vienadojumu ar 2, iegiistam, ka
6a, +2a, = 4a, (2)
Savukart, saskaitot sisteémas (*) pirmo un otro vienadojumu, iegtistam, ka
ma, +ma, +a, +a, =a, +2ay+ay,;
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ma; +a, + ma, —a, =2ay;

(m+1Da, +(m—1)a, =2a;. 3)

Saskaitot vienadojumus (2) un (3), ieglistam, ka
6a, + (m+1)a, + (m—1)a, +2a, =4a, +2ay;
6+m+1a, +(m—-1-4)a, =0;
(m+T)a, =(5-m)a,. (4)

Ta ka vienadojuma (4) kreisa puse, ka ar1 labas puses reizinatajs a, ir pozitivi skaitli,
tad S—-m>1 jeb m <4. Ta ka jau ieprieks secinajam, ka m >n =2, tad m ir vai nu
3, vai 4.

_ . m=3 |lm=4
Tatad vai nu , vai .
n=>2 n=2
Ievietojam vértibu m =3 vienadojuma (4):
B+ 7Nay = (5-3)ay;
10a, =2a,;
a, =5a, .
Vienadojuma (3) ievietojam a, = 5a, un vertibu m =3
B+1Da, +(3-1D5a, =2ay;
2ay =4a, +10a, =14a,;
a, ="7a,.
Vienadojumu sistémas (*) pirmaja vienadojuma ievietojam a, = 5a, un a; = 7a,:
a,+a, =5a, +7ay;
a, =1la,.
Esam ieguvusi atrisinajumu (a,; 5a,; 7a,;11a,).
Lidzigi, izmantojot vertibu m = 4, iegilistam otru atrisinajumu: (a,;11a,;19a,;29a,).
Esam pieradijusi, ka visas ¢etru dazadu naturalu skaitlu kopas 4, kam p, vértiba ir
lielaka iesp&jama, ir uzrakstamas forma {d; 5d;7d;11d } vai {d; 11d;19d; 29d }, kur
d — naturals skaitlis.
A.IMO.2. Nosauksim pusplaknes, ko nosaka taisne ¢, par balto pusplakni un peléko
pusplakni.
Ieverosim $adu sakaribu: ja rotdcijas centrs mainas no kada punkta 7 uz citu punktu
U, tad péc $1s mainas punkts 7 atrodas taja pasa pusplakng, kura bija punkts U pirms
rotdcijas centra mainas (skat. A45.zim.). Tadgjadi kopas S elementu skaits, kas
atrodas pelekaja pusplakne, ka ari elementu skaits, kas atrodas baltaja pusplakné,

visa procesa laika paliek nemainigs (iznemot tos brizus, kad uz taisnes vienlaicigi
atrodas divi punkti).

—
. - >
oU v
T T
A45. Zim.

Atkariba no kopas S elementu skaita |S

, Skirojam divus gadijumus:
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e Selementu skaits ir nepara skaitlis, t. 1., S| =2n+1, kur n — naturals skaitlis.

Caur katru punktu P, kas pieder kopai S, var novilkt taisni ¢ ta, ka katra tas
raditaja pusplakné atrodas tieSi n punkti. Lai atrastu So taisni /¢, janovelk
patvaliga orient€ta taisne ¢ caur punktu P, kas nesatur nevienu citu kopas S
punktu. Sis taisnes baltaja pusplakné atrodas n+r punkti. Ir iespgjami divi
gadijumi:

o ja r=0, tad esam jau atradusi mekl€to taisni /;

o ja r#0, tad pakapeniski griezam taisni ¢ ap punktu P Iidz pagrieziena
lenkim 180°. Katru reizi, kad taisne §kérso kadu kopas S punktu, §is kopas
punktu, kas atrodas baltaja pusplakne, skaits mainas par 1. Veicot
pagriezienu par 180°, baltaja pusplakné atradisies n—r kopas S punkti (jo
taisnes ¢ novietojums ir tads pats ka sakuma, bet peléka pusplakne atrodas
tur, kur sakuma bija balta pusplakne un otradi), tapéc, veicot taisnes ¢
pagrieSanu, eksiste tads taisnes ¢ starpstavoklis ¢, kad baltaja pusplakné (un
tatad arT pelékaja pusplakné) ir tie§i n punkti. Sis taisnes ¢ starpstavoklis /
ar1 ir mekl&ta taisne.

Pieradisim, ka véjdzirnavas ir periodisks process ar periodu 180° un, veicot
taisnes pagriezienu par 180°, katrs kopas punkts ir bijis §1s taisnes pagrieziena
centrs.

Patvaligi izv€lamies punktu P un taisni 7, kas iet caur So punktu ta, lai katra tas
pusplakng ir tiesi n kopas S punkti. Punkts P ir sakotngjais pagrieziena centrs un
tas ir vienigais kopas S punkts, caur kuru tiesi $aja virziena novilkta taisne sadala
kopas S punktus divas vienadas dalas (paraléla parnese izjauktu So lidzsvaru, jo
tad viena no pusplakném papildus ietvertu vismaz punktu P, tatad ta saturétu
vismaz n-+1 punktu). Ta ka kopas S elementu skaits, kas atrodas pelékaja
pusplakné, ka ar1 elementu skaits, kas atrodas baltaja pusplakné, visa procesa
laika paliek nemainigs, tad bridi, kad taisne ir veikusi pagriezienu par 180°, ta
atkal ir novietota sakotn€ja virziena, tapéc satur punktu P. Ta ka vejdzirnavu
process turpinas bezgaligi, tad tas ir periodisks

Tapat katrs no kopas S punktiem véjdzirnavu procesa viena perioda ietvaros
vienu reizi ir bijis taisnes /¢ pagrieziena centrs, kad taisne, veicot pagriezienu,
atradas noteiktaja virziena. Tatad véjdzirnavam, kas saksies ar kadu no kopas S
punktiem P un tam atbilstoSo taisni ¢ (kas sadala kopas S punktus divas
vienadas dalas), katrs kopas S punkts kalpos par pagrieziena centru bezgaligi
daudz reizes.

e Kopas § elementu skaits ir para skaitlis, t. i.,

S| =2n, kur n — naturals skaitlis.

Lidzigi ka nepara skaita punktu gadijuma, katram punktam P € S ir tada taisne
?, kas iet caur punktu P ta, ka taisnes ¢ raditaja baltaja pusplakné ir n—1
punkts, bet pelékaja pusplakné — n punkti.

Pieradisim, ka véjdzirnavas ir periodisks process ar periodu 360° un, veicot
taisnes pagriezienu par 360°, katrs kopas punkts ir bijis §is taisnes pagrieziena
cenirs.

Izveélamies patvaligu punktu P un taisni ¢, kas iet caur So punktu ta, lai tas
baltaja pusplakné atrodas n—1 punkts, bet pelékaja — n punkti. Punkts P ir
sakotngjais pagrieziena centrs.

Lidzigi ka ieprieksgja gadijuma paral€la parnese izmainitu punktu skaitu abas
pusplaknés, tapéc tad, kad véjdzirnavu taisne ir paral€la taisnei ¢, ST taisne satur
punktu P, t. 1., ta sakrit ar taisni /. Kad ta ir veikusi pagriezienu par 180°, tad ta
sadala kopu S divas dalas, kur baltaja pusplakné atrodas » punkti, bet pelekaja —
n—1 punkts. Kad ta ir veikusi pagriezienu par 360°, tad ta sadala kopu S divas
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dalas, kur baltaja pusplakné atkal atrodas n—1 punkts, bet pelekaja — n punkti.
P&c dota véjdzirnavu process turpinas bezgaligi, tapeéc varam secinat, ka tas ir
periodisks.
Ta ka katram kopas S punktam ir tada taisne, kas sadala $o kopu divas dalas, kur
baltaja pusplakne atrodas n—1 punkts, bet pelekaja — n punkti, tad noteiktaja
taisnes virziena katrs kopas S punkts ir bijis véjdzirnavu taisnes pagrieziena
centrs.
Tapat katrs no kopas S punktiem véjdzirnavu procesa viena perioda ietvaros
divas reizes ir bijis taisnes ¢ pagrieziena centrs, kad taisne, veicot pagriezienu,
atradas noteiktaja virziena. Tatad véjdzirnavam, kas saksies ar kadu no kopas S
punktiem P un tam atbilstoso taisni ¢ (kas sadala kopas S punktus divas dalas ar
n—1 punktu baltaja un n punktiem — pelékaja pusplakné), katrs kopas S punkts
kalpos par pagrieziena centru bezgaligi daudz reizes.
Esam apskatijusi abus iesp&jamos gadijumus, tapec esam pieradijusi, ka jebkuram
kopas S punktam vienmér var atrast tadu taisni ¢, lai izpilditos uzdevuma
nosactjumi.
A.IMO.3. Dotaja nevienadiba ievietojam y =¢— x un ieglistam, ka
J@rt=x) <= f@)+f(f(0);
@<t f)=x- )+ (/). (1
Izvelamies divus patvaligus realus skaitlus ¢ un » un nevienadiba (1) ievietojam
t=f(a)un x=5>:
S @)= f@) f(b)=b- f(b)+f(f(B):
S(F@)-f(fB)< f@fB)-bfB).  (2)
Lidzigi nevienadiba (1) ievietojam ¢ = f(b) un x=a:
SU®)SfO) f(@=a- f@)+f(f(@);
SF®)-f(f@)< f@fb)-af@.  (3)
Saskaitam abas nevienadibas (2) un (3):
0<2f(a)f(b)—af(a)-bf (b);
2f(a)f(b) = af (a)+ b (). @
Nevienadiba (4) ievietojot b =2 f(a), bet atstajot f(b) = f(b), ieglstam, ka
2/(a)f () 2 af (@)+2f (@) f (b)
jeb af (a) < 0. Tatad
f(a)=20,ja a<0. (*)
Piepemsim, ka f(x) >0 visiem realiem skaitliem x. Tad, nevienadiba (1) ievietojot
BEACIEFAVAC))
S (x)
f()< (xf(x) — f(f(x)))— xf(x)+ f(f(x)) =0. Esam ieguvus$i pretrunu ar

secinajumu (*), jo ¢ pienem ar1 negativas vertibas, tapéc

tadu skaitli 7, kam ir speka nevienadiba: ¢

, leglstam, ka

f(x) £0 visiem realiem skaitliem x. (**)
No secinajumiem (*) un (**) izriet, ka
f(x)=0 visiem x<0. (*¥**)

Atliek apskatit gadijumu, kad x =0 jeb uzzinat f(0) vertibu. Ievietojot ¢ =x <0
nevienadiba (1), iegiistam, ka

F@) <3 (@)~ )+ f(f ().
No secinagjuma (***) izriet, ka 0<0-0+ f(0) jeb f(0)=>0. Savukart no
secinajuma (**) iegiistam, ka f(0) <0. Tatad
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f(0)=0. (***%)

No (*¥**) un (****) jegiistam, ka f(x) =0 visiem x <0, kas ar1 bija japierada.

AIMOM4. Ar f(n) apzim€am dazado virknu skaitu, kados iesp&jams atbilstosi
uzdevuma nosacijumiem novietot uz svariem » atsvarus.
levérojam, ka f(1)=1, jo vienu atsvaru atbilsto$i uzdevuma nosacijumiem var
novietot uz svariem viena vieniga veida: uz kreisa svaru kausa.
Pienemsim, ka n > 2 un pieradisim, ka
fm)y=f(n-1)-2n-1).

Ievérojam, ka katram naturalam skaitlim & ir speka nevienadiba:

; 2F 1.2 20
DIPAET AT, L, EER N, L T L P L
i<k 2-1
kur i=0,1,2,...., t. 1., katra bridi lielakais uz svariem uzliktais atsvars noteikti ir

uzlikts uz kreisa svaru kausa, bet pargjie var atrasties gan uz laba, gan kreisa svaru
kausa; turklat uz kreisa svaru kausa novietoto atsvaru kopsumma vienmér biis vismaz
par 1 vienibu smagaka neka uz laba svaru kausa novietoto atsvaru kopsumma.

Ja 1 vienibu smagais atsvars vél nav izmantots, tad starpiba starp kausu svaru

kopsummam ir vismaz 2 (jo Y2 = 2k _2 <2k ,jai=1,2,3,...), tatad atsvara ar
i<k

masu 1 izpemSana no dota atsvaru komplekta biitiski nemaina atsvaru likSanas
procesu uz svariem. Apskatam gadijumu, kad mums ir n—1 atsvars ar masam 2,
2%, ..., 2"'. Tos var tapat ka dotos n atsvarus novietot uz svariem atbilstosi
uzdevuma nosacijumiem. Ta ka atsvaru skaits tagad ir n—1, tad tos uz svariem var
nolikt f(n—1) veida.

Tagad apskatisim atsvaru ar masu 1 vieniba. Ja m&s uz svariem to butu uzlikusi ka
pirmo, tad tam noteikti biitu jaatrodas uz kreisa svaru kausa (tatad ir tikai 1 iespgja);
ja atsvars ar masu 1 uz svariem netiek likts ka pirmais, to var likt vai nu uz laba, vai
uz kreisa svaru kausa, tatad ir v€l 2(n—1) iespgjas, ka to likt uz svariem (katra no

n—1 iesp&jamajiem likSanas briziem var izv€l&ties vienu no 2 svaru kausiem). Esam
pieradijusi, ka tieSam kopgjais dazado virknu skaits ir
fm)=Qn-1)+1)f(n-D)=f(n-1)-2n-1).

Ievérojam, ka 2n—1 ir vienads ar nepara naturalajiem skaitliem 3,5,7,9,... pie
naturalajam verttbam n=2,3,4,5,... . Ta ka f (l): 1, kas ir pirmais nepara
naturalais skaitlis, tad varam secinat, ka f(n) ir vienads ar visu nepara naturalo
skaitlu reizinajumu lidz 2n —1 (ieskaitot) jeb f(n) = (2n—1)!!. Tiesam:

@)= f1)-4-1)=1-3=311;

fB)=/2)-(6-1)=(1-3)-5=5;

f@)=703)-@8-1)=(1-3-5)-7=T1;

Piezime. Atbildi f(n)=1-3-5-...-(2n—1) = (2n—1)!! var pierakstit ar citos veidos,

2n)!  2n-1!  »
= =12k -1).
2"n 2" (n—1)! g( )

pieméram, f(n)=
A.IMO.5. Doto apgalvojumu, ka f(m)— f(n) dalas ar f(m —n), var pierakstit ka
(fm)=f@)ifm=n). (1)

P&c dota sakariba (1) funkcijai f ir spéka visiem veseliem skaitliem m un n.
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Piepemsim, ka x un y ir veseli skaitli, kuriem f(x)< f(y). Pieradisim, ka
F)if(x).
Sakariba (1) ievietojot m = x un n =y, ieglstam, ka
(S = ()i f(x=y), 2)
no ka seko, ka arf —(f(x) - f(»))= f(»)— f(x) > 0 dalas ar f(x—y). Tatad
Sx=»=<f-fx), 3)
Ta ka funkcija f° piepem tikai naturalas vertibas, tad
S -f(x)<f(y) 4)
No nevienadibam (3) un (4) seko, ka f(x—y)< f(y) jeb — f(y)<—f(x—-).
Apzim&jam d = f(x)— f(x— y); tatad
—fx-y)<d<f(x)<f(y). (%)
Sakariba (1) ievietojot m=x un n=x-—y, iegistam, ka f(x)— f(x—y)=d dalas
ar f (x —(x— y)) = f(»). No nevienadibas (5) izriet, ka d =0 (jo skaitlis d dalas ar
skaitli f(v), kas ir lielaks par pasu d). Tatad f(x)— f(x—y)=0 jeb
Sx)=fx-y).
No sakaribas (2) iegiistam, ka f(x)— f(y) dalasar f(x—y)= f(x).
Ta ka starpiba f(x)— f(y) mazinamais f(x) dalas ar f(x), tad arT mazinatajam
f(y) jadalas ar f(x). Esam ieguvusi, ka uzdevuma dotas funkcijas vertiba f(y)
dalas ar f(x),ja f(x)< f(¥).
Ja f(x)= f(y),tad f(y) dalasar f(x).

Tatad f(y) dalas ar f(x),ja f(x)< f(y) vai f(x)= f(y), kur x un y ir veseli
skait]i.

Esam pieradijusi, ka jebkuriem veseliem skaitliem m un n tadiem, ka f'(m) < f(n),
skaitlis f(n) dalas ar f(m).

A.IMO.6. Vispirms veicam apzim&umus (skat. A46. zim.):
e taisnes ¢ un rinka linijas I' kopigo punktu apzim&jam ar 7;
e ar A' apzim&jam taiSpu ¢, un ¢ krustpunktu, ar B’ — taiSpu ¢, un /

krustpunktu, ar C’ —tai$nu /, un /, krustpunktu;

e ap trijstiri A'B'C" apvilkto rinka Iiniju apzim&jam ar I"";

e ar X, Y un Z apzim&jam punkta 7 simetriskos att€lus attiecigi pret taisném BC, CA
un 4B.
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A46. zim.

No simetrijas pret taisni seko, ka nogriezni 7Z, TX un TY ir perpendikuli, kas vilkti no
punkta 7 pret trijstira 4BC malam vai to pagarinajumiem. Pagarinam taisni AC un
taiSnu 7Z, TX un TY krustpunktus ar attiecigajam trijstira ABC malam AB, BC un AC
aprimgjam attiecigi ar Z,, X, un Y, (skat. A.47. zim.). Ta ka punkts 7 atrodas uz
trijstirim ABC apvilktas rinka linijas, tad punkti Z,, X, un Y, atrodas uz vienas
taisnes — Simsona taisnes. Pieradisim, ka arT punkti Z, X un Y atrodas uz vienas taisnes.

A

z
X

1
Xy Y
B .C
$7

T A47. 7zim.

Punkti Z un Y ir punkta 7 simetriskie att€li pret attiecigajam taisném 4B un AC, tatad
TZ,=7ZZ, un TY, =YY, (skat. A47. zZim.). Varam secinat, ka ZY, ir trijstira 7ZY

viduslinija. Tatad ATZ,Y, ~ATZY ar lidzibas koeficientu k :%. Ta ka TX, = XX, tad

TX . : : : T

T_XI = % , no ka seko, ka trijstira 7Z,Y, nogriezna 7.X, atbilstoSais nogrieznis trijstiirt
TZY ir nogrieznis TX. Esam ieguvusi, ka punkts X pieder taisnei ZY jeb punkti Z, Xun Y
atrodas uz vienas taisnes. Turklat X e B'C', Ye C'A", Z < A'B', jo tie ir punkta T

simetriskie punkti, tatad tie pieder taisnes ¢ attiecigajam simetriskajam taisné€m. (skat.
A.48. zim.).
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A48. zZim.

Ar D apzim&jam taisnes / un A'C’' krustpunktu. Izmantojot simetriju attieciba pret
taisném BC un AC, iegistam, ka Z/CXC'= ZDTC = ZDYC = « . (skat. A.48. zim.).
Izmantojot sakaribu starp hordas - pieskares lenki un ievilkto lenki, secinam, ka
/ZDTC = ZTBC = a.. No simetrijas pret BC seko, ka ZCBX = ZCBT =a.

Ta ka ZCXC'=4ZDYC un ZCYC'=180°-«DYC (ka blakuslenki), tad
ZCXC'+ ZCYC'=180° un punkti X, C, Y un C' atrodas uz vienas rinka linijas T,
(skat. A49. Zim.).

Lidzigi iegistam, ka /BXB' = /BZB', tatad caur punktiem X, Z, B un B’ var novilkt
ripka linijju T, (skat. A49. zim.). Lidzigi ari £A'Z4+ £A'YA=180°, tatad caur

punktiem Y, Z, A un A" var novilkt rinka liniju I, (skat. A49. Zim.).

A49. zZim.
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Izmantojot Mikela teorémas visparinajumu ¢etram taisném — A'B’, A'C', B'C' un XY
— ieglistam, ka ripka linijam I'" (caur punktiem C’, 4" un B"), I', (caur punktiem Y,
A" un Z), T, (caur punktiem X, B" un Z) un I', (caur punktiem C’, Y un X) ir kopigs
punkts — Mikela ceturtais punkts, ko apzim&jam ar K (skat. A50. zim.).

AS50. zZim.

Pieradisim, ka punkts K pieder art rinka Iinijai I" un ka $aja punkta rinka liniju I" un I’
pieskares sakrit.

Simetrijas (pret taisn€m BC un AB) d&l XB =TB =ZB, tatad punkts B ir viduspunkts
vienam no lokiem XZ uz rinka linjjas I', (skat. A51. zim.) Tapec £BKX = ZZXB (*).

Lidzigi no vienadibam XC =TC = YC seko, ka ZXKC = ZCXY (**) (skat. A51. zim.).

Saskaitam vienadibas (*) un (**): ZBKX + ZXKC = LCXY + LZXB ;
ZBKC =ZCXY + LZXB;
ZBKC =180°- £ZBXC.
Izmantojot simetriju pret taisni BC, iegistam, ka ZBXC=/BTC, tatad
/BKC =180°—-ZBTC.
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Tatad £ZBKC+ ZBTC =180°, no ka seko, ka punkti C, 7, B un K atrodas uz vienas
rinka Iinijas. Ta ka caur trim punktiem var novilkt tiesi vienu rinka Iiniju un punkti C, T
un B pieder rinka linijai I', tad varam secinat, ka arT punkts K pieder rinka liijai I".
Novelkam taisni EF, kas ir rinka liijas I' pieskare punkta K (skat. AS51. zim.).
Izmantojot sakaribu starp pieskares - hordas lenki un ievilkto lepki un faktu, ka rinka
Iinijas lenkiskais lielums ir 360°, iegiistam, ka ZEKC =180° - ZKBC (1). Ta ka lenki,
kas balstas uz vienas rinka Iinijas viena un ta pasa loka, ir vienadi, tad
ZCKC'=ZCXC" (2)un ZKBX = ZKB'X (3).
Izmantojot vienadibas (1), (2) un (3), iegtistam, ka
1,2
ZEKC'= ZEKC + LCKC’( ):( )(180" - ZKBC)+ LCXC' =
=180°—(LKBX + ZXBC)+a =
3

=180°- ZKBX —a + a(:)180°— Z/KB'X =180°— ZKB'C".
Taka ZEKC'=180°— ZKB'C', tad secinam, ka EF ir ar1 rinka linijas I"" pieskare.
Ta ka rinka Iinijam I un I" kopigaja punkta K ir kopiga pieskare EF, varam secinat, ka
rinka Itnija I’ $aja punkta K pieskaras rinka Iinijai I, kas arT bija japierada.
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A.AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2010”

A.AB.A. Algebra

A.AB.A.1. Ja n =2, tad dotd nevienadiba ir forma: a* +1+a> > %(a +a™l). (¥

Veicot ekvivalentus parveidojumus, pieradisim, ka §1 nevienadiba ir pareiza:

(a2+2+i2j—12§(a+lj,

a 2 a
1) 3 1

(a+—j —12—(a+—j. (**)
a 2 a

Apzim&jam a+—=x. Lietojot sakaribu starp vid€jo aritmétisko un vidgjo
a

. : . 1 1
geometrisko, ieglistam, ka x=a+—2>2- [a-— =2.
a a

Parrakstot nevienadibu (**), izmantojot apzZim&jumu, ieglistam, ka
x* -1 Z%x = x° —%x—l >0 = (x—2)(x+%j20. ()

Ta ka ieguvam, ka x >2, tad abi nevienadibas (***) kreisas puses reizinataji ir
nenegativi, tatad ari reizinajums ir nenegativs. Esam ieguvusi, ka pie vértibas n =2,

2

. 5.3 QN .
uzdevuma dota nevienadiba a” +1+a~> > E(a +a™") ir patiesa.

Lai pieraditu, ka dota nevienadiba ir pareiza visiem n>2, pietiek pieradit
nevienadibu
a"+l+a">a’+1+a’ jeba" +a " >a’ +a.
Pareizinot abas nevienadibas puses ar a” > 0 un veicot parveidojumus, iegiistam, ka
a” +12a"* +a"’;
a¥ —a"”? —a" +120;
a" (@ -1)—(a"*-1)=0;
(@ -D(@">-120.
Ja a>1, tad abi reizinataji ir nenegativi un ari reizindjums ir nenegativs; ja
0<a<1, tad abi reizinataji ir negativi un reizinajums ir pozitivs. Lidz ar to esam
pieradijusi, ka nevienadiba a” +1+a™" >a’ +1+a” ir patiesa.
Izmantojot So nevienadibu un nevienadibu (*), ieglistam, ka

_ 2.3 _
a"+1+a">a’ +1+a”’ 25(a+a h.

n

e . a3 _ _ .
Lidz ar to esam pieradijusi, ka a” +1+a™" > =(a+a"') katram naturalam skaitlim

n=2.

A.AB.A.2. Parveidojam doto polinomu forma x(x*+a)—2(a+4). levérojam, ka
veértiba x=2 ir §1 polinoma sakne, jo 2(4+a)—2(a+4)=0. Izdalam doto
polinomu ar polinomu x —2:
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(x3 +0x? +ax—2(a+4)):(x—2) =x’+2x+(a+4).
i’ S
2x* +ax—2(a+4)
2x* —4x
(a+4)x—-2(a+4)
(a+4)x—2(a+4)
0
Tatad doto polinomu var sadalit reizinatajos:
X +ax—2(a+4)=(x-2)(x*+2x+(a+4)).
Ta ka vertiba x =2 vienmer ir dota polinoma sakne (neatkarigi no a vertibas), tad
iesp&jami divi gadijumi:
e ja x =2 ir vienkarSa sakne, tad, lai uzdevuma dotajam polinomam biitu tiesSi 2
dazadas saknes, polinomam x* +2x+ (a+4) ir jabiit tiesi vienai saknei, t. 1.,
diskriminantam jabiit vienadam ar 0. Taka D=4—-4(a+4)=-4a—-12=0, tad

ieglistam, ka a = —3. Dota polinoma otra sakne ir x = i =-1;

e ja x=2 ir divkarSa sakne, tad x =2 ir ari polinoma x* +2x+ (a+4) sakne,
t.i, 4+4+(a+4)=0 jeb a=-12. levietojot iegiito a vertibu, ieglstam
polinomu x> + 2x —8, kura saknes ir x, =2 un x, = —4.

Tatad iesp&jamas 2 dazadas a vertibas:
e g =-3;tad uzdevuma dotajam polinomam ir tiesi 2 saknes x, =2 un x, =—1;
e a=-12;tad uzdevuma dotajam polinomam ir tiesi 2 saknes x, =2 un x =-—4.

A.AB.A.3. Pieradisim, ka izteiksmes lielaka iesp&jama vertiba ir Jn+1.
Izmantojot nevienadibu 0<(a—b)’ =a* —2ab+b> jeb 2ab<a’+b>, kur
a=~n+1 un b=x,,i=1,2,..,n, ieglistam, ka 2vn+1-x, <(Wn+1)> +x>. Pie
tam vienadiba izpildisies tikai tad, ja b=a jeb x, =/n+1.
Abas nevienadibas puses izdalot ar x’ —1>0( to var darit, jo péc dota x, >1),
iegiistam, ka visiem i =1, 2, ..., n, ir spe€ka nevienadiba:

2Mn+1-x, _ntlex? n+l+l-l+x)  n+2 +x3—1_ n+2

< = = +1.
x} -1 x} -1 x} -1 x}-1 x}-1 x/-1
. . . ) 2V9n+1-x,  n+2 i
Summéjot visas ieglitas nevienadibas L< +1, i=12,..,n,

xP-1  x7 -1
iegiistam, ka

2\/n+12x2xf 1S(n+2)zx21 1+n:(n+2)-1+2:2n+2:2(n+1).
i=1 A T i=1 A T

1

n

Izdalot iegiitas nevienadibas abas puses ar 2+/n+1, iegiistam, ka z zx d " <An+1

i=l Y

. X X X . . o
jeb ——+——+..+—"—<+n+l. Esam ieguvudi, ka izteiksmes
x; -1 x3-1 x, —1
X X — _ . _ . . .
21 1+ > - 1+...+ . " veértiba neparsniedz +n+1 un ta tiek sasniegta, ja
X - X - Xy —

X, =X, =..=x, =vn+1.
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A.AB.A4.Ja x=0,tad f(¥)+0=f(f(0)+ f(y) jeb f(f(0))=0.
Ja x=f(0) un y=0, tad f(f(0)+6f(0)=f(f(f(0))+ f(0). Ieverojot, ka
f(f(0)) =0, iegistam, ka 0+ 6/ (0)= f(0)+ £(0) jeb f(0)=0.
Ja y=0,tad f(x)+6x=7(f(x)).(*)
Izmantojot vienadibu (*), doto vienadojumu var parrakstit forma
Sx+y)=f(f(x)—6x+ f(y)=f(x)+6x-6x+f(y)=f(x)+ f(¥).
Esam ieguvusi vienadojumu f(x+y)=f(x)+ f(y), kuru sauc par Kosi
vienadojumu. Visas funkcijas f:Q — Q, kuras apmierina Kos$i vienadojumu ir
forma f(x)= f(Dx.
Izmantojot iegiito sakaribu, parveidojam
S =ffDx)=fDfDx=(f1) x.
Vienadiba (*) ievietojot veértibu x =1, ieglistam, ka
JM+6-1=f(f(1).
Taka f(f(x))= (/) x,tad fFD)+6=(f1)* 1= (f(1)*
Apzimgjot f(1)=t, ieglistam kvadratvienadojumu > —¢—6=0, kura saknes ir
t=3unt=-2.
Tatad esam ieguvusi, ka f(1)=3 vai f(1)=-2.
Parbaudisim, vai abas funkcijas forma f(x) = f(1)x apmierina doto vienadojumu:

e izmantojot funkciju f(x)=3x, iegustam: 3(x+y)+6x=f(3x)+3y =
= 9x+3y=3-3x+3y = O9x+3y=9x+3y. Tatad §1 funkcija apmierina
uzdevuma nosacijumus;

e ja  f(x)=-2x, tad ieglstam: —2(x+y)+6x=f(2x)-2y =
= 4x-2y=-2-(-2x)-2y = 4x-2y=4x-2y. Tatad ar1 §1 funkcija
apmierina uzdevuma nosacijjumus.

Tatad meklgjama funkcija f ir forma f(x)=3x vai f(x)=-2x.

2tga

A.AB.A.5. Izmantojot formulas tg(a+ f)= _tgatief un tg2a = >
1-tgar - tgf l-tg

iegiistam, ka
2tga

2 + ga 3 3
tg2a +tga  1-tg a _ 2gat+tga—tg'a  3tga—tg'a
l1-tg2a-tga 1— 2tga

1-tg’a

tg3a =tgLa +a) = .
8 &l ) 1-tg’a —2tg’a 1-3tg’a

tga

3tga —tg’a

Izdalot iegtitas vienadibas tg3a = >
1-3tg°x

abas puses ar tga # 0, iegiistam, ka

tgda 33— tg’a

tga  1-3tg’a
Apskatisim funkciju f(z) = 13;32 Jkur z=tg’a > 0.
-3z

T 102 Tassni?
3._3 3

Parveidojam funkeiju f(z) = ——2 = 3 = =425, .
1-3z 1-3z 1-3z 3 3 1-3z

1 2 1
>1 un =—+2—-
un S =3+23 75,

>3.

Ja z E(O;%j, tad

1-3z
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1 1

1-3z 3

1 1 2
Jaze|—;+wo|,tad <O0un f(z)=—+2—-
ze(3ie) fy=ts22

1-3z
Esam pieradijusi, ka funkcija f nepiepem vertibas no intervala [%, 3}. Tatad ar1

uzdevuma dota vienadojuma labas puses izteiksme nepienem vértibas no intervala
[l } o tg201x _ tg(3-67x)

3777 tg6lx tg67x
Novértésim dota vienadojuma kreisas puses izteiksmes vertibu apgabalu. Izmantojot
kosinusa funkcijas ierobezotibu, t. i., —1 < cosa <1, iegiisim, ka 0 < cos”2010x <1.

, kur a = 67x (tatad tga #0).

4 4
Taka 2rgx_Irlrex b0 b o o g'x>0), tad
I+tg"x l+tg'x I+tg"x l+tg'x
2+tg'x 2 +tg'x

1<

— < 2. Tatad cos”2010x + :
I+tg"x I+tg'x

Ta ka uzdevuma dota vienadojuma kreisa puse var pienemt vertibas tikai no intervala

e(1;3).

(1;3), bet vienadojuma laba puse nepienem veértibas no intervala E, 3}, tad

vienadojuma abas puses nevar biit vienadas. Esam pieradijusi, ka dotajam
vienadojumam nav atrisinajuma.

A.AB.G. Geometrija

A.AB.G.1. Apzimgjam ZAPB=a un ZAYB= [ (skat. A52. zim.). No blakuslenku
1pasibas seko, ka LYPA=180°—-£LAPB =180°-« .
Izmantojot trijstira APY lenkus, izsakam £XAY :

LXAY = LPAY =180°—- LYPA— ZAYP =180°-(180°—a)-f=a—f.
Tatad art ZXBY = ZXAY = o — f ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa
loka XY.
Ta ka punkti 4, Q, B, P atrodas uz rigka linijas C,, tad ZAPB+ ZAQB =180° jeb
ZAQB =180°— ZAPB =180° -« .
LZATB = ZAYB = f ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka AB.
Taka LZAT ir trijstira ATQ argjais lenkis, tad
LZAT = ZAQT + LQTA =(180°—a)+ f =180°—(ax — f) .

Uz rigka Iinijjas C, atliekam punktu M. Ta ka punkti M, X, B,Y atrodas uz rinka
linijas C,, tad ZXMY =180°—- £ZXBY =180°—(a - f).
Esam ieguvusi, ka LZAT = ZXMY =180°—(a — f), tatad U ZT =uXY . Ta ka uz
vienadiem rinka Iinijas lokiem balstas vienadas hordas, tad XY = ZT, kas ari bija
japierada.
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AS52. zim. ~

A.AB.G.2. Apzim&am JLADF=a, ZFDB=p, /ZBEF =y, ZFEC=¢6 (skat.
A53. zim.).

AS53. zZim.

Ta ka vienadsanu trijstirT lepki pie pamata ir vienadi, tad
zapp = 18— £ADE 90°—%a,
/DFB :wzgoo_llg,

2 2
/BFE :M:%o_l%

2 2
LEFC:lgL%;E@2:9m—%6.

ZAFD+ Z/DFB+ ZBFE = /DFB+ /BFE + ZEFC =180° (jo 1izstiepta lenka
lielums ir 180°).

! 1 1 1 1 !
Titad  90°——@+90°—— F+90°——y =90° —— S+ 90°——  +90° =~ & = 180°
2 2 27 2 27 2

jeb a+pf+y=pF+y+06=180°.
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Cetrstiira AEBD pretgjo lenku summa ir o + S+ y =180°, tatad punkti 4, E, B, D
atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Cetrstira CEBD pretgjo lenku summa ir S+ y +06 =180°, tatad punkti C, E, B, D
atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Ta ka caur Siem punktiem D, B, E var novilkt vienu vienigu rinka Iiiju, tad punkti 4,
B, C, D, E atrodas uz vienas rigka Itnijas, kas ar1 bija japierada.

A.AB.G.3. Ar K apzim&jam CH viduspunktu (skat. A54. zim.). Ta ka trijstiira augstumi
krustojas viena punkta H, tad CH ari ir trijstira augstums. Ar C' apzim&am CH
krustpunktu ar 4B. Ar M apzim&jam A'B’ krustpunktu ar BE. Ta ka punkts M ir

!

nogriezna A'B'ieks$gjs punkts, tad iM =x,kur xe(0;1).

!B!_

AS54. zim.

Ta ka péc augstuma definicijas ZCB'B = ZCC'B =90°, tad punkti C, B', C' un B
atrodas uz vienas rinka linijas. Izmantojot sakaribu par hordu nogrieznu garumu
reizinajumu, iegtstam CH - HC' = BH - HB'.
Pieradisim, ka HD =2-HC".
AC'AD~AA'AB  (péc  pazimes ,/0”), jo ZAC'D=/AA'B=90° un
ZADC" = ZABA' ka ievilktie lenki, kas balstas uz loka AC. Tatad £C'AD = ZA'AB
ka atbilstosie lenki lidzigos trijstiiros. Esam ieguvusi, ka AC' ir AHAD augstums un
bisektrise, tatad AC" ir ar §1 trijstira mediana, t. i., HC'=C'D jeb HD =2- HC".
Izmantojot to, ka HD=2-HC', CH-HC'=BH-HB' un ka péc konstrukcijas
CH =2-KH , ieglstam

KH -HD =%CH-2HC': CH -HC'=BH -HB'.
Tatad arT punkti B’, D, B un K atrodas uz vienas rinka lmijas un ZB'DK = Z/B'BK
ka ievilktie lenki, kas balstas uz loka B'K . Ta ka
/B'DK = ZEDC = ZEBC = ZMBC Xa ievilktie lenki, kas baltas uz loka EC (p&c
dota punkti E, D, B, C atrodas wuz vienas rinka Iinijas), tad
/B'BK = /B'DK = ZMBC . Tatad /B'BM = ZCBK , jo
/B'BM = /B'BK — ZKBM un ZCBK = Z/ZMBC — ZKBM .
AB'BM ~ACBK (pec  pazimes  ,,/0(”), jo /B'BM = ZCBK un
ZBB'M = /HB'A' = ZHCA' = ZKCB ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to
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pasu rinka Imijas loku HA" (punkti C, B', H, A' atrodas uz vienas rinka Itnijas, jo

Z/CB'H + ZCA'H =180°). Uzrakstam atbilstoSo malu attiecibu: K = BC
B'M BB’

1

2N s

xA'B'" BB

AB'BA' ~ACBH (péc pazimes ,,/(”), jo ZHBA" ir kopigs un jau ieprieks secinajam,
ka Z/BB'A' = ZHCB . Uzrakstam atbilsto$o malu attiecibu: BC _ j;l, .

(**)
1 CH
Izmantojot (*) un (**), ieglistam, ka 2 CH !

= = X=—_.
xA'B"  A'B’ 2

Tatad B'M = 5 A'B' jeb punkts M ir A'B’ viduspunkts, kas ari bija japierada.

A.AB.G.4. Apzim&jam 04 = eT , OB = Z , oC = Z , OD = ej, kur O ir lodes centrs un

A, B, C, D — piramidas virsotnes (skat. A55. zim.). Vektori e, e,, e, e,, ir vienibas
vektori, jo lodes radiuss ir 1.

A55. zim.

Izmantojot vienibas vektorus, izsakam visas piramidas Skautnes: AB=le, —¢|,
AD =|e, —¢||, AC =|e; —e,|, BC=le; —e,|, BD=|e, —e,|, CD=le, —e;]|.
Apskatam un parveidojam summu AB°> + AC* + AD*> + BC*> + BD*> + CD”:
—  —2 —  —|2 —  —2 —  —2 —  —2 —  —2
e,—e| +le;—e| +le,—e| +le;—e,| +le, —e,| +le,—e| =
—|2 —|2 —|2 —2 — — — — — — — — — — — —
=3le,| +3ley| +3les| +3le,| —2e, ¢ —2e3~el‘—2e4-e1 —2le, -e,|—2le, -e,|—2e, e, =
—2 —2 —2 —|2
=4‘e1 +4le,| +4le,| +4e,| —
—2 —2 —2 —|2 — — —  — — — — — — — — —
—lle| +ley| +les| +ley| +2le, -e|+2e e |+2le, el +2e e, +2e, e +2e, e =
—_ - —  —|2 —_ = —  —|2
=4+4+4+4—|e +e, +e; +e, :16—‘el+ez+e3+e4

2

<4.

—

Pieradisim, ka |e, +e, +e; +e,

Ja 3 dimensiju telpa izv€las vairak neka 3 vektorus, tad noteikti var izveidot tadu
linearu  kombinaciju, t.i., atrast  skaitlus

a,,ay, ..., d, tadus, ka
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— — —_—

a,e +a,e, +a,e, +a4a —=0. Ta ka vienibas vektoru sakumpunkti atrodas
piramidas iekSpusé, tad var atrast skaitlus a,,..,a, >0, kam izpildas minéta
vienadiba. Varam pienemt, ka a, +a, +a,+a, =1 (abas §is vienadibas puses
vienm@r var izdalit ar a, +a, +a, +a, un iegit pozitivus skaitlus a, a3, a3, a;,

kuriem izpildas sakariba a| +a), +a; +a, =1).

Pieradisim, ka a, < % ,visiem i=1,2,3,4.

. _. . 1
Pienemam pret€jo, ka, pieméram, a, > 5 , tad

—

S‘— a,e,

—

+‘—a3e3

—

+‘—a4e4 =

a,e|=|-a,e, —ae; —a,e,

E <a, =

1
=a,+ta,+a,=1-a, <—.

2

1

—,i=1,2,3,4.

2’

Izmantojot iegilito noveért&§jumu un sakaribu a,e, +a,e, +a,e; +a,e, =0, ieglistam

‘—» — — —

legiita pretruna, ka % <a, < ; tatad a, <

—

e +te, +te,+e,l=le +e, +e,+e,—2(ae +a,e, +ae, +a,e,) =

=|(1-2a)e; +(1-2a,)e; +(1-2a;)e, + (1-2a,)e,| <

~[0-24)e,
=[1-2a,|+[1-2a,| +]1 - 2a,| +[1 - 2a,| =1-2a, +1-2a, +1-2a; +1-2a, =
=4-2(a,+a,+a,+a,)=4-2=2.

+‘(1—2a2)g

+‘(1—2a3)2

+|1-2a,)e,| =

—_ = — —|2
Tad ‘el +e, +e, +e,

—  —2
> ‘e,. —€

i#j,i>j

<4 unpie 1<i, j <4 iegustam, ka

2
=16- >216-4=12.

e +e,+e; +e,

Taka ‘ei —e j‘ <2,jo e, un e, ir neparaleli vienibas vektori, tad

2 —

‘ei—ej =le, —e; e—e‘<2‘e —e
—  — — —2
Tatad 2 Y Jej—e)|> X lo—¢] 212, kur 1<i, j<4.
i£],i>] i£],i>]

Nemot vera ieviestos apzim&jumus, ieglistam, ka
2(AB+ AC+ AD+ BC+BD+CD)>12 jeb AB+ AC+ AD+BC+BD+CD >6,
kas ar1 bija japierada.
A.AB.G.5. Ar P apzim&jam diagonalu AC un BD krustpunktu (skat. A56. zim.).
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D AS56. zZim.

Taka DF|AB, tad ZFDP = ZABP un /DFP = /BAP Ka ieksgjie $kerslenki (skat.

Axx. zim.). Tatad ADPF ~ABPA (p&c pazimes ,,/¢”). Uzrakstam atbilstoSo malu
attiecibu:

E — E (*)

BP  PA’
Lidzigi iegistam, ka AAPE~ACPD, jo AE”CD. Uzrakstam atbilstoSo malu

attiecibu:

DP PC
EP PF
Sareizinot (*) un (**), ieglistam, ka — =——.
(*) un (**), iegu 2P PC

Esam ieguvusi, ka trijsturiem CPB un FPE ir proporcionalas malas un kopigs lenkis
P. Tatad ACPB~AFPE (péc pazimes ,,m/m”) un ZPEF = ZPBC ka atbilstoSie
lenki l1dzigos trijstiiros.

Taka ZPEF un ZPBC ir vienadi kapslu lenki, tad EF|BC, kas arT bija japierada.

A.AB.K. Kombinatorika

A.AB.K.1. Intervala [100; 200] ir 101 naturals skaitlis. Péc Dirihl€ principa vismaz tris

no tiem atrodas viena no 50 kopam. Divu mazako no Siem skaitliem summa ir lielaka
neka 200 un tatad lielaka arT neka treSais skaitlis, kas atrodas kopa. Tatad Siem tris
skaitliem izpildas trijstiira nevienadiba un no tiem var izveidot trijstiiri, kura malu
garumi ir Sie tr1s skaitli.

A.AB.K.2. Aplikojam grupu A ar lielako iesp&jamo cilvéku skaitu m tadu, ka katra

ricuraca partija spel&ja viens cilveks, kurs nepieder grupai A. Lai pieraditu uzdevuma
prastto, pietiek pieradit, ka m > 24 .
Pec grupas A definicijas katrai personai p, kura nav grupa A, ir grupa G, kura ir
persona p un tris dalibnieki no grupas A. Atskirigiem cilvékiem p, un p, atbilstoSie
tris dalibnieki no grupas A nevar bit vieni un tie pasi. (Pretgja gadijuma rodas
pretruna ar doto, ka nekadi 3 speletaji nespelja kopa vairak ka vienu partiju.) Tatad
speletaju, kas neietilpst grupa A, skaits nevar parsniegt grupas A tris dalibnieku
apakskopu skaitu. Lidz ar to ieglistam, ka

m(m-1)(m-2) 1

—m(m*> =3m+2),
3-2-1 6

2010Sm+%m(m2—3m+2):%m(m2—3m+8). (*)

2010-m<C. =

Pieradisim, ka funkcija f(m) = %m(m2 —3m+8) ir augosa, ja m > %
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. I . e e o .
Funkcija f,(m) = o m ir augosa ka taisne ar pozitivu virziena koeficientu.

Funkcija f,(m)=m" —3m+8 ir kvadratfunkcija, kuras zari vérsti uz augsu, tatad ta
ir augosa intervala [m,, + ), kur (m,; f(m,)) ir parabolas virsotnes koordinatas,
3 3

un tas vertibu apgabals ir intervals [f(m,),+o). Ta ka mozizz un
3) (3 3 23 .3 . . . 3
=l=|=| -3-=+8=—=5=, tad funkcija ir augosa, ja m >— un tas
f(zj [2) 2 4 4 2/, 805 2

vertibas ir pozitivas. Tatad esam ieguvusi, ka funkcijas f, un f, ir augoSas un
e . 3 .- - . . . 3 .. .
pozitivas, ja m > 5 Lidz ar to ar1 funkcija f ir augoSa, ja m > 3 ka divu pozitivu,

augosu funkciju reizinajums.

Ta ka f(23)=1794 <2010 un f(24)=2048, tad, lai izpilditos nevienadiba (*),
m > 24 . Tatad grupa A ir vismaz 24 spéelétaji tadi, ka nekadi 4 no Siem dalibniekiem
Saja festivala nav kopa spél&jusi riCuracu. Panemot tieSi 24 speletajus no grupas A,
bis izveidota uzdevuma prasita grupa.

A.AB.K.3. Sadalam kvadratu 1099x1099 blokos 21x21 ar 22x22 vaboléem katra
bloka. Projicgjam katru no blokiem 21x21 uz vienu kopigu bloku 42x42,
palielinot visus attalumus 2 reizes. (Lai visas vaboles atrastos dazados punktos,
varam pienemt, ka vaboli atzim&jam ka punktu, kas atrodas rtitinu virsotnes loti tuva
apkartng.)

Parbaudisim, vai §1 konstrukcija apmierina uzdevuma prasibas.
1. Vaboles, kas bija talu viena no otras (t. i., attalums starp tam pirms lidoSanas bija
ne mazaks ka 150), tagad atrodas attaluma, kas neparsniedz 75, jo kvadrata 42 x 42
lielakais attalums starp vabolém ir 4242 ~ 59,4 (attalums starp 2 pretgjam kvadrata
virsotn€m). Tatad attalums starp §Tm vabol€m ir samazinajies vismaz 2 reizes.
2. Ja attalums starp divam vabolém bija ne lielaks ka 10, tad iesp&jami 2 gadijumi:
e Vaboles atradas viena bloka 21x21. Saja gadijuma attalums starp tam ir
palielinajies tiesi 2 reizes, jo projicgjam So bloku uz 2 reizes lielaku bloku.
e Vaboles x un y neatradas viena bloka 21x 21, t. 1., vaboles atrodas blakus blokos
(skat. AS7. zim.) vai blokos, kas atrodas pa diagonali (skat. AS8. zim.). Ar x'
apzimé&jam vaboles x parvietojumu uz attieciga blakus bloka to paSu vietu. Tad

xx" =21 (ja vaboles atrodas blakus blokos) vai xx' = 212 (ja vaboles atrodas
blokos pa diagonali). Ta ka xy <10, tad no trijstira nevienadibas seko, ka

yx">11>10. Ta ka p&c konstrukcijas x un x" sakritis un attalumi palielinasies
2 reizes, tad attalums starp vabolém x un y bas 2-yx'>20 jeb attalums bis
palielinajies vismaz 2 reizes.

Xe
o)

xXe X .y

!

X

AS57. zim. AS58. zim.

Tatad vaboles var parlidot uz jaunam vietam ta, lai izpildas uzdevuma nosacijumi.

128



A.AB.K.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka var biit ne
vairak ka 12 neizskirtas partijas.
Apskatisim situaciju, kad tiek izsp€léts lielakais neizskirto partiju skaits. Pienemsim,
ka spéletaju A un B spéle beidzas ar neizskirtu rezultatu. Ta ka veidojam situaciju,
kad izspelets ir lielakais neizSkirto partiju skaits, tad pargjie 5 speletaji speleja
neizskirti vai nu ar A, vai ar B. Nevar bit, ka kads no Siem spélétajiem spél&ja
neizskirti gan ar A, gan ar B, jo tad Sie tris sp€letaji veidotu spelétaju trijnieku, kura
visas partijas beidzas neizskirti, bet ta ir pretruna ar doto. Tatad ir ne vairak ka 6
neizskirtas partijas, kuras ir piedalijusies spélétaji A un B.
Apskatam, ka sava starpa var spélét atlikusie 5 spelétaji (bez A un B). Piepemsim, ka
speletaju C un D partija beidzas neizskirti. Tad pargjie 3 speletaji speleja neizskirti
vai nu ar C , vai ar D. Tatad ir ne vairak ka 4 neizskirtas partijas, ja apskata spéles,
kuras ir piedalijusies spélétaji C un D, bet nav piedalijusies spelétaji A un B.
Starp atlikuSajiem tris spélétajiem E, F, G var bt ne vairak ka 2 neizskirtas partijas
(pretgja gadijuma veidojas spélétaju trijnieks, kura visas partijas beidzas neizskirti).
Tatad pavisam var biit ne vairak ka 6+ 4+ 2 =12 neizskirtas partijas.
Otrkart, paradam, ka var but 12 neizskirtas partijas, ja speletaji spele, pieméram, sadi
(skat. A59. zim.): 4 spelétaji (A, B, C, D) ar atlikusajiem 3 spéletajiem (E, F, G)
nospélé neizskirti. Pargjas partijas beidzas rezultativi. Ar n apziméts neizskirts
rezultats, ar burtu — tas spélétajs, kur§ uzvar spéle. Tatad ir 4-3 =12 neizSkirtas
partijas un tas arf ir lieclakais iesp&jamais neizskirto partiju skaits.

A|B|C|D|E|F|G

> Q|
=~

n\|n|\n\|n

n|\n|n|n|E

Qlm|m|({g|a|m|»

n|\n|{n|n|G|F

AS9. zim.

A.AB.K.5. Atrisinajumam ir divas dalas.
Pirmkart, paradam, ka uzdevuma prasitais ir iesp&jams, ja m =n.
Ja rutinu lapas nxn vienas garakas diagonales riitinas sakuma ir melnas (ja m =n),
tad visas riitinas var nokrasot melnas (skat. A60. zim., kur n =5).

A60. Zim.
Otrkart, pieradisim, ka m nevar biit mazaks ka »n. Ta ka rutinu lapa nxn ir sadalita
rutinas, kuru malu garumi ir 1, tad ir iegiiti 2n(n+1) vienibas nogriezni, kas ir So
rutinu malas. Nogrieznis, kas atrodas uz rutinu lapas malas, ir tieSi vienas rutinas
mala; nogrieznis, kas neatrodas uz rutinu lapas malas, ir mala tie$i divam ritinam.
Apskatisim to nogrieznu skaitu, kuri ir malas tie$i vienai melnai rutinai (neatkarigi
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no ta, vai $ie nogriezni atrodas uz ritinu lapas malas, vai ng). Sos nogrieznus
sauksim par robeznogriezniem.

Ja baltu ratinu, kurai ir tieSi & melnas blakus ratinas, nokraso melnu, tad k
robeznogriezni pazud (nogriezni, kas ir kopigi parkrasotajai riitinai un melnajam
blakus riitinam) un rodas 4 —k jauni robeznogriezni (parkrasotas riitinas malas, kas
sakuma nebija robeznogriezni). Ta ka parkrasot var rutinu tikai tad, ja £ > 2 (rGtinai
ir vismaz divas melnas blakus riitinas), tad 4 —k < k. Tatad robeznogrieznu skaits
nevar palielinaties.

Ta ka sakuma ir tieSi m melnas ritinas, tad ir ne vairak ka 4m robeznogriezni. Ja
visas ritinu lapas rutinas ir nokrasotas melnas, tad ir 4n robeznogriezni. Tatad
4m>4n no ka seko, ka m>n jeb melno ritinu skaitam m sakuma jabiit ne
mazakam ka n.

A.AB.S. Skaitlu teorija
A.AB.S.1. Apskatam, kadus atlikumus dod skaitli (1+2+...+n)+2,jatos dalaar9:

e n=1 = (1) +2=3(mod9);

e n=2 = (1+2)+2=5(mod9);

e n=3 = (1+2+3)+2=8(mod9);

e n=4 = (1+2+3+4)+2=3(mod9);

e n=>5 = 1+2+3+4+5)+2=8(mod9);

e n=06 = (1+2+3+4+5+6)+2=5(mod9);

e n=7 = (1+24+3+4+5+6+7)+2=3(mod9);

e n=38 = A+24+3+4+5+6+7+8)+2=2(mod9);

e n=9 = 1+24+3+4+5+6+7+8+9)+2=2(mod9);

e n=10 = 14+24+..+9+10)+2=((0+1)+2) (mod 9) =3 (mod 9) ;

45
e n=11 = (I+...+9+10+11)+2=((0+1+2)+2) (mod 9) =5 (mod 9).
Sadi turpinot iegisim, ka ﬁtlikumu virkne p&c modula 9 ir periodiska ar periodu 3, 5,

8,3,8,53,2,2.
Apskatisim, kadus atlikumus, dalot ar 9, dod naturalu skait]u kvadrati:
e (9%)*=0(mod9);
o (9% +1)* =81k> +18k +1=9(9k* +2k)+1=1(mod 9);
o (9k+2)* =81k” +36k+4=909n" +4k)+4=4(mod9);
o (9k+3)> =81k*> +54k +9=9(9n> + 6k +1) =0 (mod 9);
o (Ok+4) =81k> + 72k +16=9(9n> +8k)+16 =7 (mod 9) ;
o (9k+5)* =81k> +90k +25=9(9n> +10k) +25 =7 (mod 9);
o (9k+6)> =81k* +108k +36 =9(9n> +12k +4) =0 (mod 9) ,
o (Ok+7)* =81k* +126k +49 =9(9n> +14k) + 49 = 4 (mod 9);
o (9k+8)” =81k*> +144k + 64 =9(9n> +16k)+64 =1(mod 9).
Tatad naturalo skaitlu kvadrati, dalot tos ar 9, dod atlikumus 0, 1, 4 vai 7.

Ta ka abam atlikumu virkn€m nav kopigu elementu, tad neviens no skaitliem
(1+2+...4+n)+ 2 nav naturala skaitla kvadrats.
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A.AB.S.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, iev€rojam: ja p(x)=x
(pirmas pakapes polinoms), tad p(2)=%2 jeb | p(i2)| =2', un ja
p(x) = (x+1)(x—1)—27 (otras pakapes polinoms), tad p(xl)=-2> un p(+3)=2".
Tatad n var pienemt vértibas 1 un 2.

Otrkart, pieradisim, ka n nevar pienemt vertibas, kas ir atSkirigas no 1 un 2.

Piepemsim, ka »n>2 un eksisteé tads polinoms p(x), kas apmierina uzdevuma
nosactjumus. Ta ka p(x) ir n-tas pakapes polinoms, tad eksisté ne vairak ka n veseli
skaitli @ tadi, ka p(a)=2", jo n-tas pakapes polinomam ir ne vairak ka » realas
saknes. Tatad skaitlus a,, a,, ..., a,

var apzimét ar b, b,, ..., b, , ¢, c,,..,c, 13, ka

n n?o

b <b,<..<b, un p(b;)=2" unari ¢, <c, <..<c, un p(c;)=-2".

Ta ka ir japierada, ka eksisté polinoms ar uzdevuma dotajam ipasibam, tad varam
veikt grafika transformacijas (paral€lo parnesi, simetriju pret x asi) un, nezaudgjot
visparigumu, pienemt, ka 0 =5, <c,.

Ta ka p(x)—p(y) dalas ar xX—y (skat. AV.104.), tad
pb)—p(c;)=2"—-(2")=2-2" = 2"" dalas ar b, —c;,i, jedl,2,..,n}. Tatad c,
var pienemt n+ 2 dazadas vertibas, t. i., ¢, €{1,2,2°,..,2""}, j=1,2,..,n.
lespgjami tris gadijumi: 1) ¢, =1,2) ¢, =2,3) ¢, =2°.

Nemot veéra, ka katram i izteiksmei 2"*' jadalas ar b, —c,, aprékindm iesp&jamas b,
vertibas katra gadijuma:

1) b e{l+1,1+2,1+2%, .., 1+2"", i=2,3,...,n;

2) b ed2-1,2+1,2+2,2+2%,...,2+2""} i=2,3,..,n;

3) b e{4—2,4-1,4+1,4+2,4+2%, ... 4+2"" i=23,.,n.

Taka n>2, tad gadijuma 1) starp skaitliem c,, c,, ..., ¢, ir skaitlis 1 un vismaz divi
para skaitli. Ja starp b, ir divi nepara skaitli, tad, atnemot no Siem nepara skaitliem
para skaitlus ¢, un ¢y, iegiistam Cetrus nepara skaitlus, kur vismaz 3 no tiem ir
dazadi, tatad vismaz viens no tiem ir atSkirigs no +1. Ta ka 2""' jadalas ar
b,—c;, i, jell,2,..,n}, bet 2" nedalas ar nepara skaitliem, kas ir atskirigi no
*1, tad starp b, nevar bt divi nepara skaitli. Tatad n <4 (Saja gadijuma n =3, jo
n>2)un b, =2. legiita pretruna, jo 2""' nedalas ar 2-2",ja m > 2.

2) un 3) gadijuma visi skaitli ¢,, ¢,, ..., ¢, ir para skaitli. Taka n>2 un 2""' dalas ar
b,—c;, i,jell,2,..,n}, tad skaitli b,,b,,...,b, arl ir para skaitli. Dalot skaitJus
€1, CyyeyC, U by, by, ..., b ar 2, reducgjam Sos gadijumus attiecigi uz gadijjumiem

1) un 2). Tatad 2) un art 3) gadijuma nav iesp&jams atrast prasito polinomu.
Tatad uzdevuma mekletais naturalais skaitlis # ir 1 vai 2.

A.AB.S.3. Pieradisim, ka Profesors Ciparin$ vienmer var pateikt, kads bija skaitlis, ko
iedomajas skoléns.
Aprekinam visu seSu skaitlu summu:
abc + ach + bac + bea + cab + cba = (100a+10b +c)+ (100a +10c + b) +
+ (1006 +10a + ¢)+ (100b +10c¢ + a) + (100c +10a + b) + (100c +10b + ¢) =
=222a+222b+222¢ =222(a+b+c).
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Iedomasimies, ka divi skoléni katrs iedomajas citu trisciparu skaitli m = abc un
n= E (pienemsim, ka n > m). Pienemsim, ka vini var iegiit vienadas pargjo piecu
skaitlu summas, t. i.,

222(a+b+c)-m=222(d+e+ f)—n.
Ta kda n—-m=222(d+e+ f)—222(a+b+c), tad abam vienadibas pusém jadalas
ar 222, t. 1., starpiba n—m dalas ar 222. Ta ka n un m abi ir trisciparu skaitli, tad
n—m var biit 222, 444, 666 vai 888, t. 1., n—m =222k , kur k € {1, 2, 3, 4}.
Tatad 222k =222(d +e+ f)—222(a+b+c) jeb k=(d+e+ f)—(a+b+c).
Paskatisimies, kas notiek ar trisciparu skaitla ciparu summu, ja Sim skaitlim
pieskaita 222:

e Ja saskaitiSana nav parnesuma, tad ciparu summa palielinas par 2+2+2=6.

e Ja saskaitiSana ir viens parnesums, tad ciparu summa izmainas par 6 -9 = -3.

e Ja saskaitiSsana ir divi parnesumi, tad ciparu summa izmainas par
6-9-9=-12.

Tatad skaitla ciparu summa vienmer izmainas par skaitla 3 daudzkartni.

Ta ka n—m dalas ar 222, tad n—m dalas arT ar 3 un skaitla n—m ciparu summa
k=(d+e+ f)—(a+b+c) ari dalas ar 3, tatad k =3. Taka n—m =222-3 dalas ar
9, tad arT skaitla » —m ciparu summai k =(d +e+ f)—(a+b+c) jadalas ar 9. Bet
tas var but tikai tad, ja k=0 un n=m. Tatad vieniga iesp&ja, kad pargjo piecu
skaitlu summas ir vienadas, ir tad, kad abu skolénu iedomatie skaitli sakrit. Lidz ar to
esam pieradijusi, ka profesors Ciparin$ vienmer var pateikt, kadu skaitli ir iedomajies
skoléns.

AABS4. Ta ka t=x4+2y4+3z! un x>2y>z>0, tad ¢>x un
(x + D<A xH2xH4+3x!1=6x! jeb (x+1)-x!< 6x!. Tatad x+1<6 un x<5.
Apskatisim visas iesp&jamas x vertibas.

e Jax=1,tad x=y=z=1, t!=6 un t=3. Tatad (1,1, 1, 3) ir dota vienadojuma
atrisinajums.

e Ja x=2, tad 3!<#<6-2!=2-3-21=2-31< 4!, Tatad ¢=3 un ieglstam
vienadojumu 6=2+2y43z!. Ta ka 2+2y43z!>7, tad Saja gadijuma
vienadojumam nav atrisinajuma.

e Ja x=3, tad 4!<11<6-3<5!. Tatad ¢t=4 un iegistam vienadojumu
24 =6+ 2yM+3z!. Ta ka vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis, tad ar1 labajai
pusei jabiit para skaitlim. Labas puses saskaitamie 6 un 2! ir para skaitli, tapec
art  3z! ir jabuit para skaitlim. Tatad 2<z<3. Ja z=2, tad
2y!1=24-6-3-2!1=18-6=12, y!l=6 un y=3, tatad (3,3,2,4) ir dota
vienadojuma atrisinajums. Ja z=3, tad 2y!=24-6-3-3!=18-18=0, Saja
gadijuma y nav naturals skaitlis un dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

e Ja x=4, tad 5!<#1<6-4!<6!. Tatad ¢=5 wun iegistam vienadojumu
120 = 24 + 2 y!4+32! jeb 96 =2y43z!. Ja z=4, tad
2y1=96-3-41=96—-72 =24, y!=12 un y nav naturals skaitlis. Ja z <4, tad
2y4321<2-4143-31=48 + 18 < 96 . Tatad Saja gadijuma dotajam vienadojumam
nav atrisinajuma.

e Ja x=5, tad 6!<!1<6-5!=6!. Tatad ¢=6. Ja x=y=z=5, tad
SH2-543-5!1=6-5!=6! un (5,5,5,6) ir dota vienadojuma atrisinajums. Ja
z<5,tad 2yl< 61-51-3-5!1=6-5-4-5!=2-5!, y!I>5! jeb y>5, kas ir pretruna
ar to, ka x > y. Tatad $aja gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.
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Esam ieguvus$i, ka dota vienadojuma atrisinajumi ir (1;1;1;3), (3;3;2;4) un
(5;5;5;6).

A.AB.S.5. Izpetisim virknes uzvedibu vispariga gadijuma. levérojam, ka pietiek
apskatit virknes uzvedibu katram pirmreizinatajam p atseviski.
Ta ka MKD(p", p"') = pm™>® un LKD(p", p*) = pm™®?) tad
MKD(p®, p” W N

(p = P - ) = p‘b o, Tapéc varam apskatit kapinataju virkni (b, ), kura definéta

LKD(p", p”)

ar formulu b, =

b, — bH| visiem n>2 katram pirmreizinatajam atseviski.
Iesp&jami 2 gadijumi:
e §is virknes visi locekli ir para skaitli, jo divu para skait]u starpiba ir para skaitlis;
e 31 virkne ir periodiska ar periodu (p, n, n), kur p ir para skaitlis un » ir nepara
skaitlis, jo para un nepara skaitla starpiba ir nepara skaitlis un divu nepara
skaitlu starpiba ir para skaitlis.
Tatad locekli b, un b,,; abi ir vai nu para skaitli, vai nepara skaitli.
Ja b <b , (b,=x, b
ieglstam virkni x, x+y, y, x. Tatad b, =b, ;.
Ja b, >b

iegiistam virkni x+y, x, y,

4, =x+y, kur x un y ir veseli nenegativi skaitli), tad

n

(b,=x+y, b,,=x, kur x un y ir veseli nenegativi skaitli), tad

tad b, >b .

n+l

X=Y

n+l

. Taka x+y2|x—y
Tatad b, > b, , visiem n.

levérojam, ka 119=7-17 un 289 = 17%.

Apskatam pirmreizinataju 7. Saja gadjuma b, =1 un b, =0. Ta ka
290-119 =171 dalas ar 3 (kas ir perioda garums), tad b,,, =1, jo b, 2b, ., un
skaitli b, un b,,; ir ar vienu paritati. Tatad b,y =|by, —by|=[0—1=1. Ta ka
2010-291=1719 dalas ar 3, tad b,,,=1. Tatad a,,, satur pirmreizinataju 7
pirmaja pakapée. )

Lidzigi apskatam pirmreizinataju 17. Saja gadfjuma b, =1 un b,, =2. Tad
by =1 un b,y =1|by, —b290| = |2—1| =1, no ka seko, ka b,,, =1. Tatad a,,,, satur
pirmreizinataju 17 pirmaja pakape.

Ta ka a,,, un a,y, nesatur citus pirmreizinatajus, citiem pirmreizinatajiem b, , =0
un by, =0. Tad by, =0 un by, :|0—0|:O. Tatad citiem pirmreizinatajiem

b,y = 0. Esam ieguvusi, ka vieniga a,,,, vertibair a,,, =7'-17' =119.
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A.BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
»BALTIJAS CELS 2010”

A.BW.A. Algebra

A.BW.A.1. Uzdevuma doto vienadojumu kreisa puse ir nenegativs lielums, jo reala
skaitla 2010. pakape nevar biit negativs skaitlis, tatad arT vienadojumu labaja pus€ ir
nenegativs skaitlis jeb skaitli a, b, ¢ un d ir nenegativi. Pienemam, ka
d>c>2b>a>0.Tatad

b+c+dz2a+c+dza+b+d2a+b+c=0.
Ta ka visas izteiksmes, kas ietilpst iegiitajas nevienadibas ir nenegativas, tad, kapinot
visas izteiksmes 2010. pakapg, nevienadibu zimes saglabajas:
bt+e+d)* 2(@+c+d)*’ 2(a+b+d)*"° 2 (a+b+c)"",

2010 jr augosa visiem x> 0.

jo funkcija f(x)=x
No iegilitajam nevienadibam un uzdevuma dotas nevienadibu sist€mas ieglstam, ka
3a>3b>3¢>3d >0;
a>b>c>d>0.
Esam ieguvusi, ka d >c>b>a>0un a>b>c>d >0, no ka seko, ka
a=b=c=d.
Apzimgjam a=b=c=d=x = (Bx)*°=3x = 3x=0 vai 3x=1. Tatad

a=b=c=d=0 Vaiazb:c:dzé.

1

'3

W | =

2

1
3

2

W | =

Esam ieguvusi abus skaitlu komplektus: (0; 0; 0; 0) un ( j, kas apmierina

uzdevuma doto vienadojumu sisteému.
A.BW.A.2. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

cosx . sin x
cos’ x +sin’ x >1.

S x COS X

L T . _ o L
Taka 0<x< 2 tad sinx >0 un cosx >0, tapéc varam iegiitas nevienadibas abas

puses pareizinat ar sinxcosx > 0:

cos® x+sin* x > cosxsinx.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:

cos x +2sin? xcos? x +sin” x — 2sin® xcos® x > cosxsinx ;
(cos” x +sin’ x) > 2sin” xcos” x + cos xsin x ;
1 >sinxcosx(2sinxcosx+1).

Pareizinot abas nevienadibas puses ar 2 un izmantojot formulu 2sin xcosx = sin 2x,
ieglistam, ka
2>sin2x(sin2x+1) jeb sin2x(sin2x+1)<2. (¥*)

Ta ka 0O<x< g , tad 0<2x<x. Varam secinat, ka sin2xe(0;1] un

sin2x +1 € (1; 2], tapec nevienadiba (*) ir patiesa. Ta ka nevienadiba (*) tika iegiita
no uzdevuma dotas nevienadibas, veicot ekvivalentus parveidojumus, tad ari
uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa, kas arT bija japierada.
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A.BW.A.3. Uzdevuma atrisinaSanai izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Baze. Uzdevuma dots, ka x;, >1, x, >1, | x, —x, |<1. Piepemam, ka x, < x, (lidzigi
spriedumi seko arT pretgja gadijuma). Tad

x, +1 1

X X X
A2+ 2 <1+ =2+—<2+1=2-2-1.
X, X X X Xy

Tatad prasttais izpildas pie n =2.
Induktivais pienémums. Pienemam, ka S < 2k —1, kur

S:ﬁ+x_2+ +£+x_]‘
Xy X Xk X

Induktiva pareja. Veiksim induktivo pareju, pieradot, ka S'< 2(k+1)—-1=2k +1, kur

X, X X, X X
=Ly 2y L S g Tl
Xy, X3 X Xgn X1

ja ir speka nevienadiba S <2k —1.

leverojam, ka skaith x,x,,..,x,,x,,, >1, pie kam |x, —x,
i=1,2,.,k-Lk.

No Sun §' izteiksmém redzam, ka pietiek pieradit, ka ir spéka nevienadiba:

<1 visiem

X X X X X —X
SV_S: k + k+1 Tk k + k+1 kgz

X X XN Xy X
Apskatam divus gadijumus:
e ja x, <x,,,tad, izmantojot nosactjumus 0 < x,,, —x, <1 un x, >1, ieglistam:

X Xy —X Xpyq —X 1
ko il TR TRy — <2
Xjes1 X X X
® ja x, >x,,, tad, izmantojot nosacijumus 0<x, —x,,, <1 jeb x, <x,,, +1 un

X, > 1, legutam:

X X, ., —X X x,.. +1 1
kop kel Tk o Tk TR D 4 <1+1=2.
Xiat X Xst Xia1 X

Tatad abos iesp&jamajos gadijumos izpildas nevienadiba Y T TN <9 no ka
X1 X

seko: ja izpildas nevienadiba S < 2k —1, tad izpildas arT nevienadiba S'< 2k +1.

Secinajums. Ta ka uzdevuma dota nevienadiba pie dotajiem nosacijumiem izpildas,

ja k =2, tad pec matematiskas indukcijas principa nevienadiba S'< 2k —1 ir patiesa

visiem k > 2, t. i. uzdevuma dota nevienadiba ir patiesa visam n > 2 vértibam, kas

ar1 bija japierada.

A.BW.A 4. Izmantojot matematiskas indukcijas metodi, pieradisim, ka P(i-67) =0
visiem i =1, 2, ..., 30.
Baze. Izvéloties x =0, iegiistam, ka —2010- P(67) =0, tatad P(67)=0.
Induktivais pienémums. P(k-67)=0.
Induktiva pareja. Pieradisim, ka P((k+1)-67)=0 ir speka, ja ir speka vienadiba
P(k-67)=0.

Uzdevuma dotaja vienadiba ievietojot x = k- 67, ieglistam, ka
(k-67-2010)P((k-67+67)=k-67P(k-67);
(k-67-2010)P((k+1)-67)=0.

Ja k=1,2,..,29, tad izteiksmes k-67-2010 vertiba nav vienada ar 0, jo
k-67 <2010. Varam secinat, ka P((k+1)-67)=0,ja k=1,2,...,29.
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Secinajums. Ta ka induktiva pareja izpildas Iidz £ =29, un P(1-67)=0, péc

matematiskas indukcijas principa varam spriest, ka P(i-67)=0 visiem

i=1,2,..,30.

Taka x=i-67 ir polinoma P(x) sakne, tad P(x) satur reizinataju (x —i-67), tapéc
P(x)=(x-67)(x—-2-67)...(x—30-67)Q(x),

kur Q(x)1ir cits polinoms.

Ievietojot iegtito izteiksmi uzdevuma dotaja vienadojuma, iegiistam, ka
(x—2010)-(x—67)...(x —=29-67)O(x + 67) = x(x — 67)...(x =30-67)O(x) ;
(x=30:67)-(x=67)... x=29-67)O(x +67) —x(x — 67)...x =30-67)0(x)=0;

(x=67)(x—2-67)...(x —30-67)(Q(x + 67) —Q(x)) = 0. (*)
P&c uzdevuma nosacijumiem vienadibai (*) ir jaizpildas visiem veseliem skaitliem x.
Ta ka ir tikai 30 x vertiba, pie kuras kads no pirmajiem 30 vienadibas (*) kreisas
puses izteiksmes reizinatajiem ir vienads ar 0, tad pie pargjam veselam x vértibam
reizinataja Q(x+67)—Q(x) vertibai ir jabiit vienadai ar 0. Tatad polinomam
O(x+67)—Q(x) ir bezgaligi daudz saknes. Tatad
O(x+67)-0(x)=0. (**)

Vienadojuma (**) ievietojot vertibu x = 0, ieglistam, ka Q(67)—Q(0) =0.
Nemam ¢ = Q(0), tatad Q(67) =c.
Vienadojuma (**) ievietojam x =67. Tad Q(2-67)—0(67)=0 jeb Q(2-67)=c.
Lidzigi, izv€loties vertibas x=k-67, kur k =3;4;..., iegistam, ka Q(k-67)=c
visiem veseliem skaitliem k. Tatad polinomam Q(x)—c ir bezgaligi daudz saknes,
no ka seko, ka Q(x) =c.
Esam ieguvusi, ka P(x)=(x—-67)(x—2-67)...x—30-67)c, kur ¢ — reals skaitlis.
Veicam parbaudi, ievietojot iegiito polinoma P(x) izteiksmi dotaja vienadiba:

(x—2010)x(x —67)... (x —29-67)c = x(x—67)(x—2-67)...(x —30-67)c.
Redzam, ka abas vienadibas pus€s atSkiras tikai reizinataju seciba. Tatad visi
uzdevuma prasitie polinomi ir forma P(x)=(x—-67)(x—2-67)...(x—30-67)c, kur
¢ — reals skaitlis.

A.BW.A.S. levietojot uzdevuma dotaja vienadojuma x = 0, iegiistam, ka
FO)+ f(0) = f0) f(»)+yf(0)+0 jeb f(0)f(y)=(2-»)f(0).
e Ja f(0)#0, tad f(y)=2-y un tas ir viens no uzdevuma atrisinajumiem.
Tiesam, f(x*)+ f(xy)=2—-x"+2—xy=4—x" —xy un ari
JOSD+ )+ (x+y)=2-0)2-y)+y2-x)+x2-x-y)=
=4-2y-2x+xy+2y—xy+2x—x" —xy=4-x" —xy.
e Ja f(0)=0, tad, ievietojot uzdevuma dotaja vienadojuma y = 0, iegiistam, ka
S+ £(0) = £(x)£(0)+x(x) 5
S =xf(x). *)
Tatad no uzdevuma dota vienadojuma varam izteikt
X (x) ==f () + f(X) (D) + 3 (D) +xf (x + ).
Apmainot x un y vietam, iegiistam, ka
W) ==+ f)f()+xf (V) +yf (x+ ).

Atpemot vienu vienadojumu no otra, iegiistam, ka
()= (V) =y () =xf (W) +(x=»)f(x+y);
)=y )=y () +xf (y)=(x =) f(x+);

=M@+, ()= =S (x+).
136



Ja x # y, tad varam izdalit abas vienadojuma puses ar x—y # 0:
JO+f)=fx+y).
Ja x =0, tad nerodas pretruna ar pienémumu, ka f(0)=0, jo
JO)+ f(y)=f0+y);

JF=s).
Ja x#y+#0,tad:

f(2x)= f@j + f(%"j - f@j + f(%j FI@) = )+ () =2/(x). (%)
Ievietojam y = x uzdevuma dotaja vienadiba:
SO+ f(x7) = L) f () +xf () + x5 (x+x) 5
2/ (x%) = (f(x) +x) [ (x) + % (2x).
Izmantojot vienadibas (*) un (**), iegiistam, ka
2xf(x) = (f () +x) f(x) +x-2f(x);
0= f)(f(x)+x).
Tatad iesp&jami divi gadijumi:
o ja f(x)=0,tad f(x)+f(y)=f(x+y)=0.
Secinam, ka f(x)=0 tad un tikai tad, ja f(y)=0 pie x, y=0. No
pien€muma, ka f(0) =0, ieglistam, ka f(x) =0 visiem x.
Parliecinamies, ka funkcija f(x) =0 der par uzdevuma dota vienadojuma
atrisinajumu:
SEH)+ )= FO)S () + 1 () + 5 (x + )5
0+0=0-0+y-04+x-0;
0=0;
o ja f(x)=—x,tad f()+f(y)=f(x+y)=—(x+y).
Secinam, ka f(x)=-x tad un tikai tad, ja f(y)=-y pie x, y#0. No
pienémuma, ka f(0) =0, ieglistam, ka f(x)=—x visiem x.
Parliecinamies, ka funkcija f(x)=-x der par wuzdevuma dota
vienadojuma atrisinajumu:
SO+ )= FO) S () + 1 () + 5 (x + )5
=% =y = =x(=p) + y(=x) +x(-x = y);
—x?—xy=xy—xy—x>—xy;
—x?—xy=—x?—xy.
Esam ieguvusi, ka uzdevuma dotajam funkcionalvienadojumam ir tris atrisinajumi:

J=2-y, f(X)=0un f(x)=-x.

Piezime. Var pieradit, ka funkcionalvienadojuma f(x)+ f(y)=f(x+)
atrisinajums ir forma f(x)=Cx,kur C e R.
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A.BW.K. Kombinatorika

A.BW.K.1. Ieviesisim Dekarta koordinatu sist€mu, kur galvenas diagonales riitinas ir ar
koordinatam (k; k), kur k=1, ..., n. Ar (k; f(k)) apzim&sim k-ta torna koordinatas.
Ieveérojam, ka katras krasas visam riitinam abu koordinatu starpibas moduli ir vienadi
un dazadu krasu ritinam tie ir atSkirigi. Ta ka katrs tornis stav uz citas krasas laucina,
tad

n n—1 — —
S (/) -k? =5 = MDD,
k=l i=0 6
Ta ka torni viens otru neapdraud, tad tie katrs atrodas cita rinda un cita kolonna jeb

" ) & &, nm+D)(2n+1)
2 () =2k =207 = p :

Taka 3 (f(k)— k) =3 ((f(k))> = 2kf (k) + k), tad iegiistam, ka

=1

n

. R AR 2R =R @n = n(a -1 2n—1)
k=1 B 2 - 12 =

_2n(n+1)2n+1)—n(n-1)2n-1) n(4n®> +6n+2)—n2n* =3n+1) B
- 12 - 12 -
B n(2n® +9n +1)

- 12 '

Ta ka Zkf (k) ir jabut veselam skaitlim, jo k& un f(k) — veseli, tad arl

k=1
n(2n* +9n+1)
12

jadalasar 12=2-2-3.
Izmantojot matematiskas indukcijas metodi, pieradisim, ka 2n° +9n° +n dalas ar 3
visam n vertibam.
Baze. Jan=1,tad 2-1° +9-1° +1=12 dalas ar 3.
Induktivais pienémums. 2k° +9k> + k dalas ar 3.
Induktiva pareja. 2(k +1)° +9(k +1)* +(k+1) =

=2(k> +3k> +3k + 1)+ 9(k*> + 2k + )+ k +1=

=2k> +6k> +6k +2+9k*> +18k +9+k +1=

=2k +15k* + 25k +12 =
=2k +9k* + k) + (6k* + 24k +12) =
= (2k> +9k* + k) +3(2k* + 8k + 4).

Pirmas iekavas izteiksmes 2k° +9k*+k vértiba péc induktiva pienémuma dalas ar
3, otrs saskaitamais ari dalas ar 3, jo viens no ta reizinatdjiem ir 3, tatad

2(k +1)° +9(k +1)* + (k +1) dalas ar 3.

Secinajums. P&c matematiskas indukcijas principa izteiksmes 2n° +9n” +n vértiba
dalas ar 3 visam naturalam » vértibam.

Apskatam, kadam » vértibam n(2n” +9n+1)=2n" +9n> +n dalasar 2-2=4:
e jan=0(mod4) jeb n =4k, tad 4k(32k* + 36k +1) dalas ar 4;
e jan=1(mod4) jebn=4k+1,tad (4k+ 124k + 1) +9(4k +1)+1)=
= (4k +1)((32k +16k +2) +36k +9+1)=
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= (4k +1)(32k> + 52k +12) =
= (4k +1)(8k* +13k +4)- 4
dalas ar 4.
e jan=2(mod4) jeb n=4k+2, tad (4k +2)(2(4k +2)° +9(4k +2)+1)=
=22k +1)((32k + 32k +8) + 36k +18+1)=
=2-(2k +1)(32k* + 68k +27) .
Katra no iekavas esoSo izteiksmju vertibam ir nepara skaitlis, tapéc to vertiba
nesatur pirmreizinataju 2. Tatad $aja gadijuma n(2n> +9n + 1) nedalas ar 4.
e jan=3(mod4) jeb n=4k+3, tad (4k +3)(2(4k +3)° + 9(4k +3) +1)=
= (4k +3)((32k2 + 48k +18) + 36k + 27 +1)=
= (4k +1)(32k* + 84k + 46) =
= (4k +1)(16k> + 42k +23)-2.

Katra no iekavas esoSo izteiksmju vertibam ir nepara skaitlis, tapéc to vertiba
nesatur pirmreizinataju 2. Tatad $aja gadijuma n(2n> +9n + 1) nedalas ar 4.
Esam parliecinajusies, ka Zn:kf (k)= n(2n” 1+29n )

k=1
tad, ja n =0 (mod 4) vai n=1(mod 4), tatad uzdevuma prasitais ir pieradits.

ir vesels skaitlis tad un tikai

A.BW.K.2. Apzim&jam galvaspilsétu ar C un pargjas pilsétas ar C,,C,,...,C, . Ar
d(x;y) apzim&am cenu reisam starp pilsétam x un y (pec dota d(x;y)=d(y; x)),
bet ar o apzim&jam cenu slégtam marSrutam, kas iet caur katru pils€tu tiesi vienu
reizi.

Apskatisim slégtu marSrutu, kas iet caur katru pilsétu, iznemot galvaspilsetu, tiesi

vienu reizi. Ar s apzimgjam ST marSruta cenu. Pienemam, ka C; un C, divas viena

otrai sekojosSas pilsétas $aja marsruta.

Aizvietosim lidojumu C; — C; ar diviem citiem lidojumiem: no C, uz galvaspilsétu

un no galvaspilsetas uz C,. Mes iegustam slégtu marSrutu, kas iet caur visam

pilsétam, ar cenu o . Tatad o =s5+d(C;;C)+d(C;C,)—d(C;;C;) jeb

s=0-(d(C;;0)+d(C;C;)~d(C;5C))).

Lai butu pieradits uzdevuma prasitais, pietiek pieradit, ka vertiba

a(i; j)=d(C;C)+d(C;C,)—d(C,;C;) ir vienada visam divu elementu

apaksSkopam {i, j} c {l, 2, ..., n}.

Sakuma pieradisim, ka a(i; j) = a(i; k) jeb
d(C;;C)+d(C;C,)—d(C;;C,)=d(C;;C)+d(C;C,) —d(C5C)

visiem atikirigiem i, j, k. ST vienadiba ir ekvivalenta ar vienadibu
d(C;C)+d(C;C)+d(C;C ) =d(C;C)+d(C;C)+d(CCy ),

kas ir patiesa, jo varam apskatit slégtus marSrutus, kas iet no pilsétas C, uz pilsétu

C, caur visam citam pilsétam, izpemot C un C,, tiesi vienu reizi, un papildinat So

marSrutu, pievienojot marSrutam pilseétas C un C,, divos daZados veidos:

C,>C—>C —>C,un C, > C, > C—C,.Taka marSrutiem, kas iet caur visam

pilsétam tieSi vienu reizi cena ir vienada, tad cena par pievienotajiem marSrutiem
abos gadijumos bis vienada.
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Esam pieradijusi, ka vértiba a(i; j) sakrit visam 2-elementu kopam, kuram ir viens
kopigs elements, bet tad a(i; j) = a(i;k) = a(k;l) visiem i, j, k, [ kur i# j, k#1,
kas ar1 bija japierada.

A.BW.K.3. Apzimgjam doto 30 kora dalibnieku grupu ar S. Apskatam visas tadas kopas
S apakskopas, kuras neviens dalibnieks nav sapémis cepuri no kada cita S§is
apakskopas dalibnieka. Apakskopu, kurai ir vislielakais elementu skaits apzim&jam
ar 7. Tatad mums japierada, ka | 7 |> 10.

Ar U c § apzimé&jam kopu, kas sastav no visiem dalibniekiem, kas sanémusi cepuri
no dalibnieka, kas pieder kopai 7. (neviens no kopas U dalibniekiem nepieder kopai
T, jo ir sanémis cepuri no kopas 7 dalibnieka). Ta ka dalibnieki no kopas U nav
sanémusi cepuri no kada cita $is kopas U dalibnieka (jo visi ir san€musi cepuri no
kada kopas T dalibnieka), bet 7 ir lielaka $ada veida kopa, tad |U || T'|.

Apskatam tos kora dalibniekus x, kur xe S\(TWU). Ta ka x¢U, neviens
dalibnieks no kopas 7 neuzdavinaja cepuri dalibniekam x. Tatad neviens dalibnieks
no kopas 7T neuzdavinaja cepuri dalibniekam no kopas 7w {x}. Bet ta ka T ir
maksimala dalibnieku kopa, kura neviens dalibnieks nav sanémis cepuri no kada cita
§is kopas dalibnieka, tad kads dalibnieks no kopas 7 U {x} ir uzdavinajis cepuri
dalibniekam no §is kopas. Tas nozimég, ka x uzdavinaja cepuri dalibniekam no kopas
T. Esam ieguvusi, ka visi dalibnieki no kopas S\ (7 W U) uzdavinaja savas cepures

dalibniekiem no kopas 7. Tatad ar1 kopa S\ (7w U) sastav no dalibniekiem, kas nav
san@musi cepuri no kada cita $1s kopas dalibnieka. Ta ka T ir vislielaka $ada veida
apakskopa, tad | S\ (T WU) S| T .
Kopam 7 un U nav kopigu elementu, tapec

I TRISNTOU)HS|=IT[-|URS[=2]|T],

no ka seko, ka | 7' | % | S |=10, kas arT bija japierada.

A.BW.K4. Ar r apzim&jam atlikuSo 1paso gajienu skaitu konkrétaja pozicija (spéles
sakuma » =10 un spéles gaita » nepalielinas, t. i., samazinas vai nemainas).
Pamatosim to, ka uzvar@s tas speletajs, péc kura gajiena atlikuso sérkocinu skaits ir
izsakams ka 6n+r, kur n>r,vai 7Tn,kur n<r (jan=r,tad 6n+r="7Tn).

Ja s€rkocinu skaits apmierina Sos nosacijumus, sauksim to par ,,Jabu”. Piepemsim, ka
kada bridi kaudzg ir ,,labs” skaits sérkocinu.
Apskatisim, kas notiek divos viens otram péc kartas sekojoSos gajienos. Par pirmo
sauksim to spé€létaju, kuram Saja situacija jaizdara pirmais no abiem gajieniem. Ir
iesp&jami divi gadijumi.

e Pirms gajiena n>r;

o ja pirmais sp€létajs panem k =1, 2, ..., 5 sérkocinus (tadejadi » pec §1 gajiena
nav mainijies), tad otrais spéletajs panem 6—k s€rkocinus. Tatad spéletaji
kopa ir panémusi 6 s€rkocinus un kaudz€ paliek 6n+r—-6=6(n—1)+r
sérkocini. Ta ka n>r, tad n—1>r vai n—1=r, tatad joprojam paliek
,,labs” skaits sérkocinu.

o Ja pirmais spélétajs panem 6 s€rkocinus, tad » samazinas par 1; otrais
speletajs  pagpem 1 serkocipu. Peéc 81 gadjiena kaudzé paliek
on+r—6-1=6(n—1)+(r—1) serkocini. Ta ka n>r, tad n—1>r—-1 un
atlikuSo sérkocinu skaits ir ,,labs”.

e Pirms gajiena n <r; Saja situacija mums ir pietickami daudz ipaso gajienu, ka
mes varam pienemt, ka tagad katrs sp€létajs var nemt lidz pat 6 sérkociniem. Ja
pirmais spé€létajs nem k s€rkocinus, tad otrais spéletajs nem 7 —k sérkocinus.
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Tatad péc otra spé€létaja gajiena paliek 7n—7 =7(n—1) sérkocini. Taka n<r,

tad arT n —1 <r —1 un atlikuSo sérkocinu skaits ir ,,labs”.
Spéles sakuma sakotng&jais sérkocinu daudzums ir 1000 =6-165+10, kas ir ,,labs”
skaits s€rkocinu. Tatad otrais sp€létajs var panakt, ka p&c katra vina gajiena vienmer
uz galda paliek, ,,labs” skaits s€rkocinu.
Ja uz galda atrodas ,,labs” skaits s€rkocinu, tad spélétajs, kuram jaizdara kartgjais
gajiens, pec ST gajiena nevar atstat uz galda ,,labu” skaitu sérkocinu; Sis sp€létajs uz
galda var atstat:

o On+r—k=(06n-k)y+r,kur k=1,2,...,5, serkocinus, bet 6n —k nedalas ar

6,

o 6nm+r—6=06(n—1)+(r—1)+1 serkocinus, kas nav ,,labs” skaits sérkocinu;

o Tn—k,kur k=1,2,..,6, serkocinus, bet 7n —k nedalas ar 7.
Spéles sakuma uz galda ir 1000 =6-165+10 sérkocini, tatad n=165>10=r. Ja
otrais sp€létajs pec katra sava gajiena atstaj ,,Jabu” skaitu sérkocinu, tad spéles gaita,
kamér n > r, péc katra otra spelétaja gajiena vai nu n un r katrs samazinas par 1, vai
ar1 tikai » samazinas par 1. Ta ka » var samazinaties par 1 tikai 10 reizes, tad noteikti
pienaks tads bridi, kad n=r, t. i, uz galda péc otra spelétaja gajiena atradisies
6n +n ="7n serkocini. P&c katra otra sp&létaja gajiena n skaits samazinas par 1, tatad
bius mirklis, kad n =0 jeb p&c otra sp€létaja gajiena uz galda paliek 0 s€rkocinu, t. 1.,
pédgjo serkocinu ir panémis otrais spelétajs.
Esam pieradijusi, ka otrajam spélétajam ir uzvarosa strat€gija: péc katra sava gajiena
atstat uz galda ,,labu” skaitu sérkocinu.

A.BW.K.5. Ar f(n) apzim&jam mazako iesp&jamo melno trijstliru skaitu z-stiri.
Acimredzams, ka f(3)=0 un f(n) ir vismaz 1, ja n=4;5; 6 (skat. A61. zZim.). Pie
veértibam n =4;5; 6 ir iesp&jams n-stiiri sadalit un trijstiirus izkrasot ta, ka ir tikai
viens melns trijstiris, tatad f(n)=1,ja n=4;5;6.

AN AP

A61. zZim.

Pirmkart, izmantojot matematiskas indukcijas metodi, pieradisim, ka f(n) < [” _ 1} .
0

3
Baze. Redzam, ka verttbam n =3;4;5 S§1 nevienadiba ir speka: f(3) < {%} =

ol el

Induktivais pien€mums. f(k) < [?} .

Induktiva pareja. Apskatam (k +3)-stiiri. Novelkam diagonali, kas sadala $o

daudzstiiri k-sturm un 5-stiirl. P&c induktiva pien€muma k-stiiri var nokrasot melnos

. .. o . k-1
un baltos trijstiiros ta, ka melno trijstiiru skaits ir mazaks vai vienads ar [T}
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AtlikuSo 5-stliri m&s varam sadalit un nokrasot ta, ka melnu trijsturu skaits taja ir 1
(skat. A61. zim.). Tatad f(k +3) < {?} +1= {k +§’ - 1} .
Secinajums. Izmantojot matematiskas indukcijas principu, ka visiem naturaliem

n >3 ir speka: f(n)s{ngl]

Otrkart, izmantojot matematiskas indukcijas metodi, pieradisim, ka f(n) > [n ; 1} .
Baze. Redzam, ka vértibam n =3;4; 5 $1 nevienadiba ir speka: f(3)>0; f(4)>1;
f(5)=>1.

Induktivais pien€mums. f(k) > [?} .

Induktiva pareja. Apskatam (k +3)-sturi. Nokrasojam taja f(k+3) melnus

trijstlirus un izvélamies vienu no melnajiem trijsturiem. Tas no (k + 3)-stura atdala
tris daudzstirus, apzimésim tos ka (a+1)-stiri, (b+1)-stiri un (c+1) -stiri.
levérojam, ka k+3=a+b+c.
Ar r, apzimésim atlikumu, kas rodas veselo skaitli m dalot ar 3. Tad

fk+3)> f(a+D+ f(b+D)+ f(c+D)+12>

LM

a-r. b-r. c-r
a+ b+

= C+]l=
3 3 3

_(a+b+c)-r,—n, -1, +3

= 3 =
U R R O e e et A
= 3 =
_(k+2) -1 G2 Tha 7T T +4
- 3 3 -

_[k+2}rrk+2 —(r, +r, +r.)+4

3 3

Taka 0<r.,,7,5,1.<2,tad ., — (1, +7, +7.)+42>20-6+4=-2. levérojam,
s f(k+3)2[k;2}+rk+2_(r“ +1, +7,)+4

3

ir vesels skaitlis (jo ir vienads ar

skaitli [%}+{§}+{§}+1, kas ir vesels skaitlis), no ka seko, ka skaitlim

Vpon —(r, +1, +r.)+4 jadalas ar 3. Ta ka ieguvam, ka r,, — (v, +1, +7.)+42=2-2,
tad ., —(r, +r, +r.)+420.

3 3
Secinajums. Izmantojot matematiskas indukcijas principu, esam pieradijusi, ka

Esam ieguvusi, ka f(k+3)> [k+ 2} = [k 3 _1}.

visiem naturaliem » >3 ir speka: f(n)> [n ; 1} .
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Esam pieradijusi, ka visiem n-stiriem f(n) < {HT_I} un f(n)> [HT_I} , no ka seko,

ka f(n)= {nT—l} jeb mazakais iesp&jamais melno trijstiiru skaits n-stiirT ir [n 3_ 1} .

A.BW.G. Geometrija

A.BW.G.1. Ta ka PQ ir kopiga horda abam ripka Iinijam & un k', tad PQ ir $o rinka
Itniju radikala ass (skat. A62. zZim).
Punkta S pakape attieciba pret rinka Iniju k ir AS - CS, savukart, S pakape attieciba
pret rinka liniju £’ ir BS - DS . Ta ka ABCD ir kvadrats, tad AS =CS = BS = DS, no
ka seko, ka AS-CS = BS - DS jeb punktam S ir viena un ta pati pakape attieciba pret
rinka Iinijam k£ un k'. Tas nozim¢, ka punkts S atrodas uz ripka liniju & un £’
radikalas ass PQ, kas ari bija japierada.

k
P
B c
S
k,
A 0) D
A62. zim.

A.BW.G.2. a) Pienemam, ka trapeces malu garumi veido aritmé&tisko progresiju, kuras
pirmais loceklis ir a un diference ir d. Pienemam, ka trapeces paral€las malas ir
apzimétas ar AB un CD, kur AB > CD. Uz malas 4B atlieckam punktu E tadu, ka
BE =CD. DEBC ir paralelograms, jo ta divas pret§jas malas ir vienadas un
paralélas, tatad ar1 DE = CB (skat. A63. zim.).

D C

\\
A g " B

A63. zZim.
Aplikojam trijsturi EDA. Ta malu garumi AD un DE =CB ir divi aritmé&tiskas
progresijas  locekli, kur AD-DE=12d. Malas AE  garums ir
AE = AB—- EB = AB—DC =2d . Esam ieguvus$i pretrunu ar trijstiira nevienadibu

2d = AE > |AD —DE| = 2d . Tatad miisu piep€mums ir nepatiess jeb trapeces malu

AB, BC, CD, DA garumi (5ada seciba) nevar veidot aritmétisko progresiju.

b) Lai iegiitu trapeci, kuras malu 4B, BC, CD, DA garumi, samainot to secibu, veido
aritmétisko progresiju, trijstirim ar malu garumiem 3, 3 un 2 pie 1sakas malas
pievienojam paralelogramu ar malu garumiem 1 un 2 ta, lai iegiitu trapeci (skat. A64.
zim.). Esam ieguvusi trapeci ar malu garumiem 1, 2, 4 un 3, no kuram var izveidot
aritmé&tisku progresiju 1, 2, 3, 4.
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1
3
3 1 A64. zZim.

A.BW.G.3. Ar [/ apzim&am taisni, uz kuras atrodas ZDHB bisektrise. Ar E
apzim&jam punktu, kura stars CD krusto trijstirim ABC apvilkto rinka Imiju.
Trijstiira ABC augstumu no virsotnes B apzim&jam ar F. (skat. A65. zim.).

A65. zZim.

Stari HD un HB ir simetriski attieciba pret taisni /7, jo ZDHB bisektrise atrodas uz
Sts taisnes. Ta ka apvilktas rinka linijas centrs atrodas uz taisnes /, tatad art rinka
Iinija ir simetriska attieciba pret taisni ¢. No ta seko, ka staru HD un HB
krustpunkti ar trijstirim ABC apvilkto rinka Iiiju, kas ir attiecigi £ un B, ir
simetriski attieciba pret taisni /. Taka H € 7, tad varam secinat, ka HE = HB.

Ta ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu rinka linijas loku, ir vienadi, tad
ZABE = ZACE =180°— ZADC — ZCAB =90° — ZCAB =
=90°—(180°— LABF — ZBFA) =90° - (90° — LABF) = ZABF .

Taka ZABE = ZABF un EH | AB, tad varam secinat, ka BD ir AEBH bisektrise

un augstums, tad AEBH ir vienadsanu un HB = EB ka sanu malas.
Esam ieguvusi, ka HE = HB=EB. Tas nozimé, ka ABHE ir vienadmalu jeb
/EBH = /BHE = ZHEB =60°. Ta ka LCAB = ZCEB = ZHEB = 60° ka ievilktie
lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku BC, tad esam ieguvusi, ka ZCAB = 60°,
ir vieniga iesp&jama LCAB vertiba.

A.BW.G 4. Ar y apzimgjam rigka ltniju, kas iet caur punktiem D, E un C (skat. A66.
zim.). Apskatam punkta 4 pakapi attieciba pret rinka liniju vy:

AX -AY = AD- AC = (AC —CD)- AC = AC* — AC-CD . (*)
Lidzigi izrekinam punkta B pakapi attieciba pret rinka Imijuy:
BX-BY =BC* -BC-CE. (*)
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A66. zZim.

Ta ka punkta C pakape pret rinka Iiniju caur punktiem 4, B, D un E nav atkariga no
izveletas sekantes, tad ieglistam, ka AC-CD = BC-CE..
Ar M apzim&jam nogriezna XY viduspunktu. Tad
AX - AY = AX - AX +2XM = AX* +2A4X - XM =
=AX?+2A4X - XM + XM* - XM * =

=(AX +XM) —XM* = AM*> — XM * . (*)
Lidzigi ieglistam, ka BX - BY = BM*> — XM *. (*)
Izmantojot ~ visas Cetras iegiitas vienadibas (*), secinam, ka

AC* - AC-CD=AM* —XM* un BC*-BC-CE=BM*> - XM".
No pirmas vienadibas atnemot otro, iegtistam, ka
AC? —=BC? =AM* - BM".
Trijstira ABC augstumu no virsotnes C apzim&am ar CH. Izmantojot Pitagora
teorému ACHA un ACHB, iegiistam, ka
AC*—AH? =CH? = BC* —BH*;
AC?-BC?=CH® = AH® - BH"*
Tatad AM> —BM* = AC*> —BC* = AH* — BH".
Ta ka punkti M un H atrodas uz malas AB, tad AB =AM + MB un AB = AH + HB.
Apskatam starpibu:
AB(AM — BM) = (AM + BM)(AM —BM) = AM* —BM* =
= AH? —BH? = (AH + BH)(AH — BH) = AB(AH — BH).
Varam secinat, ka AM — BM = AH — BH jeb AM + HB = AH + MB .
legita vienadiba izpildas tikai tad, ja M = H jeb H ir XY viduspunkts, kas ar1 bija
japierada.

A.BW.G.S. Pienemam, ka ZBAC = 2o (skat. A.67. zim.). Tatad £LBAM = ZNAC =«
(p€c bisektrises definicijas). AABM ~AACN (pe pazimes /(/), tapec
ZAMB = ZANC . ZCNL = ZBML = o +23° ka lidzigu trijstiru attiecigie ar€jie
lenki. Ar K apzimé&jam trijstirim ABC apvilktas rinka linijas loka BC viduspunktu.
Ta ka lenkis £ZBAC balstas uz So loku BC, tad punkts K atrodas uz ZBAC
bisektrises AL. Z/KBC = ZKAC = a. ka lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku
KC.

145



o A67. zim.

Ieveérojam, ka gan punkts X, gan punkts K pieder nogriezna BC vidusperpendikulam
(tatad XK 1 BC), tapéc, izmantojot doto, ka <ZBXC =2/BML, ieglstam:

/BXK :%ZBXC = /ZBML . No $o lenku vienadibas varam secinat, ka ap Cetrstiiri

BMXK var apvilkt rinka lmiju.

Ta ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu rinka linijas loku, ir vienadi, tad
ZXMN = ZXMK = ZXBK = ZXBC + ZKBC = (90°— ZBXK) + o =
=(90°—- ZBML) + o =90° — (LBML — ) =90° — (ot + 23° — ) = 67°.

Lidzigi iegustam, ka ZCXK = %ZBXC = /ZCNL, tapéc ap cCetrsturi CXNK var
apvilkt rigpka linijju un LXNM = ZXCK =67°.
Esam ieguvusi, ka ZXMN = ZXNM = 67°, tatad ZMXN =180°—-2-67° =46°.

A.BW.S. Skait]u teorija

A.BW.S.1. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka nepara
skaitli, kas mazaki par 9, nav burvigi. Lai to pieraditu, izmatosim faktu, ka visiem &

ir speka sakariba: s(k)=k (mod9). TieSam, varam apzimét s(k):ial. un

i=1

kzial. 10" . No x =a (mod n) un y =b (mod n) seko, ka xy = ab (mod n). Taka

i=1

10/ =1(mod9), tad Sa, 10" = S a, (mod 9) jeb s(k) =k (mod 9).
i=1 i=1

Izveidojam tabulu, kur noraditi atlikumi, kas rodas, skaitlus m? un m® dalot ar 9, pie
visam iesp&jamam atlikumu veértibam, kas rodas, skaitli m dalot ar 9:

m|0 1 2 3 45678
m-[01 407 7041
mt|0 11011011

Ja d(k)=3, tad skaitlim & ir 3 dalitaji. Ta ka 1 ir jebkura skaitla dalitajs, varam
pienemt, ka k =1-a-b, kur a, b — pirmskaitli. Ja a # b, tad skaitla k dalitaji ir skaitli
1, a, bun a-b. Tad skaitlim k ir 4 dalitaji jeb d(k) =4 . Esam ieguvusi pretrunu ar

to, ka d(k) =3, tapéc varam apzimét k = p*, kur p ir pirmskaitlis (skaitlim & ir tris
dalitaji: 1, p, p?). Lai skaitlis 3 biitu burvigs, mums vajadzigs, lai
s(p®)=d(p*)=3. Izmantojot iepriek§ iegiito sakaribu s(k)=k (mod9) tatad
jabit: 3= p® (mod9). Tabuld redzams, ka p* =3 (mod9) nav iespgjams, tapéc
skaitlis 3 nevar biit burvigs.
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Jad(k)=5,tad k=1-a-b-c-d, kur a, b, ¢, d — pirmskaitli. Lidzigi ka ieprieks¢ja
gadijuma secindm, ka a =b=c =d , tapec k = p*, kur p ir pirmskaitlis. Lai skaitlis
5 butu burvigs, mums vajadzigs, lai s(k)=d(k)=75, tatad 5=k (mod9). Tabula
redzams, ka (p?)* =5 (mod 9) nav iesp&jams, tap&c skaitlis 5 nevar biit burvigs.

Ja d(k)=7, tad lidzigi ka iepricksjos gadijumos secindm, ka k = p°®, kur p ir
pirmskaitlis. Lai skaitlis 7 butu burvigs, mums vajadzigs, lai s(k)=d(k)="7, tatad
7=k (mod 9) . Tabuld redzams, ka p°® =7 (mod 9) nav iesp&jams, tapéc skaitlis 5
nevar biit burvigs.

Otrkart, paradam, ka skaitlis 9 ir burvigs skaitlis. Tiesam, eksist€ naturals skaitlis
k =36, kuram d(36) =s5(36)=9.

Tatad esam pieradijusi, ka 9 ir mazakais burvigais naturalais nepara skaitlis, kas
lielaks par 1.

A.BW.S.2. Ja n ir para skaitlis, tad arf skaitla n* p&dgjais cipars ir para skaitlis. Tapéc
mekl&tie n noteikti biis nepara skaitli.
Ja n ir nepara skaitlis, kas dalas ar 5, tad varam to uzrakstit forma: n =10k +5, kur

k>0 un k — vesels skaitlis. Ta ka n* = (10k +5)* =100k> + 100k + 25, tad n*
pirmspédgjais cipars ir 2. Tatad meklétie » noteikti nedalisies ar 5.

Esam ieguvusi, ka meklétie n ir forma n =10k £m, kur m € {I; 3} jeb n ir nepara
skaitli, kas beidzas ar ciparu 1, 3, 7 vai 9, tapéc

n® =10k £ m)> =100k> £20km +m* = 2(5k> +2km)-10+m>
kur m? e {l;9}. Tatad, ja skaitlis 5k*+2km nav vienads ar nulli, tad skaitla
2(5k* +2km)-10 pedgjais cipars ir 0 un pirmsp&d&jais cipars ir para. Pieskaitot §im
skaitlim m?, t. i., 1 vai 9, iegiistam, ka $aja gadijuma skaitla n*> pirmsp&dgjais cipars
ir para skaitlis. L1dz ar to skaitlis » nav meklétais skaitlis.
Tatad, lai atrastu uzdevuma prasitos skaitlus, izteiksmei S5k”+2km noteikti jabiit
vienadai ar 0 (tas iesp&jams tikai tad, ja 5k* —2km =0, jo k, m > 0). Tada gadijuma
n* =0+m? =m?, no ka seko, ka iespgjamas n vértibas ir n=1un n=3.

A.BW.S.3. Vispirms apskatisim pieméru, kur p = 7. levérojam, ka

1" =1,jo1-1" =1-1=1(mod 7);
27"=4,j02-27"'=2-4=8=1(mod 7);
3'1=5,j03-3"'=3-5=15=1(mod 7);
4"'=2,j04-4"=4.2=8=1(mod 7);
5'=3,j05-5"=5-3=15=1(mod 7);
6'=6,j06-6"'=6-6=36=1(mod 7).
Izveidojam tabulu:

V‘lrkr'les 1+4+5+ | 1+4+5+ 1+4+5+
i-tais 11 1+4=5|1+4+5=10

loceklis +2=12 +243=15|2+3+6=21
i-ta

locekla

atlikums, | 1 5 3 5 1 0
dalot to

ar p=7

147



Redzam, ka ir ieguti 4 dazadi atlikumi, kas apmierina uzdevuma prasibas, t.1i.,
. . . 7+1 .
atlikumu virkne satur ne vairak ka - =4 dazadus loceklus.

Tagad pieradisim, ka §1 sakariba ir speka ar1 vispariga gadijuma, t.1i., jebkuram

. o . . +1 .
pirmskaitlim p dota virkne satur ne vairak ka P dazadus loceklus, skaitot péc

modula p.
Takal<k<p-1l,tadari 1< p—k < p—1 unno dota seko, ka ar1
(p—k)Xp-k)" =1(mod p).
Parveidojam iegtito kongruenci:
l=p(p—k)" —k(p-k)" =—k(p—k)™" (mod p);
— kT =—(—kT) - k(p=k)" = (p—k)"" (mod p). (1)
Tatad (p—k) ' —(-k ) =(p—k) "' +k™' =0 (mod p). )
Ja p ir para skaitlis (vienigais para pirmskaitlis ir 2), tad virkne satur tiesi 1 locekli un

uzdevuma nosactjumi izpildas, jo 1 < %

Ja p ir nepara skaitlis, tad apzim&jam m = p-1 un no (2) iegtistam, ka

p-1

Zk’l - f“((p—k)*1 +k")=0@mod p).  (3)

k=1
Aprékinam (péc modula p) virknes / -to locekli, kur m< /< p—1:

no(3) ¢ p-l p-L-1 no (1) p—{-1

Dkt = Z Zkl— Dk ==Y (p-k" = Zk (mod p).

k= k=(+1
Esam ieguvusi, ka 14 -tals Vlrknes loceklis (m </ < p—1) péc modula p ir vienads ar
kadu no virknes pirmajiem m —1 locekliem p&c modula p.
Tatad, nemot veéra m-ta un (p —1)-a locekla vértibas péc modula p, esam ieguvusi,
ka dota vitkne (nemot p& modula p) satur ne vairdk ka
-1 -1+2 +1
Pl _P = 4

m-—1+2=m+1=

dazadus loceklus, kas ari bija
japierada.
A.BW.S.4. Apskatam 15 mazakos pirmskaitlu kvadratus:
4;9; 25; 49; 121; 169; 289; 361; 529; 841; 961; 1369; 1681; 1849; 2209.
Ta ka 2209 > 2010, varam secinat, ka £ <14.
Apskatam gadijumu, kad p,, p,, ..., p, ir nepara pirmskaitli.
Ja p ir nepara pirmskaitlis, tas nozimé, ka varam to izteikt forma: p =2x+1, kur x —
pozitivs vesels skaitlis. Tada gadijuma p?* = 4x* +4x+1=4x(x+1)+1. levérojam,
ka 4x(x+1) dalas ar 4-2 =8, jo vai nux, vai x+1 dalas ar 2, taipéc p> =1(mod 8).
Ieverojam, ka 2010=2(mod8). Ta ka vienadibas abas puses dod vienadus
atlikumus, dalot tos ar vienu un to paSu skaitli, tad no uzdevuma dota vienadojuma
ieglistam, ka
k-1=2(mod38).
Taka k <14, tad ir iesp&jami 2 gadijumi:
e L =2;ieverojam, ka 2010 = 0 (mod 3). Pienemam, ka skaitlis a dalas ar 3, un
apskatam skaitlu a, a+1 un a+2 kvadratus:
o Ja skaitlis a dalas ar 3, tad arT > dalas ar 3;
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o levérojam, ka (a+1)? =a’ +2a+1=a(a+2)+1. Ta ka a dalas ar 3, tad
a(a+2) dalasar3un (a+1)> =1(mod 3).
o levérojam, ka (a+2)* =a’ +4a+4=a(a+4)+4. Taka a dalas ar 3, tad
a(a+4) dalas ar 3 un (a+2)° =1(mod 3).
Varam secinat, ka visiem naturdliem skaitliem m: m?® =0 (mod3) vai
m” =1(mod 3).
Ja pl=1(mod3) vaiun p; =1(mod3), tad p{ + ps =1+0=1(mod 3) vai
pi+p;=1+1=2(mod3). Ta ka 2010=0(mod3), tad atlick gadijums,
kadpl2 = p§ =0 (mod 3) jeb p, = p, =0 (mod 3). Tas nav iespgjams, jo nav
divu dazadu pirmskait]u, kas dalitos ar 3.
Esam ieguvusi, ka k nevar biit 2 gadijuma, ja p,un p, ir nepara pirmskaitli.

e k=10; ieverojam, ka 10 mazako nepara pirmskaitlu kvadratu summa jau ir
lielaka neka 2010 (Tiesam, 4+..+529+841+961>2010.), tapéc nav
iespe&jams atrast 10 nepara pirmskaitlus, kuru kvadratu summa biitu tiesi 2010.

Varam secinat, ka nevaram izpildit uzdevuma nosacijumus, ja uzdevuma dotaja
vienadiba summa sastav no nepara pirmskaitlu kvadratiem.
Apskatam gadijumu, kad kads no pirmskaitliem p,, p,,..., p, ir para pirmskaitlis,
tas ir, viens no pirmskaitliem ir 2.
Ta ki 2°=4(mod8) un p?=1(mod8), ja p — nepara pirmskaitlis, tad no
uzdevuma dota vienadojuma iegiistam, ka

4+(k-1)-1=2(mod8);

3+k=2(mod38).

Taka k <14, tad vienigais k, kas apmierina So prasibu ir k£ =7 . Atradisim 7 dazadus
pirmskaitlus p,, p,,..., p, , tadus, ka p; + p; +...+ p; =2010.
Mgs jau pienémam, ka pirmskaitla 2 kvadrats biis viens no saskaitamajiem, tapec ir
jaatrod 6 atlikuSie pirmskaitlu kvadrati.
Jau iepriek§ secinajam, ka m* =0 (mod3) vai m”=1(mod3). Ta ka vienigais
pirmskaitla kvadrats, kas dalds ar 3 bez atlikuma, ir 3> =9, tad ir iesp&jami divi
gadijumi:

e 9 nav viens no saskaitamajiem. Tad pl2 = p§ =...= p72 =1(mod3) un
pL+ps+..+p;=1-7=1(mod3). Ta ka 2010 =0 (mod 3), tad Sis gadijums
neatbilst uzdevuma nosacijumiem,;

e 9 ir viens no saskaitimajiem. Tad p. + p +..+ p; =1-6+0=0 (mod 3). Ta
ka 2010 = 0 (mod 3), tad Sis gadijums atbilst uzdevuma nosacijumiem.

Esam ieguvusi, ka p, =2 un p, =3, kas ir mazakie pirmskaitli. Ja tiktu izmantoti

seSu mazako pirmskaitlu kvadrati, tad summa jau biitu
4+9+254+49+121+169=377.

Tatad Saja summa noteikti neietilpst pirmskaitlu kvadrati, kas lielaki par

2010—-377 =1633. Secinam, ka varam izmantot pirmskaitlu kvadratus, kas

neparsniedz 372 =1369.
Iev@rojam, ka, visi pirmskaitlu kvadrati, ko varam izmantot, (iznemot 4 un 25), dalot
tos ar 10, dod atlikumu 1 vai 9.
Skirojam divus gadijumus:
e Uzdevuma dotaja summa viens no saskaitamajiem ir skaitlis 25. Tad
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Pa+pi+pl+p=2010-4-9-25=1972.
Taka 1972 = 2 (mod 10), tad jaizpildas ar1
Py +ps +pg +p; =2(mod 10).
Apskatam, kadu atlikumu dod summa p; + p? + p; + p7, ja to dala ar 10,

atkariba no ta, cik daudz no izvéleéto pirmskaitlu kvadratiem, dalot tos ar 10,
atlikuma dod 1 (par€jie atlikuma dod 9):

o Jatadunav,tad p; + p: +p. +p>=1-0+9-4=6(mod 10);

o Jatadsirvienstad p; + pZ + p. +ps =1-1+9-3=8 (mod 10) ;

o Jatadiirdivi, tad p; + pZ + p. + p> =1-2+9-2 =0 (mod 10) ;

o Jatadiirtris, tad p; + pZ +p; +p> =1-3+9-1=2 (mod 10);

o Jatadi ir visi Cetri, tad p; + p2 + p2 + p; =1-4+9-0=4 (mod 10);
Varam secinat, ka jaizmanto tris no pirmskaitlu kvadratiem {121; 361; 841; 961} .
Apskatot visus Cetrus gadifjumus, ieglstam 2 iesp&jamas pirmskaitlu
Di» Pas--r P, VEItibas,ja k=7:

o 4+9+25+121+361+529+961=2010;

o 4+9+25+49+121+841+961=2010.

e Skaitlis 25 nav viens no saskaitamajiem uzdevuma dotaja summa. Tad
Pi+ pi+pi+pl+p;=2010-4-9=1997.
Taka 1997 = 7 (mod 10), tatad jaizpildas arf:
ps +Pi+ps +pg +p; =7 (mod 10).

Apskatam, kadu atlikumu dod summa p; + p; + pZ + p. + p5, ja to dala ar 10,

atkariba no ta, cik daudz no izvéleéto pirmskaitlu kvadratiem, dalot tos ar 10,
atlikuma dod 9 (par€jie atlikuma dod 1):

o Jatadunav,tad p; + p; +p: +pl+ps=9-0+1-5=5(mod 10);

o Jatadsirviens tad p; + p; + p: + pi +p> =9-1+1-4=3 (mod 10) ;

o Jatadiirdivi, tad p; + p; + pZ +pe+p; =9-2+1-3=1(mod 10);;

o Jatadiirtris, tad p; + p; + p2 + pl +p>=9-3+1-2=9 (mod 10) ;

o Jatadiir Cetri, tad p; + p; + p2 + pe +p; =9-4+1-1=7 (mod 10);

o Jatadi ir visi pieci, tad p; + p; + ps + p. + p> =9-5+1-0=5 (mod 10).
Varam secinat, ka jaizmanto cetri no pirmskaitlu
kvadratiem {49; 169; 289; 529;1369} . Apskatot visus piecus gadijumus,
ieglstam vél 2 iesp&jamas pirmskaitlu p,, p,, ..., p, vertibas,ja k=7

o 4+9+49+169+289+529+961=2010;

o 4+9+49+121+169+289+1369=2010.

Esam pieradijusi, ka vienigais &, kam izpildas uzdevuma dotie nosacijumi, ir k = 7.
Piezime: Lai pieraditu, ka pie k=7 tieSam var atrast tadus pirmskaitlus
P> Pas--» Pi» lal uzdevuma dota vienadiba biitu patiesa, pietiek atrast vienu no
¢etram iesp&jamam pirmskaitlu p,, p,, ..., p; 1zvelem.

A.BW.S.5. Acimredzams, ka pie n =1 uzdevuma prasitais neizpildas, jo divi vienadi
skaitli nav savstarp€ji pirmskait]i
Pieradisim, ka uzdevuma prasitais izpildas pie visiem n > 1.
Apskatam naturalu skaitlu virkni x, x,, ..., kas ir rekursivi definéta ar sakaribu:

Xo=n un x,,, =(x,+...+x;,)+1 visiem k >0.
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Pieradisim, ka bezgaliga naturalo skaitlu apakSkopa A4 ={x, |k 2>1}izpildas
uzdevuma prasttais.
Piepemsim pretgjo: eksiste 1</ <..<i, tadi, ka skaitliem x; +..+x;, un
x; +...+x, Ir kopigs pirmreizinatajs p. Tada gadijuma eksiste je{l, .., n} tads, ka
skaitlisx, dalasar p.
No virknes (x,, x,,...) definicijas iegiistam, ka x, =1(mod p) visiem naturaliem
skaitliem k>i;, jo Xy = (x, +...+xl./)!+1, kur (x, +...+xl./)! dalas ar X s jo
(xg +...+x; ) ir lielaks neka x; un péc n! definicijas satur reizinataju x; . Ta ka
katram nakamajam k (x, +...+ x;)! ir lielaks, tad tas ar1 dalas ar p.
Taka x; +..+x; dalasarpun x, =1(mod p), visiem k >i; (tadu indeksu  skaits
irn—j), tad
X, FX, Aot X, X X tetx, =x 4y ot x, +0+1-(n-))=
J= J J+ n J-
=X, +X, +..+x, +n—j=0(modp).
Apzimgjam: S =x; +..+x; +n—jjebx, +..+x, =S-n+j.
7= 7=
Ta ka naturali skaitli ir pozitiviun n—j >0, tad S >0 un
Xo ot X; g =Xg+X X+t 4+ (S—n+)+x; oty =

J J= J

=X Xy bt SN gt X 28
Ja § dalas ar p, tad skaitla, kas lielaks neka S, faktorials ari dalas ar p, tapéc
(xg +...+x; ;)! dalas ar p. Izmantojot virknes (x,, x,,...) definiciju, ieglistam, ka
x, —1=(x,+...+x, |)!, tatad arT x; —1 dalas ar p. Tas nav iesp€jams, jo divi viens

J J J

otram sekojosi skait]i (x; un x; —1) nevar saturét vienu un to pasu pirmreizinataju.
Esam ieguvusi pretrunu, tapéc misu pienémums, ka eksiste 1<i, <...<i, tadi, ka
skaitliem x; +..+x, un x, -...-x; ir kopIgs pirmreizinatajs p, ir nepatiess.
Tatad visiem pa pariem at$kirigiem a,, ..., a, € 4, skaitli a, +...+a, un a,-...-a, ir

n

savstarpgji pirmskaitli visiem n > 1.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra, geometrija,
skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no $tm grupam sadalita vél sikakas apaksgrupas.

Dotais sadaltjums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém. Ta
ka izstradne paredzéta 9. — 12. klaSu skoléniem, tad metodes izvéle atkariga no skoléna
vecuma un taja bridi vinpam pieejamam zinasanam.

ALGEBRA

Funkcijas, virknes: S.10.1, S.11.3., N.9.1., V.10.1., V.12.4., V.12.5., A.10.1., A.11.1.,
A.11.3.,VP.1,VP3,,IMO4., IMO.5.,, ABK.2., AB.S.5.,, BW.G.2.,, BW.S.3., BW.S.5.
Nevienadibas, nevienadibu sistemas: S.9.1., S.10.1.,, N9.4,, N.10.1., N.11.1., V.11.1.,
V.12.1.,VP.5, AB.A.1., AB.A3., AB.G4.,BW.A.1, BW.A2., BW.A.3., BWK.5.
Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko: AB.A.1., AB.A.3.
Funkcionalvienadojumi, funkcionalnevienadibas: V.12.4., VP.3., IMO.3., IMO.5.,
AB.A4.,BW.AS.

Vienadojumi, vienadojumu sistemas: S.12.1., N.10.3., N.11.3., N.12.1., V.9.2.,
V.10.1.,V.114.,A.103., A.11.4.,IMO.1., AB.A.5.,, BW.A.1., BW.A 4.

Parveidojumi: S.9.1., S.11.3., N.10.1., N.I11.1., N.11.3., N.12.1., V.9.2., V.104.,
V.12.1., V.12.3., A9.1,, A.10.3., A.114., A.12.2., A.12.5., IMO.1., IMO.3., AB.A.1.,
AB.A3.,, AB.A4., AB.A5., AB.G4., BW.A2.,, BW.A3, BW.A4, BW.AS,,
BW.K.1.,BW.G.4., BW.S.3.

Matematiska indukcija: V.12.5., A.12.2., BW.A.3,, BW.A 4., BW.K.I.

Polinomi: V.10.4., AB.A.2., AB.S.2., BW.A 4.

Ekstrému uzdevumi: A.12.2., AB.A.3.

GEOMETRIJA

Ar rinka Iiniju saistiti lepki: S.11.2., V.9.2., V.10.2., A.10.2., A.11.2., A.12.3., VP.2.,
IMO.6., AB.G.1., AB.G.2., AB.G.3.,, BW.G.3,, BW.G.5.

Ar ripnka lmniju saistitas Iinijas: S.11.2., N.9.2.,, V.9.2., V.11.2,, A.10.2., A.104.,
A.11.2.,A.12.3., VP.2,, IMO.6., AB.G.3.,, BW.G.1., BW.G 4.

Vienadi trijstari: N.9.2.,N.11.2., V.11.2., V.12.2., A.9.2., A.12.3.

Sakaribas trijstaros: S.9.2., S.11.2., S.11.5., S.12.3., N.9.2., N.10.2., N.10.4., N.11.2.,
N.12.2., V9.2, V.10.2., V.10.5.,, V.11.2., V.12.2., A9.2.,, A.10.2., A.12.3., VP.2,
IMO.6., AB.G.1., AB.G.2., AB.G.3., ABK.1.,, BW.G.2.,, BW.G.3., BW.G 4., BW.G.5.
Laukumi: N.10.4., N.11.2.,N.12.2., V.11.5., A.10.2.

Lidziba: V.9.2.,, V.10.2., IMO.6., AB.G.3., AB.G.5., BW.G.5.

Koordinatu metode:.

Figiiru sistémas, piemeri: S.9.4., A.10.5., A.11.3., A.12.4., VP .4.

Invariantu metode:

Ekstremalie elementi: V.10.5.

Vektori: S.104.,S.12.2., V.11.1., AB.G 4.
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SKAITLU TEORIJA

Atlikumi, kongruences: S.9.3., AB.S.1., BW.K.1., BW.K.5.,, BW.S.1., BW.S.3.,
BW.S 4.

Pirmskaitli, sadalijjums pirmskaitlu reizinajuma: S.10.3., S.11.1., S.12.4., V.11.3,,
A.10.1.,A.11.5,A.12.1., VP.1., AB.S.5, BW.K.1., BW.S.1.,, BW.S 4.

Dalamibas ipasibas un pazimes: S.10.3., S.11.1., N.11.4., V.9.1., V.104., A94.,
A.11.1., A.11.5., IMO.1., IMO.5., AB.S.1., AB.S.2., AB.S.3.,, AB.S.5., BWK.1.,
BW.K.4., BW.S.2., BW.S 4.

Vienadojumi veselos skaitlos: S.11.1., N.9.4., V.12.3., A.9.1., AB.S.4.,, BW.S 4.
Skaitla pieraksts: S.9.3., N.12.3., V.9.3., AB.S.1., AB.S.3.,, BW.S.2.

Ekstrému uzdevumi: A.9.4.,N.11.4., IMO.1., BW.S.1.

KOMBINATORIKA

Dirihlé princips: A.10.4., AB.K.1.

Invariantu metode, krasoSana: S.9.5., V.10.3., A.10.5., AB.K.5.
Kombinatorikas struktiaras: N.9.3., N.9.5., N.10.5., ABK.2., ABK.4.,, BW K.I.
SkaitiSana: N.12.5., VP.5., BW.K.2.

Gadijumu parlase:

Matematiska indukcija: VP.4., BW.K.5.

Ekstréemu uzdevumi: N.12.4., BW.K.5.

ALGORITMIKA

Algoritma izstrade: S.9.5., S.10.2., S.11.5., V.10.3., BW.K 4.

Algoritma analize: S.10.5., S.11.4., S.12.5., N.9.3., N.11.5., N.12.4., V.9.3,, V.94,
V.95, V.114., A93., A9.5.,IMO.2,, IMO4., AB.K.3., ABK.5., AB.S.3., BW.K.2.,
BW.K.3.
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SERIJA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunoSanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dvesele lielo islandieSu tautu.

Kops ta laika miisu tautu solidaritate izpaudusies daudz€jada zina. Viena no tas
izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pulinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu s€riju par svarigakajiem
modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovért€jams ir ari vina finansialais
ieguldijums.
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