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IEVADS

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekl&jami 1894. gada Ungarija, kur oktobri
tika rikotas sacensibas iepriek3gja gada gimnaziju absolventiem. Sajas sacensibas vargja
lietot jebkuru literatiiru, lidz ar to tas bija citddakas neka miisdienu olimpiades.
Matematikas olimpiades miisdienu izpratné aizsakas 1934. gada toreiz€ja Padomju
Savieniba, Leningrada. Olimpiazu sistéma pakapeniski auga, un patlaban ta aptver
lielako dalu pasaules valstu.

Matematikas olimpiades paplaSina skolénu redzesloku un rosina skolénus domat par
matematikas zinatnes ttmam. Tas dod iesp€ju satikties skoléniem ar lidzigam intereseém
un rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas
olimpiazu uzdevumi attista abstrakto domaSanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu
péc pieradijuma. TieSi maku pieradit ka galveno guvumu no Latvijas matematikas
olimpiadém ir piemingjusi Sobrid pasaulslaveni latvieSu zinatnieki. Olimpiades sniedz
skoléniem ne tikai jaunas zinaSanas, bet ar1 veido cilvéka personibu un darba kultiiru,
radinot skolénus logiski sakartot savas domas un darboties secigi.

Lai veiksmigi piedalitos olimpiad@s, skoléniem ir nepiecieSams tam pienacigi
sagatavoties, ieguldot gan laiku, gan darbu. Pirmkart, nepiecieSams sistematisks darbs
matematikas stundas skola, apgiistot matematikas pamatzinaSanas un izmantojot tas
dazadu uzdevumu risinasana. Tur skoléni iegiist vispar&ju priekSstatu par matematiku.
Otrkart, loti noderigs ir arpusstundu darbs gan skola (fakultativas nodarbibas un pulcini
matematika), gan arpus skolas (daliba dazados matematikas konkursos, olimpiadgs,
nodarbibas, kursos u.c.). Ar1 Timekli atrodams bagatigs macibu materialu un uzdevumu
klasts. To varat sakt parlikot ar http://nms.lu.lv .

Sens un parbaudits lidzeklis dazadu zinaSanu apguvé ir gramata. ST gramata ir
paredzéta ka paligs vidusskolas skoléniem, lai gatavotos olimpiadém, un skolotajiem,
lai veiksmigi organizétu darbu ar skoléniem arpusstundu nodarbibas. Sada veida macibu
lidzeklis kops 2005./2006. macibu gada tiek izdots katru gadu. Lai gan dazadu gadu
uzdevumu krajumu autori ir mainijusies, $ajos uzdevumu krajumos iesp€ju robezas ir
saglabats profesora Agna Andzana iedibinatais formats.

Saja uzdevumu krajuma ir apskatitas $adas matematikas olimpiades, kuras
2011./2012. macibu gada bija iespeja piedalities Latvijas 9. — 12. klasu skoléniem:

e SagatavosSanas matematikas olimpiade. Notiek kops 1987./1988. macibu gada, tas
rikosanas ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.
ST olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt jauno olimpiazu gadu. Lai gan
katrai skolai novembra vidu tiek nosiititi §1s olimpiades uzdevumu komplekti, tomér
tikai no matematikas skolotajiem ir atkarigs, vai vini sava skola organizé So
olimpiadi. Parasti §is olimpiades labakos risinatajus katra skola izvirza dalibai
Novada olimpiade.

e Novada (agrak — Rajona) matematikas olimpiade. Notiek kops XX gadsimta
piecdesmitajiem gadiem. Kops 1987./1988. macibu gada ta tiek rikota, sadarbojoties
Latvijas Republikas Izglitibas un Zinatnes ministrijai (LR [ZM) un Latvijas
Universitates A. Liepas Neklatienes Matematikas skolai (LU A. Liepas NMS).
Novada olimpiade notick novada/novadu apvienibas/pilsétas méroga. Sis olimpiades
laureati tiek izvirziti dalibai Valsts olimpiadé, ka to paredz Latvijas Valsts
matematikas olimpiazu nolikums.



o Valsts matematikas olimpiade 9.—12. (agrak 8.—11.) klasém, tapat ka Novada
olimpiade, notiek kops XX gs. piecdesmitajiem gadiem un kops 1987./1988. macibu
gada ta tiek rikota, sadarbojoties LR IZM un LU A. Liepas NMS. ST olimpiade
parasti notiek divas dienas Rigas Valsts 1. gimnazija. Uz otras dienas sacensibam
tiek aicinati tikai pirmas dienas labakie risinataji, lai sacenstos par ieklasanu
Latvijas valsts komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiade.

o Atklata matemdtikas olimpiade notiek kopS 1974. gada. Taja drikst piedalities
jebkurs Latvijas skoléns, kas noteiktaja termina piesaka savu dalibu. Atklato
olimpiazu ideja izradijas tik augliga un vilinoSa, ka turpmakajos gados lidzigas
olimpiades saka rikot citas nozares, ka ari citas valstis. Atklato matematikas
olimpiadi riko LU A. Liepas NMS. Katru gadu ap 3000 skolénu piedalas $aja
olimpiade, kas ir lielakais sada veida pasakums Latvija.

o Starptautiska matematikas olimpidade notiek kopS 1959. gada, kad ta notika
Rumanija. Sakuma taja piedalijas tikai t.s. Austrumu bloka valstis. PE€d€jos gados
taja piedalas ap 100 valstim no visas pasaules. Katra dalibvalsts piedalas ar ne
vairak ka seSu skolénu komandu. Olimpiadé katra skoléna veikums tiek vertets
atseviski. Katru gadu neoficiali tiek vert€ts ari komandas sniegums. Sikaku
informaciju var atrast Timekli: http://www.imo-official.org/ .
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o Atlases sacensibas olimpiadei ,, Baltijas Cels” tiek organiz€tas, lai atlasitu labakos
skolénus starptautiskajai komandu olimpiadei, kas norisinas macibu gada sakuma,
tapec tas notiek jau septembra vidii. Uz atlases sacensibam tiek aicinati skoleni, kuri
ieprieks€ja macibu gada uzradijusi labus rezultatus Valsts un Atklataja matematikas
olimpiade.

o  Matematikas komandu olimpidade ,,Baltijas Cels” savu nosaukumu ieguvusi no
masu demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. ST olimpiade pirmo reizi notika
1990. gada Riga un taja sakotn&ji piedalijas tikai Baltijas valstis. Tagad ,,Baltijas
Cela” piedalas visas valstis ap Baltijas juru un Islande. Katra valsts §Tm sacensibam
izvirza piecu skolénu komandu, kurai olimpiade 4,5 stundu laika kopigi jaatrisina 20
uzdevumi.

Saja uzdevumu krajuma apkopoti un izvérsti aprakstiti 2011./2012. macibu gada
matematikas olimpiazu uzdevumi un atrisinajumi, ka art ieklautas sadalas — ,,Ieteikumi”
un ,, Teorija”. Sadala ,,Ieteikumi” skoléni var smelties idejas uzdevuma risinasana, ja
neizdodas uzdevumu atrisinat patstavigi. Skolotaji ieteikumus var izmantot, lai virzitu
skolénu risindjumu uz gramata doto atrisingjumu. Lai sasniegtu labaku rezultatu,
iesakam skol€niem vispirms censties atrisinat uzdevumu pasu spékiem vai risinat to
kopa ar draugiem un tikai tad meklét palidzibu ieteikumos vai atrisinajumos. Sadala
»leorija” ieklauts minimalais teorijas apjoms, kas var€tu biit nepiecieSams olimpiazu
uzdevumu risinasana. Skoléni $o sadalu var izmantot gan meklgjot palidzibu uzdevumu
risinasana, gan gatavojoties matematikas olimpiadém, gan patstavigi apglistot jaunas
zinaSanas. Skolotaji $o sadalu var izmantot darbam matematikas pulcinos.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinaSanai biezi nepiecieSami nevis sarezgiti
matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu ipatnibu, no
kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegit pilnigu atrisinajumu.
Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot tikai visparigus sprieSanas
panémienus, tacu uzdevumu atrisinajumiem ir jabut pilnigiem un skaidri pierakstitiem.
Gramata visiem uzdevumiem dots izversts un pilnigs atrisinajums, lai skoléniem bitu
priekSstats par pareizu uzdevuma atrisinajuma pierakstu. Lielakajam skaitam uzdevumu
ir iesp&jami vairaki, biitiski atSkirigi, pareizi atrisinajumi. BieZi vien pat atrisinajumu
idejas var biit radikali atSkirigas. Tapéc doto atrisindjumu nevajag uztvert ka vienigo
iesp&jamo, bet nebaidities mekl&t jaunus celus lidz pilnam risinajumam.
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Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinaSanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet arl
atrisinagjumu salidzinasanai ar gramatas piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, Jums
agrak nezinamas idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jusu patstavigi veiktajos
spriedumos. Ja ta notiek un atrisinajumos tiek izmantoti kadi nezinami panémieni,
iesakam apgt Sos panémienus, lai varétu izmantot tos turpmak.

Ceram, ka §1 gramata attistis Jisu radoSumu un risinasanas gaita iegiitas zinaSanas
un pieredze palidzes izvirzit un veiksmigi sasniegt savus mérkus!

Maruta Avotina (marutaavotina@inbox.lv)
Martins Opmanis (askola@latnet.lv)



TEORIJA

BIEZAK SASTOPAMIE UZDEVUMU VEIDI

»Atrast vismazako / vislielako vértibu” — §ada veida uzdevumu risinadjumam ir jasastav
no divam dalam:

1) atrast So vismazako / vislielako vertibu un uzradit pieméru;

2) pieradit, ka mazaka / lielaka vertiba nevar biit.
Loti biezi tiek aizmirsts tiesi par 2. dalu.

»Vai var ...?” — Uz §ada veida jautajumiem var biit vai nu atbilde ,,ja”, vai atbilde ,,ne”.
Ja atbilde ir:
e ,ja”, pietiek uzradit vienu pieméru, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e ,,né&”, ar atsevisku pieméru apskatiSanu nepietiek, nepieciesams pieradijums, kas
balstas uz visparigiem spriedumiem. Varbiit risinatajam vienkarsi nav paveicies
uziet uzdevuma prasito pieméru, bet tads tomer eksiste.

»Kads var bit ...?” — Sados uzdevumos nepietiek atrast vienu iesp&jamo atbildi — ir
jaapluko visi iespgjamie gadijumi un atbilde jauzrada visas atrastas dazadas vértibas.

ALGEBRA

Saisinatas reizinasanas formulas:

e a’-b*=(a-b)a+b);

e a’+b’=(atb)a’Fab+b*);

e (a+b+c)=a’+b*+c*+2ab+2ac+2bc;

e (a+h)"=Cla" +Cla"'b+..+CFa"*bp* +. .+ C"b", noka seko
o (axb)’ =a’+2ab+b?;
o (a-b)’ =(b-a)*;
o (axb)’ =a’+3ab® +3ab* +b’.

Par reala skaitla ¢ moduli jeb absoliito vértibu (apzimée |a|) sauc lielako no skaitliem a

_ a, ja a=0,
un —a . Tatad |a| :{ )
—-a, ja a<0.

Modula 1pasibas:

° |a|20;

o \/a_2:|a;

el =l

¢ lat=pd

|a+b|£|a|+|b

a2l Jp

2

2



o la-t[=ld-}p
ol _lel jab#0.
bl |b
Par skaitla x veselo dalu (apzimé [x] ) sauc lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x, t. i.,
veselo skaitli m tadu, ka m<x<m+1. Pieméram, [3]=3, [2,8]=2, [0,2]=0,
[-1,5]=-2.

Par skaitla x dalveida dalu (apzimé {x}) sauc skaitli x —[x]. Piem&ram, {1,3} =0,3.

3

Polinomi

Par mainiga x n-tas pakapes polinomu sauc algebrisku izteiksmi
n n—1
ax"+a, x" +.+ax+a,,
kur n — vesels nenegativs skaitlis, a,, a ., a,, a, — patvaligi skaitli (a, #0).

als -
Nultas pakapes polinoms ir konstante, kas nav vienada ar nulli.

Nulles polinoms ir konstante, kas vienada ar nulli.

Saka, ka polinoms P(x) dalas bez atlikuma ar polinomu S(x), ja eksisté tads polinoms

O(x), ka O(x)- S(x) = P(x).
Bezii teoréma. Dalot polinomu P(x) ar binomu x-—a, atlikuma iegist P(a), t.1i.,
skaitli, kas ir polinoma vértiba pie x =a.
Secinajums. Lai mainiga x n-tas pakapes polinoms P(x) dalitos bez atlikuma ar x—a,
nepiecieSami un pietiekami, lai skaitlis a biitu §1 polinoma sakne, t. i., lai bitu spéka
vienadiba P(a)=0.
Algebras pamatteoréma. Polinomam P, (x) ir ne vairak ka » saknes.
Lai polinomu P,(x)=a,x" +a, x""' +..+a,x+a, sadalitu reizinatajos, biezi izmanto
Sadas teorémas:

e Katru polinomu P, var sadalit reizinatajos ta, lai katrs reizinatajs biitu pirmas

vai otras pakapes polinoms.
e Ja x=a ir polinoma P, sakne, tad P, dalas bez atlikuma ar binomu x—a jeb

n

polinoms P, satur reizinataju x —a .

n

e Japolinomam P, ir vesela sakne x =a, tad a ir briva locekla a, dalitajs.
e Lai racionals skaitlis (nesaisinama dala E) butu polinoma sakne (polinoma

koeficienti ir veseli skaitli), nepiecieSams, lai p bitu briva locekla a, dalitajs,

bet ¢ butu a, dalitajs (t. 1., a, dalitos bez atlikuma ar p, bet a, —ar q).
Teoréma. Starpiba P(x)—P(y) dalas ar (x—y), kur P(x)=a,x"+..+ax+a, un
a,, i=0,1,..., n,ir veseli skait]i.
Pieradijums. Apskatam starpibu
P(x)-P(y)=a,x"+..+ax+a,—(a,y"+..+ay+a,)=a,(x" —y")+..+a,(x—y).
Izmantojot formulu a” —b" =(a —b)(a”’1 +a"’h+a"b* +...+ab"? +b”’1), kur n —
naturals skaitlis, ieglistam, ka katrs saskaitdmais a,(x' —y'),i=1,2,..,n dalas ar

(x —y). Tatad ar1 starpiba P(x)— P(y) dalas ar (x — y), kas ar bija japierada.
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Kvadrattrinoms un kvadratvienadojums

Polinomu, kuru var pierakstit forma ax’ + bx + ¢, kur a, b un ¢ — reali nenulles skaitli,
sauc par kvadrattrinomu.
Par kvadratvienadojumu sauc vienadojumu ax’ + bx + ¢ = 0, kur x ir mainigais, bet a,
b, c ir reali skaitli (a # 0).
Skait]us a, b, ¢ sauc par kvadratvienadojuma koeficientiem; ax’ sauc par kvadratisko
locekli, bx — linearo locekli, ¢ — brivo locekli.

Kvadratvienadojuma saknu aprekinasana:

—b+/D

® X ,= , kur diskriminants D =b* —4ac;
’ 2a
X +x, = —;
e Vjeta teorema: ;
c
X, X, =—
a

Kvadratvienadojuma saknpu skaits ir atkarigs no diskriminanta D = b’ —4ac
vertibas:
e D <0 —vienadojumam nav realu saknu.

e D =0 —vienadojumam ir viena sakne jeb divas vienadas saknes x = —.

2a
L e " -bxt+ND
e D >0 —vienadojumam ir divas dazadas saknes x,, = 2—\/_ .
| a
Kvadrattrinomu var sadalit reizinatajos izmantojot formulu

ax® +bx+c=a(x—x,)(x—x,), kur x, un x, ir kvadrattrinoma saknes.

Par reducéto kvadratvienadojumu sauc kvadratvienadojumu, kuram a =1.

Par nepilno kvadratvienadojumu sauc kvadratvienadojumu, kuram kads no
koeficientiem (iznemot a) ir vienads ar nulli.

Ir tr1s veidu nepilnie kvadratvienadojumi:

e ja b =0, tad iegiist nepilno kvadratvienadojumu ax” +c¢ =0 jeb x* = — ¢

a
. c | ¢
o ja——2>0,tad x==%,|——;
a a

. cC . -
o Ja ——<0, tad vienadojumam nav realu saknu;
a

e ja c=0, tad iegilist nepilno kvadratvienadojumu ax”> +bx =0 jeb x(ax+5) =0,
kura saknes ir x=0 un x = —2;
a
e jab=0 un c=0, tad iegiist nepilno kvadratvienadojumu ax> =0 jeb x> =0,
kura sakne ir x =0.

Funkcijas

Funkciju y = f(x) sauc par para funkeciju, ja katram x no §is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)= f(x). Para funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret y asi.
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Funkciju y = f(x) sauc par nepara funkciju, ja katram x no §is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)=—f(x). Nepara funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret koordinatu sistémas sakumpunktu, t. i., punktu (0; 0).
Funkciju sauc par augoSu, ja katram divam argumenta vertibam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,)< f(x,) jeb funkciju sauc par augoSu, ja, palielinoties
argumenta vertibam, palielinas funkcijas vertibas.
Funkciju sauc par nedilstoSu, ja katram divam argumenta veérttbam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,) < f(x,).
Funkciju sauc par dilstoSu, ja katram divam argumenta verttbam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,)> f(x,) jeb funkciju sauc par dilstoSu, ja, palielinoties
argumenta vertibam, samazinas funkcijas veértibas.
Funkciju sauc par neaugoSu, ja katram divam argumenta vértibam, kuram x, <x,, ir
speka nevienadiba f(x,) 2> f(x,).
Ja funkcija kada intervala ir tikai dilstosa vai tikai augosa, tad to sauc par monotonu
funkciju.
Ja f(x)=y un g(u) =z, tad funkciju z = g(f(x)), kur funkcijas g arguments ir cita
funkcija f°, sauc par saliktu funkciju jeb funkciju kompoziciju.
Funkciju visparigas ipasibas:

e jafunkcija f ir augosa, tad funkcija (—f) ir dilstosa;
divu augosu funkciju summa ir augoSa funkcija;
divu augosu funkciju kompozicija ir augosa funkcija;
divu dilstosu funkciju kompozicija ir augosa funkcija;
augosas un dilstosas funkcijas kompozicija ir dilstosa funkcija;
para funkciju summa (reizinajums) ir para funkcija;
divu nepara funkciju reizinajums (dalijums) ir para funkcija;
para un nepara funkcijas reizinajums (dalijums) ir nepara funkcija.
Funkcijas f(x) krustpunkti ar x asi ir vienadojuma f(x) =0 saknes.
Funkciju f(x) un g(x) grafiku krustpunktu x koordinatas ir vienadojuma

f(x)=g(x) saknes.

Lineara funkcija: f(x)=kx+b.
e Linearas funkcijas grafiks ir taisne.
e Punkts (0; b) ir linearas funkcijas krustpunkts ar y asi.

e Koeficientu k sauc par taisnes virziena koeficientu.

e Ja k>0, tad taisne ir augosa; ja k <0, tad taisne ir dilstosa.

e Linearas funkcijas definicijas apgabals ir intervals (—oo;+00) un veértibu
apgabals ir intervals (—oo; + o).

e Ja b =0, tad linearo funkciju sauc par tiesas proporcionalitates funkciju.

Apgrieztas proporcionalitates funkcija: f(x) = k .
X

e Apgrieztas proporcionalitates funkcijas grafiks ir hiperbola.

e Apgrieztas proporcionalitates funkcijas grafiks nekrusto ne x asi, ne y asi.

e Ja k>0, tad funkcijas grafiks atrodas 1. un 3. kvadranta; ja k <0, tad funkcijas
grafiks atrodas 2. un 4. kvadranta.

e Ja k>0, tad funkcija ir dilstosa; ja k <0, tad funkcija ir augosa.
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Apgrieztas proporcionalitates funkcijas inversa funkcija ir apgrieztas
proporcionalitates funkcija.

Kvadratfunkeija: f(x)=ax* +bx+c.

Ja a >0, tad kvadratfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zari versti uz augsu.
i I -b .
Funkcijai ir vismazaka veértiba f(x,) = ax, +bx, +c, kur x, = S ir parabolas
a

virsotnes x koordinata.
Ja a<0, tad kvadratfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zari vérsti uz leju.

Funkcijai ir vislielaka vertiba f(x,) = ax;, +bx, +c, kur x, = ;—b ir parabolas
a

virsotnes x koordinata.
Ja D =b’ —4ac <0, tad kvadratfunkcijas grafiks nekrusto x asi.
Punkts (0; ¢) ir kvadratfunkcijas grafika krustpunkts ar y asi.

Eksponentfunkcija: y=a".

Ja a>1, tad eksponentfunkcijas grafiks ir augosa funkcija; ja 0 <a <1, tad —
dilstosa funkcija.

Eksponentfunkcijas definicijas apgabals ir intervals (—oo;+o0) un vertibu
apgabals ir intervals (0; + o).

Eksponentfunkcijas inversa funkcija ir logaritmiska funkcija.

Logaritmiska funkcija: f(x)=1log, x.

Ja a>1, tad logaritmiskas funkcijas grafiks ir augoSa funkcija; jaO<a <1,
tad — dilstoSa funkcija.

Logaritmiskas funkcijas definicijas apgabals ir intervals (0;+o) un veértibu
apgabals ir intervals (—oo; + ).

Logaritmiskas funkcijas inversa funkcija ir eksponentfunkcija.

Trigonometriskas funkcijas: f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=ctgx.

Sinusa un kosinusa funkciju veértibu apgabals ir intervals [-1;1], t.1., S§is
funkecijas ir ierobezZotas.
Sinusa un kosinusa funkciju definicijas apgabals ir intervals (—oo; + ).

Funkcija f(x)=tgx nav definéta, ja x =7 n, ne€ Z; funkcija f(x)=ctgx nav
definéta, ja x:%+7zn, neZz.

Kosinusa funkcija ir para funkcija, t. i., cos(—x) =cosx.

Sinusa, tangensa un kotangensa funkcijas ir nepara funkcijas, t.1.,
sin(—x) = —sin x, tg(—x) = —tgx un ctg(—x) = —ctgx .

Sinusa un kosinusa funkcijas ir periodiskas funkcijas ar perioda garumu 7 =27 .

Tangensa un kotangensa funkcijas ir periodiskas funkcijas ar perioda garumu
I'=r.
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Funkcionalvienadojumi

Funkcionalvienadojumi ir vienadojumi, kas ka mainigo satur nezinamo funkciju.
Risinasanas metodes:

e dazadu vertibu ievietoSana (pieméram, x =0, x=1, x =y =0);

¢ substitiiciju metode (jaievero sakotngjais definicijas apgabals);

e ckvivalentu parveidojumu veikSana;

¢ nenoteikto koeficientu metode.
Elementaras funkcijas: Ja f ir nepartraukta funkcija, kas visiem x, y € R apmierina

vienadibu:
o f(x+y)=f(x)+ f(y) (Kos1 vienadiba), tad f(x)=Cx, kur konstante
C=rM;
o f(x+y)=f(x)-f(y),tad f(x)=C", kur C — konstante;
e f(xy)=f(x)+f(y),tad f(x)=Clnx, kur C — konstante;
o f(xy)= f(x)- f(»),tad f(x)=x,kur C— konstante;

o f(x;y):f(x);f(y) (Jensena vienadiba), tad f(x)=C,x+C,, kur C,,

C, —konstantes.

Klasiskas nevienadibas

Izteiksmes kvadrats vienm@r ir nenegativs a’ >0 .

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko 4> G :

ajta, +..+a, . " o
>%la -a,-...ra, jeb a,+a,+..+a,=zn-%a -a,-..-a, visiem

n
a,>0,i1=L2,..,n.

Secinajumi:
a b
o —+—2>2;
a

° x+122.
X

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo kvadratisko QO > 4:

\/af +a; +..+a’ S tay+..ta,

n n

Sakariba starp videjo aritmétisko un vidéjo harmonisko 4 > H :
a ta,+..+ta, n
= 1 1 1
" R R
a, a, a

visiem a, >0, i=1,2,...,n.

Piezime. 0> A>G>H .
Kosi-Bunakovska nevienadiba:

O +25 + X)) + s + 1) 2 0y X0, +6,05)7,
kur x,,x,,....x,, ¥,¥,,...,», 1t patvaligi skait]i.
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Progresijas un rekurences sakaribas

Virkni, kura katru nakamo locekli iegist iepriekS€jam pieskaitot vienu un to paSu
skaitli, sauc par aritmétisko progresiju. So skaitli sauc par aritmétiskas progresijas
diferenci un apzimé ard: a,,, =a, +d .

Lai definétu aritmétisko progresiju, pietiek noradit virknes pirmo locekli un diferenci.
Lai aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu a, =a, +d(n-1).

Aritmétiskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina péc formulas

S — (al +an)n'
" 2

Virkni, kuras katru nakamo locekli iegust, ieprieks€jo locekli reizinot ar vienu un to
pasu nenulles skaitli, sauc par geometrisko progresiju. So skaitli sauc par geometriskas
progresijas kvocientu g: b,,, =b, -q.

Lai definétu geometrisko progresiju, pietiek noradit virknes pirmo locekli un kvocientu.

n—1

Lai aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu b, = b, - ¢q
Geometriskas progresijas pirmo #n loceklu summu aprékina péc formulas

S — bn i q B bl .
n q _ 1
Ja | q | <1, tad geometrisko progresiju sauc par bezgaligi dilstoSu geometrisko
. . b
progresiju un tas visu loceklu summu aprékina péc formulas S = " L,
—-q

Par rekurentu virkni sauc skaitlu virkni wu,, u,, ..., u,, ..., kuras katrs loceklis ir

0o
vienada veida, t.i., neatkarigi no locekla numura n, izsakams ar noteikta skaita
(pieme&ram, k) ieprieks§ejiem locekliem:

u, = fu, ,u, ,,...u, ), kurn=»k k+1,...
Par rekurences sakaribu sauc vienadojumu, kas rekursivi defin€ skaitlu virkni.
Ja funkcija f ir lineara (t. 1., nesatur reizinajumus, dalfjumus un pakapes, kas augstakas
par pirmo), tad iegiistam vienadibu

u,=au, +au, ,+..+au, kura, #0, (¥)

ko sauc par k-tas kartas linearu rekurentu jeb diferencu vienadojumu.
Piezime. Aritmétiska un geometriska progresija ari ir rekurentas virknes.

Linearo diferen¢u vienadojumu atrisinasana

Diferenc¢u vienadojumu (*) var apmierinat daudzas virknes. Lai k-tas kartas lineara
diferen¢u vienadojuma (*) atrisindjums biitu viennozimigi noteikta virkne, jauzdod S§is
virknes pirmo k loceklu u,, u,, ..., u, , vertibas. Tie ir sakumnosacijumi, kas lauj
viennozimigi aprékinat turpmakos loceklus, sakot no u, .

Diferencu vienadojumu galvena risinasanas metode.

Vispirms sastada vienadojumam (*) atbilstoSo raksturigo jeb harakteristisko
vienadojumu r(t)=0 ar mainigo ¢, kur r(t)=t"-at*"' —..—a, t—a, ir k-tas
pakapes polinoms.

Ja polinoma r(¢) visas saknes r, r,, ..., r, ir realas un dazadas, vienadojuma (*)
visparigais atrisinajums ir lineara kombinacija no £ geometriskam progresijam:

u, =Cr"+Cyr,) +..+C.r.

15



Konstantes C,, C,, ..., C, atrod no sakumnosacijumiem, izmantojot zinamas vértibas
Uy, Uy, ..., U,_,t. 1., atrisinot & linearu vienadojumu sist€mu

u@@y=u, jeb C;r/ +C,r} +..+Crl =u,,i=0,1,... k—1.

Ja dots otras kartas linears diferencu vienadojums u, =au, , +a,u tad ta

n-2°
raksturigais vienadojums ir kvadratvienadojums forma ¢* —a,t —a, =0.
Ja kvadratvienadojuma saknes 7, un 7, ir
e realas un dazadas, tad dota diferencu vienadojuma atrisinajums ir
u, =Cr," +C,r,';
e vienadas r =r,=r, tad dota diferencu vienadojuma atrisinajums ir
u, =Cr"+C,-n-r" jeb u, =(C, +nC,)r".

Vienkarsakais otras kartas linearais diferencu vienadojums u, =u, , +u, , ar sakuma
nosacijumiem u, =0 un u, =1 definé virkni, kuras loceklus sauc par Fibonaci
skaitliem (apzimé F, ). Ja uzdoti sakuma nosacfjumi u, =2 un u, =1, tad veidojas
skaitlu virkne, kuras loceklus sauc par Lukasa skaitliem (apzime /).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

F, 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | &9

[, 2 1 3 4 7 11 18 | 29 | 47 | 76 | 123 | 199

Fibonaci skaitlu 1pasibas:

Pl A L C RS bk C
NG 2 2

F_” — (_1)n+1 Fn ’
e F, =F>+F;

2n-1 n—1>9
o F2n:(Fn—l+Fn+l)Fn:(ZFn—l+Fn)Fn;

n

° ZFk =F,,-1;
=1

3 limi—
n—oo Fn (0
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GEOMETRIJA
Trijsturi

Trijstiira iek$€jo lenku summa ir 180°.

Par trijstura arejo lenki sauc trijstura iekseja lenka blakuslenki.

Trijstira argjais lepkis ir vienads ar to divu ieks$€jo lepku summu, kas nav ta
blakuslenkis (skat. 1. zim.).

B

ZBAD = ZABC+ ZBC4

D C
A
1. zim.

Pret garaku trijstira malu atrodas lielaks trijstiira lenkis un otradi.

Divus trijstirus sauc par vienadiem, ja tos var uzlikt vienu uz otra ta, ka tie pilnigi
sakrit. Ja trijstiiris ABC ir vienads ar trijstiri A'B'C’, tad raksta AABC = AA'B'C’.
Trijstiru vienadibas pazimes:
o . mmm” — divi trijstiiri ir vienadi, ja viena trijstiira tris malas ir attiecigi vienadas
ar otra trijstiira trim malam;
o ,mfm” — divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstira divas malas un legkis starp
tam ir attiecigi vienadi ar otra trijstira divam malam un lenki starp tam,;
o .. /m¢” —divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstiira mala un tas pielenki ir attiecigi
vienadi ar otra trijstiira malu un tas pielenkiem.

Divus trijstirus sauc par Iidzigiem, ja to atbilstoSas malas ir proporcionalas un
atbilstoSie lenki ir vienadi. Ja trijstiris ABC ir lidzigs trijstirim A'B'C’, tad raksta
AABC ~ AA'B'C'".
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo malu garumu attiecibu sauc par lidzibas koeficientu.
Trijstiru Iidzibas pazimes:
o . mmm” — divi trijstiri ir [idzigi, ja viena trijstira tris malas ir attiecigi
proporcionalas ar otra trijstiira trim malam;
o _mfm” — divi trijstiiri ir [1dzigi, ja viena trijstira divas malas ir proporcionalas
otra trijstiira divam malam un legki starp tam ir vienadi;
o (0” —divi trijsturi ir [1dzigi, ja viena trijstira divi lenki ir attiecigi vienadi ar
otra trijstiira diviem lenkiem.

Lidzigu trijstliru perimetru attieciba ir vienada ar atbilstoSo malu attiecibu (lidzibas
koeficientu k), bet laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoSo trijstira malu attiecibas

kvadratu (lidzibas koeficienta kvadratu k%), t. i., ja AABC ~ AA'B'C" tad

AB _ P(4BC) _, [ AB jz _ S(4BO) _

A'B" P(A'BC) A'B’ S(A'B'C")
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo bisektriSu, medianu, vidusliniju un citu atbilstoSo nogrieznu
garumu attieciba ir vienada ar So trijstiiru Iidzibas koeficientu k.
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Nogriezni, kas savieno trijstira divu malu viduspunktus, sauc par trijstiira vidusliniju.
Viduslinijas 1pasibas:

e trijstura viduslinija ir paral€la vienai no trijstiira malam;

e trijstiira viduslinijas garums ir vienada ar pusi no tai paral€las trijstiira malas;

e trijstiira viduslinija no dota trijsttra atSke] trijstiiri, kas 1idzigs dotajam trijstiirim

ar lidzibas koeficientu k = % .

Par trijstira augstumu sauc nogriezni, kas savieno trijstiira virsotni ar tai pret€jo malu
(vai pretgjas malas pagarinajumu) un ar to veido taisnu lepki. Trijstira augstumi
krustojas viena punkta.

Par trijstiira medianu sauc nogriezni, kas savieno trijstiira virsotni ar tai pret€jas malas
viduspunktu.

Trijstiura medianu ipasiba. Trijstiira medianas krustojas viena punkta, un krustpunkts
katru medianu dala attieciba 2:1, skaitot no trijstira virsotnes, t.i.,
AM BM CM 2

= = = —, kur M — medianu krustpunkts (skat. 2. zim.).
MD ME MF 1

B

E C

2. Zim.

Par bisektrisi sauc taisni, kas sadala lepki divas vienadas dalas.

Par trijstiira bisektrisi sauc trijstiira lenka bisektrises nogriezni, kas atrodas trijstiira
iekSpuse. Trijstiira bisektrises krustojas viena punkta.

Trijstura bisektrises ipasiba. Trijstiira lenka bisektrise sadala pretéjo malu nogrieznos,
kuru attieciba ir vienada ar S$im lepkim atbilstoSo piemalu attiecibu, t.i.,

8D = AB (skat. 3. zim.).
DC AC

D C

3. zim.

Par nogriezna vidusperpendikulu sauc taisni, kas iet caur dota nogriezna viduspunktu
un ir perpendikulara dotajam nogrieznim.

Vidusperpendikula 1pasiba. Nogriezna vidusperpendikula jebkur§ punkts atrodas
vienada attaluma no nogriezna galapunktiem.
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Jebkur§ punkts, kas atrodas vienada attaluma no nogriezpa galapunktiem, atrodas uz
nogriezna vidusperpendikula.

Trijstira malu vidusperpendikulu krustpunkts ir trijstirim apvilktas rinka linijas
centrs (skat. 4. zZim.), bet trijstiira bisektriSu krustpunkts ir trijstiirT ievilktas rinka
Iinijas centrs (skat. 5. zim.).

Simsona teoréma. Ja no trijstirim ABC apvilktas ripka liijas punkta novelk
perpendikulus pret taisnem 4B, BC, CA, tad perpendikulu pamati atrodas uz vienas
taisnes. So taisni sauc par Simsona taisni.

Mikela teoréma. Ja uz katras no trijstira ABC malam vai to pagarinajumiem ir atlikts
punkts, tad tris ripki, kur katrs no tiem iet caur citu trijstira ABC virsotni un abiem
punktiem, kas atlikti uz attiecigas virsotnes piemalam, krustojas viena punkta M (skat.
6. zim.). Punktu M sauc par Mikela punktu un tris rinkus sauc par Mikela rinkiem.

Mikela teorémas visparinajums ¢etram taisném. Ja dotas Cetras taisnes ¢,, /,, /; un
¢, , kur katra krustojas ar katru, un cetri rigki, kur katrs no tiem iet caur citiem trim
taiSpu /,, ¢,, ¢, un ¢, krustpunktiem, tad tas krustojas punkta M. Punktu M sauc par

Mikela ceturto punktu un etrus rinkus sauc par Mikela rinkiem. So &etru Mikela rinku
centri atrodas uz vienas rinka linijas (skat. 7. zZim.).




Trijstura laukuma aprékinasanas formulas:

. SAzagl”;
[ ] SAzp-]/‘;

abc
TS

1 . .
o S, = Eab siny, kur y — lenkis starp malam a un b;

e S, = \/p(p —a)(p—>b)(p—c) (Herona formula),
kur a, b, c — trijstiira malas, s, — augstums, kas novilkts pret malu a, p — pusperimetrs,
r — ievilktas rinka linijas radiuss, R — apvilktas rinka linijas radiuss.

b € -2R (skat. 8. zim.).

Sinusu teoréema: —— = —— =—
sing sinf siny

Kosinusu teoréma: a° =b> + ¢’ —2bccosa (skat. 8. zim.).

b

8. zim.

Nevienadibas trijstiiros

Trijstiira katras malas garums ir mazaks neka paréjo divu malu garumu summa un
katras trijstiira malas garums ir lielaks neka abu par&jo divu malu garumu starpiba, t. i.,
jaa, b, ¢ — trijstira malu garumi, kur a<b<c,tad a+b>c un c-b<a.

Trijstira mediana ir mazaka neka malu, starp kuram ta atrodas, pussumma, t. 1.,

b+c . )
m, < — kur m, — mediana, kas novilkta pret malu a.

Par vienadsanu trijstiiri sauc trijstiiri, kura divas malas ir vienadas. Vienadas trijstiira
malas sauc par sanu malam, bet treSo malu — par pamatu.

Vienadsanu trijstiirT lenki pie pamata ir vienadi.

Augstums, kas novilkts pret trijstira pamatu, ir ar §1 trijstiira mediana un bisektrise.

Ja nogrieznis ir trijstiira augstums un bisektrise, tad tas ir arT trijstiira mediana un $is
trijstiiris ir vienadsanu.

Regulars (vienadmalu) trijstiiris

Par regularu (vienadmalu) trijstiri sauc trijstiiri, kuram visas malas ir vienadas.
Regulara trijstiira visi lepki ir vienadi, t. i., 60° lieli.
Vienadmalu trijsttirT katra mediana ir ar1 bisektrise un augstums.

a’3
4
a3

Regulara trijstiira augstums: /z = —

Regulara trijstiira laukums: S, = , kur a ir trijstiira malas garums.

Regulara trijstirt ievilktas rinka Iinija radiuss: » = %h =—.
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a3

3

Regularam trijstirim apvilktas rigka linijas radiuss: R = %h =

Taisnlenka trijstiiris

Pitagora teorema. Taisnlepka trijstiirm kateSu garumu kvadratu summa ir vienada ar
hipoteniizas garuma kvadratu, t.i., a® +b> =c’, kur a un b ir kateSu garumi un ¢ —
hipoteniizas garums.

Trigonometriskas sakaribas taisnlenka trijsturT (skat. 9. zim):

. a
e sino=—;
C
b c
e cosa=—;
C a
a
° tgo = —; a
b b
a
® Ctga:z- 9. zZim.

No taisnlepka trijstiira taisna lenka virsotnes novilktais augstums /. sadala trijstri

divos taisnlenka trijstiros, kas ir [idzigi sava starpa un ir [idzigi dotajam trijstiirim, t. i.,
AABC~AACD~ACBD (skat. 10. zim.). Ir spéka $adas sakaribas:

2 _
e hl=a, b,
2
e a' =a,.-c;
2
e b'=b.-c;
2
a a
* =
b° b,

10. zZim.

Ap taisnlenka trijstiiri apvilktas rinka linijas centrs atrodas hipotentizas viduspunkta, un
tas radiusa garums ir vienads ar pusi no hipotentizas garuma.

Taisnlenka trijstira mediana, kas novilkta no taisna lenka virsotnes, ir vienada ar
trijstirim apvilktas rigka linijas radiusu, t. i., ar pusi no hipotentizas (skat. 11. zim.).

C

11. zim.
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Rinkis un rinka linija

Par ripka Iiniju sauc ir visu to plaknes punktu kopu, kuri atrodas vienada attaluma no
kada fikséta plaknes punkta. So punktu sauc par rinka linijas centru, bet attiecigo
attalumu — par rinka linijas radiusu.

Visi rinka linijas radiusi ir vienadi sava starpa.

Par rinki sauc plaknes dalu, ko ierobezo rinka Iinija un kura atrodas tas centrs.

Par rinka linijas pieskari sauc taisni, kurai ar rinka Iiniju ir tiesi viens kopigs punkts.
Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka linijas punktus.

Jo tuvak horda atrodas rinka Iinijas centram, jo ta ir garaka.

Par diametru sauc hordu, kas iet caur rinka Iinijas centru.

Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka Itniju divos dazados punktos.

Par rinka linijas loku sauc rinka linijas dalu starp diviem tas punktiem. Jebkuru loku
pilniba raksturo divi lielumi: loka radiuss un lenkis.

Vienadas hordas balstas uz vienadiem lokiem.

Loki starp vienas rinka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

Par sektoru sauc rinka dalu, kas atrodas starp diviem radiusiem.

Par segmentu sauc rinka dalu, ko no rinka atSkel] horda.

Ar rinki un rinka liniju saistitas formulas:
e D =2R, kur D - diametrs un R — rinka Iinijas radiuss;
rinka laukums: S = 7R*;

_7R’a
sektora 3 6 Oo

e scktora laukums: S , kur ¢ — sektora centra lenka lielums grados;

¢ rinka Iinijas garums: C =27R ;

. . R .
e ripka liijas loka garums: /,, = %, kur a — lokam atbilstosa centra lenka

lielums grados.

Caur jebkuru punktu A4, kas atrodas arpus rinka linijas, var novilkt tiesi divas pieskares.
Ja punkti B un C — So pieskaru pieskarSanas punkti un O — attiecigas rigka Iinijas
centrs (skat. 12. zim.), tad

e AB= AC ( pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);

o /BAO=ZCAO;

e OBl AB.
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Metriskas sakaribas rinka linija

Hordu ipasiba Pieskares — sekantes Ipasiba SekanSu 1pasiba
D
B C
A
D
c 4 B
AM -MB =CM - MD AB® = AC - AD AB-AC=AD- AE

Ptolemaja teoréma. Ja Cetrstiris ABCD ir ievilkts rinka Iinija, tad
AC-BD=AB-CD+ BC-AD.

B

Spéka ir ar1 Ptolemaja teorémas apgriezta teoréma.
Lenki rinka linija

Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka Iinijas centra, bet malas krusto
rinka Iiniju.

Centra lepka lielums ir vienads ar ta loka, uz kura tas balstas, lenkisko liclumu, t.i.,
ZAOB=0UAmB (skat. 13. zim.).

Par rinka Iinija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka Iinijas, bet
malas krusto rinka Itniju.

Ievilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka, uz kura tas balstas, lenkiska lieluma,

t.1., ZACB :%UAmB (skat. 13. zim.).

Visi ievilktie lepki, kas balstas uz viena un ta pasa loka, ir vienadi, piemé&ram,
ZACB = ZADB (skat. 13. zim.).

Lenki, kas balstas uz vienas rinka linijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.
levilkts lenkis, kas balstas uz diametra, ir 90° un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad
tas balstas uz diametru.
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n D 13. zZim.

Par hordas - pieskares lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, viena ta
mala satur hordu, bet otra mala atrodas uz pieskares.

Hordas - pieskares lenkis ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, kuru ietver
lenka malas.

Par rinka Iinijas ar€jo lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas arpus rinka un ta malas
krusto rinka Iiniju vai ar1 viena vai abas malas pieskaras rinka Itnijai.

Argja lenka lielums ir vienads ar pusi no to divu loku lenkisko lielumu starpibas, kuri
atrodas starp lenka malam.

Par rinka Iinijas iekS€jo lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka iekSpusé, bet malas
krusto rinka Iiniju.

Ieksgja lenka lielums jeb lenka lielums starp divam hordam ir vienads ar to divu loku,
no kuriem viens ir starp lenka malam, bet otrs ir starp lenka malu pagarinajumiem,

lenkisko lielumu pussummu, t. i., ZCED = v CnD ; wAmB (skat. 13. zim.).

Radikala ass un punkta pakape attieciba pret rinka liniju

Ja dota rinka Iinija, patvaligi izv€léts punkts P un taisne, kas iet caur So punktu P un
krusto rigka liniju punktos 4 un B (skat. 14. zZim.), tad nogrieznu garumu reizinajums
PA-PB nav atkarigs no taisnes AB izvéles. So reizinajumu PA-PB = PA, - PB, sauc
par punkta P pakapi attieciba pret rinka Iiniju.

A,

By
B 14. zim.

Ja punkts P atrodas arpus rigka linijas, tad ta pakape attieciba pret So rigka liiju ir
vienada ar no $1 punkta vilktas pieskares nogriezna garuma kvadratu.

Par divu rigka liiju radikalo asi sauc to punktu kopu, kuru pakapes attieciba pret Stm
rinka Iinijam ir vienadas.

Radikala ass eksiste tad un tikai tad, ja rinka linijas nav koncentriskas.

Radikala ass ir perpendikulara taisnei, kas iet caur abu rinka liniju centriem

Punktam, kas atrodas uz divu rigka liiju kop€jas hordas, pakapes attieciba pret STm
rinka Itnijam ir vienadas. Tatad divam krustiskam rinka Iinijam radikala ass ir taisne,
kas iet caur So rinka liniju kop&jiem punktiem (skat. 15. zim.).
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Ja rinka Itnijam nav kopigu punktu, tad radikala ass ir taisne, kas sastav no visiem tiem
punktiem, no kuriem vilkto pieskaru nogriezni pret Stm rigka linijam ir vienadi (skat.
16. zZim.).

P

15. zZim. 16. zim.

Ievilkti un apvilkti ¢etrstiri

Par rinka Iinija ievilktu Cetrstiiri sauc Cetrstiiri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka
linijas. Attiecigi, rinka Itniju sauc par Cetrstirim apvilktu rinka Iiniju.
Apvilktas rinka linijas centrs atrodas Cetrstira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Ap Cetrstiri var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja:
e Cetrstiira pretjo lenku lielumu summa ir 180°;
e izpildas vienadiba LACB = ZBDA (skat. 17. zim.);

D c

A B
17. zZim.

e ir speka vienadiba AM -MB=CM -MD, kur M ir nogrieznu 4B un CD
krustpunkts (skat. 18. zim.).
D

18. zZim.

Par ripka linijai apvilktu &etrstiiri sauc Cetrstiri, kura visas malas pieskaras rinka
Iinijai. Attiecigi rigka Itniju sauc par Cetrsttrt ievilktu rigka lmiju.

Ievilktas rinka Iinijas centrs atrodas Cetrstiira lenku bisektriSu krustpunkta.

Izliektu Cetrstiiri var apvilkt ap rinka Itniju tad un tikai tad, ja ta pret€jo malu garumu
summas ir vienadas.
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Ievilkts Cetrstiiris Apvilkts Cetrstiiris

B

A A
D D
LA+ /C=/4B+ /D AB+CD = AD + BC
Oy — malu vidusperpendikulu O, — lenku bisektriSu
krustpunkts krustpunkts

Vektori

Par vektoru sauc orient€tu nogriezni.
Par nulles vektoru sauc vektoru, kuram sakrit sakuma punkts un beigu punkts, t. 1i.,
jebkurs punkts ir nulles vektors.

—

Par nenulles vektora a garumu jeb moduli sauc nogriezna a garumu un apzime ar |a

Ja dots vektors a = (a,,a,), tad ‘a‘ =Ja: +a; .

Par nenulles vektora virzienu sauc tas taisnes virzienu, uz kuras $is vektors atrodas.
Par nenulles vektora vérsumu sauc stara, uz kura atrodas vektors un kura sakumpunkts
sakrit ar vektora sakumpunktu, vérsumu.

Par kolineariem vektoriem sauc vektorus, kas ir savstarp€ji paraléli.

Par vienadiem vektoriem sauc kolinearus vektorus, kuriem ir vienadi garumi un vienadi
versumi.

Par pretejiem vektoriem sauc divus kolinearus vektorus, kuru garumi vienadi, bet
versumi pretéji.

Dotajam vektoram pretgjo vektoru apzimé, mainot dota vektora zimi vai mainot vietam
burtus (pieméram, a pret€jais vektors ir —a, AB pretgjais vektors ir — AB jeb BA).
Par lenki starp diviem nenulles vektoriem sauc lepki starp So vektoru virzieniem

(skat. 19. zim.).
e
\;}‘

Par perpendikulariem jeb ortogonaliem vektoriem (raksta a 1 b) sauc divus
vektorus, starp kuriem lenkis ir 90°.

Par divu vektoru skalaro reizinajumu sauc So vektoru garumu reizinajumu ar kosinusu
no lenka starp vektoriem:

a-b:‘a

19. zZim.

-

b

-cosa , kur  — lenkis starp vektoriem.
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Ja doti vektori a = (a,,a,) un b= (b,,b,), tad So vektoru skalaro reizinajumu var

aprekinat pec formulas: a-b=a, -b, +a, -b,.

No skalara reizinajuma definicijas var izteikt vektoru veidota lenka kosinusu:
a-b

b

Vektora reizinajums ar skaitli ir vektors, bet divu vektoru skalarais reizinajums ir

skaitlis.

No skalara reizinajuma definicijas izriet, ka divu vienadi veérstu vektoru skalarais

~1=‘5

CoSa =
a

‘

—

-cos0° =‘a

-

b

—

bl.

—

reizinajums ir vienads ar to garumu reizinajumu: a-b = ‘a

-

b

Divu vienadu un vienadi veérstu vektoru skalaro reizinajumu sauc par skalaro kvadratu
. . -2 —|2
un tas ir vienads ar vektora garuma kvadratu: a = ‘a

Divu no nulles atSkirigu vektoru skalarais reizinajums ir nulle tad un tikai tad, ja Sie
vektori ir savstarpé&ji perpendikulari:
alb < a-b=0.
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SKAITLU TEORIJA

Skaitlu iedalijums

N — naturalie skaitli: 1,2,3,4, ..
Z — veselie skait]i: v, —2,-1,0,1,2,3, ...

N e e - _m
O — racionalie skaitli: visi skaitli, kurus var uzrakstit forma —, kur m € Z un
n

neN.

I — iracionalie skaitli: bezgaligi neperiodiski decimaldalskaitli (pieméram,\/z ,
e, ).

R — realie skaitli: racionalie skaitli Q un iracionalie skaitli /.

Skaitla pieraksts:

abc =100a +10b + ¢, kur a, b un c ir cipari;

2n — para skaitlis;

2n+1 —nepara skaitlis;

3n — skaitlis, kas dalas ar 3;

3n+1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;
10n — skaitlis, kas beidzas ar 0.

Dalamiba

Par vesela skaitla b dalitaju sauc veselu skaitli a, ja eksisté tads vesels skaitlis ¢, ka
ac =b. Skaitli b sauc par skaitla ¢ dalamo jeb daudzkartni, bet a — par skaitla b
dalitaju.

Ja skaitlis b dalas ar skaitli a, tad to apzime ar a | b vai b:a.

Dalamibas ipasibas (a, b, ¢, d un n ir veseli skaitli):

O:a,a:*l,a:a;

jaa:bunbic,tad aic;

jaa:ic,tad ab:c;

jaa:cun b:c,tad ax+by| c jebkuriem veseliem skaitliem x un y;
jaa:bunb:a,tad a=1b;

jaa:bun c:d,tad ac:bd;

jaac:bc,tad a:b;

jaa:bun a,b>0,tad b<a;

jaa-b=c,tad cia vai c:b;

ja divi skaitli @ un b dod vienadus atlikumus, dalot tos ar ¢, tad So skaitlu
starpiba a —b dalas ar c;

skaitlis dalas ar n =a-b (a un b — savstarpgji pirmskaitli), ja tas dalas gan ar a,
gan ar b.

Dalamibas pazimes:

skaitlis dalas ar 2, ja tas beidzas ar para ciparu;

skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3;

skaitlis dalas ar 4, ja ta ped€jo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4;
skaitlis dalas ar 5, ja tas beidzas ar ciparu 0 vai 5;

28



skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3;
skaitlis dalas ar 8, ja ta pe€dgjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8;
skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9;
skaitlis dalas ar 10, ja ta pedgjais cipars ir 0;
skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu
summas, kas atrodas nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.
Naturalo skaitlu ipasibas:
e No diviem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 2.
e No trijiem p&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 3.
e No k péc kartas nemtiem skaitliem viens noteikti dalas ar k.

Skaitla sadalijjums pirmreizinatajos

Par pirmskaitli sauc naturalu skaitli, kuram ir tiesi divi dalitaji: 1 un pats skaitlis.

Ta ka 1 dalas tikai ar 1 (tam ir tikai viens dalitdjs), tad 1 nav pirmskaitlis.

Pirmskaitlu ir bezgaligi daudz.

Pirmie pirmskaitli ir $adi:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ....

Par saliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vairak neka divi dalitaji.

Aritmétikas pamatteoréma. Katru naturalu skaitli viena vieniga veida var izteikt ka
pirmskaitlu reizindjumu (reizinataju secibu nepem vera).

Naturalam skaitlim x=p" p,” ..p, ", kur p,i=1,2,..,m ir dazadi pirmskait]i,
pavisam ir (k, +1)(k, +1)...(k,, +1) dazadi dalitaji, So dalitaju summa ir

(I+p, +ot pYA+ py 4 p2) A+ p, +.+ ph).

Ja p ir pirmskaitlis un p|ab, tad p|a vai p|b.

Ferma maza teoréma. Ja p ir pirmskaitlis un a nedalas ar p, tad a”~' —1 dalas ar p.
Ferma liela teoréma. Vienadojumam x" + y" = z" nav atrisinajuma naturalos skaitlos,
jan>2.

Salikta skaitla » mazakais dalitajs neparsniedz Jn.

Naturals skaitlis 7 >1 nav pirmskaitlis tad un tikai tad, ja eksisté tads skaitla »n dalitajs
m > 1, kurs neparsniedz Jn.

Secinajums. Lai pieraditu, ka dotais skaitlis »n ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis,
japarbauda, vai tas dalas ar skaitliem no 1 lidz Jn ieskaitot.

Skaitla n!=n-(n—1)-(n—2)-...-1 1paSibas:
¢ Visi naturalie skaitli, kas neparsniedz n, ir n! dalita;ji.
e Visi skaitla n+1 naturalie dalitaji (iznemot vieninieku) ir lielaki neka n.
e Visi skaitli intervala [n!+2; nl+n] ir salikti skaitli.

Par divu vai vairak veselu skait]u lielako kopigo dalitaju sauc lielako naturalo skaitli,
ar kuru katrs no dotajiem skaitliem dalas bez atlikuma. Divu skaitlu @ un b lielako
kopigo dalitaju apzimé ar LKD (a, b) .
Skaitlus @ un b sauc par savstarpéjiem pirmskaitliem, ja LKD (a, b) =1.
Operacijai LKD piemit §adas 1pasibas (a, b, c un m ir naturali skaitli):

e LKD(a,a)=a.

e LKD(a,1)=1 (jebkurs naturals skaitlis ir savstarp&js pirmskaitlis ar skaitli 1).

e LKD(a,b)=LKD (b, a).

e LKD(a,a+1)=1 (secigi naturali skaitli ir savstarpgji pirmskaitli).
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e LKD (ma, mb)=m-LKD (a,b).
e LKD(a,b)=LKD (a, ac+Db)
e Jaaun b dalas ar m, tad LKD (a, b) ari dalas ar m.

. LKD(E,ﬁjz—LKD(a’b).
m m m

LKD (a™, b™) = (LKD (a, b))" .

e LKD(a",a’)=a™™",
Lielako kopigo dalitaju var atrast ar Eiklida algoritmu, kas balstits uz daliSanu ar
atlikumu: vispirms nepilni izdala lielako skaitli ar mazako un tad katra nakamaja soli
ieprieks€jas darbibas dalitaju dala ar iegiito atlikumu. Lielakais kopigais dalitajs ir
pedgjais iegutais nenulles atlikums.

Par divu vai vairak veselu skaitlu mazako kopigo dalamo sauc mazako naturalo skaitli,
kas dalas ar katru no dotajiem skaitliem bez atlikuma. Divu skaitlu @ un » mazako
kopigo dalamo apzimé ar MKD (a, b) .
Operacijai MKD piemit §adas 1paSibas (a, b, c un m ir naturali skaitli):

e MKD(a,a)=a.

e MKD<(a,b)=MKD (b, a).

e MKD (ma, mb)=m-MKD (a,b).

e Jaavai b dalas ar m, tad MKD (a, b) ar1 dalas ar m.

o Jagan a, gan b dalas ar m, tad MKD (ﬁ, ﬁj _MKD(a,b)
m m m
° MKD(am’bm):(MKD(a’ b))m
° MKD(ax, ay) — amax(x,y).
e MKD(a.b)=— icb MKD(a.b)- LKD (a,b) = ab .
LKD (a, b)

Kongruence

Ja aun m, m =0, ir veseli skaitli, tad atlikums, ko iegiist, a dalot ar m, ir tads vesels
skaitlis », ka a=qg-m+r, kur g ir vesels skaitlis un 0< |r| < |m| . Saja gadijuma
iesp&jami divi dazadi atlikumi. Ja, a dalot ar m, 7, ir pozitivs atlikums un », — negativs,
tad r, =r, + m.
Ja a un m ir naturali skaitli, tad atlikums, ko iegust skaitli a dalot ar m, ir vesels skaitlis
robezas no 0 lidz m—1.
Divi skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m (apzimé ar pierakstu a = b (mod m)),
kur m # 0, tad un tikai tad, ja @ —b dalas ar m jeb skaitli @ un b dod vienadu atlikumu,
ja tos dala ar m.
Kongruences ipasibas:
e jebkuram m i1zpildas vienadiba: a = a (mod m);

a =b (mod m) tad un tikai tad, ja a = b (mod (-m));
e ja m==1, tad jebkuriem diviem skaitliem a un b izpildas vienadiba

a =b (mod m), t. 1., visi veselie skaitli ir kongruenti péc modula 1;

e jam:im, un a=b(modm),tad a=b (modm,);
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e ja a=b(modm),tad ka = kb (mod m), kur k ir vesels skaitlis;
e ja a=b(modm) un a,=b (modm), tad a+a =b+b (modm),
a—a, =b—->b, (mod m) un aa, = bb, (mod m) .
Secinajums. Ja f(a,,a,,...,a,) ir patvaliga vesela izteiksme un a, =b, (mod n),
a,=b, (modn), ..., a, =b, (mod n), tad

f(a,,a,,..,a,)=f(b,b,,..,b) (modn).

Tas nozimg, ka, veicot aprékinus péc modula 7, jebkuru skaitli izteiksme var aizvietot ar
jebkuru citu tam kongruentu skaitli. Parasti skaitli a aizvieto ar skaitla a atlikumu péc
modula n, bet atseviskos gadijumos var nemt citu tam kongruentu skaitli.

Teoreéma. Virkne x, = a" péc modula m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstoSos skaitlus var atrast, rakstot pec kartas skaitlus a” péc
modula m. Tiklidz virkné a” (mod m) paradas vienadi skaitli, més esam atradusi
periodu. Perioda garums neparsniedz m.
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KOMBINATORIKA

Saiklu lietojums:

e saiklis ,,un” nozimé, ka visam uzdevuma min&tajam IpaSibam vai nosacijumiem
jaizpildas vienlaicigi;

e saiklis ,vai” nozimg& ka jaizpildas vismaz vienai ming&tajai
1pasibai vai nosacijumam (bet vienlaicigi var izpildities ar1 vairakas 1paSibas vai
nosacijumi);

e saiklis ,,vai nu ..., vai” nozimé, ka jaizpildas tieSi vienai min&tajai 1paSibai vai
nosacijumam.

Kombinatorikas saskaitiSanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izvéleties attiecigi
n,, n, n,,... veidos, un ja ir jaizvelas vai nu viena, vai otra, vai tresa utt. veida objekti,
tad to var izdarit pavisam M =n, +n, +n, +... veidos.

Kombinatorikas reizinasanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izvéleties n,n, n,,...
veidos, un ja ir jaizv€las pa vienam objektam no pirma veida un otra veida, un tresa
veida utt., tad to pavisam var izdarit N =n, -n, -n, -... veidos.

Par permutaciju sauc visu doto elementu sakartojumu rinda.
Ja n dazadi elementi jasakarto rinda, tad to var izdarit P, =nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...-1
dazados veidos.

dotas kopas elementi un kuras atskiras cita no citas vai nu ar elementu sastavu, vai to
izkartojumu izlase.
Visu variaciju skaitu no n elementiem pa k elementiem apzime ar simbolu 4" . Variaciju
skaitu aprékina péc formulas:
Co =) (=) (n—k+1)
b e .
Par kombinacijam no » elementiem pa k elementiem katra sauc tadas izlases, kuras ir
tiesi k& dotas kopas elementi un kuras atskiras cita no citas vismaz ar vienu elementu.
Kombinacijas elementu izkartojums nenem véra, t.i., divas kombinacijas, kuras ir
vienads elementu sastavs, tiek uzskatitas par vienadam.
Kombinaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ar simbolu C* .

Kombinaciju skaitu aprékina péc formulam:

= n! n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)
" kMn—k)! k-(k=1)-...-1 ’
oA
n Pk °

R k k
Secinajums. A, > C, .
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Kombinaciju skaita ipasSibas:

o CH=cr*,

o C'4+Cl+CIy..+Cr=2";

o ChycH =cl,ja0<k<n.
Paskala trijsturis:

Cp =1
cl=1 Ci=1
ch=1 <=2 Ci=1
Ci=1 ;=3 Ci=3 (Ci=1
Cy=1 Cy=4 Ci=f ;=4 CCI=1

cﬂ Czll c:—l oy

Niitona binoma formula:
(@a+b)"=C’a" +Cla" b+ ..+ Cra"*p* + .+ C'b".

Videjas vertibas metode

Uzdevumu risinasana balstas uz konkréti formulétam teorémam, pieméram,

e Starp jebkuriem n skaitliem ir vismaz viens skaitlis, kas nav mazaks par to
vidgjo vertibu, un ir vismaz viens skaitlis, kas nav lielaks par to vid€jo vertibu.

e Ja starp lielumiem ir kads lielums, kas ir lielaks par visu lielumu vid€jo vertibu,
tad starp tiem ir ar1 tads lielums, kas mazaks par visu lielumu vid&jo vértibu, un
otradi.

e Ja neviens no lielumiem nav mazaks (vai lielaks) par visu lielumu vidgjo
vertibu, tad tie visi ir vienadi ar savu vid€jo aritmétisko.

Viens no Vidgjas vértibas metodes specialgadijumiem ir Dirihleé princips: ja vairak
neka # trusi jaizvieto n biros, tad vismaz viena biirT nonaks vismaz divi trusi.
Visparinatais Dirihle princips: ja vairak neka m-n trusi jaizvieto n biiros, tad vismaz
viena biirT nonaks vismaz m+1 trusis.

Katra uzdevuma trusi un biri var but dazadi lielumi, piemeram, trusi var but skaitli,
cilvéki utt., bari — 1pasibas, peéc kuram frusi sadalas vairakas grupas; 1paSibam jabiit
tadam, ka katram trusim piemit tieSi viena no tam (katrs #rusis var nonakt tikai viena
burT un neviens frusis nedrikst palikt arpus biiriem).
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Invariantu metode

Vards ,,invariants” c€lies no latinu valodas un nozZimé nemainigs.

Par invariantiem lielumiem /1pasSibam sauc lielumus /1paSibas, kas kada procesa
nemainas, saglabajas.

Invariantu metode biezi ir efektivi pielietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek
aplikots kads process — noteiktu operaciju izpilde ar dotajiem lielumiem (tas var bt
darbibas ar skaitliem, figtiru parveidojumi utml.) un ir japierada, ka no sakotngjiem
datiem noradito rezultatu iegiit nav iesp&ams. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties
sadi:

e atrodam invarianto ipaSibu, t.i., Tpasibu, kura piemit sakuma dotajiem

lielumiem un saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

e paradam, ka §1 1pasiba nepiemit liclumiem, kuri jaieglist galarezultata.
Invarianta 1pasSiba atkariba no uzdevuma var biit, pieméram, elementu skaits, summa,
starpiba, reizinajums, summas paritate, dalamiba ar 3, 4, ..., utml.

Uzdevumos par figliru sagrieSanu ritinu plakn€ biezi tiek izmantota paligmetode —
krasoSana (biezi izmanto figiiras iekrasoSanu ka Saha galdinu), kur invarianta 1pasiba ir
iekrasoto rutinu skaita nemainiba.

Matematiskas indukcijas metode

Par indukciju sauc sprieSanas metodi, kura no konkrétiem piemériem iegist visparigu
sledzienu.
Lietojot matematiskas indukcijas principu uzdevumu risinasana, rikojas péc sada plana:
e parbauda, vai apskatama 1pasiba piemit kopas pirmajam elementam (induktiva
baze);,
e pienem, ka $1 1pasiba ir spéka pirmajiem k elementiem (induktivais pienémums);
e pierada, ka tad ta ir patiesa ar1 (k+1)-jam elementam (induktiva pareja).
e secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam » =k izriet, ka tas ir
patiess elementam n =k +1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam,
tad izteikums ir patiess jebkuram naturalam elementam n.
Pieradijuma metodi, kas balstds uz matematiskas indukcijas principa, sauc par
matematiskas indukcijas metodi.
Matematiskas indukcijas metode lauj no atseviSku elementu TipaSibam izdarit
spriedumus par visu kopu.

Grafu teorijas elementi

Grafs ir punktu (kurus sauc par virsotném) kopa kopa ar nogriezniem (Skautném), kas
tos savieno.
Grafus ir erti izmantot, ja ir jaatt€lo attiecibas starp diviem objektiem.
Grafa Skautnu krustpunkts nav grafa virsotne.
Par grafa virsotnes pakapi sauc Skautnu galu skaitu, kas atrodas $aja virsotné.
Lemma. Katra grafa virsotnu pakapju summa ir vienada ar divkarSotu grafa Skautnu
skaitu.
Secinajumi:
e Virsotpu pakapju summa ir para skaitlis.
e (rafa ir para skaits virsotnu, kuru pakape ir nepara skaitlis.
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Grafu sauc par sakarigu, ja jebkuras 2 ta virsotnes var savienot ar marsrutu, t.i., no
vienas grafa virsotnes var tikt uz kadu citu virsotni, ejot pa grafa Skautném.
Par grafa komponenti sauc jebkuru ta maksimalu sakarigu apaksgrafu.
Grafu galvenie veidi:
e Pilns grafs — grafs, kuram katras divas virsotnes ir savienotas ar Skautni.
e Cikls — sakarigs grafs, kuram divam virsotném pakape ir 1 un par&jam pakape
ir2 (grafs sastav no virsotném a,,a,,...,a,, kas savienotas ar Skautném
a,a,, a,a;, ..., a,d,).
e Koks — sakarigs grafs bez cikliem.
e Divdaligs grafs — grafs, kura virsotnu kopu var sadalit divas dalas ta, ka jebkuras
divas virsotnes, kas pieder vienai dalai, nav savienotas ar Skautni.
Eilera teoréma. Grafu var uzzim&t ar vienu rokas vilcienu, neparklajot Iinijas un
beidzot Zimét taja pasa vieta, kur saka, tad un tikai tad, ja visam grafa virsotném ir para
pakape.

35



UZDEVUMI

S. LATVIJAS 24. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

S.9. Devita klase

S.9.1. Pieradit, ka skaitlis 2" + 3" nav pirmskaitlis.

S.9.2. Aprékinat 1. zim&uma doto figiru laukumus. Visi zim&jumos att€lotie rinki ir
vienadi un to radiuss ir 1. a) gadijuma rinku centri veido kvadratu.

a) b)

1. zZim.

S.9.3. Kadu lielako daudzumu 2. zim&juma att€loto figlirinu var izgriezt no kvadrata ar
izmeriem 9x9 rutinas? Griezumus drikst izdarit tikai pa riitinu I[inijam. Figtrinas
drikst pagriezt vai apgazt ,,uz mutes”.

2. zim.

S.9.4. Naturalu skaitlu virknes 7, 14, 17, ... katrs nakamais loceklis tiek iegiits
ieprieksgja locekla kvadrata ciparu summai pieskaitot 1. Kads ir §ts virknes 2011.
loceklis?

S.9.5. Kvadrata ar izmériem 3 x 3 riitinas katra riitina ierakstits naturals skaitlis (tie visi
ir dazadi). Katra ratind ierakstito skaitli a salidzina ar tas kaiminu ritinas
ierakstitajiem skaitliem un nosaka, par cik no tiem a ir lielaks, So skaitu sauksim par
rutinas svaru. Ritinu sauksim par labu, ja tas svars ir nepara skaitlis. Kads ir
lielakais iesp&jamais labo riitinu skaits?

(Divas riitinas sauc par kaiminu riitinam, ja tam ir kopiga mala.)

S.10. Desmita klase
S.10.1. Dots, ka x, y, z, t ir pozitivi skaitli un x> <y, y* <z, z°<t un t* <x.
Pieradit, ka vismaz viens no skaitliem x, y, z, ¢ ir mazaks neka 1.

S.10.2. Saurlenku trijstiirT ABC uz malas AB atziméts tas viduspunkts D. No virsotnes B
pret malu AC vilktais augstums BE krusto medianu CD tas viduspunkta F. Pieradit,
ka S 5 =280

S.10.3. Vienadojuma x*> —27x+113 =0 saknes ir taisnlepka trijstiira kateSu garumi,
izteikti centimetros. Apréekinat 1 trijsttira laukumu!
xy+z=10

S.10.4. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu sistemu .
x+yz=11
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S.10.5. Pukstin$ un Svirpulnieks sp€l€ $adu spéli: vispirms Pukstins sadala 7x 7 ritinas
lielu kvadratu vienu riitinu platas un vismaz divas riitinas garas strémel€s. P&c tam
Svirpulnieks apliiko sadalito kvadratu un nosauc skaitli k£ (2 <k <7) un panem visas
strémeles, kuru garums ir tiesi k.

Atrast lielako strémelu kopgarumu, kuru Svirpulnieks var panemt, neatkarigi no ta,
ka laukumu sagriezis Pukstins.

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Doti tadi veseli skaitli @ un b, ka 3a + 5b dalas ar 11. Pieradit, ka skaitlis 5a + b
ari dalas ar 11.

S.11.2. Uz regulara seSstiira ABCDEF malas AB atlikts punkts G, bet uz malas BC

1
punkts H ta, ka AG = BH (skat. 3. zim.). Pieradit, ka S, =§SABCDEF'

A G B
F C
E D
3. zZim.
a’+a-1
S.11.3. Zinams, ka a un VI ir veseli skaitli. Atrast visas iesp&jamas a vertibas!
a+

S.11.4. Dota virkne q,, a,, ..., kur a,=a,=1uwna,, =a,, +2a,,n21.

n

Vai nevienadiba a, > ir patiesa, jaa) n =2011; b) n =2012?

S.11.5. Pukstins un Svirpulnieks spélé sadu spéli: vispirms Pukstins sadala 9x9 ritinas
lielu kvadratu vienu riitinu platas un vismaz tris rutigas garas strémel&s. Péc tam
Svirpulnieks apliiko sadalito kvadratu un nosauc skaitli £ (3 <k <9) un pagem visas
strémeles, kuru garums ir k. Atrast lielako strémelu kopgarumu, kuru Svirpulnieks
var panemt, neatkarigi no ta, ka laukumu sagriezis Pukstins!

S.12. Divpadsmita klase

S.12.1. Kadam realam parametra a vértibam vienadojumiem
ax’ —2x+1=0 un x-cosa=1
ir vienads saknu skaits?

S.12.2. Saurlenku trijsturt ABC augstumi ir AD, BE un CF. Pieradit, ka DA, EB un FC ir
trijstira DEF bisektrises.

S.12.3. Zinams, ka x, y un z ir naturdli skaitli, 7x*-3y>+4z°=8 un
16x* —7y* +92z* = -3. Kada ir izteiksmes x° + y* + z° vértiba?

S.12.4. Uz gludas gridas nolikts taisnstira paralélskaldna formas dzelzsbetona klucis,
kura pamata izméri ir 13 cmx 25 cm, bet augstums — 4 cm. Skudra atrodas punkta A4

(skat. 4. zZim.) un vinai janonak punkta B. Skudra var iet gan apkart klucim, gan pari,
bet nevar izlist pa apaksu.
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Noteikt, kads ir 1saka cela no punkta 4 lidz punktam B garums, ja a) & =7 cm, b)
h=13 cm.

4. 7zim.

S.12.5. Laura un Dace no naturalu skaitlu kopas 4 =1{1, 2, 3, 4, 6, 8,12,16, 24, 48} visos

iespejamos veidos izvelas Cetrus dazadus skaitlus un aprékina to reizinajumu. Ja
reizinajums ir mazaks neka 2012, Laura sanem vienu konfekti, bet, ja lielaks, tad
konfekti sanem Dace. Kurai no meiteném beigas bus vairak konfeksu?
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N. LATVIJAS 62. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

N.9. Devita klase

N.9.1. Apskatam visas funkcijas y=ax’—2x+b, kur @ un b — reali skaitli un
a+b=2012. Pieradit, ka visu $adu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti.

N.9.2. Regulara trijstira iekSpusé patvaligi izvélets punkts P. Pieradit, ka attalumu
summa no punkta P Iidz trijstiira malam nav atkariga no punkta P izvéles.

N.9.3. Kadam » veértibam n cilvékus var sadalit grupas (varbiit tikai viena) ta, lai katra
grupa bitu tiesi 5, 6 vai 7 cilveki?

N.9.4. Dota skaitlu virkne 1, 1, 2, 5, 9, 6, ... . Ta tiek veidota p&c likuma: virknes pirmie
divi locekli ir 1, bet katrs nakamais ir vienads ar divu iepriek$€jo loceklu kvadratu
summas pedgjo ciparu.

a) Noteikt, vai §1s virknes 2012. loceklis ir para vai nepara skaitlis.
b) Aprekinat virknes 2012. locekli.

N.9.5. Dots naturals skaitlis #» > 3. Aplikojam visus naturalos skaitlus no 1 Iidz n—1
ieskaitot, kas ir savstarpg&ji pirmskaitli ar skaitli n. Pieradit, ka So skaitlu summa dalas
ar n.

N.10. Desmita klase
N.10.1. a) Dots, ka a +b =c. Pieradit, ka 2a° > ¢* —2b°.
b) Dots, ka a +b +c =d . Pieradit, ka 3a” > d* —3b* —3c>.

N.10.2. Uz trijstira ABC malas AC izvéléts punkts K. Nogrieznis BK sadala trijstiiri
ABC divos trijstiiros. Visi tris trijsturi (AABC un abi dalfjuma iegiitie trijsttiri) ir
l1dzigi. Pieradit, ka AABC ir taisnlenka trijstiris.

N.10.3. Doti seSi péc kartas sekojoSi naturali skaitli. Pieradit, ka var atrast tadu
pirmskaitli p, ka tieSi viens no dotajiem skaitliem dalas ar p.

N.10.4. Ir aprekinatas skaitlu 2°°'> un 5°°"* vértibas un iegiitie skaitli uzrakstiti viens
aiz otra. Cik cipari uzrakstiti?

N.10.5. Dota tabula ar izmériem n x n ritinas, katra tas ritina ierakstits vesels skaitlis.
Tabulas rindas un kolonnas p&c kartas sanumurétas ar skaitliem no 1 Iidz n, sakot no
augsejas rindas un kreisas kolonnas (skat. 5. zZim.). Zinams, ka visiem i izpildas
sakariba: i-taja rinda ierakstito skaitlu summa ir vienada ar i-taja kolonna ierakstito
skaitlu summu.

Atrast visus tadus 7, kuriem visam $adam tabulam izpildas sekojosa 1pasiba:

i-tas rindas j-taja kolonna ierakstitais skaitlis ir vienads ar i-tas kolonnas j-taja rinda
ierakstito skaitli (t.1., tabula ir simetriska attieciba pret galveno diagonali, skat.
5. zim. iekrasoto diagonali).

1 2 ...n
1
2
n
5. zZim.
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N.11. Vienpadsmita klase

N.11.1. Vai eksisté tads naturals skaitlis m, kura ciparu reizinajums ir vienads ar
simetrisku 8-ciparu skaitli? (Par simetrisku sauc skaitli, kas vienadi lasams no abiem
galiem.)

N.11.2. Atrisinat realos skaitlos vienadojumu sistému:
2x+xy+2y =8
2y+yz+2z=20.
2z+zx+2x =14
N.11.3. Viena rinka Imija ievilkts regulars devinstiiris un regulars trijstiiris. Kas ir

lielaks: dota devipstiira malu kvadratu summa vai dota trijstira malu kvadratu
summa?

N.11.4. Atrast augoSu aritmétisko progresiju, kuras visi elementi ir naturali skait]li un
kurai piemit 1pasiba: neviens tas elements nav naturala skaitla k-ta pakape jebkuram
naturalam k> 2.

N.11.5. Dotas seSas vienada izskata moné&tas un sviras svari bez atsvariem. Cetras no
monétam sver 8 gramus katra, paréjas divas sver 7 gramus katra. Ka ar divam
sveérSanam atrast vismaz vienu monétu, kas sver 7 gramus?

N.12. Divpadsmita klase
N.12.1. Skaitlis a ir vienadojuma x° —2x* +3x—4 =0 sakne. Pieradit, ka a > —% .

N.12.2. Pieradit, ka neeksisté daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits skaldnu un katrai
skaldnei ir nepara skaits virsotnu.

N.12.3. Nogrieznis BP ir trijstiira ABC bisektrise, punkti N un M ir attiecigi malu 4B un
AC tadi ieksgji punkti, ka AN = PC un AM = BC. Taisnes BP un MN krustojas
punkta X. Pieradit, ka ANBX~APBC .

N.12.4. Kadiem pirmskaitliem p skaitlim p* +23 ir tiei ¢etri naturali dalita;ji?

N.12.5. Regulara 17-sturl 4,4,..4,; atzimetas Cetras virsotnes A, A4;, A, 4,
(i < j<k<lI).No pargjam virsotném ir jaizvelas Cetras virsotnes (apzimesim tas ar
B, C, D un E) ta, lai B bitu starp 4; un Aj , C biitu starp Aj un 4, , D bitu starp A,

un 4, E biitu starp 4, un 4. Kadam i, j, k, [ vértibam punktu etrinieku (B, C, D,
E) var izveleties visvairak veidos?
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V.LATVIJAS 62. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

V.9. Devita klase

V.9.1.a) Vai piecu péc kartas nemtu naturalu skaitlu reizinajums var biit skaitlis
201120127

b) Vai Cetru p&c kartas nemtu naturalu skaitlu reizinajums var bt skaitlis 201120127

V.9.2. Pieradit, ka nav iesp&jams izveidot trijstiiri, kura augstumu garumi ir 4 cm, 7 cm
un 10 cm.

V.9.3. Kvadratvienadojuma x” + p,x+¢, =0 saknes ir @ un b, kvadratvienadojuma
x>+ p,x+q, =0 saknes ir b un ¢, bet kvadratvienadojuma x>+ p,x+gq, =0

saknes ir @ un c. Zinams, ka ¢, < ¢, < g, < 0. Kadas ir iespgjamas g, vertibas?

V.9.4. Trijstira ABC iekSpusé izvéléts punkts E ta, ka AB* —BE’ + EC* = AC*.
Pieradit, ka AELBC!

V.9.5. Kadu lielako skaitu 6. zim. atteloto figiiru var izgriezt no 7. zim. att€lotas
figtras? Griezuma Iinijam jaiet pa riitinu malam.

6. zim. 7. zim.
V.10. Desmita klase
V.10.1. Kadam a veértibam vienadojumu sistémai
xX+y=2
x’+y’=a

X’ +y =a+2
ir atrisinajums realos skait]os?

V.10.2. Trijstira ABC katra mala sadalita septinas vienadas dalas (skat. 8. zim.).
Pieradit,ka S, +S, 50 > S pc-

Ag As Ay A3 A, A,
8. zim.

V.10.3. Naturala skaitla N decimalaja pieraksta izmantots tikai cipars 6. Pieradit, ka
skaitla N* decimalaja pieraksta nav cipara 0.

V.10.4. Trijas no piecstiira virsotném atrodas kaulini A, B, C. Atlauts parbidit kaulinu
pa piecstira diagonali uz citu virsotni, ja ta ir briva. Vai, atkartoti parbidot Sos
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kaulinus, var panakt, lai kaulin§ A atrastos sava vieta, bet kaulini B un C bitu
samainijusies vietam?

V.10.5. Divi spélétaji uz N x N ritinas liela laukuma spélé sekojoSu spéli. Spélétaji
gajienus izdara péc kartas, katra gajiena novietojot Saha zirdzinu uz pagaidam
neapdraudéta laucina (visu zirdzinu krasa ir vienada). Spélétajs, kurS nevar izdarit
gajienu, zaudeé. Kur§ no spélétajiem, pareizi spél&jot, uzvar, ja a) N =12, b)
N =217
(Ja saha zirdzin$ atrodas rutina A, tad tas apdraud visas ar * apzimé&tas rutinas, skat.
9. zZim.)

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitlu a, kuriem skaitlis #* +a ir
salikts skaitlis visiem naturaliem skaitliem n > 1.

V.11.2. Dota tabula ar izm&riem 3x3 rutinas. Katra ratina ierakstits atSkirigs naturals
skaitlis. Ja ratina ierakstitais skaitlis ir lieclakais sava rinda, sava kolonna vai
diagonalg, kura ir vismaz divas ritinas, tad 1 rutina tiek iekrasota. Cik riitinas tabula
var biit iekrasotas?

V.11.3. Taisne, kas iet caur trijstira medianu krustpunktu, dala trijstiri divas dalas.
Kada ir So dalu laukumu maksimala attieciba?

V.11.4.Dota naturalu skaitlu virkne {a;,}, kur a, =5 un katram n>1
a, =a,a,..a, , +4.Pieradit, ka visiem n >1 ir speka sakariba a, —4/a,,, =2.

V.11.5. Divi zéni péc kartas griez apalu kiiku, katru reizi nogriezot pa vienam gabalam,
kura virspuse ir dotas kiikas virspuses sektora forma, pie tam gabala virspuses

laukumam jabiit ne mazakam ka ﬁ un ne lielakam ka % no sakotngja kikas

virspuses laukuma (skat. 10. zZim.). Zaud€ tas sp€létajs, kur§ vairs nevar nogriezt
nevienu atlauta lieluma gabalu. Kur§ no z€niem, pareizi sp€l&jot, uzvares?

10. zim.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Divam naturalu skaitlu virkneém {a;} un {b;} katram i>1 ir speka sakaribas:
a, =b, un |al. —bl.| > 2012 . Atrast vienu $adu virknu pieméru.

V.12.2. Trijstira ABC lenka ACB bisektrise un lenka ABC blakuslenka bisektrise

krustojas punkta D. Pieradit, ka trijstirim BCD apvilktas rigka Itnijas centrs atrodas
uz trijstirim ABC apvilktas rigka Iinijas.

V.12.3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
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=2 (33| )

([x] ir vesela dala no x — lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x; pieméram,
[3]=3,[4,6]=4,[0,2]=0).

V.12.4. Kvadrata ar izmériem N x N riitinas dazas ritinas ir nokrasotas ta, ka katrai
nokrasotai riitinai tiesi tris kaiminu riitinas ir nenokrasotas, bet katrai nenokrasotai
ritigai ir tieSi viena nokrasota kaiminu riitina. Vai $ads krasojums ir iesp&jams, ja
a) N =6,b) N =87 Ritinas sauc par kaiminu ritinam, ja tam ir kopiga mala.

V.12.5. Rinka ar diametru 1 iekSpus€ uzziméti vairaki rinki, kuru diametru summa ir
lielaka neka 8. Pieradit, ka var novilkt taisni, kas krusto vismaz 9 uzzimétos rinkus.
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A. LATVIJAS 39. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.9. Devita klase
A.9.1. Atrast vienu skaitli, kuram ir tiesi 12 veseli pozitivi dalitaji.

A.9.2. Trijstiir1 ABC ZABC =90°, bet punkts P atrodas uz malas AB. Punkti M un N ir
attiecigi nogrieznu AC un PC viduspunkti. Pieradit, ka Z/BAC = ZBMN .

A.9.3. Kvadratvienadojuma x> —507x+a =0 saknes ir p> un ¢, kur p un ¢ ir
pirmskaitli. Aprékinat a skaitlisko vertibu.

A.9.4. Uz tafeles uzrakstitas devinas zvaigznites * * * * * * * * * Janig ieraksta kadas
zvaigznites vieta jebkuru ciparu no 1 lidz 9. Péc tam Pé&teris jebkuru divu citu
zvaigzniSu vieta ieraksta divus ciparus (tie var ari atkartoties). Péc tam vél divas
reizes vini atkarto So darbibu.

Péteris uzvar, ja iegiitais devinciparu skaitlis dalas ar 37. Vai P&teris vienmér var
uzvarét?

A.9.5. Dota trapece, kuras pamatu malu garumi ir 3 un 13. Pieradit, ka to nevar sadalit
piecos vienlielos trijsttros.
(Figiiras sauc par vienlielam, ja tam ir vienadi laukumi.)

A.10. Desmita klase
A.10.1. Pieradit: ja p un 14p> +1 ir pirmskaitli, tad 14 p*> —1 ir naturala skait]a kubs.

A.10.2. Dots izliekts Cetrstiris ABCD, lenki DAB un BCD ir plati. Pieradit, ka
BD > AC.

A.10.3. Dots, ka x, ir vienadojuma x’+ px+¢ =0 sakne, bet x, ir vienadojuma

S D 1 e

— x>+ px+q=0 sakne. Pieradit, ka vienadojumam gxz + px+¢q =0 noteikti ir
sakne x,, kas atrodas starp x, un x, (t. 1., x, <x; <x, vai x, <x; <x,).

A.10.4. Viena un taja pasa rinka linija ievilkts regulars 9-stiiris un regulars 10-sturis. To
virsotnes sadala rinka Iiniju 19 lokos. Pieradit, ka ir loks, kura lielums
neparsniedz 2°.

A.10.5. Dotas divas paralélas taisnes. Uz vienas no tam atziméti 10 zali punkti, uz otras
— 10 sarkani punkti. Kadu lielako skaitu nogrieznu, kuriem viens galapunkts ir zals,
bet otrs — sarkans, var novilkt ta, lai tie nekrustotos?

(Saka, ka nogriezni krustojas, ja tiem ir kopigs ieksgjais punkts, t. i., ja tiem ir kopigs
tikai galapunkts, tie nekrustojas.)

A.11. Vienpadsmita klase
A.11.1. Pieradit, ka nav tada naturala skaitla n, ka skaitlis n° —3n —1 dalas ar 169.

A.11.2. Punkti 4, B, C atrodas uz vienas taisnes, bet 4, B,, C; — uz citas taisnes.
Pieradit: ja AB, paraléls 4B un AC, paralels 4,C, tad BC, paraléls B,C.

A.11.3. Atrisinat vienadojumu:
1 1
+ + ...+
Jx=2012 +/x=2010 +/x—2010 ++/x — 2008
1 1 1 1

+ +...+ =—=.
Jx—=2+x Jx+/x+2 Jx+2010 +4/x+2012 /2
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A.11.4. Pieradit, ka izliektu 2012-sttri nevar sadalit 200 izliektos 12-stiiros.

A.11.5. Plakng doti 16 punkti, kas izvietoti kvadratiska rezga veida ka paradits 11. zim.
Taisnstiiri sauksim par labu, ja ta virsotnes atrodas rezga punktos, malas ir paral€las
rezga linijam un nav ta, ka starp taisnstiira virsotném ir gan viens no Cetriem rezga
stiriem (punkti A, B, C, D), gan viens no Cetriem rezga punktiem, kas atrodas rezga
iekSiené (punkti M, N, O, P).

Kads ir lielakais rezga punktu skaits, ko var atzZimét ta, lai nebiitu /aba taisnstiira,
kuram visas virsotnes ir atziméetie punkti?

A B
M N
P O

D C
11. zZim.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Skaitli A un B ir divi dazadi 7-ciparu skaitli, kuri katrs satur visus ciparus no 1
lidz 7. Pieradit, ka 4 nedalas ar B.

A.12.2. Caur trijstira ABC malas AB iekS€ju punktu P novilkta taisne, kas ir paraléla
BC un krusto AABC apvilkto rinka Itniju punktos M un N (4, M un B atrodas uz rinka
linijas tieSi Sada seciba). MC krusto 4B punkta Q. Pieradit, ka NQ iet caur trijstiiriem
AMQ un APN apvilkto rigka Iiniju krustpunktu.

A.12.3. Atrisinat vienadojumu lgx-1g(4 —x) = i .
A.12.4. Vai telpa var izvietot a) 6 punktus, b) 7 punktus ta, lai jebkuri tris no tiem biitu

vienadsanu trijstira virsotnés un nekadi pieci no tiem neatrastos viena plakn&?

A.12.5. Klasg ir 17 skoléni. Katru dienu dazi no viniem (vismaz viens) tiek izsaukti pie
tafeles. Kads ir mazakais dienu skaits, péc kura ir iesp&jams, ka katriem diviem
klases skoleéniem ir bijusi diena, kad viens no viniem ir izsaukts pie tafeles, bet otrs
ng?
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VP. LATVIJAS 62. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

VP.1. Ar S(x) apzim@sim skait]a x ciparu summu. Aprekinat S(S(S(2012*°'))).

VP.2. Dotas divas virknes x,=x,=3, x,,=x.,+x,+2 visiem n>1 un

n

VW=Y,=4, ¥, =,V —1 visiem n >1. Pieradit, ka nav tada naturala skaitla, kas

pieder abam virkném.

VP.3. Trijstura malu garumi ir a, b un c. Pieradit, ka trijstiira laukums ir mazaks neka

%(a2 +b’ +c?).

VP.4. Atrast visas funkcijas f(x), kas defin€tas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, tadas, ka visiem realiem x un y izpildas vienadiba

S +3y)+3y=fx+4y)+2f(x).

VP.5. N x N riitinas liels laukums jasadala N sakarigos apgabalos ta, ka katra no tiem
ir tieSi N rutinas un katra laukuma rinda un kolonna atrodas tiesi triju apgabalu
rutinas.

Vai tas ir iesp&jams, jaa) N=7,b) N =87

Apgabalu sauc par sakarigu, ja no katras ta ritinas var noklit uz jebkuru citu,
parvietojoties tikai pa $1 apgabala riitinam; katra soli drikst parvietoties uz riitinu,
kurai ar doto ir kopiga mala.
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IMO. 53. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

IMO.1. Trijstirim ABC pievilkta rinka linija ar centru punkta J pieskaras trijstira ABC
malai BC punkta M, malas 4B pagarindgjumam — punkta K, bet malas AC
pagarinajumam — punkta L. Taisnes LM un BJ krustojas punkta F, taisnes KM un CJ
— punkta G. Taisne BC krusto taisni AF punkta S, bet taisni AG — punkta 7. Pieradit,
ka punkts M ir nogriezna ST viduspunkts.

(Par trijstirim pievilktu rinka Iiniju sauc tadu ripka liniju, kas pieskaras vienai
trijstira malai no arpuses un abu parg¢jo malu pagarinajumiem.)

IMO.2. Dots naturals skaitlis » >3 un tadi reali pozitivi skaitli a,,as,...,a,, ka

no

a,a,...a, =1. Pieradit, ka (1+a,)’(1+a;)*...(1+a,)’ >n".

IMO.3. Speletaji A un B spélé sadu spéeli ar melosanu. Tas noteikumi ir atkarigi no
naturaliem skaitliem » un £, kas sp€létajiem ir zinami.

Sakuma A izvélas tadus naturalus skaitlus x un N, ka 1< x < N . Skaitli x speletajs A
patur slepeniba, bet skaitli N nemelojot pasaka sp€létajam B. Sp€létajs B censas iegiit
informaciju par x, pec patikas daudz reizu jautajot speletajam A $ada veida: B izvélas
jebkuru naturalu skaitlu kopu S (iesp&jams, tadu, kas jau izmantota kada no
iepriek$gjiem jautajumiem) un jauta, vai x pieder S. P&c katra jautajuma A tilit atbild
,»ja~ vai ,,ne&”. Speletajs A drikst melot, tomér no katram k +1 péc kartas esoSam
atbildém vismaz vienai jabiit patiesai.

Galu gala spélétajam B janosauc kopa X ar ne vairak ka » naturaliem skaitliem. Ja x
pieder kopai X, B uzvar; citadi B zaude. Pieradit, ka

1)ja n> 2k, tad spélétajam B ir uzvarosa stratégija;

2) visiem pietickami lieliem k pastav tads n>199%, ka B nevar drosi panakt
uzvaru.

IMO.4. Atrodiet visas tadas funkcijas f:Z —>Z (Z - veselo skaitlu kopa), ka
jebkuriem veseliem skaitliem a, b un ¢, kam a + b + ¢ = 0, izpildas vienadiba

f(@)? + f(B)* + f(0)* =2f(a) f(B) + 21 (b) () + 2f (c) f (a).

IMO.S. Dots taisnlepka trijstiiris ABC, £BCA =90°. Trijstiira augstums ir CD un X ir
nogriezna CD ieks€js punkts. Punkti K un L ir tadi attiecigi nogrieznu AX un BX
punkti, ka BK = BC un AL = AC. Punkts M ir nogrieznu AL un BK krustpunkts.
Pieradit, ka MK = ML .

IMO.6. Atrast visus naturalos skaitlus », kuriem eksisté tadi nenegativi veseli skaitli
1 1 2 n

+— ot —=—+—+..+

24 2% 29 3% 3% 3

a,,d,,...,a,,ka =1.

no’
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AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2011”

AB. Algebra

AB.1. Doti tadi skaitli  un b, ka polinoma P(x)= x> +ax? + bx —8 visas nulles atbilst
redlam x vértibam. Pieradit, ka a® >2b+12.

AB.2. Vai eksiste tads reals skaitlis « tads, ka cosa ir iracionals, bet cos2a, cos3a
un cosSa visi ir racionali?

AB.3. Doti divi polinomi F(x)=x>+a,x* +a,x+a; un G(x)=x> +bx* +b,x +b,

(abi ar koeficientu 1 pie x°). Vienadojumiem F(x)=0, G(x)=0 un F(x)=G(x)
tika uzrakstitas visas realas saknes. Izradijas, ka uzrakstiti 8 dazadi skaitli. Pieradit,

ka vai nu mazakais, vai ari lielakais no uzrakstitajiem skaitliem nav vienadojuma
F(x) =0 sakne.

AB.4. Zinams, ka a, b, ¢ ir pozitivi reali skaitli un 1+ a + b+ ¢ = 2abc . Pieradit, ka

ab bc N ca >§.

+ >
l+a+b 1+b+c l1+c+a 2

AB.5. Atrast visas funkcijas f : R —> R (funkcijas defingtas realiem skaitliem un kuru
vertibas ir reali skait]i), kuras apmierina funkcionalvienadojumu:

Ff+y)=f(x2=y)+dxpf(x+y).
AB. Kombinatorika

AB.6. Uz taisnstiirveida galdina ar » rindam un n+1 kolonnu ir uzliktas vairakas
figuras. Pieradit, ka vienme@r var izvéléties kadas kolonnas (pozitivu skaitu) ta, lai
katra rinda biitu para skaits figliru. (Uz katra laucina var atrasties ne vairak ka viena
figtra.)

AB.7. Skaitli no 1 Iidz 2010 sadaliti tris neSkelosas kopas — katra kopa ir tiesi 670
elementi. Pieradit, ka no katras kopas var izv€l&ties pa vienam skaitlim ta, lai viens
no Siem skaitliem biitu divu paréjo summa.

AB.8. Tabula ar izmériem 8x8 riitinas aizpildita ar skaitliem no 1 1idz 64 ta, ka
jebkuru 4 skaitlu, kurus var parklat ar kadu figtru (skat. 12. zZim.), summa dalas ar
vienu un to pasSu skaitli V. Vai tas iesp€jams,jaa) N=3;b) N=4;¢c) N=5?

12. zim.

AB.9. Uz galda atrodas 11 kartinas, uz kuram uzrakstiti skaitli no 0 Iidz 10. Divi
speletaji spele sadu speli. Speli sak pirmais spélétajs. Katrs spélétajs sava gajiena
panem vienu no atlikuSajam kartinam. Pirma spélétaja mérkis ir izveidot augosu
aritmétisko progresiju vismaz no 4 kartinam. Otra spelétaja meérkis ir to nepielaut
(tad vins$ uzvar). Kuram no spélétajiem ir uzvarosa strateégija?

AB.10. Anna un Toms piedalfjas vakarinas kopa ar vél Cetriem draugu pariem.
Sasveicinoties dazi no cilvékiem paspieda viens otram rokas. Neviens nepaspieda
roku savam draugam un nepaspieda roku pats sev. Kad Toms v&lak apjautajas, cik
daudziem katrs ir paspiedis roku, vins ieguva 9 atskirigas atbildes. Ar cik cilvékiem
sarokojas Anna?
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AB. Geometrija

AB.11. Taisnstiira ABCD diagonales krustojas punkta E, zinams, ka AB =2BC . Lenka
CAD bisektrise krusto CD punkta F, bet diagonali BD — punkta G. Aprékinat FC
garumu, ja EG =25.

AB.12. Vai eksist€ trijstiiris, kuram lenkis starp katram divam ta medianam ir 120°, un
kur§ nav vienadmalu?

AB.13. Dots regulars dodekaedrs ar malas garumu 1. Pieradit, ka jebkura cela garums
pa ta virsmu no vienas virsotnes uz tai diametrali pret€jo virsotni ir vismaz 4.
(Regulars dodekaedrs ir telpiska figiira, kurai ir 12 vienadas skaldnes, kas ir regulari
piecstiiri.)

AB.14. Dotaja rinka Imija iesp&jams ievilkt seSas rinka Iinijas ar radiusu r ta, lai tas
neparklatos. Pieradit, ka taja var ievilkt septinas rinka linijas ar radiusu r ta, lai tas
neparklatos.

AB.15. Dots dazadmalu Saurlenku trijstiiris ABC. No punkta 4 novilkta mediana, kas
krusto trijstira ABC apvilkto ripka Iiniju punkta A’. Pieskares, kuras novilktas
punktos 4 un A', krustojas punkta A". Lidzigi defingé B” un C". Pieradit, ka 4",
B" un C" atrodas uz vienas taisnes.

AB. Skaitlu teorija

AB.16. Vai eksisté 8 peéc kartas nemti naturali skaitli, kurus var sadalit divas kopas ta,
lai tam abam biitu vienads visu kopas elementu reizinajums?

AB.17. Cik veidos ;8:(1) var izteikt ka divu dalu reizinajumu, kuras katra ir forma

n+1 o1 1 . . s .
——, kur n — naturals skaitlis? (Skaitlis »n katrai dalai var atSkirties, un reizinataju
n

seciba nav svariga.)

AB.18. Uz tafeles uzrakstits naturals skaitlis m. Viena gajiena atlauts nodzest m un ta
vieta uzrakstit 17m vai ar1 [\/E ] (ar [x] apzime reala skaitla x veselo dalu). Pieradit,
ka, atkartojot $adus gajienus, uz tafeles iesp&jams iegiit jebkuru naturalu skaitli.

AB.19. Atrast visus naturalu skaitlu parus (m, n) tadus, ka 2m —1 dalas ar n un 2n—1
dalas ar m.

AB.20. Katram naturalam » apliko kopu:

S,={0, 1, 1+2, I+2+3, .,I1+2+..+(n-1)}.
Pieradit:
a) ja n ir skaitla 2 pakape, tad kopa S, nevar atrast divus elementus, kuru starpiba

dalas ar n;
b) ja n nav skaitla 2 pakape, tad kopa §, vienmér var atrast divus elementus, kuru
starpiba dalas ar n.
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BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
»BALTIJAS CELS 2011”

BW. Algebra

BW.1. Realiem skaitliem x,, x,, ..., x,,,, 1zpildas sakaribas
! ! !
X +X, =2X0, X, + X3 =2X5, o0y Xog X = 2X5
;o ;o . oo
kur x|, x7, ..., X5, 1r skaitlu x,, x,, ..., x,,,, permutacija. Pieradit, ka

X=X, == Xygp -

BW.2. Dota funkcija f:Z — Z tada, ka visiem veseliem x un y izpildas vienadiba

S =)= -1(f(x).
Pieradit, ka funkcija f ir ierobezota, t.i., eksiste tada konstante C, ka
—C < f(x) < C visiem veseliem skaitliem x.

BW.3. Nenegativu veselu skaitlu virkné a,, a,, a;, ... visiem n>2 piemit 1pasiba, ka

a ir a +a,, pedgjais cipars. Vai noteikti eksisteé tads n,, ka virkne

n+l

a,,a, .,a .. ir periodiska?

ny® ng+l? Fng+2

BW.4. Doti nenegativi reali skaitli a, b, ¢, d tadi, ka a+b+c+d =4. Pieradit
nevienadibu

a b c d 4

+ <—

+ + <—.
a’+8 b'+8 +8 d*+8 9

BW.S. Dota funkcija f : R — R, kurai visiem realiem x izpildas vienadiba

f(f(x)=x>—x+1.
Atrast f(0) vertibu.

BW. Kombinatorika

2
BW.6. Dots naturals skaitlis ». Pieradit, ka ir vismaz T tadas taisnes, kas iet caur

koordinatu sakumpunktu un tiesi vienu citu punktu ar veselam koordinatam (x, y),
0<x,y<nm.

BW.7. Apzim&sim ar 7 15-elementu kopu {10a+b:a,beZ,1<a<b<6}.Sirtada T
apakskopa, kura sastopami visi sesi cipari 1, 2, ..., 6, bet kura nav tadu tris elementu,
kas kopa saturétu visus seSus ciparus. Atrast lielako iesp&jamo kopas S elementu
skaitu.

BW.8. Katru no trim Greifsvaldes skolam A, B un C apmeklé vismaz viens skoléns. No
katriem trim skoléniem, pa vienam no katras skolas A, B un C, var atrast divus, kuri
pazist viens otru un divus, kuri nepazist viens otru. Pieradit, ka vismaz viens no
sekojosiem apgalvojumiem ir patiess:

e kads skoléns no A pazist visus skolénus no B;
e kads skoléns no B pazist visus skolénus no C;
e kads skoléns no C pazist visus skolénus no A.

BW.9. Dots taisnstiiris, kura izmérs ir mxn ritinas, tas nokrasotas melna vai balta
krasa. Krasojumu sauksim par labu, ja izpildas sekojosi nosacijumi:
e Visas riitinas, kas pieskaras taisnstiira malai, ir melnas.
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o Nekadas Cetras riitinas, kas veido kvadratu ar izm@riem 2x2 ritinas, nav
nokrasotas viena krasa.

e Nekadas Cetras riitinas, kas veido kvadratu ar izm@riem 2x2 ritinas, nav
nokrasotas ta, ka viena krasa ir tikai tas ritinas, kas saskaras tikai ar sturiem (pa
diagonali).

Kadiem taisnstiira izmé&riem mxn (m, n > 3) ir iesp&jams labs krasojums?

BW.10. Divi speletaji spele sekojosu spéli ar veseliem skaitliem. Sakotngjais skaitlis ir
2011°°"". Speletaji gajienus izdara péc kartas. Viena gajiend no ta var vai nu atnpemt
kadu naturalu skaitli starp 1 un 2010 ieskaitot, vai art izdalit to ar 2011, noapalojot uz

leju lidz tuvakajam veselajam skaitlim, kad tas nepiecieSams. Uzvar spélétajs, kurs
pirmais ieglst nepozitivu skaitli. Kuram spélétajam ir uzvarosa stratégija?

BW. Geometrija

BW.11. AB un CD ir divi rigka linijas @ diametri. Patvaligam uz @ izvélétam punktam
P, ar R un § apzimésim ta projekcijas attiecigi uz AB un CD. Pieradit, ka nogriezna
RS garums nav atkarigs no punkta P izvéles.

BW.12. Kvadrata ABCD iekSpusé izvélets tads punkts P, ka PA:PB:PC ir 1:2:3.
Apréekinat lenki ZBPA.

BW.13. Punkts E atrodas izliekta &etrstiira ABCD iek$pusé. Cetrstiira arpusé konstrugti
trijstiri AABF', ABCG, ACDH un ADAI ta, ka AABF ~ADCE , ABCG ~AADE ,
ACDH ~ABAE un ADAI~ACBE. Punkti P, O, R un § ir punkta E projekcijas
attiecigi uz taisném AB, BC, CD un DA. Pieradit: ja Cetrstirim PQRS var apvilkt
ripka Itniju, tad EF -CD = EG-DA=EH - AB = El - BC .

BW.14. Trijstiirt ABC ievilkta rinka Iinija pieskaras ta malam BC, CA, AB attiecigi
punktos D, E, F. Uz §is rinka Iinijas izvéléts tads punkts G, ka FG ir tas diametrs.
Taisnes EG un FD krustojas punkta H. Pieradit, ka CH || AB .

BW.15. Punkts E atrodas uz izliekta Cetrstira ABCD malas AD. Zinams, ka
Z/ADB = Z/BDC un AE-ED+ BE* = CD - AE . Pieradit, ka Z/EBA= /DCB.

BW. Skaitlu teorija

BW.16. Dots patvaligs vesels skaitlis a un skaitlu virkne x,,x,,..., kur x, =a, x, =3
un x, =2x, ,—4x, ,+3 visiem n>1. Atrast lielako skaitli k_ , kuram var atrast
tadu pirmskaitli p, ka x,,, —1 dalas ar p*

BW.17. Atrodiet visus naturalos skaitlus d, kuriem ir speka pasiba: ja d ir kada naturala
skaitla n dalitajs, tad d ir arm jebkura tada skaitla dalitajs, kuru var iegiit no n,
samainot vietam ta ciparus.

BW.18. Atrast visus pirmskaitlu parus (p, ¢) tadus, ka gan p°> +¢q°, gan ¢’ +p’ ir
naturalu skaitlu kvadrati.

BW.19. Dots pirmskaitlis p #3. Pieradit, ka var atrast aritmé&tisko progresiju
X, Xy, X, , Kas sastdv no dazadiem naturdliem skaitliem, kuras visu loceklu

reizinajums ir naturala skait]a kubs.

BW.20. Vesels skaitlis n > 1 ir balansgts, ja starp ta dalitajiem ir para skaits pirmskait]u.
Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitlu » tadu, ka no skaitliem n, n+1,
n+2 un n+3 tiesi divi ir balanséti.
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IETEIKUMI

I.S. LATVIJAS 24. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.S.9. Devita klase

1.S.9.1. Izmantojot kubu summas formulu, izteiksmi 2" +3" parveidojiet par
reizinajumu.

1.S.9.2. Apréekiniet rinku centru veidota
a) kvadrata malas garumu,

b) romba malas un 1sakas diagonales garumu.

1.S.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod lielaka iesp&jama vértiba, 2)
japarada piemers, ka pie $adas vértibas izpildas uzdevuma prasitais.

1.S.9.4. Aprékiniet nakamos virknes loceklus un ievérojiet sakaribu, ka veidojas virkne.

L.S.9.5. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) pieradiet, ka visas 9 riitinas
vienlaicigi nevar biit labas; 2) paradiet pieméru, ka 8 riitinas var biit labas.

1.S.10. Desmita klase

I.S.10.1. Atcerieties, kados gadijumos nevienadibas drikst reizinat.

1.S.10.2. No punkta D novelciet perpendikulu DG pret augstumu BE. Nosakiet ar ko
vienads DG un GF.

1.S.10.3. Mé&giniet atrast sakaribu starp Vjeta teorému un taisnlenka trijstira laukuma
aprékinasanas formulu.

1.S.10.4. No dotas sist€émas otra vienadojuma atpemiet pirmo vienadojumu un veiciet
ekvivalentus parveidojumus, lai ieglto vienadibu uzrakstitu ka divu izteiksmju
reizinajumu, kas vienads ar 1.

I.S.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) pieradiet, ka lielakais strémelu
kopgarums nav mazaks ka 12; 2) paradiet pieméru, ka uzdevuma nosacijumi izpildas,
ja lielakais strémelu kopgarums ir 12.

I.S.11. Vienpadsmita klase
L.S.11.1. M&giniet izteiksmi Sa + b izteikt forma p-(a+b)—q-(3a +5b), kur p un ¢ ir

kaut kadi naturali skaitli.

I.S.11.2. Izsakiet abu doto figiiru laukumus, izmantojot regulara seSstiira malu.

2 _—
I.S.11.3. Pareiziniet skaitli c12+—all ar 4 un skaititaja atdaliet pilno kvadratu.
a—+

I.S.11.4. Apréekiniet virknes nakamos loceklus. Izdomajiet a, visparigo formulu, ja n ir
para skaitlis un ja n ir nepara skaitlis. Izmantojot matematiskas indukcijas principu,
pieradiet So sakaribu.

I.S.11.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) pieradiet, ka lielakais strémelu
kopgarums nav mazaks ka 15; 2) paradiet pieméru, ka uzdevuma nosacijumi izpildas,
ja lielakais strémelu kopgarums ir 15.
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1.S.12. Divpadsmita klase

1.S.12.1. Skirojiet gadijumus atkariba no vienadojuma ax”> —2x+1=0 veida.

I.S.12.2. Uz katras trijstira malas ka diametra konstrugjiet rinka Ilmiju. Izmantojiet
ievilkto lenku Tpasibas, lai pieraditu lenku vienadibu.

I.S.12.3. Parveidojiet doto vienadojumu sisteému par tai ekvivalentu sist€ému:
xX*+z7=p
{ 2 — yz =q ’
kur p un g ir veseli skaitli.

I.S.12.4. Aplikojiet divus gadijumus: 1) skudra parvietojas tikai pa gridu; 2) skudra
parvietojas ar1 pa dzelzsbetona kluca augs€jo pamatu.

I.S.12.5. Sadaliet visus skaitlus pa pariem ta, ka katra para reizinajums ir 48: {1, 48},
{2, 24}, {3, 16}, {4, 12}, {6, 8}. Skirojiet gadijumus: 1) meitenes izv€las divus
pilnus parus; 2) skaitli tiek izveléti ta, ka nav panemti divi pilni pari.
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I.N. LATVIJAS 62. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

I.N.9. Devita klase

I.N.9.1. Atrodiet tadas divas x vertibas, kuram atbilstosas y vértibas nav atkarigas no a
un b veértibu izvéles.

I.N.9.2. Attalumus no P lidz katrai no trijstira malai uztveriet ka trijstiru
PAB, PAC, PBC augstumus. Savienojiet punktu P ar AABC virsotném un

aprékiniet AABC laukumu divos dazados veidos.

L.N.9.3. Izdomajiet, kadam » ve@rtibam uzdevuma prasibas noteikti nebiis iesp&jams
izpildit. Atrodiet visparigu sakaribu, ka, sakot no kadas veértibas N, uzdevuma
prasibas ir iesp&jams izpildit!

I.N.9.4. Aprékiniet virknes nakamos loceklus.

L.N.9.5. leverojiet: ja skaitlis x ir savstarpgjs pirmskaitlis ar skaitli », tad ar1 skaitlis
n—x ir savstarpgjs pirmskaitlis ar n. Aplikojiet $adu skaitlu paru summu visam
iesp€jamam x vertibam!

I.N.10. Desmita klase

L.N.10.1. Kapiniet abas vienadibas puses kvadrata un atpemiet no tam kadu pozitivu
lielumu!

L.N.10.2. Aplikojiet visus iesp&jamos trijstiru BKC un ABK vienado lepku variantus!

I.N.10.3. Nosakiet, kuri no dotajiem skaitliem var but nepara skaitli un pieradiet, ka
vismaz viens no tiem dalisies ar pietiekami lielu pirmskaitli!

I.N.10.4. Pienemiet, ka viena skaitla ciparu skaits ir n, bet otra skaitla — m, aprékiniet
doto skaitlu reizinajuma ciparu skaitu!

I.N.10.5. Pieradiet, ka der vértibas n =1 un n=2, bet n>3 iesp&jams konstruét tadu
tabulu, kurai no dotas sakaribas neseko prasitais!

I.N.11. Vienpadsmita klase

L.N.11.1. Pieradiet, ka simetriskais 8-ciparu skaitlis dalas ar 11 un izseciniet, vai
skaitlis, kas dalas ar 11 var bt kada skaitla ciparu reizinajums!

L.N.11.2. Visiem vienadojumiem abam pusém pieskaitiet 4 un kreisas puses izteiksmi
sadaliet reizinatajos!

LN.11.3. Izveidojiet zim&umu, kura tris no devinstira virsotném sakrit ar trijstiira
virsotn€m un apliikojiet vienadsanu trapeci, kuras garaka mala ir trijstira mala, bet
trs 1sakas — devinstiira malas!

I.N.11.4. Konstrugjiet tadu aritmé&tisko progresiju, kuras visi elementi ir para skaitli, kas
nedalas ar 4 un pieradiet, ka $1 progresija apmierina uzdevuma nosacijumus!

I.N.11.5. Pirmaja svérSanas reiz€ katra svaru kausa novietojiet pa trim moné&tam.
I.N.12. Divpadsmita klase
I.N.12.1. Pieradiet, ka visas vienadojuma saknes ir pozitivas.

I.N.12.2. Nosakiet, vai visa daudzskaldna malu skaits var biit nepara skaitlis! Aprékiniet
divos veidos daudzskaldna Skautnu skaitu.

I.N.12.3. Izmantojot bisektrises Tpasibu, vispirms pieradiet, ka AABP~AAMN !
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I.N.12.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) pamatot, ka der vértiba p =2,
2) pieradit, ka visiem pargjiem pirmskaitliem p Sai summai blis vismaz pieci
naturali dalitaji.

L.N.12.5. Sakuma piepemiet, ka atzimetas tikai divas virsotnes 4, un 4, un b ir
virsotnu skaits starp 4, un 4, bet ¢ — virsotnu skaits starp 4, un 4,. Nosakiet,

kadam b un ¢ vertibam (b +c =15) reizinajuma b-c vertiba bis lielaka iesp&jama!
P&c tam So pieeju attistiet Cetru virsotnu gadijumam!
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I.V. LATVIJAS 62. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.V.9. Devita klase

L.V.9.1. Atrodiet tadas p&c kartas nemtu skaitlu 1pasibas, kas reizinajumam nelauj bt
vienadam ar dotajiem skait]iem.

I.V.9.2. Fiks€tam trijstiira laukumam izsakiet trijstiira malu garumus un parbaudiet, vai
Siem skaitliem ir speka trijstiira nevienadiba.

1.V.9.3. Pieradiet, ka starp skaitliem a, b, c ir tieSi viens pozitivs un tiesi viens —
negativs.

I.V.9.4. Nogrieznu AE un BC krustpunktu apzimgjiet ar D novelciet perpendikulus BF
un CG pret AD.

I.V.9.5. Izkrasojiet sakotn&jo laukumu Saha galdina veida.

I.V.10. Desmita klase

I.V.10.1. No pirmajiem diviem vienadojumiem iegistiet reizinajuma xy izteiksmi.
Izmantojiet kubu summas formulu, lai iegiistu derigas a vértibas.

1.V.10.2. Aprekiniet kreisaja pus€ doto trijstiiru laukumus ka dalu no 4BC laukuma.

1.V.10.3. Uzrakstiet skaitla N° vértibas nelielam sesinieku skaitam un méginiet atrast
skaitla veidoSanas likumsakaribas.

1.V.10.4. Izdomajiet, ka var parvietoties katrs kaulins.

I.V.10.5. Ja ritinu laukums izkrasots $aha galdina veida, tad Saha zirdzins neapdraud tas
krasas rutinu uz kadas pats atrodas. [zmantojiet laukuma simetriju.

I.V.11. Vienpadsmita klase
L.V.11.1. Izdomajiet, ka izteiksmi x* + > sadalit reizinatajos. Izvélieties tadu naturala
skaitla @ izteiksmi, lai 11dz1ga veida izteiksmi n* +a vardtu izteikt ka reizinajumu.

L.V.11.2. Pienemiet, ka tabula ierakstiti skaitli no 1 1idz 9 un m&giniet izvietot tos ta, lai
iekrasoto rutinu skaits biitu péc iesp€jas lielaks un péc iesp€jas mazaks. P&c tam
pieradiet, ka iekrasoto ritinu skaits atrodas noteiktas robezas.

I.V.11.3. Nosakiet dalu laukumu attiecibu vienadmalu trijstiirim, p€c tam vispariniet.

I.V.11.4. Pieradiet, ka visam »n veértibam a, >5 un izsakiet a,,, , izmantojot a, .

n+l
I.V.11.5. Izmantojiet simetriju pret punktu.

I.V.12. Divpadsmita klase

I.V.12.1. Izvelieties b, =i un atrodiet atbilstoSo {a,} virkni.

L.V.12.2. Apzimgjiet LZACD =« un £LABD = f . Izsakiet ZBDC un ZBAC.

I.V.12.3. Izmantojiet sakaribu, ka { n

} =0 katram i =1, 2, ..., 2012.
n-+i

I.V.12.4. Saciet no viena laukuma stira un vai nu aizpildiet visu laukumu, vai ari
ieglistiet pretrunu.
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I[.A. LATVIJAS 39. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

I.A.9. Devita klase
I.A.9.1. levérojiet, ka skaitlim p“, kur k ir naturals skaitlis un p ir pirmskaitlis, ir tiesi
k +1 dalitajs.

I.A.9.2. Izmantojiet medianas, kas novilkta no trijstira taisna lenka, un viduslinijas
1pasibas.

I.A.9.3. Izmantojiet Vjeta teor€mu par saknu summu un reizinajumu.

I.A.9.4. Izdomajiet, ka jaspelé Peterim, lai vin§ vienmér uzvarétu. levérojiet, ka
111=37-3.

I.A.9.5. leverojiet, ka, sadalot trapeci piecos trijstiiros, vismaz vienam no tiem mala
atrodas uz trapeces 1saka pamata.

I.A.10. Desmita klase
1.A.10.1. Izdomajiet, kadus atlikumus var dot p°, ja to dala ar 3.
1.A.10.2. Novelciet rinki, kura diametrs ir BD.

I.A.10.3. Noveértgjiet kvadratfunkcijas %xz + px +q vertibas punktos x, un x,.

I.A.10.4. Ieverojiet, ka noteikti ir divas tadas 10-stiira virsotnes, kas pieder lokam, ko
veido divas 9-stiira virsotnes.

L[.A.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) pieradiet, ka nogrieznu skaits
nevar biit lielaks ka 19, 2) paradiet pieméru, ka uzzimét 19 nogrieznus ta, lai tie
nekrustojas.

I.A.11. Vienpadsmita klase
I.A.11.1. Piepemiet pretejo, ka n> —3n—1 dalas ar 169. Parveidojot izteiksmi
n* =3n—1 forma P(n)+ 39, kur P(n) ir divu binomu reizinajums.

I.A.11.2. Apskatiet divus gadijumus: 1) taisnes, uz kuram atrodas dotie punkti, ir
paral€las; 2) taisnes, uz kuram atrodas dotie punkti, nav paral€las.

I.A.11.3. Pareiziniet vienadojuma kreisas puses katra saskaitama skaititaju un saucé€ju ar
ta saucgjam saistito izteiksmi (piemé&ram, izteiksmes a+b saistita izteiksme ir
a->b).

I.A.11.4. Izmantojiet daudzstiira ieksjo lenku summas aprékinasanas formulu.

I.A.11.5. Atrisinajumam ir divas dalas: 1) paradiet pieméru, ka nokrasot 10 punktus ta,
lai izpildas uzdevuma nosacijumi, 2) pamatojiet, ka, nokrasojot 11 punktus, noteikti
atradisies /abs taisnstiiris ar visam nokrasotam virsotném.
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I.A.12. Divpadsmita klase

I.A.12.1. Pienemiet pret&jo, ka A4 =kB, un izdomajiet, kadas vertibas var pienemt
skaitlis k. Apskatiet, kadus atlikumus dod skaitli 4 un B, dalot tos ar 9.

I.A.12.2. Ieveérojiet, ka pietiek pieradit, ka £A4XQ+ ZAXN =180°, kur punkts X ir
AAMQ un AAPN apvilkto rinka Itniju krustpunkts.

I.A.12.3. Izmantojiet logaritmiskas funkcijas y = Igx TpaSibas.

1.A.12.4. Paradiet, ka abos gadijumos punktus var izvietot, ka prasits uzdevuma.

I.A.12.5. Atrisinajumam ir divas dalas: 1) paradiet pieméru, ka ar 5 dienam pietiek, lai
izpilditos uzdevuma prasitais, 2) pamatojiet, ka ar mazak dienam nepietiek.
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L.VP. LATVIJAS 62. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

L.VP.1. levérojiet, ka skaitlis un ta ciparu summa, dalot ar 9, dod vienadus atlikumus.

I.VP.2. Picradiet, ka abu virknu locekli dod dazadus atlikumus, dalot tos ar 11.

I.VP.3. Izmantojiet novértejumu % (a®> +b* +c%) > %(ﬁ +b% +¢?). Pieradiet, ka

2
o at+bP+c? (a+b+c
ir speka nevienadiba > .

3
LLVP.4. Izdomajiet, ar kadu izteiksmes  f(x)  verttbu vienadojuma
[F(f(x)+3y]+3y=[f(x+4y)]+2f(x) ar kvadratickavam atzimétie locekli
saisinas.
L.VP.5. a) Pieradiet, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams, ja N =7. b) Paradiet
pieméru, ka uzdevuma prasttais izpildas, ja N =8.
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L.IMO. 53. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

L.LIMO.1. Pieradiet, ka KM | BJ KM un nogrieznis KM ir paral€ls trijstira ABC
bisektrisei.

L.IMO.2. Izmantojot sakaribu starp vid&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko pieradiet,

ka (a, +1)" :kkakﬁ tikai tad, ja a, :ﬁ un izmantojiet So sakaribu, lai

pieraditu nepiecieSamo.
LIMO.3. Pieradiet, ka B ir uzvarosa stratégija tad un tikai tad, ja uzvarosa strat€gija ir

gadijjumam N =n+1, t. i., nepiecieSams atrast vienu skaitli, kas noteikti nevar
biit x.

L.IMO 4. Pieradiet, ka f(0)=0 un f(a)= f(-a).
L.IMO.5. Izmantojot Eiklida teorému taisnlenka trijstiirt un Iidzigus trijsttirus, pieradiet,

kaﬂzﬂ un ADAL ~ ABAL .
AL AB

I.LIMO.6. Pareiziniet vienadibas labo pusi ar lielako no saucgja esosajam trijnieka
pakapeém un aplikojiet §1s izteiksmes vertibu péc modula 2. Nosakiet, kadam n
vertibam ir iesp&jams atrisinajums.
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I.AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2011”

I.AB. Algebra

I.AB.1. Apzim¢gjiet polinoma saknes un izsakiet P(x) ka binomu reizinajumu. P&c tam
atrisiniet vienadojumu sist€mu, ko nosaka koeficienti pie polinomu pakapem.

I.AB.2. Izsakiet cos2a un cos3a izmantojot cosa palidzibu un pienemiet, ka abas §1s
vertibas ir racionalas.

I.AB.3. Apzimgjiet vienadojumu F(x) =0 un G(x)=0 saknes un nosakiet, ka attieciba
pret SIm sakném ir izvietotas vienadojuma F(x)=G(x) saknes. Izmantojiet
zim&jumu!

1

LLAB4. Apzimgjiet x= 1 +1, y= % +1, z=—+1 un parveidojiet sakotn&jo
a c

nevienadibu. P&c tam izmantojiet sakaribu starp vid€jo aritmétisko un vid€jo
harmonisko.

LLAB.S. Izmantojiet jaunus mainigos wu=x+y un v=x—y, parrakstiet doto
vienadojumu izmantojot $0s mainigos.

I.AB. Kombinatorika

I.AB.6. Izmantojiet matematiskas indukcijas metodi — pieradiet, ka prasita ipasiba ir
speka maziem galdiniem un, ja atrisinajums (iesp&ja izveleties kolonnas noraditaja
veida) eksiste visam n vertitbam, kuram n2>n,, tad atrisinagjums eksisté arl
gadijumam »n =ny +1.

I.AB.7. Pienemiet pret€jo — ka Sadus skaitlus izv€leties nav iesp&jams. Lai nonaktu pie
pretrunas, pienemiet, ka 1,2,...,n—1e A,bet ne B.

I.AB.8. Atrodiet, kuras ritinas ierakstitajiem skaitliem jadod vienads atlikums, dalot
tos ar N.

I.LAB.9. Atrodiet visas iesp&jamas aritmétiskas progresijas, kuras var izveidot no
dotajam kartinam un nosakiet, kuri skaitli tajas tiek izmantoti biezak neka citi.

I.AB.10. Nosakiet, kads ir lielakais cilveku skaits, ar kuru var&ja sarokoties viens
cilveks, un ko var secinat no Toma sanemtajam atbildém.

I.AB. Geometrija

I.AB.11. Apzimgjiet taisnstira malu garumus, izmantojiet Pitagora teorému un
bisektrises Tpasibu.

I.AB.12. Piepemiet, ka eksiste trijstiiris, kas nav vienadmalu un kam izpildas uzdevuma
dota Tpasiba. Aplukojiet medianas un izmantojiet sinusu teorému.

I.AB.13. Ieveérojiet, ka regulara piecstiira visas diagonales ir vienada garuma un
izmantojiet dodekaedra virsmas izklajumus.

I.AB.14. No pretgja pieradiet, ka lielas rinka linijas radiuss ir vismaz 3r .

LLAB.15. Pieradiet, ka punkti A", B", C"atrodas uz trijstirim ABC apvilktas rinka
linijas un rigka Iinijas ar diametru OM (O - trijstirim ABC apvilktas rinka linijas
centrs) radikalas ass.
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I.AB. Skait]u teorija

I.AB.16. No pretgja pieradiet, ka $adi skaitli neeksisté. Izmantojiet Tpasibu, ka katram
pirmskaitlim p, ar ko dalas kads no skaitliem, viena kopa, otra kopa jaatbilst citam
skaitlim, kas ar1 dalas ar So pasu pirmskaitli.

LLAB.17. lIzsakiet dalu reizinajumu vispariga veida un nemiet véra, ka 2011 ir
pirmskaitlis.

I.AB.18. Atrisinajumu sadaliet divas dalas:

1) pieradiet, ka no jebkura naturala skaitla, kas lielaks neka 1, ar doto operaciju
palidzibu iesp&jams iegiit 1,

2) pieradiet, ka no 1 ar doto operaciju palidzibu iesp€jams iegit jebkuru naturalu
skaitli.

I.AB.19. Parrakstiet uzdevuma nosacijumus ka vienadojumu sistému un izsakiet m ka
divu veselu skaitlu daltijumu.

I.AB.20. Izsakiet divu S, elementu starpibu visparigd veida un nosakiet, kados
gadijumos $1 starpiba dalas ar ».
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I.BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
“BALTIJAS CELS 2011”

I.BW. Algebra

L.BW.1. Kapiniet vienadibu abas puses kvadrata, péc tam saskaitam iegiitas vienadibas
un izmantojam, ka x|, x3, ..., x5, ir skaitlu x, x,, ..., X,,, permutacija. Kvadratu
summa ir 0 tad un tikai tad, ja visi saskaitamie ir 0.

L.BW.2. levietojiet dotaja vienadiba y = f(x) un y=0.

L.BW.3. Izmantojiet, ka katru virknes elementu, sakot ar treSo, viennozimigi nosaka
virknes divi ieprieksgjie locekli, un ievérojiet, ka a' un a, , pé& modula 10 var
pienemt 10 dazadas vertibas.

I.BW.4. Novértgjiet izteiksmi o’ +2, izmantojot sakaribu starp vidgjo aritmétisko un
vidgjo geometrisko. Veiciet ekvivalentus parveidojumus un izmantojiet nevienadibu
starp vid€jo aritmétisko un vid&jo harmonisko.

L.LBW.5. Apzimgjiet f(0)=a un f(1)=5b. Aprékiniet f(a) nu f(b).
I[.BW. Kombinatorika

I.LBW.6. Pienemiet, ka n' = [g} ir lielakais veselais skaitlis, kas apmierina nevienadibu

2 2
n _ .. n 3n .. ..
n' SE . Ievérojiet, ka T n’ e <n’—3n"?, un pieradiet, ka ir vismaz n° —3n'’

tadas taisnes, ka prasits uzdevuma.

LBW.7. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) pieradiet, ka kopa S nav vairak ka 9
elementi, 2) paradiet pieméru, ka kopa S var biit 9 elementi.

LLBW.8. Piepemiet pret€jo, ka neizpildas neviens no uzdevuma dotajiem
apgalvojumiem, un iegistiet pretrunu.

L.BW.9. Pieradiet, ka /abs krasojums ir iesp&ams tad un tikai tad, ja » vai m ir nepara
skaitlis.

LBW.10. Apliikosim doto skaitli, uzrakstitu skaiti§anas sistéma ar bazi 2011. Saja bazé
ir 2011 cipari—0, 1, 2, ..., <2010 >.

L.LBW. Geometrija

LBW.11. Pieradiet, ka punkti P, R, O, S atrodas uz vienas rigka Imijas un OP ir $is
rinka Iinijas diametrs.

L.LBW.12. levérojiet, ka, pagriezot trijstiri ABP ap punktu B par 90°, punkts 4 att€lojas
par punktu C un punkts P par jaunu punktu Q.

I.LBW.13. Izmantojot ievilkto lenku ipaSibas un Ptolemaja teorému, pieradiet, ka
EF-CD=EG-DA=EH-AB=EIl -BC=AE-CE + BE - DE .

I.BW.14. Izmantojot pieskaru ipasibas un ievilkto lenku ipasibas, pieradiet, ka ieksgjie
skerslenki pie taisném 4B un CH, kuras krusto taisne CB, ir vienadi.

L.BW.15. Izmantojiet simetriju pret taisni DB.
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I.BW. Skait]u teorija
I.BW.16. Apskatiet skaitlu virkni y, =x, —1.

I.BW.17. Pieradiet, ka d var pienemt tikai vertibas 1, 3 vai 9.

[.BW.18. Izmantojiet simetriju un $kirojiet vairakus gadijumus: 1) p=2,2) p=gq,
3) p un q ir dazadi nepara pirmskaitli.

L.BW.19. Apskatiet aritmétisko progresiju a,, a,, ..., @, un §is progresijas visu loceklu
reizindgjumu P =a, -a, -...-a, . leverojiet, ka, aritmetiskas progresijas visus loceklus
reizinot ar vienu un to pasu skaitli, iegiist citu aritméetisko progresiju.

L.BW.20. Pieradiet no pretgja, t. 1., pienemiet, ka eksist€ tads N, ka nevienam n> N
nepiemit uzdevuma prasita Tpasiba, un sadaliet visus veselos skaitlus, kas lielaki vai
vienadi ar N, maksimali lielos blokos secigu skaitlu, kas visi ir vai nu balanséti, vai
nav balanséti. 1zdomajiet, kadi var biit iegiito bloku garumi.
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ATRISINAJUMI

A.S. LATVIJAS 24. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.S.9. Devita klase
A.S.9.1. Pieradit, ka skaitlis 2" +3" nav pirmskaitlis.

Izmantosim formulu a® +5° = (a + b)(a® —ab +b*) un parveidosim doto skaitli:

20 +3% =(2°)’ +(3%)’ =(2° +3%)(2" -2 -3* +3%).
Ta ka abas iekavas izteiksmju vertibas ir naturali skaitli, kas ir lielaki neka 1, tad
dotais skaitlis nav pirmskaitlis.

A.S.9.2. Aprekinat 1. ziméjuma doto figiru laukumus. Visi ziméjumos attélotie rinki ir
vienadi un to radiuss ir 1. a) gadijumd rinku centri veido kvadratu.

8%

1. zZim.

a) lekrasoto figtiru veido kvadrats, kura virsotnes ir rinku centros un malas garums ir
2, un cetri rinki, no kuriem izgriezta ceturtdala (skat. Al. zim. a)). Tatad kopgjais

figtiras laukums ir S0 +4%SO =22+3.7-1° =4+37x.

b) Iekrasoto figiiru veido divi vienadmalu trijsturi, kuru virsotnes ir rinku centros un
malas garums ir 2, divi rinki, no kuriem izgriezta sestdala un divi rinki, no kuriem
izgriezta tresdala (skat. Al. zim. b)). Tatad kop€jais figiras laukums ir

2[?&2 +(7z—%)+(7z—%n:2\/§+37z.
a) b)
Al. zZim.

A.S.9.3. Kadu lielako daudzumu 2. zimejuma attéloto figirinu var izgriezt no kvadrata
ar izmériem 9x9 ritinas? Griezumus drikst izdarit tikai pa ritinu linijam. Figirinas
drikst pagriezt vai apgazt ,,uz mutes”’.

2. Zim.

Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, kads ir lielakais figtiru
skaits, ko var izgriezt no kvadrata. Dotaja kvadrata pavisam ir 81 ritina. Ievérojam,
ka, ar dotajam figtiram parklajot kvadrata pirmas rindas riitinas, vismaz viena ritina
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paliks neparklata. Tas pats attiecas uz kvadrata pedejo rindu. Tatad vismaz divas
rutinas paliks neparklatas jeb parklatas biis ne vairak ka 79 riitinas. No ta secinam, ka
kvadrata 9 x 9 varés izvietot ne vairak ka 15 figiiras, jo 16 figiiru kopgjais laukums ir
80. Otrkart, A2. zimgjuma paradits, ka no kvadrata var izgriezt 15 figiiras.

| |
ERENN
S\

A2. zZim.

A.S.9.4. Naturalu skaitlu virknes 7, 14, 17, ... katrs nakamais loceklis tiek iegiits

iepriekséja locekla kvadrata ciparu summai pieskaitot 1. Kads ir Sis virknes 2011.
loceklis?

Aprékinam nakamos virknes loceklus:

no|oa,, a,

1 R

2 49 4+9+1=14

3 196 1+9+6+1=17
4 289 2+8+9+1=20
5 400 4+0+0+1=5
6 25 2+5+1=8

7 64 6+4+1=11

8 121 1+2+1+1=5

9 25 2+5+1=8

10 64 6+4+1=11

Esam ieguvusi virkni: 7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5, 8, 11, ...

Ieveérojam, ka, sakot ar piekto virknes locekli, virkné atkartojas skaitlu grupa ,,5, 8,
11”. Taka 2011 =4+2007 =4+3-669, tad virknes 2011. loceklis biis tads pats ka
virknes 7. loceklis, t. 1., 11.

A.S.9.5. Kvadrata ar izmeériem 3% 3 ritinas katra ritind ierakstits naturals skaitlis (tie
visi ir dazadi). Katra ritina ierakstito skaitli a salidzina ar tas kaiminu riatinds
ierakstitajiem skaitliem un nosaka, par cik no tiem a ir lielaks, so skaitu sauksim par
ritinas svaru. Ritinu sauksim par labu, ja tas svars ir nepara skaitlis. Kads ir
lielakais iespejamais labo ritinu skaits?

(Divas ritinas sauc par kaimipu ritinam, ja tam ir kopiga mala.)

Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka visas 9 ratinas
vienlaicigi nevar but /abas. Ta ka visi skaitli ir atSkirigi, tad kads no tiem bis
vismazakais, t. i., bus lielaks par 0 kaiminu riitinas ierakstitajiem skaitliem. Ta ka 0 ir
para skaitlis, tad ta ritina, kura ierakstits vismazakais skaitlis, nav laba.

Otrkart, japarada piemers, ka 8 riitinas var bt labas (A3. zZim&uma paradits, ka
astonas ritinas var biit labas (katra riitina iekavas ir noradits $Ts riitinas svars)).
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8() | 9@3) | 7(1)
3() | 100 | 2)

5()]63)|4()
A3. zim.

A.S.10. Desmita klase

A.S.10.1. Dots, ka x, y, z, t ir pozitivi skaitli un x? <y, y2 <z, z'<t un t* <x.
Pieradit, ka vismaz viens no skaitliem x, y, z, t ir mazaks neka 1.

Ta ka visu doto nevienadibu abas pus€s ir pozitivi skaitli, tad visas Cetras
nevienadibas var sareizinat. Tadgjadi ieglistam, ka x°y’z%t* < xyzt. Izdalot iegiitas
nevienadibas abas puses ar xyzt > 0, ieglistam, ka xyzt < 1. No iegiitas nevienadibas
seko, ka x, y, z, t visi reiz€ nevar but lielaki vai vienadi ar 1, t. i., vismaz viens no

skaitliem x, y, z vai ¢ ir mazaks neka 1, kas ar1 bija japierada.

A.S.10.2. Saurlenku trijstiri ABC uz malas AB atziméts tas viduspunkts D. No virsotnes
B pret malu AC vilktais augstums BE krusto medianu CD tas viduspunkta F.
Pieradit, ka S 5, =28 5.

No punkta D novelkam perpendikulu DG pret BE, apziméjam DG =a (skat. A4.
zim.). Taisnlepka trijstiri DGF un CEF ir vienadi (p&c pazimes ,,kl”), jo
ZGFD = ZEFC ka krustlenki un DF = CF , jo F ir DC viduspunkts. Ta ka vienadu
trijstiiru atbilstoSie elementi ir vienadi, tad DG =EC=a un GF =EF =x. Taka
BD=AD un DG|4E (jo DG LBE un AE 1 BE), tad DG ir trijstira ABE

viduslinija. Tatad AE =2DG =2a unBG = EG = GF + FE =2x.
Aprekinam trijstiru ABE un BEC laukumus:
S se :%AE-BE:%-Za-4x:4ax,

S pec :%EC-BE:%-a-4x=2ax.

Tatad esam ieguvusi, ka S, = 25,,., kas ar1 bija japierada.
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A.S.10.3. Vienadojuma x> —27x+113 =0 saknes ir taisnlenka trijstira katesu garumi,
izteikti centimetros. Apréekinat $i trijstira laukumu!

Ja dota vienadojuma saknes — kateSu garumi — ir x, un x,, tad taisnlepka trijstira

Xy

. X - . _ C 4 C . .
laukums ir S :17. P&c Vjeta teorémas vienadojuma saknu reizindjums ir

11
x,x, =113 tatad S, :73:56,5 cm?.,

o . o o Jwyt+z=10
A.S.10.4. Atrisinat veselos skait]os vienadojumu sistému .
x+yz=11

No dotas sist€tmas otra vienadojuma atpemam pirmo vienadojumu un veicam
ekvivalentus parveidojumus:
x+yz—xy—-z=11-10,
X—xy+yz—z=1,
x(1=y)-z(1-y)=1,
(x-z)(1-y)=1. *)
Skaitli 1 ka divu veselu skaitlu reizinajumu var izteikt divos veidos: 1=1-1 un
I=(=D(=1).
Tatad no vienadojuma (*) iegtstam divas vienadojumu sist€émas:
l—y=
1) { d . No pirma vienadojuma iegiistam, ka y = 0. levietojam iegiito y vértibu
X—z=
dotaja sistéma un iegiistam, ka z =10 un x =11. Esam ieguvusi, ka skaitlu trijnieks
(11 0;10) ir dotas sist€mas atrisinajums.
—y=-1
2) { d v No pirma vienadojuma iegiistam, ka y =2. levietojam y vertibu
X—z=-—
dotaja sist€éma un atrisinam ieglto sistému ar saskaitiSanas panémienu:
{2x+z=10 |- (-2) {—4x—2Z:—20

x+2z=11 x+2z=11
-3x=-9
x=3

Ievietojot iegiito x vertibu pirmaja vienadojuma, iegiistam, ka 2-2+z=10 jeb
z =4. Esam ieguvusi, ka skaitlu trijnieks (3; 2; 4) ir dotas sist€mas atrisinajums.
Tatad dotajai sistemai veselos skaitlos ir divi atrisinajumi (11; 0; 10) un (3; 2; 4).

A.S.10.5. Pukstins un Svirpulnieks spelé sadu speli: vispirms Pukstins sadala 7x7
ritinas lielu kvadratu vienu ritinu platas un vismaz divas ritinas garas strémeleés.
Péc tam Svirpulnieks aplitko sadalito kvadratu un nosauc skaitli k (2<k<7) un
panem visas strémeles, kuru garums ir tiesi k.

Atrast lieldko stréemelu kopgarumu, kuru Svirpulnieks var panemt, neatkarigi no ta,
ka laukumu sagriezis Pukstins.

Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka lielakais strémelu
kopgarums nav mazaks ka 12. Ja lielakais strémelu kopgarums ir 9 (vai mazaks), tad
maksimalais dazada garuma strémelu kopgarums ir
1-7+1-6+1-5+2-4+3-3+4-2=43<49, tatad ar So kopgarumu nepietiek, lai
noklatu visu laukumu. Ja lielakais strémelu kopgarums ir 10 vai 11, tad maksimalais
dazada garuma strémelu kopgarums ir 1-7+1:6+2-54+2-4+3-3+5-2=50. Lai
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dotais kvadrats butu sadalits pilniba, tad $ads dalijums neder, jo vienas riitinas ir par
daudz. Bet tas nozimé€, ka kadam garumam strémelu skaits ir mazaks neka maksimali
iesp&jamais, bet Sis liekais garums ir sadalits starp cita garuma strémelém, tadejadi
palielinot §1s grupas kopgarumu un parsniedzot maksimali pie]laujamo summu. Tatad
lielakais garant€tais viena garuma strémelu kopgarums ir vismaz 12.

Otrkart, paradam, ka uzdevuma nosacijumi izpildas, ja lielakais strémelu kopgarums
ir 12. Ja izvéelas strémeles 2-6+1-5+2-4+4-3+6-2, tad viena garuma strémelu
kopgarums ir ne vairak ka 12. Ka salikt kvadratu, skat., pieméram, AS. zim.

AS. zZim.

A.S.11. Vienpadsmita klase

A.S.11.1. Doti tadi veseli skaitli a un b, ka 3a+5b dalas ar 11. Pieradit, ka skaitlis
Sa+b ari dalds ar 11.

leverosim, ka Sa+b=1la-6a+11b-10b=11(a+b)—-23a+5b). Ta ka labas
puses izteiksmes katrs saskaitamais dalas ar 11 (viens saskaitamais satur reizinataju
11, bet otrs saskaitamais — reizinataju 3a + 5b, kas péc dota dalas ar 11), tad art
kreisas puses izteiksme 5a + b dalas ar 11, kas art bija japierada.

A.S.11.2. Uz regulara sesstira ABCDEF malas AB atlikts punkts G, bet uz malas BC

1
punkts Hta, ka AG = BH (skat. 3. zim.). Pieradit, ka S g5, = ESABCDEF'

A4 G B

E D
3. zim.

Apzimé&jam seSstlira malas garumu ar a un AE = EC=h, AELAB, ECLBC. Ta ka
AG =BH , tad BG = HC, jo seSstiiris ir regulars. Aprékinam iekrasota Cetrstiira
laukumu (skat. A6. zZim.), sadalot to divos trijstiiros:

Sosn = Srcs + Sean =%(GB'EA+BH-EC) =%(h-GB+h .BH) =

_ LGB +BHY =LnGB+4G)=Lh 4B =Lha.
2 2 2 2

Izteiksim augstumu / izmantojot seSstira malu a. Trijsturis AFE ir vienadsanu
trijstiris, kuram ZAFE =120° un AF = EF =a. No kosinusu teorémas seko, ka
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AE:h:\/AFerEF2 —2-AF - EF -cos120° =\/a2+a2 -2-a’ (—%) =+/3a> =a\/§

a’\3

2
Ta ka regulars seSstiiris sastav no 6 vienadmalu trijstliriem ar malas garumu a, tad

azx/g_ 'azx/g 1

Esam ieguvusi, ka S,.,, =

S apcper =08, =6- 4 3 ) =3-Spepy- Tatad Sygpy :ESABCDEF’ kas art
bija japierada.
A .G B
K C
E D
A6. zZim.
a’+a-1
A.S.11.3. Zinams, ka a un ﬁ ir veseli skait]i. Atrast visas iespéjamds a vértibas!
a—+
2 2 2
Ja Lal ir vesels skaitlis, tad art Ha”+a-1) = 4a” +da-4 ir vesels skaitlis.
2a+1 2a+1 2a+1
Parveidojam iegiito izteiksmi:
4a° +4a—-4 (4a’ +4a+1)-5 (2a+1)* -5 PP
2a+1 2a+1 2a+1 2a+1

Lai §ts izteiksmes vertiba biitu vesels skaitlis, tad 5 jadalas ar 2a +1, bet 5 dalas tikai
ar 1 un £5. lesp&ami $adi gadijumi:

2
2a+1 | a La_l
2a+1
-1 -1 1 der
1 0 —1 der
-5 |-3 -1 der
5 2 1 der

Tatad iesp&jamas a vertibas ir —3, —1, 0 un 2.
A.S.11.4. Dota virkne a,, a,, ..., kur a,=a,=1una,,=a,, +2a,,n=1.

n

Vai nevienadiba a, > ir patiesa, jaa) n =2011; b) n = 2012?

1. atrisinajums. Vienadiba a,,, =a,,, +2a, ir otras kartas diferencu vienadojums
(skat. Teoriju). ST vienadojuma raksturigais vienadojums ir 2> —A—-2=0, kura
saknes ir A4, =2 un A,=-1. Tatad diferencu vienadojuma atrisinajums ir
a,=C,-2"+C,-(=1)", kur C, un C, ir realas konstantes. Izmantojot nosacijumus,

ka a, =a,=1, ieglstam sisttmu attiectba pret konstanttm C, un C,:
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1=2C,-C
' 77 Saskaitot abus iegitos vienadojumus, iegiistam, ka 2 =6C, jeb
1=4C, +C,
1 e s o T -
C, =3 levietojam iegiito C, vertibu sistémas pirmaja vienadojuma un iegiistam
1=2 A C,jeb C, = —%. Esam ieguvusi, ka skaitlus a, var uzdot ar formulu

n

a :l.zn_l.(_l)" :ﬂ.
3 3 3

Ja n ir nepara skaitlis, tad a, = 2+l > 2 . Savukart, ja n ir para skaitlis, tad

2" -1 2" _ e e . o
a, = 3 < . Tatad a) gadijuma nevienadiba ir patiesa, bet b) gadijuma —
aplama.

2. atrisinajums. Apskatam virkmi b, =3a,, kur b, =b,=3 un b ,=b . +2b,,
n=12,...
Uzdevuma formulétais jautajums ir ekvivalents jautdjumam: Vai nevienadiba
b, >2" ir patiesa, jaa) n=2011;b) n=20127
Aprekinam virknes b, nakamos locek]us:
by =9=2"+1;
b,=9+6=15=2"-1;

by =15+18=33=2"+1;

b, =33+30=63=2°~1.
[zmantojot matematisko indukciju, pieradisim, ka

b, ,=2""+1 un b, =2""-1.

Baze.
Jai=1,tad b =2'+1=3.
Jai=2,tad b, =27 -1=3.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir speka, ja n =k, t. 1., izpildas
sakaribas: b,,_, =27 +1 un b, =2* 1.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka b,,,, =2**" +1 un b,, , =27 1.

Izmantojot virknes {b } veidoSanas likumu, ieglistam

by =by +2by, =27 14227 +1)= 2% —1+2. 2% +2=2% 4 2% +1=
=2.2% $1=2%"41;

Bygr =byp +2by, =27 414227 —1)= 27 414227 - =22 4 22 1 =

— 2_22k+1 _1 — 22k+2 _1 )

Secinajums. P&c matematiskas indukcijas principa visam naturalam » vértibam ir
speka sakariba: b,, , =2*""~1 un b, =2>"+1.

Ja n=2011, tad b,,, =2°""" —1<2*"" . Tatad nevienadiba b, >2" nav patiesa.

Ja n=2012, tad b,,, =27 +1>2*" un Iidz ar to nevienadiba b, >2" ir patiesa.
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A.S11.5. Pukstins un Svirpulnieks spelé sadu speli: vispirms Pukstins sadala 9%9
ritinas lielu kvadratu vienu ritinu platas un vismaz tris ritinas garas stremelés. Péc
tam Svirpulnieks aplitko sadalito kvadratu un nosauc skaitli k (3 <k <9) un panem
visas stréemeles, kuru garums ir k. Atrast lielako stremelu kopgarumu, kuru
Svirpulnieks var panemt, neatkarigi no ta, ka laukumu sagriezis Pukstins!

Uzdevuma atrisinadjumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka lielakais strémelu
kopgarums nav mazaks ka 15. Ja lielakais strémelu kopgarums biitu 14 (vai mazaks),
tad maksimalais dazada garuma strémelu kopgarums butu
1-9+1-8+2-7+2-6+3-5+2-4+4-3=77 <81, tatad ar So kopgarumu nepietiek,
lai noklatu visu 9x9 riitipu laukumu. Tatad lielakais garant€tais viena garuma
strémelu kopgarums ir vismaz 15.

Otrkart, paradam, ka uzdevuma nosacijumi izpildas, ja lielakais strémelu kopgarums
ir 15. Ja izvélas strémeles 1-9+1-8+2-7+2-6+3-5+2-4+5-3, tad viena garuma
stremelu kopgarums ir ne vairak ka 15. Sadas strémelés kvadratu var sadalit (skat.
Al7. zim.).

A7. zim.
A.S.12. Divpadsmita klase

A.S.12.1. Kadam realam parametra a vertibam vienadojumiem
ax’ —=2x+1=0 un x-cosa=1
ir viendds saknu skaits?
Pirmo vienadojumu apzimésim ar ¥, un otru vienadojumu — ar V,. Skirosim
gadijumus atkariba no ¥V, veida:
e Jaa=0,tad V| ir linears vienadojums —2x+1=0, kuram ir tie$i viena sakne

1 . _ e s
xzz un V, ir forma x-cosO=1 un tam arT ir tieSi viena sakne

1 1

“cos0 1
e Ja a=#0, tad V| ir kvadratvienadojums, kura saknu skaits ir atkarigs no

diskriminanta D =4 —4a = 4(1 —a) vertibas, savukart V, ir viena vai neviena
sakne.
o Jaa<lun a=#0, tad V| ir divas saknes, bet V, ir mazak neka divas

saknes, tatad saknu skaits atskiras.
o Jaa=1,tad V, ir tiesi viena sakne x =1 un V, ar ir tie$i viena sakne

x:L,jo cosl=0.
cosl
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o Jaa>1,tad D<0 un V| saknu nav. Vienadojumam V, saknu nav, ja
cosa=0 jeb a:%+7zn,neZ. Ta ka a>1, tad V, nav saknu, ja

_ 7z(2m—l)’m
2

a=%+7zk,k=0,l,2,...jeba eN.

Tatad mekletas a vertibas ir 0, 1 un @ , kur m ir naturals skaitlis.

A.S.12.2. §aurlenku trijsturt ABC augstumi ir AD, BE un CF. Pieradit, ka DA, EB un

FC ir trijstiira DEF bisektrises.

Uz katras trijstira malas ka diametra konstru€sim rinka Iiniju (skat. AS8. zim.).
Apzimésim rigka liniju, kuras diametrs ir AB, ar wj, rignka liniju, kuras diametrs ir
AC, — ar w, un to, kuras diametrs ir BC, — ar ws. Sis rinka Iinijas katra iet caur
attiecigas malas galapunktiem un caur to augstumu pamatiem, kas atrodas uz divam
par§jam malam, t. i., w; iet caur punktiem 4, B, D un E; w, — caur 4, C, D un F, bet
ws—caur B, C, Eun F.

ZDBE = ZDAE (ka ievilktie lenki, kas balstas uz loku DF rigka linija w,). Lidzigi
/DAC = ZDFC (no wy)un ZCBE = ZCFE (no ws).

No §tm sakaribam, ievérojot, ka LCBE = ZDBE un £ZDAE = ZDAC , iegiistam, ka
ZDFC = ZCFE . Tatad FC ir ZDFE bisektrise.

Lidzigi £DAF = ZDCF (no wy), ZBAD = Z/BED (no w;) un £ZBCF = ZBEF (no
w3). levérojot, ka ADAF =/4DAB un /ZBCF =/ZDCF, iegiustam, ka
ZBEF = ZBED jeb EB ir ZDEF bisektrise.

Ta ka FC, EB un DA krustojas viena punkta, tad DA ar1 ir ZEDF bisektrise.

B
D ws
A = C
Wo
AR. zZim.

A.S.12.3. Zinams, ka x, y un z ir naturdli skait]i, 7x2—3y2+422=8 un

16x* =7y* +92% = -3. Kada ir izteiksmes x* + y* + z* vértiba?

Apskatam vienadojumu sisteému:

{7)62—3y2+4z2 =38 ' 0

16x> —=7y* +9z> = -3

Reizinam sistémas (1) pirmo vienadojumu ar 7 un otro reizinam ar (—3):
{49;& —21y* +282% =56 | @
—48x* +21y* -27z° =9

Saskaitot sistémas (2) abus vienadojumus, iegiistam, ka x> +z> = 65.
Reizinam sistémas (1) pirmo vienadojumu ar 9 un otro reizinam ar (—4):
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63x> =27y +36z° =72
3)

—64x> +28y% —36z> =12
Saskaitot sistémas (3) abus vienadojumus, iegiistam, ka — x> + y*> =84 .
Esam ieguvusi sisteémai (1) ekvivalentu sist€ému:
x> +z° =65
{xz -yt = —84
Ta ka x, y un z ir naturali skaitli, apskatam pirma vienadojuma x* +z> =65
iesp&jamos atrisinajumus, attiecigi no otra vienadojuma —x” + y* = 84 aprékinot arl

y vertibu. Ta ka x° un z* ir nenegativi skait]i, tad no vienadojuma x> +z> = 65
seko,ka x <8 un z <8.
Aplikosim, vai katra no Siem gadijumiem atrisinajums ir ar1 otrajam vienadojumam:

x | x| z22=65-x| y' =84+x’
¥ nav naturals
b 64 85 skaitlis
z nav naturals
2|4 60 skaitlis
z nav naturals
39 >6 skaitlis
4 16 49 100 der
z nav naturals
> 2 40 skaitlis
z nav naturals
6| 36 29 skaitlis
7 | 49 16 133 v nav naturals
skaitlis
3 | 64 1 148 v nav naturals
skaitlis

Tatad x> + y* +z% =165.
Piezime. Lai gan tas uzdevuma nebija prasits, esam atradusi ar1 x, y un z vertibas.

AS124. Uz gludas gridas nolikts taisnstira paralélskaldna formas dzelzsbetona
klucis, kura pamata izmeri ir 13 cm x 25 cm, bet augstums — h cm.
Skudra atrodas punkta A (skat. 4. zim.) un vipai janondak punkta B. Skudra var iet
gan apkart klucim, gan pari, bet nevar izlist pa apaksu.
Noteikt, kads ir tsaka cela no punkta A lidz punktam B garums, ja a) h="7cm, b)
h=13 cm.

4. zim.

Ja skudra virzas tikai pa zemi apkart klucim, tad isakais celS no A lidz B ir
s =13+25 =38 cm. Ja skudra neizmanto augs€jo skaldni, tad tas ar1 ir 1sakais cels.
Aplikosim, kas notiek, ja augseja skaldne tiek izmantota. Apskatisim kluca virsmas
izklajumu bez apaksgjas skaldnes. Izklajuma katram no punktiem A un B atbilst divi
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punkti attiecigi A; un A,, B; un B,. Tada gadijuma 1sakais cel$ varétu biit viens no
variantiem: 4,B,, A B, = A,B, vai 4,B, (skat. A9. zim.).

B
A
h

B

13 cm

A
h

Ay 25 cm
A9. zim.

Lai aprekinatu iesp&jamos celu garumus, izmantosim Pitagora teorému:
e AB’=25"+(13+2h)%;
e AB,=A,B=25+h)’+(13+h)*;
e A,B,’ =(25+2h)* +13%.
a)Ja h=7 cm, tad
e AB’=25"+27"=1354;
e AB,=A4,B" =327 +20" =1424;
e A,B,°=39"+13" >38%;
o s =38"=1444.
Tatad Tsakais celS ir 4,B, = V1354 cm.
b)Ja h=13 cm, tad
e 4B’ =25"+39% >38";
e AB,=A4,B" =38 +26 >38%;
e A,B, =51 +13% >38%;
o s =38"=1444.
Tatad 1sakais cels ir 38 cm, ejot apkart klucim pa zemi.
A.S.12.5. Laura un Dace no naturalu skaitlu kopas A=1{1,2,3,4,6,8,12,16, 24, 48}

visos iespéjamos veidos izvelas Cetrus dazadus skaitlus un aprékina to reizindajumu.
Ja reizindjums ir mazaks neka 2012, Laura sanem vienu konfekti, bet, ja lielaks, tad
konfekti sanem Dace. Kurai no meiteném beigas biis vairak konfeksu?

Sadalisim visus skaitlus pa pariem ta, ka katra para reizinajums ir 48: {1, 48},
{2,24}, {3, 16}, {4, 12}, {6, 8}.

Ja meitenes izvélas divus pilnus parus, tad ¢etru skaitlu reizinajums ir 48> = 2304 un
konfektes Sajos gadijumos sagem Dace. Divus pilnus parus var izvéléties
C: =10 veidos.

Ja skaitli tiek izveleti ta, ka nav pagemti divi pilni pari, tad katram cetru skaitlu
komplektam {a, b, c,d} varam piekartot citu CcCetru skaitlu komplektu
48 48 48 48 - e e e TIPSV
{7,?,7,7} . Ta ka nav izvéleti divi pilni pari, tad abi Sie Cetrinieki ir atSkirigi.
Aplikosim $os komplektus pa pariem kopa. So divu komplektu skait]u reizinajums ir
48*. Tatad abu komplektu skaitlu reizinajums vienlaicigi nevar biit mazaks ka 2012
(jo 2012% <48*). Tas nozimé, ka péc $o divu komplektu skaitlu reizinajumu
aprékinasanas vai nu abas meitenes sanems pa konfektei, vai arT abas konfektes

sanems Dace. Tapéc ar1 beigas Dacei bis vairak konfeksu neka Laurai.
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A.N. LATVIJAS 62. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

A.N.9. Devita klase

AN.9.1. Apskatam visas funkcijas y=ax’ —2x+b, kur a un b — reali skaitli un
a+b=2012. Pieradit, ka visu Sadu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti.
Vairakiem grafikiem kopigi punkti ir tad, ja vienadam x (abscisu) vertibam vienadas
ir arT y (ordinatu) vertibas. Izmantosim 1pasibu, ka a + b = 2012 . Tatad jaatrod tadas
x vertibas, kuram y izteiksme kaut kada veida satur (pieméram, ka saskaitamo vai ka
reizinataju) a+b. Ta ka y izteiksmé jau ir saskaitamais b, tad nepiecieSams, lai
paraditos ari saskaitamais a. Tatad x* jabiit vienadam ar 1 jeb x vértibai jabat +1.

Ja. x=1, tad y=a-2+b=2012-2=2010. Savukart, ja x=-1, tad
y=a+2+b=2012+2=2014. Tatad punkti (1;2010) un (-1;2014) pieder visu
min&to funkciju grafikiem un tie ir divi meklétie punkti.

A.N.9.2. Regulara trijstiura iekSpusé patvaligi izvelets punkts P. Pieradit, ka attalumu
summa no punkta P lidz trijstira malam nav atkariga no punkta P izveles.

Apzim&jam dota regulara trijstira ABC malas garumu ar a = AB=BC=AC un
augstumu ar 4. Savienojam punktu P ar AABC virsotn€m (skat. A10. zim.).

Aprékinam AABC laukumu divos dazados veidos:
1
* Supc=7ah;

*  Sisc =Sups T Sspc +Supc :%a.PK-l_%a'PL‘F%a-PM:

:%a-(PK+PL+PM).

Tatad %a-hz%a-(PK+PL+PM) jeb h=PK+PL+PM .

Ta ka trijstira ABC augstums s nav atkarigs no punkta P atraSanas vietas, tad esam
pieradijusi prasito.

A.N.9.3. Kadam n vertibam n cilvekus var sadalit grupas (varbiit tikai viena) ta, lai
katra grupa biitu tiesi 5, 6 vai 7 cilvéki?

Ja n<4, tad uzdevuma prasibas izpildit nav iesp€jams — cilvéku ir par maz pat
vienai grupai.

Ja n=>5,6vai7, tad var izveidot vienu atbilstosa lieluma grupu.

Ja n=8 vai n =9, uzdevuma prasibas izpildit nav iesp&jams — ir iesp&jams izveidot
ne vairak ka vienu pilnu grupu, bet atlikuSo cilvéku skaits ir nepietickams vél vienas
grupas izveidoSanai.

Ja 10<n <14, tad uzdevuma prasibas izpildit ir iespgjams: n=10=5+35;
n=11=5+6;n=12=6+6; n=13=6+7; n=14=7+7.

Ja n>15, varam izteikt n =i+ 5k, kur i =10,11,12,13,14, un k >1. levérojam, ka
i cilvekus var sadalit ka aprakstits ieprieks, bet atlikuSos 5k cilvékus var sadalit k&
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grupas pa 5 cilvékiem katra. Tatad visiem n >10 uzdevuma prasibas var izpildit.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka n=5,6,7 un n>10.

A.N.94. Dota skaitlu virkne 1, 1, 2, 5, 9, 6, ... . Ta tiek veidota péc likuma: virknes
pirmie divi locek]i ir 1, bet katrs nakamais ir viendds ar divu ieprieksejo loceklu
kvadratu summas pédeéjo ciparu.

a) Noteikt, vai sis virknes 2012. loceklis ir para vai nepara skaitlis.
b) Aprékinat virknes 2012. locekli.

Ta ka nepara skaitla kvadrats ir nepara skaitlis un para skaitla kvadrats ir para
skaitlis, tad, apziméjot para skaitli ar p un nepara skaitli ar n, iegtistam, ka n+n=p,
n+p=n, p+n=n.

a) Tatad iegustam virkni n,n, p,n,n, p,n,.... ST virkne ir periodiska ar perioda
garumu 3. Tapéc tikai tie locekli, kuru kartas numurs dalas ar 3, ir para. Ta ka 2012
nedalas ar 3, tad virknes 2012. loceklis ir nepara skaitlis.

b) Turpinot virkni talak, neka dots uzdevuma formul&uma, ieglisim, ka ta ir
L1,2,59,6,7,541,7,0,9,1,2,5, ...

Katru virknes locekli viennozimigi nosaka divi ieprieksgjie elementi. Ta ka virknes
otrais un treSais loceklis ir 1 un 2, un 14. un 15. loceklis arT ir 1 un 2, tad virkne,
sakot ar 2. locekli, ir periodiska ar perioda garumu 12. Ta ka 2006 =2+12-167, tad
virknes 2006. loceklis ir 1 un 2007. loceklis ir 2. Tap&c virknes 2012. loceklis ir 5.

A.N.9.5. Dots naturals skaitlis n > 3. Aplitkojam visus naturalos skait{us no 1 lidz n—1
ieskaitot, kas ir savstarpéji pirmskaitli ar skaitli n. Pieradit, ka So skaitlu summa
dalas ar n.

Ievérojam: ja skaitlis x ir savstarp&js pirmskaitlis ar skaitli n, tad arT skaitlis n—x ir
savstarp&js pirmskaitlis ar n. Tap&c visus skaitlus no 1 Iidz n—1, kas ir savstarpgji
pirmskaitli ar n, var sagrup€t pa pariem x un n—x . (Ja n ir para skaitlis 2m, tad m un
n—m=m neveido divu dazadu skaitlu pari, tacu So pari neapliikojam, jo m un 2m
nav savstarp€ji pirmskaitli).

Katra part skaitlu summa ir n. Tatad visu aplikojamo skaitlu summa dalas ar n.

A.N.10. Desmita klase

AN.10.1. a) Dots, ka a+b =c . Pieradit, ka 2a% > ¢ —2b%.
b) Dots, ka a +b+c =d . Pieradit, ka 3a*> > d* —3b* —3¢”.
a) Dotas vienadibas abas puses kapinot kvadrata, iegiistam: a’ +2ab+b> =c”.
No vienadibas abam pusém atpemam 2b:
a’+2ab-b*=c*-2b*;
2a° —(a®> =2ab+b*)=c* -2b*;
2a> —(a-b)* =c*-2b".
Taka (a—b)* >0, tad 2a” > c* —2b”, kas bija japierada.
b) Dotas vienadibas abas puses kapinot kvadrata, iegtistam:
(a+b+c)’ =d?;
a’+b>+c* +2ab+2ac+2bc=d".

No vienadibas abam pusém atnemot 3b% +3c¢2, iegiistam
a® —2b*=2¢* +2ab+2ac+2bc=d* —3b* —3¢*;
3a> —(b* —2ab+a*)—(a*> —2ac+c*)—(b* =2bc+c*)=d* —=3b* —3c?;
3a> —(a—b)* —(a—c)* = (b—c)* =d* —=3b* =3c”.
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Taka (a—b)* >0, (a—c)* >0 un (b—c)> >0, tad 3a’> >d* -3b> —3c’, kas ari
bija japierada.
A.N.10.2. Uz trijstira ABC malas AC izvelets punkts K. Nogrieznis BK sadala trijstiri

ABC divos trijstiros. Visi tris trijsturi (AABC un abi dalijuma iegiitie trijstiri) ir
lidzigi. Pieradit, ka AABC ir taisnlenka trijstiris.

No trijstiru BKC un ABK lidzibas (skat. A11. zim.) seko, ka pastav tris iespgjas.
1) £LBKC = ZABK . Tad taisn€ém KC un 4B jabit paral€lam (jo ieks€jie Skerslenki ir
vienadi), bet tas nav iesp&jams, jo tas krustojas punkta A4.

B

K
All. zim.

2) 4BKC = ZBAK . Tad taisném KB un AB jabiut paralelam (jo kapslu lenki ir
vienadi), bet tas nav iesp&jams, jo tas krustojas punkta B.

3) ZBKC = ZBKA . Tad lenkis ZBKC ir taisns, un ABKC ir taisnlenka trijstiiris. Ta
ka péc dota AABC ir Iidzigs ABKC, tad ar1 AABC ir taisnlepka trijsturis.

A.N.10.3. Doti sesi péc kartas sekojosi naturali skaitli. Pieradit, ka var atrast tadu
pirmskaitli p, ka tiesi viens no dotajiem skaitliem dalas ar p.

Dotos skaitlus apzimésim ar a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5, a>1. Viens no
skaitliem a+2, a+3 ir nepara.

Ja nepara skaitlis ir a+3, tad skaitli a+1 un a+3 ir nepara. Sie skaitli abi
vienlaicigi nevar dalities ar 3, tap&c viens no tiem nedalas ar 3. Tas no Siem diviem
skaitliem, kas nedalas ar 2 un 3, ir lielaks neka 1, tap&c tas dalas ar kadu pirmskaitli
p, kas nav 2 un 3. Tad p>5. Sis pirmskaitlis der par mekléto, jo nakamais skaitlis,

kas dalas ar p, ir vismaz a+1+ p >a+5, bet ieprieks€jais neparsniedz a+3-p<a.

Gadijums, kad a+2 ir nepara skaitlis, ir analogs. Ja nepara skaitlis ir a+2, tad,
izdarot Iidzigus spriedumus, var pieradit, ka kads no skaitliem a+2 vai a +4 dalas
ar kadu pirmskaitli p > 5, kas der par mekl&to.

AN.10.4. Ir aprékinatas skaitju 2°°'* un 5*°'* vértibas un iegiitie skaitli uzrakstiti viens
aiz otra. Cik cipari uzrakstiti?

2012 2012
2

Ar n apzimésim skaitla ciparu skaitu, bet ar m — skaitla 57 ciparu skaitu. Tad

10" <22 <10” un 10" <5 <10™. Sareizinot §is nevienadibas, iegiistam

10" <10 <10™" | Tatad n+m-2<2012<n+m un vieniga iesp&jama
n+m vertiba (t. i., uzrakstito ciparu skaits) ir 2013.

AN.10.5. Dota tabula ar izmeriem nxn ritinas, katrda tas ritind ierakstits vesels
skaitlis. Tabulas rindas un kolonnas péc kartas sanumurétas ar skaitliem no 1 lidz n,
sakot no augsejas rindas un kreisas kolonnas (skat. 5. zim.). Zinams, ka visiem i
izpildas sakariba: i-taja rinda ierakstito skaitlu summa ir vienada ar i-taja kolonna
ierakstito skaitlu summu.

Atrast visus tadus n, kuriem visam Sadam tabulam izpildas sekojosa ipasiba:

i-tas rindas j-taja kolonna ierakstitais skaitlis ir vienads ar i-tdas kolonnas j-taja
rindd ierakstito skaitli (t. i., tabula ir simetriska attieciba pret galveno diagonali,
skat. 5. zim. iekrasoto diagonali).

78



1 2 ...n

5. zZim.

Viegli parliecinaties, ka der n =1 (no vienas riitinas sastavosa tabula vienmeér ir
simetriska pret galveno diagonali) un n=2 (ta ka a+b=a+c, tad b=c, skat.
Al12. zim.).

alb
cl|ld

Al2. zZim.

Lai pieraditu, ka neder kada n veértiba, ir jaatrod tabula ar izmériem nxn, kurai
visiem i izpildas 1pasiba: i-tas rindas j-taja kolonna ierakstitais skaitlis ir vienads ar
i-tas kolonnas j-taja rinda ierakstito skaitli, bet tabula nav simetriska attieciba pret
galveno diagonali. Ja n >3, tad simetriska pret galveno diagonali nav, pieméram,
A13. zZim. att€lota tabula.

0|+1}-1
-1{ 0 |+1
+1{-1{ 0
01010

(=] fe) feu) fanl

=] ) ] far) fan)l fan)

0{0[0]0]0
Al3. zim.

A.N.11. Vienpadsmita klase

AN.11.1. Vai eksisté tads naturals skaitlis m, kura ciparu reizinajums ir viendds ar
simetrisku 8-ciparu skaitli? (Par simetrisku sauc skaitli, kas vienadi lasams no abiem
galiem.)

Simetrisks 8-ciparu skaitlis abcddcba dalas ar 11, jo ta ciparu summa para pozicijas
a+c+d+b ir vienada ar ciparu summu nepara pozicijas b+d +c+a (summu
starpiba 0 dalas ar 11). Tatad simetrisks 8-ciparu skaitlis satur reizinataju 11. Ta ka
neviens cipars neparsniedz 9, tad dotais skaitlis nevar but vienads ar savu ciparu
reizinajumu.
A.N.11.2. Atrisinat redlos skaitlos viendadojumu sistemu:

2x+xy+2y=8

2y+yz+2z=20.

2z+zx+2x=14

Visiem trim vienadojumiem abam pus€m pieskaitot 4, iegiistam

2x+xy+2y+4=12 x2+y)+2(y+2)=12
2y+yz+2z+4=24; VQ2+2)+2(z+2)=24;
2z+zx+2x+4=18 z(2+x)+2(x+2)=18
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(x+2)(y+2)=12

(y+2)(z+2)=24. (*)
(z+2)(x+2)=18
Sareizinot iegiitos tris vienadojumus un izmantojot, ka

12:24.18=12-12-2-2-9=(12-2-3)* =72°, iegiistam
(x+2)(y+2)(z+2)) =722 jeb
(x+2)(y+2)(z+2)=T72 vai (x+2)(y+2)(z+2)=-72.
legtitas sakaribas izdalot ar sisteémas (*) katru vienadojumu, iegiistam

z+2=6 x=1 z+2=-6 x=-5
xX+2=3 = <y=2 val {x+2=-3 =>y=-6.
y+2:4 z=44 y+2=—4 z=-8

A.N.11.3. Viena rinka linija ievilkts reguldars devinstiris un regulars trijstiris. Kas ir
lielaks: dota devinstira malu kvadratu summa vai dotd trijstiura malu kvadratu
summa?

Nezaudgjot visparigumu, trijstiiri var novietot ta, lai ta virsotnes sakrit ar tris
devipstiira virsotném. Aplikojam regulara trijstira malu 4B un tris sekojoSas
devinstura malas AK, KL un LB (skat. A14. zim.).

B
L
K
Avc
Al4. zim.

Ievérojam, ka trijstiiri AKL un ALB ir platlenka, jo ZAKL un ZALB balstas uz
lokiem, kas ir lielaki neka 180°. No kosinusu teorémas seko, ka AK* + KL* < AL?
un AL* + LB* < AB* . Saskaitot §Ts nevienadibas, iegiistam

AK?> + KL’ + AC* + LB> < AL’ + AB” jeb AK* + KL’ + LB*> < AB".
Tas nozimé, ka regulara devigstiira tris malu kvadratu summa ir mazaka neka
regulara trijstiira vienas malas kvadrats. Tatad visu devinu devinstiira malu kvadratu
summa ir mazaka neka regulara trijstiira visu trTs malu kvadratu summa.

A.N.11.4. Atrast augosu aritmétisko progresiju, kuras visi elementi ir naturali skaitli un
kurai piemit ipasiba: neviens tas elements nav naturdla skaitla k-ta pakape jebkuram
naturalam k > 2.

Pieradisim, ka uzdevuma nosacijumus apmierina aritmétiska progresija 2, 6,10, ...,
kuras vispariga locekla formulair a, =4n—-2, n>1.

Pienemam, ka ir tads n, ka a, = b*, kur b un k — naturali skaitli un k>2. Ta ka visi
virknes locekli a, ir para skaitli, tad b* ir para skaitlis un arT b ir para skaitlis. Bet
tad b* dalas ar 2°, un pie k>2 b*dalas ar 4. Tadu a, ar 4 nedalds — pretruna, tapéc

minéta virkne atbilst uzdevuma nosacijumiem.
Piezime. ST nav vieniga virkne, kas apmierina uzdevuma prasibas.
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A.N.11.5. Dotas sesas vienada izskata monétas un sviras svari bez atsvariem. Cetras no
monétam sver 8 gramus katra, paréjas divas sver 7 gramus katra. Ka ar divam
sversanam atrast vismaz vienu monétu, kas sver 7 gramus?

Lai atrastu vismaz vienu monétu, kas sver 7 gramus, var rikoties, pieméram, $adi.
Vispirms katra svaru kausa novieto pa trim mon&tam. Ja svari ir lidzsvara, tad katra
7 g smaga mongéta ir sava kausa. Tad izvélas divas mon&tas no viena kausa, ievieto
katru no tam sava svaru kausa un sver veélreiz. Ja to masas ir vienadas, tad atlikusi
mongéta sver 7 g; ja né, tad vieglaka no pedgja reize sveértajam sver 7 g.

Ja pirmaja svérSana viens svaru kauss (apzimésim to ar A) bija vieglaks, tad abas 7 g
mongétas atradas Saja svaru kausa. Tad izv€las divas moné&tas no kausa A4, ievieto
katru sava svaru kausa un sver vélreiz. Ja svari ir lidzsvara, tad atrastas abas 7 g
mongtas; pretgja gadijuma vieglaka no pedgja reiz€ svertajam sver 7 gramus.

A.N.12. Divpadsmita klase

AN.12.1. Skaitlis a ir vienadojuma x° —2x> +3x —4 =0 sakne. Pieradit, ka a > —%.

Jax<0,tad x’ <0, x> >0, —2x> <0, 3x<O0un x’ —2x° +3x-4<0.
Tatad vienadojuma x° —2x” +3x—4 = 0 sakne nevar biit negativs skaitlis, lidz ar to

a20>—l.
2

A.N.12.2. Pieradit, ka neeksisté daudzskaldnis, kuram ir nepdara skaits skaldpu un
katrai skaldnei ir nepara skaits virsotnu.

Katra Skautne ir tieSi divu skaldnu mala, tatad divkarSots daudzskaldpa Skautnu
skaits ir vienads ar visu skaldnu malu skaitu summu, tapéc §1 summa ir para skaitlis.
Bet, saskaitot nepara skaitu nepara skaitlu, ieglistam nepara skaitli. legiistam
pretrunu. Tatad neeksisté daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits skaldpu un katrai
skaldnei ir nepara skaits virsotnu.

A.N.12.3. Nogrieznis BP ir trijstura ABC bisektrise, punkti N un M ir attiecigi malu AB
un AC tadi iekséji punkti, ka AN = PC un AM = BC. Taisnes BP un MN krustojas
punkta X. Pieradit, ka ANBX~APBC .

Pienemsim, ka punkts M ir nogriezna AP iekS€js punkts (skat. A15. zim.). No

bisektrises Ipasibas ieglistam 48 :B—C. Ta ka AM =BC un AN = PC, tad ir
AP PC
speka % = i—]\]\{ . Tapec AABP ~ AAMN (p&c pazimes "m/m", jo £A ir kopigs un

trijstiru malas ir proporcionalas). Tatad ZANM = ZAPB ka atbilstosie lenki
lidzigos trijstiros. No blakuslenku ipasibas seko, ka ZBNX =180°—- ZANM un
ZBPC =180°—- ZAPB, tapec «BNX =/ZBPC. Ta ka ZNBX =ZPBC péec
bisektrises definicijas un Z/BNX = ZBPC, ANBX ~ APBC (p&c pazimes "/(/"), kas
ar1 bija japierada.
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B
m %
A 1 #
M P C I/ /
X A TT P C

B

X
|
AlS. zim. Al6. zim.

Piezime. Ja punkts M atrodas uz nogriezna PC (skat. A16. zim.) vai sakrit ar punktu
P, tad risinajums ir analogs.

AN.12.4. Kadiem pirmskaitliem p skaitlim p* + 23 ir tiesi Cetri naturdli dalitaji?

Ja p =2, tad skaitlim p* +23 =27 ir tiesi 4 naturali dalitaji 1,3,9, 27.

Ja p >2,tad p ir nepara skaitlis 2k +1, kur k ir naturals skaitlis. Bet tada gadijuma
P +23=0k+1) +23=4(k> + k) +24 = 4k(k +1)+24.

Divu péc kartas sekojosu naturalu skaitlu reizinajums ir para skaitlis, tapéc

k(k+1)=2m un 4k(k+1)+24=8m+24 =8(m+3).

Sim skaitlim ir vismaz pieci naturali dalitaji 1,2, 4,8 un 8(m+3).

Tatad neviens nepara pirmskaitlis neder par uzdevuma atrisinajumu. Esam ieguvusi,

ka der tikai vértiba p =2.

A.N.12.5. Regulara 17-sturt A A,...A;; atzimétas Cetras virsotnes A;, A,, A, 4
(i< j<k<l). No parejam virsotném ir jaizvélas Cetras virsotnes (apzimésim tas ar
B, C, D un E) ta, lai B bitu starp A; un Aj, C biitu starp Aj un A, , D biitu starp
A, un 4, E biitu starp A, un A;. Kadam i, j, k, | vertibam punktu cetrinieku (B, C,
D, E) var izveléties visvairak veidos?

Ar b, ¢, d un e apzimgjam virsotnu skaitu attiecigi starp 4,un4,, starp 4, un 4,,
starp A, un A4, un starp 4, un A4,. Virsotnu Cetriniekus (B, C, D, E) var izveléties
b-c-d-e veidos. Ta ka virsotnes B, C, D un E nevar sakrist ar 4,, 4;, 4, un 4,
tad b+c+d+e=17-4=13. Jaatrod, kadam b,c,d,e vertibam reizinajums
b-c-d -e sasniedz lielako vertibu pie nosacijuma, ka b+c+d+e=13.
Sakuma apskatam vienkarSaku problému: atrast reizinajuma b-c lielako iesp&jamo
vertibu, ja zinams, ka b+c =S, kur S — fiks€ts vesels skaitlis un » un ¢ — veseli
skaitli. Salidzinasim, ka mainas reizinajuma vértiba, ja vienu reizinataju palielina, bet
otru samazina par 1. Salidzinot b-¢ un (b+1)-(c—1)=bc—b+c—1, konstat§jam,
ka
b-c<®+1)-(c—-1),ja-b+c—-1>0jeb b<c—1;
b-c=Mb+1)-(c-1),ja-b+c—1=0jeb b=c—-1;
b-c>b+1)-(c—1),ja-b+c—-1<0 jeb b>c—-1.
Tatad, ja b-c vertiba sasniedz maksimumu, tad b>c—1. Lidziga veida var
izsecinat, ka ¢ >b—1. Tas nozimg, ka b-c vertiba var sasniegt maksimumu tikai, ja
b=c,b=c-1vaic=b-1.
Tagad atgriezamies pie sakotn€ja uzdevuma. Ja b-c-d-e sasniedz maksimalo
veértibu, tad reizinajumiem b-c, b-d, b-e, c-d, c-e, d-e arl jasasniedz
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maksimums. Tas ir iesp&jams tikai tad, ja katri divi no skaitliem b, ¢, d un e vai nu ir
vienadi, vai atSkiras tieSi par 1. Un tas var notikt tikai, ja viens no b, c, d un e ir
vienads ar 4, bet visi pargjie — ar 3. Tad punktus B, C, D, E varés izvéeleties
4-3.3-3=108 veidos.

Sajﬁ gadijuma virsotnes 4,, A i Ais 4, jaizvelas ta, lai i, j, k, [ apmierina sekojosus
nosacijumus:

i<j<k<l,i=1,2,3,4 vai5,

j—i=4vais5, k—j=4vai5, [-k=4vai5, pie tam tieSi viens no j—i, k—j,
[—k,17+i—-1 ir 5.

AtbilstoSi Siem nosacijumiem (i, j,k,/) var izvéléties 17 veidos: (1,5,9,13),
(1,5,9,14), (1,5,10,14), (1,6,10,14), (2,6,10,14), (2,6,10,15), (2,6,11,15),
2,7,11,15), (3,7,11,15), (3,7,11,16), (3,7,12,16), (3,8,12,16), (4,8,12,16),
(4,8,12,17), (4,8,13,17), (4,9,13,17), (5,9,13,17).
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A.V.LATVIJAS 62. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.V.9. Devita klase

A.V.9.1. a) Vai piecu péc kartas nemtu naturalu skaitlu reizinajums var bit skaitlis
201120122
b) Vai cetru péc kartas nemtu naturdalu skaitju reizinajums var but skaitlis
201120122

a) No pieciem p&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem tiesi viens dalas ar 5. Tatad
ar to reizinajums dalas ar 5, bet 20112012 ar 5 nedalas.

b) No cetriem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem tieSi divi ir para skaitli, no
kuriem viens dalas ar 4. Tatad to reizinajums dalas ar 8, bet 20112012 ar 8 nedalas,
jo pédgjo tris ciparu veidotais skaitlis nedalas ar 8.

A.V.9.2. Pieradit, ka nav iespéjams izveidot trijstiri, kura augstumu garumi ir 4 cm,
7 cm un 10 cm.

Pienemsim pret€jo, ka $adu trijstiiri iesp&jams izveidot. Trijstiira laukumu apzim&jam

. I a-h -
ar S, tad no trijstira laukuma aprékinasanas formulas S, = < seko, ka ta malu

garumi ir 7 % un % Trijstiira malam jaizpildas trijstira nevienadibai, t. i.,

divu 1sako malu garumu summai jabut lielakai neka tre$as malas garumam. Bet

£+§ :£2S = £2S < 3 S = 25 pretruna. Tatad $adu trijsturi izveidot
7 10 70 140 140 4

nav iesp&jams, 11dz ar to esam pieradijusi prasito.
A.V.9.3. Kvadratvienadojuma x* + p,x+q, =0 saknes ir a un b, kvadratvienadojuma

x>+ p,x+q, =0 saknes ir b un c, bet kvadratvienadojuma x*+ p,x+q, =0

saknes ir a un c. Zinams, ka q, < q, < q, <0. Kadas ir iespejamas q, vertibas?

No Vjeta teorémas par vienadojuma saknu reizinajuma, seko ka ¢, =ab, g, =bc,
q; =ac. Tatad ab <bc <ac<0. Ja neviens no skaitliem a, b, ¢ nav nulle, tad divi
no tiem ir vai nu abi pozitivi, vai abi negativi, tap&c to reizinajums biitu lielaks neka
nulle. Tatad vismaz viens no skaitliem a, b, ¢ ir 0. Ja a#0, b=0,
c#0(q;=ac#0). Tad iegistam pretrunu, ka 0<¢g, <0 jeb ¢, =0. Tatad
g, =ac=0, tatad @ vai c ir 0. Ja ¢=0, tad g, =bc=0.Ja a=0, c#0, tad
g, = ab =0 un no nevienadibas 0 < g, <0 seko, ka g, =0. Tatad ¢, =0.

A.V.9.4. Trijstira ABC iekspusé izvéléts punkts E td, ka AB> —BE* + EC* = AC”.
Pieradit, ka AE1BC!

Nogrieznu AE un BC krustpunktu apzim&jam ar D. Pienemsim, ka Z4ADB = a <90°

(gadijums, kad £ADB >90° ir analogs). Novelkam perpendikulus BF un CG pret
AD (skat. A17. zim.).
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Al17. zZim. G

Lietojot Pitagora teorému taisnlepka trijsttiros ABF, BEF, ACG un ECG, ieglstam:
AB* = AF* + BF*;
BE* =BF*+EF?;
AC? = AG* +CG?,
EC* =EG*+CG".
Atpemam iegiitas nevienadibas un iegiistam:
e AB* —~BE’ = (AF*> + BF*)—(BF* + EF*)= AF* —EF* =
=(AF —EF)(AF + EF)= AE(AF + EF);
e AC’ —EC? =(AG* +CG*)—(EG* +CG*) = AG* - EG’ =
=(AG-EG)(AG+ EG)= AE(AG + EG).
Ta ka péc dota AB> —BE* = AC* — EC?, tad AE(AF + EF) = AE(AG + EG) jeb
AF + EF = AG + EG . Pieskaitot abam pusém AE, ieglistam
AE + AF + EF = AE + AG + EG jeb 24AF =2A4G .
Tatad punkti /' un G sakrit. Lidz ar to esam ieguvusi, ka 4D 1 BC jeb AE 1 BC,
kas ar bija japierada.
A V..5. Kdadu lielako skaitu 6. zim. attéloto figiuru var izgriezt no 7. zim. attélotas
figiiras? Griezuma linijam jdiet pa ritinu malam.

6. zZim. 7. zim.

Izkrasojam doto figiiru Saha galdina veida (skat. A18. zim.).

alalb
ala b|b

d|d o
dlc|c

Al8. zim. A19. zZim.

Katra izgriezama figlirina aiznem tiesi divas baltas un tiesi divas melnas riitinas. Ta
ka ir devinas baltas ratinas, tad var izgriezt ne vairak ka &etras figirinas. Cetras
figirinas var izgriezt, ka paradits pieméram, A19. zZim. (vienas figiiras riitinas
apzimétas ar vienadiem burtiem).
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A.V.10. Desmita klase

A.V.10.1. Kadam a vértibam viendadojumu sistemai
xX+y=2
x’+y’=a

3 3
X +y =a+2
ir atrisindjums realos skaitlos?

Kapinot pirmo vienadojumu kvadratd un atpemot no iegiita vienadojuma otro,
o . a .
iegiistam x> +2xy+y° —(x*+y°)=4—a; 2xy=4—a jeb xy=2 ~3 [zmantojot

kubu summas formulu, parveidojam dotas sistémas tresa vienadojuma kreiso pusi:
(x+y)(x*—xp+y*)=a+2. (*)

Ta ki x+y=2, x’+y° =a un xy:2—%, tad vienadojumu (*) var parrakstit

forma:
2-(a—2+£j —a+2;
2
3a—4=a+2;
2a=6;
a=3.
Ievietojot dotaja sistema a =3, iegilistam sist€ému:
x+y=2
x> +y*=3.
X’ +y’ =5

No pirma vienadojuma iegiistam, ka y=2-x. So izteiksmi ievietojam 2. un 3.
vienadojuma un atrisinam iegiitos vienadojumus:

XX +(2-x)7=3; X +(2-x) =5;
¥ +4-4x+x> =3, X +8-12x+6x> —x’ =5;

2x* —4x+1=0; 6x> —12x+3=0;

2x> —4x+1=0;

4+J16-8 4+2J2 2442

R R T

Ta ka abiem vienadojumiem ir viens un tas reals atrisinajums, tad vértiba a=3 ir
vieniga veértiba, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

A.V.10.2. Trijstira ABC katra mala sadalita septinas vienadas dalas (skat. 8. zim.).
Pieradit, ka S, 5 +S, 50 > S

8. zim.
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Aprekinasim S, ; . (skat. A20. zim.). §

4,B,C :SABC _SABC _SABC _SABC .
121%1 171 1~1 1 1

A20. zim.

Trijstira 4,B,C augstums pret malu 4,C ir % no trijstiira ABC augstuma pret malu

6 _ 1 11 6 6
BC un AIC:7BC Tatad SAIBIC :E'hAIC'AIC:E'7hBC'7BC:4_9SABC'
Lidzigiart S5 =S 5, :%ch-
_ 6 18 31
Tatad SA,BICI :SABC_S'E'SABC :SABC_ESABC :ESABC'

Lidzigi aprékinam S, .. =S8 ,50 =S, 50 =S, S, Trijstura  4,B,C
.2 ..
augstums pret malu 4,C ir P no trijstira ABC augstuma pret malu BC un

4,C= %BC . Tatad S e = %S ABC - Lidzigi ieglstam, ka

Sapc, =Sisc, :%SABC. Tatad S, , . =%SABC. Lidz ar to esam ieguvusi, ka

50

SA,BICI + SAZBZCZ = 49 Sapc > S 4z -

A.V.10.3. Naturala skaitla N decimalaja pierakstda izmantots tikai cipars 6. Pieradit, ka
skaitla N* decimalaja pieraksta nav cipara 0.

Pienemsim, ka N = 666...6.
—

n

Tad N* =66...666...6=6-6-11..1-11...1=4-9-11...1-11...1=44...4.99..9 =
—_— —— — — —— ——

[Sa] —

=44..4-(100...0—-1) =44...400...0 - 44...4 = 44...4355...56 .
n n n n n n—1 n—1

Esam ieguvusi, ka skaitlis N° satur tikai ciparus 3,4,5un6. Tatad N’ nesatur
ciparu 0, kas ar1 bija japierada.

A.V.10.4. Trijas no piecstiura virsotném atrodas kaulini A, B, C. Atlauts parbidit
kaulinu pa piecstiira diagonali uz citu virsotni, ja ta ir briva. Vai, atkartoti parbidot
Sos kaulinus, var pandakt, lai kaulins A atrastos sava vietd, bet kaulini B un C biitu
samainijuSies vietam?

Aplukojam piecstiiri 4,4,4,4,A4; (skat. A21. zim.).
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A, A,
A21. zZim.
Ievérojam, ka kaulini var tikt parvietoti tikai pa ciklu A4,4;4,4,A4,A4,, nemainot
secibu. Tatad kaulini B un C nevar samainities vietam.

A.V.10.5. Divi speéletaji uz N x N ritinas liela laukuma spele sekojosu spéli. Speletaji
gajienus izdara peéc kartas, katra gajiend novietojot Saha zirdzinu uz pagaidam
neapdraudeta laucina (visu zirdzinu krasa ir vienada). Spélétajs, kurs nevar izdarit
kartéjo gajienu, zaude. Kurs no spéletajiem, pareizi spéléjot, uzvar, ja a) N =12, b)
N=21?

(Ja Saha zirdzins atrodas ritind A, tad tas apdraud visas ar * apzimétas ritinas,
skat. 9. zim.)

A

* *

9. ZIm.

Pienemsim, ka laukums ir izkrasots Saha galdina veida. Jebkuram $adi nokrasotam
kvadratam N x N piemit centrala simetrija. Ievérosim, ka, Saha zirdzinu novietojot
uz vienas krasas laucina, tas apdraud pretg€jas krasas laucinus.

a) Pareizi spelgjot, uzvar otrais speletajs. Neatkarigi no ta, kads ir pirma spélétaja
pirmais gajiens, otrais spélétajs var izdarit gajienu, kas simetrisks attieciba pret
laukuma centru — $is laucins$ ir tada pasa krasa ka laucins, uz kura tikko uzlikts Saha
zirdzins, tatad tikko izdaritais gajiens neapdraud So laucinu. Lidz ar to, ja pirmais
speletajs var€s izdarit gajienu, tad arl otrajam spélétajam bus iesp&ams izdarit
simetrisku gajienu.

b) Pareizi spélgjot uzvar pirmais spélétajs. Pirmaja gajiena zirdzin$ janovieto
laukuma centra, un péc tam jaspélé simetriski otra spélétaja gajieniem ka aprakstits
a) punkta.

A.V.11. Vienpadsmita klase

A V.11.1. Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitlu a, kuriem skaitlis n' +a
ir salikts skaitlis visiem naturaliem skaitliem n > 1.

Izvélesimies a = 4k*, kur k ir naturals skaitlis. Tad
nt +4k* =(n*)? + 2k*)* +4n’k* —4n’k* = (n® +2k*)* - (2nk)* =
= (n* = 2nk +2k*)(n* + 2nk + 2k*).

Taka k>1 un n>1, tad abi reizinataji ir lielaki neka 1, tatad »n* +4k" ir salikts
skaitlis. Ta ka k ir patvaligs naturals skaitlis, tad ir bezgaligi daudz atbilstoSo a
vertibu.
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A.V.11.2. Dota tabula ar izmériem 3x3 ritinas. Katra ritina ierakstits atskirigs
naturals skaitlis. Ja ritind ierakstitais skaitlis ir lieldakais sava rinda, sava kolonna
vai diagonalé, kurda ir vismaz divas ritinas, tad st ritina tiek iekrasota. Cik ritinas
tabuld var but iekrasotas?

Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka tabula pa reizei ierakstiti skaitli no 1
lidz 9.

1) Pieradisim, ka iekrasoto rutinu skaits neparsniedz 7. Nekad nevar biit iekrasota
rutina, kura ierakstits 1 (jo katrd no virzieniem kada riitina bus ierakstits lielaks
skaitlis). Ja nav iekrasota riitina ar 2, tad jau divas ritinas ir neiekrasotas un kopgjais
iekrasoto ritinu skaits neparsniedz 7. Ja ritina ar 2 ir iekrasota, tad tas iesp&jams
tikai tad, ja 1 un 2 abi atrodas uz ,,1sas” diagonales (skat. A22. zim.).

Aplukosim tabulas stiira riitinas (skat. A23. zim.). Riitina ar mazako no Siem cetriem
skaitliem nebiis iekrasota, jo visos virzienos ir kada ritina, kurd ierakstits lielaks
skaitlis. Tatad v€l vismaz viena riitina ir neiekrasota un kopg€jais iekrasoto riitinu
skaits neparsniedz 7.

X X
1 1
2 x|2|[x

A22. 7Zim. A23. zZim. A24. 7Zim. A25. zZim. A26. zZim. A27. zZim.

2) Pieradisim, ka iekrasotas ir vismaz 5 riitinas.

Apliukosim cetras riitinas, kas atrodas tabulas sanu malu vidi. Tas pa pariem veido
Cetras Tsas diagonales. Tatad vismaz divas no tam ir iekrasotas. Apliikosim visus tris
iesp&jamos variantus:

a) visas Cetras vidus riitinas ir iekrasotas (skat. A24. zim.). Bet tad jabit iekrasotai
vismaz V€l vienai riitinai uz garas diagonales. Lidz ar to kopgjais iekrasoto riitinu
skaits ir vismaz 5;

b) iekrasotas tris vidus riitinas (skat. A25. zZim.). Aplukosim ritinas, kas atzimé&tas ar
,»X. Katram divam ,,x” ritinam ir kopigs viens ritinu virziens (aug$eja rinda, abas
garas diagonales). Katra no Siem virzieniem jabiit kadai iekrasotai riitinai. Ar vienas
rutinas iekrasosanu nevar ,,nosegt” visus tris virzienus uzreiz. Tatad kopg€jais
iekrasoto ritinu skaits ir vismaz 3+2 =15

c) iekrasotas ir divas vidus riitinas (skat. A26. zim.). Ta ka tas ,,nosedz” visas Cetras
1sas diagonales, tad tam jabut kadas rindas vai kolonnas pret§jam ratinam. Ta ka
vairak neviena sanu malu vidus ritina nav iekrasota, tad vidéa kolonna jabit
iekrasotai centralajai riitinai (skat. A27. zZim.). Tas nozZimég, ka vel pa vienai iekrasotai
rutinai jabiit tabulas augs€ja un apaks€ja rinda un kopgjais iekrasoto ritinu skaits ir
vismaz 5.

Tatad iekrasoto rutinu skaits ir vismaz 5 un ne vairak par 7 (A28., A29. un A30. zim.
dots piemérs katram gadijjumam).

1152 7131 7138

71819 6184 2|54

4163 21519 6119
A28. zim. A29. zZim. A30. zim.

A.V.11.3. Taisne, kas iet caur trijstira medianu krustpunktu, dala trijstiri divas dalas.
Kada ir So dalu laukumu maksimala attiectba?

Izvelesimies vienu trijstira malu (pieméram, BC) un caur medianu AD, BE un CF
krustpunktu M novilksim tai paral€lu taisni, kas malas 4B un AC krusto attiecigi
punktos G un H (skat. A31. zim.).
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A31. zZim.

Ta ka GH ||BC tad AABC ~ AAGH (p&c pazimes ,,/¢”’). No medianu 1pasibas seko,
ka AM :MD=2:1. Tatad AM:AD=2:3. No ta seko, ka trijsturu lidzibas

2
koeficients ir 2 jeb Sacn = (zj . Tatad trijstira AGH laukums ir 4 no trijstiira
3 S sc 9
ABC laukuma. Cetrstira BGHC un trijstira AGH laukumu attieciba ir 5:4.
Pieradisim, ka §7 ir lielaka iesp&jama trijstiira dalu laukumu attieciba. Apliikosim, kas
notiek, ja taisni GH pagriez ap punktu M, iegistot taisni JK. Tad
Sk =S —Siun + Sy Novelkam  HL|AB (LeJK). Sy >0,  jo
/KHL=/BAC. Ta ka GM =MH (AM ir AGAH mediana), Z/GMJ = ZLMH
(krustlenki) un ZMGJ = ZMHL (ka ieksgjie Skérslenki pie paraléglam taisném AB un
HL), tad S, =S,,, (p€c pazimes ,,/m¢”). Tatad neatkarigi no punkta J izvéles

Scvs > Sk - Aplukosim Cetrstiira BJKC un trijstiira AJK laukumu attiecibu:

SBJKC — SBGHC _SGMJ +SMKH < SBGHC :é

SAJK SAGH + SGMJ - SMKH SAGH 4
Bridi, kad J punkts ,,sasniegs” B (vai K ,,sasniegs” C), abu trijstiira dalu laukumi bis
vienadi (mediana dala trijstiiri vienlielas dalas), t. i., So laukumu attieciba bis 1.

S Spee ¥ =S S
Analogi pierada, ka S,,, =S, , tapec —2K< =B B EKM > _BEC

AJK S ABE — S BIMJ + S EKM S ABE

S
Tatad 1 < —2%€ < > jeb lielaka trijstiira dalu laukumu attieciba ir 5:4 .
AJK

AV.114. Dota naturalu skaitju virkne {a;,}, kur a, =5 wun katram n>1

a, =a,a,..a, , +4. Pieradit, ka visiem n 21 ir spéka sakariba a, —.|a,,, =2.

Ieverosim, ka a, ir augoSa skaitlu virkne un visi tas locekli ir lielaki vai vienadi ar 5.

Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a,=aa,..a, +4;
(a,) =(a,a,..a, , +4)-a, =(aa,..a, a, +4a,);
(a,)’ —4a,=aa,..a,a,;
(a,)’ —4a,+4=aa,..a,_a,+4;
(a, - 2)2 =d,-

Taka a, —2 >0 visam n vertibam, varam vilkt kvadratsakni no abam vienadojuma

a,—2=4la,, jeb a, —4ja,, =2 visiem n>1.
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Atliek parbaudit gadijumu, kad n=1:
a,=5,a,=5+4=9 un q, —\/2:5—\/5:2.
Tatad sakariba ir speka visiem n >1.
A.V.11.5. Divi zéni péc kartas griez apalu kitku, katru reizi nogrieZot pa vienam
gabalam, kura virspuse ir dotds kitkas virspuses sektora formd, pie tam gabala

1
virspuses laukumam jabit ne mazakam ka 100 un ne lielakam ka % no sakotnéja

kitkas virspuses laukuma (skat. 10. zim.). Zaudé tas spélétdjs, kurs vairs nevar
nogriezt nevienu atlauta lieluma gabalu. Kurs no zéniem uzvares, pareizi spéléjot?

10. zZim.

Pareizi spélgjot, otrais sp€létajs vienmer var uzvarét. Lai to panaktu, péc katra pirma
spelétaja gajiena vins$ nogriez sev sektoru, kas ir simetrisks tikko nogrieztajam pirma
speletaja sektoram attieciba pret rinka centru. Tada veida otrais spélétajs vienmér
varés veikt gajienu, jo, ja pirmais spélétajs sev vargja nogriezt kadu sektoru, tad
pirms vina gajiena Sis sektors vél nebija nogriezts un attiecigi tam simetriskais

sektors arT nebija nogriezts (ievérojam, ka sektora laukums nav lielaks ka %, tapec
simetriskie sektori neparklajas). Atliek ieverot tikai to, ka spéle noteikti beigsies, jo
ar katru gajienu rinka pieejamais laukums samazinas vismaz par 1 no pilna rinka
laukuma vertibas.

A.V.12. Divpadsmita klase

AV.12.1. Divam naturalu skaitju virknem {a;} un {b;} katram i21 ir spéka

sakaribas:a, =b, un |al. —bl.| > 2012. Atrast vienu Sadu virknu piemeru.

Der, pieméram, virknes a, =i+2013 un b, =i.
a, =a,=i+2013, b, =b,,,; =i+2013, a, -b, =2013>2012.

A V.12.2. Trijstuira ABC lenka ACB bisektrise un lenka ABC blakuslenka bisektrise
krustojas punkta D. Pieradit, ka trijstirim BCD apvilktas rinka linijas centrs atrodas
uz trijsturim ABC apvilktas rinka linijas.

Apzimésim ZACD = /Z/BCD =«a un £ABD = ZDBX = 3 (skat. A32. zim.). Tad
ZABC =180°-24,

/BAC =180° - ZABC — ZACB =180°—-(180°-283) - 2a) =2 -2a =2(f —a)

un ZBDC =180°—- £DBA— ZABC — ZDCB =180°—- - (180°-2p)-a=f -« .

rB O
X B C
A32. zim.
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Aplikosim divas rigka Iinijas, kas apvilktas attiecigi trijstiriem BDC un ABC. Abas
satur hordu BC. Trijstiirim BDC apvilktaja rinka Iinija uz $is hordas balstas ievilktais
lenkis BDC. Tatad atbilstosa centra lenka lielumam jabiit divreiz lielakam neka
ZBDC jeb jabiit vienadam ar 2(f —«a) = £BAC, kas sakrit ar ap trijstirim ABC
apvilktas rinka Iinijas ievilkta lenka, kas balstas uz hordu BC, lielumu.

Tatad ap trijstirt BDC apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas uz ap trijstiiri ABC
apvilktas rigka linijas.

A.V.12.3. Atrisinat naturalos skaitlos viendadojumu

=l 3] )

([x] ir vesela daja no x — lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x; piem., [3] =3,
[4,6]=4,1[0,2]=0).

Ievérojam, ka -
n+i

" }:0 katram i=1,2,..,2012. Vértibas n=1 un n=2 neder

par vienadojuma sakném. Tapéc apskatam gadijumu, kad » >3 . Vienadojuma labaja
pusé ir n—1 saskaitamie, kuri visi nav mazaki ka 1, tap&c $aja gadijuma

n= n + n +...+ " > n +1+1+...+1= n +n-2.
2 3 n+2012 2] T 2

Tapéc n > [g} +n—-2 jeb 2> {g} No pédgjas nevienadibas seko, ka g< 3 jeb

n<o.

Ta ka vértibas n=1 un n =2 neder, tad japarbauda vertibas n=3,4,5:

e jan=3,tad 3 + 3 + 3 +...+ 3 =1+1+0+..+0=2=3;
2 3 4 2015

e jan=4,tad i + i + i +...+ i =2+1+140+...+0=4;
2 3 4 2016

e jan=5,tad > + > + > + 3 +..+ 4 =2+1+1+140+..+40=5.
2 3 4 5 2017

Tatad vienadojuma atrisinajums ir n=4 un n=>5.

A.V.124. Kvadrata ar izmeriem N x N ritinas dazas ritinas ir nokrasotas ta, ka
katrai nokrasotai ritinai tiesSi tris kaiminu ritinas ir nenokrasotas, bet katrai
nenokrasotai ritinai ir tieSi viena nokrdasota kaiminu ritina. Vai sads krdasojums ir
iespejams, ja @) N =6, b) N =8? Ritinas sauc par kaimipu ritinam, ja tam ir
kopiga mala.

a) Pieradisim, ka gadijuma, kad N =6, uzdevuma dotais krasojums nav iesp&jams.
Apliikojam kvadrata apaksgjas malas riitinas (skat. A33. zim.)

nl|n3| B | n5]| né

A33. zim. A34. zim.
92




Ieveérojam, ka neviena stiira ritina nevar biit iekrasota (jo katrai no tam ir tikai divas
kaiminu rutinas). Pienemsim, ka riitinas nl iekrasota kaiminu riitina ir A (ja izv€létos
apaksg€jas rindas blakus ritigu, tad talakie spriedumi biitu simetriski jaattiecina uz
kvadrata kreiso malu). Ta ka A ir iekrasota un tai ir tikai tris kaiminu riitinas, tad tas
visas ir neiekrasotas un ar n2 ir neiekrasota (tatad A ir n2 iekrasota kaiminu ritina
un n3 ir neiekrasota). Vieniga n3 kaiminu ritina, kas var biit iekrasota, ir B. Tatad
neiekrasotas ir armT n4 un n5. Riitina n6 nevar biit iekrasota, jo tad n5 butu divi
iekrasoti kaimini. Ratinai n6 iekrasota kaiminu rutina var but tikai C. Ritina n7
nevar bt iekrasota, jo tai ir tikai trTs kaimini, no kuriem viena rtiga jau ir iekrasota.
Lidz ar to esam ieguvusi situaciju, ka apaks€ja laba stiira riitina nevar biit nedz
iekrasota (tad n6 butu divi iekrasoti kaimini), nedz neiekrasota (jo tad tai nav
iekrasota kaiminu riitina). Tatad sads krasojums nav iesp€&jams.

b) Ja n=7, tad uzdevuma prasitais krasojums ir iesp&jams (pieméram, skat.
A34. zZim.).

A.V.12.5. Rinka ar diametru 1 iekSpusé uzzimeéti vairaki rinki, kuru diametru summa ir
lielaka neka 8. Pieradit, ka var novilkt taisni, kas krusto vismaz 9 uzzimétos rinkus.

Novelkam dotajam rinkim pieskari un projicg€jam uz tas uzzimé&to rinku diametrus,
kas paralgli novilktajai piekarei (skat., A35. zim.). So diametru projekciju garumi ir
vienadi ar attiecigo diametru garumiem. Visu uzzimé&to rinku diametru projekcijas
atrodas nogriezna AB iekSpus€. Ta ka nogriezna AB garums ir 1, bet visu uzziméto
rinku diametru kop&jais garums (un tatad arT projekciju kopgjais garums) lielaks neka
8, tad uz nogriezna AB biis kads punkts, kas pieder vairak neka 8, t. i., vismaz 9,
rinku diametru projekcijam (pret&ja gadijuma katrs nogriezna 4B punkts pieder ne
vairak ka 8 diametru projekcijam, tatad to kopg&jais garums neparsniedz 8). Caur So
punktu velkot taisni perpendikulari 4B, ta krustos vismaz devinus uzzimétos rigkus,
kas ar1 bija japierada.

A35. zim.
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A.A. LATVIJAS 39. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.A.9. Devita klase
A.A9.1. Atrast vienu skaitli, kuram ir tiesi 12 veseli pozitivi dalitaji.

Uzdevuma prasitais skaitlis ir, pieméram, skaitlis 2''. Ta dalitaji ir skaitli
1 — 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211

A.A9.2. Trijstiri ABC ZABC =90°, bet punkts P atrodas uz malas AB. Punkti M un N
ir attiecigi nogrieznu AC un PC viduspunkti. Pieradit, ka Z/BAC = ZBMN .

Taisnlenka trijstiirTt medianas, kas vilkta no taisna lenka virsotnes, garums ir puse no
hipotentizas garuma. Apskatot taisnlenka trijstirus ABC un PBC, iegiistam, ka
AM = BM =CM un PN = BN =CN (skat. A36. zim.). Tapéc
AMBN = AMCN (péc pazimes ,,mmm”) un ZBMN = ZCMN ka attiecigie lenki
vienados trijstlros.

B

A ' M C
A36. zim.

MN ir AAPC viduslinija, tapéc AP||MN un LCMN = ZCAP ka kapslu lenki. Tatad
ZBMN = ZCMN = ZCAP = £ZBAC, kas ar1 bija japierada.

A.A9.3. Kvadratviendadojuma x> —507x+a=0 saknes ir p*> un q, kur p un q ir
pirmskaitli. Aprékinat a skaitlisko vértibu.

No Vjeta teorémas par saknu summu seko, ka p*> +¢ =507. Ta ka 507 ir nepara
skaitlis, tad vienam no pirmskaitliem jabiit para skaitlim, t.i., p vaig ir 2. Ja ¢ =2,
tad p® =505, bet tad p nav vesels skaitlis. Tatad p=2 un ¢ =507 -2° =503.

Izmantojot Vjeta teorému par saknu reizinajumu, iegiistam, ka @ = p>q = 2012.

A.A94. Uz tafeles uzrakstitas devinas zvaigznites * * * * * * * * % Janis ieraksta
kadas zvaigznites vieta jebkuru ciparu no 1 lidz 9. Péc tam Péteris jebkuru divu citu
zvaigzniSu vietd ieraksta divus ciparus (tie var ari atkartoties). Péc tam vel divas
reizes vini atkarto so darbibu.

Péteris uzvar, ja iegiitais devinciparu skaitlis dalas ar 37. Vai Peéteris vienmer var
uzvaret?

Ievérosim, ka
aaabbbcce = aaa000000 + bHH000 + ccc =111-a000000+111-5000+111-¢c =
=111-(a000000 + 5000 +¢) =111-a00b00c =37 -3-a00b00c .

Tatad P&teris var uzvarét, panakot, ka izveidojas skaitlis aaabbbccc . Lai to panaktu,
Péteris domas sadala zvaigznites péc kartas grupas pa trim. Kad Janis ieraksta kadu
ciparu, P&teris tas paSas grupas abu par&o zvaigzniSu vieta ieraksta tadus paSus
ciparus ka Janis. Tatad péc P&tera gajiena katra grupa vai nu visas tris zvaigznites ir
aizstatas ar cipariem, vai arl visas tris zvaigznites ir neaizstatas. Tatad péc kartgja
Jana gajiena P&teris atkal var€s rikoties tapat un panakt savu uzvaru.
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A.A9.5. Dota trapece, kuras pamatu malu garumi ir 3 un 13. Pieradit, ka to nevar
sadalit piecos vienlielos trijstiiros.
(Figiras sauc par vienlielam, ja tam ir vienadi laukumi.)

G+13) ) _ 8. Tatad vienlielo

Ja trapeces augstums ir 4, tad tas laukums ir § =

. .. 8h . . : .
trijstiru laukumi ir §, = — = 1,6/ . Sadalot trapeci piecos trijstiiros, vismaz vienam

no tiem mala atrodas uz trapeces 1saka pamata un augstums pret So malu neparsniedz
S e . 1 -
trapeces augstumu. ST trijstiira laukums neparsniedz 5 3-h=15h<1,6h. Tatad doto

trapeci nav iesp&jams sadalit piecos vienlielos trijstiiros, jo ir viens trijstiiris, kura
laukums ir mazaks neka 1,64 .

A.A.10. Desmita klase

A.A10.1. Pieradit: ja p un 14p* +1 ir pirmskaitli, tad 14p> -1 ir naturala skaitja
kubs.

Ja p#3,tad p?, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tapéc 14p* +1 dalas ar 3 un nav
pirmskaitlis. Ja p =3, tad 14-3* +1=127 ir pirmskaitlis un 14p> —-1=125=5°,
t. 1., skaitlis 14p* —1 ir naturala skaitla kubs. Ta ka p =3 ir vienigais pirmskaitlis,
kas apmierina uzdevuma nosacijumus, tad esam pieradijusi prasito.

A.A10.2. Dots izliekts cetrstiris ABCD, lenki DAB un BCD ir plati. Pieradit, ka
BD > AC.

Novelkam rinki, kura diametrs ir BD (skat. A37. zim.). Ta ka lenki DAB un BCD ir
plati, tad punkti 4 un C atrodas rinka iekSpusé. Tatad AC < BD, jo jebkurs§
nogrieznis rinka iekSpuse ir 1saks neka rinka diametrs.

V B
D
A37. zZim.
A.A.10.3. Dots, ka x, ir vienadojuma x* + px+q =0 sakne, bet x, ir vienadojuma

1
— x>+ px+q=0 sakne. Pieradit, ka viendadojumam Exz + px+q =0 noteikti ir

sakne x,, kas atrodas starp x, un x, (t. i, x, <x; <x, vai x, <x; <x,).

. .1
Aplikosim kvadratfunkcijas Exz + px + g vertibas punktos x, un x,:

1 > 2 2, 2 2
—Xx; +px;+q=x; +px;+q——x; =0——x; =——x; <0;
371 pxytq=x +pxt+q 3N 3 31

1 4 4 4
gxzz + Xy +q = —X3 + px, +q+§x§ :0+§x§ :§x22 >0.
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Ta ka viena no Siem punktiem polinoma vertiba ir negativa vai vienada ar 0, bet otra
— nenegativa, pie tam kvadratfunkcija ir nepartraukta, tad starp Siem punktiem ir ari

.1 . % .
tads punkts x;, kura funkcija gxz + px+¢q pienem vértibu 0. Sis punkts x; ir
. ) 1 .
vienadojuma gxz + px + g =0 sakne, kas atrodas starp punktiem x, un x,.

A.A10.4. Viena un taja pasa rinka linija ievilkts regulars 9-stiris un regulars 10-stiiris.

To virsotnes sadala rinka liniju 19 lokos. Pieradit, ka ir loks, kura lielums
neparsniedz 2°.
Ta ka rinka Iinija sadalita 19 lokos, tad nav tadu 9-stiira un 10-stiira virsotnu, kas
sakristu. Tapéc, izmantojot Dirihl€ principu, iegiistam, ka noteikti ir divas tadas 10-
stira virsotnes B ;un B kas pieder lokam AA ko veido divas 9-stura virsotnes
(skat. A38. zim.).

Jj+l?

4,

B;
A'+lBjJrl
A38. zZim.

Regulara 9-stura virsotnes sadala rinka liniju 360°:9 =40° lielos lokos, bet 10-stiira
virsotnes  rinka Iiniju  sadala  360°:10=36° lielos lokos. Tatad
VAB+VUB, A, =VA4A4,-UB B, =40°-36°=4°. Ja divu loku lenkisko
lielumu summa ir 4°, tad vismaz viens no So loku lenkiskajiem lielumiem
neparsniedz 2°, kas arT bija japierada.

J+l

A.A.10.5. Dotas divas paralélas taisnes. Uz vienas no tam atziméti 10 zali punkti, uz
otras — 10 sarkani punkti. Kadu lielako skaitu nogrieznu, kuriem viens galapunkts ir
zals, bet otrs — sarkans, var novilkt ta, lai tie nekrustotos?

(Saka, ka nogriezni krustojas, ja tiem ir kopigs iekséjais punkts, t. i., ja tiem ir kopigs
tikai galapunkts, tie nekrustojas.)

Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka nogrieznu skaits
nevar bt lielaks ka 19. Visus zalos punktus sanumur&jam no kreisas uz labo pusi ar
skaitliem no 1 lidz 10 (skat. A39.zim.). Lidzigi sanumur&jam visus sarkanos
punktus. ledomasimies, ka katri divi dazadas krasas punkti savienoti ar nogriezni.
Aplikojam katra nogriezna galapunktos ierakstito skaitlu summas. Iev€rojam, ja
summas ir vienadas, tad atbilstosie nogriezni krustojas. STs summas pienem vértibas
2, 3, 4, ..., 20. Tatad pavisam iesp&jamas 19 dazadas vertibas, lidz ar to esam
pamatojusi, ka lielakais nogrieznu skaits, ko var novilkt ta, lai tie nekrustotos, ir 19.
Otrkart, paradam, ka uzziméet 19 nogrieznus (skat., pieméram, A39. zim.).
1 2 3 4567 89 10

YWY

1 2 3 4567 8910
A39. zim.
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A.A.11. Vienpadsmita klase

A.A.11.1. Pieradit, ka nav tada naturala skaitla n, ka skaitlis n* =3n—1 dalas ar 169.

Pienemsim pret&jo, ka n° —3n—1 dalas ar 169. Tad n?-3n—1= (n—8)(n+5)+39
dalas ar 13. Ta ka saskaitamais 39 dalas ar 13, tad ar1 otram saskaitamajam
(n—8)(n+5) jadalas ar 13. Skaitlis »—8 ir par 13 lielaks neka n+5, tatad tie abi

vienlaicigi dalas ar 13; no ka seko, ka (n—8)(n+5) dalas ar 169. Bet tada gadijuma
(n—8)(n+5)+39 nedalas ar 169. Esam ieguvusi pretrunu. Tatad nav tada naturala
skaitla n, ka skaitlis n> —3n —1 dalas ar 169.

A.A11.2. Punkti A, B, C atrodas uz vienas taisnes, bet A,,B,,C, — uz citas taisnes.
Pieradit: ja AB, paraléls A B un AC, paraléls A,C, tad BC, paraléls B,C.
Pienemsim, ka punkti 4, B, C uz dotas taisnes atrodas tiesi $ada seciba (citi gadijumi
lidzigi). Apskatam divus gadijumus.

1. Taisnes, uz kuram atrodas dotie punkti, ir paral€las (skat. A40. zim.).
Cetrstiiri ACA,C, un ABA,B, ir paralelogrami, jo to pretdjas malas ir paralélas.

Tatad AC=C,4, un AB=B;A ka paralelogramu pretgjas malas. Tad
BC=AC—-AB=C4, — B4, =C,B,. Ta ka paralelogramu pret&jie lepki ir vienadi,
tad LACA, = LAC A, un LABA, = ZAB,A,. No pédejas vienadibas seko, ka
ZCBA, = ZC\BjA ka vienadu lenku blakuslepki. Tatad esam ieguvusi, ka
AA,BC = AAB,C, (péc pazimes ,,/ml”); pie tam viens trijstlris ir iegits ar otra
pagriezienu par 180°. Tas nozimég, ka CB = B,C,, pie tam punktu pari B, C un C,,
B, uz taisném izvietoti tieSi Saja seciba. Tapéc BCB,C, ir paralelograms
un BC|||B,C ka paralelograma pret&jas malas.

A40. zim.

2. Taisnes, uz kuram atrodas dotie punkti, nav paral€las; tas krustojas kada punkta O.
Par nogriezna XY virzitu nogriezni XY sauksim nogriezni, kur taisnei, kurai tas
pieder, ir piekartots virziens. Ja XY virziens sakiit ar taisnes virzienu, ta vértiba ir
XY ; pretgja gadijuma ta vertiba ir — XY .

No Talesa teorémas seko, ka izpildas vienadibas OA: 0B = O_B1 : O_A1 un
0C:04= O_A1 : O_C1 Sareizinot s vienadibas, iegiistam OC:OB = O_B1 : O_C1
Tad no Talesa apgrieztas teorémas seko, ka BC|||B,C.

Ta ka esam apskatijusi visus iesp&amos gadijumus, tad uzdevuma prasitais ir
pieradits.

Piezime. Virzitie nogriezni tiek lietoti, lai varétu pielietot Talesa apgriezto teorému.
Iesp&jams ar1 lidzigs pieradijums ar parastiem nogrieznu garumiem; $aja gadijuma
biitu jaskiro vairaki punktu izvietojuma gadijumi, atkariba no ta, kura pusé no O uz
taisnes atrodas katrs punkts.
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A.A.11.3. Atrisinat vienadojumu:

1 ]
+ + ...+
Jx—=2012 +4/x=2010 +/x—2010 ++/x—2008
1 1 1 1

+ +...+ =—=.
Ix=2+4x Jx+/x+2 x+2010 +/x+2012 2

Pareizinot vienadojuma kreisas puses katra saskaitama skaititaju un sauc€ju ar ta
saucjam saistito izteiksmi (piemeram, izteiksmes a + b saistita izteiksme ir a —b),
legiistam
Vx—2012 —4/x-2010  +/x—2010 —+/x —2008
> + > +..+

JNa=2-dx r-Vx+2 o Vx+2010-x+2012 _ 1

+

-2 -2 h -2 V2

Pareizinot vienadojuma abas puses ar 2 un saisinot vienados loceklus, iegtistam:

Vx+2012 —/x-2012 =+/2.
Veicam identiskus parveidojumus:

Vx+2012 =+/x 2012 ++/2;
Xx+2012=x-2012+2,/2(x—2012) +2;

4022 = 24/2(x—2012) ;
2011 =4/2(x—2012) ;
20117 =2(x—2012);

20117

X +2012 =2024072,5.

20112

Esam ieguvusi, ka x = +2012 =2024072,5. Ta ka ir jaievero definicijas

apgabals, parliecinamies, vai zem kvadratsaknes nav negativs lielums un vai kads no
saucgjiem nav 0. Ta ka vertiba x =2024072,5 apmierina §is prasibas, tad ta ir
uzdevuma dota vienadojuma atrisinajums.

A.A.11.4. Pieradit, ka izliektu 2012-stiuri nevar sadalit 200 izliektos 12-stiros.

Izliekta 2012-stiira ieks€jo lenku summa ir 180°-(2012—-2)=180°-2010. Tos ir
janoklaj ar 200 12-sturu lenkiem, kuru visu lenpku summa ir
200-180°-(12—-2)=2000-180°. Ta ka 2000-180°<2010-180°, tad uzdevuma
prasito izdarit nav iesp&jams.

A.A11.5. Plakné doti 16 punkti, kas izvietoti kvadratiska rezga veida ka paradits 11.
zim. Taisnstiri sauksim par labu, ja ta virsotnes atrodas rezga punktos, malas ir
paraléelas rezga linijam un nav ta, ka starp taisnstira virsotném ir gan viens no
Cetriem rezga sturiem (punkti A, B, C, D), gan viens no Cetriem rezga punktiem, kas
atrodas rezga ieksiené (punkti M, N, O, P).

Kads ir lielakais rezga punktu skaits, ko var atzimét ta, lai nebiitu laba taisnstiira,
kuram visas virsotnes ir atzimétie punkti?

98



M N
P O

D C
11. zZim.

Atrisindjumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam pieméru (skat. A4l. zim.), ka
atzimét (punkti, kas nokrasoti melna krasa) 10 punktus ta, lai izpildas uzdevuma
nosacijumi.

A41. zZim.
Otrkart, pamatosim, ka, atzim&jot 11 punktus, noteikti atradisies labs taisnstiiris ar
visam atzimetam virsotném. Ja ir atzime&ti 11 punkti, tad ir divas iespgjas:
1. Ir kada rinda, kura ir atziméti 4 punkti. Saja gadfjuma noteikti ir arT tada rinda,
kura ir atziméti vismaz 3 punkti, tad no §tm abam rindam noteikti var izvéléties labu
taisnstliri, kuram visas virsotnes ir atzimétas (nemam vai nu divus vidgjos, vai
malgjos punktus (tos, kuri abi ir atzZiméti) no tas rindas, kur ir 3 atzZim&ti punkti un tos
pasus no tas rindas, kur ir 4).
2. Nav tadas rindas, kura ir atziméti 4 punkti. Ja katra rinda ir ne vairak ka 3 atziméti
punkti, tad ir vismaz 3 rindas, kuras ir vismaz 3 atziméti punkti. Tatad biis vai nu
augseja un apaksgja, vai divas vidgjas rindas ar 3 atzimétiem punktiem. Tad no STm
divam rindam var izvéleties labu taisnstiiri, kuram visas virsotnes ir atzimeétas —
janem tas divas kolonas, kuras abam $im rindam ir atziméti punkti.

A.A.12. Divpadsmita klase

A.A12.1. Skaitli A un B ir divi dazadi T-ciparu skaitli, kuri katrs satur visus ciparus no
1 lidz 7. Pieradit, ka A nedalas ar B.

Ta ka abu doto skaitlu decimalais pieraksts sastav no vieniem un tiem paSiem
cipariem, to ciparu summas ir vienadas ar 28, tad 4 un B, dalot ar 9, dod vienadu
atlikumu 1,t.1., A=9N+1 un B=9M +1, Nun M — naturali skaitli. Pienemsim, ka
A= kB, kur k ir naturals skaitlis un 2 <k <7 (k neparsniedz 7, jo skaitli 4 un B abi
ir septinciparu skaitli un A4 pirmais cipars neparsniedz 7). Skaitlis
kB =k(OM +1)=9kM + k , dalot ar 9, dod atlikumu k = 1. Ta ka skaitli 4 un kB,
dalot tos ar 9, dod dazadus atlikumus, tad tie nav vienadi, t. 1,. 4 # kB jeb skaitlis 4
nedalas ar B, kas arT bija japierada.
Piezime. Atrisinajumu var pierakstit 1sak, lietojot kongruences: 4= B =1(mod9) un
kB =k (mod9).Ja A=kB,tad 1=k (mod9). Taka 2 <k <7, iegiita pretruna.
A.A12.2. Caur trijstira ABC malas AB iekséju punktu P novilkta taisne, kas ir paraléla
BC un krusto AABC apvilkto rinka liniju punktos M un N (A, M un B atrodas uz
rinka linijas tiesi Sada seciba). MC krusto AB punkta Q. Pieradit, ka NQ iet caur
trijstiriem AMQ un APN apvilkto rinka liniju krustpunktu.
Apzim&jam AAMQ un AAPN apvilkto rinka Ilmiju krustpunktu ar X (skat.
A42. 7Zim.).
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A.A12.3. Atrisinat vienadojumu 1gx -1g(4 — x) =

A42. zZim.

Lai pieraditu, ka X atrodas uz nogriezna NQ, pietieck paradit, ka
ZAXQ+ ZAXN =180°.

ZAPN = ZABC ka kapslu lenki pie paralélam taisn€ém MN un BC, kuras krusto
taisne AB. Savukart ZAXN = ZAPN ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta
pasa loka AN. Ka ievilktie lepki ir vienadi art LZAMC = ZABC . Taka A, M, Q, X
atrodas uz vienas rinka linijjas, tad < Z4XQ+ ZAMQ =180°  jeb
ZAXQ =180°— LZAMQ =180°— LAMC . Esam ieguvusi, ka ZAXN = ZABC un
ZAXQ =180°— £LABC . Lidz ar to £LAXQ + ZAXN =180°—- LABC + ZABC =180°.
Tatad X atrodas uz nogriezna NQ jeb NQ iet caur AAMQ un AAPN apvilkto rinka
liniju krustpunktu.

1
R

Ieverosim, ka logaritma lga vértiba nav definéta, ja a <0, un Iga<0,ja O0<a<1.
Ja x <1 vai x >3, tad izteiksmes Igx-1g(4 — x) vertiba ir vai nu negativa, vai vispar
neeksisté; ja 1<x<3, tad arT 1<4-x<3. Izmantojot, ka y=Igx ir augosa

funkcija, iegustam, ka Igx-lg(4—x)<Ig3-1g3. Ta ka 3< V10 , tad
lg3 < lg\/l_ :% un lgx-lg(4—x) < % . Tatad dotajam vienadojumam atrisindgjuma

nav.

A.A12.4. Vai telpa var izvietot a) 6 punktus, b) 7 punktus ta, lai jebkuri tris no tiem

biitu vienadsanu trijstiira virsotnés un nekadi pieci no tiem neatrastos viend plakné?

a) Ja, tas ir iesp&jams, ja tos novieto, pieméram, oktaedra virsotnés (skat. A43. zim.).
Tiesam, jebkuri tris no punktiem atrodas vienadsanu trijstira virsotn€s un nekadi
pieci no tiem neatrodas viena plakné.
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b) Ja, prasitais ir iesp&jams. Piem&ram, par punktiem var izvéleties regularas trijstiira
prizmas, kuras sanu skaldnes ir kvadrati, virsotnes un tai apvilktas sféras centru (skat.
A44. zZim.).

.
Pl
/// -'II N
)// :
r | e
\ .I_ L I
\ P
N, S '-,II //
‘ A43. zZim. A44. zim.

A.A12.S. Klasé ir 17 skoleni. Katru dienu dazi no vipiem (vismaz viens) tiek izsaukti
pie tafeles. Kads ir mazakais dienu skaits, pec kura ir iespéjams, ka katriem diviem
klases skoléniem ir bijusi diena, kad viens no viniem ir izsaukts pie tafeles, bet otrs
ne?

Atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, paradam, ka ar 5 dienam pietiek, lai
izpilditos uzdevuma prasitais. Pieméram, 1. diena pie tafeles tika izsaukts 1., 2., 3.,
4.,5.,6.,7.un 8. skoléns, 2. diena — 1., 2., 3., 4., 9., 10., 11. un 12. skoléns, 3. diena
-1,2,5.,6.,9., 10, 13. un 14. skoléns, 4. diena — 1., 3., 5., 7., 9., 11., 13. un 15.
skoléns, 5. diena — 17. skoléns.

Otrkart, pamatosim, ka ar mazak dienam nepietiek. Teiksim, ka vairaki skoléni ir
vienddd pozicija, ja viena diena tie visi bija izsaukti pie tafeles vai arT visi nebija pie
tafeles. Péc 1. dienas biis vismaz 9 skoléni vienddd pozicija (izv€loties jebkurus
divus no Siem skol€niem, tie neapmierina uzdevuma nosacijumus). 2. diena no §is
grupas skoléniem dazi (vai neviens) tika izsaukti pie tafeles, tacu paliek vismaz 5
skoléni, kas abas dienas bija vienada pozicija. Savukart péc tris dienam noteikti bas
vismaz 3 skoléni, kas visas dienas bija vienada pozicija, bet péc 4. dienas joprojam
vargs atrast vismaz 2 skol€nus, kas visas Cetras dienas bija viendada pozicija.
Izveloties So skolénu pari, tam nevarés atrast dienu, kad viens bija pie tafeles, bet otrs
—ng. Tatad ar mazak neka 5 dienam nepietiek.
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A.VP. LATVIJAS 62. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

A.VP.1. Ar S(x) apzimésim skaitla x ciparu summu. Aprékinat S(S(S(2012°°'*))).

Ieveérosim, ka skaitlis un ta ciparu summa, dalot ar 9, dod vienadus atlikumus.
Tatad x = S(x) (mod 9) un x = S(S(S(x))) (mod9).

Izmantojot, ka skaitla 2012 ciparu summa ir 5, aprékinam, kads atlikums rodas, ja
skaitli 2012*"'* dala ar 9:

20122012 = 5(2010:2) _ 52010 52 _ (56335 .7 _ 1335 7 _ 7 (o 9)
Parveidojumos tika izmantots, ka 5° =25’ =7’ =49.7=4.7=28=1(mod 9).
Tatad 201272 = §(2012%°"?) = 5(5(2012°°'%)) = S(S(5(2012°°'?))) = 7 (mod 9) .
Novaértesim izteiksmes 2012*°' ciparu skaitu:

20122012 < 100002500 — (104)2500 — 1010000

lIeguvam, ka skaitlim 2012*""* ir ne vairak ka 10000 ciparu. Tatad 1 skaitla ciparu

summa ir $(2012*"*) <9-10000 = 90000 . Redzams, ka skaitlim $(2012°°*) ir ne
vairak ka 5 cipari, tatad S(S(2012%°'?))<9.5=45. Taka S(S(2012*""?)) ir mazaks
neka 45 un, dalot ar 9, dod atlikumu 7, tad ta iesp&jamas vertibas ir 7, 16, 25, 34, 43.
Visos gadijumos redzams, ka S(S(5(2012°°*))) =7.

A.VP.2. Dotas divas virknes x =x,=3, x,,=x.,+x, +2 visiem n>1 un

W=y,=4, Y., =Y,V —1 visiem n=1. Pieradit, ka nav tada naturdla skaitla,
kas pieder abam virknem.

Aprekinam x=9+3+2=14 un y;=4-4-1=15. Ievérojam, ka
xy—x,=14-3=11 un y,-y,=15-4=11. Tatad x,,x; un y,,y, attiecigi dod
vienadus  atlikumus, dalot tos ar 11, t.i, x,=x3=3(modll) un
Yy =y;=4(modll).

Izmantojot matematisko indukciju, pamatosim, ka pirmas virknes visi locekli ir
kongruenti ar 3 p&c modula 11 (dalot tos ar 11, atlikums ir 3).

Baze. x; =x, =3 (mod 11).

Induktivais pienémums. x, = x;,,; =3 (mod 11).

Induktiva pareja. Lai pieraditu, ka x; ., =3 (mod11), izmantojam doto virknes

definiciju un induktivo pienémumu:

Xpiy=Xpq + X, +2=32+3+2=14=3(mod 11).
Secinajums. Pe&c matematiskas indukcijas principa visi pirmas virknes locekli ir
kongruenti ar 3 p&c modula 11.
Lidzigi pamatosim, ka otras virknes visi locekli ir kongruenti ar 4 péc modula 11.
Baze. y, =y, =4 (mod11).
Induktivais piepémums. y, = y;,; =4 (mod11).

Induktiva pareja. Pieradisim, ka y, ., =4 (mod 11):

Vier =Vi Vi —1=4-4-1=15=4(mod 11).
Secinajums. P& matematiskas indukcijas principa visi otras virknes locekli ir
kongruenti ar 4 p&c modula 11.

Ta ka abu virknu locekli dod dazadus atlikumus, dalot tos ar 11, tad nav tada naturala
skaitla, kas pieder abam virkném.
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A.VP.3. Trijstura malu garumi ir a, b un c. Pieradit, ka trijstira laukums ir mazaks

neka l(az +b’ +c?).
48

Trijstiira laukumu apzimé&jam ar S, tad mums japierada, ka
S<l(a2 +b*+c%).
48

V48

Ievérojam, ka l(az +b+c)>—(@ +b*+c) =
48 48

ﬁ(az +b* +c%).
12
Pieradisim, ka ir speka nevienadiba:
a’ +b* +¢? S a+b+c)
3 ( 3 j '
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a’+b* +c? S a’> +b* +c* +2ab+2bc +2ac
3 - 9 ’
3a? +3b* +3c* > a® +b* +c* +2ab +2bc + 2ac:
2a* +2b* +2¢* —2ab—2bc—2ac>0;
(a* —=2ab+b*)+(a* —=2ac+c*)+(b* =2bc+¢*)20;
(a=b)Y+(a—c) +(b-c)*>0.
Pédgja nevienadiba ir patiesa, jo tris nenegativu skaitlu summa noteikti ir lielaka vai
vienada ar 0. Ta ka ekvivalentu parveidojumu rezultata esam ieguvusi patiesu
nevienadibu, tad arT nevienadiba (*) ir patiesa.

*)

. D e e 3 .
Izmantojot nevienadibu (*), noveért§jam izteiksmes E(a2 +b% +¢?) vertibu:

V3 a?+b*+c? A3 (a+b+e 2 V3 )
— 2> — | —— | =—-(a+b+o)" =
4 3 4 3 36
_ﬁ'(a+b+c)-r.a+b+c_E.S'a+b+c
18 2 r 18 roo

kur r — trijstart ievilktas rinka linijas radiuss. Parveidojumos tika izmantota trijstura

N a+b+c e .
laukuma aprekinasanas formula S, = pr,kur p = - trijstlira pusperimetrs.

o . . +b+ . .
Aprekinasim mazako iesp&jamo dalas ATO0TC Vertibu. Taka a, b, c ir dota trijstura
r
malas, tad veértiba a+b+c=2p ir fikséta. Lai dalas vertiba pie fikséta skaititaja
butu vismazaka, saucg€ja vertibai jabut lielakajai iesp&jamai. Tatad jaatrod lielako

. : . S o .
iesp€jamo r vertibu. Zinot, ka »=—, nepiecieSams atrast lielako iesp&amo S

vertibu. Pec Heérona formulas S = \/ p(p—a)p—-b)p—c) jeb
S*=p(p—a)p—b)p—-c). Pieradisim, ka liclaka S vértiba ir tad, ja

a=b=c= 2Tp . Pietiek pieradit, ka izteiksmes (p —a)(p —b) vertiba, ja a#b, ir

mazaka neka (p—a—;bj(p— a;—bj'

Veicam ekvivalentus parveidojumus:
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(p—a+bj(p—a+bj>(p—a)(p—b);

2 2

2
pz—pa—pb+@>p2—pa—pb+ab;

(a+Db)?

>ab;

4
a’ +2ab+b* >4ab;
a’> -2ab+b* >0;

(a—b)>>0.
Ta ka a # b, tad iegtita nevienadiba ir patiesa. Lidz ar to esam pieradijusi, ka lielaka
S vértiba ir tad, ja a:b:c:sz.

3 3 2
N I 2p P P -
Tad lielaka § vérttba ir S, = p(p——j :\/ p(—j =——. Tatad
\/ 3 343
y_Swa_ D un(a+b+cj 2233
p 3\/5 r min p

\/_ at+b+c \/g

3
Tatad —S§ - >—5-64/3=S.
18 r 18 V3

. - ) . 7 e
Nemot v&ra visus novertgjumus, esam ieguvusi, ka S < %(a2 +b* + %), kas ari bija
japierada.
A.VP.4. Atrast visas funkcijas f(x), kas definétas realiem skaitliem un pienem realas
vertibas, tadas, ka visiem redaliem x un y izpildas viendadiba

S +3y)+3y=fx+4y)+2f(x).

Atrodam tadu y, lai iztetksmé [f(f(x)+3y)]+3y=[f(x+4y)]+2f(x) ar
kvadratiekavam atzimétie locekli saisinas: f(x)+3y=x+4y jeb y= f(x)—x.
Ievietojot y = f(x)—x, ieglistam
S@Af(x)=3x)+3f(x)=3x = f(4f(x)=3x)+2f(x);
f(x)=3x.
Parbaudam, vai iegiita funkcija f(x) =3x ir dota vienadojuma atrisinajums:
fBx+3y)+3y=3(x+4y)+2-3x;
33x+3y)+3y=3x+12y +6x;
Ox+12y =9x+12y.
Tatad f(x)=3x ir mekl&tais atrisinajums.

A.VP.5. Nx N ritinas liels laukums jasadala N sakarigos apgabalos ta, ka katrda no
tiem ir tiesi N riutinas un katra laukuma rinda un kolonna atrodas tiesi triju
apgabalu ritinas.

Vai tas ir iespéjams, jaa) N =7,b) N =87

Apgabalu sauc par sakarigu, ja no katras ta ritinas var noklit uz jebkuru citu,
parvietojoties tikai pa s5i apgabala riitinam, katra soli drikst parvietoties uz ritinu,
kurai ar doto ir kopiga mala.
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a) Pieradisim, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams, ja N = 7. Aplikosim, cik garas var
bt katra apgabala projekcijas uz ritinu laukuma malam. Skaidrs, ka abas projekcijas
ir nogriezni (jo parvietojoties no ritinas uz rutinu un nekadi l&cieni nav iesp&jami) un
to garumu reizindjumam jabiit lielakam vai vienadam ar apgabala rutinu skaitu:
p.-p,=>7. Aplukosim, kada ir mazaka iespg&jama projekciju garumu summa s:

p.tp,=s, p,=s—p, p(s—p)=T, pl—s-p,+72>0. Lai nevienadibai biitu
2
atrisinajums, diskriminantam jabt nenegativam, t. i., ST ~7>0 jeb s*>28. Taka

projekciju garumu summa ir naturals skaitlis, tad s> 6. Tatad mazaka projekciju
garumu summa ir 6, pie kam septinas rutingas lielu apgabalu iesp&jams iegit tikai tad,
ja apgabalu ierobezojosais taisnstiiris ir kvadrats 3x3 riitinas vai taisnstiiris 2x4
ritinas (taisnstiiris 1x 6 neder, jo tad $aja apgabala ir ne vairak ka 6 ritinas).

Zinot, ka katra rinda un katra kolonna ir tieSi tris apgabali, varam aprékinat visu
projekciju garumu kopsummu: 3-7 (rindas) + 3-7 (kolonnas) = 42. No ieprieks
aprekinata seko, ka katrai no septinu apgabalu projekciju garumu summam jabtt 6
(ja kaut viena apgabala projekciju garumu summa parsniegtu 6, tad visu projekciju
garumu summa parsniegtu 7-6 = 42 ). Tatad visi apgabalus ierobezojoSie taisnsturi ir
vai nu 3 x 3 ratinas lieli kvadrati, vai art 2 x4 rutinas lieli taisnstiiri.

Aplikosim, kada situacija veidojas uz malgam rindam un kolonnam (skat.
A45. zZim.):

A B C

H D

G F E
A45. zim.

Katra no §Tm rindam un kolonnam atrodas tris dazadi apgabali. Stiira riitinas pieder
apgabaliem A, C, E un G, bet vismaz viena no kontira malu rutindm (netiek
apgalvots, ka tiesi vidgja!) pieder apgabaliem B, D, F un H).

Riitinas, kas pieder dazadiem laukuma stiiriem (pieméram, A un C) vai atrodas pie
pretgjam malam (piem&ram, B un F), nevar piederét vienam apgabalam (jo vienas
projekcijas garums (7) parsniedz viena apgabala projekciju garumu summu (6)).
Pieradisim, ka arT malu vidus ritinas (pieméram, B un D) nevar piederét vienam
apgabalam, jo tad bis tada rinda vai kolonna, kura atrodas tikai divu apgabalu
rutinas.

Piepemsim pret&jo, ka tas tomer ir iesp&jams. Tad no B uz D mé&s varam noklt,
parvietojoties uz blakus riitinu, kas visu laiku pieder vienam apgabalam (skat.
A46. zZim.):

A B C

H D

G F E
A46. zim.
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Sis izveidotais cel§ pilniba ierobeZo stiira apgabalu, kuram pieder ritina C. Ja stiira
apgabala projekcijas ir c,un c¢,, tad apgabala, kam pieder rutipas B un D,
projekcijam jabut vismaz ¢ +1 un ¢, +1. No iepriekS€jiem spriedumiem
¢, +c,=6. Tatad (¢, +1)+(c,+1)=8>6 un $ads apgabals nav iespjams. Tatad
katra no riitinam A, B, C, D, E, F, G un H pieder savam apgabalam, kas nozimg, ka ir
nepiecieSami vismaz 8 apgabali, lai apmierinatu apgabalu izvietojumu pie laukuma

malam. Esam ieguvusi pretrunu, tatad uzdevuma prasitais nav iesp&jams.
b) Ja N =8, tad uzdevuma prasito var izpildit (skat. A47. zim.)

A47. zim.
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A.IMO. 53. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.IMO.1. Trijstirim ABC pievilkta rinka linija ar centru punkta J pieskaras trijstiira
ABC malai BC punkta M, malas AB pagarinajumam — punkta K, bet malas AC
pagarindjumam — punkta L. Taisnes LM un BJ krustojas punkta F, taisnes KM un CJ
— punkta G. Taisne BC krusto taisni AF punktd S, bet taisni AG — punkta T. Pieradit,
ka punkts M ir nogriezna ST viduspunkts.

(Par trijstiurim pievilktu rvinka liniju sauc tadu rinka liniju, kas pieskaras vienai
trijstitra malai no arpuses un abu paréjo malu pagarinajumiem.)

A

.

A48. zim.

;
Nogriezni KM un BJ ir savstarpgji perpendikulari, jo AMBK ir vienadsanu
trijsturis (BM = BK ka pieskaru nogriezni, kas vilkti no viena punkta). Lenka ABC
bisektrise ar1 ir perpendikulara BJ un, tatad nogrieznis KM ir paraléls ar trijstiira
ABC bisektrisei.

No Sejienes seko <ZBMK :ELABC (ka ieksgjie Skeérslepki) wun, Iidzigi,

ZFMB = ZCML :%AACB. Ar P apzimé&jam nogrieznu KM un FJ krustpunktu.

No sakaribam trijsturt FPM ( £LFMP =90°) iegiistam, ka

ZPFM =90°—- ZFMB - ZBMK = %ABAC .

Punkti K un M ir novietoti simetriski attieciba pret taisni FJ, tapéc
ZKFJ = ZJFM :%ABAC =/KAJ (AJ ir vienadsanu trijstira KAL (AK = AL)

bisektrise). Punkti K,J,4 un F pieder vienai rinka linijai. Saja rinka Iinija ZAKJ
un ZAFJ balstas uz viena loka un AK VJ_ KJ , tatad £ZAKJ = ZAFJ =90°. Ta ka
FJ 1L AS un FJ 1L KM , tad AS| KM . Cetrsturis ASKM ir vienadsanu trapece ar
pamatiem A4S un KM. No lepku vienadibas ZSMK = ZAKM = ZASM = ZSAK
iegiistam, ka ABPK =ABPM un ABFS=AAFB (ka taisnlepka trijstiri ar
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vienadiem Sauriem lepkiem un kopigu kateti). Vienados trijsttiros attiecigie elementi
ir vienadi, tapeéc AB = BS un BK = BM . Lidz ar to

AK = AB+ BK = BS+ BM = MS'.
Lidzigi iegtstam, ka AL =TM . Bet AL = AK ka pieskares, kas vilktas no punkta 4
pret vienu rinka Imiju. Tatad MS=AK=AL=TM jeb M ir nogriezna ST
viduspunkts, kas art bija japierada.

A.IMO.2. Dots naturals skaitlis n=3 un tadi reali pozitivi skait]i a,,a;,...,a,, ka
a,a,...a, =1. Pieradit, ka (1+a,)’(1+a,)*...(1+a,)* >n".
No sakaribas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko seko, ka
1 )Y
1 1 1Y ak+k 1+k 1+...+k "
(a, +)'=|la, +—+—+..+——| =k — — — >
k-1 k-1 k-1 k

Z[k'k a, 1 J = K a.
\/ (k-1 (k-1

Atzimésim, ka nevienadiba ir stingra, iznpemot gadijumu, ja a, = 1 Ja visam k

v 1 :
vertibam $1 vienadiba bitu speka, tad a,a,...a, =1 53, <1, kas ir pretruna ar
n

doto sakaribu a,as...a, =1. No Sejienes seko, ka vienlaicigi visam k veértibam a;

L 1
nevar but vienads ar —— .

Sareizinot ieglitas nevienadibas, kur k£ =2,3,...,n, ieglistam
2 3 n ? ’ n”l . ..n . .n
(a, +D)(a; +1)..(a, +1)" > l—la2 Wa” =n"a,a,..a,=n".

2—2 as...
A.IMO.3. Speletaji A un B spele sadu spéli ar melosanu. Tas noteikumi ir atkarigi no
naturaliem skaitliem n un k, kas spélétajiem ir zinami.
Sakuma A izvélas tadus naturalus skaitlus x un N, ka 1< x < N . Skaitli x spélétajs A
patur slepeniba, bet skaitli N nemelojot pasaka spélétajam B. Speéletajs B censas
iegiit informdciju par x, péc patikas daudz reizu jautdjot spélétajam A sada veida: B
izvelas jebkuru naturalu skaitlu kopu S (iespéjams, tadu, kas jau izmantota kada no
iepriekséjiem jautdjumiem) un jautd, vai x pieder S. Péc katra jautdjuma A tilit
atbild ,,ja” vai ,,né”. Spélétajs A drikst melot, tomér no katram k+1 péc kartas
esosam atbildém vismaz vienai jabut patiesai.
Galu gala speletajam B janosauc kopa X ar ne vairak ka n naturaliem skaitliem. Ja x
pieder kopai X, B uzvar, citadi B zaude. Pieradit, ka
a) ja n > 2k, tad spélétajam B ir uzvarosa stratégija;,

b) visiem pietiekami lieliem k pastav tads n >1,99% , ka B nevar drosi pandkt uzvaru.

a) Vispirms pieradisim, ka B ir uzvarosa strateégija tad un tikai tad, ja uzvarosa
stratégija ir gadijumam N =n+1, t. i., nepiecieSams atrast vienu skaitli, kas noteikti
nevar biit x.

Viena virziena pieradijums ir trivials — ja nebis strat€gijas viena skaitla izslég$anai,
tad B nav uzvaros$as stratégijas vispariga gadijuma.

Pieradijumam otra virziena izmantosim matematisko indukciju:
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Pienemsim, ka N >n+1 un ir zinams, ka uzvaro$a stratégija ir zinama visiem N’
tadiem, ka n+1< N' < N. Sadalisim N n+1 netuksa skaitlu kopa G,, G,,...,G

Tagad ta vieta lai uzdotu jautajumus: ,,Vai skaitlis pieder kopai S < {l, ..., n+1}?7”,

n+l*

nepiecieSams uzdot jautajumus ,,Vai skaitlis pieder kopai UGS ?”. Izmantojot
seS

uzvaro$o stratégiju gadijjumam »n+1, iespgjams izslégt vienu no kopam G, , tadgjadi

samazinot kopg&jo skaitlu skaitu, kuram pec induktiva pienémuma eksisté uzvarosa

stratégija.

Tatad pietiek paradit, ka eksisté uzvarosa stratégija, ja n =2*, N =2" +1.

Piepemsim, ka més mekl¢jam nevis skaitli x, bet x—1, kas atrodas robezas

0<(x—1)<N-1=2F.

Lai uzrakstitu visus skaitlus binara skaitiSanas sistéma, nepiecieSams k +1 bits. Pie

kam visiem skaitliem iznemot 2k (k +1)-aja pozicija ir 0.

Atrisinajums 1.1. Ar S, visiem i =1, 2, ..., k apzim@sim tos skaitlus, kuriem binaraja

pierakstd i-taja pozicija ir cipars 0. Pirmos k jautagjumus B uzdod forma ,,Vai
skaitlis x—1 pieder kopai S;?” (visiem i=1,2,...,k péc kartas). Katrai pozicijai
izvelesimies ciparu a; =0, ja atbilde uz 7-to jautdjumu ir ,,ja”, vai a; =1, ja atbilde

. - . _ e . . JE— —_ . . —_ *
ir ,,n&”. Katrai pozicijai noteiksim arT izveletajam ciparam pret&jo: a, =1—a,. Tagad

veidosim binaros skaitlus w, = a,a,_,..a,,a,a, ,..a, visiem i=0,1,..., k. Nakamos
jautagjumus B uzdod forma ,Vai skaitlis x—1 pieder kopai {w;}?” (visiem
i=0,1,..., k pec kartas). Ja A kaut reizi atbild, ka skaitlis nav w;, tad izveleésimies
mazako nenegativo j, kuram A ta ir atbildgjis. Ja piepemtu, ka x—1=w;, tad
iegltu, ka A ir melojis k+1 reizi péc Kkartas, atbildot uz jautajumiem
S..,S e S W s Am}, s {w, } . Tatad B zina, ka x—1# w; un ir uzvargjis.

JH12 M 420
Ja A vienmeér atbild, ka x =w;, tad, ja x—1= 2k (binarais pieraksts sastav no 1 un &
nullém), tad A ir melojis k+1 reizi péc Kkartas, atbildot uz jautdjumiem
{wot,{w,}, ..., {w, } . Tatad B zina, ka x—1# 2% un atkal ir uzvargjis.

Atrisinajums 1.2. Jebkur§ skaitlis x—1 ir uzrakstams binara forma b;b;_;...b)b,, kur

katrs no binarajiem cipariem b,,i =0, 1, ..., k ir 0 vai 1. Vispirms B k +1 reizi uzdod

jautajumu ,,Vai b, ir 1?7 Ja visas atbildes ir ,,n&”, tad droSi zinams, ka x—1# 2% Ja
kada no atbildem ir ,,ja”, tad nakamos k jautajumus uzdod par katru no cipariem
bi_1,br_9,.., 01,0y ,,Vai by ir 1?7, Tagad iesp&jams izveidot binaru skaitli, kas
pret€js pedgjai k+1 atbildei: i-taja pozicija 0, ja atbilde uz jautajumu par b; bija
»ja’, vai 1, ja-,ne”. Ta ka vismaz vienai no péd€jas k +1 atbildes bija jabiit patiesai,
tad uzbuvetais skaitlis nevar biit x—1 (jo tam visas k+1 peédgjas atbildes biitu
aplamas).

b) levérosim, ka A varétu méginat rikoties ta, ka formali noteikumi par vienu patiesu
atbildi starp jebkuram k+1 secigam atbildém biitu ievéroti, bet neviens konkréts
skaitlis nebutu izvelets, t. i., visu laiku tiktu méginats saglabat situaciju, ka nevienu
no iesp&jamiem skaitliem izslégt nav iesp&jams, jo pretruna neveidojas. Var&tu
spriest ta, ka A pirms katras atbildes péc kartas pardomatu: ,,Ka man biitu jaatbild, ja
es biitu iedomajies skaitli i?” (i vieta ievietojot p&c kartas visus skaitlus no
iesp&jamo skaitlu apgabala 1, 2, ..., n, n+1).
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Pienemsim, ka & >0 ir mazs parametrs un pieradisim, ka eksisté A stratégija, kas
nelauj B uzvarét, ja n+1=5(2—5)k+1. Izveloties ¢ pietickami mazu (piem@ram,
1073 ) un k — pietieckami lielu (pieméram, k£ >2000), n vértiba bus lielaka neka
1.99% . Joprojam uzskatam, ka N =n+1, t. 1., pieradisim, ka pat $aja situacija (kad
pietiktu izslégt vienu skaitli) B nevar uzvarét.

Ar a, apzimésim to skaitlu skaitu, kuri ir pretruna ar pédéjam r atbildém, t. 1., ja
biitu izvelets kads no Siem skaitliem, tad p&d€jas r atbildes butu nepatiesas.
Spelétaja A strat€gija bus atbildet ta, ka tiek minimizéta funkcijas Zar(2—5)r
vértiba. Sis funkcijas vértibu sauksim par rezultatu. Spéles sakuma rezultats ir n+1.

Piepemsim, ka péc kada gajiena rezultats ir R. Nakamo jautajumu B uzdod par kadu
skaitlu kopu §. Pienemsim, ka n =S| un n, =(n+1)—-|S|. Pienemsim, ka
R=R +R,, kur R, ir rezultata dala, kuru veido to skaitlu, kas ietilpst kopa S,
ieguldijums, bet R, — ta rezultata dala, ko veido kopa S neietilpstoSo skaitlu
ieguldijums. Tad jaunais rezultats ir min((2—-&)R +n,,(2—&)R, +ny). Ta ka
(2-8)R +ny +(2—¢6)Ry, +n =(2—&)R+n+1, tad var apgalvot, ka jaunais rezultats

neparsniedz %((2—5)R+n+l). Ar indukcijas palidzibu pieradisim, ka rezultats

. n+l1 o _ o e n+1
nevar parsniegt —— . Ta ka ¢ <1, tad sakuma §1 sakariba izpildas: n+1<——.
£ £

. . . e . n+1 - —
Pienemsim, ka §1 sakariba ir spéka péc m soliem: R <——. Tad péc nakama sola
£

rezultats neparsniedz %((2 - 5)n—+1 +n+1)= n+l , kas bija japierada.
£ £

Tas nozim€, ka rezultata aprékinaSanas procesa, nevienam r nevar biit speka

n+l1 o
sakariba (2—¢&)" >——. Bet ta ka tika izvéletas tadas k un n vertibas, ka
£

n+1=5(2—5)k+1, tas nozim&, ka esam ieguvusi pretrunu un veértibas no 1 Iidz

n+1nav atSkiramas — par katru no tam uz k£ +1 secigiem jautajumiem vismaz viena
atbilde ir patiesa.

A.IMOUMU. Atrodiet visas tadas funkcijas f:Z —>Z (Z — veselo skaitlu kopa), ka
jebkuriem veseliem skaitliem a, b un c, kam a+ b+ c =0, izpildas vienadiba

S(@) + f(B)* + [(0)* =2/ (@) f(b) + 2/ (b) f(¢) + 2 f (c) [ (a).

levietojot a=b=c=0, ieglstam, ka 3f (O)2 =6f (O)2 , no kurienes seko, ka
f(0)=0. Ievietojot b =—a, c =0, ieglistam
f@?*+f(=a)* =2f(a) [ (-a);
f(@) =2f(a)f(=a)+ f(-a)* =0;
(f(@)~f(=a)* =0;
fla)=f(=a).
Tatad funkcija f* ir para funkcija.
Pienemsim, ka kadai a € Z vértibai f(a)=0. Ta ka péc dota a+b+c=0 jeb
¢ =—(a+b), tad doto vienadojumu varam parrakstit forma:
f@@)? + f(B) + fla+b) =2f(a)f(b)+2f (D) f(a+b)+2f(~(a+b))f(a);
fB) =2f(b)f(a+b)+ f(a+b)’ =0;
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(f(b)~ f(a+b))* =0;
fla+b)=f(b).
Tatad, ja kadai a (a#0) vertibai f(a)=0, tad f ir periodiska funkcija ar
periodu a .
Ievietojot b = a, ¢ = 2a sakotngja vienadiba, iegiistam
(@)’ + f(a)’ + fQa)’ =2f(a)’ +2f(a)f(2a)+2f(2a) f(a);
fQa)* —4f(a)f(2a)=0;
fQ2a)(f(2a)-4f(a))=0;
f(2a)=0 vai f(2a)=4f(a).
Izveloties a =1, iegistam f(2)=0 vai f(2)=4f(1).
Ja f(2)=0,tad f ir periodiska funkcija ar periodu 2 un visam nepara n vertibam ir
jabut speka sakaribai f(n)= f(1). Viegli parbaudit, ka visam m € Z funkcija
{O, ja n=0(mod?2) o N
f(x)= . apmierina uzdevuma nosacijjumus.
m,ja n=1(mod?2)
Ja f(2)=4f(), pie kam f(1)#0, tad pienemsim, ka visam i€ {0,1,2,.., n}
(n>0) ir speka sakariba f(i) =i’ f(1), bet §1 sakariba nav speka, ja i=n+1 un
atradisim iesp&jamas n vértibas. ST sakariba ir speka, ja
e i=0 = f(0)=0"-f(1)=0;
o izl = fO)=1f1)=70);
e i=2 = f(2)=2>-f)=41().
levietojot a =1, b =n, ¢ =—-n—1 sakotngja vienadojuma, ieglistam
S+ fm) + fn=D" =2fW) f(m)+2f () f(-n=D+2f(-n-Df(1);
SO+ f) + f(n+1)? =20 f(1)* +2(n° + 1) f(n+1) £ (1);
(f(+D=n+D* fA) - (f(n+1)=(n=1)" f(1)) = 0;
f(m+D)=n+1)>fQ) vai f(n+1)=(n-1)>7().
Pirmais variants f(n+1)=(n+1)* (1) liecinatu, ka arT vértibai i =n+1 minéta
sakariba ir spéka un tas neatbilst Sobrid meklétas funkcijas Tpasibai.
Ja. f(n+l)=(n—- l)zf(l) , tad, dotaja vienadojuma ievietojot a=n+1, b=1-n,
¢ =-2,ieglstam
S+ + fA=n)+ f(=2)* =2f(n+ D f(A=m)+2f(1=n) f(-2)+2f(-2) f(n+1);
(=D O +1A=nm)* fD)* +16(1)* =2(n=D* f(1)* +2-4-2(n=1)* f(1)*;
2n=1)*f()* +16f(1)* =2-4-2(n =1 f(1)* +2(n=1* f(1)*;
2(n-1)*+16=16(n—1)> +2(n—-1)";
(n=17°=1;
n=0vain=2.
Ta ka mes interes§jamies tikai par pozitivam n vertibam, tad der tikai atrisinajums
n=2,untadgjadi f3)=2-1°f1)= ().
Ievietojot dotaja vienadojuma a=1, b=3, c=4, iegistam f(4)=0 vai
f@=4f1)=f(Q2).
Ja f(#)#0, tad f(+f(*+f(4*=2f(2)* +4f(2)f(4), no kurienes
f(4)=4f(2). Ta ka ieprieks ir ieguta sakariba f(4)= f(2), tad seko, ka f(2)=0,
kas ir pretruna ar ieprieks izdarito pienémumu. Tatad f(4)=0 un funkcijas f
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perioda garums ir 4. Tad f(4k)=0, f(4k+1)= f(4k+3)=m, f(4k+2)=4m.
Viegli var parbaudit, ka §1 funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus.

Vel jaapskata gadijums, kad f(n) = n’ f(1) visiem ne N jeb f(n)=mn’ patvaligai
m € Z vertibai. Ar1 §1 funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tatad uzdevuma nosacijumus apmierina $adas funkcijas:

0,j2a n=0(mod2)
fm)y=4 "

m,ja n=1(mod?2)
0, jan =0 (mod4)
f(n)=im,jan=1(mod2) patvaligai m € Z vertibai;

4m, jan =2 (mod4)

patvaligai m € Z vertibai;

f(n) = mn® patvaligai m € Z vértibai.

A.IMO.5. Dots taisnlenka trijstiris ABC, ZBCA =90°. Trijstira augstums ir CD un X
ir nogriezna CD ieksejs punkts. Punkti K un L ir tadi attiecigi nogrieznu AX un BX
punkti, ka BK = BC un AL = AC. Punkts M ir nogrieznu AL un BK krustpunkts.
Pieradit, ka MK = ML .

A

\\
D
K "
! M
.f-r ./ \
X
sL \\
,”r T
‘ C ”’ B

No sakaribam taisnlenka trijstiri (Eiklida teoréma) ieglistam, ka AD- AB = AC>. Ta
ka pec dota AC= AL, tad AD-AB = AL* jeb %:%. Tatad ADAL ~ ABAL

(péc pazimes ,,m{m”), jo ZDAL ir kopigs abiem trijstiriem un to malas ir
proporcionalas. Tapéc LALD = ZABL.

Uz augstuma CD pagarinajuma arpus trijstita ABC atlickam punktu R ta, lai
DX -DR = BD- AD (3ads punkts noteikti eksistg, jo BD- AD = CD* un DX <CD).
.. e DX 4D o
Parrakstot So sakaribu proporcijas veida, iegiistam —— =——. Ta ka trijstiiri BDX
un ARD abi ir taisnlenka, tad tie sava starpa ir lidzigi. Tapéc
ZARD = ZABX = ZALD .
Tatad punkti R, 4, D, Lpieder vienai rinka lIinijai, kuras diametrs ir RA, jo
ZADR =90°. Tatad RL 1 LA un péc Pitagora teorémas
RL* = AR® — AL’ = AR® — AC*.
Lidzigi ieglistam, ka RK 1 KB un RK* = BR* — BK* = BR* — BC”.
Taka RC L AB, tad, izmantojot Pitagora teorému un parveidojumus, iegistam
AR?> — AC? = AR’ —(AD* + DC*) = (AR* — AD*)—DC? = RD* —DC* =
=(BR* -BD*)-DC? = BR* —(BD*> + DC?*)= BR*> — BC".
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Taka AL = AC un BK = BC ,tad AR* — AL’ = BR> — BK* jeb RL’ = RK*.

Tatad esam ieguvusi, ka RL = RK . Lidz ar to ARKM = ARLM (p&c pazimes ,,kh”),
jo RL=RK, ZRKM = ZRLM =90°un RM ir kopiga hipoteniiza.

Tatad MK = ML ka attiecigie elementi vienados trijstiros.

A.IMO.6. Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem eksisté tadi nenegativi veseli skaitli
1 1 2 n
+ +.t+ =—+—+..+ =1.
24 2% 24 3% 3% 3%
Pareizinam vienadibas labo pusi ar lielako no saucgja esoSajam trijnieka pakapeém
(apzim&sim tas kapinataju ar M ):

1.3% 4 423 4 4 p.3M0 =31
Ievérojot, ka 3" =1' =1 (mod 2), aplikojam §is izteiksmes vértibu péc modula 2:
_n(n+1)

a,,a,, ... a,, ka

1:3"4 4+2.3"% 4 403" =142+ 4n

n(n+1)
2

=3" =1 (mod 2).

Lai izteiksmi , dalot ar 2, iegiitu atlikumu 1,tad n=4k +1 vai n=4k+2.

Pieradisim, ka atrisinajums eksist€ jebkurai nenegativai veselai k vertibai.

Vispirms pieradisim, ka, ja izdosies atrast atrisindjumu nepara n vértibai, tad
atrisinajums bis ar1 vertibai n+1.

Apskatisim patvaligu nepara skaitli » =2 —1 un izmantosim $adas sakaribas:

1 1 1

o
2a/ 2a/+l 2a/+1
J _ J n J _ J +”

3a/ - 3a/+1 3a/+1 - 3a/+1 3a/+1 .

*)

Ar So sakaribu palidzibu izteiksmi, kura ir nepara skaits saskaitamo, iesp&jams
parveidot par izteiksmi, kura ir par vienu saskaitamo vairak.
Tas nozimé, ka, atrodot atrisindjumu veértibai n =4k +1, atrisinajums bis ar1 vertibai
n=4k+2, tatad nepiecieSams pieradit, ka atrisinajums eksisteé visam n=4k +1
(k>0) vertibam.
Pieradisim, ka
a) no atrisinajuma 12m +1 var iegiit atrisinajumu 12m +13,
b) no atrisinajuma 12m + 5 var iegit atrisinajumu 12m+17,
¢) no atrisinajuma 12m +9 var iegit atrisinajumu 12m + 21,
kur m — vesels nenegativs skaitlis.
a) Pienemsim, ka ir izdevies atrast atrisinajumu, ja n=12m+1, kur m=>1.
Parveidosim to par atrisindjumu vértibai n=12m+13, ,pagarinot” gan vienadibas
kreisaja, gan labaja pusé€ esosas izteiksmes par 12 locekliem.
Visiem para skaitliem 2k, kuriem 2k € (12m +1,12m +13], vajadzigo skaitu loceklu
var ieglt, izmantojot sakaribas (*).
Nepara loceklu izteikSanai izmantosim $adas sakaribas:
Jak=4m+2,tad

1 1 1 1 1 1 1

- 2ak+2 + 2ak+2 + 2ak+2 + 2ak+2

= 1 + 1
2ak 2ak+ 2ak+
1 1 1 1 1

= 2ak+2 + 2ak+3 + 2ak+3 + 2ak+2 + 2ak+2 ’
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dm+2 4m+2 8m+4 4m+2 8m+4 8m+4 4Am+2  24m+12

= + = + + = +
3ak 3ak+1 3ak+l 3ak+2 3ak+2 3ak+1 3ak+2 3ak+3
24m+12  4m+2 12m+3 12m+9 12m+5 12m+7

3ak+2 = 3ak+2 3ak+3 3ak+3 3ak+2 3ak+2
Jak=4m+4,tad
1 1 1 1 1 1

a: a+l+ a+l a+1+ a+2+ a+2;
2% 2% 2% 2% 2% 2%
dm+4 4m+4 8m+8 4m+4 24m+24 4m+4 12m+11 12m+13

a = a,+1 + a,+1 = a,+1 + a,+2 = a,+1 + a,+2 + a,+2 :

3% 3% 3% 3% 3% 3% 3% 3%
Tatad esam ieguvusi visus nepiecieSamos divpadsmit papildus loceklus.
b) Pienemsim, ka ir izdevies atrast atrisinagjumu, ja n=12m+5, kur m>0.
Parveidosim to par atrisinajumu vértibai n=12m+17, ,,pagarinot” gan vienadibas
kreisaja, gan labaja pus€ esosas izteiksmes par 12 locekliem.
Visiem para skaitliem 2k, kuriem 2k € (12m +5,12m +17], trukstoSos loceklus var

ieglit, izmantojot sakaribas (*).
Nepara locekliem izmantosim sakaribas:
Jak=4m+4,tad
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= + = + + = + + +
2ak 2ak+l 2ak+1 2ak+2 2ak+2 2ak+1 2ak+3 2ak+3 2ak+2 2ak+l
1 1 1 1 1 1 1

= 2ak+3 + 2ak+4 + 2ak+4 + 2ak+3 + 2ak+3 + 2ak+2 + 2ak+2 ;

dm+4 4m+4 8m+8 4m+4 8m+8 8m+8 4m+4 8m+8 8m+8

= + = + = + +
3ak 3ak+1 3ak+1 3ak+2 3ak+2 3ak+1 3ak+3 3ak+3 3ak+2
8m+8 4m+4 24m+24 24m+24 24m+24

3ak+1 = 3ak+3 3ak+4 3ak+3 3ak+2 =

_dm+4 12m+7 12m+17 12m+9 12m+15 12m+11 12m+13

3ak+3 + 3ak+4 + 3ak+4 + 3ak+3 + 3ak+3 + 3ak+2 + 3ak+2

Tatad esam ieguvusi visus nepiecieSamos divpadsmit papildus loceklus.
c) Pienemsim, ka ir izdevies atrast atrisinajumu, ja n=12m+9, kur m=>0.
Parveidosim to par atrisinajumu vertibai n=12m+ 21, ,,pagarinot” gan vienadibas
kreisaja, gan labaja pus€ esosas izteiksmes par 12 locekliem.
Visiem para skaitliem 2k, kuriem 2k € (12m+9,12m + 21], trukstoSos loceklus var
iegit, izmantojot sakaribas (*).
Nepara locekliem izmantosim sakaribas:
Jak=4m+6,tad

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= + = + + = + + + + ;
2ak 2ak+l 2ak+l 2ak+2 2ak+2 2ak+1 2ak+2 2ak+3 2ak+3 2ak+2 2ak+2
dm+6 4m+6 8m+12 4m+6 8m+12 8m+12 4m+6 24m+36+

+ + + +
3ak 3ak+l 3ak+1 3ak+2 3ak+2 3ak+l 3ak+2 3ak+3
24m+36 4m+6 12m+15 12m+21 12m+17 12m+19

3ak+2 = 3ak+2 + 3ak+3 + 3ak+3 + 3ak+2 + 3ak+2 :
Jak=4m+4,tad
1 1 1 1 1 1

= + = + + ;
2ak 2ak+l 2ak+1 2ak+l 2ak+2 2ak+2
dm+4 4dm+4 8m+8 4m+4 24m+24 4dm+4 12m+11 12m+13

3ak 3ak+1 + 3ak+1 - 3ak+l 3ak+2 3ak+1 + 3ak+2 + 3ak+2

Tatad esam ieguvusi visus nepiecieSamos divpadsmit papildus loceklus.
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Atliek paradit, ka iesp&jams atrast izteiksmes sakotngjam k veértibam:

e jak=1,tad l:lzl;
1 1

[ ] Ja k:S’tad l+l+l+l+l=l+z+§+i+i= N
4 4 4 8 8 9 9 9 27 27
e jak=09,tad
r1 11111 1 1 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .
—t—t—t—F—Ft—+—F—F—=—F—+—+—+—+—+—+—+—=1;
4 8 8 8 8 16 16 16 16 9 27 27 27 27 81 81 81 81
e jak=13,tad
1 1.1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
—t—t—t—t—F—F—F—+—F—+—+—F+—=
4 8 8 16 16 16 32 16 16 32 16 32 32
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13
==t —F—t—t—F—+—F—+—F+—+—+——=1.
9 27 27 81 81 81 243 &1 &1 243 81 243 243
Tatad sakotn€jam vienadojumam ir atrisinajums visam » vertibam, kuras var izteikt
forma n=4k+1 vai n=4k +2, kur k — vesels nenegativs skaitlis.
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A.AB. ATLASE KOMANDU OLIMPIADEI ,,BALTIJAS CELS 2011”

A.AB. Algebra

A.AB.1. Doti tadi skaitli a un b, ka polinoma P(x)= x> +ax* +bx—8 visas nulles
atbilst redlam x vértibam. Pieradit, ka a* >2b+12.
Apzimé&jam polinoma saknes ar p, g un . Tad
P(x)=(x=p)x=g)(x=r)=x" =(p+q+r)x* +(pq+ pr+qr)x - pqr =
=X’ +ax’ +bx-38.
p+q+r=—a
Tatad {pg+pr+qr=>.
pqr =28

Kapinot kvadrata iegiitas sist€mas pirmo vienadojumu un izmantojot sist€émas otro
vienadojumu, iegistam

a’=(p+q+r)’ =p>+q° +r>+2(pg+ pr+qr)=
2 2 2
=p +q’ +r’ +2b=3-%+2b .
No sakaribas starp vid€jo aritmé&tisko un vidgjo geometrisko ieglistam novert&jumu:

2 2 2
3-%233@%2# /8 =3.2% =12.

:3.p2+q2+r2

Lidz ar to esam ieguvusi, ka a +2b>12+2b, kas arT bija japierada.

A.AB.2. Vai eksiste tads reals skaitlis o tads, ka cosa ir iracionals, bet cos2a,
cos3a un cosSa visi ir racionali?

Izmantosim trigonometriskas sakaribas:

cos2a =2cos’ a —1; *)
cos3a =4cos® a —3cosa. (**)
. .. - r
Ja cos2a un cos3a ir racionali, tad varam apzimét cos2a = P un cos3a =—, kur
q s

p, g, runs ir veseli skaitli, pie kam g #0uns#0.
Izmantojot cos2a un cos3a, izteiksim cosca . No (*) izsakam 2cos” & = cos2a +1
un, ievietojot vienadiba (**), ieglistam
cos3a =2cosa(2cos’ o) —3cosa;
cos3a =2cosa(cos2a +1)—3cosa ;
cos3a =cosa(2cos2a +2-3);
r

cosda rq

cosa = = = .
2c082a~1 P _ (@2p-q)s

q
Ja 2p #¢q, tad saucgja esosa vertiba nav 0 un, tatad arT cosa ir racionals (veselu

skaitlu summa, starpiba, reizinajums un dalijums ir racionals skaitlis), kas ir pretruna
ar doto.
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Apskatam gadijumu, kad 2p =¢g. Tas nozimé, ka cos2« :% un 2a =+2% +27n

) Vs _ o Vs
jeb a = i€+ z7n,n € Z, kas, savukart, nozimé, ka 3a = iE +3zn,neZ un

NG

cos3a =0, bet 5 :J_r%[+57m, ne€ Z un lidz ar to cosSa:iT.

Saja gadijuma cos S« ir iracionals un atkal esam ieguvusi pretrunu ar doto.
Tatad uzdevuma nosacijumos minéta « vertiba neeksiste.
A.AB.3. Doti divi polinomi F(x)= x> +a,x*> +a,x+a; un G(x)=x> +b,x* +b,x +b,

(abi ar koeficientu 1 pie x°). Vienadojumiem F(x)=0, G(x)=0 un F(x)=G(x)
tika uzrakstitas visas realas saknes. Izradijas, ka uzrakstiti 8 dazadi skaitli. Pieradit,

ka vai nu mazakais, vai ari lielakais no uzrakstitajiem skaitliem nav vienadojuma
F(x)=0 sakne.

No algebras pamatteorémas seko, ka n-tas pakapes vienadojumam ir ne vairak ka »
saknes. Apzimésim vienadojuma F(x)=0 saknes ar F,F,,F, (F;<F,<F)),
vienadojuma G(x)=0 saknes ar G,,G,,G; (G, <G, <G;), un vienadojuma
F(x)=G(x) jeb F(x)—G(x)=(a,—b)x’+(a,—b,)x+(a,—b,)=0 saknes ir
H ,H, (H <H,). levérojam, ka gan F(x), gan G(x) vertibas, ja x = —oo, ir
negativas, bet, ja x — 400, ir pozitivas. Aplikosim funkcijas F'(x) grafiku (skat.

AS50. zim.), kas visu koordinatu plakni sadala divas dalas (zem ta F~ un virs F'):

a
s G 4 l*'g
Sl . y; x

AS50. zim.

Pienemsim pretgjo, t. 1., ka Fj ir mazaka, bet F; — lielaka no visam astonam sakném.
Ta ka G > Fj, tad mazam x veértibam funkcijas y = G(x) grafiks atrodas plaknes
dala F~. Lidzigi, no G5 < F5 seko, ka lielam x veértibam funkcijas y = G(x) grafiks
atrodas plaknes daja F™ .

Bet intervala starp vértibam Gj un Gy atrodas vienadojuma F(x) = G(x) saknes H,
un H, (H, < H,). Tas nozimé, ka Sajos punktos funkciju y=F(x) un y=G(x)
grafiki krustojas. Bet tad, ja x< H;, tad G(x)<F(x) (Jeb G(x) atrodas F ), ja
H,<x<H,, tad G(x)>F(x) (jeb G(x) atrodas F '), ja x> H,, tad G(x)< F(x)
(Jeb G(x) atrodas F ). Bet tas nozimé, ka G(x) atrodas F~ arl pie x> Fj3, kas ir

pretruna ar ieprieks izdaritajiem secinajumiem. So pretrunu izraisija pienémums, ka
no visam astonam sakném gan mazaka, gan lielaka ir vienadojuma F'(x)=0 sakne.
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Piezime. Lai gan uzdevuma nav prasits, Sos pasus spriedumus varétu atkartot ar1 par
funkciju G(x), jo abas funkcijas F(x) un G(x) §1 uzdevuma nozimé ir pilnigi
simetriskas.

A.AB.4. Zinams, ka a, b, c ir pozitivi reali skaitli un 1+ a+b+ c =2abc . Pieradit, ka

ab bc ca 3
+ + > =,
l+a+b 1+b+c l+c+a 2
- 1 1 1
Apzim&jam x=—+1, y=—+1, z=—+1.Tad
a b c
ab ab(1+c¢) B ab + abc _ ab+abc
l+a+b (A+a+b)(1+c) l+a+b+c+ac+bc 2abc+ac+bc
abc[lJrlj 1+1
- ¢ __c -
- S, 11 '
abc 2+l+l 244+ Y
b a b a
Lidzigi be =2 , “@ -V sakotngja nevienadiba ir identiska
l+b+c y+z l4+c+a x+z
nevienadibai
GRS S 22.

x+y y+z z4+x 2
Parveidojam iegiitas nevienadibas kreiso pusi:
z X X+y+z x+y+z x+y+z
" LY _XtyHz xty+z xty+z
X+y y+z z+x X+y yv+z zZ+Xx

:(x+y+z)( 1 + : + 1 j—3:

3=

xX+y y+z z+x

2 3 1+1

X+y y+z z+Xx

_2((x+y)+(y+2)+(2+x)) 3 .
_ | — .
+

Ta ka dalas skaititaja ir skaitlu x+ y, y + z, z + x vid€jais aritmétiskais, bet saucgja —
vidgjais harmoniskais, tad no ta, ka vid€jais aritmétiskais vienmér ir lielaks vai
vienads ar vid€jo harmonisko, seko, ka dalas vértiba ir vismaz 1.

Tatad
2_((x+y)+(y+z)+(z+x)j: 3 _322_3:_’
2 3 1 - 2 2

X+y y+z z+x
kas ar1 bija japierada.
A.AB.S. Atrast visas funkcijas f :R — R (funkcijas definétas realiem skaitliem un
kuru vértibas ir reali skaitli), kuras apmierina funkcionalviendadojumu:

FUGH )= (7 =y + 4w f(x+y).
Parveidojam doto vienadojumu f(f(x+ y)) = f((x—y)(x+ y))+4xf (x + y).
Apzim&jam u=x+y un v=x—y.
levérojot, ka u” — v’ = (x+ y)> —(x— y)* = 4xy, parrakstam doto vienadojumu:
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SU@) = f)+@ —v)f). *)
Jau=1,tad £(f1)=FV)+A-v*)f(1),jaard v=1,tad f(fQ)=f(Q1).
Izsakot, f(v)= ov? kur ¢ = f(1). Izmantojot atrastas sakaribas:
¢’ =fle)=ffM)=rM=c.
Tatad derigas ¢ vértibas ir {1, 0, 1}.
Parbaudam, vai iegiita funkcija f(x)=cx’, c={-1,0,1} apmierina doto
vienadojumu:
fle(x+y))=c(x® =p*) +4xy-c(x+p)*;
c-ct(x+p) =e(x? =2x*y* + y* +Axp(x* + 2xy + 7))
Ax+y) =c(x* =2x"y" +y* +4x°y +8x% )y +4xp°);
Ax+y) =c(x* +4x°y+6x°y* +4xy° + %) ;
x+y) =cx+ ).

Esam ieguvusi, ka ¢’ = ¢, kas ir patiesa vienadiba, ja ¢ = {~1, 0, 1}.
Tatad meklétas funkcijas ir f(x) =0, f(x)=-x> un f(x)=x".

A.AB. Kombinatorika

A.AB.6. Uz taisnstiurveida galdina ar n rindam un n+1 kolonnu ir uzliktas vairakas
figiiras. Pieradit, ka vienmeér var izvéléties kadas kolonnas (pozitivu skaitu) ta, lai
katra rinda bitu para skaits figiru. (Uz katra laucina var atrasties ne vairak ka
viena figira.)

Vispirms ieverosim, ka doto galdinu varam uzskatit par taisnstira tabulu A ar n
rindam un n+1 kolonnu, kuras katra ritina ir ierakstits 1, ja uz attiecigas galdina
rutinas ir uzlikta figiira, bet 0 — ja figiirinas nav. Ar A[k,r] apzim&sim skaitli, kas
ierakstits k-tas kolonnas r-taja rinda esoSaja rutina. Otrkart, ievérosim, ka kolonnu un
rindu seciba tabula nav biitiska — uzdevuma risindjums nemainas, ja tabulas A vieta
apliko tabulu, kuras divas kolonnas vai rindas samainitas vietam.
Apskatam gadijumu, kad n =1. Tad tabulai A ir viena rinda un divas kolonas. Ja
kada no riitinam ir ierakstita 0, tad izv€lamies So kolonnu, bet, ja abas ritinas ir
ierakstiti 1, tad izv€lamies abas kolonnas. Tadgjadi, izv€l&to ritinu summa vienigaja
rinda ir vai nu 0 vai 2 un jebkuram ritinu aizpildijjumam gadijumam n =1 eksiste
atrisinajums.
Izmantosim matematiskas indukcijas principu. Pienemsim, ka atrisinajums (iesp&ja
izveleties kolonnas noraditaja veida) eksisté visam n vertibam, kuram n2n,.
Pieradisim, ka atrisinajums eksiste art gadijumam »n =ng +1.
Aplikosim tabulu A ar » rindam un n+1 kolonnu. Ja taja ir kada kolonna, kura visi
terakstitie skaitli ir 0, tad izvélamies to. Ja tabula sadas kolonnas nav, tad
parkartojam rindas un/vai kolonnas ta, ka tabulas apaksgja laba stura ratipa ir 1, t. i.,
Aln+1,n]=1.
Tagad veidosim jaunu tabulu B, kas arT sastaves tikai no O un 1:
{A[k,r] +Aln+1,7](mod 2), jak <nun Alk,n]=1
Blk,r]= .

Alk,r] pretéja gadijuma
Tas nozimég, ka pedgjas kolonnas ritinu vertibas péc modula 2 tiek pieskaititas visam
tam kolonnam (iznemot p&dgjo), kuras pedejas rindas rutina ierakstits 1.
Tatad tabula B pédgja (n-taja) rinda tikai ped€jas kolonnas (7 +1-as) rutipa ir
ierakstits 1.
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Aplikojot tabulas B pirmas n —1 rindas un n kolonnas, $is riitinas arT veido tabulu,
kas atbilst uzdevuma noteikumiem. P&c induktiva piep€muma, tai eksisté
atrisindjums un ir iesp&ams izvéléties kolonnas 1<k, ,k,,....k, <n ta, ka Sajas
kolonnas esosas riitinas pa rindam katra ir ierakstits para skaits vieninieku.

Tagad salidzinasim kolonnu k,k,,...,k, riitipu saturu sakotngja tabula A un
parveidotaja tabula B. Ja kolonnu saturs neatskiras, tad esam atradusi nepiecieSamo
kolonnu komplektu (jo péd€ja A rinda visas ritinas bis ierakstitas nulles un ta
pretrunu neradis).

Ja kada A un B kolonna sava starpa atskiras, tad ievérosim, ka atSkiriba starp A un B
kolonnam var veidoties tikai tad, ja attiecigai A kolonnai tika pieskaitits pedejas
kolonnas saturs. Ja tabulas B rinda » ritinpu summa bija b, , tad atbilstoSo tabulas A
rindas r ritipu summu var iegitka a, = b, —P- A[n+1, r].

Ja P=2m,tad k,k,,....k, ir atrisinajums arT sakotn&jai tabulai A (jo atSkiriba starp
ritigu summam katra A un B rinda ir paru skaitlis).

Ja P=2m—1, tad atrastajam kolonnam papemot klat A p&dgjo (7 +1-o0) kolonnu,
iegiisim, ka tabulas A rindas » ritipu summa ir aprékinama ka
a,=b —P-An+1,r]+A[n+1,r]=b, —2(m—-1)A[n+1, r] un atrisinajumu tabulai
A veido kolonnas k,,k,,....k,,n+1.

Tatad esam pieradijusi, ka jebkurai n vertibai ieprieks aprakstita veida tabulam
eksiste atrisinajums.

A.AB.7. Skaitli no 1 lidz 2010 sadaliti tris neskelosas kopas — katra kopa ir tiesi 670
elementi. Pieradit, ka no katras kopas var izvéléties pa vienam skaitlim ta, lai viens
no Siem skaitliem biitu divu paréjo summa.

Piepemsim, ka $adus skaitlus izv€leties nav iesp&jams. Nezaudgjot visparigumu,
varam pienemt, ka 1,2,....n—1e€ A, bet ne B . Pienemsim, ka xeC un x—1¢ 4.
Ja x—1€ B, tad trijnieks (1, x —1, x) ir mekl&tais, un skaitlus var izvéleties atbilstosi
uzdevuma nosacijumiem.

Apskatam gadijumu, kad x—-1e€C. Tad 1) ja x—-neAd var iegit trijnicku
(x—n,n,x), 2) ja x—neB — trijnicku (n—1, x—n, x—1). Tatad, lai nevarétu
izveleties uzdevuma prasitos tris skaitlus, jabiit, ka x—n e C.

No x—n—-1le A var iegit trijnicku (x—n-1, n, x—1), bet no x—n—-1eB -
trijnieku (I, x—n—1, x—n). Tadgjadi, varam secinat, ka x—n—-1eC.

Lidzigi apskatot x—kin un x—kn—1, kur k ir jebkurs naturals skaitlis, iegiistam, ka
x—kneC un x—kn—-1e€C, bet tas nav iesp§jams, jo pirmie pec kartas esosie
naturalie skaitli 1, 2, ..., n —1 pieder 4.

Secinam, ka sakotngjais pienémums, ka x —1¢ 4, bija kludains, tatad x—1e€ 4.

Tad visiem x e C atbilstosais x—1e€ 4. Bet kopas 4 un C ir vienads elementu
skaits. Tas nozimé, ka speka ir ar1 spriedums pret&ja virziena: ja x€ 4, tad x+1€C.
Bet tad no 1€ 4, sekotu 2 e C, kas nav iesp&jams, jo 2€ 4,ja n>2,un 2€ B, ja
n=2.

Esam ieguvusi pretrunu, kas nozimé, ka sakotn&jais pienémums ir bijis aplams un
uzdevuma prasttos tris skaitlus vienmer var izvéléties.

A.AB.8. Tabula ar izmériem 8x8 ritinas aizpildita ar skaitliem no 1 lidz 64 ta, ka
jebkuru 4 skaitlu, kurus var parklat ar kadu figiru (skat. 12. zim.), summa dalas ar
vienu un to pasu skaitli N. Vai tas iespéjams, jaa) N=3;b) N=4;,¢c) N=57?
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12. zZim.
Skaitliem, kas ierakstiti riitinds A un B (skat. A51. zZim.), jadod vienads atlikums,
dalot ar N, jo tris pelékas riitinas gan kopa ar riitinu A, gan ritinu B, veido derigu
cetru ritinu figiru.

A

B
AS1. zim.

Sada veida izpéetot visas konfiguracijas, iegiisim visas ritinas, kuras ierakstito skaitlu
atlikumiem jabut vienadiem. Aizpildam tabulu (skat. A52. zim.), riitinas, vienadu
burtu ierakstam tad, ja tajas ierakstito skaitlu atlikumi, dalot tos ar N, ir vienadi:

alblcl|ld|a|b|lc|d
e|lfleglhle|flg|h
cld|lal|bl|lc|d|a|b
glhlelflglhlelf
alblcl|ld|a|b|lc|d
e|lfleglhle|flg|h
cld|lal|bl|lc|d|a]|b
glhle|flglh|lel|f
AS2. zZim.

Redzam, ka 8x8 ritinu tabula ir astonu ritinu grupas katra pa astopam ritinam,
kuras ierakstitie skaitli dod vienu un to pasSu atlikumu, dalot ar N.

Ja N =3, tad skaitli no 1 [idz 64 veido Sadus atlikumus: 22 skaitliem atlikums ir 1,
21 skaitlim — atlikums 0, 21 skaitlim — atlikums 2. Sos skaitlus nevar sadalit grupas
pa 8 ta, lai katras grupas skaitliem biitu vienads atlikums, dalot ar 3.

Ja N =5, tad skaitli no 1 1idz 64 veidos $adus atlikumus: 12 skaitli biis ar atlikumu
0, bet pa 13 skaitliem bis ar atlikumu 1, 2, 3 vai 4. Sos skait]us nevar sadalit grupas
pa 8 ta, lai katras grupas skaitliem biitu vienads atlikums, dalot ar 5.

Ja N =4, tad katrs no atlikumiem 0, 1, 2, 3 ir tieSi 16 skaitliem un tos var sadalit 8
grupas, lai izpilditos A52. zim&uma nosacijumi. Tabulas (skat. A53. zim.) katra
rutind noradits rutina ierakstita skaitla atlikums, dalot ar 4. Piem@ram, skaitlus var
izkartot ka paradits A54. zim.

1213101 1]|2(3]0 1{2(3|4|5]|]6]|7]|S38
0(3(2|1|10(3|2]1 9 (10111213 |14 |15] 16
3(0(112|3]|0]|1]|2 1711819202122 (23 |24
211101312103 2512627282930 (31|32
1(2(3|10|1(2]|3]|0 33(34(35(36|37|38|39|40
0(3(2|1|10(3|2]1 4114214344145 |46 |47 |48
310111230 1]|2 49 |50 |51 |52|53|54|55]56
2111032103 57158[59|60|61]|62]|63| 64
AS53. zZim AS54. zim.
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A.AB.9. Uz galda atrodas 11 kartinas, uz kuram uzrakstiti skaitli no 0 lidz 10. Divi
spéletdji spele sadu speli. Spéli sak pirmais spélétdjs. Katrs spélétdjs sava gajiend
panem vienu no atlikusajam kartinam. Pirma spélétaja meérkis ir izveidot augosu
aritmeétisko progresiju vismaz no 4 kartinam. Otra spelétaja merkis ir to nepielaut
(tad vins uzvar). Kuram no spélétajiem ir uzvarosa stratégija?

Pieradisim, ka uzvaro$a stratégija ir otrajam spélétajam. Apskatam visas iesp&jamas
aritmétiskas progresijas, kuras var izveidot no dotajam kartinam:

0,1,2,3) (5,6,7,8) (4,6,8,10)
1,2,3,4) (6,7,8,9) (1,3,5,7)
(2,3,4,5) (7,8,9,10) (3,5,7,9)
(3,4,5,6) 0,2,4,06) 0,3,6,9)
(4,5,6,7) (2,4,6,8) 1,4,7,10)

Vispirms ieverosim, ka ir tikai divas aritmétiskas progresijas, kuras neizmanto
skaitlus 4 vai 7; tas ir (0, 1, 2, 3) un (0, 3, 6, 9). Ja otrajam spélétajam péc diviem
gajieniem izdotos sava riciba iegiit gan 4, gan 7, tad ar atlikusajiem diviem gajieniem
pietiktu, lai nepielautu izveidot kadu no §tm divam progresijam. Ta ka §t1m divam
progresijam ir tikai divi kopigi skaitli 0 un 3, tad p&c trim gajieniem pirmais sp€létajs
sava riciba var bt ieguvis ne vairak ka tris skaitlus no vienas progresijas. Otrajam
speletajam atliek panemt ceturto Sis progresijas skaitli un ceturtaja gajiena panemt
kadu atlikusas progresijas skaitli.

Simetrijas dé| skaitlu paris 10-6=4 un 10-3=7 ir tikpat nozimigs, t.i., ta
iegiliSana sava riciba garante otra sp€létaja uzvaru.

Pieradisim, ka $ada pat nozimé svarigs ir ari paris {4,9}. Ir tikai tris progresijas,
kuras netiek izmantots neviens no Siem skaitliem: (0,1,2,3), (5,6,7,8) un
(1,3,5,7). Pirmajam divam nav kopigu elementu, bet abam ir pa diviem kopigiem
elementiem ar (1,3,5,7).

Ja otrajam sp€létajam sava riciba izdotos ieglit gan 4, gan 9, tad varam uzskatit, ka
pirmais spélétajs visus tris gajienus biis veltijis, lai izveidotu kadu no trim tikko
apliikotajam progresijam. Varam pienemt, ka ne vairak ka viens no pirmajiem trim
pirma spélétaja izveletajiem skaitliem ir no progresijas (0,1, 2, 3).

Ja no (0,1,2,3) nav izveléts neviens skaitlis un visi tris skaitli ir izv€léti no
(5,6,7,8), tad otrajam spélétajam vispirms jaizvélas ceturtais skaitlis no (5, 6, 7, 8)
un péc tam jaizvélas viens no skaitliem 1 vai 3 (vismaz viens no tiem biis palicis
brivs, jo ceturtaja gajiena pirmais spelétajs var€ja izveleties tikai vienu no tiem).
Jano (0,1, 2,3) pirmais spelétajs pirmo tris gajienu laika ir izvelg&jis vienu skaitli, tad
otrais speletajs izvélas skaitli no (1, 3,5, 7), kas izjauc divas progresijas un ceturtaja
gajiena var izveleties pedgjo skaitli no vél atlikusas progresijas.

Simetrijas d&] art skaitlu paris {10—-4 =6, 10—-9 =1} ir tikpat nozimigs.

Tatad ir Cetri nozimigi skaitlu pari: {4, 7},{4, 9},{1, 6},{3, 6}. Viegli parliecinaties,
ka otrais sp€létajs sava riciba var€s iegiit vismaz viena nozimiga skaitlu para abus
skaitlus: ja pirmais sp€létajs sava pirmaja gajiena izvélas 4, tad otrais sp€letajs
izv€las 6 un péc otra gajiena biis sava riciba ieguvis vai nu {1, 6}, vai {3, 6}.
Savukart, ja pirmais spélétajs pirmaja gajiena izvélas jebkuru citu, no 4 atSkirigu
skaitli, tad otrais spélétajs pirmaja gajiena izvelas 4 un péc otra gajiena sava riciba
var ieglt vai nu skaitlu pari {4, 7}, vai {4, 9}. Tatad, turpinot spéli, otrais spel&tajs
vienmer var uzvarét, t. i., nelaut pirmajam spé€létajam izveidot aritmétisko progresiju.
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A.AB.10. Anna un Toms piedalijas vakarinds kopa ar vél Cetriem draugu pariem.
Sasveicinoties dazi no cilvékiem paspieda viens otram rokas. Neviens nepaspieda
roku savam draugam un nepaspieda roku pats sev. Kad Toms vélak apjautajas, cik
daudziem katrs ir paspiedis roku, vins ieguva 9 atskirigas atbildes. Ar cik cilvékiem
sarokojas Anna?

Neviens nesarokojas pats ar sevi un savu draugu, tatad lielakais cilvéku skaits, ar
kuru vargja sarokoties viens cilveks, bija 8 (visu citu paru parstavji). Ta ka Toms
sanéma 9 atskirigas atbildes, tad katrs sarokoSanas reizu skaits no O lidz 8 bija
sastopams tieSi vienu reizi. Anna nevar biit sarokojusies 8 reizes, jo tad vina butu
sarokojusies ar visiem, iznpemot Tomu un, nebiitu ciemina, kur§ nav sarokojies ne ar
vienu jeb sarokojies 0 reizes. Tatad 8 reizes ir sarokojies kads no cieminiem
(apzimesim So cieminu ar A). Vienigais, kur§ ar So draugu nav sarokojies, ir §1
ciemina draugs Ad. Tad Ad ir vienigais, kur§ nav sarokojies ne ar vienu citu. Tas
nozimé, ka visi par€jie vakarinu dalibnieki ir pa reizei sasveicinajusSies un starp
pargjiem viesiem (iznemot 4 un Ad) un Annu ir ciemini, kas ar citiem
sasveicingjusies no 1 lidz 7 reizém. Ja tagad no aplukoSanas izslegsim tas
sarokoSanas, kas notika ar draugu pari 4 un Ad, par kuru sarokoSanas skaitu jau
zinam, varam uzskatit, ka uz vakarinam ir ieradies par vienu draugu pari mazak un
savstarpgjas sarokosanas jabiit parstavétiem visiem skaitliem no 0 lidz 6. Spriezot
lidzigi ka ieprieks, ieglisim, ka vienam no pariem ta parstavjiem ,,jauno sarokoSanos
skaits” biis 6 un 0 (kopgjais sarokosanos skaits — 7 un 1). Izslédzot ari So pari no
turpmakas apliikoSanas, atlikuSajiem diviem pariem un Annai ar Tomu sava starpa
»jasadala” 0 Iidz 4 sarokoSanas. Priek$péd&jais paris ar ped&jo pari un Annu un
Tomu biis sarokojies attiecigi 4 un 0 reizes (kopé€jais sarokoSanos skaits — 6 un 2).
P&dgjais paris ar Annu un Tomu bis sarokojies attiecigi 2 un 0 reizes (kopéjais
sarokoSanos skaits — 5 un 3). Tatad Anna sarokojas pa vienai reizei ar katra para
parstavi, t. i., Anna paspieda roku 4 cilvékiem.

A.AB. Geometrija

A.AB.11. Taisnstira ABCD diagonales krustojas punktd E, zinams, ka AB =2BC.
Lenka CAD bisektrise krusto CD punktda F, bet diagonali BD — punkta G. Aprékinat
FC garumu, ja EG =25.

Apzim&jam taisnstiira malu garumus AD =BC=a un AB=CD =2a (skat. ASS.
zim.).

A 2a B
a
X E
G a
D F C
ASS5. zim.

Izmantojot Pitagora teorému, aprékinam diagonales garumu:

BD = AC =+ AB* + BC? =\4d* +a* = a5 .
Aplikojam trijstiri ADE un izmantojam bisektrises Tpasibu:

1 a5
AD DG . 4 EBD—EG 5 _—2 -25

= :> _— =
AE GE a5 25 NG 25

2
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=N sozga—zsﬁ = a=20+10/5=102++/5).
Izmantojam bisektriSu 1pasibu trijsttirim 4ADC:
AD DF a 2a-CF
AC CF a5 CF
a-CF=2\/§a2 —a\/g-CF;
a-CF(1++/5)=2/5a%;
250 245-102+4/5) 200245 +5)W5-1)
1+4/5 J5+1 (5) -1?

CF

_ 20(10-2+/5+5V5-5) _ 5(5+345)
; .

A.AB.12. Vai eksisté trijstiris, kuram lenkis starp katram divam ta medianam ir 120°,
un kurs nav vienadmalu?

Pienemsim, ka eksiste trijstiris 4ABC, kas nav vienadmalu un kam izpildas
uzdevuma dota 1pasiba. Pienemsim, ka AA' ir §1 trijstira 1sakd mediana. Ar M
apzimé&sim medianu krustpunktu.
No sinusu teorémas trijstiri BA'M (skat. AS56. zim.) un medianu T1pasibas
(AM :MA'=2:1 jeb AM =2MA") ieglstam:

sin ZMBA"  MA'  MA < MB 1

sin /MA'B MB 2MB 2MB 2

1

= sin ZMBA' SlsinAMA’B Sl-l =—,
2 2 2

AS6. zim.

Tatad ZLMBA'= ZMBC <30°.

Tadgjadi £LMBC <30°, pie kam vienadiba tiek sasniegta tikai tad, ja sin ZMA'B=1
jeb ZMA'B =90°.

Lidzigi pierada, ka ZMCB <30°.

Ta ka trijstura ieks€jo lenku summa ir 180°, tad LMBC + ZMCB + ZBMC =180°.
Izmantojot, ka péc dota ZBMC =120°, iegiistam, ka ZMBC + ZMCB = 60°.

P&dgja vienadiba ir iesp&jama tikai tad, ja LZMBC = ZMCB =30°.

Ta ka malas BC pielepki ir vienadi, tad AMBC ir vienadsanu. No sakaribam
vienadsanu trijstirT seko, ka MA' ir gan mediana, gan arT augstums, t. i., MA' 1 BC.
Isaka mediana 44’ ir perpendikulara pret pamatu BC jeb A'A ir vidusperpendikuls.
No ta seko, ka trijstiiris ABC ir vienadsanu. Izmantojot trigonometrisko sakaribu
AMA'B un AAA'B, ieglistam

MA ., M4’ = 4B 1g30° = A'B-?;

tgMAB' =

!
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’ ] 3'ﬁA’B
a4 _3ma "3 0 g

A'B  A'B A'B

Ta ka trijsturT visi lenki ir mazaki neka 180°, tad LABC = LZACB = 60° un trijsturis
ABC ir vienadmalu. Tatad pienémums, ka AABC nav vienadmalu, ir aplams. Lidz
ar to esam pieradijusi, ka trijsturis, kuram izpildas uzdevuma dota sakariba, vienmer
ir vienadmalu.

tgABA' =

A.AB.13. Dots regulars dodekaedrs ar malas garumu 1. Pieradit, ka jebkura cela
garums pa ta virsmu no vienas virsotnes uz tai diametrali pretéjo virsotni ir
vismaz 4. (Regulars dodekaedrs ir telpiska figiira, kurai ir 12 vienadas skaldnes, kas
ir regulari piecstiiri.)

Regulara piecstiira visas diagonales ir vienada garuma — apzimé&sim $o garumu ar d
(skat. A57. zim.).

N
1 1
d-1
T
M 7 P
1 1
S R
AS57. zZim.

180°(5-2)

Visi regulara piecstiira iek$gjie lenki ir vienadi un to vértiba ir =108°.

Apzimésim ZNMP =a =36° un ZMNP =3a =108°. Trijsturi MNT un MNP abi ir
vienadsanu ar lepki o pie pamata. Tatad Sie trijsturi ir I1dzigi un to atbilstosas malas
ir proporcionalas:

A1 1y gig o gt
1 d 2

(kvadratvienadojuma otra sakne ir negativa un tapéc neder).

Izmantojot kosinusu teorému AMNP , aprékinam cosa un cos3a:

1++/5
4 9
d’ 1-+/5

d*=1"+1>-2cos3a = cos3a:1—7 = cos3a=T.

1’=1"+d*-2dcosa = cosaz% = cosa =

Lai noteiktu attalumu lidz diametrali pret&jai virsotnei, jaapskata divi iesp&amie
gadijumi (skat. zZim., kura doti dodekaedra izklajumi) un jaaprékina attalumi AB un
DE:

L NN e

B

AS8. zim.
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No kosinusu teorémas trijstiirt ABC:
AB*=AC*+BC?=2-AC-BC-cos ACB
6+24/5
4
Taka AB* >16,tad AB garums ir lielaks neka 4.
levérojam, ka DF =2+d , un izmantojam kosinusu teorému ADEF :
DE? =DF? +EF*-2.DF -EF -cos DFE ;
DE*=(2+d)* +1° =2(2+d)cos3a =
:(2+1+\/§J2+1_2'[2+1+\/§J'[1—\/§J:
2 2 4
_%(1+\/§)2+1+\/—:17+27\/§:17+\/E>17+\/E:17+15:

B 2 2 2
Tatad ari DE garums ir lielaks neka 4 un prasitais pieradits.

AB* =(3d)* +1° —6d cos O =6d°> +1=6 +1=10+3J/5>10+6=16;

16.

A.AB.14. Dotaja rinka linija iespejams ievilkt seSas rinka linijas ar radiusu r ta, lai tas
neparklatos. Pieradit, ka taja var ievilkt septinas rinka linijas ar radiusu r ta, lai tas
neparklatos.

Pieradisim, ka lielas rinka Iinijas radiuss ir vismaz 3r . Ja tas izdosies, tad septinas
rinka linijas taja var@s ievilkt klasiska veida (skat. A60. zim.):

A60. zZim. A61. zZim.

Piepemam pret€jo, ka lielas rinka Iinijas radiuss ir mazaks neka 3r. Apzim&am
lielas rinka Iinijas centru ar O, bet mazo ripka Iiniju centrus attiecigi ar
A, A4,, ..., A;. Neviens no punktiem A4, A4,,..., 45 nevar sakrist ar O, jo tad vairak
nevienu rinka Imiju lielaja rinka linija nevarétu ievilkt.

Visiem attalumiem OA4,, OA,, ..., OA4; (skat. A61. zim.) jabiit mazakiem neka 2r, jo
visu mazo rinka Itniju centriem jaatrodas vismaz attaluma r no lielas rigka linijas
(pret€ja gadijuma maza rinka Iinija neatradisies lielas rinka linijas iekSpus€). Vismaz
viens no lenkiem /£A4,04,, £4,04,, ..., ZA,0OA, neparsniedz 60°, jo pilns lenkis ir
360° liels. Pienemsim, ka Sis lenkis ir £4,04, . Tas nozimg, ka trijstiri 4,04, mala
A A, nav garaka no malam, jo neatrodas pret lielako no lenkiem. Tatad
A4, <max(04,,04,) < 2r, kas nozimée, ka mazas rigka linijas ar centriem punktos
A; un A, krustojas. leglita pretruna — tatad lielas rinka linijas radiuss ir vismaz 3r
un taja var ievilkt septinas rinka linijas ar radiusu » ka aprakstits ieprieks.
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A.AB.15. Dots dazadmalu Saurlenku trijstiris ABC. No punkta A novilkta mediana, kas
krusto trijstuira ABC apvilkto rinka liniju punkta A'. Pieskares, kuras novilktas
punktos A un A', krustojas punkta A". Lidzigi definé B" un C". Pieradit, ka A",
B" un C" atrodas uz vienas taisnes.

Ar M apzimé&sim medianu krustpunktu, bet ar O — trijstirim ABC apvilktas rinka
linijas centru (skat. A62. zim.). Ta ka A4BC nav vienadmalu, tad punkti M un O
nesakrit. Paradisim, ka punkti A", B", C"atrodas uz trijstarim ABC apvilktas rinka

Iinijas un rinka linijas ar diametru OM radikalas ass.
A

A A62. 7im.

Ar N apzimésim A"O un AA' krustpunktu. Ta ka A4"O ir pieskaru 44" un A'A"
simetrijas ass, tad 4”0 1. 44" jeb ZONM =90°. Tapéc punkts N atrodas uz ripka
Iinijas ar diametru OM . Ta ka radiuss, kas vilkts pret pieskarSanas punktu, ir
perpendikulars pieskarei $aja punkta, tad 044" ir taisnlepka trijstiiris (04 L A4" un
Z0OAA" =90°) un AN ir §1 trijstira augstums pret OA4". No taisnlenka trijstiira
1pasibam katetes kvadrats ir vienads ar $is katetes projekciju uz hipotentizas, kas
pareizinata ar hipoteniizas garumu, tapéc AA4"° = A"N-A"O. Vienadibas kreisaja
pusé ir punkta A" pakape attieciba pret ABC apvilkto ripka liniju, bet labaja — A"
pakape attieciba pret rinka liniju, kuras diametrs ir OM . Tas nozimé&, ka punkts A"
atrodas uz So rinka liniju radikalas ass (skat. Teoriju).

Analogi pierada, ka punkti B” un C" atrodas uz rinka linijas radikalas ass. Ta ka visi
punkti atrodas uz radikalas ass, tad esam pieradijusi, ka A", B" un C" atrodas uz

vienas taisnes.

A.AB. Skaitlu teorija

A.AB.16. Vai eksistée 8 péc kartas nemti naturali skaitli, kurus var sadalit divas kopds
ta, lai tam abam biitu viendds visu kopas elementu reizindjums?

Pieradisim, ka $adi skaitli neeksiste. Pienemsim pret&jo, ka prasitos astonus skaitlus
ir iesp&jams atrast un # ir mazakais no tiem. Aplikojam tadus pirmskaitlus p, ar ko
dalas kads no skaitliem n+i, kur i =1, 2, 3, 4, 5, 6. Ja visus skaitlus var sadalit divas
kopas ar vienadam skaitlu reizinajuma veértibam, tad katra no $STm kopam ir skaitlis,
kas dalas ar p . Tas nozimé, ka eksisté tads indekss j#i,0< j <7, ka skaitlis n+ j
dalas ar p . Tatad arT skaitlu starpiba (n+i)—(n+ j)=i—j dalas ar p. Ievérosim, ja
li—jl<£6,tad p<5.

Starp skaitliem {n+1,n+2,...,n+ 6} ir tiesi trTs nepara skaitli. Precizak, tie ir tris p&c
kartas eso$i nepara skaitli, kas lielaki neka 1, tap&c tiesi viens no tiem dalas ar 3 un

ne vairak ka viens — ar 5. S1 iemesla d€] vismaz vienam no nepara skaitliem ir vél
kads dalitajs — nepara pirmskaitlis, kas atskirigs no 3 un 5. No otras puses, ieprieks
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tika pieradits, ka vienigie derigie nepara pirmskaitli ir 3 un 5. Esam ieguvusi
pretrunu, tatad astonus skait]us ar ieprieks aprakstito Ipasibu atrast nav iesp&jams.

A.AB.17. Cik veidos 58;(1) var izteikt ka divu dalu reizinajumu, kuras katra ir forma

n+1 - . . . . e .
——, kur n — naturals skaitlis? (Skaitlis n katrai dajai var atskirties, un reizinataju

n
seciba nav svariga.)
. . o . p+l1 q+1 . .. o

Uzskatisim, ka divas meklétas dalas ir =—— un ——, kur p, ¢ ir naturali skaitli un
P

(p+1)(g+1) 2011 *)

pq 2010
Ta ka 2011 ir pirmskaitlis, tad nav iesp&ams, ka dalas skaititaja skaitli veido divu
skaitlu, kas lielaki neka 1, reizinajums. Ja n >1, tad skaitli nun n+1 ir savstarpgji

p=>q.Tad

pirmskaitli. Tatad n;rl ir nesaisinama dala. Vieniga iespé&ja, ka dalas P ;1 un
q;—l saisinas ta, ka vienas dalas skaititaja paliek skaitlis 2011, bet otras — 1. Ta ka
" <1, tad dala, kuras skaititaja ir 2011, ir lielaka no dalam, jo abu dalu reizinajums
r 58; >1. Péc piep€émuma p>gq, tad p;—l > p;—l > q;—l . Tad saisinot p7+1

iegiistam dalu, kuras skaititaja ir 2011, bet dalas g+1
p

bus 1. Tapéc skaitlim p ir jadalas ar ¢ +1 bez atlikuma jeb p =(g+1)k . Sakaribu
(*) varam parveidot sadi:

((g+Dk+1)(g+1) (gk+k+1) 2011

(q + kg kg 2010’
2010gk +2010k +2010 =2011kq ;
2010(k +1)

.
Ta ka k+1 nedalas ar k, tad k ir jabut skaitla 2010 dalitajam. Lai noteiktu 2010
dalitaju skaitu, sadalam to pirmreizinatajos: 2010=2-3-5.67. Veidojot dalitaju,
katru no pirmreizinatajiem varam vai nu ieklaut taja ka reizinataju, vai ari né€. Tatad
pavisam ir 2' =16 dalitaji jeb k var piepemt vertibas: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 67,
134,201, 335, 402, 670, 1005 un 2010.

skaititaja pec saisinaSanas

kg =2010(k +1)

var izteikt ka

Jebkur$ no Siem skaitliem der, lai iegiitu ¢ vértibu. Tatad dalu

divu dalu reizinajumu 16 dazados veidos.

Piezime. Lai gan uzdevuma nav prasits, varam atrast ar visus derigos p un g vertibu
parus:

(4021, 4020), (6032,3015), (8043,2680), (12065,2412), (14076, 2345),
(22120, 2211), (32175, 2144), (62340,2077), (136747,2040), (271484, 2025),
(406221, 2020), (675695, 2016), (810432, 2015), (1349380, 2013), (2023065, 2012),
(4044120, 2011).
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A.AB.18. Uz tafeles uzrakstits naturals skaitlis m. Viend gajiend atlauts nodzest m un ta
vietd uzrakstit 17m vai art [\/E] (ar [x] apzimé redla skaitla x veselo dalu).

Pieradit, ka, atkartojot sadus gajienus, uz tafeles iespéjams iegiit jebkuru naturdalu
skaitli.

Atrisinajumu sadalisim divas dalas:

1) pieradisim, ka no jebkura naturala skaitla, kas lielaks par 1, ar doto operaciju
palidzibu iesp&jams iegiit 1,

2) pieradisim, ka no 1 ar doto operaciju palidzibu iesp€&jams iegiit jebkuru naturalu
skaitli.

Pienemsim, ka dots patvaligs naturals skaitlis p. levérojam, ka visiem p>1

izpildas p>+/p>1l un p> [\/;] >1. Tapec, atkartojot operaciju [\/;] , katra solt
ieglisim aizvien mazaku naturalu skaitli. Ta ka p ir fikséts skaitlis, kas ar katru
gajienu samazinas, tad kada bridi tiks iegiits 1. Esam paradijusi, ka no jebkura
naturala skait]a iegit 1.

Vel japarada, ka no 1 var iegiit jebkuru naturalu skaitli 7.

Pamatosim, ka jebkuru naturalu skaitli » var iegiit no 1, sakuma a reizes veicot
reizinasanu ar 17, bet péc tam izpildot otru operaciju — velkot kvadratsakni un péc
tam nemot veselo dalu no iegutas vértibas. Lai tas biitu iesp&jams, ir jaizpildas
sakartbai n? <179 < (n+1)2k jeb logaritm@ot visas nevienadibas puses pie
bazes 17.

ST intervala sakném jabat lielakam vai vienadam ar 1, t. i., jaizpildas nevienadibai
2k log;n<a< 2k log;7(n+1). Lai Saja intervala biitu vismaz viens derigs naturals

skaitlis a, ja 2k (log;;(n+1)—log;;n)=1. Parveidojot iepriekS€jo sakaribu
ieglistam:

2k 2k
2k10g17n:121 = log”(nTHj >log,,17 = (n:l_lj >17.

2k0 2k0

>17 jeb (1+lj >17.

Tatad jaatrod mazaki k vértiba k=ky, kurai (””j
n n

P&c tam jaatrod atbilstoSo a veértibuka a = [21{“ log,, n} .

A.AB.19. Atrast visus naturalu skaitlu parus (m, n) tadus, ka 2m—1 dalas ar n un
2n—1 dalas ar m.

Parrakstot uzdevuma nosacijumus, iegiisim, ka nepiecieSams atrast vienadojumu
sisteémas

2m—1=kn
2n—1=Im

atrisinajumus naturalos skait]os.

. . Im+1 e
No otra vienadojuma izsakot n= un ievietojot pirmaja vienadojuma,

legiistam:
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Im+1

2m =k +1;
dm=kim+k+2;
k+2
m= .
4 -kl

Ta ka visi skaitli m, k, [ ir naturali, tad sauc€ja vertibai 4 —k/ jabit lielakai neka 0,
t.i., 4—kl>0 jeb kl <4.
Apskatam visus iesp&jamos variantus:

k / m n

1 1 |1 1

1 2 | 3/2 (nav naturals skaitlis) | 2

1 3 13 5

2 1 |2 3/2 (nav naturals skaitlis)
3 1 |5 3

Tatad meklétie skaitlu pari ir (1; 1), (3; 5) un (5; 3).
A.AB.20. Katram naturalam n aplitko kopu:
S,={0, 1, 1+2, 1+2+3, .,1+2+..+(n-1)}.
Pieradit:
a) ja n ir skaitla 2 pakape, tad kopa S, nevar atrast divus elementus, kuru starpiba

dalas ar n;
b) ja n nav skaitla 2 pakape, tad kopa S, vienmér var atrast divus elementus, kuru

starpiba dalas ar n.

Ja divu kopas §,, elementu starpiba dalas ar n, tad tas nozimé, ka ir iesp&jams atrast
divus tadus indeksus & un m, ka 0<k <m <n—1 un elementu starpiba izsakama ka
i . (m+k+1)(m—k)

i=k+1 2

. No skaititaja esoSajiem diviem reizinatajiem viens ir para,

bet otrs — nepara. Lai divu S, elementu starpiba dalitos ar n, tad izteiksmes

(m+k+1)(m-k)
2n

a) Ja n ir divnieka pakape, tad saucg€ja ir para skaitlis un tas nozimée, ka ar to var

dalities tikai viens no skaititaja esoSajiem reizinatajiem. Lielaka iesp&ama pirma

reizinataja verttba neparsniedz (n—-1)+(n—-2)+1=2(n—1), savukart otra:

(n—1)—0=n-1. Tas nozimé, ka neviena gadijuma skaititaja esoSais skaitlis nedalas

vertibai jabiit veselam skaitlim.

ar 2n bez atlikuma. Tatad kopa S, nevar atrast divus elementus, kuru starpiba dalas

ar n.

b) Ja n nav divnieka pakape, tad n var izteikt to ka n=(2p+1)2", kur

p=2lun r=0.

Pieradisim stipraku apgalvojumu: ja n nav skaitla 2 pakape, tad kopa S, vienmeér

varés atrast divus elementus, kuru starpiba ir #» . Nemot véra to, ka ar divnieka pakapi

dalas tikai viens no skaitliem m+k+1 un m—k, atrisinajumu meklésim ka vienas

no divam vienadojumu sisttmam atrisinajumu:

m+k+1=2p+1  (m+k+1=2"

{m—k:f” v {m—k=2p+1 '

Abu sist€mu otra vienadojuma abam pus€m pieskaitam 1:

*)
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m+k+1=2p+1 o m+k+1=2"
{m—k+1:2’”+1 Val {m—k+1=2p+2'
Ta ka m+k+1>m—-k+1, tad, lai sisttmam biitu atrisinajums, jaizpildas
nosacijumiem:
2p+122"" 41 2" >2p+2
vai .
p=2" p<2—1
Izmantojot saskaitiSanas panémienu, atrisinam sistémas (*):
{2m+1:2p+2r+1+1 vai {2m+1:2p+2r+1+1.

2k+1=2p-2"" +1 2k+1=2"-2p-1"

{m=p+2’ , {m:p+2r
vai .
k=p-2 k=2"-p
Taka p=1, r20,tad m=p+2" < p2 ™ +2" =2p+1)2" =n
Tatad m vertiba ir deriga, jo atrodas intervala O<m<n. Ta ka spéka ir
nevienadibas p+1>2" un 2" > p,tad £ >0.
Vel japarbauda, vai ir speka nevienadibas k <m <n:

k=p-2"+1<p<p+2"=m un k=2"—p<2 +p=m.
Tatad visam n vertibam iesp€jams atrast derigas m un k vertibas.
Lidz ar to esam pieradijusi: ja n nav skaitla 2 pakape, tad kopa S, vienmer var atrast
divus elementus, kuru starpiba dalas ar n.
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A.BW. STARPTAUTISKA MATEMATIKAS KOMANDU OLIMPIADE
“BALTIJAS CELS 2011~

A.BW. Algebra

A.BW.1. Realiem skaitliem x,, x,, ..., X,,, izpildas sakaribas
_ ! _ ! _ !
X +x, =2x[, X, + X3 =2X5, o, Xpg T X = 2%,
! ! ! 3 ] - .. . - 7=
kur x|, x3, ..., X5, ir Skaitlu x,, x,, ..., xX,,,, permutacija. Pieradit, ka

X, =X, = .o = Xyg -

Kapinam doto vienadibu abas puses kvadrata, péc tam saskaitam iegiitas vienadibas
un izmantojam, ka x;, xj, ..., Xy, ir skaitlu x,, x,, ..., x,,,, permutacija:
2 2 2 i 2 2 2
(e, +x,) "+ (X +2)" =(2x)" +.4+2xy,) =2x)7 + o+ (2x,50,,) " -
Atverot iekavas, ieglstam:
2 2 2 2 _ 2 2 2 .
X, +2x,x, x5 Fo+ Xy F2X,0,X, Hx; =4x] H4x5 o+ 4xy
2 2 2 2,
2 2
(x, =x,)" +. 4 (x50, —x,)” =0.
Kvadratu summa ir 0 tad un tikai tad, ja visi saskaitamie ir 0. Tatad
X, =X, =0,..., x5, —x, =0 jeb x, = x, =...= x,,,,, kas ar1 bija japierada.

A.BW.2. Dota funkcija [ :7Z — Z tdda, ka visiem veseliem x un y izpildas vienadiba
S =2)=F) = F(f()).
Pieradit, ka funkcija f ir ierobezota, t.i., eksisté tdada konstante C, ka
—C < f(x) < C visiem veseliem skaitliem x.

Ja y=7f(x),tad f(y=y)=f(y)=f(»)jeb f(0)=0.
Ja y=0, tad visiem x izpildas f(f(x))= f(0)— f(f(x)),
2f(f(x))=0,
f(f(x)=0.
Tatad esam ieguvusi, ka f(f(x)—y)=f(»).
Ja x=0, tad ieglistam, ka f(f(0)-y) = f(») jeb f(=y)=f(¥).
Apzimgjot y =—z, iegilistam
J(f(x)+2)=f(=2)=f(2). *)
Iesp&jami 2 gadijumi:
1)Ja f(x)=0 visam x vertibam, tad funkcija f ir ierobeZota.
2) Ja eksiste tada vertiba x,, ka f(x,)#0, tad no (*) seko, ka funkcija f ir
periodiska funkcija, tatad ta ir ierobezota.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka funkcija f ir ierobezota, t. i., eksisté tada konstante
C,ka —C < f(x)<C visam veselam x vertibam.

A.BW.3. Nenegativu veselu skaitlu virkné a,, a,, a,, ... visiem n>2 piemit ipasiba, ka

a ir a) +a,, pédéjais cipars. Vai noteikti eksisteé tads n,, ka virkne

n+l

Ay s Ayiis Ay ooy - 17 periodiska?

Ja n > 2, tad butiba tiek apskatita virkne p&c modula 10.
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Katru virknes elementu, sakot ar treso, viennozimigi nosaka virknes divi ieprieksgjie
locekli. Tapéc, ja eksisté tadi veseli skaitli n,>2 un k>0, ka a, =a, ,,, un
0 0

a, . =4, .4 tad virkne, sakot ar a, , ir periodiska ar periodu 4k.

Apskatam parus (a,.,;,ds,,,), 0<7<100. Ta ka a, un a, , pe modula 10 var
pienemt 10 dazadas vertibas, tad izteiksme a, +a, , var piepemt ne vairak ka
10-10 =100 dazadas vertibas p&c modula 10.

Tatad noteikti eksiste tadi veseli skaitli j, un j,, 0<j, < j, <100,ka a,,,, =a,.,;
un - ay,; =dy,,, . lzveloties n,=2+4j,, iegustam periodisku virkni

a a

ny 2

a

no+1> Gnya2o oee e

A.BWA. Doti nenegativi reali skaitli a, b, ¢, d tadi, ka a+b+c+d =4. Pieradit
neviendadibu

a b c d 4
+ + + <.
a’+8 b'+8 *+8 d*+8 9

Novaértésim izteiksmi a’ +2, izmantojot sakaribu starp vidgjo aritmétisko un vidgjo

geometrisko:
a+2=a’+1+1>23a’-1-1=3a.

Izmantojot iegiito nevienadibu, noveérteésim dotas nevienadibas kreisas puses
izteiksmi:
a b c d a b c d
Tt —t+t—5—+—5—< + + +
a+8 b +8 ¢ +8 d°+8 3a+6 3b+6 3c+6 3d+6
Ja pieradisim, ka

+ <—,
3a+6 3b+6 3c+6 3d+6 9
tad no nevienadibu ipaSibas (jJa x<y un y<z, tad x<z) sekos, ka ar1 dota
nevienadiba ir patiesa.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
a b c d 4
+ + + <—;
a+2 b+2 c+2 d+2 3
a+2-2 b+2-2 c+2-2 d+2-2 4
+ + + <—
a+?2 b+2 c+2 d+2 3
1- 2 +1- 2 +1- 2 +1- 2 Si;
a+?2 b+2 c+2 d+2 3
2 2 2 2 ££—4
a+2 b+2 c+2 d+2 3

1 1 1 1 8

-2 + + + <—=;
a+2 b+2 c+2 d+2 3

1 1 1 1 4

+ + + >—;

a+2 b+2 c+2 d+2 3

a b c d 4
+ +

3

b

1 1 1 1 1 1
— + + + >—.
4\a+2 b+2 c+2 d+2) 3
Pedgja nevienadiba ir patiesa ka nevienadiba starp vid€jo aritmétisko un vidgjo
harmonisko:
(1 1 1 1
> =

4 4 1
— + + + > =7
4(a+2 b+2 c+2 d+2j (a+2)+(b+2)+(c+2)+(d+2) 4+8 3
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Ta ka tika veikti ekvivalenti un ieglita patiesa nevienadiba, tad secinam, ka art dota
nevienadiba ir patiesa.

A.BW.5. Dota funkcija f: R — R, kurai visiem redliem x izpildas viendadiba

f(f(x)=x>—x+1.
Atrast f(0) vertibu.

Piepemsim, ka f(0)=a un f(1)=5.
Tad f(f(0))= f(a), bet no dotas vienadibas ieglistam, ka

f(f(0)=0"-0+1=1. (*)
Tatad f(a)=1.
Lidzigi no f(f(1)) = f(b) un f(f(1)=1*>—-1+1=1 seko, ka f(b)=1.
Taka f(f(a)=fQ)=b un f(f(a))=a’—a+1,tad a®* —a+1=b. (*¥)
No f(f(b)=f()=b un f(f(b))=b>—-b+1=b seko, ka b*—2b+1=0 jeb
b=1.
Ievietojot vienadiba (**) veértibu b =1, iegiistam

a’—a+1=1,
a’—a=0,

a=0un a,=1.
Ja a=0,tad f(0)=0 un f(f(0))=0, kas ir pretruna ar (*).
Jaa=1,tad f(1)=1un f(f(0))=1.Tatad f(0)=1.

A.BW. Kombinatorika

2
_ g, R . . n _ . .
A.BW.6. Dots naturals skaitlis n. Pieradit, ka ir vismaz T tadas taisnes, kas iet caur

koordinatu sakumpunktu un tiesi vienu citu punktu ar veselam koordinatam (x, y),
0<x,y<nm.

) . nl . .. . . . s
Pienemsim, ka n':[g} ir lielakais veselais skaitlis, kas apmierina nevienadibu
n'<

2 2
Ta ka % =n’ —3% <n®-3n'?, tad ir pietickami, ja pieradisim, ka ir vismaz
n®> —3n'* tadas taisnes, ka prasits uzdevuma (ja n ir para skaitlis, tad $is apgalvojums
sakrit ar uzdevuma doto; ja n ir nepara skaitlis, tad — apgalvojums ir "sp&cigaks").
Punktu sauksim par svarigu, ja ta abas koordinatas ir veseli skaitli no 1 Iidz n (abus
skaitlus ieskaitot). Svarigo punktu skaits ir n”. Svarigu punktu sauksim par mazu, ja
ta abas koordinatas nav lielakas ka n, pret€ja gadijuma — par lielu. levérojam, ka
mazo punktu skaits ir n'”.
Taisni, kas iet caur koordinatu sakumpunktu un satur vismaz divus svarigus punktus,
sauksim par sliktu.
Apskatam patvaligu s/iktu taisni /.
Pienemsim, ka / iet caur tiesi k svarigiem punktiem un ka P(x,y) ir svarigs punkts,
kas atrodas vistuvak koordinatu sakumpunktam.
Defingjam punktu P =(x-i,y-i) visiem veseliem skaitliem i, svarigie punkti uz

taisnes / ir P, P,, ..., P,. Ta ka uz sliktas taisnes atrodas vismaz divi svarigi punkti,
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tad k>2. Tatad P=F ir mazs punkts, jo noteikti 2x<n un 2y <n (lai punkts

atrastos dotaja apgabala) un [idz ar to x < % un y :g .

Ar k' apzimgjam tadu veselu skaitli, ka P, P,,..., P, ir mazi punkti uz taisnes /, bet
P,..,,..., P, ir lieli punkti uz taisnes /. Ta ka punkts P,,, nav mazs punkts, tad punkts
P, .1, nav svarigs punkts. Tatad k <2k"'+1.

Ta ka £k'>1, tad 2k'+1<3k" un k <3k'. Summgjot ieghito nevienadibu pa visam
sliktam taisném, ieglistam, ka svarigo punktu, kas atrodas uz sliktam taisném, skaits
ir ne lielaks ka triskarsots visu mazo punktu skaits, t. i., ne lielaks ka 3n'>.

Tatad ir vismaz n° —3n'> svarigi punkti, kas neatrodas uz kadas no sliktajam
2

. . o o _ _n -
taisnem. Lidz ar to esam pieradijusi, ka ir vismaz n’ —3n'> (tatad ari T) tadas

taisnes, kas iet caur koordinatu sakumpunktu un tiesi vienu citu punktu ar veselam
koordinatam (x,y), 0<x,y<n.

A.BW.7. Apzimésim ar T 15-elementu kopu {10a+b:a,be Z,1<a<b<6}. Sirtada
T apakskopa, kurd sastopami visi sesi cipari 1, 2, ..., 6, bet kurd nav tadu tris
elementu, kas kopa saturétu visus sesus ciparus. Atrast lielako iespéjamo kopas S
elementu skaitu.

Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas. Pirmkart, pieradisim, ka kopa S nav vairak
ka devini elementi. Sadalam visus kopas 7 elementus $adas piecas grupas:

12, 36, 45

13,24, 56

14, 26, 35

15,23, 46

16, 25, 34
Katra grupa paradas visi sesi cipari. Tatad kopa S var biit ne vairak ka divi skaitli no
katras grupas, t. 1., kopa S satur ne vairak ka 2-5=10 elementus. Pienemsim, ka
kopas S lielakais apjoms ir 10 elementi, t.i., no katras sadalijuma rindas kopa S
ietilpst tiesi divi elementi. Kopa S noteikti ir tads cipars, kur§ neparadas vismaz divas
reizes (pretgja gadijuma kopa S trukst lielakais 3 elementu, t. i., kopa § ir vismaz 12
elementi) un paradas vismaz vienu reizi (pretéja gadijuma Sis cipars kopa S
neparadas nemaz). Pienemsim, ka tads cipars ir 1 (citi gadijumi ir analogi) un ka
12,13¢ S,bet 16 € 5.
Apskatam $adu elementu sadalijumu (elementi, kas ir treknraksta, pieder kopai S, bet
elementi slipraksta — nepieder).

12,36, 45

13,24, 56

14, 26, 35

15,23, 46

16, 25, 34
Ta ka 16,45 S, tad 23¢S. Ja 24,36€ S, tad 15¢ S. Tatad kopa S no skaitlu
trijnieka 15, 23, 46 ietilpst ne vairak ka viens skaitlis. Esam ieguvusi pretrunu ar
pien€mumu, ka kopa S no katras sadalijuma grupas ietilpst tiesi divi elementi.
Otrkart, paradam, ka kopas S apjoms var biit 9. Piem&ram, kopas S elementi var bt

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26.
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A.BW.8. Katru no trim Greifsvaldes skolam A, B un C apmeklé vismaz viens skoléns.
No katriem trim skoléeniem, pa vienam no katras skolas A, B un C, var atrast divus,
kuri pazist viens otru un divus, kuri nepazist viens otru. Pierddit, ka vismaz viens no
sekojosiem apgalvojumiem ir patiess:

e kads skoléns no A pazist visus skolenus no B;
o kads skoléns no B pazist visus skolénus no C;
kads skoléns no C pazist visus skolénus no A.

Pieradisim no pretgja, t.i, ka neizpildas neviens no uzdevuma dotajiem
apgalvojumiem. Pienemsim, ka a ir skolas A skoléns, kur§ pazist visvairak skolénus
no skolas B. Ta ka a nepazist visus skolénus no skolas B, tad ir tads skoléns b, kuru a
nepazist. Lidzigi var atrast tadu skolas C skolénu ¢, kuru nepazist skoléns b un skolas
A skolénu a', kuru nepazist skoléns c. No ta, ka a nepazist b un b nepazist ¢, seko,
ka a pazist c¢. Lidzigi iegustam, ka a' pazist b. Ja b pazist a un nepazist a', tad a un
a' ir divi dazadi skolas A skoléni. Ta ka skoléns a pazist visvairak skolénus no
skolas B, tad ir tads skolas B skoléns &', kuru pazist @ un nepazist a' . Izveidojusies
situacija, kas att€lota A63. zZim&uma, kur nepartraukta Iinija savieno skolénus, kas
pazist viens otru, bet partraukta — kas nepazist.

A63. Zim.
Ja b' un c¢ pazist viens otru, tad skolénu trijnicka {a,b’, c} katri divi skoléni ir
pazistami, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Ja »' un ¢ nepazist viens otru,
tad skolénu trijnieka { a,b', c} nav divu skolénu, kas biitu pazistami (arT pretruna ar
doto). Tatad sakotngjais piep@émums nav pareizs. Lidz ar to esam pieradijusi, ka
vismaz viens no uzdevuma dotajiem apgalvojumiem ir patiess.

A.BW.9. Dots taisnstiris, kura izmérs ir mxn ritinas, tas nokrasotas melna vai balta

krasa. Krasojumu sauksim par labu, ja izpildds sekojosi nosacijumi.

e Visas ritinas, kas pieskaras taisnstiira malai, ir melnas.

o Nekadas cetras ritinas, kas veido kvadratu ar izmériem 2x2 ritinas, nav
nokrasotas vienda krasa.

o Nekadas cetras ritinas, kas veido kvadratu ar izmériem 2x2 ritinas, nav
nokrasotas ta, ka vienda krasa ir tikai tas riutinas, kas saskaras tikai ar stiriem (pa
diagonali).
Kadiem taisnstira izmériem mxn (m,n > 3) ir iespéjams labs krasojums?

Pieradisim, ka labs krasojums ir iesp&ams tad un tikai tad, ja n vai m ir nepara
skaitlis. Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka rindu skaits ir nepara skaitlis. Ja
visas riitinas, kas pieskaras taisnstiira malam, un katru otro rindu nokraso melnu, tad
iegiistam /abu krasojumu (pieméram, skat. A64. zim., kur m=5 un n=4).

A64. zim.
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Vel japierada, ka neeksiste /abs krasojums, ja m un n abi ir para skaitli.
Apskatisim grafu, kura virsotnes ir ritinas. Skautne starp divam ritinam A un B,
kam kopiga ir tikai virsotne, tiek vilkta tad un tikai tad, ja divas pargjas rutinas, kam
gan ar A, gan ar B ir kopiga mala, ir nokrasotas viena krasa. levérojam, ka ritinas
lielaka iesp&jama pakape (izejoSo Skautnu skaits) ir 4, jo riitinai pa diagonali atrodas
lielakais 4 citas rutinas.
Grafam, kas atbilst labam krasojumam, ir $adas 1pasibas:
e Taisnstira stiira riitinu pakape ir 1, jo stira rutinas abas blakus rutinas ir viena
krasa (melnas).
e Taisnstira mal€jo (ne stiira) riitinu pakape ir 0 vai 2 (skat. Iesp&amos labos
krasojumus A65. zim.).

(] (]
pakape 0 pakape 2 pakape 0
A65. Zim.
e Riitinu, kas atrodas taisnstura iekSpusé, pakape ir 0, 2 vai 4 (skat. A66. zim.).
a a a
d|e|b d b d b
c C Jc
Pakape 0 Pakape 2 Pakape 4
a, ¢ - viena krasa; a, b, ¢ - viena krasa; a, b, ¢, d - viena krasa
b, d - otra krasa d - otra krasa
A66. ZIm.

Vel japarada, ka rutinas pakape nevar biit 1 un 3. Pienemsim, ka virsotnes
pakape ir 1 (skat. A67. zim. a)), tad riitinas a un b ir, pieméram, melna krasa.
Riitina c ir balta, tad ritinai d jabiit melnai, bet tada gadijuma janovelk vél viena
Skautne. Pretruna ar pienémumu, ka pakape ir 1. Lidzigi pierada, ka ritinas
pakape nevar bt 3 (skat. A67. zZim. b)).

a a
d b d b
c C
a) b)
A67. zZim.

Apgalvojums, ka krasojums, kas nav /abs, ir ekvivalents ar apgalvojumu, ka nekadas
divas grafa Skautnes nekrustojas (ja grafa Skautnes krustojas, tad kvadrata 2x2
ritinas visas ritinas ir nokrasotas viena krasa vai arl viena krasa ir nokrasotas
rutinas, kas saskaras ar tikai stiiriem — pretruna ar doto).

ledomasimies, ka uz dota taisnstira més uzliekam rezgi, kas nokrasots ka Saha
galdins. Ieveérojam, ka Saja krasojuma nav tadas Skautnes, kas savieno dazadas krasas
rutinas. Veidojas divi dazadi grafa komponens$u savienojumi, t. i., dotajam grafam ir
divi apaksgrafi. Ja m un n ir para skaitli, tad stiira riitinas, kas pieder vienai taisnstiira
malai, atrodas dazados grafa komponensu savienojumos. Ta ka virsotnu, kas atrodas
viena savienojuma, pakapju summa ir para skaitlis (skat. Teoriju), tad taisnstiira
pretgjo stiru rutinam jaatrodas viena un taja pasa komponentu savienojuma. Tatad ir
marSruts no vienas stira riitinas uz tai pret€ja stiira rutinu. Pavisam ir divi $adi
mar$ruti. Sie divi marruti noteikti krustojas, t.i., eksisteé divas Skautnes, kas
krustojas. Tatad Sis krasojums nav /labs. Lidz ar to esam pieradijusi, ka labs
krasojums iesp&jams tikai tad, ja m vai n ir nepara skaitlis.
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A.BW.10. Divi speletaji spele sekojosu speli ar veseliem skaitliem. Sakotnéjais skaitlis
ir 2011°"'"'. Spélétaji gajienus izdara péc kartas. Vienda gdajiend no ta var vai nu
atnemt kadu naturdalu skaitli starp 1 un 2010 ieskaitot, vai art izdalit to ar 2011,
noapalojot uz leju lidz tuvakajam veselajam skaitlim, kad tas nepieciesams. Uzvar
spélétdjs, kurs pirmais iegist nepozitivu skaitli. Kuram spélétajam ir uzvarosa
stratégija?

Pieradisim, ka uzvaroSa stratégija ir otrajam sp&létajam.

Turpmak aplikosim skaitli, uzrakstitu skaiti§anas sistéma ar bazi 2011. Saja bazé ir

2011 cipari—0, 1, 2, ..., <2010 >.

Sakotngjo skaitli 2011%°'" uzrakstot skaitiSanas sistéma ar bazi 2011, iegiisim skaitli,

kas bus forma 10....0. Pieradisim, ka otrais speletajs vienmer var panakt, ka pec
2011

katra vina gajiena skaitlis 2011 skaitiSanas sist€éma beidzas ar nepara skaitu nullu un,

ja otrais sp€létajs ievero So strat€giju, tad situaciju, ka skaitlis péc gajiena beidzas ar

nepara skaitu nullu, nekad nevar panakt pirmais sp&létajs.

Ja péc otra (vai pirms pirma) spélétaja kartgja gajiena ir izdevies panakt situaciju, ka

skaitlis beidzas ar nepara skaitu nullu, tad tas nozimé, ka skaitlis dalas ar 2011.

Atcergsimies, ka sakotngjais skaitlis atbilst $im nosactjumam.

Pirmajam spélétajam no Sada skaitla atnemot jebkuru skaitli starp 1 un 2010

ieskaitot, tiks iegiits skaitlis, kas nedalas ar 2011 un, tatad tas nebeigsies ar 0

skaitiSanas sist€éma ar bazi 2011. Ja skaitlis tiktu izdalits ar 2011, tad nullu skaits

skaitla beigas samazinatos par viens un, tatad nullu skaits skaitla beigas biitu paru

skaitlis. Esam paradijusi, ka, ja pirms pirma spélétaja gajiena skaitlis beidzas ar

nepara skaitu nullu, tad p&c sava gajiena pirmais spélétajs nevar panakt situaciju, lai

skaitla beigas biitu nepara skaits nullu.

Ja p&c pirma spéletaja gajiena skaitla beigas ir kadas 0, tad, p&c ieprieks izspriesta, to

skaits ir para skaitlis un, izdalot So skaitli ar 2011, otrais spélétajs atjaunos situaciju,

kad skaitla beigas ir nepara skaits nullu.

Ja péc pirma spéletaja gajiena skaitla beigas nullu nav, tad nepiecieSams Skirot

vairakus gadijumus:

1) atlicis vienciparu skaitlis robezas no 1 lidz <2010 >, kuru ar vienu gajienu

iesp&jams parveidot par 0 un, tatad uzvarét;

2) atlicis vairakciparu skaitlis, kur priekSpedg&jais cipars nav 0. Tad p&dgjais cipars ir

robezas no 1 lidz <2010 > un atpemot skaitli, kas vienads ar So p&dgjo ciparu,

iegiisim skaitli, kas beidzas ar vienu (nepara skaits) nulli;

3) atlicis vairakciparu skaitlis, pie kam pirms p&dgja cipara skaitla pieraksta ir k£

(k>0) nulles. Ja k ir para skaitlis, tad atpemot skaitli, kas vienads ar So p&dgjo

ciparu, iegisim skaitli, kas beidzas ar k+1 (nepara skaits) nulli. Ja & ir nepara

skaitlis, tad izdalot skaitli ar 2011 un noapalojot uz leju, iegiisim skaitli, kura,

salidzinot ar sakotn&jo, ir atmests ped&jais cipars un, tatad, iegiisim skaitli, kas

beidzas ar k (nepara skaits) nullem.

Ieverojot, ka péc katra gajiena atlikuSais skaitlis arvien samazinas, pie kam skaitla

pieraksta garums katrd gajiena samazinas ne vairak ka par vienu ciparu, varam

secinat, ka otrais sp€létajs, sadi spelejot, noteikti uzvarées.

A.BW. Geometrija

A.BW.11. AB un CD ir divi rinka linijas @ diametri. Patvaligam uz @ izvelétam
punktam P, ar R un S apzimésim ta projekcijas attiecigi uz AB un CD. Pieradit, ka
nogriezna RS garums nav atkarigs no punkta P izvéles.

Apzim&jam ar O rinka Iinijas @ centru (skat. A68. zim.).
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A68. zim.

Ta ka punkti R un S ir punkta P projekcijas uz AB un CD, tad ZPRO = ZPSO =90°.
Tatad punkti P, R, O, S atrodas uz vienas rinka linijas @' un OP ir ripka linijas @'
diametrs (jo uz hordas OP balstas 90° liels ievilktais lenkis), kas ir vienads ar rinka
Iinijas @ radiusu.

Nogrieznis RS ir rinka Iinijas @' horda, uz kuras balstas ZBOD . Ta ka rinka linijas
@' diametrs nav atkarigs no punkta P izvéles un ZBOD ir nemainigs, tad arT RS
garums ir nemainigs (vienadas rinka Iinijas vienadiem lepkiem atbilst vienadas
hordas).

A.BW.12. Kvadrata ABCD iekspusé izveléets tads punkts P, ka PA:PB:PC ir 1:2:3.
Aprékinat lenki ZBPA.

Pagriezot trijstiiri ABP ap punktu B par 90° (skat. A69. zim.), punkts 4 att€lojas par
punktu C un punkts P par jaunu punktu Q (P4 =QC = x, PB = BQ =2x, PC =3x).

1 B
"’-,..--""'f'—'- 1
e 1
P \
“"‘. !
\“"-‘_ \
n, - g l.ll
B Q
!
¥

b A69. zIm.

Tad ZPBQ=/PBC+ /ZCBQ=/PBC+/ZABP=90°. Tatad trijstiris PBQ ir
vienadsanu taisnlenka trijsturis un ZBQP = ZBPQ =45°.
TrijstiirT1 PBQ izmantojam Pitagora teorému:
PO* = BO* + PB* =2-(2x)> =8x” jeb PO =+/8x.

Parbaudisim, vai APQC malu garumiem izpildas Pitagora teorémas apgriezta
teoréma:

PC* = PQ* +QC?

(3x)” = (+/8x)” +x?

9x* =9x°
Tatad APQC ir taisnlenka trijsturis (LPQC =90°).
Lidz ar to ZBPA=/ZBQC = ZBOP+ ZPQC =45°+90°=135°.
Piezime. Sanak, ka punkti 4, P un Q atrodas uz vienas taisnes.
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ABW.13. Punkts E atrodas izliekta Cetrstira ABCD iekspusé. Cetrstira arpusé
konstrueti trijsturi AABF, ABCG, ACDH un ADAI td, ka AABF ~ADCE,
ABCG ~AADE, ACDH ~ABAE un ADAI ~ACBE . Punkti P, Q, R un S ir punkta E
projekcijas attiecigi uz taisnem AB, BC, CD un DA. Pieradit: ja cetrstirim PORS var
apvilkt rinka liniju, tad EF -CD = EG-DA=FEH - AB=EI - BC.

Ta ka P, O, R un S ir punkta E projekcijas uz Cetrstira ABCD malam, tad
ZEPB = ZEQC = ZERD = ZESA =90° (skat. A70. zim.).

A70. zZim.

Tatad ap cCetrsturiem APES, BOEP, CREQ un DSER var apvilkt rinka Iinijas, jo So
Cetrstiiru pretejo lenku summas ir 180°. Ap Cetrstiri PORS var apvilkt rinpka liniju
péc uzdevuma dotajiem. Izmantojot, ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa
rinka Iinijas loka, ir vienadi, ieglistam

o /AEB =180°—(LEAB + ZABE) (trijstiira ieks€jo lenku summa);

o /AEB =180°—(LESP + ZPQFE) (sakaribas ievilktos Ccetrstiros APES un

PBOE);

o /AEB =180°—(180°— ZESR — ZRQFE) (ievilkta Cetrstira PORS pret€jo lenku
summa ir 180°);
/AEB = ZESR + ZRQE ;

ZAEB = ZEDC + ZDCE (sakaribas ievilktos Cetrsturos SERD un REQC);
ZAEB =180° — ZDEC (trijstiira ieks€jo lenku summa);

o /AEB =180°—- LAFB (attiecigie lenki lidzigos trijstiros DCE un ABF).
Esam ieguvusi, ka ZAEB + ZAFB =180°. Tatad ap Cetrsturi AEBF var apvilkt rinka

Itniju. No Ptolemaja teorémas (skat. Teoriju) seko, ka
EF -AB = AE-BF + BE - AF . (*)

Ta ka AABF ~ ADCE, tad AB:BF:AF:kjeb AB=k-CD, BF =k-CE un
CD CE DE

AF =k-DE.
Ievietojot §1s sakaribas vienadiba (*), ieglistam
EF -k-CD=AE -k-CE+BE -k-DE;
EF -CD = AE -CE + BE - DE .
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Esam ieguvusi, ka reizinagjuma EF -CD vértiba ir atkariga tikai no nogrieznu AE,
CE, BE, DE vertibam.
Lidzigi var pieradit, ka ar1 reizinajumi EG-DA, EH - AB, EI-BC ir vienadi ar
izteiksmi AE - CE + BE - DE .
Lidz ar to esam pieradijusi, ka EF -CD =EG-DA=EH - AB=EI -BC.

A.BW.14. Trijsturt ABC ievilkta rinka linija pieskaras ta malam BC, CA, AB attiecigi

punktos D, E, F. Uz $is ripka linijas izvéléts tads punkts G, ka FG ir tas diametrs.
Taisnes EG un FD krustojas punkta H. Pieradit, ka CH || AB.

No pieskaru 1pasSibam seko, ka BF =BD un EC =CD . Tatad AFBD un AECD ir
vienadsanu trijstiuri. Apzim&jam £DFB = ZFDB =a un LCED = ZEDC = f (skat.

A71. zim.).

A7l. zZim.

Tad LFBD =180°-24DFB =180°-2a un LZECD =180°-2ZCED =180°-2/.

leverojam, ka ZFDB=/CDH =« ka krustlepki. Ta ka FG ir diametrs, tad
GF 1L AB jeb LGFB=90° un LGFD =90°-4ZDFB=90°-« .
ZGED = ZGFD =90° -« ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku
GD.
Aprekinam AEDH lenki ZEHD :

/EHD =180°- ZGED — ZEDH =180°—(90°—a) —(a+ ) =90°—- 5.
levérojam, ka ZECD =180°-24 =2(90°—- f)=2ZEHD . Tatad punkts H atrodas uz

rinka Iinijas, kas iet caur punktiem D un E un kuras centrs ir punkta C.
Tad CE =CD =CH ka radiusi un lidz ar to ADCH ir vienadsanu trijsturis, kura
virsotnes lenkis ir ZDCH =180°-2/CDH =180° -2« .

Tatad CH|AB, jo ZDCH = ZBCH = ZCBA=180°-2c ka iekigjie $kerslenki pie
taisném 4B un CH, kuras krusto taisne CB.

A.BW.15. Punkts E atrodas uz izliekta cetrstira ABCD malas AD. Zinams, ka
/ADB = /BDC un AE-ED+ BE* =CD - AE . Pieradit, ka Z/EBA= /DCB.

Pienemsim, ka punkts F' ir simetrisks punktam E attieciba pret taisni DB (skat. A72.
zim.).
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A A72. zZim. B
No vienadibas ZADB = ZBDC secinam, ka punkts /" un punkts C atrodas uz taisnes
DC un tie atrodas viena pus€ no punkta D. P& dota
AE-ED < AE-ED+ BE* = CD - AE jeb FD = ED < CD ; tas nozimé, ka punkts F ir
segmenta DC ieks$gjs punkts.
Ieverojam, ka trijstiiri DEB un DFB ir vienadi (simetriski attieciba pret taisni DB).
Tad LZAEB = ZBFC (ka vienadu lenku blakuslenki).
No dotas vienadibas iegiistam, ka

BE® =CD-AE— AE-ED = AE -(CD - ED) = AE-(CD - FD) = AE -CF .

Dalot vienadibas BE> = AE -CF abas puses ar BE - CF , ieglistam BE = ﬂ
CF BE
_ o . . _ BE AE
Nemot véra, ka BE = BF , iegiito attiecibu varam parveidot forma oF = TR (*)

Ta ka izpildas vienadiba (*) un LAEB = /ZBFC, tad ABEA~ ACFB (péc pazimes
"mim"). Tatad LEBA=/ZFCB = /ZDCB ka atbilstosie lenki lidzigos trijstiiros.

A.BW. Skaitlu teorija

A.BW.16. Dots patvaligs vesels skaitlis a un skaitlu virkne x,,x,,..., kur x,=a,

x, =3 un x, =2x, , —4x,, +3 visiem n>1. Atrast lielako skaitli k,, kuram var

atrast tadu pirmskaitli p, ka x,,,, —1 dalas ar p"*

Apzim&jam y, =x, —1,tady,=a—-1un y, =3-1=2.
Izmantojot doto sakaribu, iegiistam
v, =x,—-1=2x, ,—4x, ,+3)-1=
=20y, +D) -4y, +D)+3-1=
=2y, ,+2-4y ,—-4+2=
= Zyn—l - 4yn—2

Esam ieguvusi, ka y, =2y -4y, jeb y =2y , -4y ;.

Tatad y, =2(2y,, =4y,3) =4y, =4y, =8y, —4y,, =8y, ; visiem n>2.

Izmantojot iegiito sakaribu y, = -8y, ,, parveidojam izteiksmi x,,, —1:

Koo = 1= Yoo = =800 = =8+ (=8¥ap5) = . = (=8) "y, = (27)7" -2 =271,

Tatad k, =2011.

A.BW.17. Atrodiet visus naturalos skaitlus d, kuriem ir spéka ipasiba: ja d ir kada

naturala skaitla n dalitajs, tad d ir ari jebkura tdada skaitla dalitajs, kuru var iegiit no
n, samainot vietam ta ciparus.

Pienemsim, ka d ir k-ciparu skaitlis ar Tpasibu: ja naturals skaitlis »n dalas ar d, tad ar
d dalas ar1 jebkurs naturals skaitlis m, kura cipari ir tadi pasi ka skaitlim ».
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Tada gadijuma eksisté (k + 2 )-ciparu skaitlis, kas sakas ar ,,10”, t. 1., 10a,a,...q, ,
kur$ dalas ar d. Ja ta nebitu, tad d daudzkartnim, kas mazaks neka 10**' ka nakamais
sekotu daudzkartnis, kas lielaks vai vienads ar 11-10* . Bet tas nozimétu, ka d > 10",
kas ir pretruni ar to, ka d ir k-ciparu skaitlis un, tatad d <10,

Ja 10q,a,...a, dalas ar d, tad, péc uzdevuma nosacfjumiem, ar d dalas ar1 skaitli

a,a,..a,10 un aa,..a,01. Ta ka Sie abi skaitli dalas ar d, tad arT to starpibai

a,a,..a,10—a,a,...a,01 =9 jadalas ar d. Tatad d vertibas var bt tikai 1, 3 vai 9.
Ta ka ar 1 dalas jebkurs skaitlis, tad vértiba d =1 atbilst uzdevuma nosacijumiem.

Izmantojot dalamibas pazimes ar 3 un 9, iegiistam, ka der ari vértibas d =3 un
d=9.

A.BW.18. Atrast visus pirmskaitlu parus (p, q) tadus, ka gan p> +q°, gan q*> + p’ ir
naturalu skaitlu kvadrati.
Apskatam vienigo gadijumu, kad p ir para skaitlis. Ja p =2, tad jaatrod tada ¢
vértiba, lai ¢> +8 un ¢’ + 4 biitu naturalu skaitlu kvadrati.
Taka ¢° +8> ¢, tad
g>+8>(q+1)7;
g>+8>q>+2g+1;
2q<7;
qg<35.
leglistam, ka ¢ =2 vai ¢ =3 . Parbaudam, vai ¢’ +4 ir naturala skaitla kvadrats:
g=2 = g’ +4=8+4=12 (neder);
g=3 = ¢ +4=27+4=31 (neder).
Tatad p #2 un simetrijas dé| arT g # 2.
Talak apskatam gadijumu, kad p=¢q. Tad p’+ p> = p*(p+1) ir jabit naturdla
skait]a kvadratam.
Ta ka viens no reizinatajiem jau ir skaitla kvadrats, tad arT otram reizinatajam jabut
kada naturala skaitla # kvadratam, t. i., p+1=n°jeb p=n’>-1=(m+1)(n-1).
Lai p bitu pirmskaitlis, vienam no reizinatajiem jabiit vienadam ar 1. Tas iesp&jams,
ja n=2. Tatad p=2>-1=3. Esam ieguvusi, ka skaitlu paris (3;3) apmierina
uzdevuma prasibas.
Vel jaapskata gadijums, kad p un ¢ ir dazadi nepara pirmskaitli. Pienemsim, ka a ir
tads naturals skaitlis, ka p° +¢’ =a’,t.i., ¢ =a’ — p> =(a+ p)a—p).
Abi reizinataji a+p un a—p nevar dalities ar ¢, jo tad arl to starpiba
a+p—(a—p)=2p dalitos ar g, kas nav iesp&ams, jo p un ¢ ir dazadi nepara
pirmskait]i.
Tatad viens no reizinatajiem ir ¢’ , bet otrs reizinatajs ir 1.
Ta ka a- p ir mazakais reizinatdjs, tad a—p=1 un a+ p=g’ . Atpemot abas
vienadibas, ieglistam, ka 2p =¢° —1 jeb ¢° =2p +1. Simetrijas d&l p’ =2g +1.

’ jeb ¢’ < p’, kas nevar biit, jo p<gq.

Ja p<gq, tad ¢’ =2p+1<2g+1=p
Gadijums, kad p > ¢, ir analogs. Esam ieguvusi, ka gadijuma, kad p un ¢ ir dazadi
nepara pirmskaitli, nav tada para (p; ¢), kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tatad (3; 3) ir vienigais pirmskaitlu paris, kas apmierina uzdevuma prasibas.
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A.BW.19. Dots pirmskaitlis p # 3. Pieradit, ka var atrast aritmétisko progresiju
Xps Xy eees X kas sastav no dazadiem naturaliem skaitliem, kuras visu loceklu

reizinajums ir naturala skaitla kubs

Pienemsim, ka naturalu skaitlu virkne a,, a,, ..., a » ir aritmétiska progresija un §is
progresijas visu loceklu reizinajums ir P =g, -a, -...-a . Ja aritmetiskas progresijas
visus loceklus reizina ar vienu un to paSu skaitli, tad iegiist citu aritmétisko
progresiju. Tatad katram naturalam skaitlim » virkne @, P",a,P",...,a pP” ari ir

aritmétiska progresija, kuras visu loceklu reizinajums ir
aP"-a,P"-..ca,P" =P" .a;-a,-..-a, =P"" - P=P""" Lai P"P"' biitu
kada skaitla kubs, tad kapinatajam np+1 jadalas ar 3. Ta ka p ir pirmskaitlis, tad
iesp&jami 2 gadijumi:

e ja p=1(mod3),tad 2p+1=0(mod 3) jeb eksiste tads naturals skaitlis ¢, ka
2p+1=3¢q. Saja gadijuma n=2 un mekléta aritmétiska progresija ir forma
ale, azPZ, s apPZ;

e ja p=2(mod3), tad Ip+1=0(mod 3) jeb eksisté tads naturals skaitlis ¢, ka
1p+1=3q. Saja gadijuma n =1 un mekléta virkne ir forma a,P, a,P, ..., a,P.

A.BW.20. Vesels skaitlis n>1 ir balanséts, ja starp ta dalitajiem ir para skaits
pirmskaitlu. Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitfu n tadu, ka no
skaitliem n, n+1, n+2 un n+3 tiesi divi ir balanseti.

Pieradisim no pretéja. Pienemsim, ka eksiste tads &, ka nevienam n> N nepiemit
uzdevuma prasita 1pasiba. Sadalam visus veselos skaitlus, kas lielaki vai vienadi ar
N, maksimali lielos blokos secigu skaitlu, kas visi ir vai nu balanséti, vai nav
balanseti. Skaitlis N —1 var biit ar uzdevuma prasito 1pasSibu (skat. A73. zim., kur ar
b apziméts balanséts skaitlis, ar n — nebalansets).

N -1 N N+1 | N+2 | N+3
b b n n n
b n n b n
b n b n n
n n b b b
n b b n b
n b n b b

A73. zim.

IzdzéSam pirmo bloku, lai nav situacija, ka blakus atrodas divi bloki ar garumu 1.
Tad péc piepémuma visiem N'> N blakus neatrodas divi bloki, kuru garums ir
lielaks vai vienads ar 2 un blakus neatrodas ar1 divi bloki ar garumu 1 (pret&ja
gadijuma var atrast tadu skaitli 4, ka tie$i 2 no skaitliem &k, k+1, k+2, k+3 ir
balanseti).
Iesp&jami 2 gadijumi:
1. Visu nebalanséto bloku garums ir 1, par§jo (balanséto) bloku garums ir
vismaz 3. Apskatam nebalansétu skaitli u >2N'+3 ar ipasSibu u =1 (mod 4)

(pieméram, n = p’, kur p ir nepara pirmskaitlis). Ta ka balanséto bloku garums
ir vismaz 3, tad skaitli ¥ —3, u —1 un u + 1 noteikti ir balanséti.

Taka u=p>=1(mod4), tad u—3 un u+1 ir balanséti para skaitli (tiem ir
para skaitlis dalitaju, kas ir pirmskaitli, tai skaita pirmskaitlis 2), kas nedalas ar
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u-3

4, t.1., dalas tikai ar 2. Tatad ir nepara skaitli un tie ir

nebalanséti, jo to dalitaju, kas ir pirmskaitli, skaits samazinas par 1 (vairak nav
dalitaja 2), t. 1., dalitaju skaits kliist nepara.

arl ir

Skaitlis u—1 ir balanséts para skaitlis, kas dalas ar 4. Skaitlis “-

balansets para skaitlis, jo tam nemainas dalitaju, kas ir pirmskaitli, skaits.
3_u—1_1 u—1 wu+l u-1
2 72 2

+1 ir secigi veseli skaitli, tad

b

Ta ka skait]i = ;

. . " - e o u—1
rodas pretruna, jo esam ieguvusi balansétu bloku, kura ir tikai skaitlis —

t. 1., bloka garums ir 1.
2. Visu balanséto bloku garums ir 1, pargjo (nebalanséto) bloku garums ir
vismaz 3. Apskatam balansétu skaitli b>2N'+3 ar ipaSibu b =1(mod 4)

(pieméram, b = p°q’, kur p un ¢ ir dazadi nepara pirmskaitli).

Lidzigi ka 1. gadijuma iegiistam, ka

) _ b-1 . _
ir balanséts, - ir nebalanséts,

b+l ir balansets. Ta ka b;3 , b;I , b;rl ir secigi veseli skaitli, tad esam

ieguvusi nebalansétu bloku, kura ir tikai skaitlis % , t. 1., §1 bloka garums ir 1.

Pretruna ar piepémumu.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka neeksist€ tads N, ka nevienam n> N nepiemit
uzdevuma prasita Ipasiba. Tatad eksisté bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, ka
tiesi divi no skaitliem n, n+1, n+2, n+3 ir balanséti.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra, geometrija,
skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no §Tm grupam sadalita vél sikakas apaksgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém. Ta
ka izstradne paredzeta 9. — 12. klaSu skoléniem, tad metodes izvéle atkariga no skoléna
vecuma un taja bridi vinpam pieejamam zinasanam.

ALGEBRA

Funkcijas, virknes: S.9.4, S.11.4,N.9.4,N.11.4, V.11.4, V.12.1, VP.2, AB.5, BW.3
Nevienadibas, nevienadibu sistémas: S.10.1

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko: N.12.5, VP.3, IMO.2,
AB.1, AB.4,BW 4

Funkcionalvienadojumi, funkcionalnevienadibas: VP.4, IMO.4, BW.2, BW.5

Vienadojumi, vienadojumu sistémas: S.10.4, S.12.1, S.12.3, N.11.2, V.10.1, A.11.3,
A.12.3, AB.3

Parveidojumi: S.9.1, S.10.1, V.11.1, A.11.3, AB.2
Polinomi: S.10.3, S.11.3, N.9.1, N.12.1, V.9.3, A.9.3, A.10.3, AB.1

Ekstremu uzdevumi: BW.1

GEOMETRIJA

Ar rinka Iiniju saistiti lepki: V.12.2, A.12.2, IMO.5, BW.15
Ar rinka Iiniju saistitas linijas: IMO.1, AB.15, BW.11, BW.13, BW.14

Sakaribas trijstaros: S.10.2, S.12.2, S.12.4, N.9.2, N.10.2, N.11.3, N.12.3, V.9.2,
V.94, V.12.2, A9.2, A.10.2, A.11.2, A.12.2, VP.3, IMO.1, IMO.5, AB.11, AB.12,
AB.15, BW.12, BW.14

Laukumi: S.9.2, S.10.2, S.11.2, V.10.2, V.11.3, A.9.5
Lidziba: S.10.2, N.12.3, BW.13

Figiiru sistémas, piemeéri: AB.14

Invariantu metode: A.11.4

Ekstremalie elementi: V.11.3, V.12.5, A.9.5, AB.13
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SKAITLU TEORIJA
Atlikumi, kongruences: S.11.1, N.9.4, N.9.5, N.10.3, N.11.1, N.11.4, N.12.4, V.10.3,
A.11.1, A.12.1, VP.2, IMO.6, AB.16, AB.20, BW.16, BW.18, BW.19

Pirmskaitli, sadalijjums pirmskaitlu reizinajuma: N.12.4, V.9.1, A9.1, A93,
A.10.1, BW.16, BW.20

Dalamibas Ipasibas un pazimes: A.9.4, BW.17
Vienadojumi veselos skaitlos: V.12.3, AB.17, AB.19
Skaitla pieraksts: S.10.4, VP.1

Citi: AB.18

KOMBINATORIKA

Dirihle princips: A.10.4

Invariantu metode, krasosana: V.9.5, V.10.4, AB.8

Kombinatorikas struktiras: N.12.2, BW.8

SkaitiSana: S.12.5, N.9.3, A.12.5, AB.10, BW.7

Gadijumu parlase: S.9.3,N.10.5, V.12.4, A.11.5, A.12.4, VP.5, AB.7, BW.9,
Matematiska indukcija: IMO.6, AB.6, AB.10

Ekstrému uzdevumi: S.9.5, S.10.5, S.11.5, V.11.2, A.10.5, BW.6

ALGORITMIKA

Algoritma izstrade: N.11.5, V.10.5, V.11.5, A.9.4, IMO.3, AB.9, BW.10
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SERIJA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans, B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Kiima

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunoSanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dvéselé lielo islandiesu tautu.

Kops ta laika miisu tautu solidaritate izpaudusies daudz€jada zina. Viena no tas
izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pilinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju par svarigakajiem
modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islande projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais
ieguldijums.
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