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IEVADS

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekl€jami 1894. gada Ungarija, kur oktobrt
tika rikotas sacensibas iepriek3gja gada gimnaziju absolventiem. Sajas sacensibas vargja
lietot jebkuru literatiiru, Iidz ar to tas bija citadakas neka misdienu olimpiades.
Matematikas olimpiades misdienu izpratné aizsakas 1934. gada toreiz€ja Padomju
Savieniba, Leningrada. Olimpiazu sist€ma pakapeniski auga, un patlaban ta aptver
lielako dalu pasaules valstu.

Matematikas olimpiades paplaSina skolénu redzesloku un rosina skolénus domat par
matematikas zinatnes ttmam. Tas dod iesp&ju satikties skoléniem ar l1dzigdm interesém
un rada sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas
olimpiazu uzdevumi attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu
pec pieradijuma. TieSi maku pieradit ka galveno guvumu no Latvijas matematikas
olimpiadém ir piemingjusi Sobrid pasaulslaveni latvieSu zinatnieki. Olimpiades sniedz
skoléniem ne tikai jaunas zinasanas, bet arT veido cilvéka personibu un darba kulttru,
radinot skolénus logiski sakartot savas domas un darboties secigi.

Lai veiksmigi piedalitos olimpiades, skoléniem ir nepiecieSams tam pienacigi
sagatavoties, ieguldot gan laiku, gan darbu. Pirmkart, nepiecieSams sistematisks darbs
matematikas stundas skola, apglistot matematikas pamatzinaSanas un izmantojot tas
dazadu uzdevumu risinasana. Tur skoléni iegiist vispargju priekSstatu par matematiku.
Otrkart, loti noderigs ir arpusstundu darbs gan skola (fakultativas nodarbibas un pulcini
matematika), gan arpus skolas (daliba dazados matematikas konkursos, olimpiades,
nodarbibas, kursos u.c.). ArT Timekli atrodams bagatigs macibu materialu un uzdevumu
klasts. To varat sakt parlukot ar http://nms.lu.lv .

Sens un parbaudits lidzeklis dazadu zinasanu apguvé ir gramata. ST gramata ir
paredzeta ka paligs vidusskolas skoléniem, lai gatavotos olimpiadém, un skolotajiem,
lai veiksmigi organizétu darbu ar skoléniem arpusstundu nodarbibas. Sada veida macibu
lidzeklis kops 2005./2006. macibu gada tiek izdots katru gadu. Lai gan dazadu gadu
uzdevumu krajumu autori ir mainijusies, $ajos uzdevumu krajumos iesp&ju robezas ir
saglabats profesora Agna AndZana iedibinatais formats.

Saja uzdevumu krajuma ir apskatitas $adas matematikas olimpiades, kuras
2012./2013. macibu gada bija iesp€ja piedalities Latvijas 9. — 12. klaSu skoléniem:

e Sagatavosandas olimpiade matematika. Notiek kop§ 1987./1988. macibu gada, tas
rikoSanas ideja pieder Rigas 25. vidusskolas matematikas skolotajai Annai Gustavai.
S1 olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt jauno olimpiazu gadu. Lai gan
katrai skolai novembra vidi tiek nosititi §1s olimpiades uzdevumu komplekti, tomér
tikai no matematikas skolotajiem ir atkarigs, vai vini sava skola organizé So
olimpiadi. Parasti §1s olimpiades labakos risinatajus katra skola izvirza dalibai
Novada olimpiade.

e Novada (agrak — Rajona) matematikas olimpiade. Notiek kop§ XX gadsimta
piecdesmitajiem gadiem. Kops 1987./1988. macibu gada ta tiek rikota, sadarbojoties
Latvijas Republikas Izglitibas un Zinatnes ministrijai (LR IZM) un Latvijas
Universitates A. Liepas Neklatienes Matematikas skolai (LU A. Liepas NMS).
Novada olimpiade notiek novada/novadu apvienibas/pilsétas méroga. Sis olimpiades
laureati tiek izvirziti dalibai Valsts olimpiadeé, ka to paredz Latvijas Valsts
matematikas olimpiazu nolikums.

o Valsts matematikas olimpiade 9.—12. (agrak 8.—11.) klasém, tapat ka Novada
olimpiade, notiek kop§ XX gs. piecdesmitajiem gadiem un kops 1987./1988. macibu
gada ta tiek rikota, sadarbojoties LR IZM un LU A. Liepas NMS. ST olimpiade
parasti notiek divas dienas Rigas Valsts 1. gimnazija. Uz otras dienas sacensibam
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tiek aicinati tikai pirmas dienas labakie risinataji, lai sacenstos par ieklGsanu
Latvijas valsts komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiade.

o Atklata matemdtikas olimpiade notiek kopS 1974. gada. Taja drikst piedalities
jebkurs Latvijas skoléns, kas noteiktaja termina piesaka savu dalibu. Atklato
olimpiazu ideja izradijas tik augliga un vilinosa, ka turpmakajos gados lidzigas
olimpiades saka rikot citas nozares, ka citas valstis. Atklato matematikas olimpiadi
riko LU A. Liepas NMS. Katru gadu ap 3000 skolénu piedalas $aja olimpiadg, kas ir
lielakais $ada veida pasakums Latvija.

2

o Atlase sacensibam ,,Baltijas Cels” tiek organiz€ta, lai atlasttu labakos skolénus
starptautiskajam komandu sacensibam, kas norisinas macibu gada sakuma, tapec tas
notiek jau septembra vidi. Uz atlases sacensibam tiek aicinati skoléni, kuri
iepriek$€ja macibu gada uzradijusi labus rezultatus Valsts un Atklataja matematikas
olimpiade.

o Matematikas komandu sacensibas ,,Baltijas Cels” savu nosaukumu ieguvusi no
masu demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. Sis sacensibas pirmo reizi
notika 1990. gada Riga un taja sakotn&ji piedalijas tikai Baltijas valstis. Tagad
,Baltijas Cela” piedalas visas valstis ap Baltijas jiru un Islande. Katra valsts $§Tm
sacensibam izvirza piecu skolénu komandu, kurai sacensibu diena 4,5 stundu laika
kopigi jaatrisina 20 uzdevumi.

Saja uzdevumu krajuma apkopoti un izvérsti aprakstiti 2012./2013. macibu gada
matematikas olimpiazu uzdevumi un atrisinajumi, ka art ieklautas sadala ,,Ieteikumi”.
Sadala ,Ieteikumi” skoléni var smelties idejas uzdevuma risinasana, ja neizdodas
uzdevumu atrisinat patstavigi. Skolotaji ieteikumus var izmantot, lai virzitu skolénu
risingjumu uz gramata doto atrisinagjumu. Lai sasniegtu labaku rezultatu, iesakam
skoléniem vispirms censties atrisinat uzdevumu pasu spékiem vai risinat to kopa ar
draugiem un tikai tad meklét palidzibu ieteikumos vai atrisinajumos. Sadala “Teorija”
ieklauts minimalais teorijas apjoms, kas varétu bit nepiecieS§ams olimpiazu uzdevumu
risinasana.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinaSanai biezi nepiecieSami nevis sarezgiti
matematiski parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu ipatnibu, no
kuras ar logiskiem vai kombinatoriskiem spriedumiem var iegit pilnigu atrisinajumu.
Daudzus nestandarta uzdevumus var atrisinat, izmantojot tikai visparigus sprieSanas
panémienus, tacu uzdevumu atrisindjumiem ir jabit pilnigiem un skaidri pierakstitiem.
Gramata visiem uzdevumiem dots izversts un pilnigs atrisinajums, lai skoléniem biitu
priekSstats par pareizu uzdevuma atrisinajuma pierakstu. Lielakajam skaitam uzdevumu
ir 1esp&jami vairaki, butiski atSkirigi, pareizi atrisinajumi. Biezi vien pat atrisinajumu
idejas var biit radikali atSkirigas. Tapéc doto atrisinajumu nevajag uztvert ka vienigo
iesp€jamo un nevajag baidities meklet jaunus celus 11dz pilnam risinajumam.

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinaSanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet ari
atrisinajumu salidzinaSanai ar gramata piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, Jums agrak
nezinamas 1idejas, un, tos lasot, var atklaties nepilnibas Jusu patstavigi veiktajos
spriedumos. Ja ta notiek un atrisinajumos tiek izmantoti kadi nezinami panémieni,
iesakam apgt Sos panémienus, lai varétu izmantot tos turpmak.

Ceram, ka §1 gramata attistis Jiisu radoSumu un risinasanas gaita ieglitas zinasanas
un pieredze palidzes izvirzit un veiksmigi sasniegt savus mérkus!

Autori



TEORIJA

BIEZAK SASTOPAMIE UZDEVUMU VEIDI

»Atrast vismazako / vislielako vértibu” — $ada veida uzdevumu risinadjumam ir jasastav
no divam dalam:

1) atrast so vismazako / vislielako veértibu un uzradit pieméru;

2) pieradit, ka mazaka / lielaka vértiba nevar biit.
Loti biezi tiek aizmirsts tiesi par 2. dalu.
»Vai var ...?” — Uz §ada veida jautajumiem var bit vai nu atbilde ,,ja”, vai atbilde ,,ne”.
Ja atbilde ir:

e ,ja”, pietiek uzradit vienu pieméru, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;

e ,.né”, ar atsevisku piem&ru apskatiSanu nepietiek, nepieciesams pieradijums, kas
balstas uz visparigiem spriedumiem. Varbiit risinatajam vienkarsi nav paveicies
uziet uzdevuma prasito piemeru, bet tads tomer eksiste.

»Kads var but ..?” — §ados uzdevumos nepietiek atrast vienu iesp&jamo atbildi — ir
jaapliko Visi iesp&jamie gadijumi un atbild¢ jauzrada visas atrastas dazadas vertibas.



ALGEBRA

Saisinatas reizinasanas formulas:

e a’-b’=(a-b)(a+h);

e a’+b®=(atb)(@*Fab+b?);

e (a+b+c)>=a’+b%+c®+2ab+2ac+2bc;

e (a+h)"=Cla"+Cla"b+..+Cra"*b* +..+C"b", no ka seko
o (axb)*=a”+2ab+b?;
o (a-b)*=(b-a)’;
o (axb)®=a’+3ab*+3ab’ £b°.

Par reala skaitla @ moduli jeb absoliito vértibu (apzimé | a |) sauc lielako no skaitliem
aun —a.

Modula ipasibas:
o |a| >0;
. la—b|=|b-a
. la+b|<la]+|b|;
©  [a-bi=[a-]f;

Par skaitla x veselo dalu (apzimé [X] ) sauc lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x, t. i.,
veselo skaitli m tadu, ka m<x<m+1. Pieméram, [3]=3, [2,8]=2, [0,2]=0,
[-15]=-2.

Par skaitla x dalveida dalu (apzimé {x}) sauc skaitli x —[x]. Pieméram, {1,3} =0,3.

Polinomi

Par mainiga x n-tas pakapes polinomu sauc algebrisku izteiksmi
ax"+a, X" +..+ax+a,,
kur n — vesels nenegativs skaitlis, a,, a,, ..., a,, &, — patvaligi skaitli (a, # 0).
Bezii teorema. Dalot polinomu P(x) ar binomu x-—a, atlikuma iegiast P(a), t.i.,
skaitli, kas ir polinoma vértiba pie X = a.
Algebras pamatteoréma. Polinomam P, (x) ir ne vairak ka n saknes.

Kvadrattrinoms un kvadratvienadojums

Polinomu, kuru var pierakstit forma ax’ +bx+c, kur a, b un ¢ — reali nenulles skaitli,
sauc par kvadrattrinomu.

Par kvadratvienadojumu sauc vienadojumu ax’ +bx+c =0, kur X ir mainigais, bet a,
b, ¢ ir reali skaitli (a = 0).

Kvadratvienadojuma saknu aprekinasana:

_ —b++b*-4ac

X1’2 - )

2a




e Vjeta teoréma: ;

Kvadratvienadojuma saknu skaits ir atkarigs no diskriminanta D = b?* —4ac vértibas:
¢ D <0 - vienadojumam nav realu saknu.

e D =0 - vienadojumam ir viena sakne jeb divas vienadas saknes x = —.

2a
—b++/D

e D >0 —vienadojumam ir divas dazadas saknes X, , = >
' a

Kvadrattrinomu var sadalit reizinatajos izmantojot formulu:
ax® +bx+c=a(x—x)(X—X,),
kur x, un x, ir kvadrattrinoma saknes.

Funkcijas

Funkciju y = f(x) sauc par para funkciju, ja katram X no §is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)= f(x). Para funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret y asi.

Funkciju y = f(x) sauc par nepara funkciju, ja katram X no $is funkcijas definicijas
apgabala ir pareiza vienadiba f(—x)=—f(x). Nepara funkcijas grafiks ir simetrisks
attieciba pret koordinatu sist€émas sakumpunktu, t. i., punktu (0; 0).

Funkciju sauc par augoSu, ja katram divam argumenta veértibam, kuram Xx; <X,, ir
speka nevienadiba f(x;) < f(x,).

Funkciju sauc par dilstosu, ja katram divam argumenta vértibam, kuram X, < X,, ir
speka nevienadiba f(x;)> f(x,).

Ja funkcija kada intervala ir tikai dilstosa vai tikai augosa, tad to sauc par monotonu
funkciju.

Funkciju visparigas ipasibas:

jafunkcija f ir augosa, tad funkcija (- f) ir dilstosa;

¢ divu augoSu funkciju summa ir augoSa funkcija;

e para funkciju summa (reizinajums) ir para funkcija;

e divu nepara funkciju reizinajums (dalijums) ir para funkcija;

e para un nepara funkcijas reizinajums (dalijjums) ir nepara funkcija.
Funkcijas f (x) krustpunkti ar x asi ir vienadojuma f(x) =0 saknes.
Funkciju f(x) un g(x) grafiku krustpunktu x koordinatas ir vienadojuma
f(x) = g(x) saknes.

Funkcionalvienadojumi

Funkcionalvienadojumi ir vienadojumi, kas ka mainigo satur nezinamo funkciju.
Risinasanas metodes:
e Dazadu veértibu ievieto$ana (pieméram, Xx=0, X=1, x=y =0);

Substitiiciju metode (jaievero sakotn&jais definicijas apgabals);
Ekvivalentu parveidojumu veikSana;
Nenoteikto koeficientu metode.



Attelojumu f : X — Y sauc par injektivu att€lojumu (vai injekciju), ja jebkuru divu
dazadu kopas X elementu attéli att€lojuma f ir dazadi, t. i.,
VX, Xo € X0 X #X, = F(x) = F(Xy).
Attelojumu f : X — Y sauc par sirjektivu att€lojumu (vai sirjekciju), ja katrs kopas Y
elements ir vismaz viena kopas X elementa attéls att€lojuma f , t. 1.,
VyeY IxeX: f(x)=y.

Att€lojumu f : X — Y sauc par bijektivu att€lojumu (vai bijekciju), ja f vienlaicigi ir
injekcija un sirjekcija.
Elementaras funkcijas: Ja f ir nepartraukta funkcija, kas visiem X, y € R apmierina
vienadibu:

o f(x+y)=Ff(X)+ f(y) (Kosi vienadiba), tad f(x)=Cx, kur Kkonstante

C=1Q@);

o f(x+y)=1f(x)-f(y),tad f(x)=C*, kur C - konstante;

o f(xy)=f(X)+ f(y),tad f(x)=Clnx, kur C — konstante;

o f(xy)=f(x)-f(y),tad f(x)=x",kur C— konstante;

JESIMIUEIG)

(Jensena vienadiba), tad f(x)=C,x+C,, kur C,,

C, — konstantes.
Klasiskas nevienadibas

Izteiksmes kvadrats vienmér ir nenegativs a* > 0.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko A>G:

q+a+t..ta, : > non .
>Na, -a,-...-a, Jeb a +a,+..+a,=n-Ya,-a,-...-a, visiem

n
a, >0, i=12.,n.

Secindajumi:
° E+222;
a
° X+£ZZ.
X

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo kvadratisko Q > A:

\/a12+a22 +..+a’ S A+, t.ta,
n - n '

Sakariba starp videjo aritmétisko un vidéjo harmonisko A>H :
3 +a,+.. 48, n
n 11 1
— .+
a a, a

visiem a, >0, i=12,..,n.

Piezime: Q> A>G>H .
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Kos1-Bunakovska nevienadiba:
2,2 2\(y2 o 2 2 2
(X +X +e X)) (Y1 + Y+ Yn) 2 (XYL + XY + o+ X, Y0)
Kur X;,X,,..., X, Y1, Yo,.-., Y, Ir patvaligi skaitli.

Progresijas

Virkni, kura katru nakamo locekli iegiist iepriekS€jam pieskaitot vienu un to pasu
skaitli, sauc par aritmétisko progresiju. So skaitli sauc par aritmétiskas progresijas
diferenci un apzimé ard: a,,, =a, +d .
Lai definétu aritmétisko progresiju, pietiek noradit virknes pirmo locekli un diferenci.
Lai aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu a, =a, +d(n-1).
Aritmétiskas progresijas pirmo N loceklu summu aprékina pec formulas
Sn — (al +an)n )

2
Virkni, kuras katru nakamo locekli iegust, ieprieksgjo locekli reizinot ar vienu un to
pasu nenulles skaitli, sauc par geometrisko progresiju. So skaitli sauc par geometriskas
progresijas kvocientu g: b,,, =b, -q.
Lai definétu geometrisko progresiju, pietick noradit virknes pirmo locekli un kvocientu.
Lai aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu b, =b, -q"*.
Geometriskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina péc formulas

S — bn : q B bl .
n q _1
Ja | q | <1, tad geometrisko progresiju sauc par bezgaligi dilstoSu geometrisko
. . . b
progresiju un tas visu loceklu summu aprékina péc formulas S = 1 L,
-q

11



GEOM ETRIJA
Trijstari

Trijstura ieks€jo lenku summa ir 180°.
Par trijstara arejo lenki sauc trijstiira iek$€ja lenka blakuslenki.
Trijstira argjais lenkis ir vienads ar to divu iek$&o lenku summu, kas nav ta
blakuslenkis (skat. T1. zim.).
B

Z/BAD = ZABC + ZBCA

A
T1. zZim.

Pret garaku trijstiira malu atrodas lielaks trijstiira lenkis un otradi.

Divus trijstirus sauc par vienadiem, ja tos var uzlikt vienu uz otra ta, ka tie pilnigi
sakrit. Ja trijstaris ABC ir vienads ar trijstari A'B'C’, tad raksta AABC = AA'B'C’.

Trijstiiru vienadibas pazimes:
e . mmm” — divi trijstiri ir vienadi, ja viena trijstiira tris malas ir attiecigi vienadas
ar otra trijstira trim malam
e ..m/m” — divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstira divas malas un lenkis starp
tam ir attiecigi vienadi ar otra trijstira divam malam un lenki starp tam;
e ../m¢” —divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstiira mala un tas pielenki ir attiecigi
vienadi ar otra trijstiira malu un tas pielenkiem.

Divus trijstiirus sauc par lidzigiem, ja to atbilstoSas malas ir proporcionalas un
atbilstoSie lenki ir vienadi. Ja trijstiris ABC ir lidzigs trijstirim A'B'C’, tad raksta
AABC ~ AA'B'C’.

Lidzigu trijstiiru atbilstoSo malu garumu attiecibu sauc par lidzibas koeficientu.

Trijstiru Iidzibas pazimes:
e .mmm” — divi trijstiri ir lidzigi, ja viena trijstira tris malas ir attiecigi
proporcionalas ar otra trijstiira trim malam ;
e ..m/m” — divi trijstiiri ir 11dzigi, ja viena trijstiira divas malas ir proporcionalas
otra trijstiira divam malam un lenki starp tam ir vienadi;
o 00> —divi trijstiri ir 11dzigi, ja viena trijstira divi lepki ir attiecigi vienadi ar
otra trijstiira diviem lenkiem .

Lidzigu trijstiru perimetru attieciba ir vienada ar atbilstoSo malu attiecibu (Iidzibas
koeficientu k), bet laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoSo trijstira malu attiecibas

kvadratu (lidzibas koeficienta kvadratu k?), t. i., ja AABC ~ AA'B'C’ tad

AB _ P(ABC) _, (AB jz __S(ABC) _,:

AB" P(ABC) AB') S(A'B'C’)
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo bisektriSu, medianu, vidusliniju un citu atbilstoSo nogrieznu
garumu attieciba ir vienada ar $o trijstiiru Iidzibas koeficientu k.

Nogriezni, kas savieno trijstira divu malu viduspunktus, sauc par trijstiira vidusliniju.

12



Viduslinijas 1pasibas:
e Trijstira viduslinija ir paral€la vienai no trijstiira malam;
e Trijstiira viduslinijas garums ir vienada ar pusi no tai paralélas trijsttira malas;
e Trijstira viduslinija no dota trijstiira atSkel trijstari, kas lidzigs dotajam

trijstirim ar Iidzibas koeficientu k = % .

Trijstira medianu 1pasiba. Trijstiira medianas krustojas viena punkta, un krustpunkts
katru medianu dala attieciba 2:1, skaitot no trijstira virsotnes, t.I.,

AM = BM = cM = 2 , kur M — medianu krustpunkts (skat. T2. zim.).
MD ME MF 1

B

E C
T2. zim.

Trijstura bisektrises ipasiba. Trijstiira lenka bisektrise sadala pret€jo malu nogrieznos,
kuru attieciba ir vienada ar S$im lenkim atbilstoSo piemalu attiecibu, t.Ii.,

BD = AB (skat. T3. zim.).
AC

DC

D C
T3. zZim.

Par nogriezna vidusperpendikulu sauc taisni, kas iet caur dota nogriezna viduspunktu
un ir perpendikulara dotajam nogrieznim.

Vidusperpendikula ipasiba. Nogriezna vidusperpendikula jebkur§ punkts atrodas
vienada attaluma no nogriezna galapunktiem.

Jebkur§ punkts, kas atrodas vienada attaluma no nogriezna galapunktiem, atrodas uz
nogriezna vidusperpendikula.

Trijstira malu vidusperpendikulu krustpunkts ir trijstarim apvilktas rinka Iinijas

centrs (skat. T4. zim.), bet trijstiira bisektriSu krustpunkts ir trijsturi ievilktas rinka
Iinijas centrs (skat. TS. zim.).

13



C
T4. zZim. T5. zZim.

Trijstara laukuma aprékinasanas formulas:

° SA:aga;
° SA:p.r;

abc
T

e S, = %absiny, kur y — lenkis starp malam a un b;

e S,=.p(p-a)(p-b)(p-c) (Herona formula),
kur a, b, ¢ — trijstiira malas, h, —augstums, kas novilkts pret malu a, p — pusperimetrs,
r — ievilktas rinka Iinijas radiuss, R — apvilktas rinka Iinijas radiuss.

Sinusu teoréma: a b _ ¢ = 2R (skat. T6. zim.).

sina sing  siny

Kosinusu teoréma: a’ =b? +c® —2bccosa (skat. T6. zim.).

b

C
T6. zim.

Trijstiura nevienadiba

Trijstiira katras malas garums ir mazaks neka par€jo divu malu garumu summa un
katras trijstira malas garums ir lielaks neka abu pargjo divu malu garumu starpiba, t. i.,
jaa, b, ¢ —trijstira malu garumi, kur a<b<c,tad a+b>c un c-b<a.

Regulars (vienadmalu) trijstaris

Par regularu (vienadmalu) trijstiiri sauc trijstiri, kuram visas malas ir vienadas.
Regulara trijsttira visi lenki ir vienadi, t. i., 60° lieli
Vienadmalu trijstiirT katra mediana ir ar1 bisektrise un augstums.

a’\3
4
a3

Regulara trijstiira augstums: h = —

Regulara trijstiira laukums: S, = , kur a ir trijstiira malas garums.

14



al
a3

Regulara trijsturt ievilktas rinka Iinija radiuss: r = % h= 5
Regularam trijstirim apvilktas rinka linijas radiuss: R = % h= 3

Taisnlenka trijsturis

Pitagora teoréma. Taisnlenka trijstiirT kateSu garumu kvadratu summa ir vienada ar
hipoteniizas garuma kvadratu, t.i., a® +b® =c?, kur a un b ir kateSu garumi un ¢ —
hipotentizas garums.

Trigonometriskas sakaribas taisnlenka trijsturt (skat. T7. zZim):

. a
e Sina=—;
C
C
° COSOL—E'
c’ a
° toc—g' -
g _b, b
. Ctga:%_ T7. zZim.

No taisnlenka trijstiira taisna lenka virsotnes novilktais augstums h, sadala trijstiri
divos taisnlenka trijstiiros, kas ir 1idzigi sava starpa un ir lidzigi dotajam trijstarim, t. i.,
AABC ~ AACD ~ACBD (skat. T8. zim.). Ir spéka $adas sakaribas:

) B
* hc:ac'bc1
e a’=a,-c;
e b2=b,-c; a
2
a’ a,
[ ] _—
b2 X C

Ap taisnlenka trijsttiri apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas hipoteniizas viduspunkta, un
tas radiusa garums ir vienads ar pusi no hipoteniizas garuma.

Taisnlenka trijstira mediana, kas novilkta no taisna lenka virsotnes, ir vienada ar
trijstirim apvilktas rinka linijas radiusu, t. i., ar pusi no hipotentizas (skat. T9. zim.).

<7

T9. zim.

C
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Rinkis un rinka Iinija

Par rinka Iiniju sauc ir visu to plaknes punktu kopu, kuri atrodas vienada attaluma no
kada fikséta plaknes punkta. So punktu sauc par rinka linijas centru, bet attiecigo
attalumu — par rinka linijas radiusu.

Visi rinka linijas radiusi ir vienadi sava starpa.

Par rinki sauc plaknes dalu, ko ierobeZzo rinka linija un kura atrodas tas centrs.

Par rinka Iinijas pieskari sauc taisni, kurai ar rinka Iiniju ir tie$i viens kopigs punkts.

Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka Iinijas punktus.

Jo tuvak horda atrodas rinka Iinijas centram, jo ta ir garaka.

Par diametru sauc hordu, kas iet caur rinka linijas centru.

Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka liniju divos dazados punktos.

Par rinka Iinijas loku sauc rinka linijas dalu starp diviem tas punktiem. Jebkuru loku
pilniba raksturo divi lielumi: loka radiuss un lenkis.

Vienadas hordas balstas uz vienadiem lokiem.

Loki starp vienas rinka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

Par sektoru sauc rinka dalu, kas atrodas starp diviem radiusiem.

Par segmentu sauc rinka dalu, ko no rinka atSke] horda.

Ar rinki un rinka Iiniju saistitas formulas:
e D =2R, kur D — diametrs un R — rinka linijas radiuss;
rinka laukums: S = 7R?;

R? .
o sektora laukums: S .. = %, kur a - sektora centra lenka lielums grados;
e rinka linijas garums: C = 27R,;

mRa S
—, kur a - lokam atbilstosa centra lenka

e rinka Iinijas loka garums: I, = 180°

lielums grados.

Caur jebkuru punktu A, kas atrodas arpus rinka linijas, var novilkt tiesi divas pieskares.
Ja punkti B un C — So pieskaru pieskar$anas punkti un O — attiecigas rinka Iinijas
centrs (skat. T10. zim.), tad

e AB = AC ( pieskaru nogriezni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);

e /BAO =ZCAO;

e OB_LAB.

T10. zim.
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Metriskas sakaribas rinka linija

Hordu ipasiba Pieskares — sekantes ipasiba SekanSu Ipasiba
D
B C
A
D
c A B
AM -MB=CM -MD AB? = AC-AD AB-AC =AD- AE

Lenki rinka linija

Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka linijas centra, bet malas krusto
rinka Iiniju.

Centra lenka lielums ir vienads ar ta loka, uz kura tas balstas, lenkisko lielumu, t. i.,
ZAOB = UAMB (skat. T11. zim.).

Par rinka Iinija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, bet
malas krusto rinka Iiniju.

Ievilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka, uz kura tas balstas, lenkiska lieluma,

t.i.,, ZACB = %u AmB (skat. T11. zim.).

Visi ievilktie lenki, kas balstds uz viena un ta pasa loka, ir vienadi, piemé&ram,
/ACB = Z/ADB (skat. T11. zim.).

Lenki, kas balstas uz vienas rinka linijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.
Ievilkts lenkis, kas balstas uz diametra, ir 90° un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad
tas balstas uz diametru.

Par hordas - pieskares lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka linijas, viena ta
mala satur hordu, bet otra mala atrodas uz pieskares.

Hordas - pieskares lenkis ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, kuru ietver
lenka malas.
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Ievilkti un apvilkti ¢etrsturi

Par rinka Iinija ievilktu Eetrstiiri sauc Cetrstiiri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka
linijas. Attiecigi, rinka ITniju sauc par Cetrstiirim apvilktu rinka liniju.
Apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas Cetrstiira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Par rinka Iinijai apvilktu Cetrstiiri sauc Cetrstiiri, kura visas malas pieskaras rinka
linjjai. Attiecigi rinka Iiniju sauc par CetrstiirT ievilktu rinka liniju.
Ievilktas rinka linijas centrs atrodas Cetrstiira lenku bisektriSu krustpunkta.

Ievilkts Cetrstiris Apvilkts Cetrstaris

A+ /C=/B+/D AB+CD = AD+BC
Og — malu vidusperpendikulu Or — lenku bisektrisu
krustpunkts krustpunkts

Izliektu cetrstari var apvilkt ap rinka Iiniju tad un tikai tad, ja ta pret§jo malu
garumu summas ir vienadas.

Ap Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja:
e (Cetrstiira pretgjo lenku lielumu summa ir 180°;
e izpildas vienadiba Z/ACB = /BDA (skat. T12. zim.);

D C

A B
T12. zZim.

e ir speka vienadiba AM-MB=CM -MD, kur M ir nogrieznu AB un CD
krustpunkts (skat. T13. zim.).

A D
M
C B
T13. zZim.
e ir speka vienadiba AC-BD=AB-CD+BC-AD (skat. 17. zim.) (Ptolemaja

teoréma).
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SKAITLU TEORIJA

Skaitlu iedalijums

N — naturalie skaitli: 1,234, ..
Z — veselie skaitli: v —2,-1,0,1,2,3, ...

.. ce e i - - m
Q — racionalie skaitli: visi skaitli, kurus var uzrakstit forma —, kur meZ un
n

neN.
| — iracionalie skaitli: bezgaligi neperiodiski decimaldalskaitli (pieméram,\/i ,
e, 7).

R — realie skaitli: racionalie skaitli Q un iracionalie skaitli .

Skaitla pieraksts:

abc=100a+10b+c, kur a, b un ¢ ir cipari;

2n — para skaitlis;

2n+1 — nepara skaitlis;

3n — skaitlis, kas dalas ar 3;

3n+1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;
10n — skaitlis, kas beidzas ar 0.

Dalamiba

Par vesela skaitla b dalitaju sauc veselu skaitli a, ja eksisté tads vesels skaitlis ¢, ka
ac=Db. Skaitli b sauc par skaitla a dalamo jeb daudzkartni, bet a — par skaitla b
dalitaju.

Ja skaitlis b dalas ar skaitli a, tad to apzimé ar a | b vai b:a.

Dalamibas pazimes:

skaitlis dalas ar 2, ja tas beidzas ar para ciparu;

skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3;

skaitlis dalas ar 4, ja ta p€d€jo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4;

skaitlis dalas ar 5, ja tas beidzas ar ciparu 0 vai 5;

skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3;

skaitlis dalas ar 8, ja ta pedgjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar §;

skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9;

skaitlis dalas ar 10, ja ta pedgjais cipars ir 0;

skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu
summas, kas atrodas nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Naturalo skaitlu ipasibas:

No diviem pé&c kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 2.
No trijiem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 3.
No k p&c kartas nemtiem skaitliem viens noteikti dalas ar k.
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Skaitla sadalijums pirmreizinatajos

Par pirmskaitli sauc naturalu skaitli, kuram ir tiesi divi dalitaji: 1 un pats skaitlis.
Ta ka 1 dalas tikai ar 1 (tam ir tikai viens dalitajs), tad 1 nav pirmskaitlis.

Pirmskaitlu ir bezgaligi daudz.
Pirmie pirmskaitli ir $adi: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,41, 43, ....

Par saliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vairak neka divi dalitaji.

Salikta skaitla n mazakais dalitajs neparsniedz Jn.
Secinajums. Lai pieraditu, ka dotais skaitlis n ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis,

japarbauda, vai tas dalas ar skaitliem no 1 lidz Jn ieskaitot.

Aritmétikas pamatteoréma. Katru naturalu skaitli viena vieniga veida var izteikt ka
pirmskaitlu reizinajumu (reizinataju secibu nenem vera).
Naturalam skaitlim X = plkl p2kz pmk”, kur pi ir dazadi pirmskaitli, pavisam ir
(k, +1)(k, +1)...(k,, +1) dazadi dalitaji, So dalitaju summa ir

A+ p,+oo+ PEYA+ P, + oo+ P2)(l+ P+t PE).
Ja p ir pirmskaitlis un p|ab, tad pla vai p)b.

Skaitla n!=n-(n-1)-(n—2)-...-1 ipasibas:
e Visi naturalie skaitli, kas neparsniedz n, ir n! dalitaji.
e Visi skaitla nH+1 naturalie dalitaji (iznemot vieninieku) ir lielaki neka n.

Kongruence

Jaaunm, m=0, ir veseli skaitli, tad atlikums, ko iegtst, a dalot ar m, ir tads vesels
skaitlis r, ka a=q-m+r, kur q ir vesels skaitlis un 0<|r|<|m|. Saja gadijuma
iespgjami divi dazadi atlikumi. Ja, a dalot ar m, r, ir pozitivs atlikums un r, — negativs,
tad r, =r, +m.

Ja a un m ir naturali skaitli, tad atlikums, ko iegtst skaitli a dalot ar m, ir vesels skaitlis
robezas no 0 lidz m—1.

Divi skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m (apzimé ar pierakstu a =b (mod m)),
kur m=0, tad un tikai tad, ja a—b dalas ar m jeb skaitli a un b dod vienadu atlikumu,
jatos dala ar m.

Kongruences 1pasibas:

jebkuram m izpildas vienadiba: a =a (mod m);

a=Db (modm) tad un tikai tad, ja a=b (mod (-m));

ja. m=+1, tad jebkuriem diviem skaitliem a un b izpildas vienadiba
a=Db (modm), t. 1., visi veselie skaitli ir kongruenti péc modula 1;
jaa=b(modm), tad ka = kb (mod m), kur k ir vesels skaitlis;

ja as=b(modm) un a =b (modm), tad a+a =b+b (modm),
a—a, =b—-b, (mod m) un aa, =bb (modm).
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KOMBINATORIKA

Saiklu lietojums:

e saiklis ,,un” nozimé, ka visam uzdevuma min&tajam paSibam vai nosacijumiem
jaizpildas vienlaicigi;

e saiklis ,vai” nozimé ka jaizpildas vismaz vienai min&tajai
Tpasibai vai nosacijumam (bet vienlaicigi var izpildities arT vairakas TpaSibas vai
nosacijumi);

e saiklis ,,vai nu ..., vai” nozimé, ka jaizpildas tieSi vienai mingtajai Ipasibai vai
nosacijumam.

Kombinatorikas saskaitiSanas likums:
Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izvéleties attiecigi
n, N, n,,... veidos, un ja ir jaizvelas vai nu viena, vai otra, vai tresa utt. veida objekti,

tad to var izdarit pavisam M =n, +n, +n, +... veidos.

Kombinatorikas reizinasanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izv€leties n;, n, n,,...
veidos, un ja ir jaizvélas pa vienam objektam no pirma veida un otra veida, un tresa
veida utt., tad to pavisam var izdarit N =n,-n,-n,-... veidos.

Par permutaciju sauc visu doto elementu sakartojumu rinda.
Ja n dazadi elementi jasakarto rinda, tad to var izdarit P, =nl=n-(n-1)-(n—-2)-...-1
dazados veidos.

dotas kopas elementi un kuras atSkiras cita no citas vai nu ar elementu sastavu, vai to
izkartojumu izlase.
Visu variaciju skaitu no n elementiem pa k elementiem apzimé ar simbolu A. Variaciju

skaitu aprékina péc formulas:

k——n! — . — . — . . —
A _(n—k)! n-(n-1)-(n-2)-...-(n—-k+1).

Par kombinacijam no n elementiem pa k elementiem katra sauc tadas izlases, kuras ir tiesi k
dotas kopas elementi un kuras atskiras cita no citas vismaz ar vienu elementu.

Kombinacijas elementu izkartojums nenem véra, t.i., divas kombinacijas, kuras ir vienads
elementu sastavs, tiek uzskatitas par vienadam.

Kombinaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ar simbolu C*.
Kombinaciju skaitu aprékina péc formulam:

ck n! - n-(n-)-(n-2)-...-.(n—k +1) |
" kn-k)! k-(k-1)-...-1 '
cr oA
Pk

Secinajums. A >CK.
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Kombinaciju skaita ipasibas:

e C)+CL+CZ+..+C] =2";

o CXeCckr=Cckl ja0<k<n.

Paskala trijstaris:

ch=1 <=2 Ci=1
Ci=1 ;=3 Ci=3 (Ci-=1
ch=1 C = Ci=6 ;=4 =1

CE crll 02_1 o

Niitona binoma formula:

(a+b)" =Cla" +Cla" b +..+Cra"*b* +...+C"b".

Vidéjas vertibas metode

Uzdevumu risinasana balstas uz konkréti formulétam teorémam, pieméram,

Starp jebkuriem n skaitliem ir vismaz viens skaitlis, kas nav mazaks par to vidgjo
vertibu, un ir vismaz viens skaitlis, kas nav lielaks par to vidgjo vertibu.

Ja starp lielumiem ir kads liclums, kas ir lielaks par visu lielumu vidgjo vértibu, tad
starp tiem ir arT tads lielums, kas mazaks par visu lielumu vid&jo vertibu, un otradi.

Ja neviens no lieclumiem nav mazaks (vai lielaks) par visu lielumu vid€jo vertibu, tad tie
visi ir vienadi ar savu vid&jo aritmétisko.

Viens no Vidgjas vertibas metodes specialgadijumiem ir Dirihlé princips: ja vairak neka
n trusi jaizvieto n buros, tad vismaz viena biirT nonaks vismaz divi trusi.

Visparinatais Dirihlé princips: ja vairak neka M N trusi jaizvieto n biros, tad vismaz viena
bari nonaks vismaz m-+1 trusis.

Katra uzdevuma #rusi un biri var but dazadi lielumi, piem&ram, trusi var bit skaitli,
cilvéki utt., biari — 1pasibas, pec kuram #rusi sadalas vairakas grupas; 1paSibam jabiit
tadam, ka katram trusim piemit tiesi viena no tam (katrs trusis var nonakt tikai viena
birT un neviens trusis nedrikst palikt arpus biriem).
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Invariantu metode

Par invariantiem lielumiem /ipasibam sauc lielumus/1ipasibas, kas kada procesa
nemainas, saglabajas.
Invariantu metode biezi ir efektivi pielietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek
aplukots kads process — noteiktu operaciju izpilde ar dotajiem liclumiem (tas var bat
darbibas ar skaitliem, figiru parveidojumi utml.) un ir japierada, ka no sakotn&jiem
datiem noradito rezultatu iegiit nav iesp&jams. Tad uzdevuma risindjuma var rikoties
sadi:

e atrodam invarianto ipasibu, t. i., Tpasibu, kura piemit sakuma dotajiem liclumiem un

saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

e paradam, ka $1 Tpasiba nepiemit lielumiem, kuri jaiegtst galarezultata.
Invarianta 1pasSiba atkariba no uzdevuma var bit, piem&ram, elementu skaits, summa,
starpiba, reizinajums, summas paritate, dalamiba ar 3, 4, ..., utml.
Uzdevumos par figiiru sagrieSanu ritinu plakn€ biezi tiek izmantota paligmetode —
krasoSana (biezi izmanto figiiras iekrasoSanu ka Saha galdinu), kur invarianta 1paSiba ir
iekrasoto riitinu skaita nemainiba.

Matematiskas indukcijas metode

Par indukciju sauc sprieSanas metodi, kura no konkrétiem piemériem ieglst visparigu
sledzienu.
Lietojot matematiskas indukcijas principu uzdevumu risinasana, rikojas péc $ada plana:

e parbauda, vai apskatama pasiba piemit kopas pirmajam elementam (indukcijas
baze);

e pienem, ka §1 Tpasiba ir speka pirmajiem k elementiem (induktivais pienémums);

e pierada, ka tad ta ir patiesa arT (k+1)-jam elementam (induktiva pareja).

e secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n =Kk izriet, ka tas
ir patiess elementam n=k+1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam
elementam, tad izteikums ir patiess jebkuram naturalam elementam n.

Pieradijuma metodi, kas balstas uz matematiskas indukcijas principa, sauc par
matematiskas indukcijas metodi.

Grafu teorijas elementi

Grafs ir punktu (kurus sauc par virsotném) kopa kopa ar nogriezniem (Skautném), kas
tos savieno.
Grafus ir erti izmantot, ja ir jaatt€lo attiecibas starp diviem objektiem.
Grafa Skautnu krustpunkts nav grafa virsotne.
Par grafa virsotnes pakapi sauc Skautnu galu skaitu, kas atrodas $aja virsotné.
Katra grafa virsotnu pakapju summa ir vienada ar divkarSotu grafa Skautpu skaitu.
Secinajumi:

e Virsotnu pakapju summa ir para skaitlis.

e Qrafa ir para skaits virsotnu, kuru pakape ir nepara skaitlis.
Eilera teoréma. Grafu var uzzimét ar vienu rokas vilcienu, neparklajot linijas un
beidzot zZimét taja pasa vieta, kur saka, tad un tikai tad, ja visam grafa virsotné€m ir para
pakape.
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UZDEVUMI

S. LATVIJAS 25. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

S.9. Devita klase

S.9.1. Pieci veseli skaitli a, b, ¢, d un e ir p&c kartas sekojosi aritmé&tiskas progresijas
locekli. Zinams, ka a nav 0 un ka b un d ir kvadratvienadojuma ax’ +cx+e =0
saknes. Noteikt skaitlu a, b, ¢, d un e vértibas!

S.9.2. Vienadsanu trijstiri ABC (AB =BC) izvelets malas AB ieksgjs punkts D un
novilkts nogrieznis CD ta, ka BD = DC = CA. Aprékinat ~ZABC.

S.9.3. Ar kadu lielako skaitla 2013 pakapi dalas skaitlis 1-2-3-....-20127?

S.9.4. Kvadratveida tabula ar izm@riem 5x5 ritinas katra riitina ir ierakstits viens
skaitlis. Visu tabula ierakstito skaitlu summa ir pozitivs skaitlis. Pieradit, ka tabula
var izvéleties piecas rutinas ta, ka nekadas divas neatrodas ne viena rindina, ne viena
kolona, un tajas ierakstito skaitlu summa ir pozitiva.

S.9.5. ledomasimies, ka uz Zemes ieradusies citplanétiesi, un viniem ir pastastits, ka uz
Zemes laiku méra gados, dienas un ménesos. Pie tam ir zinams, ka
1) gada ilgums ir 365 dienas,
2) gads ir sadalits 28, 30 vai 31 dienu garos ménesos.
Vai, zinot tikai So informaciju, citplanétie$i var viennozimigi noteikt a) mé&neSu
skaitu gada, b) katra veida ménesu skaitu?

S.10. Desmita klase

S.10.1. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x* +y® —x*y —xy® + x* —y* -10=0.

S.10.2. Taisnstira ABCD diagonale BD ir taisnstira BDEF mala. Punkts C atrodas uz
EF. Pieradit, ka S,gp = Scpe + Sper !

S.10.3. Pieradit, ka izteiksmes 19-8" +17 vértiba nav pirmskaitlis nevienai veselai
nenegativai n vertibail

S.10.4. Atrast visus naturalos skaitlus, kuros ir vairak neka Cetri cipari, kas beidzas ar
2013 un, ja Sim skaitlim nodze$ péd€jos Cetrus ciparus, tad tas samazinas veselu
skaitu reizu!

S.10.5. Tabula ar izmériem 4x4 ritinas katra ritina ir ierakstits skaitlis 1, 2 vai 3. Ja
divas rutinas ar kopigu malu vai stiri ir ierakstits viens un tas pats skaitlis, tad
teiksim, ka veidojas paris. Noskaidrot, kads ir minimalais paru skaits $aja tabula.

S.11. Vienpadsmita klase

S.11.1. Pieradit, ka nav tadas geometriskas progresijas, kas satur visus tris skaitlus 1,

J2 un /3.

S.11.2. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka linija. Ta diagonales AC un BD vienlaikus ir
attiecigi lenku BAD un CDA bisektrises. Vai ABCD noteikti ir kvadrats?

S.11.3. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu k, ka 11k —2 ir skaitla 3
pakape.
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S.11.4. Regulara trijstira rezga (skat. 1. zZim.) katra no desmit virsotném nokrasota
sarkana vai zala krasa. Pieradit, ka ir iesp&ams atrast regularu trijstiiri, kura visas
virsotnes ir nokrasotas viena krasa! Trisstlira malas var nebit paral€las rezga malam.

1. zim.

S.11.5. Pieradit, ka bezgaliga riitinu lapa var novilkt rinka liniju, kuras iekSpusé atrodas
tiesi 2012 riitinu virsotnes.

S.12. Divpadsmita klase

o a b . . . . .
S.12.1. Kada ir izteiksmes b1 + 1 mazaka iesp&jama vertiba, ja a un b ir naturali
+1 a+

skaitli?

S.12.2. Uz paralelograma ABCD malas AB izvéléts punkts E, bet uz malas BC — punkts
F (skat. 2. zim.). Nogrieznu DE un AF krustpunkts ir G, bet EC krustpunkti ar AF un

DF ir attiecigi punkti H un I. Pieradit, ka Spg, = Sace + Segrn + Scr -

A E

\
]

i

2. 7im.

S.12.3. Naturalu skaitlu virknes pirmie trTs locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais

loceklis ir vienads ar tris iepriek$gjo skaitlu summu. Vai ar 5 dalas §is virknes a)
111.; b) 2012. loceklis?

S.12.4. Lauka forma ir taisnstiiris ar malu garumiem 4 km un 6 km. Taja uzceltas piecas
majas. Pieradit, ka, neatkarigi no maju izvietojuma, varés uzbuvét celus, pa kuriem
no jebkuras majas var noklut uz jebkuru citu, un celu kopé&jais garums neparsniedz
15 km.

S.12.5. Naturalu skaitli sauksim par jokainu, ja ta pieraksts sastav tikai no cipariem 1, 3,
5, 7 un 9, pie tam jebkuru divu blakus ciparu starpiba ir tiesi 2. Piem&ram, skaitli
5797, 31353575 un 9 ir jokaini. Aprékinat, cik ir jokainu a) 11-ciparu, b)
2012-ciparu skait]u!
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S. LATVIJAS 62. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

N.9. Devita klase
N.9.1. Vai eksisté tads naturals skaitlis, kura kvadrata pedgjie 9 cipari ir 987654321 ?

N.9.2. Regulara trijstira iekSpusé patvaligi izvelets punkts K. Pieradit, ka attalumu
summa no punkta K 1idz trijsttira malam nav atkariga no punkta K izvéles.

N.9.3. Taisnstlira malu garumi ir veseli skaitli, bet ta perimetrs un laukums izsakas ar
vienu un to pasu skaitli. Atrast visus $adus taisnsttrus.

N.9.4. Zinams, ka ai, az, ..., azo1s ir tadi naturali skaitli, ka a >,/a, , a, > /a;, ...,
Apo12 > +JBo013 UM 8yp13 >+/8; . Aprékinat mazako iesp&jamo summas
a; +a, +...+ 8,3 vertibu.

N.9.5. Profesora Ciparina olimpiadé bija 3 uzdevumi. Taja piedalijas 100 skoléni.
Pieradit, ka atradisies vismaz 13 skoléni, kas izrékinaja vienus un tos pasus
uzdevumus (vai ari neizrékinaja nevienu uzdevumu).

Katrs skoléns katru uzdevumu vai nu izrékinaja, vai neizrékinaja, dalgji risinajumi
netika iesniegti.

N.10. Desmita klase

N.10.1. Zinams, ka ai, ay, ..., aio ir dazadi naturali skaitli tadi, ka a; >/a, , a, > \/a_ ,
cny Qg > \/a un a;q > \/a_l . Aprékinat mazako iesp&jamo summas a; + a, +... + 8
vertibu.

N.10.2. Trijsturim ABC apvilktas rinka Iinijas un ievilktas rinka linijas centri ir

simetriski attieciba pret vienu no trijstira ABC malam. Aprekinat trijstira ABC
lenkus.

N.10.3. Vai eksiste tada trijstiira piramida, kurai katras skaldnes perimetrs ir 2013 un
kurai nav vienada garuma Skautnu?

N.10.4. Ansitis aprekinaja skaitlu 2°°** un 52013

vienu aiz otra. Cik cipari uzrakstiti?

vertibas un iegutos skaitlus uzrakstija

N.10.5. Doti 7 dazadi naturali skaitli, kuri neparsniedz 21. Pieradit, ka no tiem var
1zveleties divus skaitlu parus, kuru starpibas ir vienadas. (Skaitlu pariem var biit ari
kopigs skaitlis, starpibu aprékina no lielaka skaitla atnemot mazako.)

N.11. Vienpadsmita klase

N.11.1. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu (X—Yy)(X+Yy)=X.

N.11.2. Caur paralelograma ABCD virsotném B un D ir novilkta rinka linija, kas krusto
malas AB, DA, BC un CD attiecigi to iek$gjos punktos P, Q, R un S. Pieradit, ka
PQJ|IRS.

N.11.3. Dotas seSas vienada izskata mon&tas un sviru svari bez atsvariem. Cetras no
monétam sver 10 gramus katra, pargjas divas sver 9 gramus katra. Ka ar divam
sveérSanam atrast vismaz vienu monétu, kas sver 9 gramus?

N.11.4. Polinoms P(x) ar veseliem koeficientiem Cetram veselam X vértibam pienem

vertibu 2000. Pieradit, ka nav tadas veselas x vértibas, pie kuras dotais polinoms
pienem vértibu 2013.
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N.11.5. Plakné doti n>3 patvaligi izvietoti punkti. Zinams, ka nekadi 3 no tiem
neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit, ka eksist€ tads n-stiiris (iesp&jams, ieliekts),
kura virsotnes atrodas Sajos punktos. Daudzstiira malas nedrikst krustoties.

N.12. Divpadsmita klase

N.12.1. Zinams, ka a un b ir divi dazadi naturali skaitli. Pieradit, ka

GRS
2 4(a+b)
N.12.2. Nogrieznis BP ir trijstira ABC bisektrise, punkti N un M ir attiecigi malu AB un
AC ieksgji punkti tadi, ka AN =PC un AM =BC. Taisnes BP un MN krustojas
punkta X. Pieradit, ka ANBX~APBC .

N.12.3. Dots, ka n>1 ir tads naturals skaitlis, kas, dalot ar 7, dod atlikumu 1. Pieradit,
ka skaitla n? +3n+3 visi pirmreizinataji ir mazaki neka n?.

N.12.4. Dots regulars seSstiiris ar malas garumu 1. Uz katras malas ir patvaligi izvelets
viens punkts (skat. 3. zim.). Pieradit, ka vismaz viena iekrasota trijstira laukums

. 3
neparsniedz — .
16

3. zim.

N.12.5. Parlamenta ir 2013 deputati; katram no viniem ir domstarpibas ar ne vairak ka d
(0<d <£2012) citiem deputatiem. Domstarpibas ir abpusgjas: ja A ir domstarpibas
ar B, tad arT B ir domstarpibas ar A. Pieradit, ka deputatus var sadalit d +1 komisija
ta, lai nekadiem diviem vienas komisijas locekliem nebiitu domstarpibu sava starpa.
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V. LATVIJAS 63. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

V.9. Devita klase

V.9.1. Atrast tadas ciparu a, b, ¢, d vértibas, lai izpilditos vienadiba
abcd +abc+ab+a = 2013.
(Pieraksts xyzt nozimé, ka Getrciparu skaitli ir x tukstosi, y simti, z desmiti un t
vieni.)
V.9.2. Doti tris regulari trijstiri OAB, OCD un OEF (virsotnes noraditas
pulkstenraditaja kustibas virziend), kuru malu garumi var atskirties. Punkti A, C, E

neatrodas uz vienas taisnes; punkti B, D, F arT neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit,
ka AACE = ABDF .

V.9.3. Dota virkne a,, a,, a;,..., kur a, =a, =1 unvisiem n > 2 izpildas

Aprekinat a,,,.
([x] ir vesela dala no x — lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz X; piemé&ram,
[3]=3, [46]=4,[0,2]=0 u.tml.)

V.9.4. Divas komandas sava starpa izspél€jusas vairakas (vairak neka vienu) spéles. Par
zaud&jumu komanda sanem n punktus (n — naturals skaitlis), bet par uzvaru n+3
punktus. Neizskirtu rezultatu nav. P&c sp&lu beigam izradijas, ka vienai komandai ir
par vienu uzvaru vairak neka otrai. Zinams, ka viena no komandam kopsumma
ieguva 92 punktus. Cik punktus ieguva otra komanda?

V.9.5. Kadu lielako skaitu 4. zim. att€loto figiru var izgriezt no ritinu kvadrata n x n,
kuram iznemtas Cetras stiira rutinas: a) ja n=6 (skat. 5. zim.), b) ja n=7 (skat. 6.
zim.). Griezuma linijam jaiet pa ritinu malam, 1. zZim. figlra var biit pagriezta vai
apgriezta spogulattela.

mny

4. 7im. 5. zim. 6. zim.

V.10. Desmita klase

V.10.1. Pieradit, ka vienadojumam £+B+2;b2:1 nav atrisinagjuma naturalos
a a” +
skaitlos.

V.10.2. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka Iinija. Ta diagonales AC un BD ir
perpendikularas un krustojas punkta E. Malas AB viduspunkts ir F. Pieradit, ka
EF LCD.

V.10.3. Funkcija f(x)=(x+10)x(x—-1)(x—11) definéta visam realam X vé&rtibam.
Atrast mazako iespgjamo f (x) vertibu.

V.10.4. Dota Fibonac¢i skaitlu virkne X, =X, =1 X, =X, +X;,,. Pieradit, ka Saja

virkné ir bezgaligi daudz skaitlu, kas nav naturala skaitla kvadrati.
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V.10.5. Dota ritinu lapa ar izmériem nxm (n, m — naturdli skaitli) ratinas. Divi
speletaji spele sadu spéli, péc kartas izdarot pa vienam gajienam. Ar vienu gajienu
atlauts veikt taisnu griezienu, kas sakas kada lapas mala un iet pa riitinu malam, pie
tam griezuma garumam jabut naturalam skaitlim. Zaud€ tas spelétajs, péc kura
gajiena lapa tiek sagriezta divos atseviskos gabalos. Kadam n un m vértibam, pareizi
spElgjot, vienmer var uzvarét pirmais spélétajs, un kad — otrais (spéli vienmeér sak
pirmais speletajs)?

V.11. Vienpadsmita klase

V.11.1. Pieradit, ka nav tadas naturalas n vértibas, ka n” + 4n +16 dalas ar 36.

V.11.2. Dots vienadsanu trijstiris ABC, kuram AB = AC un /BAC =100°. Lenka
ABC bisektrise krusto malu AC punkta D. Pieradit, ka AD+BD =BC.

V.11.3. Vienadojuma x® —44x* +623x —2860=0 saknes ir taisnstiira paralélskaldna
malu garumi, kas izteikti centimetros. Aprékinat §1 paral€lskaldna pilnas virsmas
laukumu un tilpumu.

V.11.4. Diviem vienadiem kvadratiem ar malas garumu 40 cm ir kopigs centrs. Vai abu
kvadratu kopigas dalas laukums noteikti ir lielaks neka a) 1250 cm?, b) 1300 cm??

V.11.5. Valsti Alfa ir n pilsétas, n>2. Dazas no $§im pils€tam ir savienotas ar dazam
citam ar celiem. Ir zinams, ka katrs cel$§ savieno tiesi divas dazadas pils€tas, katras
divas pilsétas savieno ne vairak ka viens cels, turklat pa izbuivétajiem celiem no
jebkuras pilsétas ir iesp&jams aizbraukt uz jebkuru citu viena vieniga veida.

a) Pieradit, ka ir vismaz viena pilséta, no kuras iziet tiesi viens celS.
b) Pieradit, ka pilsétas var sanumurét ar skaitliem 1, 2, ..., n ta, lai jebkuru divu
pilsétu, kuras ir savienotas ar celu, numuru reizinajums biitu para skaitlis.

V.12. Divpadsmita klase

V.12.1. Ap Saurlenku trijstiri ABC apvilkta rinka linija. Loka AB (kuram nepieder
punkts C) viduspunkts ir M, bet loka AC (kuram nepieder punkts B) viduspunkts ir N.
Nogriezni BN un CM krustojas punkta D. Pieradit, ka AD 1L MN .

SinX+cosy = §tg z
V.12.2. Atrisinat vienadojumu sist€mu é .
siny +Ccosx = Ectg z

V.12.3. Funkcija f apmierina $adas prasibas:
a) f ir definéta visiem veseliem nenegativiem skaitliem un tas vértibas ir veseli
skaitli;
b) katram n (n — vesels nenegativs skaitlis) izpildas sakariba
f(n)-(f(n+1)—2)=4n*-1.
Atrast visas $adas funkcijas f un pieradit, ka citu nav.

V.12.4. Ar d,

tam d; <d, <d; <...<d,.

i=1 2,...,k, apzZimésim visus naturala skaitla n naturalos dalitajus, pie

Dots, ka dZd (d; -+ df): n®. Atrast visas iespgjamas n vértibas.
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V.12.5. Uz tafeles uzrakstita burtu virkne, kas satur tikai burtus a, b un c. Ar o virkni

atlauts veikt Sadus gajienus:

a) patvaligi mainit uzrakstito burtu secibu;

b) ja virknes gala ir uzrakstits fragments ab, to drikst nodzest;

c) fragmentu ba aizstat ar fragmentu aabbcc;

d) fragmentu bbc aizstat ar a;

e) izsvitrot jebkurus tris vienadus péc kartas uzrakstitus burtus.
Vai, atkartojot vairakus $adus gajienus, iesp&jams iegit virkni aba, ja sakotngji ir
uzrakstita virkne 1) abba; 2) aabbcabaab?
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A. LATVIJAS 40. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.9. Devita klase

A.9.1. Dota trapece, kuras pamatu malu garumi ir 3 un 13. Pieradit, ka to nevar sadalit
piecos vienlielos trijstiiros.
(Figtrras sauc par vienlielam, ja tam ir vienadi laukumi.)

A.9.2. Kvadrata ar izmériem 4x4 rutinas katra ritinu virsotne nokrasota viena no
divam krasam. Pieradit, ka noteikti var atrast tris punktus, kas nokrasoti viena krasa
un atrodas vienadsanu taisnlenka trijstiira virsotnés.

A.9.3. Doti cetri dazadi cipari, neviens no kuriem nav 0. Visu divciparu skaitlu, kurus
var izveidot no Siem cipariem, summa ir 484. Atrast dotos Cetrus ciparus.

. . _ 2 ..
A.9.4. Dota skaitlu virkne Xy, X;, X,, X5,..., kura X, >0 un x.,, =X, +— visiem n>0.
X

n

Pieradit, ka x,, > 20.

A.9.5. Dots izliekts Cetrstiiris. Uzziméti Cetri rinki, kuru diametri ir Cetrstiira malas.
Pieradit, ka Sie rinki pilniba parklaj doto Cetrstiiri.

A.10. Desmita klase

A.10.1. Dots, ka X, ir vienadojuma x>+ px+q=0 sakne, bet X, ir vienadojuma

. . . 1 S

—x? + px+q=0 sakne. Pieradit, ka vienadojumam §X2 + px+q =0 noteikti ir
sakne X,, kas atrodas starp x, un X, (t.i., X; <X; <X, vai X, <X; <X;).

A.10.2. Trijstart ABC nogrieznis CD ir bisektrise. Caur punktu C novilkta rinka linija,
kas pieskaras malai AB punkta D. Ta krusto malas AC un BC attiecigi punktos P un
Q. Pieradit, ka AB||PQ.

A.10.3. Par n-heksu sauksim plaknes figiiru, kas izveidota no n regulariem sesstliriem
ta, ka katram seSsttirim ir kopiga mala ar vismaz vienu citu seSstiri.
Kadam mazakajam n (n>2) eksisté tads n-hekss, ar kuriem nevar parklat 7. zim.
atteloto figiiru (ta sastav no regulariem sesstiiriem ar caurumu centra)?

7. zim.

A.10.4. No pirmajiem 100 naturalajiem skaitliem izve€lets 51 skaitlis. Pieradit, ka no
tiem var izvel&ties divus, no kuriem viens dalas ar otru.

A.10.5. Vai pa rinki var uzrakstit 2013 naturalus skaitlus ta, lai jebkuru divu blakus
esosu skaitlu attieciba buitu 2, 3, 12 vai 18 ?
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A.11. Vienpadsmita klase

A.11.1. Pieradit, ka nav tada naturala skaitla n, ka skaitlis n®> —3n —1 dalas ar 169.

A.11.2. Vai eksisté regulars daudzstiiris, kuram vienas diagonales garums ir vienads ar
divu citu diagonalu garumu summu?

A.11.3. Doti dazadi nepara naturali skaitli a,,a,,...,a,. Neviens no tiem nedalas ne ar

vienu pirmskaitli, kas lielaks neka 5. Pieradit, ka

1 1 1 1
—F—+—++—<2.

a‘i a‘Z a3 a‘n
A.11.4. Kada valst1 ir 2013 pilsétas, no katras uz katru var aizlidot ar lidmasinu. Dazus
no Siem reisiem apkalpo aviokompanija A, paréjos — aviokompanija B (ir iesp&jams,
ka no pilsétas X uz pilsétu Y lido aviokompanijas A lidmasina, bet no Y uz X —
aviokompanijas B lidmasina).
Pieradit, ka aviokompaniju atbildibu par reisiem iesp&jams saplanot ta, ka celotajs,
izlidojot no jebkuras pilsétas Z, pa celam apmeklgjot vienu vai vairakas pilsétas un
péc tam atgriezoties pilséta Z, noteikti bis lidojis ar abu aviokompaniju lidmasinam,
neatkarigi no ta, kadu marsrutu vins bils izvelgjies un kura ir sakotngja pilséta Z.
A.115. Uz galda virsmas, kurai ir taisnstira forma, izvietoti vairaki vienadi
kvadratveida papira gabalini, kuru malas ir paralelas galda malam (kvadratini var ar1

parklaties). Pieradit, ka galda var iedurt dazas adatas ta, ka katrs papira gabalin$ biis
piesprausts pie galda tiesi ar vienu adatu.

A.12. Divpadsmita klase

A.12.1. Atrisinat vienadojumu Ig x-1g(4 — x) = % .

A.12.2. Trijstiri ABC punkti M, N un K ir attiecigi malu AB, BC un CA viduspunkti. Ir
novilktas tris rinka linijas: caur punktiem K, A, M; caur punktiem M, B, N; caur
punktiem N, C, K. Pieradit, ka visas novilktas rinka Iinijas krustojas viena punkta.

A.12.3. Pieradit, ka neeksisteé tadi naturali skaitli x,y,z, ka izpildas vienadiba
6" +13" =29°.

A.12.4. Kadas valodas alfab&ta ir i patskani (i >2) un j lidzskani ( j > 2). Saja valoda
par vardu sauc jebkuru galigu burtu (patskanu un Iidzskanu) virkni, kas satur vismaz
vienu burtu un kura nekadi divi patskani neparadas pec kartas un péc kartas uzrakstiti
lidzskani ir ne vairak ka divi (pieméram, ja ,,A” ir patskanis, bet ,,B” — lidzskanis,
tad, pieméram, ,,ABBA” ir vards, turpreti ,,BAAB” un ,,ABBBA” nav vardi).

Ar S(n) apzimésim visu to vardu skaitu, kuri sastav no n burtiem, n>1.

Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem n ir speka vienadiba
S(N+3)=i-j-S(n+D)+i-j>-S(n).

A.12.5. Dota kvadratisku riitinu plakne, katras riitinas malas garums ir 1. Pieradit, ka
eksiste trijstiiris, kura virsotnes atrodas Sis plaknes riitinu virsotnés un jebkuru divu ta

1
2013-/P

malu garumi atskiras ne vairak ka par , kur P ir $1 trijstiira perimetrs.
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VP. LATVIJAS 63. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

VP.1. Pieradit, ka visiem realiem pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas
2a 2b 2cC 1 1 1
T e <+ =+
a+b b°+c c°+a a b c

VP.2. Plakné dotas Cetras rinka Iinijas. Pirma ar€ji pieskaras otrajai punkta A, otra argji
pieskaras treSajai punktad B, tresa argji pieskaras ceturtajai punkta C, ceturta argji
pieskaras pirmajai punkta D. Pieradit, ka ap Cetrstiiri ABCD var apvilkt rinka Iiniju.

VP.3. Naturalu skaitli a sauksim par izcilu, ja eksisté tads vesels k>1 un naturali

skaitli a, a,, ..., a,, ka a; +a, +...+a,=a un i+i+...+i:1.
& @ a
Pieméram, izcili ir skaitli 1, 4 (=2+2), 9 (=3+3+3), 10(=2+4+4),

11 (=2+3+6).
Pieradit, ka izcili ir arT skaitli: @) 31, b) 2013, ¢) 2014.

VP.4. Pieradit, ka neeksiste tada funkcija g : N — N, kas definéta naturaliem skaitliem
un pienem naturalas vértibas, ka g(g(n)) =n+ 2013 visiem naturaliem n.

VP.5. Doti n punkti, novilkti dazi no iesp&jamajiem nogriezniem, kas tos savieno.
Zinams, ka starp jebkuriem 4 punktiem novilkti ne vairak ka 2 no iesp&amajiem
nogriezniem. Atrast, kads ir lielakais iesp&amais nogrieznu skaits, kas var but
novilkti, un pieradit, ka lielaku nogrieznu skaitu novilkt nevar.
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AB. ATLASE KOMANDU SACENSIBAM "'‘BALTIJAS CELS 2012"

AB. Algebra

AB.l. Realiem nenegativiem skaitliem a, b, c izpildas nosacijums, ka a+b+c=1.
Kada ir izteiksmes

a’b+ab® +b*c+bc® +a’c+ac’
lielaka iesp&jama vertiba?
AB.2. Patvaligam realam skaitlim a definésim virkni X,, X;, ... tadu, ka X, =a un

AB.3. Atrast visas funkcijas f :R — R, kas definétas realiem skaitliem un pienem
realas vertibas, kuram visiem X, Yy izpildas:
O+ F(y)) = () = (x+ F () =X
AB.4. Dots 2011-as pakapes polinoms P ar realiem koeficientiem. Pieradit, ka eksiste
aritmétiska progresija X, X,, ..., X,0;;, kas sastav no realiem skaitliem un kuras

diference nav 0, tada, ka
2011

> P(x)=0.
k=1
AB.A.5. Doti pozitivi reali skaitli X, Yy, z. Pieradit, ka
X2 yz 72

3
(y+2)? +(x+z)2 +(x+ y)? ZZ'

AB. Kombinatorika

AB.6. Matematikas olimpiade notiek astonas klaSu grupas. Rikotajiem katrai klasu
grupai jasagatavo 5 dazadi uzdevumi. Vienu un to pasu uzdevumu var risinat
vairakas klasu grupas, bet jebkuram divam klasu grupam var bt ne vairak ka viens
kopigs uzdevums. Kads ir mazakais iesp&amais kopg€jais uzdevumu skaits, ar kuru
olimpiades rikotajiem pietiek visam klaSu grupam?

AB.7. Kasté atrodas 100 bumbinas, katra no tam ir nokrasota sarkana, zala vai balta.
Zinams, ka, ja neskatoties iznem no kastes divas bumbinas, tad varbiitiba, ka tas ir
dazadas krasas, ir 58%, bet varbiitiba, ka viena no tam ir zala, bet otra - balta, 8%.
Cik sarkano bumbinu ir kaste?

AB.8. Klasg ir n skoléni, katram no viniem $aja klas€ ir vismaz k draugi. Katru dienu
katrs no viniem pastasta visiem saviem draugiem jaunumus, ko vin§ ir uzzinajis
iepriek$gja diena. Zinams, ka, ja kads no skoléniem kaut ko uzzina, tad péc kada
laika to jau zina visa klase. Pieradit, ka dienu skaits, pec kuram visa klase jaunumus

jau ir uzzinajusi, nav lielaks ka 3?n
AB.9. Kads ir mazakais krasu skaits, ar kuram pietiek, lai izkrasotu 2012x 2012 riitinu

kvadratu ta, lai jebkuras tris riitinas, kas veido kadu trimino figiru (skat. 8. zZim., tas
var biit ar pagrieztas) biitu nokrasotas dazadas krasas?

8. zim.
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AB.10. Kaste atrodas rotalu zverini, katram zveérinam galva un aste nokrasota viena no
2011 krasam (nav obligati viena un tai pasa). Zinams, ka iesp&jams izvéeleties 2011
zverinus ta, lai to galvas biitu nokrasotas visas 2011 krasas un astes ari biitu
nokrasotas visas 2011 krasas, pie tam $adi izvél€ties iesp&jams vairak neka divos
atSkirigos veidos. Pieradit, ka var iznemt no kastes dazus zverinus ta, lai no
atlikuSajiem zveriniem $adi izveleties var€tu tiesi divos atSkirigos veidos.

AB. Geometrija

AB.11. Trijstira malu garumi ir @, b un c, ta apvilktas rinka linijas radiuss ir R, bet
ievilktas — r. Pieradit, ka

Rr 1
— <.
(a+b+c)? 54

AB.12. Saurlenku trijstiirt ABC punkts D atrodas uz malas AC (un nesakrit ne ar A, ne
C), zinams, ka BD =BC. Pieradit, ka tiesi divi no trijstirim ABD pievilkto rinka
liniju centriem atrodas uz trijstiirim ABC apvilktas rinka linijas. (Rinka liniju sauc
par pievilktu trijstirim, ja ta pieskaras vienai ta malai no arpuses un abu pargjo malu
pagarinajumiem.)

AB.13. Par Cetrstuiri ABCD zinams, ka ZABD=30°,ZCDB=20° un
/BCA = ZACD =40°. Aprékinat ZDAC.

AB.14. Dots kvadrats ar malas garumu 1, ta iekSpus€ atrodas divi rinki, kas savstarpgji
neparklajas un neiziet arpus kvadrata. Kada ir lielaka iespgjama rinku laukumu
summa?

AB.15. Trijstira ABC iekSpusé izvéléts patvaligs punkts P. Taisnes AP, BP un CP
krusto attiecigo trijstiira pret€jo malu punktos A, B, un C,. Punkti A, un C, ir
attiecigi malu BC un AB viduspunkti. Taisnes B,C,, B,A un B;B krusto taisni A,C,

attiecigi punktos C,, A, un B,. Pieradit, ka B, ir nogriezna A,C, viduspunkts.
AB. Skaitlu teorija
AB.16. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, ka visi pirmskaitli, ar ko

dalas skaitlis n? +1, ir mazaki neka n.

AB.17. Atrast mazako Kk, kam izpildas ipasiba: starp jebkuriem K péc kartas sekojosiem
naturaliem skaitliem ir vismaz viens tads, kura visu dalitaju summa ir para skaitlis.

AB.18. Atrisinat naturalos skaitlus vienadojumu
a” +b® +¢® =3abc.

AB.19. Atrast visus naturalos skaitlus d, kam piemit sekojosa Tpasiba: ja n dalas ar d,
tad ar1 jebkur§ skaitlis m, kas ieglits no n, parliekot ta (decimala pieraksta) ciparus
cita seciba, dalas ar d.

AB.20. Doti naturali skaitli a un b, par kuriem zinams, ka jebkuram naturalam skaitlim
n izpildas d(na)>d(nb) (ar d(k) apzimé skaitla k dalitaju skaitu). Pieradit, ka a
dalas ar b.
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BW. STARPTAUTISKAS MATEMATIKAS KOMANDU SACENSIBAS
»BALTIJAS CELS 2012”

BW. Algebra

BW.1. Veselos skaitlus no 1 lidz 360 sadala devinas péc kartas sekojoSu skaitlu
apakSkopas (apakSkopas ir netukSas un katrs skaitlis atrodas tieSi viena no
apakskopam). Apakskopas esoSo skaitlu summas izvieto 3x3 kvadrata riitinas. Vai
iesp&jams, ka $adi izveidojas magiskais kvadrats?

Piezime. Skaitlu kvadratu sauc par magisku, ja skaitlu summas pa rindinam,
stabiniem un abas diagonal@s visas ir vienadas.

BW.2. Doti reali skaitli a, b, c. Pieradit, ka

ab+bc+ca+max{|a—b|,|b—c|,|c—a|}sl+%(a+b+c)2.

BW.3. a) Pieradit, ka vienadojumam
[ xJ(x? +1) = x°
katra intervala starp pec kartas sekojoSiem veseliem pozitiviem skaitliem ir tiesi
viens reals atrisinajums.
b) Pieradit, ka neviens no realajiem pozitivajiem §1 vienadojuma atrisinajumiem nav
racionals skaitlis.
Piezime. Ar LXJ apziméts lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz X.

BW.4. Pieradit, ka bezgaligi daudziem veselu skaitlu pariem (a,b) starp vienadojuma

x?? —ax+b

atrisinajumiem ir divi dazadi reali skaitli, kuru reizinajums ir 1.
BW.5. Atrast visas tadas funkcijas f : R — R, kuram vienadiba
fx+y)=f(x=y)+ f(fl-xy)

izpildas visiem realiem skaitliem X un'y.
BW. Kombinatorika

BW.6. Uz gala stav 2012 lampas. Divi spelétaji spelé sadu spéli. Katra gajiena spélétajs
parsledz vienas lampas slédzi, taCu nedrikst izveidoties tads ieslégto lampu
izvietojums, kads jau kop$ spéles sakuma uz galda ir bijis. Spéelétajs, kur§ nevar
izdarit gajienu, zaudé. Kuram sp&létajam ir uzvarosa stratégija?

BW.7. Riatinu kvadrata 2012x2012 uz diagonales, kas labo augs€jo stiiri savieno ar
kreiso apaksgjo stiiri, ir iekrasotas dazas riitinas. Neviena stiira riitina nav iekrasota.
Katra kvadrata ratina ieraksta veselu skaitli $ada veida. Visas augsgjas rindas un
kreisas kolonnas rutinas ieraksta 1. Visas iekrasotajas rutinas ieraksta 0. Katra no
pargjam rutinam ieraksta skaitli, kas vienads ar to divu skaitlu summu, kas ierakstiti
rutinas virs un pa kreisi no tas. Pieradit, ka labaja apaks$gja sturT ierakstitais skaitlis
nedalas ar 2011.

BW.8. Orientéts grafs nesatur orient€tus ciklus. Katra orientéta cela Skautnu skaits
neparsniedz 99. Pieradit, ka $1 grafa Skautnes ir iesp&jams izkrasot divas krasas ta, ka
Skautnu skaits katra vienkrasaina orientéta cela neparsniedz 9.

BW.9. Katra kvadrata 5x 5 rutina ir ierakstita 0. Patvaliga riitina un tas kaiminu ratinas
ierakstitos skaitlus drikst palielinat par 1. Vai $adu darbibu rezultata ir iesp&ams
panakt, ka visas kvadrata riitinas vienlaicigi atrodas skaitli 20127
Piezime. Par kaiminu riitindm sauc riitinas, kam ir kopiga mala.
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BW.10. Speletaji A un B spéle $adu spéli. Pirms spéles A izvelas 1000 nepara
pirmskaitlus (ne obligati dazadus), tad B izv€las pusi no tiem un uzraksta tos uz
tafeles. Katra speles gajiena kaut kadam veselam pozitivam skaitlim n spélétajs
izvelas kaut kadus uz tafeles esoSus pirmskaitlus p1, p2, ..., Pn, nodzes$ tos un vieta

uzraksta skaitla p;p,..p, —2 pirmreizinatajus (ja skaitla p,p,..p, —2 sadalijjuma
pirmreizinatajos kads pirmskaitlis ir sastopams K reizes, tad to $aja gajiena uzraksta K
reizes). Pirmo gajienu izdara A. Spelétajs, péc kura gajiena tafele paliek tuksa, zaude.
Pieradit, ka vienam no sp€létajiem ir uzvarosa stratégija, ka ari noteikt, kuram ta ir.
Piezime: Ta ka skaitlim 1 nav pirmreizinataju, tad viena skaitla 3 nodzeSana ir atlauts
gajiens.

BW. Geometrija

BW.11. Trijstira ABC (L£A=60°) iekSpusé izvéléts tads punkts T, ka
/ATB = /BTC = Z/CTA=120°. Punkts M ir BC viduspunkts. Pieradit, ka
TA+TB+TC =2AM..

BW.12. Uz rinka linijas dotaja seciba izvietoti punkti P,,P,,..., P, = P,. Punkts Q atrodas
daudzstiira P,P,...P, iekspusg, pie tam £P, QP =45° kur i=1, 2, ..., 8. Pieradit, ka

8
summas Z P_,P" vértiba ir minimala tad un tikai tad, ja Q ir rinka Iinijas centrs.
i=1

BW.13. Trijsturis ABC ir Saurlenku trijsturis, H ir ta augstumu krustpunkts. Ar Ha, Hg
un Hc apziméts attiecigi no virsotném A, B un C vilkto augstumu otrs krustpunkts ar
trijstiirim ABC apvilkto rinka Iiniju. Pieradit, ka AH,H H_. laukums neparsniedz
AABC laukumu.

BW.14. Dots trijsturis ABC, taja ievilkta rinka linija pieskaras malam BC, CA, AB
attiecigi punktos D, E, F. Punkts G ir nogriezna DE viduspunkts. Pieradit, ka
/ZEFC = ZGFD .

BW.15. Cetrstiirim ABCD apvilktas rinka linijas centrs O atrodas &etrstiira iek3pusg, bet
ne uz diagonales AC. Cetrstira diagonales krustojas punkta |. Trijstarim AOI
apvilktajai rinka Iinijai ar malu AD ir kopigs punkts P, bet ar malu AB — kopigs
punkts Q; trijsttirim COI apvilktajai rinka Iinijai ar malu CB — kopigs punkts R, bet ar
malu CD — kopigs punkts S. Pieradit, ka PQRS ir paralelograms.

BW. Skaitlu teorija

BW.16. Veseli pozitivi skaitli n, m un k apmierina vienadibu (n—1)n(n+1)=m".
Pieradit, ka k=1.

BW.17. Ar d(n) apzim&sim skaitla n pozitivo dalitaju skaitu. Atrast visus skaitlu
trijniekus (n,k, p), kur n un k ir veseli pozitivi skaitli un p ir pirmskaitlis, kam
izpildas n°™ —1=p*.

BW.18. Atrast visus tadus veselu skaitlu trijniekus (a, b, ), kas apmierina vienadibu

a’+b*+c?=20122012

BW.19. Pieradit, ka n" +(n+1)"" ir salikts skaitlis bezgaligi daudzam naturalam
skaitla n vertibam.

BW.20. Atrast visus vienadojuma 2x° +y’ =11 atrisindjumus veselos skait]os.
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IETEIKUMI

1.S. LATVIJAS 25. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

1.S.9. Devita klase

1.5.9.1. Izmantojot aritmétiskas progresijas definiciju, izsakiet doto skaitlu vertibas ar a
un f,kur f iraritm@&tiskas progresijas diference.

1.5.9.2. Apzimgjiet lenkus ZABC =X, ZBAC =y un izsakiet kada trijstira ieksgjo
lenku summu ar x un'y.

1.5.9.3. Sadaliet skaitli 2013 pirmreizinatajos. Izdomajiet, cik reizes §1 skaitla
pirmreizinataji ietilpst skaitlt 2012!.

1.5.9.4. Pieradiet no pret&ja. Izmantojiet krasoSanas metodi un izkrasojiet tabulu piecas
krasas.

1.5.9.5. Pieradiet, ka a) gadijumu var, bet b) nevar. Apzimgjiet ar a to ménesu skaitu,

kuros ir 28 dienas, ar b — to, kuros 30 dienas, un ar ¢ — to, kuros 31 diena. Izdomajiet,
kas notiek gadijuma, ja gada ir 11 ménesi un 13 ménesi.

1.S.10. Desmita klase

1.5.10.1. Parnesiet skaitli 10 uz vienadojuma labo pusi un vienadojuma kreiso pusi
sadaliet reizinatajos.

1.5.10.2. Novelciet CG1BD un izmantojiet faktu, ka taisnstiira diagonale sadala to divos
vienados trijstlros.

1.5.10.3. Apskatiet divus gadifjumus: n — para un N — nepara skaitlis un apskatiet
izteiksmi p&c dazadiem moduliem.

1.5.10.4. Izdomajiet, kada forma var pierakstit visus meklgjamos skaitlus.

1.5.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod mazakais paru skaits
(piemérs) un japierada, ka mazaks paru skaits nevar bit.

1.5.11. Vienpadsmita klase

1.5.11.1. Pieradiet uzdevumu no pretgja.

1.5.11.2. Atrodiet pretpieméru.

1.5.11.3. Izmantojiet uzdevuma atlikumus p&c modula 11.

1.5.11.4. Atrodiet trijsturi, péc kura butu &rti izskatit visus iesp&jamos gadijumus.

1.5.11.5. Uzzimgjiet mazu rinka Iiju un pavérojiet, kas notiks, ja to pakapeniski
palielinas. Izdomajiet, kur jaatrodas §is rinka linijas centram, lai, pakapeniski
palielinot radiusu, vienlaicigi rinka Iinija ,,neienaktu” vairak ka viena rutinu virsotne.
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1.S.12. Divpadsmita klase

1.5.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod izteiksmes mazaka vertiba
(piemers) un japierada, ka mazaku vertibu iegt nevar.

1.5.12.2. Atcerieties sakaribu, ka trijstiiriem ar vienadiem pamatiem un vienadiem
augstumiem pret Siem pamatiem ir vienadi laukumi.

1.5.12.3. Izmantojiet faktu, ka naturalu skaitlu virknes atlikumi periodiski atkartojas.

1.5.12.4. Apskatiet nogriezni, kas savieno taisnstiira to malu, kuru garums ir 4 km,
viduspunktus.

1.5.12.5. Apzimgjiet ar a k-ciparu jokaino skaitlu skaitu, kas beidzas ar 1 vai 9, ar b
k-ciparu skaitlu skaitu, kas beidzas ar 3 vai 7, un ar ¢ k-ciparu skaitlu skaitu, kas

beidzas ar 5. Ka mainas a, b un c, ja més gribam aprakstit (k +1)-ciparu jokaino
skaitli?
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I.N. LATVIJAS 63. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

I.N.9. Devita klase
I.N.9.1. Atrodiet skaitli, kuram piemit uzdevuma prasita 1pasiba.
1.N.9.2. Aprékiniet trijstira ABC laukumu divos dazados veidos.

I.N.9.3. Apzimgjiet taisnstiira malas ar a un b. Parveidojiet izteiksmi ab=2a+2b ta,
lai viena vienadibas pus€ biitu divu izteiksmju reizinajums, bet otra — naturals
skaitlis.

I.LN.9.4. Pamatojiet, ka mazaka a;, i=1 2,.., 2013, veértiba ir 2. levérojiet, ka

uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas:
1) atrast izteiksmes mazako veértibu — uzradit pieméru, ka izteiksme var pienemt $o
vertibu;
2) pamatot, ka mazaku vertibu iegiit nevar.

I.N.9.5. Izdomajiet, cik dazadus ,atrisinato/neatrisinato uzdevumu” komplektus var
izveidot.

1.N.10. Desmita klase

I.N.10.1. Pamatojiet, ka mazaka a;, i =1, 2, ..., 10, vértiba ir 2. leverojiet, ka uzdevuma
atrisinajumam ir divas dalas:
1) atrast izteiksmes mazako vertibu — uzradit piemeru, ka izteiksme var pienemt So
vertibu;
2) pamatot, ka mazaku veértibu iegiit nevar.
1.N.10.2. Pamatojiet, ka trijsturis ABC ir platlenka.

1.N.10.3. Pienemiet pret§jo un izmantojot, ka skaldnu perimetri ir vienadi, iegustiet
sakaribas starp piramidas Skautném.

1.N.10.4. Pienemiet, ka skaitla 2%°*® ciparu skaits ir n, tad 10" < 2293 <10".

I.N.10.5. Aprékiniet, cik dazadus skaitlu parus var izveidot no dotajiem 7 skaitliem un
cik dazadas starpibas var iegiit.

I.N.11. Vienpadsmita klase

I.N.11.1. Parveidojiet vienadojumu ta, lai viena vienadojuma pusé bitu tikai
saskaitamie, kas satur X, bet otra — Y.

1.N.11.2. Novelciet diagonali BD un izmantojiet rinka Iinija ievilktu Cetrstiiru Tpasibu.

I.N.11.3. Novietojiet katra svaru kausa tris moné&tas un Skirojiet divus gadijumus
atkariba no svaru kausa stavokla.

I.N.11.4. Atcerieties: ja polinomam P(x) ir sakne a, tad tas satur reizinataju x—a.

I.N.11.5. Apliukojiet visas iesp&amas slégtas lauztas linijas, kas katra sastav no n
posmiem un visi tas n lauzuma punkti ir dotajos punktos, un pieradiet, ka no tam
lauzta Iinija ar vismazako perimetru ir meklétais n-stiris.

40



I.N.12. Divpadsmita klase

I.N.12.1. Veiciet ekvivalentus parveidojumus. P&c tam izmantojiet faktu: ja a un b ir

divi dazadi naturali skaitli, tad (a—b)* >1 un — >0
4(a+b)

1.N.12.2. Izmantojiet bisektrises Tpasibu un trijstiru lidzibu.
1.N.12.3. Ievérojiet, ka n” +3n+3=12 +3+3=0 (mod7).
I.N.12.4. Apzimgjiet mekleta trijstiira sanu malas (tds malas, kas atrodas uz seSstiira

. 1 .. .
malam) ar a un b un pamatojiet, ka a+b<1 un abSZ. Izmantojiet trijstira

laukuma formulu S, :%absina .

I.N.12.5. Ar matematisko indukciju pieradiet apgalvojumu: ja parlamenta ir n deputati
un katram no viniem ir domstarpibas ar ne vairak ka d citiem deputatiem, kur
0<d <n, tad deputatus var sadalit d +1 komisija ta, lai vienas komisijas nekadiem
diviem deputatiem nebutu domstarpibu sava starpa.
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1.VV. LATVIJAS 63. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

I.V.9. Devita klase

1.V.9.1. Izskatiet visus iesp&jamos gadijumus, sakot ar tikstoSus veidojoso ciparu.
1.V.9.2. Pieradiet un izmantojiet citu trijstiiru vienadibu.

1.V.9.3. Izmantojiet matematisko indukciju.

1.V.9.4. Izsakiet katras komandas iegiito punktu skaitu ar n un a, kur a ir komandas-
zaudétajas uzvaréto spelu skaits, un noskaidrojiet kura no abam komandam vargja
iegiit 92 punktus.

1.V.9.5. Katra gadijuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod lielakais skaits figiiru, ko
var izgriezt (piemérs), un japierada, ka nevar izgriezt vairak figiru.

1.V.10. Desmita klase

1.V.10.1. Parveidojiet vienadojumu ta, lai taja nebiitu dalskaitlu un katra vienadojuma
puse butu izteikta ka reizinajums. Kadam sakaribam ir jaizpildas iegttajam
vienadojumam, ja @ un b ir naturali skaitli?

1.V.10.2. Pieradiet, ka AF = FE.

1.V.10.3. Parveidojiet doto funkciju ta, lai ta sastavétu no kvadrattrinoma kvadrata un
naturala skaitla summas. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod funkcijas
mazaka vertiba (piemers) un japierada, ka mazaku vertibu iegiit nevar.

1.VV.10.4. Izdaliet Fibonaci virknes loceklus ar kadu skaitli un izpétiet atlikumu virkni.

1.V.10.5. Skirojiet divus gadfjumus: 1) m un n abi ir nepara skaitli; 2) vismaz viens no
m vai n ir para skaitlis.

.V.11. Vienpadsmita klase
1.V.11.1. Pieradiet uzdevumu no pret€ja.
1.V.11.2. Atlieciet punktu F, kas ir simetrisks punktam A attieciba pret taisni BD.

1.V.11.3. ApzZimgjiet taisnstiira paral€lskaldna skautnu garumus ar a, b, c. Atcerieties: ja
a ir polinoma sakne, tad polinoms satur reizinataju X —a .

1.V.11.4. Pieradiet, ka abos gadijumos kvadratu kopigas dalas laukums ir lielaks neka
dotais skaitlis. Ieverojiet, ka abos kvadratos var ievilkt rinki.

1.V.11.5. Abos uzdevuma apak$punktos izmantojiet matematisko indukciju.

I.V.12. Divpadsmita klase

1.V.12.1. Izmantojiet faktu, ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienadiem lokiem, ir
vienadi. Pieradiet, ka AAKL ir vienadsanu trijstiris.

1.V.12.2. Sareiziniet abus vienadojumus un izmantojiet trigonometrijas formulas, lai
parveidotu iegiitas izteiksmes.

1.V.12.3. Pieradiet, ka f(n) = 0. Izdomajiet, kada var bt izteiksmes f(0) vértiba.
1.V.12.4. Parveidojiet doto vienadojumu un apskatiet to péc dazadiem moduliem.

1.V.12.5. Aizstajiet burtus ar cipariem un apliikojiet, kd mainas uz tafeles uzrakstita
skaitla vértiba, ja tam pielieto dotas darbibas.
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|.A. LATVIJAS 40. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

1.A.9. Devita klase

.LA.9.1. leverojiet, ka, sadalot trapeci piecos trijstiiros, vismaz vienam no tiem mala
atrodas uz trapeces 1saka pamata.

1.A.9.2. Apskatiet riitinu virsotnes A, B, C, D un E (skat. I1. zim.).

A\I < D
o

B C
11. zim.

1.A.9.3. Aprékiniet ¢etru doto ciparu summu.

I.A.9.4. Aplikojiet virkni y, = x2.

1.A.9.5. Dotaja Cetrstiiri ABCD novelciet diagonali AC un perpendikulus BE un DF pret
So diagonali.

1.A.10. Desmita klase

I.A.10.1. Aplikojiet kvadratfunkcijas %XZ + pX+(q vertibas punktos X; un X,.

1.A.10.2. Izmantojiet rinka I1nija ievilkto lenku paSibas.

1.LA.10.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod mazakais n (piemérs) un
japierada, ka mazaki n neder.

1.A.10.4. Izdomajiet, ka pirmos 100 naturalos skaitlus sadalit 50 grupas ta, lai katra
grupa, izveloties divus skaitlus, tiem izpilditos uzdevuma prasita pasiba.

1.A.10.5. Pamatojiet, ka uzdevuma prasito nevar izdarit. leverojiet: ja kads no 2013
uzrakstitajiem skaitliem dalas ar kada pirmskaitla p >5 pakapi p* (k >1), tad visi
uzrakstitie skaitli dalas ar p*. Tapéc, visus uzrakstitos skaitlus izdalot ar p*,
uzdevuma aprakstita ipasiba saglabajas.

I.A.11. Vienpadsmita klase

I.LA.11.1. Pienemiet pretéjo, ka n°-3n-1 dalas ar 169. Parveidojiet izteiksmi
n? —3n-1 forma P(n)+39, kur P(n) ir divu binomu reizinjums.

1.LA.11.2. Uzzimgjiet prasito daudzstiiri un pamatojiet, ka izpildas uzdevuma prasttais.
I.LA.11.3. Ieverojiet, ka visi skaitli a; uzrakstami forma a; = 3" .5°, tapec apskatamas

e _ 21 1
summas katrs saskaitamais izsakams forma — = 3b—c )
a; 5

I.A.11.4. Izdomajiet algoritmu, ka saplanot marsrutus, lai izpilditos uzdevuma prasitais.

I.LA.11.5. Izdomajiet, ka izmantot kvadratisku ritinu rezgi, kura riitinas malas garums
vienads ar kvadratveida papira gabalu malas garumu.
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I.A.12. Divpadsmita klase

1.LA.12.1. Izmantojiet logaritmiskas funkcijas 1paSibas.

1LA.12.2. Pieradiet, ka visas tris novilktas rinka Iinijas krustojas trijstira ABC
vidusperpendikulu krustpunkta.

1.A.12.3. Apskatiet doto vienadojumu p&c modula 7.

1.LA.12.4. Teverojiet:
e ja vards sakas ar patskani, tad nakamais burts var bt tikai Iidzskanis (jo divi
patskani nevar bt blakus);
e ja vards sakas ar lidzskani, tad nakamais burts var bat vai nu patskanis, vai ari
vél viens lidzskanis, bet tad treSais burts noteikti ir patskanis (jo blakus var biit
ne vairak ka divi lidzskani).

I.A.12.5. Izmantojiet sakaribu: ja x € (0;1) , tad ari x? < (0;1).
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|.VP. LATVIJAS 63. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

22 1 1.1

a®+b Jab 2a 2b

I.VVP.2. Atcerieties: ap Cetrstiri var apvilkt rinka liniju, ja ta pretgjo lenku summa ir
180-°.

I.VP.3. Pamatojiet un izmantojiet sakaribas: ja skaitlis a ir izcils un izsakams ka skaitlu
a,, a,,..., &, summa, tad izcili ir art skaitli: 2a+2, 2a+8 un 2a+29.

.VVP.1. Pieradiet un izmantojiet nevienadibu

I.VP.4. Pamatojiet, ka funkcija g ir injektiva, t.i., ja g(a) = g(b),tad a=Db.

.VVP.5. Teverojiet, ka uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas:
1) jaatrod lielakais skaits nogrieznu, ko var novilkt atbilsto$i uzdevuma
nosacijumiem un japarada piemérs, ka to var izdarft;
2) japierada, ka vairak nogrieZznus novilkt nevar.
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I.BW. ATLASE KOMANDU SACENSIBAM “BALTIJAS CELS 2012”

I.BW. Algebra

I.BW.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod izteiksmes lielaka vertiba
(piemérs) un japierada, ka mazaku vertibu izteiksme nevar pienemt.

v

I.BW.2. Apzimgjiet X, =2Sina, Kur —%Saéa, un ar matematisko indukciju

pieradiet, ka x, =2sin(3"a) .
I.BW.3. Pieradiet, ka dota funkcionalvienadojuma atrisinagjums ir f(x)=0 un
f(x)=x*+c, ceR.

I.BW.4. leverojiet: ja polinomam ir nepara pakape, tad ir tada vertiba (polinoma nulle
jeb sakne), kura polinoms maina zimi.

I.BW.5. Izmantojiet CebiSeva nevienadibu un sakaribu starp vid&jo aritmétisko un
vid&jo geometrisko.

I.BW. Kombinatorika

I.BW.6. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas: jaatrod mazakais uzdevumu skaits
(piemérs) un japierada, ka ar mazaku uzdevumu skaitu dotie nosacijumi nevar
izpildities.

I.BW.7. Aprékiniet varbiitibu iznemt sarkanas krasas un citas krasas (zalu vai baltu)
bumbinu. Izmantojot klasisko varbutibas aprékinaSanas formulu, iegstiet
kvadratvienadojumu.

I.BW.S8. Ar F, i=0,12,..t, apzimgjiet skoléna A draugu kopu. Pieradiet, ka
E} +1 kopas F,, F;, F;, ... ir pa pariem neskelosas (t. i., tam nav kopigu elementu

jeb A, A;, A,, ... nav kopigu draugu).

I.BW.9. Uzdevuma atrisingjumam ir divas dalas: jaatrod mazakais krasu skaits
(piemérs)un japierada, ka uzdevuma prasito nevar izdarit, ja krasu skaits ir mazaks.

I.BW.10. Izmantojiet uzdevuma interpretaciju ar grafa virsotném un Skautném.

L.BW. Geometrija

I.BW.11. Izmantojiet trijstira laukuma aprékinasanas formulas, ja zinams ievilktas un
apvilktas rinka Iinijas radiuss. Nevienadibas pieradiSanai izmantojiet sakaribu starp
vidgjo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko.

I.LBW.12. Izmantojiet, ka trijstarim pievilktas rinka linijas centrs atrodas bisektrisu
(trijstura viena iek$g€ja lenka un divu argjo lenku) krustpunkta.

I.BW.13. Apzimégjiet diagonalu AC un BD krustpunktu ar E. Novelciet lenka DEC
bisektrisi EF, kur F ir bisektrises krustpunkts ar malu DC.

I.BW.14. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: jaatrod lielaka iesp€jama rinku
laukumu summa (piemers) un japierada, ka lielaku laukumu iegiit nevar.

I.BW.15. Izmantojiet Cevas teorému un lidzigus trijstiirus.
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L.BW. Skaitlu teorija

I.BW.16. Paradiet, ka uzdevuma prasitais ir speka visiem n forma n = 2a?, kur a>1 un
a=1(modb).

I.BW.17. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: jaatrod mazaka k vértiba (piemérs)
un japierada, ka lielakam Kk vertibam uzdevuma prasitais neizpildas.

I.BW.18. Pieradiet, ka gadijuma, kad a>2, b>2, ¢ > 2, dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma.

I.BW.19. Pieradiet, ka d var pienemt tikai vértibas 1, 3 vai 9.

I.BW.20. Izmantojiet skaitlu a un b sadalijumu pirmreizinatajos:
a=p&-.-p> un b=ph-.. ph.
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1. BW. STARPTAUTISKAS MATEMATIKAS KOMANDU SACENSIBAS
“BALTIJAS CELS 2012”

I.BW. Algebra
I.BW.1. Sadaliet skaitlus 9 grupas ta, lai tajas biitu vienads skaits skaitlu.

I.BW.2. Pienemiet, ka a <b<c un nosakiet izteiksmes max{|a—b|,|b—c|,|c—al}
vertibu. Izmantojiet nevienadibu starp vidgjo aritm&tisko un vidgjo kvadratisko

x+y _ [x*+y?
2 V2

1.BW.3. a) Apzimgjiet k =|x] un y=x—k.
b) Pieradiet no pretéja.

I.BW.4. Pamatojiet, ka jebkuram veselam skaitlim m > 2 kvadrattrinomam X* —mx +1
ir divas dazadas saknes, kuru reizinajums ir 1.

I.BW.5. Ievietojiet dotaja vienadojumay =0 un x=0.

I.BW. Kombinatorika

I.BW.6. Atrodiet tadu darbibu, kuru vienmér vares veikt pirmais sp&létajs, bet otrajam
tas nebils iesp&jams.

I.BW.7. levérojiet, ka uzdevuma var izmantot Paskala trijsturi un sakaribas taja.
I.BW.8. Piekartojiet katrai grafa virsotnei skaitli no 0 lidz 99, kur S§is skaitlis norada
garaka cela garumu, kas beidzas konkrétaja virsotng.

I.BW.9. Atrodiet tadu summu S = ZC(L i "aaj (@ ir skaitlis, kas ierakstits riitina,
1<, j<5
kura atrodas i kolonna un j rinda, un Cg;, ir koeficients, kas piekartots katrai

kvadrata riitinai), kura augs par konstantu skaitli katrreiz, kad izvélas kadu ratinu un
pieskaita vieniniekus.

I.BW.10. Nepara pirmskaitlus var sadalit 2 grupas — pirmskaitli, kas kongruenti ar 1 p&c
modula 4, un pirmskaitli, kas kongruenti ar 3 pé€c modula 4. Kadi pirmskaitli ir
jaizvélas A, lai tas vienmér uzvarétu?

L.BW. Geometrija
I.BW.11. Pagrieziet trijstiri ABC ap punktu A par 60°.

I.BW.12. Izmantojiet kosinusu teorému un sakaribu starp vid€jo aritmétisko un vidgjo
geometrisko.

I.BW.13. Izmantojiet augstumu krustpunkta (ortocentra) Tpasibu: punkti H un H¢ ir
simetriski attieciba pret malu AB (t. i., taisne AB dala nogriezni HH: uz pusém un
AB L HH_ ). Teverojiet, ka Sy gy cn, = 2Sasc -

I.BW.14. Konstrugjiet rinka Iiniju caur punktiem F, E, C un ar H apzimégjiet otru
punktu, kura taisne CG krusto $o rinka Itniju.

I.BW.15. Atrodiet vél divus Cetrstiirus, ap kuriem var apvilkt rinka Itniju. Pieradiet, ka
Sts rinka linijas ir vienadas.
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L.BW. Skaitlu teorija

I.BW.16. Pienemiet, ka (n—1)n(n+1) ir vesela skaitla k-ta (k >1) pakape. Apskatiet
skaitlu nun (n—1)(n+1) lielako kopigo dalitaju.

I.BW.17. Pieradiet, ka skaitlis n*™ ir naturala skaitla kvadrats.

1.BW.18. Apskatiet doto vienadojumu p&c dazadiem moduliem.

1.BW.19. Izdomajiet, kadam ipasibam jaizpildas skaitlim n, lai, to ielickot dotaja
izteiksmg, izteiksme vienmg&r dalitos ar 3.

1.BW.20. Pieradiet, ka vienadojumam nav atrisinajuma, atrodot tadu skaitli, péc kura
modula var iegiit pretrunu.
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ATRISINAJUMI

A.S. LATVIJAS 25. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.S.9. Devita klase

A.S.9.1. Pieci veseli skaitli a, b, ¢, d un e ir péc kartas sekojosi aritmétiskas progresijas
locek]i. Zinams, ka a nav 0 un ka b un d ir kvadratvienddojuma ax*+cx+e=0
saknes. Noteikt skaitlu a, b, ¢, d un e vértibas!

No aritmétiskas progresijas definicijas izteiksim b, ¢, d un e, izmantojot a un
aritmétiskas progresijas diferenci f: b=a+f, c=a+2f, d=a+3f un
e=a+4f . Tatad dotais kvadratvienadojums irax® +(a+2f)x+a+4f =0 un pec
dota ta saknes ir X, =a+ f un x, =a+3f.
Vienadojuma sakne ir tada X vértiba, kuru ievietojot vienadojuma X vieta, iegust
identitati. Tatad

a(a+ f)2+(@a+2f)@a+f)+a+4f =0; *)

a(a+3f)%+(a+2f)(a+3f)+a+4f =0.
No otras vienadibas atnemot pirmo, iegiistam

a(@+3f) —(a+f)?)+(a+2f)@+3f —a—f)=0;
a(2a+4f)-2f +(a+2f)-2f =0;
2f(a+2f)(2a+1)=0.

Lai reizinajuma vertiba butu 0, kddam no reizinatajiem jabiit 0.
Iesp&jami tris gadijumi:
1) f =0. Tad no (*) iegist, ka a(a®+a+1)=0. Ta ka izteiksmes a® +a+1 vértiba
vienmér ir pozitiva, tad a =0, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumu, ka a nav 0.
Tatad vertiba f =0 neder.

. 1 . -
2) 2a+1=0jeb a= 5 kas ir pretruna ar doto, ka a ir vesels skaitlis.

3) a+2f=0 jeb a=-2f. levietojot S0 vertibu vienadiba (*), ieglstam
(-2f)f2+2f =0 jeb 2f(1—f?)=0. Skaitla f vertiba nevar bit 0 (skat.
1) gadijumu), tapéc ir divi atrisingjumi: f, =1un f, =-1.
Atrodam katrai f vertibai atbilstosas doto piecu skaitlu vertibas:

e jaf=1tada=-2,b=-1c=0,d=1une=2,

e jaf=-1tada=2b=Lc=0,d=-1une=-2.
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A.S.9.2. Vienadsanu trijsturt ABC (AB = BC) izvéléts malas AB iekséjs punkts D un
novilkts nogrieznis CD ta, ka BD = DC =CA. Aprékinat ZABC .

Apzimésim ZABC =x un ZBAC =y (skat. Al. zim.).
B

D

AN

Al. zim.
Ta ka AABC, AACD un ABCD ir vienadsanu, tad attiecigi £/BCA=ZBAC =y,

ZCDA=4BAC =y un /BCD = ZABC = x. Lenkis CDA ir ABDC argjais lenkis,
tatad ZCDA=/BCD+/DBC jeb y=x+Xx=2x. Trijstira ABC ieksgjo lenku
summa ir 180°, tatad

A

180° = /BAC + ZACB + ZABC ;
180°=y+y+X;
180°=2x+2x+Xx = 180°=5x = x=36°.
L1dz ar to esam ieguvusi, ka ZABC = x =36°.

A.S.9.3. Ar kadu lieldko skaitla 2013 pakapi dalas skaitlis 1-2-3-....-20127?
Sadalisim skaitli 2013 pirmreizinatajos: 2013=3-11-61. Lai noteiktu, ar kadu
lielako 2013 pakapi dalas skaitlis 1-2-3-...-2012=2012, pietiek noteikt, ar kadu
lielako skaitla 61 pakapi dalas 2012! (jo Saja reizinajuma gan skaitla 3, gan skaitla 11
pakapes nebiis mazakas ka skaitla 61 pakape). No pirmajiem 2012 naturalajiem
skaitliem, kas ietilpst reizinajuma 2012!, ar 61 dalas 32 skaitli: 61, 122, ..., 1952.

Neviens no $iem skaitliem nedalds ar 61° = 3721 vai augstaku skaitla 61 pakapi.
Tatad skaitla 2013 lielaka pakape, ar kuru dalas 2012!, ir 32.

A.S.9.4. Kvadratveida tabula ar izmériem 5x5 ritinas katra ratind ir ierakstits viens
skaitlis. Visu tabuld ierakstito skaitlu summa ir pozitivs skaitlis. Pieradit, ka tabula
var izvéléties piecas ritinas ta, ka nekadas divas neatrodas ne viena rindind, ne
viend kolona, un tajas ierakstito skaitlu summa ir pozitiva.

Nokrasosim visas tabulas rutinas piecas krasas ta, lai katra krasa biitu nokrasotas tiesi
5 ritinas un nekadas divas viena krasa nokrasotas riitinas neatrastos ne viena rindina,
ne viena kolonna (skat., pieméram, A2. zZim.; katra krasa ir apzim&ta ar citu burtu).

A|IB|C|D|E
EIA|B|C|D
DIE|A|B|C
C/ID|E|A|B
B|C|D|E|A
A2. 7im.

Ar a apzim&sim visu piecu A krasas ritinas ierakstito skaitlu summu, ar b — B krasas
rutinas ierakstito skaitlu summu, ar ¢ — C krasas riitinas ierakstito skaitlu summu, ar
d — D krasas rutinas ierakstito skaitlu summu un ar € — E krasas riitinas ierakstito
skaitlu summu. Piepemsim, ka a<0, b<0, ¢<0, d<0 un e<0, tad
a+b+c+d+e<0.
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Bet péc dota a+b+c+d+e >0, jo ta ir visu tabula ierakstito skaitlu summa. Tatad
pienémums ir aplams un vismaz viens no skaitliem a, b, ¢, d vai e ir pozitivs.
Atbilstosas krasas riitinas biis meklétas piecas ritinas.

A.S.9.5. ledomasimies, ka uz Zemes ieradusies citplanétiesi, un viniem ir pastastits, ka
uz Zemes laiku méra gados, diendas un menesos. Pie tam ir zinams, ka
1) gada ilgums ir 365 dienas,
2) gads ir sadalits 28, 30 vai 31 dienu garos ménesos.
Vai, zinot tikai So informaciju, citplanétiesi var viennozimigi noteikt a) ménesu skaitu
gada, b) katra veida ménesu skaitu?
a) Ja pienemam, ka visos méneSos ir lielakais iesp&jamais dienu skaits, tas ir, 31
diena, tad 11 $ados méneSos kopgjais dienu skaits biitu 11-31=341<365. Tatad
ménesu skaits ir lielaks neka 11.
Ar a apzim&jam to ménesu skaitu, kuros ir 28 dienas, ar b — to, kuros ir 30 dienas, un
ar ¢ — to, kuros ir 31 diena. Aprékinam, cik dienu ir 13 meénesSos:
28a+30b+31c=28(a+b+c)+2b+3c. Taka a+b+c =13, tad ieglistam :

28(a+b+c)+2b+3c=28-13+2b+3c>364+2+3=369> 365.

Tatad gada ir tiesi 12 menesi.

b) Izmantosim a) gadijuma ieviestos apzimé&umus. Saja gadijuma iegiistam
28a+30b+31c=3la+b+c)—3a—-b=365jeb 3a+b=31-13-365=7.
Iesp&jami divi atrisinagjumi: a=1, b=4, ¢=7 un a=2, b=1, ¢=9. Tatad

viennozimigi katra veida m&nesu skaitu noteikt nav iesp&jams.

A.S.10. Desmita klase

A.S.10.1. Atrisinat veselos skaitlos vienddojumu
X2+ yP—xPy—xy? +x?—y?-10=0.

Ekvivalenti parveidojam doto vienadojumu.

>4y —xPy—xy* +x* —y®* =10

(X+ V)X =xy+y*) = xy(x+y) + (x - y)(x +y) =10

(X+Y)(X* =xy+y> —xy+x-y)=10

(X+Y)(X* =2xy+y* +x—-y) =10

(x+Y)((x=y)* +(x~y))=10

(x+y)x-y)(x-y+1)=10
Ta ka x un y ir veseli skaitli, tad katrs reizinatajs ir vesels skaitlis. Skaitli 10 ka tris
veselu skaitlu reizinajumu (I1dz precizitatei ar reizinataju secibu) var izteikt septinos
veidos:

10=1-2-5=(-1)-(-2)-5=(-2)-2-(-5) =1-(-2)- (-5) =
=1-1.10=(-1)-(-2)-10=1-(-12) - (-10)

Ievérosim, ka (x—y+1)—(x—y)=1, tatad der tikai tie sadalijumi, kuros ir divi
reizinataji, kas atSkiras par 1, tadi ir tikai pirmie divi gadijumi. Apskatisim katru
gadijumu:

X-y=1
1) i Xx—-y+1=2 = 2x=6 = x=3,y=2.
X+y=5
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X—y=-2
2) «x-y+1=-1 = 2x=3 = x=15. Ta ka x nav vesels skaitlis,
X+y=5
tad Sis gadijums neder.
Tatad dotajam vienadojumam ir tikai viens atrisindgjums veselos skaitlos x=3 un
y=2.
Piezime. Parveidojumus vargja veikt ar ar grupéSanas panémienu.
A.S.10.2. Taisnstira ABCD diagonale BD ir taisnstira BDEF mala. Punkts C atrodas
uz EF. Pieradit, ka S gp = Scpg + Spcr !

Novelkam CG_LBD (skat. A3. zim.). Tad esam ieguvusi taisnsturus BFCG un CEDG.
Taisnstiira diagonale sadala to divos vienados trijstiiros.
Tatad S,gp = Sgcp = Spes + Sees = Scoe + Sger » Kas ar bija japierada.

A B
G
F
D C
E A3. zZim.

A.S.10.3. Pieradit, ka izteiksmes 19-8" +17 vertiba nav pirmskaitlis nevienai veselai
nenegativai n vertibai!

Ievérojam, ka visam veselam nenegativam n vértibam
19-8" +17>19-1+17=19+17 = 36.
Aplukojam izteiksmes vertibu péc modula 9:
19-8" +17=1-(9-1)" -1=(9-1)" -1(mod9) .
Ja n= 2k, tad dotas izteiksmes vértiba dalas ar 9.
Aplakojam izteiksmes vértibu, ja n = 2k +1. Tad doto izteiksmi var parveidot forma:
19-8%* =19.8.8% =19.8-64" +17=152-64" +17.
Apskatam izteiksmes 152-64% +17 vértibu péc modula 13 un péc modula 5:
o 15264 +17=9-(65-1)% +4 (mod13). Jak ir para skaitlis, tad izteiksme
dalas ar 13.
o 152.64% +17=2-(65-1)% + 2 (mod5). Ja k ir nepara skaitlis, tad izteiksme
dalas ar 5.
Tatad nevienai veselai nenegativai n veértibai izteiksmes vertiba nav pirmskaitlis.

A.S.10.4. Atrast visus naturalos skaitlus, kuros ir vairak neka cetri cipari, kas beidzas
ar 2013 un, ja Sim skaitlim nodzés pédéjos cetrus ciparus, tad tas samazinds veselu
skaitu reizu!

Apzimésim meklgjamo skaitli ar a-10% +2013 (a — naturdls skaitlis), tad péc

4
nodzeSanas paliek skaitlis a. leO"’ +%

a a
skaitla 2013 dalitajam. levérojam, ka 2013=3-11.-61. Tapéc skaitla 2013 dalitaji ir
1,3, 11, 33, 61, 183, 671, 2013 un mekl&tie skaitli ir 12013, 32013, 112013, 332013,
612013, 1832013, 6712013 un 20132013.

. Tatad skaitlim a jabit
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A.S.10.5. Tabula ar izmeriem 4 x4 ritinas katra ritind ir ierakstits skaitlis 1, 2 vai 3.
Ja divas ratinas ar kopigu malu vai stiri ir ierakstits viens un tas pats skaitlis, tad
teiksim, ka veidojas paris. Noskaidrot, kads ir minimalais paru skaits Saja tabula.

Katra tabulas 2x2 ritinu kvadrata bis vismaz 2 vienadi skaitli (seko no Dirihlé
principa), tapec bus vismaz 1 paris. Katros divos 2x 2 riitinu kvadratos, kuriem nav
vairak ka 1 kopiga riitina, blis vismaz 2 pari. Tapec visa 4x4 riitinu tabula biis
vismaz 5 pari (pa vienam katra 2x 2 ratinu kvadrata, kas satur kadu stiira riitinu, un
viens paris 2x 2 rutinu “centralaja” kvadrata). Tabula var bat tiesi 5 pari, ka redzams
A4. zim. Tatad mazakais iesp&jamai paru skaits ir 5.

112112
1 (313
2121112
1 (313
A4. zim.

A.S.11. Vienpadsmita klase

A.S.11.1. Pieradit, ka nav tadas geometriskas progresijas, kas satur visus tris skaitlus

1,\/§un‘i/§.

Pienemsim, ka ir tada geometriska progresija, kuras locekli ir visi tris dotie skaitli.
Taka 1<+/2<33 , tad varam uzskatit, ka b, =1. Tad no geometriskas progresijas
vispariga locekla formulas b , =bq" seko, ka V2=q® un ¥3=q°, kur q ir
1
kvocients un a, b — naturali skaitli. No pirmas vienadibas izriet, ka q=22%2.
b
levietojot $o sakaribu vienadiba 3/3 =q°, iegiistam 33=22 Izteiksim mainigo b:

b . 2 : . .
2 log, Y3 jeb b= ga log, 3. Ta ka a ir naturals skaitlis, bet 109, 3 nav racionals
a
skaitlis, tad b nav naturals skaitlis. legiita pretruna.
Tatad nav tadas geometriskas progresijas, kas satur skaitlus 1, V2 un /3.

A.S.11.2. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka lnija. Ta diagonales AC un BD vienlaikus ir
attiecigi lenku BAD un CDA bisektrises. Vai ABCD noteikti ir kvadrats?
NE, ne obligati. Uzdevuma aprakstit Tpasiba ir spéka ar1 vienadsanu trapecém, kuru
isakais pamats ir vienads ar sanu malu garumu (skat. AS. zim.).
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A.S.11.3. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu k, ka 11K — 2 ir skaitla 3
pakape.
Aplikojam trijnieka pakapju atlikumus p&c modula 11:
3! =3(mod11), 3* =9 (mod11), 3° =5 (mod11), 3* =4 (mod1l),
3° =1(mod11), 3° =3-3° =3-1=3(mod11), ...
Talak pakapju vertibas péc modula 11 cikliski atkartosies un katram naturalam m
izpildas sakariba 3°™° =9 (mod11). No ka seko, ka 3°" % +2 dalas ar 11 un §is

dalijums ir atbilsto$a k vértiba. Ta ka m vértiba var bit jebkur$ naturals skaitlis, tad
arT atbilstoso K vértibu ir bezgaligi daudz.

A.S.11.4. Regulara trijstira rezga (skat. 1. zim.) katra no desmit virsotném nokrdsota
sarkand vai zala krasa. Pieradit, ka ir iespejams atrast regularu trijstiri, kura visas
virsotnes ir nokrasotas viena krasa! Trisstura malas var nebiit paralélas rezga
malam.

1. zZim.
Ta ka virsotnes 2, 6 un 8 atrodas viena regulara trijstiira virsotnés, tad divam no tam
jabiit viena, bet vienai — otra krasa (skat. A6. zim.). Simetrijas d&| var pienemt, ka
virsotnes 2 un 6 ir krasa A, bet virsotne 8 — krasa B.

1

A6. ZIm.

Aplikosim, kada krasa var bit virsotne 3.

1) Virsotne 3 ir krasa A. Lai virsotnes 2, 3 un 5 nebiitu viena krasa, tad 5 jabiit
krasa B. Lai virsotnes 5, 8 un 9 nebiitu viena krasa, virsotnei 9 jabiit krasa A.
Lai 5, 8 un 4 nebtitu viena krasa, virsotnei 4 jabut krasa A. Bet tad virsotnes 3,
4 un 9 veido regularu trijstiiri, kur visas virsotnes ir krasa A.

2) Virsotne 3 ir krasa B. Vismaz vienai no virsotn€m 4 un 9 ir jabiit krasa A (citadi
veidosies vienkrasains trijstiiris ar virsotném 3, 4, 9). Simetrijas dél varam
pienemt, ka virsotne 4 ir nokrasota krasa A. Lai neveidotos vienkrasains
trijstiiris ar virsotném 2, 4, 5, tad virsotnei 5 jabiit krasa B. Lai neveidotos
vienkrasains trijstiris 8, 9, 5, tad 9 ir jabut krasa A. Atkariba no virsotnes 10
krasas veidojas vienkrasains regulars trijsturis 10, 6, 9 (ja 10 ir krasa A) vai 10,
3,8 (Ja 10 ir krasa B).
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A.S.11.5. Pieradit, ka bezgaliga ritinu lapa var novilkt rinka liniju, kuras iekspusé
atrodas tiesi 2012 ritinu virsotnes.

Ritinu lapa ieviesisim koordinatu sistému ta, ka punkts (0; 0) atrodas kadas riitinas
virsotng, koordinatu asis ir paral€las ritinu malam un riitinas malas garums ir 1
vieniba. Tada gadijjuma visam riitinu virsotném abas koordinatas ir veseli skaitli.
Apskatisim rinka Iiniju, kuras centrs ir punkta A (\/E ; \/§) un radiuss ir 0,01; §1s rinka
Iinijas iekSpus@ neatrodas neviena riitinu virsotne. Pakapeniski ,,izpletisim” $So rinka
liniju, nemainot tas centru, bet tikai nepartraukti pielielinot radiusu. Pamatosim, ka
sada procesa rinka linijas iekSpus€ viena laika momenta var ,,ienakt” ne vairak ka
viena riitinas virsotne.
Vienlaicigi rinka linijas iekSpus€ varétu ienakt divas vai vairak virsotnes tikai tad, ja
butu divas vai vairak virsotnes, attalumi lidz kuram no punkta A biitu vienadi.
Pienemsim pret€jo, ka ir tadas divas dazadas riitinu virsotnes M(a; b) un N(c; d) (a,
b, ¢, d — veseli skaitli, pie tam a=c vai b=d ), ka MA= NA.
Taka MA? = (a—+/2)% + (b—+/3)2 un NA? = (c—+/2)% + (d —+/3)?, tad

(@—+2)? +(b—+/3)? = (c—+/2)? +(d —/3)?;

a’ —2a\2 +2+b? —2b/3+3=c?—2cy2 +2+d? —2d/3+3;

a’ +b? —c?—d? =2J/2(a—c) +2/3(b—d).
Pedgjas vienadibas kreisas puses izteiksme ir vesels skaitlis, bet labas puses
izteiksme ir vesels skaitlis tikai tad, ja vienlaicigi a=c un b=d, t.i., punkti M un
N sakrit — pretruna.

Tatad augstak aprakstita procesa rezultata iestasies tads bridis, kad rinka linijas
iekSpuse atradisies tiesi 2012 punkti.

A.S.12. Divpadsmita klase

a b i
AS.12.1. Kada ir izteiksmes ——+—— mazaka iespejama vertiba, ja a un b ir
b+1 a+1

naturali skait]i?

Izteiksmes minimala vertiba ir 1, ko ieglst nemot a=b=1. V&l japierada, ka
izteiksmes vertiba nevar biit mazaka. Simetrijas d€] var pienemt, ka b>a>1. Tad
b b a b a b 1 b 1+b
—_—— = + > + > + = =1.
a+l b+l b+1 a+1 Db+1 b+1 b+1 b+l b+1
AS.12.2. Uz paralelograma ABCD malas AB izveéléts punkts E, bet uz malas BC —
punkts F (skat. 2. zim.). Nogrieznu DE un AF krustpunkts ir G, bet EC krustpunkti ar

AF un DF ir attiecigi punkti H un 1. Pieradit, ka Syg, = Sage + Segren + Scr -

D

Ievérojam (skat. 2. zim.), ka
1

SAFD = SDEC ZESABCD = SAED +SEBC;

Sarp = Sacp + Sochl + Skmi
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Sarp =Saep + Seac =Sacp +Sace + Sesrn + Sk + Scri -
No pédgjam divam vienadibam seko, ka
SAGD + SDGHI + SFHI = SAGD + SAGE + SEBFH + SFHI + SCFI .

VienkarSojot, ieglistam Sy, = S,ge + Seeen + Scri » Kas ard bija japierada.

A.S.12.3. Naturalu skaitlu virknes pirmie tris locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais

loceklis ir vienads ar tris iepriekséjo skaitlu summu. Vai ar 5 dalas sis virknes
a) 111.; b) 2012. loceklis?

Aplukosim, kads ir virknes katra elementa atlikums, dalot to ar 5:

1,1,1,30,4,2,1,2,0,3,0,3,1,4,3,3,0,1,4,0,0,4,4,3,1,3,2,1,1,4,1,1,1,...
Tatad atlikumu virkne ir periodiska ar periodu 31. Tas nozimé, ka dotas virknes 111.
locekla atlikums sakrit ar virknes 18. locekla atlikumu, tas ir 0, bet virknes 2012.
locekla atlikums sakrit ar 28. locekla atlikumu, tas ir 2. Tatad dotas virknes 111.
loceklis dalas ar 5, bet 2012. loceklis — nedalas.

A.S.12.4. Lauka forma ir taisnstiris ar malu garumiem 4 km un 6 km. Taja uzceltas
piecas majas. Pieradit, ka, neatkarigi no maju izvietojuma, varés uzbiivet celus, pa
kuriem no jebkuras majas var nokliut uz jebkuru citu, un celu kopéjais garums
neparsniedz 15 km.

Apskatam nogriezni, kas savieno taisnstira to malu, kuru garums ir 4 km,
viduspunktus. Gadijuma, ja kadas majas attalums Iidz $im nogrieznim neparsniedz 1
km, tad, uzbiivgjot celu pa So nogriezni, un no katras majas 1sako celu Iidz Sim
nogrieznim, kopgjais uzblivéto celu garums neparsniegs 6+1+4-2=15 km. Ja
attalums no katras majas 1idz novilktajam nogrieznim parsniedz 1 km, tad nogriezni
parbidisim par 1 km uz to pusi, kur ir vairak maju (nogriezna viena pusé bis vismaz
3 majas). Uzbuvejot no katras majas 1sako nogriezni Iidz Sim nogrieznim, kopgjais
garums neparsniegs 6+3-1+2-3=15 km.

A.S.12.5. Naturalu skaitli sauksim par jokainu, ja ta pieraksts sastav tikai no cipariem
1, 3,5, 7un 9, pie tam jebkuru divu blakus ciparu starpiba ir tiesi 2. Pieméram,
skaitli 5797, 31353575 un 9 ir jokaini. Aprékinat, cik ir jokainu @) 11-ciparu, b)
2012-ciparu skaitlu!

Zinams, ka ir pieci jokaini viencipara skaitli: 1, 3, 5, 7 un 9. Varam uzskatit, ka ir pa
vienam viencipara skaitlim, kas beidzas ar katru no nepara cipariem.
Ievérojam, ka
e jokainais n-ciparu skaitlis var beigties ar 1 tikai tad, ja n—1 ciparu skaitlis
beidzas ar 3 (pie tam n—1 ciparu skaitlim arT jabiit jokainam);
e jokainais n-ciparu skaitlis var beigties ar 3 tikai tad, ja n—1 ciparu skaitlis
beidzas ar 1 vai 5;
e jokainais n-ciparu skaitlis var beigties ar 5 tikai tad, ja n—1 ciparu skaitlis
beidzas ar 3 vai 7;
e jokainais n-ciparu skaitlis var beigties ar 7 tikai tad, ja n—1 ciparu skaitlis
beidzas ar 5 vai 9;
e jokainais n-ciparu skaitlis var beigties ar 9 tikai tad, ja n—1 ciparu skaitlis
beidzas ar 7.
Pienemsim, ka a ir k-ciparu jokaino skaitlu skaits, kas beidzas ar 1 vai 9, b ir k-ciparu
skaitlu skaits, kas beidzas ar 3 vai 7 un C ir kK-ciparu skaitlu skaits, kas beidzas ar 5.
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Pierakstisim to $adi:

o O T Q9

a

I-taja rinda rakstits to skaitlu skaits, kas beidzas ar 2i —1.
Aplakojam, cik ir k+1, k+2 un k+3 ciparu jokaino skaitlu, kas beidzas attiecigi
ar cipariem 1, 3,5, 7, 9:

a b a+c 3b

b a+c 3b 3(a+c)

c| = 2b = 2a+2c| = 6b

b a+c 3b 3(a+c)

a b a+c 3b
k-ciparu sk. (k+1)-ciparu sk. (k+2)-ciparu sk. (k+3)-ciparu sk.

Ieveérojam, ka 1pasibas ,skaitlu, kas beidzas ar 1 vai ar 9, skaits ir vienads” un
»skaitlu, kas beidzas ar 3 vai ar 7, skaits ir vienads” saglabajas arT pieaugot skaitla
ciparu skaitam. levérojam ari, ka skaitlu skaits, kas beidzas ar noteiktu ciparu,
(k +3)-ciparu skaitlu gadijuma ir tiesi tris reizes lielaks neka Kk +1 ciparu skaitlu
gadijuma. Tapat (k+5)-ciparu jokaino skaitlu bis tris reizes vairak neka
(k +3)-ciparu jokaino skaitlu, utt.

Tatad (k +2m+1)-ciparu jokaino skaitlu (m >0) skaits ar noteiktu pedgjo ciparu

b
a+cC
bus 3"| 2b | un kopgjais jokaino skaitlu skaits ir 2(a+2b+c)-3", (1)
a+cC

b
bet (k +2m + 2)-ciparu jokaino skaitlu (m > 0) skaits ar noteiktu p&d&jo ciparu bis
a+cC

3b
3"| 2a + 2c | un kopé&jais jokaino skaitlu skaits ir 2(2a+3b+2c)-3™. (2)

3b
a+cC

Ja k =1, tad jokaino viencipara skaitlu skaits ir| 1| jeb a=b=c =1 un ir speka visi

N

ieprieksgjie spriedumi.

Jan=11un k=1, tad m=4, un péc formulas (2) iegistam, ka kop&jais jokaino 11-
ciparu skaitlu skaits ir 2(1+2+1)-3* =14-81=1134.

Ja n=2012 un k=1, tad m=1005 un péc formulas (1) iegiistam, ka kopgjais
jokaino 2012-ciparu skaitlu skaits ir 2(1+2+1)-3'%% =8.319%,
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A.N. LATVIJAS 63. NOVADA OLIMPIADE MATEMATIKA

A.N.9. Devita klase

AN.9.1. Vai eksiste tads naturals skaitlis, kura kvadrata pédejie 9 cipari ir
987654321 ?

Ja, §ads skaitlis eksiste, pieméram, 111111111
1

I T I T =y ey S
P T T E Y e
[ T T =T = Sy e

Pk ok ok ok ok | ok ok

Pt et bt | ek

b et et | e

bk | ek ek

ok | ok ok

1

1
11
11
11
11
11
11
11
11
g9

el
e e

Ll | b b ek

o | = = = =

[ e e e i

[ R S T
e e N e ]

87654321

AN.9.2. Regulara trijstiira iekSpusé patvaligi izvélets punkts K. Pieradit, ka attalumu
summa no punkta K lidz trijstira malam nav atkariga no punkta K izvéles.

Apzimésim dota regulara trijstira ABC malas garumu ar a un augstumu ar h (skat.
A7.zim.).

A7. zim.
Aprékinam AABC laukumu divos veidos:

:%a-KD+%a-KE+%a-KF :%a-(KD+KE+KF).

* S

Ta ka  abas iegitas  izteiksmes izsaka  AABC laukumu,  tad

%a(KD + KE +KF) = %ah jeb KD+ KE + KF =h neatkarigi no punkta K izvéles.

AN.9.3. Taisnstura malu garumi ir veseli skaitli, bet ta perimetrs un laukums izsakdas
ar vienu un to pasu skaitli. Atrast visus Sadus taisnstirus.

Ja a un b (pienemsim, ka a>b) ir taisnstira malu garumi, tad no uzdevuma
nosacTjumiem seko, ka ab=2a+2b. Parveidojot vienadibu, iegiistam
ab—2a-2b+4=4 jeb (a—-2)(b—2)=4. Skaitli 4 ir ka divu naturalu skaitlu
reizinajumu var izteikt divos veidos 2-2 un 1-4. legiitajam vienadojumam naturalos
skaitlos ir divi atrisinajumi:

e a—-2=b-2=2jeb a=b=4;

e a—-2=4unb-2=1jeba=6 unb=3.
Esam ieguvusi, ka uzdevuma nosacijumiem atbilst taisnstiri 4x4 un 6x3.
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A.N.9.4. Zinams, ka a,, @y, ..., 8,43 Ir tadi naturali skaitli, ka a, > \/a, , a, >./ag , ...,

A2 > M un a3 > \/a_l Aprékinat  mazako  iespéjamo  summas
a +a, +...+ayq5 vertibu.

Takavisi a;, i1 =1,2,..., 2013, ir naturali skaitli, to mazaka iesp&jama vertiba ir 1. Ja
kads no dotajiem skaitliem a, =1, tad nevienadiba a, =1> \/a nav patiesa
nevienam naturalam skaitlim a, ;. Tatad mazaka iesp&ama skaitla a;,
1=12,..2013, veértiba ir 2. Vertibas &, =a, =...=a,,; =2 apmierina dotas
nevienadibas, jo 2 >y2~14. Lidz ar to summas a, +a, +...+a,,; mazaka
iesp&jama vertiba ir 2+2+...+2 =2-2013=4026.

A.N.9.5. Profesora Ciparina olimpiadeé bija 3 uzdevumi. Taja piedalijas 100 skoléni.
Pieradit, ka atradisies vismaz 13 skoléni, kas izrékindja vienus un tos pasus
uzdevumus (vai ari neizrékinaja nevienu uzdevumu).

Katrs skoléns katru uzdevumu vai nu izrékinaja, vai neizrékindja, daléji risindjumi
netika iesniegti.

No tris uzdevumiem var izveidot 8 dazadus (skat. A8. zim., kur ar "+" atziméti
atrisinatie uzdevumi, ar "-" — neatrisinatie) atrisinato uzdevumu ,,komplektus” (t.sk.,
neviens atrisinats uzdevums). Ja katru , komplektu” bitu atrisinajusi ne vairak ka 12
skoléni, tad skolénu kopéjais skaits biitu ne vairak ka 12-8 =96 <100. P&c Dirihle
principa seko, ka ir vismaz 13 skoléni, kas izrékinajusi vienus un tos pasus
uzdevumus, kas arT bija japierada.

uzd. nor.
1 + + + + - - -
2. + + - - o+ + -
3. + - o+ - 4+ - 4+
AR. zZim.
A.N.10. Desmita klase

AN.10.1. Zinams, ka @a,,8,,.., 8y, ir dazadi naturali skaitli tadi, ka a; >./a, ,
a, >./a3, .., 8 >\/a un ay, >\/a—1. Aprékinat mazako iespéjamo summas
a +a, +...+ay, vertibu.

Ta ka visi & (i=1,2,...,10) ir naturali skaitli, to mazaka iesp&jama vértiba ir 1. Ja
kads no dotajiem skaitliem @ =1, tad nevienadiba a, =1>\/a nav patiesa
nevienam naturalam skaitlim a,_ ;. Tatad mazaka iesp&jama skaitlu aj veértiba ir 2.

Ievérojam, ka n > \/m kur n>2 — naturals skaitlis, tad vértibas a, =2, a, =3,
a,=4,a,=5,a=6,a,=7, a =8, 3, =9, a, =10, a,; =11 apmierina dotas
nevienadibas. Ta ka tie ir mazakie dazadie naturalie skaitli, kas apmierina dotas
nevienadibas, tad summas a, +a, +...+a,, mazaka iesp&jama vertiba ir
24+3+4+5+6+7+8+9+10+11=065.
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AN.10.2. Trijstirim ABC apvilktas rinka linijas un ievilktdas rinka linijas centri ir

simetriski attieciba pret vienu no trijstira ABC malam. Aprékinat trijstiva ABC
lenkus.

Ta ka AABC apvilktas un ievilktas rinka liniju centri ir simetriski pret vienu no
trijstira malam (apzimésim to ar BC; skat. A9. zim.), tad viens no tiem atrodas
AABC iekSpusg, bet otrs — arpusé. Ta ka ievilktas rinka Iinijas centrs O; vienmeér
atrodas trijstira iekSpusg, tad apvilktas rinka Iinijas centrs O atrodas AABC arpusg.

Ja trijstira apvilktas rinka linijas centrs atrodas trijstira arpus€, tad trijstiiris ir
platlenka. Tatad AABC ir platlenka.

25,

A9. zZim.

Trijstiris BOC ir vienadsanu, jo OC =0B ka apvilktas rinka Imnijas radiusi.
Apzimésim £/OCB = Z0OBC =x. Tad ZBOC =180°—2x =UBAC.
Ta ka O, ir simetrisks O attieciba pret taisni BC, tad ZO,BC =~20BC =x un
Z0,CB = ZOCB =X.
levilktas rinka linijjas centrs atrodas  bisektriSu  krustpunkta, tapéc
ZCBO, = Z0BA=x un £ZBCO, = ZO,CA=X.
Apskatam AABC lenkus:

e /BAC = % uBNnC = %(360o —(180°—2x)) =90°+ x,

o /ACB=_/CBA=2x.

Tad 90°+ X +2x+2x=180° jeb 5x =90° un x=18°. Tatad LACB = /CBA=36°,
Z/BAC =108°.

AN.10.3. Vai eksisté tada trijstira piramida, kurai katras skaldnes perimetrs ir 2013
un kurai nav vienada garuma Skautnu?

Apzimésim piramidas Skautnu garumus ka paradits A10. zim.

Al0. zim.
Pienemsim, ka a, b, ¢, d, e, f ir dazadi skaitli. Ta ka visu skaldnu perimetriem jabut
vienadiem (a+d+e=a+c+b=e+b+f =c+d+ f), tad

a+b=d+f
a+c=e+f.
b+c=d+e
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Saskaitot pirmos divus vienadojumus un atpemot treSo vienadojumu, ieglistam
2a=2f jeb a= f — pretruna. Tatad neeksisté tada trijstira piramida, kurai katras

skaldnes perimetrs ir 2013 un kurai nav vienada garuma Skautnu.

AN.10.4. Ansitis aprékindgja skaitfu 2%°** un 52013

uzrakstija vienu aiz otra. Cik cipari uzrakstiti?

vertibas un iegiitos skaitlus

22013 52013

Ar n apzimésim skaitla ciparu skaitu, bet ar m — skaitla ciparu skaitu. Tad
10" <2298 10" un 10™* <5%°° <10™. Sareizinot §is nevienadibas, ieglistam
10MM 1 10?1 <10™™. Tatad n+m—-2<2013<n+m un vienigd iesp&jama
N+ m vertiba (t. i., uzrakstito ciparu skaits) ir 2014.

AN.10.5. Doti 7 dazadi naturali skaitli, kuri neparsniedz 21. Pieradit, ka no tiem var
izvéléties divus skaitlu parus, kuru starpibas ir vienadas. (Skaitlu pariem var biit art
kopigs skaitlis, starpibu aprékina no lielaka skaitla atnemot mazako.)

No septiniem dazadiem skaitliem var izveidot (6-7):2=21 dazadus parus. Dotie
skaitli ir dazadi, pie tam nav mazaki ka 1 un nav lielaki ka 21, tap&c divu $adu skaitlu
starpibas vértiba ir vismaz 1 un neparsniedz 21—-1=20. Ta ka starpibas var pienemt

tikai 20 dazadas vertibas, bet pavisam var izveidot 21 dazadu skaitlu pari, tad vismaz
divu paru skaitlu starpibas bus vienadas, kas ar1 bija japierada.

A.N.11. Vienpadsmita klase

AN.11.1. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu (X—Yy)(X+Yy)=X.

Parveidosim vienadojumu forma x(x —1) = y?.
Ja x=0 vai x=1, tad y =0 un atrisinajums eksistg.
Pienemsim, ka x>1. Tad ir speka stingra nevienadiba (x—1)* < x(x —1) < x°.
Ta ka x(x-1) atrodas starp divu secigu veselu skaitlu kvadratiem, tad tas nevar bt
vesela skaitla kvadrats.
Lidzigi, ja X <0, tad ir speka stingra nevienadiba
x> <x(x-1) < (x-1).
Tatad ari Saja gadijuma X(Xx —1) nevar bt vesela skaitla kvadrats.
Lidz ar to dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi (0;0) un (1, 0).
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AN.11.2. Caur paralelograma ABCD virsotnem B un D ir novilkta rinka linija, kas
krusto malas AB, DA, BC un CD attiecigi to iekSéjos punktos P, Q, R un S. Pieradit,
ka PQ|RS.

Novelkam diagonali BD un apzim&jam ZPQD =« (skat. A1l. zim.).

/_\B
B C

A é\/D

All. zim.

Ta ka Cetrstiiris PQDB ir ievilkts rinka Iinija, tad ZPBD =180°—- ZPQD =180°-« .
No ta, ka ABCD ir paralelograms un AB|| CD seko, ka #SDB=~/PBD =180°—c .
Cetrstiiris SRBD arf ir ievilkts rinka linija, tap&c

Z/SRB =180°—- «SDB =180°-(180° - ) = « .
Iev@rojam, ka taisnes PQ un RS veido vienadus lenkus « ar paralélam taisném AD
un BC, tapec tas ar1 ir paral€las, kas arT bija japierada.

A.N.11.3. Dotas seSas vienada izskata monetas un sviru svari bez atsvariem. Cetras no
monetam sver 10 gramus katra, paréjas divas sver 9 gramus katra. Ka ar divam
sversanam atrast vismaz vienu monétu, kas sver 9 gramus?

Var rikoties, piemé&ram, $adi. Pirmaja sv@rSana katrd svaru kausa novieto tris
moneétas.
Turpmaka riciba ir atkariga no pirmas svérSanas rezultata:

o Ja svari ir lidzsvara, tad katra 9 g smaga monéta ir sava kausa.

o Otra sveérsana. [zvélas divas monétas no viena kausa un katru novieto
uz sava svaru kausa. Ja to masas ir vienadas, tad nesverta monéta no
§1 kausa sver 9 g; ja né, tad vieglaka no tam sver 9 g.

. Ja pirmaja svérSana viens svaru kauss (apzimésim to ar A) bija vieglaks, tad
abas 9 g monétas ir $aja svaru kausa.

o Otra svérsana. Izvélas divas monétas no kausa A un katru no vieto uz
sava svaru kausa. Ja svari ir lidzsvara, tad atrastas abas 9 g mongétas,
pret&ja gadijuma vieglaka no tam sver 9 gramus.

A.N.11.4. Polinoms P(x) ar veseliem koeficientiem cetram veselam x vértibam pienem
vertibu 2000. Pieradit, ka nav tadas veselas x vertibas, pie kuras dotais polinoms
pienem vertibu 2013.

Polinoma vértibas, pie kuram polinoma P(X) pienem vértibu 2000, apzimé&sim ar a,
b, ¢, d. Apzimésim F(Xx) = P(x) —2000. Tada gadijuma a, b, ¢, d ir polinoma F(x)
saknes un F(x) = (x—a)(x—b)(x—c)(x—d)R(x).
Ja P(n) =2013, tad

F(n) =P(n)—2000=2013-2000=13=(n—a)(n—b)(n—c)(n—d)R(n).
Tacu skaitli 13 nevar izteikt ka vismaz 4 dazadu veselu skaitlu reizinajumu.
Tatad nav tadas veselas X vertibas, pie kuras dotais polinoms pienem vértibu 2013.
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AN.11.5. Plakne doti n>3 patvaligi izvietoti punkti. Zinams, ka nekadi 3 no tiem
neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit, ka eksiste tads n-sturis (iespejams, ieliekts),
kura virsotnes atrodas Sajos punktos. Daudzstiira malas nedrikst krustoties.

Aplikosim visas iesp&jamas slégtas lauztas linijas, kas katra sastav no n posmiem un
visi tas N lauzuma punkti ir dotajos punktos. Pieradisim, ka no tam lauzta Iinija ar
vismazako perimetru ir mekl€tais n-stiiris. Pienemsim pret€jo, ka $adai lauztai Iinijai
kadi divi posmi AB un CD krustojas punkta X, pie tam lauzta linija turpinas no
punkta A uz D un no punkta B uz C (skat. A12. zim.).

~

N7 Al2. 7zim. NI

Izdz&sam nogrieznus AB un CD, un uzzim&jam nogrieznus AC un BD. Pieradisim, ka
lauztas linijas perimetrs samazinajas.

No trijstira nevienadibas seko, ka AC <AX +XC un BD <BX + XD. Tapéc
AC +BD < (AX + XC) +(BX + XD) = (AX + BX) + (XC + XD) = AB+CD un
jaunas lauztas linijas perimetrs ir mazaks neka iepriek$gjas, kas ir pretruna ar
pienémumu.

A.N.12. Divpadsmita klase
A.N.12.1. Zinams, ka a un b ir divi dazadi naturali skaitli. Pieradit, ka

atb_op._1
2 4(a+b)

Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu:
a+b 1
vJab

ap >
2 4(a+D)
1
2(a+b)

; —reizinam ar 2

a+b-— >2Jab; - kapinam abas nevienadibas puses kvadrata (ta ka

a+b ir naturals skaitlis, tad a+b > na+b 0);

1 1
—u -——>
2(a+b) 2(a+Db)

(a+b)? —1+#2 > 4ab;
4(a+b)
1

B BT
4(a+b)?

1
IO
@b

(a+b)? —4ab+

Taka a un b ir divi dazadi naturali skaitli, tad (a—b)? >1 un ;2 >0, lidz ar
4(a+Db)

to pédgja nevienadiba ir patiesa. Ta ka doto nevienadibu ekvivalenti parveidojam un
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ieguvam patiesu nevienadibu, tad visas ieprieks€jas (ari dota) nevienadibas ir
patiesas, kas arT bija japierada.

AN.12.2. Nogrieznis BP ir trijstira ABC bisektrise, punkti N un M ir attiecigi malu AB
un AC iekseji punkti tadi, ka AN =PC un AM = BC. Taisnes BP un MN krustojas
punkta X. Pieradit, ka ANBX~APBC .

No bisektrises Tpasibas ieglistam % =% Taka AM =BC un AN =PC, tad ir
AB AM
speka AP = AN Tapéc 4ABP~AAMN . No ta seko, ka ZANM = ZAPB . Savukart

ZBNX =180°— ZANM un /BPC =180°— ZAPB, tapeéc /BNX =~/BPC . Ta ka
BP ir AABC bisektrise, tad /NBX = /PBC. Tatad ANBX ~ APBC (p&c pazimes

» U07).

X
Al3. zim. Al4. zim.

Piezime. Punkts M var atrasties dazadas pus€s no P, ka arT sakrist ar to. Tomér tas
neietekmé uzdevuma risinajumu (pieméram, skat. A13. un A14. zim.).

A.N.12.3. Dots, ka n>1 ir tads naturals skaitlis, kas, dalot ar 7, dod atlikumu 1.
Pieradit, ka skaitla n* +3n+3 visi pirmreizinatdji ir mazaki neka n®.

Tevérosim, ka n? +3n+3=12 +3+3=0 (mod7). Tatad skaitlis n> +3n + 3 dalas ar

7 un ta pirmreizinataji var but tikai skaitlis 7 un pirmskaitli, kas neparsniedz
2 2

n+dn+s Pamatosim, ka 7 <n? un nTESn+3 e,

Taka n=1(mod7) un n>1, tad 8n>8. Tadu tad n®> >8> > 7.

n+3n+3

Nevienadiba —————— <n® ir ekvivalenta nevienadibai n’+3n+3<7n® jeb

2n> —n-1>0.
levérojam, ka funkcija f(X)=2x*—-x—-1=(x-1)(2x+1) pienem tikai pozitivas
vértibas intervala (1; + o), taitad 2n° —n—1> 0 visiem naturaliem skaitliem n>1.
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AN.12.4. Dots regulars sesstiris ar malas garumu 1. Uz katras malas ir patvaligi
izvelets viens punkts (skat. 3. zim.). Pieradit, ka vismaz viena iekrdasota trijstiira

laukums neparsniedz 1—2 :

3. zim.

Sauksim par doto sesu trijstiiru sanu malam tas malas, kas atrodas uz seSstiira malam.
Aplukosim $o trijstiru abu sanu malu garumu summas. Ta ka dota seSstiira perimetrs
ir vienads ar 6, no Dirihl€ principa seko, ka vismaz viena $ada summa nav lielaka ka
1 (Jo visas trijstiru sanu malas pilniba nosedz visas seSstiira malas). Apzimésim $o
trijstiri ar A un ta sanu malas ar a un b, tad a+b <1. No nevienadibas starp vid&jo
aritmétisko un vidéjo geometrisko seko:

2@£a+b£1;

2
2 2
ab< (Mj < (lj :
2 2

abS%. )

Trijstira A laukumu var aprékinat péc formulas S, =%absina, kur « ir lenkis

starp malam a un b. Ta ka dots regulars sesstiiris, tad a=120°. Tapec trijstlira

laukums ir vienads ar
1 .3 3
= ab.

S, = 1absinoc = labsin120O =—ab—=— (2
2 2 2 2 4
V3,
4

No (1) un (2) seko, ka trijstiira A laukums nav lielaks ka , kas arT bija

[EY
D |Ww

M|

japierada.
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AN.12.5. Parlamenta ir 2013 deputati; katram no viniem ir domstarpibas ar ne vairak
ka d (0<d<2012) citiem deputatiem. Domstarpibas ir abpuséjas: ja A ir
domstarpibas ar B, tad ari B ir domstarpibas ar A. Pieradit, ka deputatus var sadalit
d+1 komisija ta, lai nekadiem diviem vienas komisijas locekliem nebiitu
domstarpibu sava starpa.

Pieradisim visparigaku apgalvojumu: ja parlamenta ir n deputati un katram no viniem
ir domstarpibas ar ne vairak ka d citiem deputatiem, kur 0 <d <n, tad deputatus var
sadalit d +1 komisija ta, lai vienas komisijas nekadiem diviem deputatiem nebiitu
domstarpibu sava starpa. Tada gadijuma uzdevuma prasitais sekos no pieradita
apgalvojuma, ja n=2013. Pieradamo apgalvojumu pamatosim ar matematisko
indukciju péc n.

Indukcijas baze. Ja n=d +1, tad katra no d+1 komisijam ieklaujam tieSi vienu
deputatu. Tad starp vienas komisijas locekliem nekadiem diviem deputatiem nebiitu
domstarpibu sava starpa, jo deputatam nevar biit domstarpibas pasam ar sevi.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka gadijuma, ja parlamenta ir n deputati, tad
vinus var sadalit vajadzigaja veida.

Induktiva pareja. Pienemsim, ka parlamenta ir n+1 deputats; paradisim, ka arT tad
vinus var sadalit d +1 komisija vajadzigaja veida.

Izv€lamies patvaligu deputatu A. AtlikuSos n deputatus sadala d +1 komisija ta, lai
starp vienas komisijas locekliem nekadiem diviem deputatiem nebiitu domstarpibu
sava starpa (ko var izdarit, saskana ar induktivo pien€émumu). Deputatam A ir
domstarpibas ar ne vairak ka d citiem deputatiem, tacu izveidota d +1 komisija. Tas
nozimé, ka ir vismaz viena tada komisija, ka A nav domstarpibu ne ar vienu §is
komisijas deputatu. Tad A varam ieklaut $aja komisija, Iidz ar ko arT n+1 deputats ir
sadalits d+1 komisija vajadzigaja veida. Induktiva pareja ir izdarita, tatad
apgalvojums ir pieradits.
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A.V. LATVIJAS 63. REPUBLIKAS OLIMPIADE MATEMATIKA

A.V.9. Devita klase

AN.9.1. Atrast tadas ciparu a, b, ¢, d vértibas, lai izpilditos vienadiba

abcd +abc+ab+a = 2013.

(Pieraksts xyzt nozimé, ka Cetrciparu skaitlt ir x tikstosi, y simti, z desmiti un t
vieni.)

Ja a=2, tad 2bcd +2bc+2b+2>2200>2013. Tatad a=1. Lai summas simtu
cipars butu 0, tad b=9 vai b=8, jo lielakais parnesums no desmitu pozicijas ir 1.
Vertiba b=9 neder, jo tad summa veidotos parnesums no desmitu pozicijas un
simtu pozicija biitu cipars, kas lielaks ir neka 0. Tatad b=8.

Ievietojam iegiitas a un b vértibas dotaja vienadiba:

18cd +18c+18+1=2013;
1800+10c+d +180+c+18+1=2013;
1999+11c+d =2013;
1lc+d =14.

Tatad c=1, d =3 un abcd =1813.

AN.9.2. Doti tris regulari trijsturi OAB, OCD un OEF (virsotnes noraditas
pulkstenraditdja kustibas virziena), kuru malu garumi var atSkirties. Punkti A, C, E
neatrodas uz vienas taisnes; punkti B, D, I ari neatrodas uz vienas taisnes. Pieradit,

ka AACE = ABDF .

Ievérojam, ka /BOC = ZBOD + £DOC = ZBOD +60° = 60° + ZAOC (skat. Al5.
zim.). Tapéc Z/BOD = ZAOC. Lidz ar to ABOD = AAOC (péc pazimes "m/m™), jo
BO = A0, ZBOD =/A0C un DO=CO. Tad BD = AC, jo vienados trijstiiros
pret vienadiem lenkiem atrodas vienadas malas. Lidzigi no ADOF = ACOE un
ABOF = AACE secinam, ka ari DF =CE un FB = EA, tapeéc AACE = ABDF (péc
pazimes "mmm").

Al5. zim.
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A.V.9.3. Dota virkne a,, a,, a,,..., kur a, =a, =1 unvisiem n > 2 izpildas

] :[MF}M_

Aprekinat a,y,.
([X] ir veseld dala no x — lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x,; piemeram,
[3]=3, [4,6]=4, [0,2] =0 u.tml.)

Aplikojam virknes pirmos loceklus:
a, =1a,=1a, 2[2']é+1}+4:5, a, :[2'2+1}+4:7,

3 3 3

Ievérojam, ka visiem (>4 izpildas vienadiba a,=3i—5. Pieradisim to ar

matematisko indukciju.
Indukcijas baze. Jai=4,tad a, =3-4-5=7,unjai=>5,tad a; =3-5-5=10.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka visiem k <n ir speka a,= 3k —5.
Induktiva pareja. Pieradisim, ka ar a,=3n—5.
2 - 2-a,,+a, , +4:[2-(3(n—1)—5)+3(n—2)—5}+4=
3 3
:{2~(3n—8)+3n—11}_4:{9n—27

3
No matematiskas indukcijas metodes seko, ka apgalvojums pieradits visiem n>4.
Tatad a,y,; =3-2013-5=6034.

}+4:3n—9+4:3n—5.

AN.9.4. Divas komandas sava starpa izspéléjusas vairakas (vairak neka vienu) speles.
Par zaudejumu komanda sanem n punktus (N — naturals skaitlis), bet par uzvaru
N+3 punktus. Neizskirtu rezultatu nav. Péc spélu beigam izradijas, ka vienai
komandai ir par vienu uzvaru vairak neka otrai. Zinams, ka viena no komandam
kopsumma ieguva 92 punktus. Cik punktus ieguva otra komanda?

Ja pienemam, ka komanda-zaud@taja izcinijusi a uzvaras, tad komanda-uzvarétaja
izcinfjusi a+1 uzvaru. Kopgjais punktu skaits:
e komandai-zaudétajai ir a(n+3)+ (a+1)n=2an+3a+n;
e komandai-uzvarétajai (a+1)(n+3)+an=2an+3a+n+3.
Pieradisim, ka komanda-uzvarétaja nevar€ja izcinit 92 punktus. Ja ta tomér biitu
89-3a .

bijis, tad 2an+3a+n+3=92 jeb cksisté tads naturals skaitlis a, ka n = T ir
a-+

naturals skaitlis. Taka a>1un n>1, tad

89-3a>2a+1 = 5a<88 = asl?%.
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Lidz ar to pielaujamas a veribas ir 1<a<17. Aplikosim skaititaja un saucgja
vertibu katrai no §tm vertibam:

a 112 |3 |4 |5 |6 |7 (8|9 |10|11]12]13|14|15|16|17
89-3a |86|83[80|77|74|[71|[68|65|62|59[56|53|50|47 44|41 |38
2a+l |3 |5 |7 |9 |11|13]15]|17|19|21|23|25|27|29|31|33|35

Ka redzams, nevienai no pielaujamajam a veérttbam dalas vértiba nav naturals
skaitlis. Tatad komanda-uzvarétaja nevar biit ieguvusi 92 punktus.

Parbaudisim, vai komanda-zaudétaja vargja iegtit 92 punktus. Tad 2an+3a+n=92
92-3a
2a+1
zaudetaja vargja iegiit 92 punktus.

un n= .Ja a=5, tad n=7, vai ja a=8, tad n=4, tatad komanda-

Ta ka komanda-uzvarétaja ieguva par 3 punktiem neka komanda-zaudétaja, tad otra
komanda (uzvarétaja) ieguva 95 punktus.

AN.9.5. Kadu lielako skaitu 4. zim. attéloto figiiru var izgriezt no ritinu kvadrata
Nxn, kuram iznemtas Cetras stura ritinas: @) ja Nn=6 (skat. 5. zim.), b)ja n=7
(skat. 6. zim.). Griezuma linijam jaiet pa ritinu malam, 1. zim. figira var biit
pagriezta vai apgriezta spogulattéla.

mny

4. 7im. 5. zim. 6. zZim.

a) Lielakais figtru skaits figru skaits, ko var izgriezt, ir 8 (skat., piemé&ram,
Al6. zim.).
b) Lielakais figtiru skaits, ko var izgriezt, ir 9 (skat., pieméram, Al7. zim.).

5 R

Al6. zim. Al7. zim. Al8. zim.

Pieradisim, ka nav iesp&jams izgriezt 10 figlirinas. Izkrasosim parklajamo figtru ka
paradits A18.zim. Tad, lai arT ka tiktu ievietota figilirina, ta parklas tieSi vienu
iekrasoto ritinu. Tatad, ja varétu izgriezt 10 figlrinas, tas parklatu 10 iekrasotas
ritinas, bet ir tikai 9 — pretruna.
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A.V.10. Desmita klase

AN.10.1. Pieradit, ka vienadojumam E+1+ 5 ! 5
a b a“+b

= = nav atrisinajuma naturalos

skaitlos.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a+b 1 1.

+ =
ab a’+b* 2
1 ab-2(a+b),

a’+h? 2ab

(a®> +b?)(ab—2(a+b))=2ab.

Lai vienadojumam biitu atrisindjums naturalos skaitlos, nepiecieSams, lai
ab—2(a+b)>1. Tada gadijuma jaizpildas nevienadibai a’-+b®<2ab jeb
(a—b)? <0. Tas iespgjams tikai tad, ja a=Db. Lidz ar to iegiistam vienadojumu
2 1

—+t—= 1 .Taka 2 < 1 ,tad a>5. Bet tada gadijuma ir spéka novertéjums:
a 2a° 2 a 2

2 1 2 1 21 1
— St —=— <.
a 2a° 5 50 50 2
Tatad esam ieguvusi, ka vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

AN.10.2. Cetrstiris ABCD ievilkts rinka linija. Ta diagonales AC un BD ir

perpendikularas un krustojas punkta E. Malas AB viduspunkts ir F. Pierddit, ka
EF LCD.

Apzim&jam /BAE = /BDC =« ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena loka BC
(skat. A19. zim.). Taisnlenka trijstiira ABE hipoteniizas viduspunkts vienlaikus ir $im
trijstirim apvilktas rinka Inijas centrs. Tapéc AAFE ir vienadsanu un ZAEF =¢« .
Ta ka krustlenki ir vienadi, tad ZCEG = ZAEF =« . No taisnlenka trijstira DEC
seko, ka /DCE =90° -« . Savukart trijstari CGE
Z/CGE =180°- ZGCE —a =180°— (90° - a) —a =90° jeb EF L CD, kas ari bija
japierada.

B
/ F
o A~ A
c E
G
a
D Al19. zim.

A.V.10.3. Funkcija f(x)=(x+10)x(x—-1)(x—11) definéta visam realam x véertibam.
Atrast mazako iespejamo f (X) vertibu.
Parveidojam funkcijas f izteiksmi:
f(x) =(x? = X)(x? —x—110) = ((x* — x —55) + 55)((x* — x —55) —55) =
= (x? —x—55)? —3025.
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Visam x vértibam (x* —x—55)% >0, tatad f(x) > -3025.

Kvadratvienadojuma x°> —x-55=0 diskriminants D =1-4-1.(-55)=221>0,
tapec eksisté tada redla X vértiba, ka (x? —x—55)% = x* —x—55=0, tatad mazaka
iesp&jama f(x) vertiba ir (—3025).

AN.10.4. Dota Fibonaci skaitlu virkne X, =X, =1, Xi,, = X; + X;,,. Pieradit, ka Saja
virkné ir bezgaligi daudz skaitlu, kas nav naturala skaitla kvadrati.

Apskatam, kadi atlikumi rodas, ja Fibonaci virknes loceklus atlikumus dala ar 3.
legiistam atlikumu virkni:
1,1,2,0,2,2,1,0,1,1, 2, ...

Atlikumu virkne ir periodiska (periods ir pasvitrots). Tatad virkn€ ir bezgaligi daudz
skaitlu, kas dod atlikumu 2, dalot tos ar 3.
Naturala skaitla kvadrats, dalot ar 3, var dot atlikumu tikai 0 vai 1:

e jan=3k,tad n? =9k* =3-3k% +0;

e jan=3k+1,tad n? = (Bk+1)? =9k? + 6k +1=3-(3k? + 2k) +1;

e jan=3k+2, tad n? =(3k+2)% =9k? +12k + 4 =3-(3k? + 4k +1) +1.
Tatad Fibonaci virkng ir bezgaligi daudz skaitlu (tie, kas dod atlikumu 2, dalot tos ar
3), kas nav naturalu skaitlu kvadrati.

AN.10.5. Dota ritinu lapa ar izmériem Nxm (N, M — naturali skaitli) ritinas. Divi
spéletaji spélé sadu speli, pec kartas izdarot pa vienam gajienam. Ar vienu gajienu
atlauts veikt taisnu griezienu, kas sakas kada lapas mald un iet pa ritinu malam, pie
tam griezuma garumam jabit naturalam skaitlim. Zaudé tas spélétajs, péc kura
gajiena lapa tiek sagriezta divos atseviskos gabalos. Kadam n un m vertibam, pareizi
spéléjot, vienmér var uzvaret pirmais spelétajs, un kad — otrais (speli vienmer sak
pirmais spéletdjs)?

Skirosim divus gadijumus:

1. Skaitli n un m abi ir nepara. Saja gadijuma 2. spélétajs vienmér var veikt
griezumu, kas ir simetrisks 1. spélétaja pe€d€jam griezumam attieciba pret lapas
centru (skat., piem., A20. zim.). Tap&c $aja gadijuma uzvar 2. spelétajs.

1. 1.

2. A20. zim. A21. zim.

2. Vismaz viens no skaitliem n vai m ir para. Tad 1. spélétajs pirmaja gajiena veic
visgarako iesp&jamo griezumu pa vidu mala ar para garumu (skat. A21. zim.). Talak
1. spélétajs var pielietot 1. gadijuma otra spélétaja simetrisko stratégiju attieciba pret
pirmaja gajiena izdarito griezumu. Tapec $aja gadijuma uzvar 1. speletajs.
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A.V.11. Vienpadsmita klase

A\N.11.1. Pieradit, ka nav tadas naturalas n vértibas, ka n° +4n+16 dalas ar 36.
Pienemsim pretéjo, ka $ada n vertiba eksiste. Tad n’+4n+16=36k jeb
(n+2)® +12 =36k . Ta ka vienadibas laba puse dalas ar 12 un 12 dalas ar 12, tad ar
(n+2)? jadalas ar 12. Lai (n+2)° dalitos ar 12, skaitlim (n+2) ir jadalas ar 6.

Savukart, ja (n+2) dalas ar 6, tad (n+2)° dalas ar 36. Tatad iegiistam sakaribu
36m-+12 =36k, kur k un m ir naturali skaitli. Tacu tadas k un m vértibas neeksistg,
tatad nav tadu n vértibu, ka n® + 4n+16 dalas ar 36.

AN.11.2. Dots viendadsanu trijstiris ABC, kuram AB = AC un £ZBAC =100°. Lenka
ABC bisektrise krusto malu AC punkta D. Pieradit, ka AD+ BD =BC.

Ta ki AABC ir vienadsanu trijstiris, tad ~ACB = ZABC :w — 40°

(skat. A22. zim.). Nogrieznis BD ir bisektrise, tapec £ABD :%LABC =20° un

ZADB =180° - ZABD — /BAD =180°—-20°-100° =60°.

B F C
A22. zim.

Atliekam punktu F, kas ir simetrisks punktam A attieciba pret taisni BD. Tad trijstiiri
ABD un FBD ir vienadi (simetriski attieciba pret taisni BD), tapéc to atbilstoSie
elementi ir vienadi:
AD = DF, #BDA = /BDF =60°, ZBAD = Z/BFD =100°.

No AFDC seko, ka

e /FDC =180°—- «£ADB — /BDF =60°;

e /DFC =180°— «BFD =80°.
Konstrugsim trijstiirim DFC simetrisku trijstiri DEC attieciba pret taisni DC. So
trijstiri atbilstosie elementi ir vienadi: /CDE = ZCDF =60°,
/DEC = /DFC =80°, LECD = Z/FCD =40°, DE = DF .
Ta ka «BDE = /BDF + /FDC + ZCDE =180°, tad punkti B, D un E atrodas uz
vienas taisnes. Ta ka /BEC = /BCE =80°, tad trijsturis BEC ir vienadsanu un
BE = BC. Tad iegiistam

BC =BE =BD+DE =BD +DF =BD + AD,
kas ar1 bija japierada.
AV.11.3. Vienadojuma  X°® —44x* +623x—2860=0 saknes ir taisnstira

paralélskaldna malu garumi, kas izteikti centimetros. Aprékinat i paralélskaldna
pilnas virsmas laukumu un tilpumu.

Apzim@sim taisnstlira paral€lskaldna Skautnu garumus ar @, b, un c (tas ir arT dota
vienadojuma  saknes). Tad doto vienadojumu var parrakstit forma
(x—a)(x—Db)(x—c) =0. Atverot ickavas, ieglistam

(x—a)(x—b)(x—c) =x*>—x*(a+b+c)+x(ab+ac+bc)—abc.
Ievérojam, ka dotaja vienadojuma koeficients pie X ir vienads ar pusi no taisnstiira
paralélskaldna pilnas virsmas laukuma, tatad pilnas virsmas laukums ir
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2-623=1246 cm?. Savukart taisnstiira paralélskaldna tilpums ir vienads ar abc, kas
ir vienadojuma brivais loceklis ar pret€jo zimi, tatad paral€lskaldna tilpums ir
2860 cm?,

A\V.11.4. Diviem vienadiem kvadratiem ar malas garumu 40 cm ir kopigs centrs. Vai
abu kvadratu kopigas dalas laukums noteikti ir lielaks neka a)1250cm?,
b) 1300cm??
a) Ta ka abiem kvadratiem centri sakrit, tiem abiem ir kopigs tajos ievilktais rinkis,
kura radiusa garums ir 20 cm (skat. A23.zim.). levilkta rinka laukums ir
4007 cm? > 400-314 cm? = 1256cm? >1250cm?. Tatad kvadratu kopigas dalas
laukums noteikti ir lielaks neka 1250 cm?.

F
\ \‘-P
M _—G
P _—
H A23. 7im.

b) Ja kvadrati nesakrit, tad arpus kopigas dalas veidojas astoni vienadi taisnlenka
trijstari AJS, JFK, BKL, LMG, CMN, PHN, DPR un ERS. Kvadratu kopiga dala biis
mazaka iesp&jama, ja So trijstiru laukums bis lielakais iesp&jamais. Apzimgjot
Al =JF =x un FK = KB =y, iegilistam, ka

AB=AJ +JK+KB;

40=X+X*+y? +V;
40— (X+y)=X*+y*;

1600—80(x + Y) + X* +2xy + y* = x* + y?;
20-x

=40- .
y 40-x

Tatad nepiecieSams atrast tadu X vertibu, lai xy =40x- vertiba biitu

maksimala. Ne X, ne y vértiba nevar parsniegt pusi no kvadrata malas garuma, t. 1.,
20 cm. Parveidojam izteiksmi Xy:

2
40y 20— X =40(x —ZOXJ=40((x—40)(x+20)+800j=

40— X X—40 X —40
=40 x+20+ 800 =40 60+ x—-40+ 800 =
x—-40 x—40
=2400+40 x—-40+ 800 =2400-40 40— x+ 800 .
X—40 40-x
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Apzimé&jot 40— x = p (p > 0), no sakaribam starp aritmé&tisko un geometrisko vidéjo

ieglist p+322 /p-2:2\/5.
p P

Izmantojot So sakaribu, ieglistam, ka maksimala xy veértitba ir tad, ja

800
40—X+4O " =2+/800. Tatad mazakais iespEjamais kvadratu kopigas dalas
laukums ir

1600— 2xy =1600—2(2400— 40- 2+/800) =1600—2(2400-80- 20\/5) =
=32007/2 —3200= 320(X\/§ —1) > 3200- (1,41—1) = 3200-0,41=1312cm?.
Tatad kvadratu kopigas dalas laukums noteikti ir lielaks neka 1300 cm?.

AN.11.5. Valsti Alfa ir n pilsétas, n > 2. DaZas no Sim pilsétam ir savienotas ar dazam
citam ar celiem. Ir zinams, ka katrs cels savieno tiesi divas dazadas pilsétas, katras
divas pilsétas savieno ne vairak ka viens cels, turklat pa izbiivétajiem celiem no
jebkuras pilsétas ir iespejams aizbraukt uz jebkuru citu viend vienigd veida.

a) Pieradit, ka ir vismaz viena pilséta, no kuras iziet tiesi viens cels.
b) Pieradit, ka pilsétas var sanumuret ar skaitliem 1, 2, ..., n ta, lai jebkuru divu
pilsétu, kuras ir savienotas ar celu, numuru reizinajums biitu para skaitlis.

a) Ar matematisko indukciju pamatosim, ka ir vismaz divas pilsétas, no kuram no
katras iziet tiesi viens cels.

Ja n=2, tad apgalvojums ir patiess (starp divam pilsétam var biit uzbiivets tikai
viens cels, kas savieno §Ts pilsétas).

Pienemsim, ka vajadzigais ir pamatots pie n<Kk pilsétam un pamatosim to arT K
pilsetu gadijuma, k > 3. Patvaligi izvél€simies vienu celu, pienemsim, ka tas savieno
pilsétas A un B. ,,Nodzesisim” (pienemsim, ka tas vairs nav izbraucams) celu AB, un
visas pilsétas sadalisim divas grupas — grupa V, (pilsétas, uz kuram iesp&jams nokliit
no pilsetas A, ieskaitot paSu A), un grupa V, (pils€tas, uz kuram iesp&jams nokliit no
B, ieskaitot pasu B). lev€rosim, ka katra pilséta ietilpst tieSi viena no grupam: ja biitu
tada pilséta C, kura iesp&jams nokliit gan no A, gan B, tad sakotngji valstt Alfa no
pilsétas A uz B varétu noklit vairak neka viena veida (uz B no A varétu nokltt gan pa
celu AB, gan pa celiem, kas savieno A ar C un C ar B) — pretruna. Vismaz viena no
grupam (pienemsim, ka ta ir V;) ir vismaz divas pils€tas; tas nozimé, ka, saskana ar
induktivo pienémumu, taja ir vismaz divas pils€tas, no kuram no katras iziet tiesi
viens celS. Ja neviena no $im pilsétam nav A, tad vajadzigais ir pamatots (arl
sakotn€ji no katras STm pilsétam iziet tikai viens celS). Apskatam gadijumu, kad
viena no §Im pilsétam ir A (otru pils€tu apzimésim ar X). Ir divas iesp&jas:

e Grupa V, ietilpst tikai pilséta B. Tad sakotngji no pilsétam X un B no Katras
1zgaja tiesi viens cels.

e Grupa V, ietilpst vismaz divas pilsétas. Tad saskana ar induktivo pienémumu,
grupa V, var atrast divas pils€tas, no kuram no katras iziet tiesi viens celS. Viena
no $Im pilsétam, apzimésim to ar Y, nav B. Tad sakotng&ji no pilsétam X un Y no
katras izgaja tieSi viens celS.

Lidz ar to ir pamatota induktiva pareja un apgalvojums ir pieradits.

b) Ar matematisko indukciju paradisim, ka katrai no pilsétam var pieskirt vértibu 1
vai (1) ta, lai jebkuru divu pilsétu, kuras ir savienotas ar celu, vértibas bitu
pret&jas. Ja n =2, tad apgalvojums ir patiess. Pienemsim, ka vajadzigais ir pieradits,
ja n=Kk un pamatosim, ka tas ir patiess ari, ja n =Kk +1. Izv€lamies jebkuru pils€tu
A, no kuras iziet tieSi viens cel§ (pienemsim, ka $is celS iet uz pilsétu B). Aplikosim
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visu pilsétu (neskaitot A) un visu celu (neskaitot celu AB) veidoto sist€ému. Saskana
ar induktivo pienémumu, §im K pilsétam var pieskirt vértibas 1 un (—1) vajadzigaja
veida. Tad pilsétai A pieskir vertibu (—V), Kur v ir pilsétas B vértiba. Induktiva pareja
izdarfita.

Ja pilsétam ir pieskirtas vertibas aprakstitaja veida, tad apzim@sim ar m to pilsétu
skaitu, kuram vértiba ir 1, bet ar | — to pilsétu skaitu, kuram vértiba ir (—-1). Ja m<|,
tad visam pilsétam, kuram vértiba ir 1, piekarto para numurus; ja | <m, tad para
numurus piekarto pilsétam, kuru vertiba ir (—1). Pargjam pilsétam atlikuSos numurus
piekarto patvaligi.

Ta ka katram divam ar celu savienotam pilsétam ir pret&jas vertibas, tad no jebkuram
divam ar celu savienotam pilsétam vismaz vienai ir piekartots para numurs. Tatad So
pils€tu numuru reizinajums ir para skaitlis., kas arT bija japierada.

A.V.12. Divpadsmita klase

AN.12.1. Ap Saurlepku trijsturi ABC apvilkta rinka linija. Loka AB (kuram nepieder
punkts C) viduspunkts ir M, bet loka AC (kuram nepieder punkts B) viduspunkts ir N.
Nogriezni BN un CM krustojas punktda D. Pieradit, ka AD 1. MN .

Apziméjam NM krustpunktus ar malam AB un AC attiecigi ar K un L (skat. A24.
zim.).

A L C
W
A24. zim.
N

Ta ka N un M ir attiecigo loku viduspunkti, tad ievilktie lenki, kas balstas uz
vienadiem lokiem, ir vienadi:

e /ABN = /ZCBN = ZCMN = & (balstas uz lokiem AN un CN);

e /ACM = ~/BCM = /BNM = g (balstas uz lokiem AM un MB).
Trijsttira BKN virsotnes K argjais lenkis ir ZAKL = ZKBN + ZKNB =« + £, bet
trijstira CLM virsotnes L argjais lenkis ir ZALK = ZCML + ZLCM = + . Tatad
trijstirt AKL divi lenki ir vienadi, tapéc trijsturis AKL ir vienadsanu. Nogrieznis AD
ir trijstiru ABC un AKL lenka BAC bisektrise (D ir bisektrisu CM un BN
krustpunkts). Vienadsanu trijstiira bisektrise, kas vilkta pret pamatu, vienlaikus ir ari

trijstira augstums. Tatad AD L KL jeb AD 1 MN, kas arT bija japierada.
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SinXx+cosy = §tg z
AN.12.2. Atrisinat vienadojumu sistému g .
siny +cosx = Ectg z

Sareizinot abus vienadojumus un izmantojot identitati tge - Ctga =1, ieglistam

S . . 9
SINXSINY +SINXCOSX+COSYSINY +COSYCOSX = Z

Parveidojot iegiita vienadojuma kreiso pusi, ieglistam
cos(x—Y) +lsin 2x+£sin 2y = 9
2 2 4
Ta ka sina e[-L1] un cosa €[-11], tad pedgja vienadojuma kreisa puse
. 1 1 ) . . .
neparsniedz 1+ —+ — =2, tapec Sim vienadojumam un lidz ar to ari sakotng&jai

vienadojumu sist€mai nav atrisinajuma.

AN.12.3. Funkcija f apmierina Sadas prasibas:
a) f ir definéta visiem veseliem nenegativiem skaitliem un tas vertibas ir veseli

skaitli;
b) katram n (n — vesels nenegativs skaitlis) izpildas sakariba
f(n)-(f(n+1)-2)=4n" -1.

Atrast visas Sadas funkcijas f un pieradit, ka citu nav.
Ievérojam, ka nevienam veselam N> 0 nevar biit, ka f(n) =0 — pret§ja gadijuma no
dotas vienadibas 0= f(n)-(f(n+1)—2) =4n? -1 sekotu, ka 4n® =1, tadu veseliem
n sada vienadiba nevar izpildities.
Doto sakaribu, dalot ar f(n) = 0, parveidojam forma

4n® -1
f(n)

levietojot n =0, iegtistam vienadibu f (1) =2 —%. Ta ka gan f(0), gan f(2) ir

fn+) =2+ 1)

veseli skaitli, tad f(0) var bt vai nu 1, vai (—1), citu iesp&ju nav.
Apskatisim abus gadijumus.

1. Ja f(0)=-1, tad iegistam f(1) =2 _il = 3. Izmantojot (1), varam pakapeniski

aprekinat
f(2)=2+%=2+1=3; f@)=2+2471 5,57,
f(4):2+4'9_1:2+5=7; f(5):2+4'16_1:2+9:11;
f(6)=2+4'25_1=2+9=11; f(7)=2+4'36_1=2+13=15

Rodas hipotéze, ka $aja gadijuma

2n-1, n=2m
f(n) = ’ jeb  f(n)=2n+(-)"*.
() {2n+1, n=2m+1 . () D

Ar matematisko indukciju pieradisim, ka visiem naturaliem n ir speka sakariba
f(n)=2n+ (D",
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Indukcijas baze. f(0)=-1.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka (k) = 2k + (=1)**.
Induktiva pareja. Izmantojot vienadibu (1), izsakam f (k +1):
4?1, (2k+(=D)")(k - (D)
f (k) 2k + (-)**t
=242k — (D =2(k +1) + (1) <D,
Induktiva pareja izdarita.

f(k+D)=2+

2. Ja f(0)=1, tad iegustam f(1)= 2—%=1. Izmantojot (1), varam pakapeniski

aprekinat
tay=2+29"1 2,729, =242 n 700,
o) =2+ 2 pi11-13; 1y =242 5011213

Rodas hipotéze, ka $aja gadijuma
2n+1, n=2m . n
f(n)= {ZH—L e 2l jeb  f(n)=2n+(-1)".

Lidzigi ka ieprieks€ja gadijuma, ar matematisko indukciju pieradisim, ka visiem
naturaliem n izpildas sakariba f(n) =2n+(-1)".
Indukcijas baze. f(0)=1.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka (k) = 2k + (-1)*.
Induktiva pareja. Izmantojot vienadibu (1), izsakam f(k +1):
4k* -1, (2k+ (D)) @k - (-D)*) _

fk) 2k + (-1 -

=242k — (-D)* = 2(k +2) + (1)~

Induktiva pareja izdarita.
Tatad vienigas funkcijas, kas apmierina uzdevuma nosacijjumus, ir

f(nN)=2n+(-D"" un f(n)=2n+(-1)".

f(k+1) =2+

ANV.124. Ar d;, i=1 2,..,k, apzimésim visus naturald skaitla N naturalos dalitajus,

pie tam d, <d, <d, <..<d,. Zinams, ka d2d?(d?+dZ)=n’.

iespejamds n vertibas.

Atrast visas

2
Parveidojam doto vienadibu forma d? +d; :£ j . Ta ki d? +d? ir naturals

374

skaitlis, tad ar1

ir naturals skaitlis un d, - d, ar ir skaitla n dalitajs. Aplakojot
34y

vienadojumu X’ +Yy? =z* péc modula 3, iegistam, ka viens no skaitliem X, y, z
dalas ar 3 (naturala skaitla kvadrats peéc modula 3 var biit kongruents tikai ar 0 vai 1).
Apliikojot vienadojumu x* +Yy* = z° péc modula 8, iegiistam, ka viens no skaitliem
X, Y, z dalas ar 4 (naturala skaitla kvadrats péc modula 8 var biit kongruents tikai ar 0,
1 vai 4).

Tatad skaitla n mazakie dalitajiir 1, 2, 3un 4, t.i.,, d, =1, d, =2, d; =3, d, =4.
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Lidz ar to varam aprékinat n vértibu:

n=1/d%d,2(d? +d2) =3-4.4/32 +42 =3.4.5=60.

AN.12.5. Uz tafeles uzrakstita burtu virkne, kas satur tikai burtus a, b un c. Ar So virkni

atlauts veikt Sadus gajienus:

a) patvaligi mainit uzrakstito burtu secibu,

b) ja virknes gala ir uzrakstits fragments ab, to drikst nodzést;

C) fragmentu ba aizstat ar fragmentu aabbcc,

d) fragmentu bbc aizstat ar a;

e) izsvitrot jebkurus tris vienadus péec kartas uzrakstitus burtus.
Vai, atkartojot vairakus Sadus gdjienus, iespéjams iegiit virkni aba, ja sakotnéji ir
uzrakstita virkne 1) abba; 2) aabbcabaab?

a) Aizstajam burtu a ar ciparu 1, burtu b — ar ciparu 2, burtu ¢ — ar ciparu 3. Tatad
sakotngji uz tafeles uzrakstita virkne atbilst skaitlim 1221 un jaiegist skaitli 121.
Atlautas darbibas atbilst §adam darbibam ar skaitliem:

a) uz tafeles uzrakstitaja skaitli var patvaligi maintt ciparu secibu;

b) ja skaitla pedgjie divi cipari ir 12, tad tos var nodzest;

c) ciparus 21 var aizstat ar 112233;

d) ciparus 223 var aizstat ar 1;

e) drikst izsvitrot trs vienadus pec kartas uzrakstitus ciparus.
Ievérojam, ka uz tafeles uzrakstita skaitla ciparu summa, veicot Sos gajienus,

a) nemainas;

b) samazinas par 3;

¢) palielinas par 9;

d) samazinas par 6;

€) samazinas par 3 (ja nodzesti tris vieninieki), 6 (ja nodzesti tris divnieki) vai 9

(ja nodz@sti tr1s trijnieki).

Sakotngji uz tafeles ir uzrakstits skaitlis 1221, kur§ dalas ar 3 un kura ciparu summa
dalas ar 3. Veicot aprakstitos gajienus, iegtita skaitla ciparu summa vienmer dalisies
ar tr1s, kas nozimé, ka gajienu rezultata var iegit tikai skaitlus, kuri dalas ar 3. Tacu
skaitlis 121 nedalas ar 3, tatad ar aprakstitajiem gajieniem to nevar iegiit no skaitla
1221. Tatad ari virkni aba nevar iegit no virknes abba ar aprakstito gajienu
palidzibu.
b) Ja, var, piemérarn'
aabbcabaab —2 5 aaaaabbbbc —2> aabbbbc —2» aabba —2 > abaab
D, aba.
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A.A. LATVIJAS 40. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

A.A.9. Devita klase

A.A.9.1. Dota trapece, kuras pamatu malu garumi ir 3 un 13. Pieradit, ka to nevar
sadalit piecos vienlielos trijstiiros.
(Figiiras sauc par vienlielam, ja tam ir vienadi laukumi.)

3+13 -h =8h. Tatad vienlielo

Ja trapeces augstums ir h, tad tas laukums ir S =

o .. 8h - o . .
trijstiru laukumi ir S, = 5 =1,6h. Sadalot trapeci piecos trijstiiros, vismaz vienam

no tiem mala atrodas uz trapeces 1saka pamata un augstums pret o malu neparsniedz
Yo e o . 1 -
trapeces augstumu. ST trijstira laukums neparsniedz > 3-h=15h <1,6h. Tatad doto

trapeci nav iesp&jams sadalit piecos vienlielos trijstiiros, jo ir viens trijstiiris, kura
laukums ir mazaks neka 1,6h .

A.A9.2. Kvadrata ar izmeriem 4x4 ritinas katra ritinu virsotne nokrasota viend no
divam krasam. Pieradit, ka noteikti var atrast tris punktus, kas nokrasoti viend krasa
un atrodas vienadsanu taisnlenka trijstiira virsotnés.

Vispirms apliikosim virsotnes A, B, C, D un E (skat. A25. zim.). Vismaz tris no tam
ir nokrasotas viena krasa. Ja viena krasa nokrasotas tris no virsotném A, B, C un D,
tas veido vienadsanu taisnlenka trijstuiri. Ja viena krasa nokrasotas virsotnes (E, A, B)
vai (E, B, C), vai (E, C, D), vai (E, A, D), ar1 veidojas vienadsanu taisnlenka trijstiris
ar vienadas krasas virsotném.

\%4

AL Mk LD

v

\}E
B ©
A25. Zim.

Gadijuma, ja virsotnes A, E un C nokrasotas viena krasa, bet virsotnes B un D — otra
krasa, aplikosim v&l virsotnes K un M. Ja vismaz viena no tam ir nokrasota tapat ka
A un E, tad ta kopa ar A un E veido vienadsanu taisnlenka trijsttiri. Savukart, ja M un
K abas nokrasotas tapat ka virsotne D, veidojas vienadsanu taisnlenka trijstaris MKD.
Tatad noteikti var atrast trTs punktus, kas nokrasoti viena krasa un atrodas vienadsanu

taisnlenka trijstiira virsotnés.

A.A.9.3. Doti cetri dazadi cipari, neviens no kuriem nav 0. Visu divciparu skaitlu, kurus
var izveidot no Siem cipariem, summa ir 484. Atrast dotos Cetrus ciparus.

Dotos ciparus apzimésim ar a, b, ¢, d. No tiem var izveidot 16 dazadus divciparu

skaitlus. Katrs no Siem cipariem cetros skaitlos ir desmitu cipars un cetros skaitlos —

vienu cipars. Visu o divciparu skaitlu summa ir
4.10-(a+b+c+d)+4-(a+b+c+d)=44(a+b+c+d)=484.

Tatad a+b+c+d =484:44=11. Vieniga iesp&ja, ka Cetru dazadu nenulles ciparu
summa ir 11, ir tad, ja Sie cipari ir 1, 2, 3 un 5, kas arf ir ¢etri mekl&tie skaitli.
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: : - 2 ..
A.A9.4. Dota skaitlu virkne Xy, X;, Xy, Xg,..., kura X, >0 un x. ., =X, +— visiem
X

n

n>0. Pieradit, ka X,y > 20.

Taka x, >0 un x,,; =X, +i katram n>0, tad x, >0 visiem n>0.
Xn

Apliikosim skaitlu virkni y, = xZ katram n>0.

2
Tad yn+1=x§+1=(xn+£J =x2+4+ 42 >x2+4=y, +4.
n Xn

Tatad
Yioo > Yoo +4 > Yog +4+4>...>y,+4-100=y, +400 jeb

Xgoo > X +400> 0+ 400 = 400.
Taka X0 >0 Un X3, > 400, tad X,, > 20, Kas ari bija japierada.

A.A9.5. Dots izliekts Cetrstiris. Uzziméti Cetri rinki, kuru diametri ir Cetrstura malas.
Pieradit, ka Sie rinki pilniba parklaj doto Cetrstiiri.
Apzimésim doto Cetrstiri ar ABCD. Novelkam perpendikulus BE un DF pret
diagonali AC. Rinkis ar diametru AB pilniba satur sevi AABE , jo ZAEB ir taisns
lenkis. Lidzigi ari ABEC pilniba atrodas rinki ar diametru BC (skat. A26. zim.).
Trijsturi AABE un ABEC kopa veido trijstiiri AABC, tapéc tas ari tiek parklats ar
diviem dotajiem rinkiem. Lidzigi pamato, ka ari AADC tiek parklats ar dotajiem
rinkiem, I1dz ar to ar1 viss Cetrstiiris ABCD tiek parklats ar diviem citiem no dotajiem
cetriem rinkiem.

B

di

@)

] >

D
A26. zim.
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A.A.10. Desmita klase

A.A10.1. Dots, ka X, ir vienadojuma x*+ px+q=0 sakne, bet X, ir vienddojuma
—X* 4+ px+0=0 sakne. Pieradit, ka vienadojumam %XZ + px+q=0 noteikti ir

sakne X,, kas atrodas starp x, un x, (t.i., X, <X; <X, vai X, < X; <X,).

Aplikosim kvadratfunkcijas %Xz + pX+(q vertibas punktos X, un X,:

12 2 22 22 22
=X+ P +q=%X +pX+g—=X =0—-—=X =——=x{ <0;
3% PX +Q =X p1q31 3% 3™

12 2 42 42 42
—X5 +PXo +0=—X;+ PXo +q+—=X; =0+=X%X5 ==x5; 20.
3% PX; +¢ 2 p2q32 3%2=3%

Ta ka viena no Siem punktiem polinoma vertiba ir negativa vai vienada ar 0, bet otra
— nenegativa, pie tam kvadratfunkcija ir nepartraukta, tad starp Siem punktiem ir art

.1 : % .
tads punkts X5, kura funkcija §X2 + px+q pienem vertibu 0. Sis punkts X; Ir
. . 1 .
vienadojuma §X2 + px+q =0 sakne, kas atrodas starp punktiem x, un x, .

A.A.10.2. Trijsturt ABC nogrieznis CD ir bisektrise. Caur punktu C novilkta rinka
linija, kas pieskaras malai AB punkta D. Ta krusto malas AC un BC attiecigi punktos
P un Q. Pieradit, ka AB||PQ .

Ta ka AB ir rinka linijas pieskare, tad ZBDQ = ZDCQ ka hordas-pieskares lenkis
un ievilktais lenkis, kas balstas uz vienu loku (skat. A27. zim.). Savukart
/DQP = ZDCP Kka ievilktie lenki, kas balstas uz loku DP. Ta ka CD ir bisektrise,
tad ZDCQ = ZDCP , tapec £ZBDQ = ZDQP - tie $kérslenki pie taisném AB un PQ,
kuras krusto taisne DQ, tatad AB||PQ, kas arT bija japierada.
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A.A.10.3. Par n-heksu sauksim plaknes figiiru, kas izveidota no n regulariem sesstiiriem
td, ka katram sesstirim ir kopiga mala ar vismaz vienu citu sesstiri.
Kadam mazakajam n (n>2) eksisté tads n-hekss, ar kuriem nevar parklat 7. zim.
attéloto figiru (ta sastav no regulariem sesstiriem ar caurumu centra)?

7. zZim.

Ieveérojam, ka doto figiiru var sadalit sesas A28. zim. redzamajas figiiras. Savukart
§is seSas figiiras var sadalit n-heksos, ja n=2 (skat., piem., A29. zim.) un n=3
(A30., A31. un A32. zim. apskatiti visi tris iesp&jamie 3-heksi).

et g & e, O

A28. zim. A29. zim. A30. zim. A3l. zim. A32. zim. A33. zim.

Doto figtiru nevar sadalit A33. zim. redzamajos 4-heksos, jo ar tiem nevar parklat jau
dotas figiiras ,,malas” divus pirmos se$stiirus. Tatad mazakais n, kuram eksiste tads
n-hekss, ar kuriem nevar parklat doto figiru, ir 4.

A.A.10.4. No pirmajiem 100 naturalajiem skaitliem izvéléts 51 skaitlis. Pieradit, ka no
tiem var izveléties divus, no kuriem viens dalas ar otru.

Visus naturalos skaitlus no 1 lidz 100 sadalisim 50 grupas: katru nepara skaitli
ievietosim cita grupa (pavisam ir 50 nepara skaitli). levérojam, katru para skaitli p
var izteikt ka nepara skaitla n un divnieka pakapes reizinajumu, t.i., p=n-2%,
k > 0. Para skaitli p ievietosim viena grupa ar tam atbilstoSo nepara skaitli n.
Piem@&ram, pirmas grupas ir

{1, 2; 4; 8; 16; 32; 64}, {3; 6; 12; 24; 48; 96}, {5; 10; 20; 40; 80} utt.
Izveloties jebkurus divus skaitlus no vienas grupas, lielakais skaitlis dalas ar mazako
(dalfjums ir divnieka pakape).
Ta ka tika 1zvelets 51 skaitlis, bet visi skaitli ir sadaliti 50 grupas, tad vismaz divi
skaitli biis no vienas grupas; tie arT ir mekl&tie divi skaitli.

A.A.10.5. Vai pa rinki var uzrakstit 2013 naturalus skaitlus ta, lai jebkuru divu blakus
esosu skaitlu attieciba biitu 2, 3, 12 vai 18 ?

Ievérojam, ka 2=2", 3=3",12=2%.3", 18=2".3%,
Ja kads no 2013 uzrakstitajiem skaitliem dalas ar kada pirmskaitla p >5 pakapi p*
(k>1), tad visi uzrakstitie skaitli dalas ar p*. Tapéc, visus uzrakstitos skaitlus
izdalot ar p*, uzdevuma aprakstita ipasiba saglabajas.

P&c $adas vienkarSoSanas visi pa rinki uzrakstitie skaitli izsakami forma 22 3% Var
ievérot, ka jebkuriem diviem blakus uzrakstitiem skaitliem summa a+b vienam ir
para skaitlis, bet otram — nepara, jo blakus esoso skaitlu summu a+b starpibai jabut
nepara skaitlim, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. Ta ka pa apli jauzraksta 2013 —
nepara skaits skaitlu, tad prasito nevar izdarit.

83



A.A.11. Vienpadsmita klase

A.A11.1. Pieradit, ka nav tada naturala skaitla n, ka skaitlis n? —3n-1 dalas ar 169.

Pienemsim pretgjo, ka n> —3n—1 dalas ar 169. Tad n?-3n-1= (n-8)(n+5)+39
dalas ar 13. Ta ka saskaitamais 39 dalas ar 13, tad ari otram saskaitamajam
(n—8)(n+5) jadalas ar 13. Skaitlis n—8 ir par 13 mazaks neka n+5, tatad tie abi

vienlaicigi dalas ar 13; no ka seko, ka (n—8)(n+5) dalas ar 169. Bet tada gadijuma
(n—8)(n+5) +39 nedalas ar 169. Esam ieguvusi pretrunu. Tatad nav tada naturala
skaitla n, ka skaitlis n? —3n -1 dalas ar 169.

A.A11.2. Vai eksisté regulars daudzstiris, kuram vienas diagonales garums ir vienads
ar divu citu diagonalu garumu summu?

Regularam sesstiirim diagonales AB garums ir vienads ar divu malu garumu summu,
pieméram, AB = AC +CD (skat. A34. zim.)
Apskatisim regularam seSsturim apvilkto rinka Iiniju, un katram tas lokam, ko atskel
seSstiira mala, atliksim viduspunktu. Savienojot Sos viduspunktus un seSstira
virsotnes, iegiisim regularu 12-stiri. Sakotngja sesstira malas un diagonales ir iegiita
12-stiira diagonales, tatad regularam 12-stiirim ir diagonale, kuras garums ir vienads
ar divu citu diagonalu garumu summu. Lidz ar to esam pamatojusi, ka uzdevuma
prasibas apmierina regulars 12-stiiris.

A34. zim.
A.A11.3. Doti dazadi nepara naturali skaitli a,,a,,...,a,. Neviens no tiem nedalas ne

ar vienu pirmskaitli, kas lielaks neka 5. Pieradit, ka

1 1 1 1
—F—+—+ -+ —<2.
a‘l a2 a3 an

Visi skaitli a; uzrakstami forma a; = 3°.5°, tapéc apskatamas summas Kkatrs
. . 1 1
saskaitamais izsakams forma — =

ai 3b . 50
kapinatajiem b un c pa visiem i.

. ApzZimé&sim ar k maksimalo no visiem

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Pieradisim, ka —+ —+—+-+ —<|\l+ -+ S+ .+ [ 1+-+—=+.+—|.
a, a, ag a, 3 3 3 5 5 5

o . e N 1 -
Labaja puse, atverot 1ekavas, 1€gusim Vvi1sus 1€Sp€jamaos reizinajumus W , visam b

un ¢ vertibam no 0 Iidz k. Kreisaja pusg visi skaitli arT ir izsakami $ada forma, un tie
visi ir dazadi. Tatad laba puse satur visus tos pasus un varbiit vairak saskaitamos (tie
visi ir pozitivi) neka kreisa puse, tapec labas puses vertiba ir lielaka vai vienada ar
kreisas puses vertibu.
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Labaja pusé ir divu geometrisko progresiju summu reizinajums. Izmantojot
geometriskas progresijas pirmo K loceklu summu, iegiistam

k+1
1L
1 1 1 3 1 3,
l+=+ S+ —=—l < —=—;
3 3? 3 122
3 3
k+1
1-(1L
1+1+ + S > <l—§
stez Tt T 1_1 ﬂ_"r.
5 5
Tétadi+i+i+--~+isg-§=g<2,kasarTbijajépieréda.
a, a, ag a, 2 4 8

A.A11.4. Kada valsti ir 2013 pilsétas, no katras uz katru var aizlidot ar lidmasinu.

Dazus no Siem reisiem apkalpo aviokompanija A, paréjos — aviokompanija B (ir
iespejams, ka no pilsétas X uz pilsétu Y lido aviokompanijas A lidmasina, bet no Y uz
X — aviokompanijas B lidmasina).
Pieradit, ka aviokompaniju atbildibu par reisiem iespéjams saplanot ta, ka celotdjs,
izlidojot no jebkuras pilsétas Z, pa celam apmekléjot vienu vai vairakas pilsétas un
péc tam atgriezoties pilséta Z, noteikti biis lidojis ar abu aviokompaniju lidmasinam,
neatkarigi no ta, kadu marsrutu vins biis izvéléjies un kura ir sakotnéja pilséta Z.

Marsrutus planosim $ada vieda. Vispirms izvélamies divas pils€tas K un L, un reisu
no K uz L dodam apkalpot aviokompanijai A, bet reisu no L uz K — kompanijai B.
P&c tam izvelamies treSo pilsétu M, un saplanojam reisus, kas savieno M ar K un L:
visus no M izejoSos reisus (MK un ML) uzticam apkalpot kompanijai A, bet visus M
ienakosos reisus (KM un LM) uzticam kompanijai B.

Tada veida turpinam: jau saplanoto reisu shémai pievienojot jaunu pilsétu W, visus
no W izejoSos reisus uzticam apkalpot vienai aviokompanijai, bet visus pilséta W
ieejoSos reisus — otrajai aviokompanijai.

Sada veida saplanojot visus reisus, noteikti neveidosies neviens ciklisks marsruts, ko
nodroSina viena un ta pati kompanija. Lai veidotos ciklisks marSruts, nepiecieSams,
lai marSruta ietilpstoSajam pilsétam bitu vismaz viens ieejoSais un vismaz viens
izejoSs reiss, ko nodroSina viena un ta pati kompanija, tacu aprakstita planosanas
shéma $adu iespgju izsledz.

AA115. Uz galda virsmas, kurai ir taisnstira forma, izvietoti vairaki vienadi
kvadratveida papira gabalini, kuru malas ir paralélas galda malam (kvadratini var
ari parklaties). Pieradit, ka galda var iedurt dazas adatas ta, ka katrs papira
gabalins bus piesprausts pie galda tiesi ar vienu adatu.

Galda virsmu ,,parklasim” ar kvadratisku ratinu rezgi, kur riitinas malas garums
vienads ar kvadratveida papira gabalu malas garumu un reZga linijas ir paralélas
galda malam.

Adatas iespraudisim izveidota rezga punktos (rtinu virsotnés). Ta ka rezga
ritinas malas garums vienads ar papira gabalu malas garumu un rezga linijas
paral€las papira gabalu malam, tad katrs kvadrats tiks piesprausts ar ne vairak ka
vienu adatu. Ja kads papira gabals netiek piesprausts ne ar vienu adatu (adatas
atrodas uz §is kvadrata malam), izvélto rezgi nedaudz paraléli parbida, lidz katrs
kvadrats ir piesprausts pie galda. Ta ka attalums starp papira gabalu malam ir galigs
lielums, tad §adu parbidi vienmér vares izdarit.
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A.A.12. Divpadsmita klase
A.A.12.1. Atrisinat vienadojumu 1gX-19(4 —x) = % .

Izmantosim $adas logaritma 1pasibas:

e |ga vértiba nav definéta, ja a <0;

e lga<0,jal0<axl.
Ja x<1 vai x>3,tad izteiksmes Igx-1g(4 — x) vertiba ir vai nu negativa, vai vispar
neeksiste; ja 1<x<3, tad arT 1<4-x<3. Izmantojot, ka y=Igx ir augosa

funkcija, iegistam, ka Igx-lg(4—x)<Ig3-1g3. Ta ka 3< V10, tad
lg3< Ig\/l_ = % un lgx-1g(4-x) < % Tatad dotajam vienadojumam atrisinajuma

nav.

A.A12.2. Trijstiuri ABC punkti M, N un K ir attiecigi malu AB, BC un CA viduspunkti.
Ir novilktas tris rinka linijas: caur punktiem K, A, M; caur punktiem M, B, N; caur
punktiem N, C, K. Pieradit, ka visas novilktas rinka linijas krustojas viena punkta.

1. risindjums. Aplikojam divas no dotajam rinka linjjam (skat. A35. zim.).
Ievérojam, ka AAMK un AKNC ir lidzigi AABC ar lidzibas koeficientu %,jo MK

un KN ir trijstara ABC viduslinijas. Lidz ar to ap AAMK un ap AKNC apvilkto
rinka Iiniju radiusi ir vienadi. Tapéc tas abas krustojas punktos uz to simetrijas ass,
kas ir AC vidusperpendikuls. Apzimg&am $o rinka Iiniju otru krustpunktu ar O.
Punkti O, N, C, K atrodas uz vienas rinka linijas jeb Cetrstiiris ONCK ir ievilkts rinka
linijja, tapéc LOKC+/ONC =180°. Ta ka ~ZOKC=90° (jo OK ir AC
vidusperpendikuls jeb simetrijas ass), tad ari ZONC =90°. Tatad ON ir malas BC
vidusperpendikuls. Tapéc abas apskatitas ripka linijjas krustojas AABC
vidusperpendikulu krustpunkta, kas ir AABC apvilktas rinka linijas centrs. Lidzigi
pierada, ka arT tresa rinka Iinija iet caur punktu O.

A35. zZim.

2. risinajums. Trijstiris AMK ir homotgtisks trijstirim ABC ar koeficientu % un

homotetijas centru punkta A. Tapec AAMK apvilkta rinka linija pieskaras AABC
apvilktajai rinka linijai punkta A. No homotgtijas seko ar1, ka AAMK apvilktas rinka
Iinijas diametrs ir vienads ar AABC apvilktas rinka linijas radiusu, tapéc mazaka
rinka linija iet caur lielakas rinka linijas centru. Lidzigi pierada, ka art pargjas divas
rinka linjjas iet caur AABC apvilktas rinka Iinijas centru. Tapéc visas tris dotas rinka
Iinijas krustojas viena punkta O — AABC apvilktas rinka linijas centra.
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A.A.12.3. Pieradit, ka neceksiste tadi naturali skaitli X, Y, z, ka izpildas vienadiba
6" +13% =29°.
Apskatam doto vienadojumu pé modula 7. Ievérojam, ka 6=-1(mod?7),
13=-1(mod7), 29=1(mod7), tapec (-D)*+(-1)Y =1* (mod7) jeb
+1+(£1) =1. Pedeja vienadiba nav iespgjama, tatad nav tadu naturalu skaitlu
X, Y, Z, ar kuriem dota vienadiba biitu patiesa.

A.A12.4. Kadas valodas alfabéta ir i patskani (1>2) un j lidzskani (j>2). Saja
valoda par vardu sauc jebkuru galigu burtu (patskanu un lidzskanu) virkni, kas satur
vismaz vienu burtu un kura nekadi divi patskani neparaddas pec kartas un péc kartas
uzrakstiti lidzskani ir ne vairak ka divi (pieméram, ja ,,A” ir patskanis, bet ,,B” —
lidzskanis, tad, pieméram, ,,ABBA” ir vards, turpreti ,, BAAB” un ,,ABBBA” nav
vardi).

Ar S(n) apzimésim visu to vardu skaitu, kuri sastav no n burtiem, n>1.
Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem n ir spéka viendadiba

S(N+3)=i-j- S+ +i-j?-Sn).

Ar a(n) apzimg&jam n burtus garo vardu, kas sakas ar patskani, skaitu, bet ar b(n) —
n burtus garo vardu, kas sakas ar lidzskani, skaitu. Tad S(n) = a(n)+b(n).

Ja vards sakas ar patskani, tad nakamais burts var bt tikai Iidzskanis (jo divi
patskani nevar bt blakus), tapéc a(n) =i-b(n-1).

Ja vards sakas ar lidzskani, tad nakamais burts var biit vai nu patskanis, vai art vel
viens lidzskanis, bet tad treSais burts noteikti ir patskanis (jo blakus var biit ne vairak

ka divi lidzskani), tapgc b(n) = j-a(n—1)+ j*-a(n-2).

Izmantojot iegtitas sakaribas, izsakam S(n) :

S(n)y=a(n)+b(n)=i-b(n-1)+ j-a(n-1+ j*-a(n-2) =

=i-(jra(n-2)+j*-a(n=3))+j-(i-b(n—=2))+ j*-(i-b(n-3)) =

=i-j-(@n-2)+b(n-2))+i-j?-(a(n—-3)+b(n—3))=i-j-S(n—2)+i- j2-S(n-23)

Parkartojot indeksus (t. i., n aizvietojam ar n+3), iegiistam
S(N+3)=i-j-SN+D)+i-j>-S(n).

A.A12.5. Dota kvadratisku riitinu plakne, katras riitinas malas garums ir 1. Pieradit,
ka eksiste trijstiris, kura virsotnes atrodas Sis plaknes ritinu virsotnés un jebkuru

1
2013-/P

divu ta malu garumi atSkiras ne vairak ka par kur P ir ST trijstira

perimetrs.

Izmantosim faktu: ja xe(0;1), tad ari x°?e(0;1). Tad 2-3e ©; 1),
(2-3)2=7-4/3€(0;1), (7-4v3)? =97-563<(0;1) utt. Sadi ieglistam
skaitlus:
h,—a,+/3, h,—a,v/3, .., h,—a,+/3, ...
kur a, un h, ir naturali skaitli, pie tam
(h, —a,~/3)? =h?+3a% -2h a,v/3=h ,—a, ,v3;
ho.y =hZ+3aZ un a,,; =2h,a,.
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Ja kadam n izpildisies vienadiba hZ —3a2 =1, tad arf n+1 biis speka tada pati
vienadiba:

hZ,—3aj, = (h} +3a%)? -3-(2h,a,)* = (h} +3a%)? —12hZa} = (h} —3a%)* =1.
Taka h? —3a? =22 —3.1% =1, tad visiem n ir speka h? —3a% =1.
Vél ievérojam, ka izpildas h,, =hZ+3a2 >h_, jo sikuma pienémam, ka h, >2.
Lidz ar to h,,; >h,>..>h. No ta seko, ka a,, =2h,a, >2ha, =4a,, kuru
izmantojot iegiistam novertgjumu:

a,,>4a,>4-4a, ,>..>4"", (1)

i,

an a.n

A36. zim.

Izvelamies n tik lielu, ka a, >2013% (3ada skaitla n eksistence seko no
nevienadibam (1)) un apskatam A36. zim. redzamo vienadsanu trijstiiri. Sadu trijstiiri
varés atrast ratinu plakn€, jo a, un h, ir naturali skaitli, kam piemit ieprieks
aprakstitas pasibas.

Trijstira perimetram P ir speka nevienadibas P >4a, > 4.201% (jo P ka
saskaitamos satur divas katetes @, un divas hipoteniizas, kas ir garakas neka katetes

a,) un /P >2.2013. Lielaka atikiriba starp ta malam nav lielaka ka
2 2 2 2
‘\/Zihz . ‘(w/an +h, —2an)(1/an +h, +2an) h?_3a 2 ‘
an + n - an = = =
‘ Ja,>+h? +2a, ‘ Ja,>+h? +2an‘

2 1 1 1

1 1
= < = — = . < ,
[anz + hn2 +2an [anz + hn2 +an P 0,5\/5 \/B 2013\/5

kas ari bija japierada.

88



VP. LATVIJAS 63. MATEMATIKAS OLIMPIADES 4. KARTA

ANP.1. Pieradit, ka visiem realiem pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas
2a 2b N 2cC 1 1 1

+ <—+—+=.
a+b b*+c c*+a a b ¢
o 2a 1 1
Pieradisim, ka . < %a + TS Ievérosim, ka no sakaribas starp vidéjo aritmé&tisko
4 a

3
un vidgjo geometrisko seko, ka a 2+b >+/a’b.

Tad 32 < ! un, reizinot So nevienadibu ar a > 0, ieglistam 32a < i
a’+b  aJab a’+b  Jab
Savukart no sakaribas starp vidjo aritmétisko un vidéjo geometrisko nevienadibas
1 1
11 a b, 11 1
skaitliem — un —, seko a > == . Lidz ar to
a b 2 a b \/_ \/_ 2a
esam ieguvusi, ka L 1 L
L b Vb 2a 20
Lidzigi i+i un 2¢ < i+i

b3+c 2b 2c  c*+a 2¢ 2a
Saskaitot §Ts tris nevienadibas, ieglistam
2a 2b 2C 1 1 1 1 1 1 111
+ + <—+—+— +—F+—=="+—+—,
2+b biic ci+a 2a 2b 2b 2 2c 2a a b b

kas ar1 bija japierada.

ANP.2. Plakné dotas cetras rinka linijas. Pirma aréji pieskaras otrajai punkta A, otra
aréji pieskaras tresajai punkta B, tresa aréji pieskaras ceturtajai punkta C, ceturtda
areji pieskaras pirmajai punkta D. Pierdadit, ka ap cetrstiuri ABCD var apvilkt rinka
liniju.

Apzimésim doto rinka Itniju centrus ar P, Q, R, S un Cetrstira PQRS ieksg€jos lenkus
ZAPB=qa, ZBQC =, ZCRD =y un £ZDSA=6.No dota PA=PB, QB =QC,
RC =RD un SD=SA ka rinka liniju radiusi. No ka seko, ka trijstiiri APB, BQC,
CRD un DSA ir vienadsanu un to pamata pielenki ir vienadi.

Skirojam divus gadijumus.

1. Cetrstiiris PQRS ir izliekts (skat. A37. zim.).

Izsakam cetrstiira ABCD lenkus ABC un CDA:

e /ABC —180°— /ABP — /CBQ —180°— 20 —£APB _180°~ ZZBQC _

180°~a 180°—f a+f.
2 2 2
e /CDA=180°— Z/ADS — ~/CDR =180°—

=180° -

180°~ ZASD 180°~ ZDCR _

2
:180"—180 -y 180 —5:7+5.
2 2 2
a+p+y+o6 360°

Tad ZABC + ZCDA = =180° un ap Ccetrstiri ABCD var

2 S22
apvilkt rinka liniju, jo ta pretgjo lenku summa ir 180°.
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2. Cetrstiiris PQRS ir ieliekts, pieméram, & >180° (skat. A38. zim.).
Tad ZABC = % un ZCDA = ZCDS + Z/SDA=180°— ZRDC +
180°—y N 0—-180° y+o

180°— /DSA _

180°~ ZDRC _ 180°~(360°~5) _, a0
2 2 2 2

a+ﬂ;7+5 _ 3620 =180° un ap ABCD var apvilkt

—180° -

Lidz ar to ZABC + ZCDA =

rinka Iiniju.

A\NP.3. Naturalu skaitli a sauksim par izcilu, ja eksiste tads vesels K >1 un naturali

skaitli a;, a,, ..., a,,ka a; +a, +..+a,=a un —+—+...+i:1.
& 8 N
Pieméram, izcili ir skaitli 1, 4 (=2+2), 9 (=3+3+3), 10(=2+4+4),

11 (=2+3+6).
Pieradit, ka izcili ir art skait]i: a) 31, b) 2013, ¢) 2014.
Ieverosim: ja skaitlis a ir izCils un izsakams ka skaitlu a, a,,..., 8, summa, tad izcili
ir ar1 $adi skaitli:
1) 2a+2,jo i+i+...+i+£:1 i+...+i +1=£1+l:1 un
2a, 2a, 2a, 2 2\ a ) 2 2 2
28, +2a, +..+2a,+2=2(a; +a, +..+a,)+2=2a+2.
2) 2a+8,jo i+L+...+i+1+1=£1+£+1=1 un
2a, 2a, 2a, 4 4 2 4 4
2a; +...+2a,+4+4=2(a, +...+a,) +8=2a+8.
3) 2a+29, jo i+i+...+i+1+1+i:1+gzl un
2a, 2a, 2a¢, 4 5 20 2 20
2a; +...+ 28, +4+5+20=2(a; +...+a,) +4+5+20=2a+29.
a) Ta ka 1 ir izcils skaitlis, tad no 3) seko, ka arT 31=2-1+4+5+20 ir izcils

skaitlis.
b) Izteiksim skaitli 2013, izmantojot formulas 1) un 3).
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Skaitlis 11=2+3+6 ir izcils skaitlis. Tad pakapeniski iegtistam, ka izcili skaitli ir
ari 24=2.11+2, 50=2-24+2, 102=2-50+2, 233=2-102+ 29,
2495=2-233+29, 992=2-495+2 un 2013=2-992+29.

c) Izteiksim skaitli 2014, izmantojot formulas 1) — 3).

Skaitlis 10=2+4+4 ir izcils skaitlis. Tad pakapeniski ieglistam, ka izcili skaitli ir
art  49=2-10+29, 100=2-49+2, 229=2.100+29, 487=2-229+29,
1003=2-487+29 un 2014=2-1003+8.

ANP.A. Pieradit, ka neeksisté tada funkcija g:N — N, kas definéta naturaliem
skaitliem un pienem naturalas vértibas, ka g(g(n)) =n+2013 visiem naturaliem n.

Pirmkart, ievérojam, ka g(g(g(n)))=g(n) +2013=g(n+2013).

Otrkart, funkcija g ir injektiva (t.i., ja g(a)=g(b), tad a=b), jo no g(a) = g(b)
seko, ka g(g(a))=9(g(b)) un péc dotas sakaribas iegistam, ka
a+2013=b+2013.

Treskart, vél ievérosim: ja X<2013, tad g(x)<4026. Ja g(x)>4026, tad
g(x)=y+2013 un y > 2013. Tatad pec dotas sakaribas iegiistam g(X) = 9(g(y))
un injektivitates dél x=g9(y). Ta ka y>2013, tad y=z+2013 un
X=9g(z+2013 =g(z)+2013> 2013 — pretruna.

Apzimgjam A = {x:x < 2013un g(x) > 2013} un B = {x: x <2013un g(x) < 2013}.
Katram xeB y=g(x)e A (jo y =g(x) <2013, bet
g(y) =09(g(x)) =x+2013>2013).

Katram yeA ir tads xeB, ka g(x)=y. Ta ka 2013<g(y) <4026, tad
g(y) =x+2013=9g(g(x)) kadam 0<x<2013. Tatad y=g(x) un lidz ar to
XxeB.

Tas nozimé, ka funkcija g bijektivi attélo kopu A par kopu B, tatad | A|=|B|. Bet
kopas A un B ir neskeloSas un to apvienojums ir visi skaitli no 1 1idz 2013 (nepara
skaits skaitlu) — pretruna ar to, ka abam kopam ir vienads elementu skaits. Lidz ar to
esam pieradijusi, ka neeksiste tada funkcija g:N — N, kas definéta naturaliem

skaitliem un pienem naturalas veértibas, ka g(g(n)) =n+2013 visiem naturaliem n.

ANP.S5. Doti n punkti, novilkti dazi no iespéjamajiem nogriezniem, kas tos savieno.
Zinams, ka starp jebkuriem 4 punktiem novilkti ne vairak ka 2 no iespéjamajiem
nogriezniem. Atrast, kads ir lielakais iespéjamais nogrieznu skaits, kas var biit
novilkti, un pieradit, ka lielaku nogrieznu skaitu novilkt nevar.

Pieradisim:

e ja n=23k vai n=3k+1, tad var novilkt augstakais 2k nogrieznus;

e ja n=3k+2,tad var novilkt augstakais 2k +1 nogrieznus.

Konstrukcija. Sadalam punktus grupas pa 3. Pari var palikt 1 vai 2 punkti, kas

neietilpst neviena grupa. Ja A, B un C ir vienas grupas punkti, novelkam nogrieZnus

AB un BC. Ja péc sadaliSanas grupas pari palika 2 punkti, tad novelkam nogriezni

starp tiem.

Cetri punkti var tikt izvéleti §ados veidos:

e 3 punkti no vienas grupas, viens no citas — biis 2 nogriezni starp 3 punktiem no
vienas grupas;

e 2 punkti no vienas grupas, 2 punkti no citas — augstakais var biit pa vienam
nogrieznim starp katriem 2 vienas grupas punktiem;

e 2 punkti no vienas grupas, pa 1 no divam citam — augstakais var biit viens
nogrieznis starp pirmajiem diviem punktiem;
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e pa 1 punktam no 4 grupam — nav novilkts neviens nogrieznis.

Visos gadijumos nebils vairak ka 2 nogriezni.
Vel japierada, ka lielaku skaitu nogrieznu nevar novilkt. Ja ir punkts A, kas savienots
ar 3 citiem punktiem (B, C, D), tad starp punktiem A, B, C, D biis 3 nogriezni. Sada
situacija nevar but.
Ja ir punkti A, B, C, D ar nogriezniem AB, BC, CD, tad ar ir 3 nogriezni. Tatad, ja
skatas punktu kopas, kur no katra punkta uz katru iesp&jams aiziet pa novilktajiem
nogriezniem, iesp&jamas Sadas konfiguracijas:

e punkti A, B un C ar nogriezniem AB un BC;

e punkti A un B ar nogriezni AB;

e punkts A bez neviena nogriezna.
Katra konfiguracija nogrieznu ir par vienu mazak neka punktu, tapec nogrieznu
kopskaits bis n—m, kur m — konfiguraciju skaits. Ta ka katra konfiguracija ir ne

. . _ .. . _ _ N . .
vairak ka 3 punkti, tad konfiguraciju skaits ir ne mazaks ka 3 un nogrieznu skaits —

: 2 . - ) 2n . :
ne lielaks ka ?n Nemot lielako veselo skaitli, kas neparsniedz ?n’ iegistam 2Kk, ja

n=3k vai n=3k+1,un 2k +1,jan=3k +2.

92



A.AB. ATLASE KOMANDU SACENSIBAM "'‘BALTIJAS CELS 2012"

A.AB. Algebra

A.AB.1. Realiem nenegativiem skaitliem a, b, c izpildas nosacijums, ka a+b+c=1.

Kada ir izteiksmes
a’b+ab® +b*c+bc* +a’c+ac’
lielaka iespéjama vertiba?
Parveidojam doto izteiksmi:
a’b+ab” +b’c+bc? +a’c+ac® =ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c) =
=ab(l-c)+bc(l—a)+ac(l-b)=ab+bc+ac—3abc=ab(l-3c)+c(b+a)=
=ab(l-3c)+c(l-c).
Pienemsim, ka a>b>c. Tad c < % un (1-3c)>0.
Ja c ir fikséts, tad a+b arf ir fikséts lielums. Izteiksmes a-+b=1-c veértiba ir
vislielaka, kad reizinajuma ab vértiba ir vislielaka, gadijuma, ja abi reizinataji ir
1-c

vienadi, t.i., a = b_T

Novertgjot izteiksmi ab(l-3c)+c(l—-c), iegﬁstam
ab(1—3c)+c(l-c) = [1 > Cj (1-3c)+c(l—c) = ((1 c)(1-3c) +4c) =

=1—C(1 3¢ — ¢ + 3¢? +4c)——(1+3c )=

:Z(1+3C2 -c-3c?) :Z(l—c(3c2 —3c+1)).

Visam ¢ vértibam izteiksmes 3c” —3c+1 vértibas ir pozitivas, jo kvadratfunkcijas
f(c) =3c® —3c +1 zari vérsti uz aug$u un ta nekrusto X asi (D =9-12=-3<0).
Lidz ar to iegiistam, ka

ab(1-3c)+c(l—c) = %(1— c(3c® —3c+1) < % .
Ekvivalentu parveidojumu un novertgjumu rezultata esam ieguvusi, ka

a’b+ab® +b?*c+bc® +a’*c+ac’ s%.
Secinam, ka dotas izteiksmes vértiba nav lielaka ka 7 Lai apgalvotu, ka izteiksmes
lielaka iesp&ama veértiba ir k ir japarada, ka izteiksme var sasniegt So vertibu.
_ 1 L 1
Vertibu 2 var iegiit, ja c=0 un a=b=§.

o ) o1
Tatad dotas izteiksmes a’b+ ab® + b?c+bc?® + a’c + ac? lielaka vertiba ir Z )
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A.AB.2. Patvaligam redalam skaitlim a definésim virkni Xy, Xq, ... tadu, ka X;=a un

Xi., = 3% — X° visiem i>0. Atrast, cik ir tadu a vértibu, kuram Xy, = Xg -

Ja |x|>2, tad | x;,, =] X |-|3—x7|>|x | no ka seko, ka virkne {| x; [} ir stingri
augosa, tap&c §1 virkne nevar bt periodiska.
Lidz ar to pietiek apskatit gadijumu, kad |a|< 2.
Apzim&jam X, = 2sina, kur —% <a< %
Ar matematisko indukciju pieradisim, ka x, = 2sin(3"«) .
Indukcijas baze. x, = 2sina.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka x, = 2sin(3" ).
Induktiva pareja. Pieradisim, ka X, = 2sin(3“"a).
Izmantojot doto sakaribu un trigonometrijas formulas, iegistam
X, = 3% — X =6sin3“a—8sin’ 3o = 2sin3* (3 - 4sin’ 3 a) =
= 2sin3* a(3(sin® 3 o + cos® 3“ ) — 4sin? 3 ) =
=2sin3“a(3cos’ 3“a —sin?3“a) =
=2sin3“a(2cos* 3o +cos’ 3* a —sin’ 3 ) =
=4sin3*acos? 3 a + 2sin3“a - cos? (234 o) =
=2sin(2-3“a)cos3" a + 2sin3* acos(2-3“a) = 2sin(2- 3o + 34 ) =
=2sin3-3“a = 2sin3"" ¢ .
Lidz ar to esam ieguvusi, ka vienddojumu X, =X,y; var parrakstit forma
sina =sin(3*a).
Izmantojot divu sinusu vienadibu, iegiistam, ka vienadojuma atrisinajumi ir
My —a+2zn, neZ un 3ag=r—-a+27m, meZ.

Izsakot lenki o , iegiistam

27n +27rm
_ 2 ez w a=TEPM ez
37 -1

o ,
32011 + 1

Paradisim, ka Sie atrisinajumi nesakrit.

27N 2zm
Ja 3201’1[ r= ’; jm”l , tad jaizpildas vienadibai 2n(3°+1) = (L+2m)@P1-1),
- +
kas nav iespgjams, jo vienadibas kreisas puses izteiksme dalas ar 4, bet labas puses
izteiksme nedalas ar 4, jo 3** —1=(-1)*" -1=-1-1=-2=2 (mod4).

Lai aprékinatu skaitlu n un m skaitu, ar kuriem atbilstosas o vértibas bis intervala

T T .. .
[— E , E} , jatrisina nevienadibas:

T 2zn T T _m+2zrm 7w
-——<———<—, neZ un —-——<——<—, meZ.
2 3% _1 2 2 3412
Parveidojot iegiistam
2011 2011 2011 2011
—3 1£n£3 1, NeZ un —3 +1£m§3 1, meZ.
4 4 4 4
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20114 32011 _
Pirmajai nevienadibai ir 2- 2 +1=2- 2 +1 atrisinajumi, bet otrajai

T - v S 32011 _q q2011 1 g2011_g
nevienadibai ir + +1= + 1

Kopgjais atrisinajumu jeb n un m vertibu skaits ir
32011_3 32011+1 32011_3
+ + +

2 +1
4 4

A.AB.3. Atrast visas funkcijas f :R — R, kas definétas realiem skaitliem un pienem
realas vertibas, kuram visiem x, y izpildas:

FOx+ F() = F OO = (x+ F(y))* .

Ievérojam, ka f(x)=0 ir dotas funkcijas atrisinajums, jo, ievietojot dotaja

1= 32011.

vienadojuma f(x) = f(y) =0, ieglistam identitati:
f(0+0)— f(0)=(0+ f(0))*-0;
0=0.
Pienemsim, ka reals skaitlis a =0 pieder funkcijas f vértibu apgabalam.

Pienemsim, ka a>0.
levietojot x =—f(y) dotaja vienadojuma, ieglistam

F=f(+ W) - FFW =F W+ () - F(y)s
) - f(=f(y)=0-(-f(y);
F(=f(y)=(-f(y)’+c, kur f(0)=c;
fF(=f(y))-(-f(y)’=c. (1)
Ar g(x) apzim&jam tadu funkciju, kuru varam iegiit no uzdevuma dotas vienadibas,
f(y) vieta ievietojot skaitli a:
g(x)=f(x+a)— f(x)=(x+a)’—x°=
=x*+3x%a+3xa’+a’ - x> =
=3a(x’ +ax)+a’ =

2 2 3
~3a X% +ax+ —§a3+a3=3a x+ 2| + &
4 4 2 4

3
Ievérojam, ka g(X) var pienemt katru vértibu z, kas lielaka neka a? .

Katrai $adai vertibai z = g(X), izmantojot uzdevuma doto vienadibu

O+ F(y)) = FOO+(x+ F(y))° =X
un sakaribu (1), ieglistam
f(2)=1(g(x)=ff()+ f(x+a))=
= (= 00) +(-F )+ f(x+))° - (-F(x))° =
= f (= (0)— (- F())° +(F(x+a) - f(x))° =
=c+(g(x)°=c+2% )
Tatad funkcija f pienem katru vértibu, kas nav mazaka ka (a;]+c, lidz ar to

funkcija f ir neierobezota no augsas.
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3
NS _ a _ e g - . . -
Katram x var izvéléties tadu y, ka x+ f(y) > T tatad Sadai summai var pielietot

iegiito sakaribu (2). No uzdevuma dotas vienadibas un (2) iegtistam
f(x)=f(x+ F(Y))—(x+F(y)P+x¥=c+(x+ F(¥)° - (x+F ()’ +x*=x+c.
S1 funkcija apmierina doto vienadojumu:
(x+ f(Y))P+c—(C+c)=(x+x3+c)® —x3;
(x+x3+c)* =(x+x3+c)* - x3;
0=0.

Apskatisim funkcijas f, kuram vértibu apgabals a<0. Tapéc varam nemt
f(x) =-h(-x).
Ja funkcija f apmierina doto vienadibu, tad arT funkcija h to apmierina:
—h(=x+h(=y)) + h(=x) = (x=h(=y))* - x° |- (D)

h(=x+h(=y)) =h(-X) = (-x+h(=y))* - (-%)°.
Funkcija h pienem vértibu —a >0, tatad h ir uzdota ar formulu h(x) =x*+c, ceR.
Tad iegiist f (X)=—h(—x)=—((-x)*+c)=x°—c.
S funkcija sakrit ar iepriek$gja gadfjuma iegiito funkciju f , jo c e R.
Lidz ar to dota funkcionalvienadojuma atrisingjumi ir f(x)=0 un
f(x)=x*+c, ceR.

A.AB.4. Dots 2011-as pakapes polinoms P ar realiem koeficientiem. Pieradit, ka
eksiste aritmétiska progresija Xy, Xy, ..., X011, kas sastav no realiem skaitliem un

kuras diference nav 0, tada, ka
2011

> P(x,)=0.
k=1

Ja polinomam P(x) ir nepara pakape, tad ir tada veértiba a (polinoma nulle jeb
sakne), kura polinoms P(X) maina zimi.

Polinomam ir galigs saknu skaits, tapec eksiste tada vértiba b >0, ka polinoma P(x)
ir pretéja zime intervalos [a—b,a) un (a,a+Db]. Katra $aja intervala polinoma P
Zime ir nemainiga.

Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka P(a+b)>0.

2010
Apzim&jam d = ﬁ)b un apskatam polinomu Q(X) = > P(x+kd) . Polinoms Q ir
k=0
nepartraukts. Noskaidrojam polinoma Q zimi punkta a—b un a:
2010
e Q(a-b)= >P(a—b+kd)=P(a-b)+P(a-b+d)+...+P(a—b+2010d) =
k=0

= P(a—b)+P(a—b+—b )+ + P(a—b+—201a))<0,
2010 2010
jo vertibas a—b,a—b+L,...,a—b+ 200% atrodas intervala [a—Db,a) un
2010 2010

lidz ar to polinoma P(X) vertiba $ajos punktos ir negativaun P(a)=0.
2010
e Q@)= XP(a+kd)=P(a)+P(a+d)+..+P(a+2010d) =
k=0

201(l))>0’
10

)+..+P(a+

b
=P(a)+P(a
(@)+P( " 2010
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jo P(a)=0 un pargjie saskaitamie ir pozitivi, jo vertibas a+ﬁ), .,a+hb
atrodas intervala (a,a+b].

Lidz ar to starp a—b un a ir tada c vertiba, ka Q(c) =0. Tatad esam paradijusi, ka
aritmétiska progresija ¢,c+d,...,c+2010d apmierina uzdevuma nosacijumus.
A.AB.5. Doti pozitivi reali skaitli x, y, z. Pieradit, ka
2 2 2
X y z
2T 2t 2
(y+2)° (x+2)° (x+y)

>3
4

a 2> b 2 ¢ .
b+c a+c a+b
Izmantosim Cebiseva nevienadibu: Ja a, >a, >...>a, un b, >b, >...>b_, tad

1Q 18, 18
“Mab >=>>a -=>b .
n;” n;knék

a

. C > 4.
Izvélamies a, =b, =——, a, =b, =—— un a; =b, =—— . Tad péc Cebiseva
b+c a+b

Pienemsim, ka a>b>c. Tad

nevienadibas, ieglistam

1 a’ b? c? 1 1( a b c T_
=. + + >=. . + + ;
3 (b+c)* (a+c)®* (a+b)>’) 3 3 \b+c a+c a+b

a’ b? ¢’ 1( a b c Y
-+ 5+ 22—( + + j.
(b+c)* (a+c)° (a+b)* 3 \b+c a+c a+b
a b L C >3

Pieradisim, ka + >—.
b+c a+c a+b 2
Veicam ekvivalentus parveidojumus:

a b c b+c a+c a+b 3
+ + + + + -3>—;
b+c a+c a+b b+c a+c a+b 2
a+b+c b+a+c c+a+b_ 3
+ + >—+3;

b+c a+c a+b 2

Ka+b+®( ! + ! + ! jzg;
b+c a+c a+b

b+c a+c a+b
(b+c)+(a+c)+(a+b)> 3
3 1 1 1
+ +
b+c a+c a+b
Pédgja nevienadiba ir patiesa ka nevienadiba starp vid€jo aritmétisko un vid€jo
harmonisko:

((b+c)+(a+c)+(a+b))[ ., 1,1 jzg;

4 +a, +..+a, n

n -1 1 1
St
a a, a

Lidz ar to iegtistam, ka

a’ b? 2 1 (3)2 1
+ + >— = ==
(b+c)®> (a+c)*> (a+b)®> 3\2 3
kas ar bija japierada.
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A.AB. Kombinatorika

A.AB.6. Matematikas olimpiade notiek astonas klasu grupas. Rikotdjiem katrai klasu
grupai jasagatavo S dazadi uzdevumi. Vienu un to pasu uzdevumu var risinat
vairakas klasu grupas, bet jebkuram divam klasu grupam var biit ne vairak ka viens
kopigs uzdevums. Kads ir mazakais iespéjamais kopeéjais uzdevumu skaits, ar kuru
olimpiades rikotdjiem pietiek visam klasu grupam?

Mazakais pietieckamais uzdevumu skaits ir 18. Tabula paradits, ka Sos 18 uzdevumus
sadalit pa klasu grupam:

lkase | 1 | 2 | 3 5
2 Klase | 1 6 | 7 8 9
3. klase | 2 6 (10 | 11 | 12
4 kase | 3 701013 14
S5klase | 4 | 8§ | 11 | 13 | 15
6. klase | 5 9 |12 | 14 | 15
T.klase | 1 | 10| 15| 16 | 17
8 klase | 2 8 |14 | 16 | 18

Atliek pieradit, ka, sagatavojot mazak neka 18 uzdevumus, nevar izpildit uzdevuma
prastto.

Ar a; apzimésim uzdevumu skaitu, kas ir kopigi i klasem. Ta ka visam klasém kopa
ir 40 uzdevumi, tad
a, +2a, +3a, +4a, +5a; +6a, + 7a, +8ag = 40. (1)
Japierada, ka
a;+a,+a;+a, +as +ag+a, +ag >18. 2

8-7

Ja apskatam visu 40 uzdevumu parus, tad ne vairak ki CZ = =28 no Siem

pariem var bat vienadi. Katrs uzdevums, kas ir kopigs i klasém, nosaka C? $adus
uzdevumu parus, tapec
2 2 2 2 2 2 2 :
Cya, +Cja; +Cja, +Cia; +Ciaz +Cra, + Cgag < 28;

a, +3a; +6a, +10a; +15a; +21a, +28a5 < 28. (3)
No (1) un (2) seko, ka pietiek pieradit nevienadibu:

a, +2a5 +3a, +4a; +5a4 +6a, +7ag < 22. 4)
No (1) var iegilit noverte§jumu:

2a, +3a; +4a, +5a; + 6a, + 7a; +8ag <40. (5)

Saskaitot (3) un (5), ieglistam
3a, +6a; +10a, +15a; + 21a, + 28a, +36a; <68 |:3

a2+2a3+?a4+5a5+7a6+§a7+12a8SZZ%. (6)

Ievérojam, ka nevienadibas (4) kreisas puses saskaitamo koeficienti ir mazaki vai
vienadi ar nevienadibas (6) kreisas puses atbilstoso saskaitamo koeficientiem. Ta ka
a; ir veseli skaitli, tad secinam, ka nevienadiba (4) ir patiesa. Tatad patiesa ir ar1
nevienadiba (2). Lidz ar to esam pieradijusi, ka, sagatavojot mazak neka 18
uzdevumus, nevar izpildit uzdevuma prastto.
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A.AB.7. Kasté atrodas 100 bumbinas, katra no tam ir nokrdsota sarkana, zala vai
balta. Zinams, ka, ja neskatoties iznem no kastes divas bumbinas, tad varbitiba, ka
tas ir dazadas krasas, ir 58 %, bet varbiitiba, ka viena no tam ir zala, bet otra —
balta, 8 %. Cik sarkano bumbinu ir kasté?

Ar s, z un b apzimé&sim attiecigi sarkano, zalo un balto bumbinu skaitu. Zinams, ka
s+z+b=100. Ja neskatoties no kastes iznem 2 bumbinas, tad varbiitiba iznemt
divu dazadu krasu bumbinas ir 58% un varbiitiba iznemt baltu un zalu bumbinu ir
8%. Tatad varbitiba iznemt sarkanas krasas un citas krasas (zalu vai baltu) bumbinu
ir 58% —8% =50%.
S(100-5)+ (100=s)s = 1 un parveidojot iegiistam kvadratvienadojumu:
100-99 2
s(100-s) =25-99

s?-100s+99-25=0,
kura saknes ir s =45 vai s =55.
Apskatam abus gadijumus:
e Pienemsim, ka s=45. Tad b+z=55.
Ta ka varbitiba izpemt baltu un zalu bumbipu ir 8%, tad
z2(55-2)+(55-2)z 8
100-99 100

jeb 72 —55z+396=0, kuram nav veselu saknu, jo D =55? —4-396=1441,
Sarkano bumbinu skaits nevar biit 45.
e Lidzigi apskatam gadijumu, kad s =55. Tad b+z =45.
Ta ka varbutiba izpemt baltu un zalu bumbinu ir 8%, tad
72(45-2)+(45-2)z 8
100-99 100

2> —457 +4-99=0, kura saknes ir z=33 vai z=12.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka kaste ir 55 sarkanas bumbinas (zalo un balto bumbinu
skaits ir 12 un 33 vai 33 un 12).

Lidz ar to

un iegastam kvadratvienadojumu z(55-2)=4-99

un iegiistam kvadratvienadojumu

A.AB.8. Klasé ir n skoléni, katram no viniem Saja klasé ir vismaz k draugi. Katru dienu
katrs no viniem pastasta visiem saviem draugiem jaunumus, ko vins ir uzzindjis
iepriekséja diend. Zinams, ka, ja kads no skoléniem kaut ko uzzina, tad péc kada
laika to jau zina visa klase. Pieradit, ka dienu skaits, péc kuram visa klase jaunumus

3n
Jjau ir uzzinajusi, nav lielaks ka e

Par ,,celu” starp skolénu A un B uzskatisim virkni A=Ay, A, A,,...A; =B, kur A un
A,,1=0,12,..d -1, ir draugi.

Mazako skaitli d sauksim par attalumu no A lidz B. Attalums ir dienu skaits, péc kura
jaunumus no skoléna A uzzina skoléns B.
No dota seko, ka starp katriem diviem skoléniem eksisté ,,cels”. Japierada, ka

attalums starp jebkuriem diviem skoléniem ir ne lielaks ka 3?n
Apskatam divus skolénus A un B un piepemsim, ka A=Ay, A, ..., A, = B 1r Tsakais

,»Cel8” starp tiem.
Visiem 0<i< j<t cela no A lidz B attalums starp Ajun A; ir j—i. No ta seko, ka

attalums starp skolénu, kas draudzgjas ar A, un skoleénu, kas draudzgjas ar A;, ir
vismaz j—i—2.
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Ar F, 1=0,12,..,t, apzimgam visu A draugu kopu. No ieprieksgja secinajuma
seko, ka B}+l kopas F,, F;, Fg,... ir pa pariem neskelosas (tam nav kopigu

elementu jeb skoléniem Ay, A;, A4, ... nav kopigu draugu; ja ta nebitu, tad "cel$" no
A lidz B nebiitu 1sakais). Ta ka katram skolénam ir vismaz k draugi, tad katra no

kopam F,, F;, F;, ... ir vismaz k skoléni, no ka seko, ka ([%}rljk <n un %-k <n.
_ 3n e e
Tatad t < O kas ar1 bija japierada.
A.AB.9. Kads ir mazakais krdasu skaits, ar kuram pietiek, lai izkrasotu 2012x2012

riitinu kvadratu ta, lai jebkuras tris ritinas, kas veido kadu trimino figiru (sSkat. 8.
zim., tas var biit art pagrieztas) biitu nokrasotas dazadas krasas?

8. zim.

Paradisim, ka uzdevuma prasito var izpildit, ja ir 5 krasas. Kvadrats 5x5 ritinas
janokraso ka paradits A39. zim. un $ada krasoSana jaatkarto, lai aizkrasotu visu doto
rutinu kvadratu 2012x2012.

314511234
5112|3451

213|484 |5|1)|2]|3

4151|123 |4]|5
11234512 3
314|512 (3|4 a s
S|11)1213 (4|51 =

A39. zZim. A40. zZim.

Atliek pieradit, ka uzdevuma prasito nevar izdarit, ja krasu skaits ir 4 vai mazak.
Katra kvadratad 2x2 visam ritinam ir jabut nokrasotam dazadas krasas (skat. A40.
zim.). Ratinu a var nokrasot tikai krasa ,,2”, ratinu b var nokrasot tikai krasa ,,1”.
Ritinu ¢ nevar krasot neviena no krasam ,,17, ,2”, ,.3” vai ,4”, lai izpilditos
uzdevuma nosactjumi. Tatad ar 4 vai mazak krasam prasito nevar izpildit.

A.AB.10. Kasté atrodas rotalu zverini, katram zvérinam galva un aste nokrasota viend
no 2011 krasam (nav obligati viena un tai pasa). Zinams, ka iespejams izvéleties
2011 zverinus ta, lai to galvas biitu nokrasotas visas 2011 krasas un astes ari biitu
nokrasotas visas 2011 krasas, pie tam sadi izvéléties iespejams vairak neka divos
atskirigos veidos. Pieradit, ka var iznemt no kastes dazus zvérinus ta, lai no
atlikusajiem zvériniem Sadi izvéléties varetu tiesi divos atskirigos veidos.
Sanumurésim krasas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 2011. Konstruésim grafu ar
virsotném A, A, ..., Ayp11, Biy By, ...y Bygpg. Ja zverina galva ir nokrasota krasa i un
aste — krasa J, tad grafa virsotnes A; un B; savienojam ar kautni. Sada veida katram

zverinam ir piekartota grafa Skautne.
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Tiesi 2011 zvérinu kopu sauksim par ,,pareizu” kolekciju, ja visas zverinu galvas ir
nokrasotas dazadas krasas un ari visas astes ir nokrasotas dazadas krasas. Pareizai
kolekcijai atbilst tada grafa Skautnu apakSkopa, kura ir tieSi 2011 Skautnes un
nekadas divas $kautnes neiziet no vienas virsotnes. Sadu $kautnu apakskopu sauksim
par pareizu. Tatad mums jaizdze$ (jaiznem no kastes dazi zverini) dazas Skautnes ta,
lai grafa paliek tiesi divas pareizas Skautnu apakskopas.

No dota seko, ka grafa ir divas pareizas Skautnu apakSkopas. IzdzéSam visas
Skautnes, kas nepieder nevienai no S$im divam pareizajam apakSkopam. Katra
pareiza apakskopa katrai grafa virsotnei ir tiesi viena apakskopas skautne, kas iziet
no $1s virsotnes.

Tad atlikusa grafa katrai virsotnei ir vai nu no tas izejoSa Skautne, kas pieder abam
pareizajam apakSkopam, vai arT ir divas Skautnes, kas iziet no $is virsotnes un katra
no $m Skautn€m pieder savai pareizajai kopai. Ja no virsotnes V iziet tiesi viena
Skautne, tad no Sis Skautnes otras virsotnes neiziet neviena cita Skautne. Tatad grafs
sastav no cikliem un izolétam Skautném, kam nav kopigu virsotnu ar citdm
Skautném. leveérojam, katram Sadam ciklam ta garums ir para skaitlis, jo Skautném no
vienas un no otras pareizas apakskopas ir pamiSus jamainas.

Katra pareiza apakskopa ir $ada forma: ta satur visas izolétas Skautnes un pusi no
cikla Skautném, kuram nav kopigu virsotnu. Ir tiesi divi veidi, ka var izveleties cikla
Skautnes pareizai apakskopai. Grafa ir vismaz viens cikls, jo pretgja gadijuma nebiitu
divu dazadu pareizu apakSkopu. Ja ir vairak neka viens cikls, tad no katra cikla,
iznemot vienu ciklu, izdz€Sam pusi no Skautn€m ta, lai atlikuSajam Skautném nav
kopigu virsotnu (paliek izol€tas Skautnes). Tad atlikuSaja grafa ir palicis tieSi viens
cikls un pareizu apakskopu var izvélcties tieSi divos dazados veidos, kas ari bija
japierada.

A.AB. Geometrija

A.AB.11. Trijstiira malu garumi ir a, b un c, ta apvilktas rinka linijas radiuss ir R, bet
ievilktas — r. Pieradit, ka
Rr 1
— <—.
(@a+b+c)” 54

Izmantosim trijstiira laukuma aprékinasanas formulas:
a+b+c T e
o S, =pr= — r, kur r —ievilktas rinka linijas radiuss;

e S, = a_bc, kur R — apvilktas rinka Iinijas radiuss.
A 4R E

Parveidojam §is formulas forma 2S, =(a+b+c)-r un 4S, :a?bcl Sareizinot

iegtitas formulas un parveidojot, ieglistam:
abc rk 3
—=(a+b+c)-rR=—-(a+b+c)”.
2 at+b+c

Izmantojot sakaribu starp vid&jo aritmétisko un vidéjo geometrisko, iegiistam
izteiksmes (a+b +c)® novértgjumu:
(a+b+c)® > (3%/abc)® = 27abc.
Lidz ar to ieglistam
abc IR

2 a+b+c
kas ar bija japierada.

_ "R
a+b+c’

(a+b+c)®>—T 27abc jeb - =
a+b+c 54
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A.AB.12. Saurlenku trijstiri ABC punkts D atrodas uz malas AC (un nesakrit ne ar A,
ne C), zinams, ka BD = DC . Pieradit, ka tiesi divi no trijstiirim ABD pievilkto rinka
liniju centriem atrodas uz trijstirim ABC apvilktas rinka linijas. (Rinka liniju sauc
par pievilktu trijstirim, ja ta pieskaras vienai ta malai no arpuses un abu paréjo
malu pagarindjumiem.)

Ar E, F un G apzimgjam pievilkto rinka liniju centrus, kas attiecigi pieskaras AABC
malam BD, AD un AB. Trijstirim ABC apvilkto rinka Iiniju apzim&jam ar @ (skat.
A4l. zim.).

o A4l. zim.

Pieradisim, ka punkti F un G abi vienlaicigi nevar atrasties uz @ .

Trijsturim pievilktas rinka Iinijas centrs atrodas bisektriSu (trijstira viena iek$gja
lenka un divu argjo lenku) krustpunkta. Stari AF un AG ir ZBAD divu blakuslenku
bisektrises, tapéc A atrodas uz nogriezna FG. Tap&c tikai viens no stariem AF vai AG
var krustot @ no A atskiriga punkta. Lidz ar to uz @ var atrasties tikai viens no
punktiem F vai G.

Pieradisim, ka punkts F atrodas uz o . Tas izpildas, ja Z/AFB =/DCB .

Ievérojam, ka

Z/BAF = /BAD + %LDAL = /BAD + %(1800 — /BAD) = %(1800 + ZBAD).

No ABAF iegiistam
ZAFB =180° — Z/FBA — Z/BAF =

=180° —%ADBA—%(lSOO + /BAD) =

:1800—%4DBA—90°—%LBAD) =

= %(1800 — /DBA - /BAD) = %LADB =

= %(1800— /BDC) :%-Z-ADCB =/DCB.

Tatad punkts F atrodas uz o .
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Pieradisim, ka punkts E atrodas uz @ . Tas izpildas, ja Z/EAC = ZEBC . levérojam
ZEAC = %ABAD = %(180° — Z/ADB — ZDBA) =

= %(1800 —(180°— ~BDC) — (180° — ZDBK)) =

= %(180o —(180°-2£EBD)) - (180° - 2ZEBD)) =

= /BDE + /EBD —90° =180° — «DEB —90° =90° - /DEB.
Ta ka ABDC ir vienadsanu (BD = DC), tad DE ir gan bisektrise, gan augstums
(BC L DE un ZBME =90°) un ~/EBC =180°- ~/DEB — /BME =90°— Z/DEB .
Tatad ZEAC = ZEBC un punkts E atrodas uz o .
Lidz ar to esam pieradijusi, ka tiesi divi no AABD pievilkto rinka liniju centriem (E
un F) atrodas uz AABC apvilktas rinka linijas o .

A.AB.13. Par Ccetrstiri ABCD zinams, ka </ABD =30°,/CDB=20° un
/BCA = ZACD =40°. Aprekinat /DAC.

Apzimgjam diagonalu AC un BD krustpunktu ar E un lenka DEC bisektrises
krustpunktu ar malu DC — ar F (skat. A42. zim.).

20°

D
A42. zim.

No ADEC iegiistam:
e /DEF = ZFEC = %(180O — (£EDC + ZECD)) = %(180o —-60°) =60°;

e /BEC =180°— /ZDEC =180°—-120° = 60° (blakuslenku 1pasiba).
No AAEB iegiistam:
/BAE =180° - (£ABE + ZAEB) =180° - (LABE + ZDEC) =
=180°-(30°+120°) =30°.
Tatad AAEB ir vienadsanu un AE = EB.
Tad AFEC = ABEC (péc pazimes " /m/"), jo
e /FEC=_/BEC =60°;
e EC —kopiga mala;
e /FCE = /BCE péc dota.
Tatad EF = BE = AE .
ADEF = ADEA (pé&c pazimes "/m/"), jo
e EF =AE;
e /DEF = /DEA=60°, jo Z/DEA= /BEC (ka krustlenki);
e ED — kopiga mala.
Lidz ar to «DAE = Z/DFE =180° - (£EDF + ZDEF) =180° — (20° + 60°) =100° .
Tatad ZDAC =100°.
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A.AB.14. Dots kvadrats ar malas garumu 1, ta iekspuse atrodas divi rinki, kas
savstarpéji neparkldjas un neiziet arpus kvadrata. Kada ir lielaka iespéjama rinku
laukumu summa?

Ar O apzim&jam kvadrata centru, abu rinku radiusus apzimé&jam attiecigi ar X uny, to
centrus attiecigi ar O, un O, attalumu starp rinku centriem apzim&jam ar d. Rinka
centrs O, atrodas kvadrata, kura centrs ir punkta O un malas garums ir 1—2x, un
O, atrodas kvadrata, kura centrs ir punkta O un malas garums ir 1-2y (skat. A43.

zim.).
1
______ 1-2x

I I
| g T 1 -2y ...... |
' \ [
! I N\eO._ ) |
[ \ x [
| /

~ : |
| = =0 | 1
| [
[ |
I [
l R B
I ----------------------------- 0 A | .
| : Y |

A43. zim.

Mazakais attalums starp O, un O, ir X+y, jo rinki nevar parklaties. Lielakais

attalums starp O, un O, ir V2(1—x—-y), kas ir kvadrata ar malas garumu 1—x—y
diagonales garums. Lidz ar to ieglistam novertejumu:

x+y<d<J2(1-x-y).
Tatad X+y <~2(1L—Xx-Y).
Novertésim izteiksmes X+ Yy vértibu:

X+Yy <2 -2(x+y);

x+y+\/§(x+ y) <2

A+V2)(x+Yy) <2
V2 V2(1-+/2)

YR T eV a-2) -2,

- . 1 1
Rinki nedrikst atrasties arpus dota kvadrata, tapec 0 < X < 5 un 0<y< 5

Interpret&jot Sos ierobeZojumus geometriski, ieglistam, ka lielaka iesp&jama rinku

laukumu summa ir gadijuma, kad X = % un y = g— V2 (vai otradi):

17 (3 ? 9
SX+Sy:7rx2+7ry2:7r(x2+y2)£7{(5j +(E—\/§j }Zﬂ'(z—-?n/i].
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Maksimalo laukumu summu iegiist, ja lielakais rinkis ir ievilkts dotaja kvadrata un
mazakais rinkis ir ieziméts viena no ¢etram nenoklatajam dalam (skat. A44. zim.).

/\
N

Ad4. 7im.

A.AB.15. Trijstira ABC iekSpusé izvéléets patvaligs punkts P. Taisnes AP, BP un CP
krusto attiecigo trijstira pretéjo malu punktos A, B, un C,. Punkti A, un C, ir

attiecigi malu BC un AB viduspunkti. Taisnes B,C;, B, A un B;B krusto taisni A,C,
attiecigi punktos C,, A, un B,. Pieradit, ka B, ir nogriezna A,C, viduspunks.

Caur virsotni B novelkam taisni paralélu AC, §is taisnes krustpunktus ar B,C; un
B,A apzimg&jam attiecigi ar C; un A, (skat. A45. zim.).

A45. zim.

AC,C,B ~ AB,C,A (pec pazimes "//"), jo ZC,C;B=~/B,C;A ka krustlenki un
ZC,C;B = ZC,B, A ka ieksgjie skerslenki pie paralelam taisném C;B un AB,, kuras
krusto taisne C;B; .

Ta ka lidzigu trijstiiru malas ir proporcionalas, tad GB = BG, .
AB, AC,
Lidzigi no ABA A; ~ ACA B, (p&c pazimes " /¢ ") ieglstam, ka CB _CA .
BA; BA
Sareizinam iegiitas vienadibas: ;B CB = BG, CA . *)
AB, BA;, AC, BA
No Cevas teorémas seko, ka BC, AB, CA =1 (**)

AC, CB, BA
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No (*) un (**) iegtistam, ka BGy =1.
BA;

Ta ka A, un C, ir trijstira malu viduspunkti, tad A,C, ir trijstiira viduslinija un
AC, I AC || AC, Il ALC,.
Lidz ar to AC;B,B ~ AC,B,B, un AA;B,B ~ AA,B;B, un to malas ir proporcionalas:
By = BB, un BA, _ BB . Tadel CB = BA jeb ;B =CZBZ =1.
C,B, BB, B,A, BB, C.B, BA BA;  AB,
legistam, ka C,B, =B,A, jeb B, ir nogriezna A,C, viduspunkts, kas arT bija
japierada.

A.AB. Skaitlu teorija

A.AB.16. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, ka visi pirmskaitli, ar

ko dalas skaitlis n? +1, ir mazaki neka n.

Paradisim, ka uzdevuma prasitais ir spéka visiem n forma n=2a®, kur a>1 un
a=1(modb).
Ja n=2a?, tad
n’ +1=4a* +1=4a" +4a’® +1-4a’ = (2a® +1)* —-4a® =
=(2a% +1-2a)(2a® +1+2a).
Ta ka 2a® —2a+1<2a’, tad vél japarada, ka visi reizinataja 2a®+2a+1 dalitaji ir
mazaki neka 2a’.
Ja_a=1(mod5), tad 2a’+2a+1=2-1+2-1+1=5=0(mod5) un iegistam
2

982 4 2a41=5. 28 +2a+l
Ievérojam, ka reizinatajs 5 ir mazaks neka 2a’, jo mazaka a vértiba ir 6.
Paradisim, ka arT otrs reizinatajs ir mazaks neka 2a2 , b,

2a’ +2a+1

—<

5
8a® —2a>1;
2a(4a-1)>1.

Ta ka a>1, tad pedgja nevienadiba ir patiesa, jo visi kreisas puses reizinataji ir
pozitivi un lielaki neka 1.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka visiem skaitliem n=2a?, kur a>1 un a=1(mod5),

2a%:

izpildas uzdevuma prasitais, jo skaitla n? +1 visi pirmreizinataji ir mazaki neka n.

A.AB.17. Atrast mazako k, kam izpildas ipasiba: starp jebkuriem k peéc kartas
sekojosiem naturaliem skaitliem ir vismaz viens tads, kura visu dalitaju summa ir
para skaitlis.

Ja k=2, tad, pieméram, skaitliem 8 un 9 dalitaju summas ir nepara skaitli. Tatad
k =2 neder.

Pieradisim, ka k =3.

Pienemsim, ka n dalitaju summa &(n) ir nepara skaitlis.

Apskatam skaitli n=2"-m, kur r >0 un m ir pozitivs nepara skaitlis.

Skaitliem m un n ir vieni un tie pasi nepara dalitaji, tapeéc o(m) und(n) ir vienada
paritate (t.i., abi skaitli ir vai nu para, vai nepara).
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Skaitla o(m) paritate ir tada pati ka skaitlim, kas ir m dalitaju skaits, jo visi m dalitaji
ir nepara skaitli.

. . . . m
Ievérojam, ka skaitla m dalitajus var apvienot paros (d;a), kur d <J/m. [znémums

ir dalitajs Jm , kuram nevar piekartot citu dalitaju.

Secinam, ka skaitla m dalitaju skaits ir nepara skaitlis tad un tikai tad, ja m ir kada
naturala skaitla kvadrats.

Lidz ar to o(n) ir nepara skaitlis tad un tikai tad, ja n ir naturala skaitla kvadrats vai
naturala skaitla kvadrata reizinajums ar 2.

Tapec, ja tris pec kartas sekojoSiem naturaliem skaitliem dalitdju summas ir nepara
skaitli, tad vismaz divi no Siem skaitliem ir ne vairak ka 2. Katrs no tiem ir vai nu
naturala skaitla kvadrats, vai ar1 naturala skaitla kvadrata reizinajums ar 2.

Tatad vismaz divi no Siem skaitliem ir naturalu skaitlu kvadrats vai vismaz divi - ir
naturalu skaitlu reizinajums ar 2.

Abos gadijumos iegiistam, ka divu dazadu naturalu skaitlu kvadratu starpiba ir ne
mazaka ka 2, kas nav iesp&jams.

Lidz ar to kadam no tris pec kartas nemtiem skaitliem dalitaju summa bis para
skaitlis. tatad mazaka k vértiba ir 3.

A.AB.18. Atrisinat naturalos skaitlus vienadojumu
a® +b® + ¢ =3abc.

Apskatam gadijumu, kad a>2, b>2, c>2.
Pienemsim, ka c ir lielakais no skaitliem a, b, c.
Tad iegilistam novertgjumu:
a* +b? +c® >a?? +b?? +c*? =a’ +b* +¢* >b* + ¢ 2 20%c? =
=2b-c-bc>2-2-a-bc>3abc.
Nevienadiba (*) izriet no patiesas nevienadibas (b —c®)?>0 jeb
b* —2b%? +¢* > 0.
Saja gadijuma esam ieguvusi, ka a” +b® +c® > 3abc.
Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma. Atliek apskatit gadijumus, kad
viens vai vairaki no skaitliem a, b vai ¢ ir vienadi ar 1:
1. Pienemsim, ka a=1.
Tad doto vienadojumu var parrakstit ka 1+b® +c” =3bc.
Jab>3, c>3un c>b, tad iegiistam
1+b°+c® >1+b3+c>c*=c-.c.c>3-b-c.
no ka seko, ka vienadojumam nav atrisinajuma.
Jab=2 un c¢>2, tad iegiistam vienadojumu 1+ 2° +c? =6¢,
kuru var apskatit ka kvadratvienadojumu attieciba pret C:
¢’ —6c+1+2°=0.
Aprekinam iegiita vienadojuma saknes:

C=3+9—(1+2°) =3++/8-2°. (*)

Lai ¢ biitu naturals skaitlis, tad 8 —2° jabiit naturala skaitla kvadratam. Iesp&jami
divi gadijumi:
e 8—2°=4 jeb c=2(neder, jono (*) seko, ka c=1);
e8-2°=0jeb c=3.
Ja ¢ =3, tad iegustam, ka (1; 2; 3) ir dota vienadojuma atrisinajums.
Simetrijas dé] ieglistam, ka dotajam vienadojumam atrisinajumi ir ar1
(1;3;2),(2,1;3),(2:3; 1), (3,1, 2), (3; 2; 1).
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2. Pienemsim, ka a=1 un b=1.
Tad iegiistam vienadojumu: 1+1+c =3c, kuru atrisinot ieglistam, ka 2c =2 jeb
c=1.
Tatad dota vienadojuma atrisinajumi naturalos skaitlos ir
(1;1;1),(1;2:3),(1:3;2), (2, 153), (2,3, 1), (3, 1, 2), (3; 2 1).

A.AB.19. Atrast visus naturalos skaitlus d, kam piemit sekojosa ipasiba: ja n dalas ar d,
tad art jebkurs skaitlis m, kas iegiits no n, parliekot ta (decimala pieraksta) ciparus
cita seciba, dalas ar d.

Pienemsim, ka d ir k-ciparu skaitlis ar TpaSibu: ja naturals skaitlis n dalas ar d, tad ar
d dalas arT jebkurs naturals skaitlis m, kura cipari ir tadi pasi ka skaitlim n.

Tada gadijuma eksisté (k +2)-ciparu skaitlis, kas sakas ar ,,10”, t.i., 10a,a,...a, ,
kur$ dalas ar d. Ja ta nebatu, tad d daudzkartnim, kas mazaks neka 10! ka nakamais
sekotu daudzkartnis, kas lielaks vai vienads ar 11-10* . Bet tas nozimétu, ka d >10*,
kas ir pretruna ar to, ka d ir k-ciparu skaitlis, tatad d <10*.

Ja 10aa,...a, dalas ar d, tad, péc uzdevuma nosacijumiem, ar d dalas arT skaitli

aa,...a10 un aa,..a,01. Ta ka Sie abi skaitli dalas ar d, tad arT to starpibai

aa,..a10—-aa,..a,01=9 jadalas ar d. Tatad d vértibas var bat tikai 1, 3 vai 9.

Ta ka ar 1 dalas jebkurs skaitlis, tad vértiba d =1 atbilst uzdevuma nosacijumiem.
Izmantojot dalamibas pazimes ar 3 un 9, ieglistam, ka der arT vértibas d =3 un

d=9.
A.AB.20. Doti naturali skaitli a un b, par kuriem zinams, ka jebkuram naturalam
skaitlim n izpildas d(na)>d(nb) (ar d(k) apzimé skaitla k dalitaju skaitu).
Pieradit, ka a dalas ar b.
Uzrakstam skaitlus a un b sadalfjumu pirmreizinatajos:
a=pd-.-p> un b=pl-.-p.
(dazam vértibam k kapinataji «, un b, var bt 0).
Paradisim, ka katram K izpildas nevienadiba o, >f, . Pienemsim, ka 31 nevienadiba
neizpildas kadai k vertibai, piemeéram, «,< f,.
Jan=(p,py)’=p;-- P, tad
na= pypgt
Izmantojot faktu, ka skaitla al - p52 -...- p&, kur p, p,,...p, ir pirmskaitli, dalitaju
skaitsir a; - a, -...- a,,, ieglistam
d(na)  a(s+ay)..(s+a,)
d(nb) ~ B(s+ B)-(S+ fim)
d(na) o

d(nb) A
Tad d(na) <d(nb), kas ir pretruna ar doto, ka visiem n izpildas d(na) > d(nb).
Tatad visam k vértibam ¢, > f, un esam pieradijusi, ka a dalas ar b.

an,+s

o PSS un nb=pft . pfetc. L phets,

Pietiekami lielam S vertibam iegiistam novertejumu
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A.BW. STARPTAUTISKAS MATEMATIKAS KOMANDU SACENSIBAS
“BALTIJAS CELS 2012”

A.BW. Algebra

A.BW.1. Veselos skaitlus no 1 lidz 360 sadala devinas péc kartas sekojosu skaitlu
apakskopas (apakskopas ir netukSas un katrs skaitlis atrodas tiesi viena no
apakskopam). Apakskopas esoso skaitlu summas izvieto 3x 3 kvadrata ritinas. Vai
iespéjams, ka sadi izveidojas magiskais kvadrats?

Piezime. Skaitlu kvadratu sauc par magisku, ja skaitlu summas pa rindinam,
stabiniem un abas diagonalés visas ir vienadas.

Sadalam visus skaitlus 9 grupas, kur katra grupa ir skaitli 40k +1,40k+2, ...,
40k +40, k=0,12,..,, 8. Ievérojam, ka katras grupas skaitlu summu var aprékinat

pec aritmétiskas progresijas loceklu summas formulas:

(40k +1+40k +40)-20=1600k +820, k=0,1,2,...,8.
Vél japarada, ka no progresiju summam 820, 2420, ..., 13620 uzkonstruét magisko
kvadratu. Vispirms salickam magisko kvadratu, kur§ sastav no skaitliem 0,1, 2,...,8
(skat. A46. zim.). Pareizinam visus A46. zim. dota kvadrata skaitlus ar 1600 un

pieskaitam 820. Lidz ar to ir ieglts uzdevuma mekl&tais magiskais kvadrats (skat.
AA47. zim.).

5107 8820 820 | 12020

6|42 10420 | 7220 | 4020

1183 2420 | 13620 | 5620
A46. zim. A47. zim.

A.BW.2. Doti reali skaitli a, b, c. Pieradit, ka

ab+bc+ ca+ max{| a—b|,|b—c|,|c—a|}s1+%(a+b+c)2.

Simetrijas dé] varam pienemt, ka a<b<c, tad max{|a-b||b-c||c-al}=c-a.
Lidz ar to sakotn€jo nevienadibu var parrakstit forma:

ab+bc+ca+c—as1+%(a+b+c)2,
ko var ekvivalenti parveidot:
c—asl+%(a2 +b® +c® —ab—bc-ac);

c—a£1+%%(a2—2ac+c2+b2—2bc+c2+a2—2ab+b2);

c—asl+%((a—c)2+(b—c)2+(a—b)2). (1)
Tatad pietiek pieradit nevienadibu (1).
2,2
P&c nevienadibas starp vid€jo kvadratisko un vid€jo aritmétisko Xy > X+y

2

(c-b)? +(b—a)? _(c-b)+(b-a) c-a
2 - 2 2

speka ir nevienadiba \/
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Kapinot iegiitas nevienadibas abas puses izteiksmes (nenegativas) kvadrata, ieglistam
patiesu nevienadibu:

(C—b)2+(b—a)2>(0—a)2.
2 T4

(c-b)? +(b—-a)? z%(c—a)Z;
(a-c)* +(b-c)* +(a—h)? 2%(c—a)2.

Izmantojot ieglitu nevienadibu, ieglistam nevienadibas (1) labas puses izteiksmes
novertgjumu:

1+%((a—c)2 +(b-c)? +(a—b)2)21+%§(c—a)2 :1+%(c—a)2. (2)

Pieradisim, ka

1+%(c—a)zzc—a. (3)
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
2
(ﬂj —Z-E(C—a)+120;
2 2

(%(c—a)—lj >0.

P&dgja nevienadiba ir patiesa, tapec patiesa ir ar1 nevienadiba (3). Lidz ar to no (2) un
(3) seko, ka patiesa ir arT nevienadiba (1). Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi,
tad patiesa ir arT dota nevienadiba.

A.BW.3. a) Pieradit, ka viendadojumam
[ x J(x? +1) = x°

katra intervala starp péc kartas sekojosiem veseliem pozitiviem skaitliem ir tiesi
viens reals atrisinajums.

b) Pieradit, ka neviens no realajiem pozitivajiem 3t vienadojuma atrisinajumiem nav
racionals skaitlis.

Piezime. Ar LXJ apzimets lieldkais veselais skaitlis, kas neparsniedz x.

a) Apzim&jam k =|x| un y=x—-k. Ievérojam, ka y €[0;1) Katrai x vértibai un tai
atbilstoSajai Kk vertibai. Sakotngjo vienadojumu var parveidot:

k((k+y)* +1) = (k +y);

(k+y)° —k(k+y)* =k;

(k+y—-K)k+y)* =k;

y(k +y)* =Kk.

Apskatam funkciju f(y)=y(k+y)® patvaligam k. Intervala [0;1] &1 funkcija ir
augoSa un nepartraukta, neatkarigi no k vértibas. Ta ka f(0)=0<k un
f(1) = (k+1)* >k, eksisté tikai viena vértiba Y, € (0;1) tada, ka f(y,)=k (t.i., y,
ir apliikota vienadojuma atrisinajums). Katrs k atbilst tikai vienam intervalam starp

pec kartas sekojoSiem veseliem pozitiviem skaitliem, lidz ar to katra $ada intervala
dotajam vienadojumam bis tiesi viens reals atrisinajums.
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b) Ievérojam, ka uzdevuma dotajam vienadojumam nav neviena pozitiva vesela
atrisinagjuma (pretéja gadijuma ieglstam \_XJ(X2 +D)=x(x*+D)=x>+x=x3, ja
x> 0).

. . - . . - . _ _ n
Pienemsim pret§jo: X =K+ Yy ir racionals, tapéc to varam pierakstit forma X = 4

kur d un n ir pozitivi veseli skaitli, kuriem nav kopigu dalitaju. Tad doto
vienadojumu var parrakstit forma

(5] G

k(n?+d?) n®

Cd? ¥

dk(n® +d?)=n3. *)
Ta ka x nav vesels skaitlis, tad vismaz viens d dalitajs ir pirmskaitlis. No
vienadojuma (*) seko, ka $is pirmskaitlis ir ari n® (lidz ar to ari n) dalitajs, kas ir
pretruna ar pienémumu, ka d un n ir pozitivi veseli skaitli, kuriem nav kopigu
dalitaju. Tatad X nav racionals skaitlis.
Piezime. a) gadTjuma varcja apskatit funkciju g(y) = y(k + y)? —k un, izmantojot §Ts
funkcijas atvasinajumu intervala (0;1), pieradit, ka g ir augoSa funkcija intervala
[0;1].

ABW.A. Pieradit, ka bezgaligi daudziem veselu skaitlu pariem (a,b) starp
vienddojuma

x®2 —ax+b

atrisinajumiem ir divi dazadi reali skaitli, kuru reizindjums ir 1.
Ievérojam, ka jebkuram veselam skaitlim m>2 kvadrattrinomam X —mx+1 ir

divas dazadas saknes (diskriminants D =m? —4), kuru reizindgjums ir 1 (seko no
Vjeta teorémas).
Ievérojam ari, ka jebkuram veselam skaitlim m>2 eksisté tads veselu skaitlu paris

(a,,b,), ka polinoms x?*?—a_x—b, dalas ar polinomu x? —mx+1. Dalot x**

ar x? —mx+1, iegiist atlikumu R, (X), kas ir pirmas kartas polinoms ar veseliem
koeficientiem, t. i., R, (X)=a,X+b,, kur a, un b, — kaut kadi veseli skaitli, kas
atbilst tam, kas vajadzigs.

Tatad fiksstam m>2 polinoma x?-mx+1 katra sakne ir arf polinoma

2012 2012

X —a,X—b,, sakne. Lidz ar to vienadojuma X“° =a_ X+Db, atrisinajumu kopa

satur divas polinoma x? —mx+1 saknes, kuru reizinajums ir 1. Tas nozimg, ka parim
(a,b) =(a,,b,) piemit nepiecieSama ipasiba.

Vel japierada, ka, m vieta liekot visus veselos skaitlus, kas lielaki neka 2, mes
iegisim bezgaligi daudz dazadus parus (a,.b,). Ja m, #m,, tad polinomu
X2 — mx+1 un — m,X +1 saknes ir atskirigas (kopigajai saknei biitu jabut So divu
polinomu starpibas (M, —m,)X saknei, kas ir 0, tatu 0 nav sakne nevienam no $iem
diviem polinomiem). Ta ka polinomam X°** —ax—b ir ne vairak ka 2012 dazadas
saknes, tad tas dalas ar x? —mx+1 ne vairak ka 1006 dazadam m vértibam. Tatad
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vienu un to pasu pari (a,,,b,,) var iegiit no galiga skaita (maksimums 1006 dazadam)
m vertibam. L1dz ar to uzdevuma prasttais izpildas bezgaligi daudziem pariem (a,b).

A.BW.5. Atrast visas tadas funkcijas f :R — R, kuram vienadiba
f(x+y)=f(x=y)+ f(fd-xy))
izpildas visiem realiem skaitliem x un y.
levietojot y =0, iegastam f(x)=f(x)+ f(f()), tatad f(f(@))=0. lzmantojot
ieglitu veértibu un ievietojot dotaja vienadojuma X =0, iegistam f(y)= f(-y)
visiem y, tatad f ir para funkcija.
Ievietojot dotaja vienadojuma x =1, iegtist f(Ll+y)=f@l-y)+ f(f(l-y)). Taka f
ir para funkcija, tad patiesa ir arT vienadiba f(-1-y)= f(dl-y)+ f(f(@-y)). Tatad
f(fA-y)=f(-1-y)-f@d-y) jeb f(fQA-y)=FfQl-y-2)-f(l-y). Taka 1-y
nosedz visas realo skaitlu vertibas, varam secinat, ka
f(f(2)=1(z-2)-1(2) 1)
visiem redliem skaitliem z.
Ievietojot vienadojuma (1) z vieta (—z) un izmantojot to, ka f ir para funkcija,
iegtist vienadojumu:
f(f(-2))=f(-z-2)- f(-2);
f(f(2)="f(z+2)- f(2). 2
No (1) un (2) seko, ka
f(z+2)=1(z-2) 3)
visiem redliem skaitliem z.
Ievietojot dotaja vienadojuma y=2 un lietojot sakaribu (3), ieglstam
f(f(@1-2x)) =0 visiem realiem X. Ta ka 1—2X nosedz visas realas veértibas, varam
secinat, ka
f(f(2))=0
visiem realiem skaitliem z. Izmantojot iegiito f vertibu, doto vienadojumu
parrakstam forma:
f(x+y)=f(x-y). (4)
Ievietojot vienadiba (4) x =y, iegustam f(2x)= f(0), tatad f ir konstante, jo 2x
nosedz visas realas vertibas. Ta ka ir speka f(f(z))=0, tad O ir jabiit vienai no
funkcijas f vértibam. Lidz ar to f(x)=0 ir vieniga funkcija, kas apmierina doto
vienadojumu.

A.BW. Kombinatorika

A.BW.6. Uz gala stav 2012 lampas. Divi spéletdji spelé sadu spéli - katra gajiena
spélétdjs parslédz vienas lampas slédzi, tacu nedrikst izveidoties tads ieslégto lampu
izvietojums, kads jau kops spéles sakuma uz galda ir bijis. Spélétajs, kurs nevar
izdarit gajienu, zaudé. Kuram spélétajam ir uzvaroSa strategija?

Pirmais sp€letajs izvélas vienu lampu un spéles laika parslédz tikai to. Otrais
speletajs So lampu nekad nevarés parslégt (jo tad veidotos lampu izvietojums, kads
jau ir bijis), tapéc vinam vienmér bils jaizvélas kada cita lampa, lai iegiitu citu
ieslégto lampu izvietojumu. Rezultata pirmajam spélétajam vienmeér bis gajiens, bet
otrais spéletajs pec kada laika paliks bez gajiena, jo lampu skaits ir galigs. Tatad
pirmais spélétajs vienmer var uzvarét.
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A.BW.7. Ritinu kvadrata 2012x 2012 uz diagonales, kas labo augsejo stiri savieno ar
kreiso apakseéjo stiri, ir iekrasotas dazas riitinas. Neviena stiira riitina nav iekrasota.
Katra kvadrata ritind ieraksta veselu skaitli sada veida. Visas augséjas rindas un
kreisas kolonnas ritinas ieraksta 1. Visas iekrasotajas ritinas ieraksta 0. Katra no
paréejam ritinam ieraksta skaitli, kas vienads ar to divu skaitlu summu, kas ierakstiti
rutinds virs un pa kreisi no tas. Pieradit, ka labaja apakséja stiri ierakstitais skaitlis
nedalas ar 2011.

Riitinu kvadratu pagriezam par 45° ta, lai augijais kreisais stiris ir augpuse. Sadi
var pamantit, ka skaitli, kas ierakstiti riitinu kvadrata, veido Paskala trijstiiri.
Ja nebiitu iekrasoto riitinu, tad apakse€ja rutina (kas agrak bija labais apaksgjais stiiris)

|
jg;;:ﬂ, kas ar 2011 nedalas, jo 2011 ir
2011-2011!

pirmskaitlis. Skaitli, kas atrodas ritinas uz diagonales (kas labo augs€jo stiri
savienoja ar kreiso apaks$gjo stiiri un kas tagad ir horizontala), butu izsakami forma

Ko 2011

201 2011 k)1 k!
kvadrata stiira riitinas rakstitos skaitlus, dalitos ar 2011.
Ja visus skaitlus uz §1s diagonales aizstdj ar atlikumiem p&c modula 2011, tad visas
rutinas, neatkarigi no ta, vai riitina ir izkrasota vai n€, biitu “0”, iznemot stiira riitinas,
kuras saglabajas vertiba “1”. P&c §is aizvietoSanas, visi skaitli, kas ir zem S§is
diagonales, tiek aizstati ar atlikumiem p&c modula 2011. Iegiistam, ka visi skaitli zem
diagonales tagad ir aizstati ar “0”, iznemot gar malam tagad ir “1” un apaksgja stura
rutind ir “2”. Tatad atlikums skaitlim, kas ierakstits apak$gja riitina, péc modula
2011, ir 2. Lidz ar to Saja riitina ierakstitais skaitlis nedalas ar 2011, kas arT bija
japierada.

butu ierakstits skaitlis C

tatad visi uz diagonales izvietotie skaitli, iznemot abas

A.BW.8. Orientéts grafs nesatur orientétus ciklus. Katra orientéta cela Skautnu skaits
neparsniedz 99. Pieradit, ka St grafa Skautnes ir iespéjams izkrasot divas krasas ta,
ka Skautnu skaits katra vienkrasaina orientétd cela neparsniedz 9.

Katrai grafa virsotnei piekartosim skaitli no 0 Iidz 99, kur Sis skaitlis norada garaka
cela garumu, kas beidzas konkrétaja virsotné. Tadgjadi katra Skautne ir orient€ta no
virsotnes ar mazaku skaitli uz virsotni ar lielaku skaitli. Nokrasosim Skautni sarkanu,
ja virsotnei ar lielako skaitli desmitu cipars ir lielaks neka virsotnei ar mazako
skaitli.; citadi nokrasosim Skautni zilu. Ta ka desmitu skaits ir tads pats visas
virsotnés uz jebkura zila cela, Sada cela garums neparsniegs 9. Lidzigi ir sarkanajiem
celiem - desmitu skaits ir atSkirigs virsotnés uz jebkura sarkana cela, ar1 Seit cela
garums nevar parsniegt 9, kas ari bija japierada.

A.BW.9. Katra kvadrata 5x5 ritina ir ierakstita 0. Patvaliga ritind un tas kaiminu
riitinas ierakstitos skaitlus drikst palielinat par 1. Vai Sadu darbibu rezultata ir
iespejams panakt, ka visas kvadrata ritinas vienlaicigi atrodas skaitli 20127
Piezime. Par kaiminu ritinam sauc ritinas, kam ir kopiga mala.

Pieradisim, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams. Ar @;;, apzimesim skaitli, kas

ierakstits riitina, kura atrodas i kolonna un j rinda. Katrai ritinai piekartojam
koeficientu c; ;, ta, lai

S= ZC(i,j) “&i )
1<i,j<5

pieaugtu par vienu un to paSu skaitli katru reizi, kad tiek izveléta kada riitina un
pieskaititi vieninieki. Ja koeficientus C;;, izv€las ta, ka paradits A48. zim., tad
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summa S pieaug par 22 katru reizi, kad izvélas kadu ritinu. Lidz ar to S vienmér
dalisies ar 22. Visu koeficientu C; ;) summa ir 138. Ja katra riitina butu skaitlis 2012,

tad

S =138-2012=2%.3.23-503.
Sadu summu iegiit nevar, jo ta nedalas ar 22. Tatad visas ratinas nevar bit ierakstits
skaitlis 2012.

712 13]2|7

8|7 |5|7|8

A48. zim.

A.BW.10. Spélétaji A un B speélé sadu speli. Pirms spéles A izvelas 1000 nepara
pirmskaitlus (ne obligati dazadus), tad B izvélas pusi no tiem un uzraksta tos uz
tafeles. Katra speéles gajiend kaut kadam veselam pozitivam skaitlim n spéletajs
izvélas kaut kadus uz tafeles esosus pirmskaitlus Py, Py, ..., Py, nodzés tos un vietda
uzraksta skaitla P, p,...p, —2 pirmreizinatajus (ja skaitla p,p,...p, —2 sadalijuma
pirmreizinatajos kads pirmskaitlis ir sastopams k reizes, tad to Saja gajiend uzraksta
kK reizes). Pirmo gajienu izdara A. Spélétajs, pec kura gajiena tafele paliek tuksa,
zaude. Pierdadit, ka vienam no spélétajiem ir uzvarosa stratégija, ka ari noteikt,
kuram ta ir.

Piezime. Ta ka skaitlim 1 nav pirmreizinataju, tad viena skaitla 3 nodzésana ir
atlauts gajiens.
Pieradisim, ka uzvarosa stratégija ir spelétajam A.
Speletajam A jaizvelas tadi 1000 pirmskaitli, kas kongruenti ar 1 péc modula 4.
Tatad, kad spéle saksies, uz tafeles bis uzrakstiti 500 pirmskaitli, kas kongruenti ar 1
péc modula 4.
Ar P apzimésim paritati uz tafeles esoSo pirmskaitlu skaitam, kas kongruenti ar 3 péc
modula 4. Spéles sakuma P =0, tatad P ir para.
Ievérojam, ka skaitla pirmreizinataju, kas kongruenti ar 3 pec modula 4, skaits ir
e para, ja skaitlis ir kongruents ar 1 p&c modula 4 ( p;, p,, ..., Py Ir kongruenti
ar 3 péc modula 4, tad p, - P, -... Py =37 =95 =1 =1(mod 4));
e nepara, ja skaitlis ir kongruents ar 3 péc modula 4 ( py, ..., P ir kongruenti
ar 3 péc modula 4, tad P, - Py -orov Py =351 =95.3=1%.3=3(mod 4)).
P&c katra gajiena P paritate mainas, jo to pirmskaitlu, kas kongruenti ar 3 péc modula
4, skaits starp p;, Py, ..., P, un skaitla p,;p,...p, —2 sadalfjuma pirmreizinatajos ir ar
atSkirigu paritati. Tatad P ir nepara péc katra spélétaja A gajiena un para pec katra
speletaja B gajiena, 1idz ar to A nevar zaudét. Ta ka visu skaitlu, kas atrodas uz
tafeles, reizinajums ar katru gajienu samazinas, spéle kadreiz beigsies, un A uzvares.
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A.BW. Geometrija

ABW.11. Trijstira ABC (£A=60°) iekspusé izvélets tads punkts T, ka
ZATB = Z/BTC = ZCTA=120°. Punkts M ir BC viduspunkts. Pieradit, ka
TA+TB+TC =2AM .

Trijsttri ABC pagriezam ap punktu i par 60° (skat. A49. zim.) — punkti T un C
attiecigi att€lojas par punktiem T’ un C’. No ta seko, ka trijstaris ATT' ir
vienadmalu (jo ZTAT'=60° un AT =AT') un ka ZAT'C'=120° un CT'=CT.
Tatad punkti B, T,T',C" atrodas uz vienas taisnes (£LC'TT = ZTTB =180°) un

CT'+TT+TB=TC+TA+TB=BC'.

Atlickam tadu punktu A’ ta, lai ABA'C bitu paralelograms. P&c paralelograma
paSibas punkts M ir diagonalu krustpunkts, tatad 2AM = AA’. Atliek pieradit, ka
ABAC' = AABA'. Sie trijstiiri ir vienadi (péc pazimes "m¢m"), jo BA ir kopiga mala,
/BAC’'=120°= Z/A'BA un AC'=BA'. Tatad BC'=BC =TA+TB+TC, kas arl
bija japierada.

Cﬂ ’. fll

A A49. Zim.

A.BW.12. Uz rinka linijas dotaja seciba izvietoti punkti Py, B,..., B, =F,. Punkts Q
atrodas daudzstura PB,P,..P, iekspuse, pie tam /P;;QP, =45°, kur i=1,..,8.

Pieradit, ka summas

S 2
YRR
i=1

vertiba ir minimala tad un tikai tad, ja Q ir rinka linijas centrs.
Izmantojot kosinusu teorému AP,QP,_; (skat. A50. zim.), iegiistam vienadibas:
PP? =QR% +QR?~2-QP; -QR -cosZRQPR 4;
RP% =QP% +QR* ~V2-QR QR

Py

pﬁ A50. zZim.
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Izmantojam nevienadibu starp vidgjo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko:

D RLRY = Y(2-QPP2-QPy,-QP) = 2 QPE —2) QR Q7 >
i=1 i=1 i=1 i=1

S op?_ e PEFOR 3 e o op? > op?
>2) QR -2 " S =25 0R -V2) QR = (2-V2) Y QR7.
i=L i=1 i=L i=L =
Vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja visi attalumi QP ir vienada garuma, t. i., Q ir

8
rinka Iinijas centrs. V&l japierada, ka summas Z‘QP.2 vertiba nav atkariga no Q.
i=L
Ieveérojam, ka cetrstiiri PyP,P,P; un PP;P;P; ir ievilkti Cetrstiiri ar perpendikularam
diagonalém. Rinka linijas diametru apzim&jam ar d. Izmantojot Pitagora teorému,
ieglistam:
e AP,QP,: QP?+QP?=P,P};
o AP,QP;: QP +QPS =P,P/;
o APQP;: QPy +QPS =PP7;

 APQP,: QP +QP} =P,P/;
Saskaitot iegiitas vienadibas, ieglistam
2QP# +2QP7 + 2QP2 + 2QPZ = (P,P? + P,P?) + (P,P2 + P,P?) ;
2QP7 + 2QP; +2QP/ + 2QP¢ = P,PZ + P,P?;
2QP; +2QP7 +2QP7 +2QP7 = 2d?;
QP2+ QP + QP2 +QPZ =d?,
Lidzigi ieglistam, ka QP12 + QP32 + QP52 + QP72 =d?.
Tatad esam ieguvusi, ka iQF’iZ =2d?. Lidz ar to ir pieradits, ka izteiksme

i=1

8
2 e . o . . ..
Z P_,P” savu minimalo vértibu sasniedz tad un tikai tad, ja Q ir rinka linijas centrs.
=
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A.BW.13. Trijstiris ABC ir Saurlenku trijstiris, H ir ta augstumu krustpunkts. Ar
H,,Hg un H¢ apziméts attiecigi no virsotnem A, B un C vilkto augstumu otrs

krustpunkzs ar trijstiarim ABC apvilkto rinka liniju. Pieradit, ka AH ,H H . laukums
neparsniedz AABC laukumu.

Izmantosim trijstira augstumu krustpunkta (ortocentra) H 1pasibu: punkti H un H
ir simetriski attieciba pret malu AB (t. i., taisne AB dala nogriezni HH. uz pusém un

AB 1 HH,), tapat ari H un Hg ir simetriski pret AC, H un H, ir simetriski pret BC
(skat. A51. zim.).

. A51. zim.

Ta ka ABC ir Saurlenku trijstiris, tad H atrodas AABC iek$pusé un iegiistam
Sancer,cH, =29sc - Tatad japierada 2Sy y . < Sap_gr,cH, =2Sapc, Kas ir
ekvivalents

ShH,H, < Sasc = SH,cH, T SHAH, T SH.BH, -
Ieveérojam, ka trijstiri, kas izmantoti nevienadibas labaja pusé ir vienadsanu
(AH,CH un AHZCH ir vienadsanu, jo to augstumi vienlaicigi ir arT medianas,
tapéc H,C =HC =H ;C un AHZCH , ir vienadsanu; pargjo pierada analogiski). Ja
ZH HgHc 290°, tad S, <SS, g, kas nav iesp&ams, jo simetrijas pret
H,H: del AH,BH; =AH HH.. Tapéc £ZH,HgH; <90° (lidzigi var pamatot,
ka ZH-H,Hg <90° un ZH ,H-Hyz <90°) un AH,H H_ ir Saurlenku.
Ar M apzimg&am AH ,HgH_. ortocentru. Ar M,, Mg un M. apzim&am punktus,
kas attiecigi ir simetriski punktam M attieciba pret malam HgH., H:H, un
H,Hg . Visi Sie punkti atrodas uz vienas rinka linijas un trijstari HgCH 5, HgCH,
H-.CH , ir vienadsanu, tapéc ieglistam StaMaHe S Share + SuomgH, < Spen, UN
SpMeH, S Sy ch, - Taka

SHH,H, +S

tad iegiistam Sy, ; . < Sy cn, Sy an, T Sh s, - Kas arl bija japierada.

= SHBMAHC HcMgHA + SHAMCHB !
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A.BW.14. Dots trijstiris ABC, taja ievilkta rinka linija pieskaras malam BC, CA, AB
attiecigi punktos D, E, F. Punkts G ir nogriezna DE viduspunkts. Pieradit, ka
/EFC = ZGFD.

Ap ACEF apvelkam rinka Itniju . Ar H apzim&jam otru punktu, kura taisne CG
krusto rinka Itniju @ (skatit A52. zim.). Pienemsim, ka AC < BC (pargjie gadijumi
pieradami analogiski). Tas nozimé, ka punkti G, H, B atrodas viena pusplakng, ko
nosaka CF, un virsotne A — otra pusplakné.

A o _— B
H A52. zim.
Ta ka punkti E, F, H, C atrodas uz rinka linijas w, tad Z/EFC = ZEHC ka ievilktie
lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka EC. Ievérojam ari, ka punkti D un E ir
simetriski attieciba pret taisni CH (t.i., EG=GD un CH 1L ED), tapéc
/EHC = ZCHD . Tatad
/EFC = Z/EHC = ZCHD. *)
Taka AC ir AABC ievilktas rinka linijas pieskare punkta E, tad, izmantojot faktu, ka
ievilktais lenkis ir vienads ar hordas-pieskares lenki, ja tie abi balstas uz vienu un to
v

pasu loku, iegiistam ZGDF = ZEDF = % EF = ZAEF =180" — ZCEF .
Ievérojam, ka Cetrstiiris CEFH ir ievilkts rinka I1nija w, tapéc ta pretgjo lenku summa
ir 180° jeb ZCEF =180°— Z/CHF =180°—- Z/GHF . Lidz ar to esam ieguvusi, ka
/GDF =180° - ZCEF =180° - (180°— ZGHF) = ZGHF , tatad ap punktiem G, F, H
un D var apvilkt rinka Iiniju. No ta seko, ka Z/CHD = ZGHD = ZGFD ka ievilktie
lenki, kas balstas uz loka GD.
No iegutas vienadibas un vienadibas (*), iegistam /EFC = /ZGFD, kas ari bija
japierada.
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A.BW.15. Cetrstiirim ABCD apvilktas rinka linijas centrs O atrodas Cetrstiira iekSpusé,
bet ne uz diagonales AC. Cetrstiira diagonales krustojas punkta I. Trijstiarim AOI
apvilktajai rinka linijai ar malu AD ir kopigs punkts P, bet ar malu AB — kopigs
punkts Q; trijstirim COI apvilktajai rinka linijai ar malu CB — kopigs punkts R, bet
ar malu CD — kopigs punkts S. Pieradit, ka PORS ir paralelograms.

Pienemsim, ka ZABC ir plats (gadijums, kad ZABC ir Saurs, pieradams analogiski,
tikai jasamaina A53. zim. punkti B un D vietam). Ta ka punkti A, I, O un P atrodas
uz vienas rinka linijas, tad iegistam ZQAl = ZQOI ka ievilktie lenki. Analogiski
iegistam ZRCI = ZROI . Tatad
ZQO0R = Z£QO0I + ZROI = ZQAIl + ZRCI = ZBAC + Z/BCA =
=180°—- ZABC =180°- ZQBR .
No ta seko, ka ZQOR + ZQBR =180° un ap punktiem Q, O, R un B var apvilkt
rinka Itniju.
Taka ZPAl =180°— POl un £SCI =180°— £SOl , tad
ZPOS =360°—- POl — £SOl =180° - ZPOI +180° - £SOl =
= /PAl + £SCI = ZDAC + ZDCA =180° - LZADC =180°— £ZPDS .
Tatad ZPOS + ZPDS =180° un ap punktiem P, O, S un D var apvilkt rinka Iiniju.
Ta ka punkts O ir Cetrstira ABCD apvilktas rinka linijas centrs, tad iegiistam
AO =O0B, no ka izriet /BAO = £OBA. Sie lenki ir attiecigi ap AAPQ un ABQR
apvilkto rinka Iiniju ievilktie lenki un abi balstas uz loku QO, kas nozimég, ka So abu
rinka Iiniju radiusi ir vienadi. Analogiski pierada, ka ap ABQR, ACRS un
ADSP apvilkto rinka Itniju radiusi ar1 ir vienadi.
Ta ka ZQAP =/BAD =180°—-~«BCD =180°—-ZRCS un radiusi ap Cetrstlriem
AQOP un ORCS apvilktajam rinka linijam ir vienadi, tad hordam QP un RS ir
vienadi garumi, jo uz tam balstas vienadiem ievilktiem lenkiem vienadas rinka
linijas. Analogiski pierada, ka hordam QR un PS ir vienadi garumi. Lidz ar to
Cetrstiris PQRS ir paralelograms.
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A.BW. Skaitlu teorija

A.BW.16. Veseli pozitivi skaitli n, m un k apmierina vienadibu (n-1)n(n+1)=m~.
Pieradit, ka k =1.
Pienemsim, ka (n—-1)n(n+1) ir vesela skaitla k-ta (k>1) pakape. Ta ka
LKD(n, n—1) =1 un LKD(n, n+1) =1, tad LKD (n, (n~1)(n +1))=1. Tas nozimé, ka
arl skaitliem n un (n—1)(n+1)=n® -1 ari jabiit veselu skaitlu k-tajam pakapém.
Tatad n=my un n?—1=m¥, no ka seko, ka m§ =(m)¥ -1 jeb (M)* —mk =1.
Divu pozitivu k-tas kartas skaitlu starpiba nevar bt 1, ja k >1. Tatad k =1.
A.BW.17. Ar d(n) apzimésim skaitla n pozitivo dalitaju skaitu. Atrast visus skaitlu
trijniekus (n,k, p), kur n un k ir veseli pozitivi skaitli un p ir pirmskaitlis, kam
izpildas
nd™ _1= pk.

Tevérojam, ka skaitlis ™ vienmér ir naturila skaitla kvadrats:

e ja d(n) ir para skaitlis, tad n™ =n% = (n*)?;

e ja d(n) ir nepara, tad n noteikti ir kvadrats, kas nozimg, ka n’™ ari ir
kvadrats.
Apzimgjam n®™ =m? m> 0. Tad no dotas vienadibas iegiistam

m? —1=p*;
(m+1)(m-1) = p“.

Ja m=1, tad vienadojumam 0= p* (lidz ar to ar dotajam vienadojumam) nav
atrisinajuma.
Ja m=2, tad iegiistam (n, Kk, p) =(2,1,3).
Ja m>2, tad iegistam m—-1>1 un m+1>1. Taka gan m—1, gan m+1 ir skaitla
pk dalttaji, abi dalas ar skaitli p. Vieniga iespgair m—1=2, m+1=4 un p=2,
jo skaitltu m-1 un m+1 vienigais kopigais reizinatajs ir 2. Tatad m=3,
n™ =m? =9, un otrs atrisinajums ir (n, Kk, p) = (3,3, 2).
Tatad meklétie skaitlu trijnieki ir (n,k, p) =(2,1,3) un (n,k, p)=(3,3,2).

A.BW.18. Atrast visus tadus veselu skaitlu trijniekus (a,b,c), kas apmierina

viendadojumu:

a® +b? +¢? =20122012.
Vispirms apskatam doto vienadojumu péc modula 4. Ta ka skaitlu kvadrati péc
modula 4 var but kongruenti tikai ar 0 (ja skaitlis ir para) vai 1 (ja skaitlis ir nepara),
un 20122012 dalas ar 4, tad varam secinat, ka skaitli @, b un c ir para skaitli.
levietojot dotaja vienadojuma a =2a,, b =2b,, ¢ =2c,, ieglistam vienadojumu:

4al +4b? +4c? =20122012;

a’ +bf +¢ =5030503.
Iegtito vienadojumu apskatam p&c modula 8. Vienadojuma laba puse ir kongruenta ar
7 péc modula 8, bet kreisaja pusé esosSie kvadrati péc modula 8 var but kongruenti

tikai ar 0, 1 un 4. Tatad vienadojuma kreisa puse nekad nebiis kongruenta ar 7.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.
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A.BW.19. Pieradit, ka n" +(n+1)"" ir salikts skaitlis bezgaligi daudzam naturalam
skaitla n vertibam.

Pieradisim, ka jebkuram naturalam skaitlim n, kam izpildas n=4 (mod 6),

izteiksme n" + (n+1)"" dalas ar 3 un tatad ir salikts skaitlis.

Apskatam tadus n, kam izpildas n =4 (mod 6). Sadiem n izpildas arf n=1(mod3)

un n ir para skaitlis. No ta izriet, ka doto izteiksmi p&c modula 3 varam parveidot
n"+Mn+)"™ =1" +2" =1+ 2" (mod3).

Tevérojam, ka pakape n+1 ir nepara, tatad 2"

modula 3 klaist par

=2 (mod3) un dota izteiksme péc

n"+(n+1)" =1+2=0(mod3),
kas ar1 bija japierada.
A.BW.20. Atrast visus vienadojuma 2X° +Yy' =11 atrisindjumus veselos skaitlos.

Pieradisim, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos skaitlos.
Sestas pakapes skaitli péc modula 43 ir kongruenti tikai ar 0, 1, 4, 11, 16, 21, 35 vai
41, bet septitas pakapes skaitli - ar 0, 1, 6, 7, 36, 37 vai 42. Tos ieliekot vienadojuma
2x® =11—y’ katras puses izteiksmé, iegiistam

2x° (mod 43) € {0, 2,8, 22,27,32,39, 42},

11—y’ (mod43) € {4,5,10,11,12,17,18}.
Ta ka $sim kopam nav kopigu elementu, tad nevar pastavét vienadiba 2x°® =11- i
Tatad dotajam vienadojumam nav atrisindjuma veselos skaitlos.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti 5 grupas: algebra, geometrija,
skaitlu teorija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no §Tm grupam sadalita vel sikakas apaksSgrupas.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém. Ta
ka izstradne paredzeta 9. — 12. klaSu skoléniem, tad metodes izvéle atkariga no skoléna
vecuma un taja bridi vinam pieejamam zinaSanam.

ALGEBRA
Funkcijas, virknes: S.9.1, S.11.1., S.12.3., V.9.3, V.10.3,, V.10.4., V.12.3,, A.9.4.,
A.11.3., A.12.4.,VP.3.,, AB.2., AB.4., BW.1.

Nevienadibas, nevienadibu sistemas: S.9.5., S.12.1., N.9.4., N.10.1., N.11.1., N.12.1.,
N.12.4., A.11.3., VP.1.,, AB.1., AB.5., BW.2.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko: N.12.4., V.10.1., V.11.4.,
VP.1., AB.11., BW.12.

Funkcionalvienadojumi, funkcionalnevienadibas: VP.4., AB.3., BW.5.

Vienadojumi, vienadojumu sistémas: S.9.5., S.10.1.,, N.10.3., V.11.3, V.12.2,,
A.10.1., A.12.1.,, AB.7., BW.3.,, BW 4.

Parveidojumi: S.9.1., S.10.1.
Polinomi: N.11.4., AB.4., BW 4.
Matematiska indukcija: V.9.3., V.12.3., AB.2.

GEOMETRIJA

Ar rinka Imiju saistiti lenki: S.11.2., N.10.2,, N.11.2,, V.10.2.,, V.12.1.,, A.10.2,,
A.12.2.,VP.2., AB.12., BW.14., BW.15.

Ar rinka liniju saistitas Iinijas: S.11.2., A.11.2., BW.15.

Sakaribas trijstaros: S.9.2., N.10.2., N.11.5., V.9.2, V.10.2, V.11.2,, V.121,,
A.10.2., A.12.2., A.125., AB.12., AB.13., AB.15., BW.11., BW.12., BW.13.

Laukumi: S.10.2., S.12.2,, N.9.2, N.12.4,, V.11.3,, V.114, A9.1.,, A9.5, AB.11,
AB.14., BW.13.

Lidziba: N.12.2., A.12.2., AB.15.
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SKAITLU TEORIJA
Atlikumi, kongruences: S.10.3., S.11.3,, S.12.3,, N.12.3,, V.10.4., V.12.4., A.12.3,,
AB.16., BW.7., BW.10., BW.18., BW.19., BW.20.

Pirmskaitli, sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: S.9.3., A.10.5., A.11.3., AB.17,,
AB.20., BW.10.

Dalamibas ipasibas un pazimes: S5.10.4., V.11.1., V.124., A.11.1., AB.19., BW.17.

Vienadojumi veselos skaitlos: S.10.1., N.9.3., N.11.1,, V.10.1., A.12.3.,, AB.18,,
BW.16., BW.18., BW.20.

Skaitla pieraksts: S.10.4., N.9.1.,, N.10.4,, V.9.1., A.9.3,, AB.19.

KOMBINATORIKA

Dirihlé princips: S.10.5., N.9.5., N.10.5., A.10.4,,
Invariantu metode, krasosana: S.9.4., V.12.5., AB.9., BW.9.
Skaitisana: S.10.5., S.12.5., N.10.4., V.9.4., AB.6., BW.7.
Gadijumu parlase: S.11.4., V.94, A9.2,, VP.5.
Matematiska indukeija: N.12.5., V.11.5.

Figiiru sagrieSana: VV.9.5., A.10.3,, AB.9.

Grafi: A.11.4., AB.8., AB.10., BW.8.

ALGORITMIKA

Algoritma izstrade: S.11.5., S.12.4.,, N.11.3.,, V.10.5.,, A.10.4., A.11.4., A.115,
A.12.5.,VP.3., VP.5., BW.6., BW.10.

Algoritma analize: A.10.5.
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SERIJA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. Andzans,  B. Johannessons, L. Ramana,
F. Bjernsdottira, A. Cibulis

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo, bet
dvesele lielo islandieSu tautu.

Kops ta laika miisu tautu solidaritate izpaudusies daudzgjada zina. Viena no tas
izpausmém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un pulinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu s€riju par svarigakajiem
modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islande projekta galvenais atbalstitajs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais
ieguldijums.
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