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IEVADS

Matematikas olimpiazu pirmsakumi mekl&jami 1894. gada Ungarija, kur oktobrT tika rikotas
sacensibas iepriek§gja gada gimnaziju absolventiem. Sajas sacensibas vargja lietot jebkuru
literatiiru, Iidz ar to tas bija citadakas neka misdienu olimpiades. Matematikas olimpiades
misdienu izpratné aizsakas 1934. gada toreizéja Padomju Savieniba, Leningrada. Olimpiazu
sistéma pakapeniski auga, un patlaban ta aptver lielako dalu pasaules valstu.

Matematikas olimpiades paplasina skolénu redzesloku un rosina skolénus domat par
matematikas zinatnes ttmam. Tas dod iesp&ju satikties skoléniem ar lidzigdm interes€m un rada
sacensibu garu, kas ir lielisks stimuls lieliem sasniegumiem. Matematikas olimpiazu uzdevumi
attista abstrakto domasanu, prasmi pieradit un rada nepiecieSamibu péc pieradijuma. TieSi maku
pieradit ka galveno guvumu no Latvijas matematikas olimpiadém ir piemin&jusi Sobrid
pasaulslaveni latvieSu zinatnieki. Olimpiades sniedz skoléniem ne tikai jaunas zinasanas, bet ari
veido cilvéka personibu un darba kulttiru, radinot skolénus logiski sakartot savas domas un
darboties secigi.

Lai veiksmigi piedalitos olimpiades, skoléniem ir nepiecieSams tam pienacigi sagatavoties,
ieguldot gan laiku, gan darbu. Pirmkart, nepiecieSams sistematisks darbs matematikas stundas
skola, apgustot matematikas pamatzinaSanas un izmantojot tas dazadu uzdevumu risinasana. Tur
skoléni iegiist vispargju priekSstatu par matematiku. Otrkart, loti noderigs ir arpusstundu darbs gan
skola (fakultativas nodarbibas un pulcini matematika), gan arpus skolas (daliba dazados
matematikas konkursos, olimpiad€s, nodarbibas, kursos u.c.). Art Timekli atrodams bagatigs
macibu materialu un uzdevumu klasts. To varat sakt parlikot ar http://nms.lu.lv .

Sens un parbaudits lidzeklis dazadu zinasanu apguvé ir gramata. ST gramata ir paredzéta ka
paligs vidusskolas skoléniem, lai gatavotos olimpiadém, un skolotajiem, lai veiksmigi organiz&tu
darbu ar skoléniem arpusstundu nodarbibas. Sada veida macibu lidzeklis kops 2005./2006. macibu
gada tiek izdots katru gadu. Lai gan dazadu gadu uzdevumu krajumu autori ir mainijusies, $ajos
uzdevumu krajumos iesp&ju robezas ir saglabats profesora Agna Andzana iedibinatais formats.

Saja uzdevumu krajuma ir apskatitas $adas matematikas olimpiades, kuras 2013./2014. un
2014./2015. macibu gada bija iesp&ja piedalities Latvijas 9. — 12. klasu skoléniem:

o Valsts matematikas olimpiades 1. posms jeb Izglitibas iestades (Sagatavosanas) olimpidde.
Notiek kops 1987./1988. macibu gada, tas rikoSanas ideja pieder Rigas 25. vidusskolas
matematikas skolotajai Annai Gustavai. ST olimpiade ir lielisks veids, ka skoléniem iesakt
jauno olimpiazu gadu. Lai gan katrai skolai novembra vida tiek nosititi $is ieteicamie
olimpiades uzdevumu komplekti, tomér tikai no matematikas skolotajiem ir atkarigs, vai vini
sava skola organiz€ So olimpiadi un kadus uzdevumus piedava skoléniem. Parasti §is
olimpiades labakos risinatajus katra skola izvirza dalibai Novada olimpiadg.

o Valsts matematikas olimpidades 2. posms jeb Novada (agrak — Rajona) olimpiade. Notiek kop$
XX gadsimta piecdesmitajiem gadiem. Kop$ 1987./1988. macibu gada ta tiek rikota,
sadarbojoties Latvijas Republikas Izglitibas un Zinatnes ministrijai (LR IZM) un Latvijas
Universitates A. Liepas Neklatienes Matematikas skolai (LU A. Liepas NMS). Novada
olimpiade notiek novada/novadu apvienibas/pilsétas méroga. Sis olimpiades laureati tiek
izvirziti dalibai Valsts olimpiades 3. posma, ka to paredz Latvijas Valsts matematikas
olimpiazu nolikums.

o Valsts matematikas olimpiades 3. posms jeb Valsts olimpiade 9. — 12. (agrak 8. — 11.) klasém,
tapat ka Novada olimpiade, notiek kop§ XX gadsimta piecdesmitajiem gadiem un kop$
1987./1988. macibu gada ta tiek rikota, sadarbojoties LR IZM un LU A. Liepas NMS. Si
olimpiade parasti notiek divas dienas Rigas Valsts 1. gimnazija. Uz otras dienas sacensibam
tiek aicinati tikai pirmas dienas labakie risinataji, lai sacenstos par iekltiSanu Latvijas valsts
komanda dalibai Starptautiskaja matematikas olimpiade.
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o Atklata matematikas olimpiade notiek kops 1974. gada. Taja drikst piedalities jebkurs Latvijas
skoléns, kas noteiktaja termina piesaka savu dalibu. Atklato olimpiazu ideja izradiyjas tik
augliga un vilinosa, ka turpmakajos gados Iidzigas olimpiades saka rikot citas nozargs, ka citas
valstis. Atklato matematikas olimpiadi riko LU A. Liepas NMS. Katru gadu ap 3000 skolénu
piedalas $aja olimpiadg, kas ir lielakais $ada veida pasakums Latvija. Kops 2014./2015. gada
olimpiade vienlaicigi notiek tris pilsétas: Riga, Daugavpilt un Liepaja.

o Starptautiskas komandu sacensibas matematika ,, Baltic Way” savu nosaukumu ieguvusi no
masu demonstracijas, kas notika 1989. gada augusta. Sis sacensibas pirmo reizi notika
1990. gada Riga un taja sakotngji piedalijas tikai Baltijas valstis. Tagad sacensibas piedalas
visas valstis ap Baltijas jiru un Islande (valsts, kura notiek sacensibas, var ipa$i uzaicinat
piedalities vél kadu valsti). Katra valsts §$Tm sacensibam izvirza piecu skolénu komandu, kurai
sacensibu diena 4,5 stundu laika kopigi jaatrisina 20 uzdevumi.

Saja uzdevumu krajuma apkopoti un izvérsti aprakstiti 2013./2014. un 2014./2015. macibu
gada matematikas olimpiazu uzdevumi un atrisinajumi, ka ar7 ieklauta nodala “Teorija” un
,Jeteikumi”. Sajas nodalas skoléni var apgiit teorétisko materialu un smelties idejas uzdevuma
risinasana, ja neizdodas uzdevumu atrisinat patstavigi. Skolotaji ieteikumus var izmantot, lai
virzitu skolénu risindjumu uz gramata doto atrisinajumu. Lai sasniegtu labaku rezultatu, iesakam
skoléniem vispirms censties atrisinat uzdevumu pasu spekiem vai risinat to kopa ar draugiem un
tikai tad mekl&t palidzibu ieteikumos vai atrisinajumos.

Gramata apskatito uzdevumu atrisinaSanai bieZi nepiecieSami nevis sarezgiti matematiski
parveidojumi, bet prasme saskatit uzdevumiem raksturigu ipatnibu, no kuras ar logiskiem vai
kombinatoriskiem spriedumiem var iegtit pilnigu atrisindjumu. Daudzus nestandarta uzdevumus
var atrisinat, izmantojot tikai visparigus spriesanas panémienus, tacu uzdevumu atrisinajumiem ir
jabiit pilnigiem un skaidri pierakstitiem. Gramata visiem uzdevumiem dots izversts un pilnigs
atrisinajums, lai skoléniem butu priekSstats par pareizu uzdevuma atrisinagjuma pierakstu.
Lielakajam skaitam uzdevumu ir iesp&jami vairaki, butiski atSkirigi, pareizi atrisinajumi. Biezi
vien pat atrisinajumu idejas var but radikali atSkirigas. Tap€c doto atrisinajumu nevajag uztvert
ka vienigo iesp&jamo un nevajag nebaidities meklet jaunus celus 11dz pilnam risindjumam.

Veltiet laiku ne tikai uzdevumu risinasanai, siki pierakstot atrisinajumus, bet art atrisinajumu
salidzinasanai ar gramata piedavatajiem. Tie var saturét jaunas, Jums agrak nezinamas idejas, un,
tos lasot, var atklaties nepilnibas Jusu patstavigi veiktajos spriedumos. Ja ta notiek un
atrisinajumos tiek izmantoti kadi nezinami panémieni, iesakam apgtt Sos panémienus, lai varétu
izmantot tos turpmak.

Ceram, ka $1 gramata attistis Jisu radoSumu un risinaSanas gaita iegtitas zinasanas un pieredze
palidzes izvirzit un veiksmigi sasniegt savus mérkus!

Autori



TEORIJA
INVARIANTU METODE

TEORIJA NOVADA OLIMPIADEI
Ar vardiem invarianta Ipasiba apzimé 1pasibu, kas kada procesa saglabajas, nemainas.
Par invariantiem lielumiem sauc tadus lielumus, kuri kada procesa ir nemainigi.

Piem@ram, masinas braukSanas atrums visa cela posma nav nemainigs lielums, jo, uzsakot
braucienu, tas atrums ir nulle, bet kaut kada cela posma tas ir nemainigs, t.i., invariants.
Stipojoties $iipolés, attdlums no §apolém lidz stienim, uz kura $ipoles ir pakartas, ir invariants
lielums, bet attalums no Stpolém lidz Stpolu balstiem nav invariants lielums.

INVARIANTU METODES BUTIBA

Ir uzdevumi, kuros ir prasits noskaidrot, vai, izpildot noteiktas darbibas, var iegiit prasito rezultatu.
Ja atbilde ir “NE”, tad pieradijuma var méginat lietot invariantu metodi. Uzdevuma risinajuma
var vadities péc $ada plana:

Jaatrod piemérota ipasiba, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, t.i., saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;
3) nepiemit tam lielumam, kas jaieguist galarezultata.

Par invarianto Ipasibu var izmantot, piem&ram, elementu skaitu, summu, starpibu, reizinajumu,
paritati (but para vai nepara skaitlim), dalamibu ar 3, dalamibu ar 4, periodiskumu.

PARITATE
Uzdevumu risinasanas pamata ir viens apsvérums — “biit para vai nepara skaitlim”.

1. uzdevums. Kvadrats sastav no 4x4 riitinam. Cetras riitinas nokrasotas melnas ta, ka katra
rindina un katra kolonna ir tieSi viena melna riitina. Viena gajiena atlauts izvéleties vienu rindinu
vai vienu kolonnu un mainit taja krasojumu uz pretéjo — melnas riitinas parkrasot baltas, bet baltas
—melnas. Vai var gadities, ka kvadrata paliek tie$i 3 melnas riitinas?

Atrisinajums

Uzdevuma risinajuma gan rindinas, gan kolonnas sauksim par linijam. Pienemsim, ka kada gajiena
tiek izmainits ratinu krasojums linija t. Tabula apskatisim, ka gdjiena rezultata mainas melno
rutinu skaits [inija t un ar visa kvadrata. Apskatisim visus gadijumus, ka var izvietot melnas riitinas
uz Iinijas t:

Melno ritinu skaits | Melno ritinu skaits | Melno riitinu skaita
linjja t pirms gajiena | linijat péc gajiena | izmainas (starpiba)
4 0 -4
3 1 -2
2 2 0
1 3 +2
0 4 +4

Secinam, ka jebkura gajiena rezultata melno ritinu skaits kvadrata mainas par para skaitli. Ta ka
uzdevuma sakuma ir 4 melnas riitinas (para skaitlis), tad melno riitinu skaits nevar kliit vienads ar
3 (nepara skaitlis). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — melno riitinu skaits ir para skaitlis.
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2. uzdevums. Uz tafeles rinda uzrakstiti skaitli 1, 2, 3, ..., 2014. Viena gajiena atlauts nodzest
jebkurus divus blakus esosSus skaitlus un to vieta uzrakstit So skaitlu starpibu. Vai iesp&jams, ka,
veicot atlautos gajienus, uz tafeles paliek tikai viens vienigs skaitlis 0?
Atrisinajums
Izmantojot aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam uz tafeles uzrakstito
skaitlu summu:

142434, 42014= (1+2014)-2014 _ 2015-2014

2

=2015-1007.

ST summa ir nepara skaitlis.

Ja tiek nodzgsti divi blakus esosi skaitli a un b, a>b, un to vieta uzrakstita o skaitlu starpiba

a—Db, tad uz tafeles uzrakstito skaitlu summa samazinas par
(a+b)—(a—b)=a+b—-a+b=2b,t 1, par para skaitli.

Ja visu sakuma doto skaitlu summa ir NEPARA skaitlis, bet, nodze3ot divus blakus esosus skaitlus,

uz tafeles uzrakstito skaitlu summa samazinas par para skaitli, tad, katrreiz atnemot no nepara

skaitla para skaitli, iegisim NEPARA skaitli. Lidz ar to skaitli 0 nevar iegt, jo nulle ir para

skaitlis. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS - skaitlu summa ir nepara skaitlis.

3. uzdevums. Uz displeja ekrana uzrakstita burtu virkne XXOXOO. Burtu grupu XO var aizstat
ar OOXXOO, bet burtu grupu OOX var aizstat ar burtu X. Vai, izpildot §adas operacijas, var iegiit
burtu virkni OXOXOXOX0OXOX0X0?

Atrisinajums

Aplikosim burtu X un burtu O skaita starpibu.

Sakuma virkn@ §1 burtu skaita starpiba ir nulle, bet beigu virkné ta ir (-1).

Izdarot pirma veida aizvietoSanu, §T starpiba samazinas par 2, bet, izdarot otra veida aizvietosanu,
ta palielinas par 2 (skat. tabulu).

X skaits | Oskaits | XunO | Xskaits | Oskaits | XunO Starpibas
skaita skaita izmainas
starpiba starpiba
XO—-00XXO0O 1 1 0 2 4 -2 -2
00X—X 1 2 -1 1 0 1 +2

Redzam, ka ar katru pielaujamo operaciju starpiba starp burtu O skaitu un burtu X skaitu mainas
par para skaitli. Ta ka sakotngja burtu virkng §1 starpiba ir nulle (para skaitlis), tad ta nevar beigu
virkné kluit vienada ar nepara skaitli (—1). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — X un O skaita starpiba virknés, ko var iegiit uz ekrana, ir para skaitlis.

DALAMIBA UN SPECIFISKAS ATLIKUMU VERTIBAS

DazZreiz par invarianto ipasibu var izvél&ties, pieméram, ipasibu “dalities ar 3”, “dalot ar 3, dot
atlikumu 17, “dalot ar 3, dot atlikumu 27, “dalities ar 4” utt.

Dalamibas pazimes:
o skaitlis dalas ar 2 (vai 5), ja tas beidzas ar para ciparu (ar 0 vai 5);
o skaitlis dalas ar 3 (vai 9), ja ta ciparu summa dalas ar 3 (vai 9);
o skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu summas, kas
atrodas nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.
Atlikums, ko iegiist, dalot naturalu skaitli ar 3 (vai 9), ir vienads ar atlikumu, ko iegiist, dalot ar 3
(vai 9) &1 skaitla ciparu summu.



4. uzdevums. Ar naturalu skaitli drikst izdarit $adas operacijas:
a) reizinat ar 2;
b) dalit ar 2, ja skaitlis ir para skaitlis;
c) pierakstit gala to paSu skaitli (pieméram, ar So operaciju no skaitla 2015 var iegiit skaitli
20152015).
Vai ar §STm operacijam, izdarot tas vairakas reizes, no skaitla 24 var iegtt skaitli 2015?
Atrisinajums
Izpetisim vispirms abus skaitlus: doto un to, kuru jaiegiist. Skaitlim 24 izpildas 1pasiba “dalas ar
3”, bet skaitlim 2015 &1 1pasiba nepiemit.
Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar Saja uzdevuma
pielaujamajam operacijam, ar dalisies ar 3. Tiesam:
a) ja n dalas ar 3, tad ar7 2n dalas ar 3,
b) ja para skaitlis 2n dalas ar 3, tad n dalas ar 3,
¢) apgalvojums par treSo operaciju izriet no dalamibas pazimes ar 3. Ja skaitla N ciparu
summa dalas ar 3, tad arf jauniegita skaitla nn ciparu summa dalas ar 3, jo ta ir divreiz
liclaka neka sakotngja skaitla N ciparu summa. Tatad ari pats jauniegitais skaitlis nn
dalas ar 3.
Ta ka uzdevuma dotais skaitlis 24 dalas ar 3, tad arT skaitli, kurus var iegtt no 24, dalas ar 3. Bet
skaitlis 2015 ar 3 nedalas, tatad ar uzdevuma dotajam operacijam skaitli 2015 nevarés iegut.
Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS - visi iegiitie skaitli dalas ar 3.

5. uzdevums. Uz tafeles ir uzrakstiti cipari 2, 3, 4, 5. Atlauts izvél&ties daZus no tiem un sastadit

no tiem skaitli A. P&c tam skaitli A reizina ar 13, un ciparus, kurus iegiist reizinasanas rezultata,

uzraksta uz tafeles izvéléto ciparu vieta. (Pieméram, izv€loties ciparus 2, 3, 4, varam no tiem

sastadit skaitli A =324 un iegit skaitli 13- A=13-324=4212, pie tam cipars 2 tiek ieglts divas

reizes. Tagad uz tafeles ir uzrakstiti cipari 1, 2, 2, 4, 5).

Vai ar aprakstito operaciju palidzibu var panakt, ka uz tafeles biis uzrakstiti cipari:
2,2,3,3,4,4,5/5/6,6,7,77

Atrisinajums

Izmantosim, ka naturals skaitlis, dalot to ar 3, dod tadu paSu atlikumu, kadu dod §7 skaitla ciparu

summa, dalot to ar 3.

Ja vienas operacijas izpildes sakuma izv€l€to ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu r, tad tadu

pasu atlikumu r dod ari no Siem cipariem izveidotais skaitlis A. Ta ka 13A= A+12A, un 12A

dalas ar 3, tad tadu pasu atlikumu r, dalot ar 3, dod arT jauniegitais skaitlis 13A; tatad tadu pasu

atlikumu r, dalot ar 3, dod arT to ciparu summa, kurus operacijas izpildes beigas uzraksta uz tafeles

sakuma izveleto ciparu vieta. Tatad operacijas izpildes gaita nemainas uz tafeles uzrakstito ciparu

summas atlikums, dalot to ar 3.

Ieverosim, ka sakuma uzrakstito ciparu summa ir 14, un ta dod atlikumu 2, dalot ar 3. Tatad visam

ciparu virkné€m, kas paradas uz tafeles, ir atlikums 2, dalot to summu ar 3.

Bet galarezultata prasitas virknes ciparu summa ir 2-(2+3+4+5+6+7)=2-27=54; ta dod

atlikumu 0, dalot ar 3.

Tatad prasito ciparu virkni nevar iegiit. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — uz tafeles esoSo ciparu summa, dalot to ar 3, dod atlikumu 2.



PERIODISKUMS

6. uzdevums. Bezgaligu skaitlu virkni 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1;4; 5, 9; 4, 3, 7, 0, 7; 7; ... veido péc $ada
likuma: pirmie divi skaitli ir 1 un 2, bet katrs nakamais skaitlis, sakot ar treSo, ir divu ieprieks€jo
skaitlu summas pedgjais cipars. Vai $aja skaitlu virkn€ kaut kur blakus atrodas skaitli 2 un 4?
Atrisinajums

Para skaitlus apzimésim ar p, bet nepara skaitlus —ar n.

levérojam, ka n+n=n, n+p=n, p+n=n, p+p=p.

Ta ka virknes loceklus nosaka divu ieprieksgjo skaitlu summas pédg€jais cipars, tad ta veidojas
sadi: n; p; n; n; p; n; n; p; n; N; p;N; ...

Saja virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n). Virkné nekur blakus neatrodas divi para skaitli,
tatad Saja virkn€ nekur blakus neatradisies skaitli 2 un 4. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS - virkng periodiski atkartojas grupa (n; p; n).

SAREZGITAKI INVARIANTI

7. uzdevums. Rinda uzrakstiti 2015 vieninieki. Atlauts nodzgest jebkurus divus uzrakstitus skaitlus

a+b

a un b un to vieta uzrakstit vienu jaunu skaitli . Ta turpina, kamér paliek uzrakstits viens

skaitlis. Vai var gadities, ka tas ir mazaks neka 0,0001?

Atrisinajums
Pienemsim, ka tick nodz&sti skaitli a un b un to vieta uzrakstits skaitlis a+b .
Pieradisim, ka 1 +% > 1 B (1), t. i., katra gajiena rezultata visu uzrakstito skaitlu apgriezto
a a+
4

lielumu summa nepalielinas.
Veicot ekvivalentus parveidojumus, pakapeniski iegtstam:
4
a+b, —  (a+b)?>4ab = a’+2ab+b’>4ab =
ab a+b

= a’-2ab+b*>0 = (a—b)*>0.
P&dgja nevienadiba ir patiesa, jo izteiksmes kvadrats vienmér ir nenegativs. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ar nevienadiba (1) ir patiesa.

Sakuma visu uzrakstito skaitlu apgriezto lielumu summa ir 2015- % = 2015; tatad ar1 beigas ta nav

lielaka ka 2015. Ja beigas palikuSo vienigo skaitli apzim&jam ar X, tad §1 summa ir l; tapec
X

i <2015un x> > L =0,0001 Tatad beigas uz tafeles uzrakstitais skaitlis nevar bt
X 2015 10000

mazaks neka 0,0001. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — visu ierakstito skaitlu apgriezto lielumu summa vienmer lielaka vai vienada
ar 2015.
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PAR KADU BIEZI SASTOPAMU KLUDU

Gadijumos, kad zinams, ka kada ipasiba piemit sakotn€jam lielumam, saglabajas izpildamo
gajienu rezultata un piemit ar1 beigas vajadzigajam rezultatam, tad $1 informacija vien vél nelauj
secinat, vai vajadzigais beigu rezultats iegiistams no sakotng&ja lieluma, izpildot pielautos gajienus.
Tados gadijumos uzdevuma risinasanai jameklg citi celi — varbiit citi invarianti, varbat veids, ka
iegiit vajadzigo galarezultatu, u.t.t.
Ja izdodas atrast Ipasibu, kas

1) piemit sakuma dotajiem liclumiem,

2) ir invarianta, t.i., saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

3) piemit tiem lielumiem, kuri jaiegiist galarezultata,
tad no ta vien vél nevar secinat, ka galarezultata vajadzigos liclumus tie$am var€s iegit.

8. uzdevums. Uz tafeles uzrakstits skaitlis 2016. Ar vienu gajienu tam var vai nu pieskaitit 12, vai
atnemt 18. Vai, daudzkart izdarot §adus gajienus, var iegit skaitli 1000?

Kurs no risinajumiem ir pareizs?

JaniSa risinajums. Sakuma dotais skaitlis ir para skaitlis. Gan 12, gan 18 arf ir para skaitli. Para
skaitlim pieskaitot vai no ta atnemot para skaitli, iegtist para skaitli. Tatad uz tafeles visu laiku
paradisies tikai para skaitli. Ar1 beigas ieglistamais skaitlis 1000 ir para skaitlis. Tatad to var iegiit
ar noraditajam darbibam.

Peterisa risinajums. Sakuma dotais skaitlis dalas ar 3. Gan 12, gan 18 art dalas ar 3. Ja skaitlim,
kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, tad atkal iegust skaitli, kas dalas
ar 3. Tatad uz tafeles visu laiku paradisies tikai tadi skaitli, kas dalas ar tr1s. Bet beigas ieglistamais
skaitlis 1000 ar 3 nedalas. Tatad to nevar iegit ar noraditajam darbibam.

Peterisa spriedums ir pareizs, bet JaniSa spriedums ir kludains.

Janitis sava risinajuma koncentrgjas uz ipasibu “biit para skaitlim”. Vin$ atzimégjis, ka §1 1pasiba
piemit gan visiem skaitliem, kurus var iegiit, gan ar1 skaitlim 1000, par kura iegiiSanas iesp&jam
jautats uzdevuma. Tatad Janitis konstatgjis, ka ar skaitla paritati saistiti apsvérumi netrauce skaitla
1000 iegiiSanai. Bet no ta vél neizriet, ka 1000 iegtiSanai netraucé nekadi citi apsvérumi! Gluzi
otradi, ka to sava risinajuma atradis P&teritis, dalamiba ar 3 ir apsveérums, kas parada, ka 1000 ar
atlautajiem gajieniem nevar iegtt.

Situacija ir apmeram tada pati, kada rastos, ja Janitim un P&teritim biitu uzdots noskaidrot, vai
celinu cauri dzungliem no Mumbo ciema uz Tumbo ciemu neapdraud nekadas briesmas. Janitis,
kimiski analizgjot gaisa sastavu, nekluidigi noskaidro, ka celina tuvuma nav neviena lauvas, un no
ta secina, ka var drosi doties cela. Turpreti Péteritis koncentr€jas uz jaguaru mekleésanu un konstatg,
ka 10 metrus no celina gul vesela jaguaru saime. Kura zéna secinajums ir pareizs, varat saprast
pasi.
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TEORIJA ATKLATAJAI MATEMATIKAS OLIMPIADEI
INVARIANTU METODE — KRASOSANA

Invariantu metodi var izmantot ari uzdevumos par figiru sagrieSanu vai salik§anu. Sados
gadijumos biezi tiek izmantota iekrasoSana.

Pats galvenais $ada tipa uzdevumos ir atrast tadu iekrasoSanas veidu, lai rastos pretruna — iekrasoto
rutinu skaits lielaja figtira atSkirtos no kopgja iekrasoto riitinu skaita mazajas figiiras.

Ritinas var iekrasot dazadi. Visbiezak tiek lietota iekrasoSana ka Saha galdinam, tacu rutinas péc
nepiecieSamibas var iekrasot ari, pieméram, joslas, diagonalés vai vispar atrast kadu citu
iekrasosanas veidu.

1. piemérs. Vai taisnstiri ar izmériem a) 5x6, b) 4x8, ¢) 4x11 ritinas var noklat ar 1. att. dotajam
figiram? Taisnstirim jabut pilniba noklatam. Figiiras nedrikst iziet arpus taisnstiira, figiiras
nedrikst parklaties, figiiras drikst pagriezt.

1. att.

Atrisinajums

a) Ng, nevar. levérojam, ka katra maza figlira satur 4 riitinas. Dotaja 5x6 ritinu taisnstiiri kopa ir
30 rutinas. Ta ka 30 nedalas ar 4, tad taisnsttri nevar noklat.

b) Ja, var, skat. 2. att.

C) Ng, nevar. Taisnsttri kopa ir 44 ritinas, bet viena figiira ir 4 rutinas. Tatad, ja uzdevuma prasibas
var€tu izpildit, taisnstiiris butu noklats ar tiesi 11 figiram. Izkrasosim taisnstiiri Saha galdina veida
(skat. 3. att.); pavisam melna krasa ir nokrasotas 22 (para skaits) riitinas. Lai ka arf $aja taisnstari
tiktu novietota dota figtra, ta noklas vai nu tiesi vienu melnu riitinu, vai tiesi 3 melnas ritinas
(skat. 4. att.), tatad nepara skaita melnas ritinas. Tapéc ari 11 (nepara skaitlis) Sadas figtiras kopa
var noklat tikai nepara skaita melnas riitinas. Ta ka nepara skaitlis nevar biit vienads ar para skaitli
— melno rutinu skaitu visa taisnstiirt, tad taisnstiiri pilniba parklat nevar.

2. att. 3. att. 4, att.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,,Vai var...?”, ,,Vai iespgjams...?” un atbilde ir
e JA”, tad risinajuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e _NE”, tad ar dazu atsevisku pieméru apskatiSanu, kuros neizdodas panakt v€&lamo,
nepietiek, bet ir vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka
tieSam nekada gadijuma prasito nebils iespgjams iegiit.
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2. piemérs. Vai kvadratu ar izm@riem 6 x 6 ritinas var parklat ar 18 domino kauliniem ta, lai 13
kaulini atrastos horizontali, bet 5 — vertikali? Katrs kaulin$ parklaj tiesi 2 ritinas, kaulini nedrikst
parklaties.

Atrisinajums

NE, prasito nevar izdarit. Iekrasosim doto kvadratu joslas (skat. 5. att.). Tad kvadrata ir 18 melnas
un 18 baltas riitinas.

5. att. 6. att. 7. att.

Vispirms izvietosim 5 vertikalos kaulinus. Lai kur katru no tiem novietotu, vienmer tiks noklatas
divas blakus rindu riitinas, tatad viena melna, viena balta (skat. 6. att.). P&c piecu vertikalo kaulinu
novieto$anas bis noklatas 5 melnas un 5 baltas riitinas. Nenoklatas paliek 13 melnas un 13 baltas
ratinas. Ar vienu horizontalu kaulinu var noklat vai nu 2 baltas, vai 2 melnas ritinas, tas ir, para
skaita melnas vai para skaita baltas (skat. 7. att.). Tatad ar 13 horizontalajiem kauliniem var noklat
tikai para skaita melnas un para skaita baltas riitinas. Iegiita pretruna, jo pe&c vertikalo kaulinu
novietoSanas vél ir janoklaj nepara skaits melnas un nepara skaits baltas ritinas.

3. piemérs. Kadu lielako skaitu 8. att. doto figiiru var izgriezt no 9. att. dotas figtiras? Griezuma
linijam jaiet pa rutinu malam, 8. att. figiira var bt pagriezta vai apgriezta spogulattéla.

8. att. 9. att.
Atrisinajums
Lielakais figtiru skaits, ko var izgriezt, ir 4, skat. 10. att.
Pieradisim, ka vairak figiru nevar izgriezt. Izkrasosim 9. att. figtiru ka Saha galdinu (skat. 11. att.).
Lai ka novietotu 8. att. figiiru, ta vienmér noklaj tiesi divas baltas un tiesi divas melnas riitinas
(skat. 12. att.). Ta ka 11. att. figlira satur tieSi devinas baltas riitinas, tad no tas var izgriezt ne
vairak ka Cetras figiiras, jo 9:2 =4, atl.1.

10. att. 11. att. 12. att.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,,Kads ir lielakais...?”, ,,Kads ir mazakais ...?”, tad uzdevuma
risinajumam jasastav no divam dalam:

1) atrast So vislielako (vismazako) vertibu un paradit piemeru,

2) pieradit, ka lielaka (mazaka) vertiba nevar but.
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4. piemérs. Vai kvadratu ar izmériem 9 x 9 riitinas var noklat ar 26 figliram, kadas dotas 13. att.,
un vienu 14. att. doto figiiru? Kvadratam jabut pilniba noklatam. Figtras nedrikst parklaties,
figtras drikst pagriezt.

L[ 1] |

13. att. 14. att.

Atrisinajums

NE, prasito nevar izdarit. Izkrasosim kvadratu tris krasas diagonalveida (skat. 15. att.) ta, lai
novietota 14. att. figiira saturétu tiesi divas vienas krasas riitinas. Nezaudgjot visparigumu, varam
pienemt, ka ta satur divas zilas un vienu sarkanu riitinu. Tada gadijuma nenoklatas paliek 25 zilas,
26 sarkanas un 27 baltas riitinas, jo kvadrata katras krasas riitinu skaits ir 27. Katra 13. att. figiira
noklaj vienu sarkanu, vienu zilu un vienu baltu riitinu. Ta ka nenoklataja dala dazado krasu riitinu
skaits nav vienads, tad ar 13. att. figliram to noklat nav iesp&jams.

15. att.

5. piemérs. Kadu lielako skaitu 16. att. doto figtiru var izgriezt no 17. att. dotas figiiras? Griezuma
linijam jaiet pa rutinu malam, 16. att. figira var biit pagriezta vai apgriezta spogulattéla.

16. att. 17. att.
Atrisinajums
Lielakais figtru skaits, ko var izgriezt, ir 9, skat. 18. att.
Pieradisim, ka vairak figliru nevar izgriezt. Izkrasosim 17. att. figiiru ka paradits 19. att. Lai ka
novietotu 16. att. figliru, ta parklas tiesi vienu iekrasoto rutinu. Ta ka ir tie$i devinas iekrasotas
riitinas, tad nevar izgriezt vairak ka 9 figiiras.

18. att. 19. att.
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6. piemérs. Regulars trijsturis ar malas garumu 5 sadalits 25 mazakos regularos trijstiiros ar malas
garumu 1 (skat. 20. att.). Kadu lielako skaitu rombu, kas izveidots no diviem mazajiem trijsttriem,
var izgriezt no dota trijstiira?

20. att.
Atrisinajums
Lielakais rombu skaits, ko var izgriezt, ir 10, skat. 21. att.
Pieradisim, ka vairak ka 10 rombus izgriezt nevar. Iekrasosim mazos trijsturus, ka paradits 22. att.
Ieverosim, ka katrs izgrieztais rombs satur vienu baltu un vienu melnu trijsturi. Ta ka melno
trijstiru skaits ir 10, tad vairak ka 10 rombus izgriezt nevar.

21. att. 22. att.

7. piemers. Vai kubu ar izmériem 6x6x6 vienibas kubini var salikt no 27 paral€lskaldnpiem, kuru
izméri ir 1x 2x 4 vienibas kubini?

Atrisinajums

NEg, nevar. Izkrasosim kubinus ta, ka paradits 23. att. Izkrasoto kubinu skaits ir 9-3=27. Katrs
paral€lskaldnis satur vai nu 0, vai 2 iekrasotos kubinus. Tas nozimé, ka dotie paral€lskaldni kopa
satur para skaita iekrasotos kubinus. Ta ka ir 27 (nepara skaitlis) iekrasotie kubini, tad uzdevuma
prasitais nav iesp&jams.
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23. att.
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TEORIJA GATAVOJOTIES LATVIJAS OLIMPIADEM

BIEZAK SASTOPAMIE UZDEVUMU VEIDI

“Atrast vismazako / vislielako vertibu” — $ada veida uzdevumu risinagjumam ir jasastav no
divam dalam:

1) atrast So vismazako / vislielako vértibu un uzradit pieméru;

2) pieradit, ka mazaka / liclaka vértiba nevar bit.

Loti biezi tiek aizmirsts tiesi par 2. dalu.
“Vai var ...?” — uz $ada veida jautajumiem var bit vai nu atbilde “ja”, vai atbilde “né&”.
Ja atbilde ir
e “ja”, pietiek uzradit vienu pieméru, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e “ne”, ar atsevisku piemé&ru apskatiSanu nepietiek, nepiecieSams pieradijums, kas balstas
uz visparigiem spriedumiem. Varbiit risinatajam vienkarsi nav paveicies uziet uzdevuma
prasito piemeru, bet tads tomer eksiste.

“Kads var bt ...?” — $ados uzdevumos nepietiek atrast vienu iesp&jamo atbildi — ir jaaplako Vvisi
iesp&jamie gadijumi un atbild€ jauzrada visas atrastas dazadas vertibas.

ALGEBRA

Saisinatas reizinasanas formulas:

a? —b?=(a—b)(a+b);
a®+ b3 = (a+b)(a?®Fab + b?);
a*—=b"=(a-b)(@" '+ a"? b+ -+ akb* 1K + .+ ab™ % 4+ pY);
(a+b+c)?=a?+b?+c?+2ab + 2ac + 2bc;
(a+b)"=Cla" + Cta™ b + -+ Cka™ *b*k + --- 4+ Cb™, no ka izriet
o (a+b)?=a%+2ab+b?
o (a+b)®=a34+3ab?+ 3ab? + b3.

Par reala skaitla @ moduli jeb absolito vértibu (apzimé |a|) sauc lielako no skaitliem a un —a.

Modula 1pasibas:
e |a|l=0;
e J|a—-bl=I|b—al
e la+b|<lal+|bl;
e la—b|=]al—|bl.

Par skaitla x veselo dalu (apzimé [x] ) sauc lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x, t. i., tadu
veselu skaitli m, kam < x < m + 1. Pieméram, [3] = 3, [2,8] = 2, [-1,5] = —2, [0,2] = 0.
Par skaitla x dalveida dalu (apzimé {x}) sauc skaitli x — [x]. Piem&ram, {1,3} = 0,3.

PoLINOMI

Par mainiga x n-tas pakapes polinomu sauc algebrisku izteiksmi
ApX™ + a1 X"+ agx + ay,
kur n — vesels nenegativs skaitlis, a,, ..., a;, ay — patvaligi skaitli (a,, # 0).

Bezii teoréma. Dalot polinomu P(x) ar binomu x — a, atlikuma iegist P(a), t. i., skaitli, kas ir
polinoma P vértiba pie x = a.

Algebras pamatteoréma. n-tas pakapes polinomam ir ne vairak ka n saknes.
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KVADRATTRINOMS UN KVADRATVIENADOJUMS

Polinomu, kuru var pierakstit forma ax? + bx + ¢, kur a, b un ¢ — reali nenulles skaitli, sauc par
kvadrattrinomu.
Par kvadratvienadojumu sauc vienadojumu ax? + bx + ¢ = 0, kur x ir mainigais, bet a, b, ¢ ir
reali skaitli (a # 0).
Kvadratvienadojuma saknu skaits ir atkarigs no diskriminanta D = b? — 4ac vértibas:

e D < 0 - vienadojumam nav realu saknu.

N o . . . b
e D = 0 - vienadojumam ir viena sakne jeb divas vienadas saknes x = — e
. T . -b+VD
e D > 0 - vienadojumam ir divas dazadas saknes x; , = v
b
. .ty =—o
Vjeta teoréma: kvadratvienadojuma saknes apmierina ©
X1 Xy = ;

Kvadrattrinomu var sadalit reizinatajos izmantojot formulu:
ax? +bx +c = alx —x)(x — xy),
kur x, un x, ir kvadrattrinoma saknes.

FUNKCIJAS

Funkciju f sauc par para funkciju, ja katram X no §is funkcijas definicijas apgabala ir pareiza
vienadiba f(—x) = f(x). Para funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba pret y asi.

Funkciju f sauc par nepara funkciju, ja katram x no §is funkcijas definicijas apgabala ir pareiza
vienadiba f(—x) = —f(x). Nepara funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba pret koordinatu
sistémas sakumpunktu, t. i., punktu (0; 0).

Funkciju sauc par augosu, ja katram divam argumenta vértibam x;, x,, kuram izpildas x; < x,,
ir speka nevienadiba f(x;) < f(x3).

Funkciju sauc par dilstosu, ja katram divam argumenta vértibam x;, X, kuram izpildas x; < x,,
ir speka nevienadiba f(x;) > f(x3).

Ja funkcija kada intervala ir tikai dilstosa vai tikai augosa, tad to sauc par monotonu funkciju.

Funkciju visparigas 1paSibas:
e jafunkcija f ir augosa, tad funkcija (—f) ir dilstosa;
divu augosu funkciju summa ir augosa funkcija;
para funkciju summa (reizinajums) ir para funkcija;
divu nepara funkciju reizinajums (dalijums) ir para funkcija;
para un nepara funkcijas reizinajums (dalfjums) ir nepara funkcija.

Funkcijas f grafika krustpunkti ar x asi ir vienadojuma f(x) = 0 saknes.
Funkciju f un g grafiku krustpunktu x keordinatas ir vienadojuma f(x) = g(x) saknes.

FUNKCIONALVIENADOJUMI

Funkcionalvienadojumi ir vienadojumi, kas ka mainigo satur nezinamo funkciju.
Risinasanas metodes:

e dazadu vertibu ievietoSana (pieméram, x = 0, x = 1, x = y = 0);
substitiiciju metode (jaieveéro sakotngjais definicijas apgabals);
ekvivalentu parveidojumu veikSana;
nenoteikto koeficientu metode.
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Elementaras funkcijas. Ja f ir nepartraukta funkcija, kas visiem x, y € R apmierina vienadibu:
o f(x+y)=f(x)+ f(y) (Kosivienadiba), tad f(x) = Cx, kur C = f(1) ir konstante;

fx+y)=f(x) - f(y),tad f(x) = C*, kur C — konstante;

fxy) = f(x) + f(y), tad f(x) = C In(x), kur C — konstante;

flxy) = f(x)- f(y), tad f(x) = x¢, kur C — konstante;

o f (xZﬂ) = w (Jensena vienadiba), tad f(x) = C;x + C,, kur C;, C, ir konstantes.

KLASISKAS NEVIENADIBAS

Reala skaitla (izteiksmes) kvadrats vienmér ir nenegativs: a® = 0.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko A>G:

a1+a2+"'+an

2 ?/al 'az * ...'an
. n
jeb

atay+ta,zn-Yacaz-..-a,
visiem pozitiviem skaitliem a;, i = 1,2, ..., n.
Secinajumi:
° % + S > 2 pozitiviem skaitliem a, b;
o x+ i > 2, ja x ir pozitivs skaitlis.

Sakariba starp videjo aritmétisko un videjo kvadratisko Q > A:

— )

af+a§+--~+a%>a1+a2+--~+an
n n

Sakariba starp vidéjo aritmetisko un vidéjo harmonisko A> H :
a1+a2+---+an> n
n -1 1 1’

o, T,

visiem pozitiviem skaitliem a;, i = 1,2, ..., n.
Piezime. Q> A>G>H .
KoS$1 nevienadiba:
Cef + 25 + -+ 2D OF +y5 + -+ y) Z (ays 20y + -+ Xyn)?,

Kur xq, X5, ..., Xp, Y1, Vo, -, Y It patvaligi skaitli.

PROGRESIJAS

Virkni, kura katru nakamo locekli iegiist iepriek§€jam pieskaitot vienu un to paSu skaitli, sauc par
aritmétisko progresiju. So skaitli sauc par aritmétiskas progresijas diferenci un apzimé ar d:
Ansq = A, + d.

Lai definétu aritmétisko progresiju, pietick noradit virknes pirmo locekli un diferenci. Lai
aprekinatu virknes n-to locekli, lieto formulu a,, = a; + (n — 1)d.

Aritmeétiskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina péc formulas S,, = La0n,

2

18



Virkni, kuras katru nakamo locekli iegiist, ieprieksgjo locekli reizinot ar vienu un to pasu nenulles
skaitli, sauc par geometrisko progresiju. So skaitli sauc par geometriskas progresijas kvocientu
0 bp+1 = bpn - q.

Lai definétu geometrisko progresiju, pietieck noradit virknes pirmo locekli un kvocientu. Lai
aprékinatu virknes n-to locekli, lieto formulu b, = b, - g™ L.

. L . bp-q—b
Geometriskas progresijas pirmo n loceklu summu aprékina péc formulas S, = %.
Ja|q| < 1, tad geometrisko progresiju sauc par bezgaligi dilstoSu geometrisko progresiju un tas

. e b
visu loceklu summu aprékina péc formulas S = 1—1

TRIGONOMETRIJA
Pamatidentitate

sin? ¢ + cos? a = 1.
Lenku summas un starpibas formulas

sin(a + f) =sinacosf +sinfcosa;
cos(a £ ) = cosacosf + sina sin f.

Divkarsa lenka formulas

sin2a = 2sina cos 5 ;
cos2a = cos’a —sina =2cos’a—1=1-2sin%a.

Pakapes redukcijas formulas

- 1 —cos2a

sincqg = ———;

) 1+ cos2a

cos‘q =———.
2
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GEOM ETRIJA
TRIJSTURI

Trijstura ieks€jo lenku summa ir 180°.

Par trijstira arejo lenki sauc trijstira iek$€ja lenka blakuslenki.

Trijstiira argjais lenkis ir vienads ar to divu ieks$€jo lenku summu, kas nav ta blakuslenkis (skat.
24, att.).

B

«/BAD = ZABC + ZBCA

A
24, att.

Pret garaku trijstira malu atrodas lielaks trijstura lenkis un otradi.

Divus trijstiirus sauc par vienadiem, ja tos var uzlikt vienu uz otra ta, ka tie pilnigi sakrit. Ja
trijstaris ABC ir vienads ar trijstari A'B'C’, tad raksta AABC = AA'B'C’.

Trijstiiru vienadibas pazimes:
e .mmm” — divi trijstari ir vienadi, ja viena trijstlira tris malas ir attiecigi vienadas ar otra
trijstiira trim malam
e ..m/m” — divi trijstiri ir vienadi, ja viena trijstira divas malas un lenkis starp tam ir
attiecigi vienadi ar otra trijstiira divam malam un lenki starp tam,;
e . /m¢” —divi trijsturi ir vienadi, ja viena trijstlira mala un tas pielenki ir attiecigi vienadi
ar otra trijstiira malu un tas pielenkiem.

Divus trijstirus sauc par lidzigiem, ja to atbilsto$as malas ir proporcionalas un atbilstosie lenki ir
vienadi. Ja trijsttris ABC ir lidzigs trijsturim A'B’C’, tad raksta AABC ~ AA'B'C'.
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo malu garumu attiecibu sauc par Iidzibas koeficientu.
Trijstiiru Iidzibas pazimes:
e . mmm” — divi trijstiri ir 11dzigi, ja viena trijstiira trTs malas ir attiecigi proporcionalas ar
otra trijstiira trim malam ;
e .m/m” — divi trijsturi ir lidzigi, ja viena trijstira divas malas ir proporcionalas otra
trijstiira divam malam un lenki starp tam ir vienadi;
e , 0¢”—divi trijsturi ir [1dzigi, ja viena trijstiira divi lenki ir attiecigi vienadi ar otra trijstiira
diviem lenkiem .
Lidzigu trijstiiru perimetru attieciba ir vienada ar atbilsto$o malu attiecibu (Iidzibas koeficientu k),
bet laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoSo trijstiira malu attiecibas kvadratu (lidzibas koeficienta
kvadratu k?), t.i., jaAABC ~ AA'B'C’ tad
AB P(ABC)
A'B'" P(A'B'C)

un

2

(AB )2 _ S(4BC)
A'B’)  S(A'B'C")
Lidzigu trijstiiru atbilstoSo bisektriSu, medianu, vidusliniju un citu atbilstoSo nogrieznu garumu
attieciba ir vienada ar So trijstiru lidzibas koeficientu k.

Nogriezni, kas savieno trijstiira divu malu viduspunktus, sauc par trijstiira vidusliniju.
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Viduslinijas 1pasibas:
e trijstira viduslinija ir paral€la vienai no trijstiira malam;
e trijstira viduslinijas garums ir vienada ar pusi no tai paral€las trijstira malas;
e ftrijstira viduslinija no dota trijstiira atSkel trijstiiri, kas lidzigs dotajam trijstirim ar
lidzibas koeficientu k = %

Trijstira medianu ipasiba. Trijstira medianas krustojas viena punkta, un krustpunkts katru
. . ) e . . AM BM CM 2 .
medianu dala attieciba 2:1, skaitot no trijstiira virsotnes, t. I.,— = — = — = " kur M —medianu

MD ME MF
krustpunkts (skat. 25. att.).

Trijstiira bisektrises 1pasiba. Trijstira lenka bisektrise sadala pretéjo malu nogrieznos, kuru

attieciba ir vienada ar $im lenkim atbilsto$o piemalu attiecibu, t. i., % = j—f, (skat. 26. att.).

B

A

v D
B
A
D
E C c

25. att. 26. att.

Par nogriezna vidusperpendikulu sauc taisni, kas iet caur dota nogriezna viduspunktu un ir
perpendikulara dotajam nogrieznim.

Vidusperpendikula ipasiba. Nogriezna vidusperpendikula jebkur§ punkts atrodas vienada
attaluma no nogriezna galapunktiem.

Jebkur$ punkts, kas atrodas vienada attaluma no nogriezna galapunktiem, atrodas uz nogriezna
vidusperpendikula.

Trijsttra malu vidusperpendikulu krustpunkts ir trijstarim apvilktas rinka linijas centrs (skat. 27.
att.), bet trijstiira bisektri$u krustpunkts ir trijstirt ievilktas rinka linijas centrs (skat. 28. att.).

A N\

27. att.

Trijstura laukuma aprékinasanas formulas:
ah, abc 1 _
Sa=—-=pr=—p=zabsiny =p(p - a)(p-b)(p - ),
kur a, b, ¢ — trijstira malas y — lenkis starp malam a un b, h, — augstums, kas novilkts pret malu
a, p — pusperimetrs, r — ievilktas rinka linijas radiuss, R — apvilktas rinka linijas radiuss.
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Sinusu teoréma. Trijstiira malas ir proporcionalas to pretlenku sinusiem:
a b c

= = = 2R (skat. 29. att.
sina sinf siny (ska att.)

C
29, att.

Kosinusu teoréma. Trijstlira jebkuras malas kvadrats ir vienads ar abu pargjo malu kvadratu

summu, no kuras atnemts divkarSots o malu reizinajums ar ietverta lenka kosinusu:

a’ = b%? + ¢? — 2bccosa (skat. 29. att.)

Trijstira nevienadibas. Trijstura katras malas garums ir mazaks neka pargjo divu malu garumu
summa un katras trijstiira malas garums ir lielaks neka abu par€jo divu malu garumu starpiba, t. i.,
jaa, b, ¢ — trijstira malu garumi, kura < b <c,tada+b >cunc—b < a.

REGULARS TRIJSTURIS

Par regularu jeb vienadmalu trijstuiri sauc trijstiiri, kuram visas malas ir vienadas.
Regulara trijstira visi lenki ir vienadi, t. i., 60° lieli. Vienadmalu trijsttri katra mediana ir arl
bisektrise un augstums.

2
Regulara trijstira laukums: Sy = %5, kur a ir trijstiira malas garums.

Regulara trijstiira augstums: h = %5

Regulara trijsturT ievilktas rinka linija radiuss: r = %h = %E.

Regularam trijstiirim apvilktas rinka Iinijas radiuss: R = %h =—.

TAISNLENKA TRIJSTURIS

Pitagora teoréma. Taisnlenka trijstiirT kateSu garumu kvadratu summa ir vienada ar hipoteniizas
garuma kvadratu, t. i., a* + b? = ¢?, kur a un b ir kate$u garumi un ¢ — hipoteniizas garums.

Trigonometriskas sakaribas taisnlenka trijsttrt (skat. 30. att.):

1

e sina = -

¢ C

b,
° cosa=z, a

b
° tga:;; a
° ctgaz%. b

30. att.
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No taisnlenka trijstira taisna lenka virsotnes novilktais augstums h. sadala trijstiri divos
taisnlenka trijstiros, kas ir lidzigi sava starpa un ir lidzigi dotajam trijstlrim, t. i.,
AABC ~ AACD ~ ACBD (skat. 31. att.). Ir spéka sadas sakaribas:

e h?=a,- b,
e a’=ua,c;

e b2=bh,-c.

31. att.

Ap taisnlenka trijsturi apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas hipoteniizas viduspunkta, un tas radiusa
garums ir vienads ar pusi no hipoteniizas garuma.

Taisnlenka trijstira mediana, kas novilkta no taisna lenka virsotnes, ir vienada ar trijstiirim
apvilktas rinka linijas radiusu, t. i., ar pusi no hipotentizas (skat. 32. att.).

32. att.

RINKIS UN RINKA LINIJA

Par rinka liniju sauc ir visu to plaknes punktu kopu, kuri atrodas vienada attaluma no kada fiks&ta
plaknes punkta. So punktu sauc par rinka linijas centru, bet attiecigo attalumu — par rinka Iinijas
radiusu.

Visi rinka linijas radiusi ir vienadi sava starpa.

Par rinki sauc plaknes dalu, ko ierobezo rinka linija un kura atrodas tas centrs.

Par rinka linijas pieskari sauc taisni, kurai ar rinka liniju ir tiesi viens kopigs punkts.

Par hordu sauc nogriezni, kas savieno divus rinka Iinijas punktus.

Jo tuvak horda atrodas rinka Iinijas centram, jo ta ir garaka.

Par diametru sauc hordu, kas iet caur rinka Iinijas centru.

Par sekanti sauc taisni, kas krusto rinka liniju divos dazados punktos.

Par rinka Iinijas loku sauc rinka linijas dalu starp diviem tas punktiem. Jebkuru loku pilniba
raksturo divi lielumi: loka radiuss un lenkis.

Vienadas hordas balstas uz vienadiem lokiem.

Loki starp vienas rinka linijas divam paralélam hordam ir vienadi.

Par sektoru sauc rinka dalu, kas atrodas starp diviem radiusiem.

Par segmentu sauc rinka dalu, ko no rinka atSkel horda.

Ar rinki un rinka Iiniju saistitas formulas:
e D = 2R, kur D — diametrs un R — rinka Iinijas radiuss;
e rinka laukums: S = mR?;
R? . . -
o sektora laukums: Sgekiora = %, kur « ir sektora centra lenka lielums grados;
e rinka linijas garums: C = 2nR;
TRa

To0" kur a ir lokam atbilstosa centra lenka lielums

e rinka lmijas loka garums: [, =
grados.
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Caur jebkuru punktu A, kas atrodas arpus rinka linijas, var novilkt tiesi divas pieskares. Ja punkti
B un C — S0 pieskaru pieskar$anas punkti un O — attiecigas rinka Iinijas centrs (skat. 33. att.), tad
e AB = BC ( pieskaru nogrieZni, kas novilkti no viena punkta, ir vienadi);
e JIBAO = «xCAO;
e OB 1 AB.

33. att.

METRISKAS SAKARIBAS RINKA LINIJA

Hordu ipasiba Pieskares — sekantes Tpasiba Sekan3u 1pasiba
D
B C
A
D

c A B

AM -MB =CM -MD AB? = AC - AD AB-AC = AD- AE
LENKI RINKA LINIJA

Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka linijas centra, bet malas krusto rinka Imiju.
Centra lenka lielums ir vienads ar ta loka, uz kura tas balstas, lenkisko lielumu, t. i., XA0B =
AmB (skat. 34. att.).

Par ripka Iinija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka Iinijas, bet malas krusto
rinka Iiniju.

Ievilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka, uz kura tas balstas, lenkiska lieluma, t. i.,
JACB = ;m (skat. 34. att.).

Visi ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka, ir vienadi, pieméram, <ACB = <ADB
(skat. 34. att.).

Lenki, kas balstas uz vienas rinka Iinijas vienada garuma hordam, ir vienadi, un otradi.

Ievilkts lenkis, kas balstas uz diametra, ir 90° un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad tas balstas
uz diametru.




Par hordas - pieskares lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka Iinijas, viena ta mala satur
hordu, bet otra mala atrodas uz pieskares.
Hordas - pieskares lenkis ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, kuru ietver lenka malas.

IEVILKTI UN APVILKTI CETRSTURI

Par rinka linija ievilktu Cetrstuiri sauc Cetrstiiri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka linijas.
Attiecigi, rinka liniju sauc par Cetrstirim apvilktu rinka Iiniju.

Apvilktas rinka Iinijas centrs atrodas Cetrstiira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Par rinka linijai apvilktu €etrstiiri sauc Cetrstiiri, kura visas malas pieskaras rinka linijai. Attiecigi
rinka Iiniju sauc par CetrstiirT ievilktu rinka Iiniju.

Ievilktas rinka Iinijas centrs atrodas Cetrstiira lenku bisektriSu krustpunkta.

Ievilkts Cetrsturis Apvilkts éetrstiris
B
A A
\ \ I’ C
D
A+ /C=/B+/D AB+CD=AD+BC
Or — malu vidusperpendikulu O, — lenku bisektrisu
krustpunkts krustpunkts

Izliektu Cetrstiiri var apvilkt ap rinka ITniju tad un tikai tad, ja ta pret€jo malu garumu summas
ir vienadas.

Ap Cetrstiiri var apvilkt rinka Iiniju tad un tikai tad, ja
e (Cetrstira pretgjo lenku lielumu summa ir 180°;
e izpildas vienadiba <ACB = <BDA (skat. 35. att.);
D

A B
35. att.
e irspéka vienadiba AM - MB = CM - MD, kur M ir nogrieznu AB un CD krustpunkts (skat.
36. att.).

36. att.
e ir speka vienadiba AC - BD = AB - CD + BC - AD (skat. 35. att.). So sakaribu sauc par
Ptolemaja teorému.
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SKAITLU TEORIJA

Skaitlu iedalfjums:
e N —naturalie skaitli: 1,2, 3,4, ...
o 7 — veselie skaitli: w—2,-1,0,1,2,3, ..
e Q —racionalie skaitli: visi skaitli, kurus var uzrakstit forma %, kurm € Zunn € N.
e R — realie skaitli: racionalie skaitli Q un iracionalie skaitli (bezgaligi neperiodiski
decimaldalskaitli, pieméram, V2, e, 7).

Skaitla pieraksts:

e abc = 100a + 10b + c, kur a, b un c ir cipari;

e 2n —para skaitlis un 2n + 1 — nepara skaitlis;
3n — skaitlis, kas dalas ar 3 un 3n + 1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;
10n — skaitlis, kas beidzas ar 0.

DALAMIBA

Par vesela skaitla b dalitaju sauc veselu skaitli a, ja eksisté tads vesels skaitlis ¢, ka ac = b. Skaitli
b sauc par skaitla a dalamo jeb daudzkartni, bet a — par skaitla b dalitaju.
Ja skaitlis b dalas ar skaitli a, tad to apzimé ar a|b vai b : a.

Dalamibas pazimes:
o skaitlis dalas ar 2, ja tas beidzas ar para ciparu;
skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3;
skaitlis dalas ar 4, ja ta ped€jo divu ciparu veidotais skaitlis dalas ar 4;
skaitlis dalas ar 5, ja ta peédgjais cipars ir 0 vai 5;
skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3;
skaitlis dalas ar 8, ja ta pedgjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar &;
skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9;
skaitlis dalas ar 10, ja ta pedgjais cipars ir 0;
skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu summas,
kas atrodas nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Naturalo skaitlu 1pasibas:
e No diviem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 2.
e No trijiem péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem viens noteikti dalas ar 3.
e No k péc kartas nemtiem skaitliem viens noteikti dalas ar K.

Par pirmskaitli sauc naturalu skaitli, kuram ir tiesi divi dalitaji: 1 un pats skaitlis.
Ta ka 1 dalas tikai ar 1 (tam ir tikai viens dalitdjs), tad 1 nav pirmskaitlis.

Pirmie pirmskaitli ir $adi: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ....
Pirmskaitlu ir bezgaligi daudz.

Par saliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vairak neka divi dalitaji.

Salikta skaitla n mazakais dalitajs neparsniedz vn.
Secindajums. Lai pieraditu, ka dotais skaitlis n ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis, japarbauda, vai tas

dalas ar skaitliem no 1 lidz Vn ieskaitot.
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Aritmétikas pamatteoréma. Katru naturalu skaitli viena vieniga veida var izteikt ka pirmskaitlu

reizinajumu (reizinataju secibu nenem vera).

Naturalam skaitlim x = pf t. p;( Z.o p,’;’", kur p; ir dazadi pirmskaitli, pavisam ir
(ky + D (ky + 1) ... (k,, + 1) dazadi naturalie dalitaji un So dalitaju summa ir

(1+py +p2 + -+ ) (1 +py + D3 + -+ p52) e (1 + P + P2+ -+ piM).

Ja p ir pirmskaitlis un p|ab, tad p|a vai p|b.

Skaitlan! =n-(n—1) - (n— 2) - ...- 1 ipasibas:
e Visi naturalie skaitli, kas neparsniedz n, ir n! dalitaji.
e Visi skaitla n! + 1 naturalie dalitaji (iznemot vieninieku) ir lielaki neka n.
e Visi veselie skaitli intervala [n! + 2; n! + n] ir salikti skaitli.

KONGRUENCES

Ja a ir vesels skaitlis, bet m — naturals skaitlis, tad atlikums, ko iegiist, skaitli a dalot ar m, ir tads
vesels skaitlis r, ka a = gqm + r, kur q ir vesels skaitlis, bet r ir robezas no 0 Ilidz m—1.
Divi skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m (m > 2) tad un tikai tad, ja a — b dalas ar m jeb
skaitli @ un b dod vienadu atlikumu, ja tos dala ar m.
Lai pierakstitu, ka skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m, apzimé a = b (mod m) vaia =, b.
Kongruences 1pasibas:
visiem veseliem a izpildas kongruence: a = a (mod m);
a = b (mod m) tad un tikai tad, ja b = a (mod m);
jaa = b (mod m), tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis;
jaa = b (mod m), tad a™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis;
jaa = b (mod m) un c = d (mod m), tad
o a+c=b+d(modm),
o a—c=b—d(modm),
o ac = bd (mod m).
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KOMBINATORIKA

Saiklu lietojums:
e saiklis ,un” nozim€, ka visam uzdevuma mingtajam Tpasibam vai nosacijumiem
jaizpildas vienlaicigi;
e saiklis ,,vai” nozimé, ka jaizpildas vismaz vienai minétajai ipasibai vai nosacijumam (bet
vienlaicigi var izpildities ar vairakas 1pasSibas vai nosacijumi);
e saiklis ,vai nu .. , vai” nozimé, ka jaizpildas tieSi viemai mingtajai Tpasibai vai
nosacijumam.

Kombinatorikas saskaiti§anas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izv€leties attiecigi nq, n,, ns, ...
veidos, un ja ir jaizvélas vai nu viena, vai otra, vai tresa utt. veida objekti, tad to var izdarit pavisam
M = ny + n, + ng + --- veidos.

Kombinatorikas reizinasanas likums:

Ja ir vairaku veidu objekti, pie tam katra veida objektus var izvé€l&ties attiecigi n,, n,, ns, ...
veidos, un ja ir jaizvélas pa vienam objektam no pirma veida un otra veida, un tresa veida utt., tad
to pavisam var izdarit N = ny - n, - ns - ... veidos.

Par permutaciju sauc visu dotas kopas elementu sakartotu izlasi. Dazado permutaciju (t. i., dotas
kopas dazado sakartojumu) skaits ir vienadsar B, =n!=n-(n—1) - ... 1.

Piezime. Kopas S permutaciju var definét ar1 ka bijekciju 0: S — S (bijekcijas jedziens definéts
teorijas materiala starptautiskajam olimpiadém).

Par variaciju no n elementiem pa k elementiem katra sauc sakartotu izlasi, kura ir tiesi k dotas
kopas elementi. Izlases atSkiras cita no citas vai nu ar elementu sastavu, vai to izkartojumu izlase.

Dazado variaciju skaitu no n elementiem pa k elementiem apzimé ar AX un aprékina ar formulu
!

A= =1 =2) - (n—k+1)
R T .

Par kombinaciju no n elementiem pa k elementiem katra sauc tadu dotas kopas apakskopu (jeb
nesakartotu izlasi), kura ir tiesi k dotas kopas elementi.

Kombinacijas elementu izkartojums nepem veéra, t.i., divas kombinacijas, kuras ir vienads
elementu sastavs, tiek uzskatitas par vienadam.

Dazado kombinaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ka C) vai (Z)
Kombinaciju skaitu aprékina no formulas
Cck = n! n-(n-1)-(n-2)-..-(n—k+1)
"kl(n—k)! k-(k—1)-(k=2)-..-1 '
Kombinaciju skaita ipasibas:
o Ci=0Crh
e CX+CL+--+C=2m

o Ck+ckt=ckljao<k<n

Niitona binoma formula:
(@+b)" = Cpa™+ Cra™ b + -+ Ca™ b  + -+ (1™
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VIDEJAS VERTIBAS METODE

Uzdevumu risinasana balstas uz konkréti formulétam teorémam, pieméram,
e Starp jebkuriem n skaitliem ir vismaz viens skaitlis, kas nav mazaks par to vid&jo vértibu,
un ir vismaz viens skaitlis, kas nav lielaks par to vid€jo vertibu.
e Ja starp lielumiem ir kads lielums, kas ir lielaks par visu lielumu vid€jo veértibu, tad starp
tiem ir arT tads lielums, kas mazaks par visu lielumu vidgjo vértibu, un otradi.

® Ja neviens no liclumiem nav mazaks (vai lielaks) par visu liclumu vid&jo veértibu, tad tie
visi ir vienadi ar savu vidg€jo aritmétisko.

Viens no Vidgjas vertibas metodes specialgadijumiem ir Dirihleé princips: ja vairak neka n trusi
jaizvieto n buros, tad vismaz viena biirt nonaks vismaz divi trusi.

Visparinatais Dirihlé princips: ja vairak neka m - n trusi jaizvieto n biiros, tad vismaz viena burt
nonaks vismaz m + 1 trusis.

Katra uzdevuma #rusi un bari var biit dazadi lielumi, piem@ram, trusi var bt skaitli, cilveki utt.,
buiri — pasibas, péc kuram trusi sadalas vairakas grupas; ipasibam jabut tadam, ka katram trusim
piemit tieSi viena no tam (katrs trusis var nonakt tikai viena biirT un neviens trusis nedrikst palikt
arpus biriem).

INVARIANTU METODE

Par invariantiem lielumiem /ipas§ibam sauc lielumus /ipasibas, kas kada procesa nemainas,
saglabajas.
Invariantu metode bieZi ir efektivi pielietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek aplikots kads
process — noteiktu operaciju izpilde ar dotajiem lielumiem (tas var biit darbibas ar skaitliem, figtiru
parveidojumi utml.) un ir japierada, ka no sakotngjiem datiem noradito rezultatu iegiit nav
iesp&jams. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties sadi:

e atrodam invarianto ipasibu, t.i., Tpasibu, kura piemit sakuma dotajiem lielumiem un

saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,
e paradam, ka §11pasiba nepiemit liclumiem, kuri jaiegust galarezultata.

Invarianta 1paSiba atkariba no uzdevuma var biit, piem&ram, elementu skaits, summa, starpiba,
reizinajums, summas paritate, dalamiba ar 3, 4, ..., utml.

Uzdevumos par figtiru sagrieSanu riitinu plakné biezi tiek izmantota paligmetode — kraso$ana (biezi
izmanto figiras iekraso$anu ka Saha galdinu), kur invarianta 1pasSiba ir iekrasoto riitinu skaita
nemainiba.

Par invariantu metodi vairak skat. 7. lpp.

GRAFU TEORIJAS ELEMENTI

Grafs ir punktu (kurus sauc par virsotném) kopa kopa ar nogriezniem (Skautném), kas tos savieno.
Grafus ir erti izmantot, ja ir jaatt€lo attiecibas starp diviem objektiem.
Grafa Skautnu krustpunkts nav grafa virsotne.
Par grafa virsotnes pakapi sauc virsotnu skaitu, kam viens no galapunktiem ir 1 virsotne.
Katra grafa virsotnu pakapju summa ir vienada ar divkarSotu §1 grafa Skautnu skaitu.
Secindajumi:
e Virsotnu pakapju summa ir para skaitlis.
e Qrafa ir para skaits virsotnu, kuru pakape ir nepara skaitlis.
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MATEMATISKAS INDUKCIJAS METODE

Par indukciju sauc sprieSanas metodi, kura no konkrétiem piemériem iegist visparigu slédzienu.
Lietojot matematiskas indukcijas principu uzdevumu risinasana, rikojas péc sada plana:
e parbauda, vai apskatama ipasiba piemit kopas pirmajam elementam (indukcijas baze);
e pienem, ka §1 pasiba ir speka pirmajiem Kk elementiem (induktivais pienémums);
e pierada, ka tad ta ir patiesa ar1 (k+1)-jam elementam (induktiva pareja).
e secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n =k izriet, ka tas ir patiess
elementam n = k + 1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam, tad izteikums
ir patiess jebkuram naturalam elementam n.
Pieradijuma metodi, kas balstas uz matematiskas indukcijas principa, sauc par matematiskas
indukcijas metodi.

Piemérs. Pieradit, ka katram naturalam n ir patiesa vienadiba
144274310+ +n-GBn+1)=nn+1)>2
Atrisinajums
Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tad 1-4 = 1-2% jeb 4 = 4.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,
1°4+2-7+3:10++k-GBk+1)=k(k+1)?
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir speka aritad, jan = k + 1, tas ir,
1°44+2:7+3:10+4+(k+1)-Gk+1D+1)=(k+D((k+1)+1)?
1442743104+ (k+1)-Bk+4) = (k+ 1)(k+2)*
Parveidosim vienadibas kreisas puses izteiksmi:
1442743104+ +k-Bk+1)+(k+1)-Bk+4) =
induktivais pienémums
=k(k+1)2+(]k+1)-Bk+4)=(k+1D)(k(k+1)+3k+4) =
=(k+1)(k*+4k+4) = (k+ 1) (k +2)?

Secinajums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no ta, ka vienadiba ir speka, ja n = k, izriet,
ka vienadiba ir speka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir speka visam naturalam n veértibam.
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TEORIJA STARPTAUTISKAJAM MATEMATIKAS
SACENSIBAM

ALGEBRA

SAKARTOJUMA NEVIENADIBA

Pienemsim, ka dotas divas nedilstosa seciba sakartotas realu skaitlu virknes garuma n:
X1 <x, << x, un y; <y, <--<vy, Tad jebkurai kopas {1,2,..,n} permutacijai
0:{1,2,...,n} = {1,2, ...,n} ir spéka nevienadibas

Xn Y1t =+ X1¥n < Xo(1)Y1 + -t Xo(m)Vn Syt o Xy

Turklat, ja dotas nevienadibas ir stingras (t. i., X; < xp, <+ <X, Uny; <y, < -+ <), tad
pirma nevienadiba klist par vienadibu tad un tikai tad, ja visiem i = 1,2,..,n ir speka
o(i) =n—1i+ 1, savukart otra nevienadiba kliist par vienadibu tad un tikai tad, ja visiem
i=12..,nirspeka o(i) = i.

Alternativi sakartojuma nevienadibu var formulét $adi: pienemsim, ka doti n reali skaitli, kas
sakartoti nedilstosa seciba: a; < a, < -+ < a,,. Tad visiem realiem skaitliem by, ..., b,, izteiksme
a,b; + ayb, + -+ a, b, savu lielako iesp&jamo vertibu sasniedz gadijuma, ja skaitli b4, ..., b,
ir sakartoti nedilstosa seciba (t. i., by < b, < -+ < by,), savukart mazaka iesp&jama vertiba tiek
sasniegta gadijuma, ja skaitli b4, ..., b, ir sakartoti neaugosa seciba (t. i., b; = b, = -+ = by,).

FUNKCIJAS

Funkciju f: X — Y sauc par injektivu funkciju (vai injekciju), ja jebkuru divu dazadu kopas X
elementu attéli att€lojuma f ir dazadi, t. I.,

Vx,x, €EX xq # x5 = f(x1) # f(x3).
Funkciju f: X — Y sauc par sirjektiva funkciju (vai sirjekciju), ja katrs kopas Y elements ir
vismaz viena kopas X elementa attéls att€lojuma f, t. i.,

VyeY AxeX: f(x) =y.

Funkciju f: X — Y sauc par bijektiva funkciju (vai bijekciju), ja f vienlaicigi ir injekcija un
sirjekcija.
Par injektivas funkcijas f: X = Y inverso funkciju sauc funkciju g: E = X, kur E C Y ir f vértibu
kopa, kas katram kopas E elementam y piekarto tadu x € X, ka izpildas vienadiba f(x) = y, t.i.,
g apmierina sakaribu

gy)=xe fx)=y.
PoLINOMI

Lai polinomu P(x) = a,x™ + ap_1x" 1 + -+ a;x + a, sadalitu reizinatajos, bieZi izmanto
Sadas teorémas:
e Katru polinomu P var sadalit reizinatajos ta, lai katrs reizinatajs biitu pirmas vai otras
pakapes polinoms.
e Jax = a ir polinoma P sakne, tad P dalas bez atlikuma ar binomu x — a jeb polinoms P
satur reizinataju x — a.
e Ja polinoma P koeficienti ir veseli skaitlu un tam ir vesela sakne x = a, tad a ir briva
locekla a dalitajs.

e Lai racionals skaitlis s (kur p e Z, q € N, LKD(p,q) = 1) butu polinoma (ar veseliem

koeficientiem) sakne, nepiecieSams, lai a, dalitos ar p, bet a, dalitos ar q.
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Teoréma. Starpiba P(x) — P(y) dalas ar binomu x — y, kur P(x) ir polinoms, kur koeficienti a;,
i =0,1,..,n,ir veseli skaitli.
Pieradijums. Apskatam starpibu

P(x) = P(y) = an(x™ —y™) + ap 1 (" = y" ) + -+ ay (x — y).
Izmantojot formulu a™ — b™ = (a — b)(a™ ! + --- + ab™ 2 + b™ 1), kur n — naturals skaitlis,
iegiistam, ka katrs saskaitamais ai(xi - yi), i=1,2,..,n, dalas ar x — y. Tatad ar1 starpiba
P(x) — P(y) dalas ar binomu x — y, kas ar bija japierada.

REKURENTAS VIRKNES

Par rekurentu virkni sauc skaitlu virkni ugy, u, ..., Uy, ..., kuras katrs loceklis ir viena un tai
pasa veida, t.i., neatkarigi no locekla numura n, izsakams ar noteikta skaita (pieméram, K)
iepriek$ejiem locekliem:

Up = f(Up_1, Up—z, o, Un_y), KUrn =k, k+1, ...
Par rekurences sakaribu sauc vienadojumu, kas rekursivi defin€ skaitlu virkni.
Ja rekurences sakariba pierakstama forma

Up = QUp_q + AUy + -+ agUy_g, kKura, # 0, ()

to sauc par k-tas kartas linearu rekurentu jeb diferen¢u vienadojumu.
Piezime. Aritmétiska un geometriska progresija ari ir rekurentas virknes.

Linearo diferencu vienadojumu atrisinasana

Diferenc¢u vienadojumu (*) var apmierinat daudzas virknes. Lai k-tas kartas lineara diferenc¢u
vienadojuma (*) atrisinajums biitu viennozimigi noteikta virkne, jauzdod §is virknes pirmo k
loceklu uy, uq, ..., ugp_q vertibas. Tie ir sakumnosacijumi, kas lauj viennozimigi aprékinat
turpmakos loceklus, sakot no u,.

Linearu diferen¢u vienadojumu galvena risinaSanas metode
Vispirms sastada vienadojumam (*) atbilstoSo raksturigo jeb harakteristisko vienadojumu
r(t) = 0 ar mainigo t, kur

r(t) =tk —ath-! — o —q_it —ay
ir k-tas pakapes polinoms.
Ja polinoma r(t) visas saknes ry,..., 1y ir realas un dazadas, vienadojuma (*) visparigais
atrisinajums ir lineara kombinacija no k geometriskam progresijam:

U, = Cyrit + Corgt + -+ + Cr™
Konstantes Cy, C5, ..., Cy atrod no sakumnosacijumiem, izmantojot zinamas vértibas ug, Uy, ...,
Up_q, t. i, atrisinot K linearu vienadojumu sistému
Cirf + Cort+ 4+ Ceri=w;, i=01,..,k—1.

Apskatisim specialgadijumu k = 2, t.i., kad dots otras kartas linears diferenc¢u vienadojums u, =
A Up_1 + a,u,_,. Tam atbilstoSais harakteristiskais vienadojums ir kvadratvienadojums forma
t? — a;t — a, = 0. Ja § kvadratvienadojuma saknes r; un r, ir
e realas un dazadas, tad dota diferencu vienadojuma atrisinajums ir
U, = Ciri* + Gy
e vienadas: r; =, := 1, tad dota diferencu vienadojuma atrisinajums ir
Uy =Cir"+n-Cor™ = (Cy+n-CyHr"™.
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VienkarSakais otras kartas linearais diferencu vienadojums u, = u,_; +u,_, ar sakuma
nosactjumiem uy = 0 un u; = 1 defin€ virkni, kuras loceklus sauc par Fibonaci skaitliem
(apzimé F,).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

E, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Fibonaci skaitliem ir speka vispariga locekla formula (n € N)
n n
1+V5\ (1-45
2 2
NG :

F, =
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GEOMETRIJA

Nevienadibas trijstaros. Trijstira mediana ir mazaka neka malu, starp kuram ta atrodas,

.. : . b+
pussumma, t. i., ja pret malu a novilkta mediana ar garumu mg, tad m, < TC

Ravi substitucija. Pozitivi skaitli a, b, c¢ ir kada trijstiira malas tad un tikai tad, ja eksiste tadi
pozitivi skaitli x, y un z, kam vienlaicigi izpildas vienadibas

a=x+y, b=y+z c=z+a.
Viegli saprast, ka skaitli x, y un z tada gadijuma ir nogrieznu garumi, kados trijstiira malas sadala
Saja trijstiir1 ievilkta rinka linija.
Ravi substitiicija noder, pieméram, gadijumos, kad japierada kada nevienadiba mainigajiem, kas
ir trijstiira malas: izmantojot So substitliciju, var pariet uz nevienadibu, kur vienigais nosacijums
uz mainigajiem ir, ka tie ir pozitivi.

Simsona teoréma. Ja no trijstirim ABC apvilktas rinka linijas punkta P novelk perpendikulus pret
taisném AB, BC, CA, tad perpendikulu pamati D, E, F atrodas uz vienas taisnes (skat. 37. att.). So
taisni sauc par Simsona taisni.

37. att.

Menelaja teoréma. Ja uz trijstira ABC malam AB, BC, CA vai to pagarinajumiem nemti attiecigi
punkti D, E, F, tad tie pieder vienai taisnei tad un tikai tad, ja izpildas vienadiba

AD BE CF _
DB EC FA
turklat uz AABC malam atrodas vai nu tiesi divi, vai neviens no punktiem D, E, F (skat. 38. att.).
B
B
E D
D
“F A C ATF C
38. att. 39. att.

Cevas teoréma. Ja uz trijstira ABC malam AB, BC, CA vai to pagarinajumiem nemti attiecigi
punkti D, E, F, tad taisnes AE, BF un CD krustojas viena punkta tad un tikai tad, ja izpildas
vienadiba

AD BE CF

turklat uz AABC malam atrodas vai nu viens, vai visi tris punkti D, E, F (skat. 39. att.).
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Mikela teoréma. Ja uz katras no trijstira ABC malam vai to pagarinajumiem ir atlikts punkts, tad
tris rinki, kur katrs no tiem iet caur citu trijstira ABC virsotni un abiem punktiem, kas atlikti uz
attiecigas virsotnes piemalam, krustojas viena punkta M (skat. 40. att.). Punktu M sauc par Mikela
punktu un tr1s rinkus sauc par Mikela rinkiem.

40. att.

Mikela teorémas visparinajums ¢etram taisném. Ja dotas Cetras taisnes ¥4, €5, €3 un €4, kur
katra krustojas ar katru, un Cetri rinki, kur katrs no tiem iet caur citiem trim taiSnu €4, €,, £3 un €,
krustpunktiem, tad tas krustojas punkta M. Punktu M sauc par Mikela ceturto punktu un Cetrus
rinkus sauc par Mikela rinkiem. So Getru Mikela rinku centri atrodas uz vienas rinka Iinijas (skat.
41. att.).

Radikala ass un punkta pakape attieciba pret rinka Iiniju
Ja dota rinka Inija, patvaligi izv€léts punkts P un taisne, kas iet caur $o punktu P un krusto rinka
Iiniju punktos A un B (skat. 42. att.), tad nogrieznu garumu reizinajums PA - PB nav atkarigs no
taisnes AB izvéles. So reizindjumu PA - PB = PA, - PB; sauc par punkta P pakapi attieciba pret
rinka Iniju.

A1

B

42. att.
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Ja punkts P atrodas arpus rinka linijas, tad ta pakape attieciba pret $o rinka Iiniju ir vienada ar no
§1 punkta vilktas pieskares nogrieZzna garuma kvadratu.

Par divu rinka Itniju radikalo asi sauc to punktu kopu, kuru pakapes attieciba pret $Sim rinka linijam
ir vienadas. Radikala ass eksist€ tad un tikai tad, ja rinka Iinijas nav koncentriskas. Radikala ass ir
perpendikulara taisnei, kas iet caur abu rinka Iiniju centriem

Punktam, kas atrodas uz divu rinka Iiniju kop€jas hordas, pakapes attieciba pret Sim rinka linijam
ir vienadas. Tatad divam krustiskam rinka Iinijam radikala ass ir taisne, kas iet caur So rinka Itniju
kopg&jiem punktiem (skat. 43. att.).

Ja rinka Itnijam nav kopigu punktu, tad radikala ass ir taisne, kas sastav no visiem tiem punktiem,
no kuriem vilkto pieskaru nogriezni pret §$Tm rinka Iinijam ir vienadi (skat. 44. att.).

P

43. att. 44, att.
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SKAITLU TEORIJA

Teoréma (naturalas pakapes sadalijums savstarpéju pirmskaitlu reizinajuma). Ja divu
savstarpgju pirmskaitlu reizinajums ir vesela skaitla n-ta pakape, tad art katrs no reizinatajiem ir
vesela skaitla n-ta pakape.

KONGRUENCES

Ja f(ay,..,a;) ir patvaligs polinoms ar veseliem koeficientiem un a; = b; (mod n),
a, = b, (mod n), ..., a; = by, (mod n), tad

f(aq,...,ax) = f(by, ..., by) (mod n).
Tas nozimé, ka, veicot aprékinus p&c modula n, jebkuru skaitli polinoma var aizvietot ar jebkuru
citu tam kongruentu skaitli. Parasti skaitli a aizvieto ar skaitla a atlikumu pé&c modula n, bet
atseviskos gadijumos var nemt citu tam kongruentu skaitli.

Teoréma. Virkne x,, = a™ péc modula n ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstoSos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a™ péc
modula n. Tiklidz virkné a™ (mod n) paradas vienadi skaitli, m&s esam atradusi periodu. Perioda
garums neparsniedz n.

Skaitla inversais elements péc modula n. Jan > 2 ir naturals skaitlis, bet a — vesels skaitlis, tad
par skaitla a inverso elementu péc modula n sauc tadu veselu skaitli b robezas no 1 Iidzn — 1,
kas apmierina kongruenci a - b = 1 (mod n). Skaitla a inversais elements péc modula n eksisté
tad un tikai tad, ja LKD(a,n) = 1, t. i., a un n ir savstarpgji pirmskaitli.

Ferma maza teoréma. Ja p ir pirmskaitlis un a nedalas ar p, tad a?~* — 1 dalas ar p jeb, pierakstot
So apgalvojumu ar kongruencém, a?~! = 1 (mod p).

Eilera funkcija. Par Eilera funkciju sauc funkciju ¢: N — N, kas katram naturalam n piekarto
visu to naturalo skaitlu skaitu, kas neparsniedz n un ir savstarpg&ji pirmskaitli ar n. Var pieradit, ka
ki1 ky-1 km—1

km
o(pr* - py® ) = (01— Dy (2 = DD (o — Do
kur py, pa, ..., P ir dazadi pirmskaitli, bet kq, k,, ..., k;, ir naturali skaitli.

Eilera teoréma. Ja n ir naturals skaitlis, bet vesels skaitlis a ir savstarp&js pirmskaitlis ar n, tad
a®™ — 1 dalas ar n jeb a®™ = 1 (mod n).

Vilsona teoréma. Ja p ir pirmskaitlis, tad skaitlis (p — 1)! + 1 dalas ar p.

LIELAKAIS KOPIGAIS DALITAJS UN MAZAKAIS KOPIGAIS DALAMAIS

Par divu vai vairak veselu skaitlu lielako kopigo dalitaju sauc lielako naturalo skaitli, ar kuru
katrs no dotajiem skaitliem dalas bez atlikuma. Divu skaitlu a un b lielako kopigo dalitaju apzime
ar LKD (a, b) .
Skaitlus a un b sauc par savstarpéjiem pirmskaitliem, ja LKD(a, b) = 1.
Operacijai LKD piemit sadas pasibas (a, b, C, X, y ir veseli skaitli, m, n ir naturali skaitli):

e LKD(a,a) = a.

e LKD(a,1) = 1 (jebkurs naturals skaitlis ir savstarpgjs pirmskaitlis ar skaitli 1).

e LKD(a,b) = LKD(b,a).

e LKD(a,b) = LKD(b,a) (secigi naturali skaitli ir savstarpgji pirmskaitli).

e LKD(ma,mb) =m-LKD(a,b).

e LKD(a,b) =LKD(a,b + ac).
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e Jaaunb dalas ar m, tad LKD(a, b) ari dalas ar m; turklat tad izpildas vienadiba

LKD (£, 2) = 2t
m m m m

o LKD(a™ b™) = (LKD(a,b)) .

N LKD(am, an) — amin(m,n)

 Eksiste tadi veseli skaitli x un y, ka izpildas vienadiba LKD(a, b) = ax + by. Turklat, ja
a un b ir pozitivi, tad ir iespjams atrast tadus x un y, ka LKD(a, b) = ax + by, turklat
x ir pozitivs, bet y — negativs. Sis fakts izriet no Eiklida algoritma.

Ar Eiklida algoritmu var atrast divu veselu skaitlu lielako kopigo dalitaju. Algoritms balstits uz
daliSanu ar atlikumu: vispirms nepilni izdala lielako skaitli ar mazako un tad katra nakamaja soli
iepriek$gjas darbibas dalitaju dala ar iegiito atlikumu. Lielakais kopigais dalitajs ir pedgjais
iegiitais nenulles atlikums.

Par divu vai vairak veselu skaitlu mazako kopigo dalamo sauc mazako naturalo skaitli, kas dalas
ar katru no dotajiem skaitliem bez atlikuma. Divu skaitlu a un b mazako kopigo dalamo apzimé ar
MKD/(a, b). Mazako kopigo dalamo var izteikt ar LKD palidzibu no formulas

a
MKD(a, b) = m ]eb MKD(a, b) . LKD(G,, b) = ab.

VIENADOJUMI VESELOS SKAITLOS

Par Diofanta vienadojumiem sauc vienadojumus veselos skaitlos (t.i., atrisindjumiem jabiit
veseliem skaitliem). Par eksponencialiem Diofanta vienadojumiem sauc vienadojumus, kuros
ietilpst saskaitamie ar mainigo kapinataja. Gadijuma, kad dots polinomials Diofanta vienadojums
ar veseliem koeficientiem un visu vienadojuma ietilpstoSo monomu pakape neparsniedz 1,
vienadojumu sauc par linearu Diofanta vienadojumu.
Ja lineara Diofanta vienadojuma ietilpst tikai divi mainigie (vienkar$akais netrivialais gadijums),
vienadojumu var pierakstit forma

ax + by =c,
kur a, b, c ir veseli skaitli, bet x,y — nezinamie. Sadam vienadojumam atrisinajums veselos
skaitlos eksisté tad un tikai tad, ja skaitlis ¢ dalas ar LKD(a, b). Turklat, ja vienadojumam
eksiste atrisinajums (x,y), tad tam eksisté bezgaligi daudz atrisinajumu, kas visi pierakstami

forma (x + k- %, y—k- Z), kur k ir patvaligs vesels skaitlis, bet ar d apzim&jam d = LKD(a, b).
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KOMBINATORIKA
GRAFI

Piezime. Saja materiala netiek atlauti grafi, kur kadai $kautnei abi galapunkti ir viena un ta pati
virsotne, t. i., apskatamie grafi ir bez cilpam.

Par celu no virsotnes A,, uz virsotni A, sauc tadu skautnu virkni, kura sakas virsotné A,, un beidzas
virsotn€ Ay, un kura katram divam blakus Skautném ir viena kopiga virsotne, un neviena Skautne
nav sastopama vairak par vienu reizi. Celu sauc par vienkarsu, ja tas neviena grafa virsotne neieiet
vairak ka vienu reizi.

Par ciklu sauc celu, kuram sakrit beigu un sakuma virsotnes. Ciklu sauc par vienkarSu, ja tas
neviena grafa virsotn€ neieiet vairak par vienu reizi (iznemot to, ka sakrit beigu un sakuma
virsotnes).

Par cela (cikla) garumu sauc ta Skautnu skaitu.

Grafu sauc par sakarigu, ja jebkuras 2 ta virsotnes var savienot ar celu, t.i., no vienas grafa
virsotnes var tikt uz kadu citu virsotni, ejot pa grafa Skautném. Pretgja gadijuma grafu sauc par
nesakarigu. Par grafa komponenti sauc jebkuru ta maksimalu sakarigu apaksgrafu.

Teoréma. Jebkura n (n > 2) virsotnu grafa noteikti ir vismaz divas virsotnes, kuru pakapes ir
vienadas.

Teoréma. Ja n (n = 2) virsotnu grafa tiesi divu virsotnu pakapes sakrit, tad Saja grafa noteikti ir
vai nu viena izol&ta virsotne (t.i., virsotne ar pakapi 0), vai virsotne, kuras pakape ir n — 1.

Grafu galvenie veidi:
e Pilns grafs — grafs, kuram katras divas virsotnes ir savienotas ar $kautni.
o Koks — sakarigs grafs bez cikliem.
e Divdaligs grafs — grafs, kura virsotnu kopu var sadalit divas dalas ta, ka jebkuras divas
virsotnes, kas pieder vienai dalai, nav savienotas ar Skautni.

Par Hamiltona celu sauc celu, kas satur visas grafa virsotnes, katru tie$i vienu reizi. Par
Hamiltona ciklu sauc ciklu, kas satur visas grafa virsotnes, katru tiesi vienu reizi.

Par Eilera celu sauc celu, kas satur visas grafa Skautnes, katru tiesi vienu reizi. Par Eilera ciklu
sauc ciklu, kas satur visas grafa skautnes, katru tiesi vienu reizi.

Teoreéma. Sakarigs grafs satur Eilera ciklu tad un tikai tad, ja visu grafa virsotnu pakapes ir para
skaitli.

Secinajums. Grafu var uzzimét ar vienu rokas vilcienu, neparklajot Iinijas un beidzot zZimét taja
pasa vieta, kur saka, tad un tikai tad, ja visam grafa virsotném ir para pakape.

Teoreéma. Sakarigs grafs satur Eilera celu tad un tikai tad, ja tas vai nu satur Eilera ciklu, vai ar1
tam ir tieSi divas virsotnes, kuru pakapes ir nepara skaitli.
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VISPARIGIE VERTESANAS KRITERIJI

Latvijas matematikas olimpiadgs par katru uzdevumu var iegit 0 — 10 punktus.

Kriteriji Punkti
Uzdevums nav risinats; tirraksta nav minéts pat uzdevuma numurs. — (svitrina)
Tirraksta minéts uzdevuma numurs, bet risinajuma nav nevienas veértigas 0
idejas, kas var€tu vest pie pareiza atrisinajuma.
Dazas derigas idejas, bet bez talakas izmantoSanas vai pamatojuma. 1-2
Veiksmigi iesakts risindjums, bet nav saskatits virziens, ka turpinat iesakto un 3.4
novest lidz galam.
Puse risinajuma. S
Pareizi iesakts un turpinats risinajums, kas tome&r nav paspéts vai prasts novest 6
lidz pasam galam.
Principa pareizs risinajums, bet ir kada lielaka iebilde, nepilniba, trikums. 7
Uzdevums atrisinats, bet risindjumam nelieli defekti — triikst kada
paskaidrojuma, izlaistas mazak bitiskas, bet tom&r nepiecieSamas detalas 8-9
utml.
Absoliiti pareizs un skaidri saprotami pierakstits risinajums bez iebildém, 10

piebildém un citiem trikumiem.
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UZDEVUMI
2013./2014. MACIBU GADS

S1. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE
9. klase

S1.9.1. Pieradtt, ka
1 1 1 1 1 1 1 1 1 9
+ + + + + + + + =—.
1.2 2.3 34 45 56 6-7 7-8 89 910 10
S$1.9.2. Saurlenku trijstiiri ABC novilkts augstums BH. Zinams, ka AC = BH un &etrstiiri AMNH
un HCEF ir kvadrati (skat. 45. att.) Pieradit, ka taisnes AE, CM un BH krustojas viena punkta!

B
7 E

MA—IN

A H C
45, att.

S1.9.3. Dots, ka a un b ir naturali skaitli un a+b =210. Pieradit, ka ab nedalas ar 210.

S1.9.4. Dots, ka a un b ir naturali skaitli un a-+Db ir nepara skaitlis. Zinams, ka katra skaitlu ass
punkta ar veselu koordinatu dzivo pa rukitim: dazos punktos — votivapas, pargjos — $illisallas.
Pieradit, ka eksist¢ tadi divi vienas cilts rikisi, starp kuriem attalums ir vai nu a, vai b.

S1.9.5. Vairakas kaudzes kopa ir n konfektes. Ar vienu gajienu atlauts izvel&ties jebkuras divas
kaudzes un no lielakas parlikt mazakaja tik konfekSu, cik mazakaja jau ir (vai apvienot abas
kaudzes viena kaudzg, ja tajas ir vienads konfekSu daudzums).

Vai taisniba, ka visas konfektes var apvienot viena kaudzé neatkarigi no to sakotng&ja
sadalijuma, jaa) n=64; b) n=100?

10. klase
S$1.10.1. Atrisinat vienadojumu x? + y? +4x—6y+13=0.

S1.10.2. Saurlenku trijstiiri ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti perpendikuli pret
malam AB un CB; to pamati ir attiecigi M un N. Pieradit, ka punkti A, M, N, C atrodas uz vienas
rinka Iinijas!

S1.10.3. Kada ir lielaka iesp&jama ciparu summa septinciparu skaitlim, kas dalas ar 8?

S1.10.4. Kadu lielako skaitu dazadu komisiju var izveidot no 4 cilveékiem ta, lai katram divam
komisijam buitu vismaz viens kopigs loceklis? Nekadas divas komisijas nesastav no vieniem un
tiem paSiem cilvekiem. Komisija var sastavét ar1 no viena dalibnieka.

S1.10.5. Gunars un Dzintars pamiSus raksta uz tafeles pa vienam naturalam skaitlim, kas
neparsniedz 1000. Sak Dzintars, uzrakstot skaitli 1. Neviens jau uzrakstits skaitlis netiek
nodz@sts; nevienu skaitli nedrikst rakstit otrreiz. Ja kaut kads skaitlis X jau ir uz tafeles, tad ar
kartgjo gajienu drikst uzrakstit vai nu X+1, vai 2x (ja izveletais rakstamais skaitlis neparsniedz
1000). Uzvar tas, kurs uzraksta 1000. Kur§ no z&€niem uzvar, pareizi spel&jot?
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11. klase
S1.11.1. Atrisinat vienadojumu x? +5y? +2xy+4y+1=0.

S1.11.2. a) Vai 46. att. dotas tabulas ritinas var ierakstit naturalus skaitlus no 1 1idz 9 (katra ritina
— citu skaitli) ta, lai izpilditos 1pasiba: ja rinda un kolonna apzimétas ar vienadiem burtiem, tad
tajas ierakstito skaitlu reizinajumi ir vienadi?

b) Vai 47. att. dotas tabulas ratinas ierakstit naturalus skaitlus no 1 Iidz 81 (katra raitina — citu
skaitli) ta, lai izpilditos Tpasiba: ja rinda un kolonna apzimétas ar vienadiem burtiem, tad tajas
ierakstito skaitlu reizinajumi ir vienadi?

I
H
G
F
E
I D
B 5
A A
A B C ABCDEFGHI
46. att. 47. att.

S1.11.3. Pieradit, ka punkti, kas ir simetriski trijstira augstumu krustpunktam attieciba pret
trijstiira malam, atrodas uz trijstirim apvilktas rinka linijas!
(Punktu A, sauc par punktam A simetrisku punktu attieciba pret taisni a, ja AA La un
AO =O0A,, kur Oir AA; un a krustpunkts.)

S1.11.4. Kvadrats sastav no 4x4 vienadam kvadratiskam ratinam. Katra riitina novelk vienu
diagonali un vienu no iegiitajiem trijstiriem nokraso baltu, otru — melnu. Nekadiem diviem
vienadi nokrasotiem trijstiriem nedrikst biit kopiga mala. Cik dazadi kvadrata krasojumi ir
iesp&jami?

S1.11.5. Dots, ka n ir naturals skaitlis un skaitli 2n+1 un 3n+1 ir veselu skaitlu kvadrati.

a) Atrodiet kaut vienu tadu n!
b) Vai 5n+ 3 var bat pirmskaitlis?

12. klase

S1.12.1. Pieradit, ka
1 1 1 1 2013
— 4+ + 4.+ = .
1.2 2-3 3:4 2013-2014 2014
S1.12.2. Trijstira ABC visas malas ir dazada garuma un £ZB = 60°. Uz stariem AB un CB attiecigi

atlikti tadi punkti X un Y, ka AX =CY = AC. Pieradit, ka taisne XY iet caur trijstiri ABC
ievilktas rinka Iinijas centru!

S1.12.3. Vai eksisté tads naturals skaitlis n, ka 6" —1 dalas ar 4" —1?

S1.12.4. Ja uz tafeles uzrakstiti polinomi f un g, tad tur drikst uzrakstit arT polinomus f +g,
f-gun f.g (par f un g varnemt ari vienu un to pasu polinomu). Vai var iegiit uz tafeles
polinomu x, ja sakotngji uz tafeles uzrakstiti polinomi a) Xx*+x un x?+2; b) x*+x un

2
X° =27

S1.12.5. Rinda salikti 12 krésli; uz katra no tiem séz pa skolénam. Skoléniem vienu reizi atlauts
piecelties un apsésties cita seciba, pie tam katrs drikst aps€sties vai nu ieprieksgja vieta, vai tiesi
blakus ieprieksgjai vietai. Cik dazadi skolénu izvietojumi iesp&jami péc parkartosanas?

42



N1. NOVADA OLIMPIADE
9. klase

N1.9.1. Vai vienadojumam 2x*+a® +b%=2x-(a+b) ir atrisinajums, ja a un b ir dazadi skaitli?

N1.9.2. Taisnstiira malu garumi ir veseli skaitli, taisnstiira perimetrs ir par 8§ mazaks neka ta
laukums. Atrast visus $adus taisnstrus!

N1.9.3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 3abc+3a+3b=7bc+7.
N1.9.4. Figiira ,,sienazis” apdraud tas riitinas, kas tai pieskaras ar stiriem (skat. 48. att., kur s —
sienazis, X — rutinas, ko tas apdraud). Cik dazados veidos uz 8x8 riitinu Saha galdina var

novietot vienu baltu un vienu melnu sienazi (katru sava riitind) ta, lai tie viens otru
neapdraudétu?

X X
s
48. att.

N1.9.5. Kvadrata ABCD malas garums ir 1, punkts M ir malas AD viduspunkts. Nogriezni AC un
BM krustojas punkta S. Aprekinat trijstiira ASM laukumu!

10. klase
N1.10.1. Dots, ka x* > 2. Pieradit, ka a) x* >4;b) x’ >5.

N1.10.2. Pieradit, ka, izv@loties 52 no aritmétiskas progresijas 1,4, 7, 10, ... locekliem, kas
neparsniedz 300, vienmér starp Siem skaitliem var atrast divus skaitlus, kuru summa ir 302.

N1.10.3. Piecsturis ABCDE ievilkts rinka Iinija, nogriezni AD un BE krustojas punkta F. Zinams,
ka BC = DF = DE. Pieradit, ka AC =CE.

N1.10.4. Zinams, ka @a;,a,,..,a ir tadi dazadi nepara naturali skaitli, ka
a >,/a,, ay>.a3, .. Qg>4/8 UN Q> \/;1 . Aprekinat vismazako summas
a, +a, +...+a,, vertibu!

N1.10.5. Grozos pa apli izvietotas 2014 konfektes ta, ka blakus grozos konfeksu skaits atSkiras

tiesi par 1. Zinams, ka ir vismaz divi grozi un katra groza ir vismaz viena konfekte. Kads var
bt a) vismazakais; b) vislielakais grozu skaits?

11. klase

N1.11.1. Polinoms P(x), kura visi koeficienti ir veseli skaitli, piecam veselam x vértibam pienem
vertibu 2000. Pieradit, ka nav tadas veselas x vértibas, pie kuras dotais polinoms pienem
vertibu 2014.

N1.11.2. Rinka Itnija ar centru punkta O novilkti divi savstarpgji perpendikulari radiusi OA un OB.
Caur hordas AB viduspunktu C novilkta horda DE, kas paraléla OA (punkts D atrodas uz
mazaka loka AB). Aprékinat lenka AOD lielumu!

N1.11.3. Kadiem naturaliem skaitliem n piemit $ada 1pasiba: visu skaitla n naturalo dalitaju,
iznemot 1 un n, kvadratu summa ir vienada ar pasu skaitli n?
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N1.11.4. Kada pilséta ir n detektivi (n>2) un cita starpa tie izseko arl viens otru. Zinams, ka
jebkuriem diviem detektiviem A un B vai nu A izseko B, vai B izseko A. Pieradit, ka visus
detektivus var nostadit viena rinda ta, ka pirmais izseko otro, otrais izseko treso, ..., (n — 1) -ais

izseko n-to.

N1.11.5. Neviens no realiem skaitliem X, y, z nav nulle un x+y+z = xyz. Pieradit, ka

iz+i2+i221.
X° y° oz

12. klase
. 1 1 1 e . 3 2
N1.12.1. Zinams, ka a>§, b>E, c>§ un x ir vienadojuma Xx°—ax” +bx—c=0 sakne.
. 1
Pieradit, ka x > -5

N1.12.2. Uz paralelograma ABCD pretéjam malam AB un CD atziméti attiecigi punkti E un F.
Nogrieznu AF un DE krustpunkts ir H, bet BF un CE krustpunkts ir G. Pieradit, ka

SecrH = SapH +SBcs -

N1.12.3. Uz tafeles uzrakstiti visi trisciparu skaitli, kas dalas ar 31:
124, 155, 186, 217, ..., 961, 992.
Vai no Siem skaitliem var izvéléties a) devinus, b) desmit ta, ka gan simtu, gan desmitu, gan
vienu pozicija vismaz pa vienai reizei ir atrodams katrs no cipariem 1 lidz 9?

N1.12.4. Alise n&sa rokasspradzes, kas sastav no virtené savértam 10 melnam un 20 baltam
pérlitém. Marta zakis prot rokasspradzei samainit divas pérlites vietam tad, ja starp tam atrodas
tieSi tris citas perlites. Cik rokasspradzes Alise var vienlaicigi nesat, lai Marta zakis ar
atkartotam darbibam no tam nevarétu iegiit divas vienadas? Rokasspradzes tiek uzskatitas par
vienadam, ja tas sakrit pagriezot pa apli (ap roku).

N1.12.5. Vai var atrast tadus 2014 dazadus naturalus skaitlus a,, a,, ..., 8,94 , K&

l+i+...+i:1'?

afl. a‘2 a2014
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V1. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

V1.9.1. Kadu mazako vertibu var pienemt izteiksme X + 14, ja x>07?

V1.9.2. Naturalu skaitlu virknes pirmie tris locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais ir vienads ar
tris ieprieks€jo loceklu summu. Cik starp virknes pirmajiem a) 100, b) 2014 locekliem ir tadi,
kas dalas ar 57

V1.9.3. Taisnlenka trijstira ABC taisnais lenkis ir A. Punkts X ir no A pret BC vilkta augstuma
pamats. Nogriezna XC viduspunkts ir Y. Uz malas AB pagarinajuma izvélets punkts D ta, ka
AB = BD. Pieradit, ka DX L AY !

V1.9.4. Gatavojoties 13 diplomatu apspriedei, krésli tika izvietoti ap apalu galdu vienados
attalumos un katrai no vietam tika sagatavota plaksnite ar diplomata vardu. Diemzgl, ienemot
vietas pie galda, diplomati §1s plaksnites nenéma véra un izradijas, ka neviens no diplomatiem
nav apsédies pretl savai plaksnitei.

a) Pieradit: neparsédinot diplomatus, galdu ir iesp&jams pagriezt ta, ka vismaz divi diplomati
atradisies pret savam plaksnitém!

b) Pieradit: ja sakuma tiesi viens diplomats biitu sédgjis pret savu plaksniti, tad ir iesp&jams, ka
vini apsédusies ta, ka, pagriezot galdu, nav iesp&jams panakt, ka pret savu plaksniti atradisies
vairak neka viens diplomats!

V1.9.5. Atrast vienadojuma (x* +5x —7)? —2(x® +5x —6) —4 = 0 saknu kubu summu!
10. klase

V1.10.1. Atrisinat vienadojumu sist€mu
5(x+y+12)=xyz
X=Yy+12
Kur X, y, z — veseli nenegativi skaitli!
343 n

: _ : _ _ n : .
V1.10.2. Atrast visas tadas vesela skaitla n vértibas, kuram gan 3 gan ir veseli
n+

n+4
skaitli!

V1.10.3. Ir pieejams neierobezots daudzums 7 un 13 centu pastmarku, kuras izmanto pasta
sttfjumu apmaksasanai. DiemZ€l daZas summas nav iesp&jams apmaksat tikai ar S$im
pastmarkam (pieméram, ja stitijums maksa 6, 8 vai 25 centus). Kada ir lielaka summa, kuru nav
iesp&jams apmaksat izmantojot tikai §1s pastmarkas?

V1.10.4. Divas dazada radiusa rinka Iinijas ar centriem punktos B un C argji saskaras punkta A.
Abu rinka Iniju kop€ja pieskare, kas neiet caur punktu A, pirmajai rinka Iinijai pieskaras punkta
D, bet otrai — punkta E. Taisne, kas novilkta caur A perpendikulari DE, krusto nogriezna BC
vidusperpendikulu punkta F. Pieradit, ka BC = 2AF !

V1.10.5. Gatavojoties v€lésanam politiskas partijas saviem vEl&tajiem kopuma ir devusSas S
(naturals skaitlis) dazadus solfjumus. Zinams, ka jebkuram divam partijam var atrast vismaz
vienu solfjumu, ko devusSas abas partijas. Taja pat laika nav iesp&jams atrast divas partijas, kuru
dotie soltfjumi sakristu pilniba — ir iesp€jams atrast vismaz vienu solfjjumu, ko viena partija ir
devusi, bet otra — né. Kads ir lielakais iesp&jamais partiju skaits, kas gatavojas véléSanam?
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11. klase

V1.11.1. Vai eksisté tads naturdls skaitlis n, ka, noapalojot izteiksmju +/10*" —10" un
V10™ —10" +1 vértibas lidz tuvakajam naturalajam skaitlim, iegiitie skaitli ir vienadi?

V1.11.2. Noteikt, kads ir lielakais skaits, cik no pieciem naturaliem skaitliem a, a+14, a+ 22,
a+32, a+46 var but pirmskaitli!

V1.11.3. Figuras (skat. 49. att.) divpadsmit virsotn€s nepiecieSams ierakstit pirmos 12 naturalos
skaitlus (katra virsotné — vienu) ta, lai katras riitinas virsotnés ierakstito Cetru skaitlu summa
biitu vienada ar M. Vai to var izdarit, jaa) M =28;b) M =267

49, att.

V1.11.4. Platlenka trijsttira ABC platais lenkis ir BAC . Novilktas tris rinka linijas ta, ka trijsttira
ABC malas ir attiecigi So rinka Iiniju diametri. Bez trijstiira virsotn€m rinka linijas pa pariem
krustojas vél tris punktos — P, Q un R. Pieradit, ka A ir trijstira PQR bisektrisu krustpunkts!

V1.11.5. Naturalus skaitlus a, b un c saista sakariba c?=a® +b?. Pieradit, ka katru no skaitliem
c? +ab un ¢? —ab var izteikt ka divu naturalu skaitlu kvadratu summu!

12. klase

V1.12.1. Izteiksmé +1+2+3+...£100= 2014 katru zimi ,, = ” aizvietoja vai nu ar ,,+”, vai ”—,,

ta, lai izteiksme biitu patiesa. Kads lielakais ,,+” zZimju skaits var biit $aja izteiksme?

V1.12.2. Katram naturalam skaitlim n ir definéta funkcija f(n) = %+%+...+1. Pieradtt, ka
n
visiem n >1 ir spéka sakariba n+ f () + f(2) +...+ f(n—-1) =nf(n).

V1.12.3. Rinka I1nija ar centru punkta O novilkti divi savstarpgji perpendikulari radiusi OA un OB.
Nogrieznis AC ir trijstira BAO mediana, CD ir trijstira ACO bisektrise, punkts E izvéléts uz
mazaka loka AB ta, ka ED ir trijstira AEO augstums. Aprekinat lenka AED lielumu grados.

V1.12.4. Saha festivala piedalijas 2014 dalibnieki, daZi sava starpa ari izspélgja vienu $aha partiju.
Zinams, ka starp jebkuriem trim festivala dalibniekiem noteikti ir divi, kuri sava starpa ir
izsp€l&jusi partiju. Kads ir mazakais iesp&jamais kopg€jais Saha partiju skaits, kas ir izsp€l&tas
Saja festivala?

V1.12.5. Vai var atrast tadu naturalu n veértibu, kam piemit pasiba: visu skaitla n naturalo dalitaju,
iznemot 1 un n, kvadratu summa vienada ar n??
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P1l. PAPILDUS SACENSIBAS

Xyz
@+ x)(x+y)(y+2)(z+16)

P1.1. Atrast izteiksmes lielako iesp&jamo vertibu, ja X, y un z — reali

pozitivi skaitli!

P1.2. Saurlenku trijstiirt ABC, nogrieznis CP ir augstums; punkts H ir augstumu krustpunkts un O
ir apvilktas rinka Iinijas centrs. Punkts D ir taisSnu CO un AB Krustpunkts; E ir CD viduspunkts.
Pieradit, ka EP iet caur OH viduspunktu!

P1.3. Aprili 2014 skoléni tika sadaliti N (N <2014) grupas un katra grupa stradaja pie sava
projekta. Maija Sie pasi skoléni tika sadaliti N +1 grupa un atkal katra grupa stradaja pie sava
projekta. Pieradit, ka vismaz divi skoléni maija stradaja skaitliski mazaka grupa neka aprili!

P1.4. Pieradit, ka vienadojumam (a—b)? =6ab+7 nav atrisinajuma naturilos skait]os!

P1.5. Vai eksisté tads rutinu kvadrats, kuru var sagriezt daudzstaros D,, D,, ..., D, ta, ka k-tais
daudzstiiris, k =1, 2, ..., n, sastav tiesi no k riitinam? Vai var gadities, ka $ada kvadrata laukums
ir lielaks neka 2013 riitinas?
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Al. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE
9. klase

A1.9.1. Kvadrata, kura malas garums ir 2, ievilkts rinkis un $aja rinki ievilkts kvadrats (skat. 50.
att.). Aprekinat iekrasoto dalu laukumu summu!

50. att.

A1.9.2. Doti Cetri dazadi cipari, neviens no tiem nav 0. Visu divciparu skaitlu, kurus var izveidot
no Siem cipariem, summa ir 1276. Atrast dotos Cetrus ciparus!

A1.9.3. Trijstaris ABC ir taisnlenka trijstiris ar taisno lenki ABC. Punkti M un N ir attiecigi
nogrieznu AC un AM viduspunkti. Caur B, M un N vilkta rinka Iinija krusto malas AB un BC
attiecigi to iek$gjos punktos P un Q. Zinams, ka AC||PQ . Aprekinat /BAC vertibu!

Al1.9.4. Tabulas 3x3 riitinas katra riitina jaieraksta pa vienam naturalam skaitlim ta, lai katra rinda,
katra kolonna un katra diagonal€ ierakstito skaitlu summas biitu vienadas, bet visi tabula
ierakstitie skaitli ir sava starpa atskirigi. Ir zinami divas ratinas ierakstitie skaitli (skat. 51. att.).
Kads ir mazakais skaitlis, kas var biit ierakstits tabulas centralaja raitina?

6
?

7

51. att.

A1.9.5. Katram marsietim ir tris rokas un dazas antenas. Visi marsieSi sadevas rokas (katrs
marsietis sadevas rokas ar 3 citiem marsieSiem ta, ka visas rokas bija aiznemtas). Izradijas, ka
katriem diviem marsieSiem, kas bija sadevusi rokas, antenu skaits atskiras tiesi 6 reizes. Vai
kopégjais antenu skaits visiem marsieSiem var biit 20147

10. klase

A1.10.1. Noteikt, vai virkne a, = % , N —naturals skaitlis, ir augosa vai dilstosa!
n+

A1.10.2. Dotas divas paral€las taisnes. Uz vienas no tam atzimé&ti 14 zali punkti, uz otras — 14
sarkani punkti. Kadu lielako skaitu nogrieznu, kuriem viens galapunkts ir zal§, bet otrs —
sarkans, var novilkt ta, lai tie nekrustotos?

Saka, ka nogriezni krustojas, ja tiem ir kopigs iekS€jais punkts (ja nogrieZniem ir kopigs tikai
galapunkts, tie nekrustojas).

A1.10.3. Aplikosim funkcijas y = x> +ax+b, kur a+2b = 2014. Pieradit, ka visu §adu funkciju
grafikiem ir kopigs punkts!

A1.10.4. Doti septini dazadi naturali skaitli; katriem diviem no dotajiem skaitliem aprékinaja to
summu. Kads lielakais skaits no STm summam var biit pirmskait]i?

A1.10.5. Uz taisnstira ABCD diagonales BD atlikts ieks€js punkts P ta, ka Z/PAB = ~/PCB.
Pieradit, ka ABCD ir kvadrats!
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11. klase

Al.11.1. Uz rinka linijas atlikti @) 6; b) 2014 punkti. Viens no tiem nokrasots sarkans, bet pargjie
— balti. Apskatam visus daudzstiirus, kuriem visas virsotnes ir kadi no nokrasotajiem punktiem.
Kadu daudzstiru ir vairak — to, kam viena virsotne ir sarkana, vai to, kam visas virsotnes ir
baltas?

A1.11.2. Skaitlu virknei (a,) visiem n>1 ir speka sakariba a, +a, +...+a, = na, . Aprekinat
a5y, ja zinams, ka a; =1000.

Al1.11.3. Ap Saurlenku trijstiri ABC apvilkta rinka Iinija. Loka AB (kuram nepieder punkts C)
viduspunkts ir N, bet loka AC (kuram nepieder punkts B) viduspunkts ir M. Nogrieznis NM
krusto malu AB punkta K. TrijsttrT ABC ievilktas rinka Iinijas centrs ir punkta O. Pieradit, ka
OK || AC!

Al.11.4. Doti 99 naturali skaitli. Zinams, ka nav tada skaitla, ar ko dalitos visi §ie skaitli, un ka
jebkuru 50 skaitlu reizinajums dalas ar atlikuSo 49 skaitlu reizinajumu. Pieradit, ka visu 99
skaitlu reizinajums ir naturala skaitla kvadrats!

Al1.11.5. Pieradit, ka izliektu 2014-stiiri nevar sadalit 167 izliektos 14-sttros!
12. klase

A1.12.1. Atrisinat nevienadibu 9* —2.-3* -3<0.

Al1.12.2. Caur trijstira ABC malas AB ieks&ju punktu P novilkta taisne, kas ir paraléla BC un
krusto AABC apvilkto rinka liniju punktos M un N (M atrodas uz 1saka loka AB, bet N —uz Tsaka
loka AC). Nogrieznis MC krusto AB punkta Q. Pieradit, ka NQ iet caur trijstariem AMQ un APN
apvilkto rinka liniju krustpunktu!

A1.12.3. Atrast visus pirmskaitlus p, kuriem p* —6 arf ir pirmskaitlis!

Al1.12.4. Vai kvadratu ar malas garumu 10 var noklat ar 25 , krustiniem” (skat. 52. att.), kuri sastav
no 5 kvadratiem ar malas garumu 1? ,,Krustini” drikst parklaties, ka arT iziet arpus dota kvadrata
malam.

52. att.

A1.12.5. Funkcija f : R —> R definéta visiem realiem skaitliem un pienem realas veértibas. Visiem
realiem skaitliem a un b izpildas
2f(a) < f(b)+ f(2a—b).
Vai tiesa, ka visiem realiem a, b un ¢ izpildas
3f(@)< f(b)+ f(c)+ f(3a—b-c)?
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BW1. BALTIC WAY 2013

Algebra
BW1.1. Dots, ka n ir naturals skaitlis. Pienemsim, ka no tabulas
0 1 - n—1
n n+1 e 2n—1
2n 2n+1 - 3n—-1
(mn—-1n (n—-Dn+1 - n?2-1

izvelas n skaitlus ta, lai nekadi divi izvéletie skaitli nebtitu viena rinda vai viena kolonna.
Noteikt, kada ir lielaka iesp&jama vértiba So n skaitlu reizinajumam!
BW1.2. Pienemsim, ka k un n ir naturali skaitli un x4, x5, ..., X, V1, V2, - - -, ¥ It pa pariem atskirigi
veseli skaitli. Polinomam P ar veseliem koeficientiem izpildas
P(x1) = P(xz) =+ = P(x;) = 54
un
P(y1) = P(y2) = -+ = P(yn) = 2013.
Noteikt lielako iesp&amo reizinajuma kn vértibu!
BW1.3. Atrast visas funkcijas f: R = R, (R — realo skaitlu kopa) kuram izpildas
fOfO+) + (=) =fOf(x) —y) +y, visiemx,y € R.

BW1.4. Pieradit, ka visiem pozitiviem realiem skaitliem X, y, z izpildas nevienadiba

3 3 3
X V4 xX+y+z
y < y .

+ + >
y2 422 z24+x%2  y?+x? 2

BW1.5. Kuba divas pretgjas virsotnés ierakstiti skaitli 0 un 2013. Pargjas 6 kuba virsotn€s
jaieraksta kaut kadi reali skaitli. Kad tas ir izdarits, uz katras kuba Skautnes uzraksta §is Skautnes
galapunktos esoSo skaitlu starpibu. Kadi skaitli jaieraksta kuba virsotng€s, lai uz Skautném
uzrakstito skaitlu kvadratu summa biis vismazaka?

Kombinatorika

BW1.6. Ziemassvétku vecitim ir vismaz n davanas, kas paredz&tas n berniem. Zinams, ka katram

i € {1,2,...,n} i-tais bérns uzskata x; > 0 no tam par labam davanam. Pienemsim, ka

1 1
— ... +—< 1
X1 Xn

Pieradit, ka Ziemassvetku vecitis var iedot katram bérnam pa davanai ta, ka katrs bérns sanem
davanu, ko vins uzskata par labu!

BW1.7. Uz tafeles uzrakstits naturals skaitlis. Speletaji A un B spéle sadu spéli: katra gajiena
speletajs izvelas uz tafeles esosa skaitla n dalitaju m, kur 1 < m < n, un aizstaj n ar n —m.
Speletaji gajienus izdara parmainus, A izdara pirmo gajienu. Spéletajs, kuram nav iesp&jama
gajiena, zaudg spéli. Pie kadiem sakotn&jiem skaitliem spélétajam B ir uzvarosa stratégija?

BW1.8. Sauna ir n istabas, katrai no kuram ir neierobeZota ietilpiba. Neviena istaba nevar
vienlaikus but virietis un sieviete. Viriesi grib biit viena istaba tikai ar virieSiem, ar kuriem vini
nav savstarpgji pazistami, un sievietes — tikai ar sievietém, ar kuram vinas ir pazistamas. Noteikt
lielako k, kuram k laulati pari var vienlaikus apmekl&t saunu, ja zinams, ka divi viriesi pazist
viens otru tad un tikai tad, ja vinu sievas pazist viena otru!
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BWL1.9. Valsti ir 2014 lidostas un nekadas tris no tam nav uz vienas taisnes. Divas lidostas savieno
tieSs reiss tad un tikai tad, ja taisne, kas savieno §is divas lidostas, sadala valsti divas dalas,
katra no kuram ir 1006 lidostas. Pieradit, ka nav divu lidostu ar Tpasibu, ka no pirmas var aizlidot
uz otro, apmeklgjot katru no 2014 lidostam tiesi vienu reizi!

BW1.10. Balts vienadmalu trijstiiris ir sadalits n? vienados mazakos trijstiiros, izmantojot taisnes,

kas paral@las trijstira malam. Par trijstiru rindu nosauksim visu to trijstiru kopu, kas atrodas
starp divam blakusesosam paralélam taisném, kas veido trijstiiru rezgi. Viens stlirT esoSs
trijsturis ar tiek uzskatits par trijstiiru rindu.
Megs gribam nokrasot visus trijstiirus melnus ar $adu darbibu virkni: izv€lamies trijstiiru rindu,
kas satur vismaz vienu baltu trijstiiri un parkrasojam visus §is rindas trijstirus melnus (piemeérs
ar iesp&jamu situaciju pec Cetriem gajieniem pie n = 6 paradits 53. att.; bultinas parada
iesp&jamos variantus nakamajam gajienam). Atrast mazako un lielako iesp&jamo darbibu
skaitu, p&c kura visi trijstiiri bis melni!

S
53. att.

Geometrija

BW1.11. Dots $aurlenka trijsttiris ABC ar AC > AB. Ar D apzim&sim A projekciju uz BC un ar E
un F apzimésim D projekcijas attiecigi uz AB un AC. Ar G apzimé&sim taiSnu AD un EF
krustpunktu. Ar H apzim&sim otru taisnes AD krustpunktu ar trijsttira ABC apvilkto rinka Iiniju.
Pieradit, ka AG - AH = AD?!

BW1.12. Trapece ABCD ar pamatiem AB un CD ir tada, ka trijstirim BCD apvilkta rinka linija
krusto taisni AD punkta E, kas atSkiras no A un D. Pieradit, ka trijstirim ABE apvilkta rinka
linija w pieskaras taisnei BC!

BW1.13. Visas tetraedra skaldnes ir taisnlenka trijstiri. Ir zinams, ka trim no tetraedra malam ir
vienads garums S. Aprékinat tetraedra tilpumu!

BW1.14. Rinka Iinijas @ un f ar vienadu radiusu krustojas divos punktos, viens no kuriem ir P.
Ar A un B apzimé&sim, attiecigi, punktam P diametrali pret§jos punktus uz rinka Itnijam a un f3.
Tresa rinka linija ar tadu pasu radiusu iet caur P un krusto a un 8 attiecigi punktos X un'Y.
Pieradit, ka taisnes XY un AB ir paral€las!

BW1.15. Cetram rinka Iinijam, kas atrodas viena plakng, ir viens un tas pats centrs. Rinka Itniju
radiusi veido stingri augoSu aritmé&tisku progresiju. Pieradit, ka nav kvadrata, kuram katra
virsotne atrodas uz citas rinka linijas!

Skaitlu teorija

BW1.16. Naturalu skaitli n sauc par skaistu, ja eksisté naturals skaitlis k, 1 < k < n, kuram
izpildas vienadiba
14+24+...+k-D=(k+1D+(k+2)+...4+n.
Vai eksiste skaists skaitlis N, kuram izpildas nevienadibas

N
2013213 < s < 20132013 + 47
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BW1.17. Pienemsim, ka ¢ un n > ¢ ir naturali skaitli. Marijas skolotajs uzraksta uz tafeles n
naturalus skaitlus. Vai ir taisniba, ka visiem n un ¢ Marija var apzimét skolotaja uzrakstitos
skaitlus ar a4, ..., a, ta, lai cikliskais reizinajums

(a1 —az) - (az —az) ... (Ap-1 — an) - (@y — a4)

biitu kongruents ar 0 vai ar ¢ peéc modula n?

BW1.18. Atrast visus veselu skaitlu parus (x,y), kuriem y3 — 1 = x* + x?2!

BW1.19. Pienemsim, ka a, ir naturals skaitlis un a,, = 5a,_; + 4 visiem n > 1. Vai a, var
izvEleties ta, lai as, dalitos ar 2013?

BW1.20. Atrast visus polinomus P ar nenegativiem veseliem koeficientiem un pasibu, ka visiem
pirmskaitliem p un naturaliem skaitliem n eksisté pirmskaitlis  un naturals skaitlis m, kuriem
izpildas P(p") = q™.
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2014./2015. MACIBU GADS

S2. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE
9. klase

S2.9.1. Turnira piedalas 10 komandas, katrai ar katru jaizspele viena spéle. Vai ir tads bridis, kad
visas komandas izsp€l&jusas dazadu spélu skaitu?

S2.9.2. Saurlenku trijstiri ABC augstums no virsotnes A, lenka B bisektrise un malas AB
vidusperpendikuls krustojas viena punkta O. Aprékinat ZABC !

S2.9.3. Katra mazaja trijsturiti (skat. 54. att.) ierakstits naturals skaitlis no 1 Iidz 9 (visi ierakstitie
skaitli ir dazadi). Katriem diviem trijstiiriSiem ar kopigu malu aprékina tajos ierakstito skaitlu
summu. Kads lielakais skaits no §$Tm summam var bt pirmskait]i?

54, att.

10. klase

S2.10.1. Dots, ka x un y ir naturali skaitli. Kads ir mazakais skaits dazadu pirmskaitlu, ar kuriem
var dalities izteiksme 3X (X + 2y +1)(7y +1) ?

S2.10.2. Uz kvadrata ABCD diagonales AC atlikts iek$gjs punkts M. Pieradit, ka
MA-MC + MB-MD = AB?!

S2.10.3. Kvadratos ierakstiti skaitli 1, 2, 3, 4, 5, 6 (skat. 55. att.). Viena gajiena ir atlauts izvEléties
jebkurus divus skaitlus, kurus savieno nogrieznis, un pie katra no tiem pieskaitit vienu un to
pasu veselu skaitli (Sis skaitlis katra gajiena var bt cits). Vai, veicot §adus gajienus, var iegit
56. att. paradito skaitlu izvietojumu?

11. klase

S2.11.1. Saha turnira piedalas 9 spélétaji, kuri katrs ar katru spélé tiesi vienu reizi. Katra spéle
uzvarétajs sanem vienu punktu, zaudetajs — 0 punktus, bet par neizSkirtu katrs sp€letajs sanem
0,5 punktus. Turnira beigas katrs spelétajs bija sanémis vienadu punktu skaitu.

a) Vai ir iesp&jams, ka katrs sp€létajs nospéléja neizskirti atskirigu skaitu reizu?
b) Vai ir iespgjams, ka katram spélétajam ir atskirigs zaudéjumu skaits?

S2.11.2. Izliektam cetrsturim novilktas visu astonu argjo lenku bisektrises. Pieradit, ka tas veido
cetrstiiri, kuram var apvilkt rinka Itniju!
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S2.11.3. Tabulas 3x3 ritinas ierakstitas nulles. Viena gajiena atlauts dotaja tabula izveleties
kvadratu ar izmériem 2 x 2 riitinas un palielinat par 1 visus taja ierakstitos skaitlus. Pieradit, ka
p&c vairakiem $adiem gajieniem nevar iegit 57. att. doto tabulu!

41915
10|18 |12
6 (13| 7

57. att.

12. klase
$2.12.1. Devinciparu naturala skaitla n ciparu summa ir 3. Kada var bat n® ciparu summa?
S2.12.2. Trapeces diagonales ir vienadas. Pieradit, ka ap So trapeci var apvilkt rinka Iiniju!

S2.12.3. Devini rukisi izvietoti kvadrata ar izmériem 3x3 ritinas, kas atrodas Saha galdina
(8x8 ritinas) kreisaja apaks¢ja sturi. Katrs rukitis var parlekt pari tam rakitim, kas atrodas
blakus, ja tur ir briva ritina. Lekt var gan vertikali, gan horizontali, gan arT pa diagonali. Vai
var parvietot rukiSus cita kvadrata ar izmériem 3x3 riitinas, kas atrodas Saha galdina
a) kreisaja augsgja stirt; b) labaja augsgja stiri?
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NZ2. NOVADA OLIMPIADE
9. klase
1 1

x2_9 3-x 2

N2.9.1. Atrisinat vienadojumu

N2.9.2. Regulara astonstiira virsotnés p&c kartas uzrakstiti skaitli 7, 15, 3, 17, 1, 9, 5, 11.
Ar skaitliem atlauts veikt $adas darbibas:
e pieskaitit kadam skaitlim divus skaitlus, kas atrodas blakus virsotnés;
e atnemt no skaitla divkarSotu pret&ja virsotné uzrakstito skaitli, ja starpiba ir pozitiva.

Vai, atkartoti izpildot §is darbibas, var panakt, ka viena no virsotném bis ierakstits
skaitlis 2014?

N2.9.3. Vai jebkuru taisnstiri var sagriezt a) 2014, b) 2015 savstarpgji Iidzigos trijstiiros?
N2.9.4. Uz tafeles uzrakstiti naturali skaitli no 1 [idz 13. Darta grib nodzest vienu no tiem, bet
pargjos ierakstit 3x 4 rutinu tabula (katru skaitli viena ratina) ta, lai visas rindas un kolonnas
skaitlu vid€jais aritmétiskais biitu vienads.
a) Pieradit, ka ir tiesi viens skaitlis, kuru nodz&sot, vina to varés izdarit!
b) Atrast vienu skaitlu izvietojuma piemé&ru!

N2.9.5. Apskata visas funkcijasy =ax? +bx+c, kur koeficientus a un b saista sakariba
a+ 2b =2015. Pieradit, ka visu $adu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti!

10. klase

N2.10.1. Uz parabolas y=ax2+bx+c atrodas punkts M (1;15), tas virsotne ir punkta
N (=3; —1) . Noteikt koeficientus a, b un c!

N2.10.2. Ar naturalu skaitli atlauts veikt Sadas darbibas:
e pieskaitit 6;
o dalit ar 4, ja skaitlis dalas ar 4;
e mainit vietam skaitla ciparus (skaitla sakuma nedrikst atrasties nulle).
Vai, atkartoti izpildot §is darbibas, no skaitla 30 var iegiit skaitli 2015?

N2.10.3. Vairaku péc kartas sekojosu naturalu skaitlu summa ir 177. Kadas veértibas var pienemt
mazakais no Siem saskaitamajiem?

N2.10.4. Vai eksiste tads vesels skaitlis x, ka a) visi skaitli x; x+23; x+45; x+121; b) visi
skaitli x; x+23; Xx+46; x+121 ir veselu skaitlu pakapes ar naturalu kapinataju, kas lielaks
neka 1 (kapinataji var but dazadi)?

N2.10.5. Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijsttiris AEB.
Taisne, kas vilkta no E caur kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta

F un malu DC — punkta G. Zinams, ka ZOEB = Z0OCG. Pieradit, ka trijstiiris AEB ir
taisnlenka!
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11. klase
5
| x—2]

N2.11.2. Viena gajiena no 58. att. attelotas figiiras var izv€leties jebkuru 59. att. redzamo figiiru
(figliru var arT pagriezt) un taja ierakstitajiem skaitliem vai nu pieskaitit 1, vai arT atnemt 1. Vai,
atkartoti izpildot sadus gajienus, var panakt, ka visas Stinas ir ierakstits skaitlis 2015?

N2.11.1. Atrisinat nevienadibu | X—2|—6+

58. att. 59. att.

N2.11.3. Kads ir mazakais naturalais skaitlis n, kuru iesp&jams izteikt ka tris dazadu naturalu
skaitlu &, b un ¢ summu ta, ka visi skaitli a+b, a+c, b+ c ir naturalu skaitlu kvadrati?

N2.11.4. Uz trijstira XAC malas XC atlikts iek$&js punkts B ta, ka AB = AC. Lenku ACB un ABX
bisektrises krustojas punkta D. Pieradit, ka AD = AB !

N2.11.5. Dots taisnstiris ar izm&riem Nxm ritinas. Sakuma katra riitina ir ierakstits 5. Maris

dotaja taisnstlir1 veic secigas darbibas:

1) izvelas kadu taisnstiiri un visas ta ratinas ieraksta ciparu 1;

2) izvelas kadu taisnstiiri un visas ta ritinas ieraksta ciparu 2;

3) izvélas kadu taisnstiiri un visas ta riitinas ieraksta ciparu 3;

4) visbeidzot izv€las kadu taisnstlri un visas ta riitinas ieraksta ciparu 4.
Katra izveleta taisnstira malam jaiet pa rutinu linijam un cipars vienmer jaraksta rttina jau
esosa skaitla labaja pus€. Vai iespgjams, ka visas ritinas ierakstitie skaitli ir dazadi, ja dota
taisnstiira izméri ira) 3x6; b) 3x5; ) 4x4 ritinas?

12. klase
N2.12.1. Atrisinat vienadojumu (x —2)log  (x* —5x) = 2x —log  36.

N2.12.2. Ar naturalu skaitli atlauts izdarit $adas darbibas:
e pieskaitit skaitlim ta ciparu summu;
e atnemt no skaitla ta ciparu summu.
Vai, atkartoti izpildot §is darbibas, no skaitla 139 var iegut skaitli a) 63; b) 193?
N2.12.3. Cik daudz ir piecciparu skaitlu, kas sastav no tiesi tris dazadiem cipariem, no kuriem
neviens nav 0 un neviens neatkartojas vairak ka divas reizes?

N2.12.4. Izliekta Cetrstira ABCD malu AB, BC, CD un DA viduspunkti ir attiecigi E, F, G un H.
Nogrieznis AF krustojas ar DE un BG attiecigi punktos K un L, bet CH krustojas ar DE un BG
attiecigi punktos N un M. Pieradit, ka Sgr +Scyg + Song + S ake = Skiwn !

N2.12.5. Vai eksiste tadi naturali skaitli a, b un c, ka skaitla a® +b? +¢?
a) pedgjie divi cipari ir 15;
b) pedgjie Cetri cipari ir 2015?
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V2. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

V2.9.1. Atrast visus tadus naturalus skaitlus n un m, kuriem ar1 ir naturals skaitlis!

n* —m*
V2.9.2. Pieradit, ka, izmantojot
a) visas septinas dotas figras (skat. 60. att.), katru tie$i vienu reizi, nav iesp&jams salikt
taisnstari;
b) sesas no dotajam figtiram, katru tie$i vienu reizi, var salikt taisnstiri.
Visas figiiras sastav no vienadiem kvadratiem. Figiiras drikst pagriezt, bet nedrikst apmest

otradi. TaisnstiirT nedrikst biit caurumi, un figtiras nedrikst parklaties.

_Hl_\l\_‘ | | ‘

60. att.

VV2.9.3. Aija izvélas naturalu skaitli n <100 un veido skaitlu virkni, kur katru nakamo virknes

locekli iegiist p&c sada likuma:

e ja 2n <100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n;

e ja 2n>100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n—100.
Ja virkné vél kadreiz paradas skaitlis n, tad skaitli n sauksim par patikamu. Cik pavisam ir
patikamu skaitlu, kas neparsniedz 100?
Pieméram, skaitlis 40 ir patikams, jo 40; 80; 60; 20; 40; ..., bet 25 — nav, jo 25; 50; 100; 100;
... (talak virkng€ nav skaitlu, kas atskirigi no 100).

V2.9.4. Trijstar1 ABC novilkta bisektrise BL (L atrodas uz malas AC), ta krusto taisni, kas no A
vilkta paral€li BC, punkta K. Zinams, ka LK = AB. Pieradit, ka AB > BC!

V2.9.5. Kada ir izteiksmes a?° +a* +

Z mazaka iesp&jama vertiba, ja a ir reals skaitlis?
a’ +1

10. klase
V2.10.1. Kvadratvienadojuma

2 | 7T N A
1+/5)x 43+\/§ 1++/5) X+43+\/§ 0

saknes ir skaitli a un b. Pieradit, ka izteiksmes a*b+ab* +3a%? +3a%h* vértiba ir vesels
skaitlis!

V2.10.2. Pieradit, ka katram naturdlam n izteiksme 3n°® +5n* —8n dalas ar 10.

V/2.10.3. Pozitiviem skaitliem a, b, c, d, e, f ir speka sakaribas a?+b%=c?un d?+e%=1f2,
Pieradit, ka (a+d)? +(b+e)* =(c+ )2.

VV2.10.4. Pieradit, ka regularam desmitstirim AjA,...Aq ir speka sakariba A/A, + R=AA,, kur
R ir tam apvilktas rinka Iinijas radiuss!
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VV2.10.5. a) Pieradit, ka, izmantojot visas piecas dotas figtiras (skat. 61. att.), katru tiesi vienu reizi,
nav iesp&jams salikt taisnsturi!
b) Vai, izmantojot Cetras no dotajam figliram, katru tie$i vienu reizi, var salikt taisnstiiri?
Visas figiiras sastav no vienadiem kvadratiem. Figiiras drikst pagriezt vai apmest otradi.
TaisnsturT nedrikst biit caurumi, un figiiras nedrikst parklaties.
[TTTT [] ]
L] | |

61. att.

11. klase

V2.11.1. Kvadratvienadojuma (1++/5)x? —4/7 -(1+~/5)2x+4/7 =0 saknes ir skaitli a un b.
Pieradit, ka izteiksmes a*b +ab* +3a3b? +3a%b® +16a*b® +16a°b* vertiba ir vesels skaitlis!

V2.11.2. Vai uz ritinu lapas var uzzimét 1612-stiiri, kura laukums ir 2015 riitinas un kura malas
iet pa rutinu linijam?

V2.11.3. Piratam Dzonam Silveram kajite ir 38 papagaili un 39 papagailu kratini. Katram
papagailim ir savs kratin$ un vél viens kratin$ stav tukss. Kadu dienu vétras laika tie visi
izmuka, tika nokerti un uz atru roku salikti atpakal kratinos (katra kratina ne vairak ka viens),
bet ne obligati savos. Viena gajiena Dzons Silvers var panemt vienu papagaili un parlikt uz to
kratinu, kur§ dotaja bridi ir tukSs. Kads ir mazakais gajienu skaits, ar kuru vinam noteikti
pietiek, lai panaktu, ka visi papagaili atrodas savos sakotngjos kratinos?

V2.11.4. Naturali skaitli @, b un ¢ ir savstarpg&ji pirmskaitli un visi ir lielaki neka 50. Zinams, ka
a+b dalas ar c un b+ c dalas ar a. Atrast mazako iesp&amo b vértibu!

V2.11.5. Pieradit, ka regularam Cetrpadsmitstirim AA,..A, 1ir speka sakariba
AA, +AA, = AA, +R, kurR ir tam apvilktas rinka linijas radiuss!

12. klase

V2.12.1. Zinams, ka S22 =1 Aprekinat S73X verebu!

cosx 2015 sin X

V2.12.2. Paralelograma ABCD iek$pusé atziméts punkts P ta, ka /PAB = /PCB . Pieradit, ka
/PBC = /PDC'!

V2.12.3.  Pieradit, ka  jebkuram  naturalam  nepara  skaitlim n  izteiksme
2269" +2151" +1389" —1779" dalas ar 2015.

V2.12.4. Katrs no skaitlu ass punktiem ar veselu koordinatu ir nokrasots vai nu balta, vai melna
krasa. Nekadi divi balti punkti neatrodas viens no otra attaluma 1 un nekadi divi melni punkti
neatrodas viens no otra attaluma d. Noteikt, kadam naturalam d vertibam $§ads krasojums ir
iesp&jams!

V2.12.5. Votivapu valoda visi vardi sastav tikai no diviem burtiem a un b. Jebkuru vardu var iegit
no varda “a”, atkartoti lietojot $adus tris likumus:
1) pierakstot vardam gala burtu b;
2) pierakstot vardam gala sevi pasu;
3) aizstajot varda trTs p&c kartas esoSus burtus a ar vienu burtu b.
Vai votivapu valoda ir vardi a) abbababab; b) baabaabaa?
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P2. PAPILDUS SACENSIBAS

P2.1. Pieradit, ka dazadiem realiem skaitliem a, b un ¢ sakariba a+b+c =0 ir spéka tad un tikai
tad, ja a® +b® +c® = 3abc.

P2.2. Uz trijstuira ABC malam AC un BC uz aru ir konstruéti kvadrati ACA /A, un BCB;B,.
Pieradit, ka taisnes A B, A,B, un AB, Kkrustojas viena punkta!

P2.3. Naturalus skaitlus X un y sauc par draudzigiem, ja xy+1 ir naturala skaitla kvadrats.

Pieméram, skaitli 2 un 40 ir draudzigi. Pieradit: ja skaitli a un b ir draudzigi, tad eksiste tads
naturals skaitlis ¢, ka vienlaikus a un ¢ ir draudzigi, un ari b un c ir draudzigi!

P2.4. Atrast visas funkcijas, kas defin€tas veseliem skaitliem un pienem veselas vértibas, tadas, ka
f () = f(-1) un visiem veseliem x uny izpildas
f(X)+ f(y)=f(x+2xy)+ f(y—2xy).

P2.5. Parlamenta, kura ir n > 2 deputati, darbojas k >0 komisijas. Katra komisija ir vismaz divi
deputati, neviena komisija neietilpst visi n deputati. Katrs deputats var darboties viena vai
vairakas komisijas, var arT nebiit neviena komisija. Kadai lielakajai k vértibai deputatus noteikti
iesp&jams nosedinat rinda ta, ka nevienas komisijas deputati taja nes€z visi pec kartas?
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A2. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE
9. klase

A2.9.1. No visiem tadiem skaitliem, kuru starpiba ir 2015, noteikt tos divus, kuru reizinajums ir
vismazakais!

A2.9.2. Tornis ir salikts no vienibas kubiniem, kur katra kubina izmérs ir 1x1x1. Apaksgja slani
ir 7x7 kubini. Otrs slanis ir novietots virs pirma slana centralas dalas, taja ir 5x5 kubini.
Tresaja slani, kurs§ novietots apaks$gjas dalas centrd, ir 3x 3 kubini un augsa centra ir 1 vienibas
kubins (skat. 62. att.). Vai o torni var salikt no blokiem ar izmériem 1x1x37?

A2.9.3. Pieradit, ka X° —5x° +4x dalas ar 120, ja x ir vesels skaitlis!

A2.9.4. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas
punkta E. Ap trijstiri CDE apvilkta rinka linija krusto garako pamatu AD ieks$gja punkta F.
Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G. Nosaki £CGD lielumu, ja ZCAD =« |

A2.9.5. Paradit, ka naturalos skaitlus no 1 Iidz 2n—1 uzrakstit rinda ta, ka visas blakus eso$o
skaitlu starpibas (no lielaka skaitla atnem mazako) ir dazadas un skaitlis 1 ir vid&jais (n-tais),
jaa) N=5; b) n=1008.

10. klase

A2.10.1. Noteikt funkcijas a) y = x* +2x+2,b) y = —

————— veértibu kopu!
X®+2X+2

A2.10.2. Kadam naturalam n veértibam kvadratu Nx N ratinas var sagriezt taisnstiiros ar izmériem
1x 4 ratinas? Griezuma ITnijam jaiet pa ritinu malam.

A2.10.3. Atrast visus naturalos skaitlus, kas ir vienadi ar savu ciparu reizinajumu! (Par viencipara
skaitla ciparu reizinajumu sauc ta vienigo ciparu.)

A2.10.4. Uz vienadsanu trijstira ABC pamata AC atlikts ieksgjs punkts D, bet uz AC pagarinajuma
— punkts E (punkts C atrodas starp D un E) ta, ka AD =CE . Pieradit, ka BD +BE >2BC !
A2.10.5. Jura dzimSanas dienas torte ir biezpiena kubs, kura Cetras sanu skaldnes un augsigja

skaldne ir noklata ar Sokolades glaztiru (visur vienadi biezu). Ka $o torti sadalit a) Cetras dalas,

b) tris dalas ta, lai katras dalas forma ir taisna prizma un gan biezpiena, gan glaziiras daudzums
visas dalas ir vienads?

11. klase

A2.11.1. Aplukojam visus devinciparu skaitlus, kas nesatur 0 un kam visi cipari ir dazadi. Pieradit,
ka starp tiem para skaitlu ir tiesi divas reizes mazak neka tadu, kas dalas ar 3, bet nedalas ar 5.

A2.11.2. Taisnstiiri var parklat ar mazakiem taisnstiriem, kuru izméri ir 1x4 un 2x2. Vienu
mazo taisnstiri, kura izméri ir 2x2, aizvietoja ar taisnsturi 1x4. Vai, izmantojot $os
taisnsttirus, vél joprojam var parklat doto taisnsttri?
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A2.11.3. Naturalam skaitlim n ar M (n) apzim&sim mazako naturalo skaitli, kas beidzas ar n un
kura ciparu summa ir n. Pieméram, M (13) =913. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu n, ka
M (n) dalas ar n.

A2.11.4. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, garakais pamats ir AD. Diagonales
AC un BD krustojas punkta E. Ap trijstiri ABE apvilkta rinka Iinija @,, bet ap CDE — rinka
linija @, . Pieradit, ka trapecei ABCD apvilktas rinka linijas @ centrs atrodas @, un @,
krustpunkta, kas atSkirigs no punkta E!

A2.11.5. Atrast funkcijas f(x) =8sinx+8cosx—12sinxcosx mazako un lielako vértibu!

12. klase

A2.12.1. Uz funkcijas Yy =| X —3| +2 grafika atrast tadu punktu P, kura attalumu kvadratu summa
Iidz koordinatu asim butu vismazaka!

A2.12.2. Taisnstarim ar izmériem 10x10 ritinas izgrieza visas Getras stiira ritinas. Vai iegtto
figtiru var parklat ar vienu 63. att. redzamo figiiru un 23 figtiram, kas redzamas 64. att.? Figtiras
drikst biit pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

63. att. 64. att.
1 1 4 16 64 .
A2.12.3. Pieradit, ka —+—+—+—2>=————— jaa, b, ¢, d ir pozitivi skaitli!
a b ¢ d a+b+c+d ’

A2.12.4. Taisnlenka trijstiri ABC uz katetes AC atziméts punkts P, uz katetes BC — punkts S, uz
hipoteniizas AB — punkti R un Q ta, ka PSRQ ir kvadrats. Pieradit, ka AB>3PS ! Kada
gadijuma AB =3PS ?

A2.12.5. Atrast visus naturalu skaitlu trijniekus (a; b; ¢) tadus, ka a>b>c>2 un ab-1 dalas
ar ¢, bc—1 dalas ar a, ac—1 dalas ar b.
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BW?2. BALTIC WAY 2014
Algebra
BW2.1. Pieradit vienadibu

cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...- cos(223 - 56°) = o

BW2.2. Doti reali skaitli ag, a4, ..., ay, kas apmierina vienadibas ay = a,, = 0 un
— A2
N Aiv1—2a;+a;1 = aj
visiem i = 1,2, ...,n — 1. Pieradit, ka nevienadiba a; < 0 izpildas visiemi = 1,2, ...,n — 1.

BW2.3. Pozitivi skaitli a, b, ¢ apmierina vienadibu -+ + = = 3. Pieradit nevienadibu
1 1 1 3

+ + <—.
Va3+b Vb3+c VJe3+a V2
BW?2.4. Atrast visas funkcijas f, kas definétas realo skaitlu kopa, pienem realas vértibas un visiem
realiem skaitliem x, y apmierina vienadibu

FFO) + fx—y) = Flxf ) — x).

BW?2.5. Doti tadi pozitivi skaitli a, b, ¢, d, kas apmierina vienadibas
a?+d*—ad =b?>+c*+bc un a’?+b%=c?*+d%
ab+cd 1sas iespéjamas vertibas!
d+bc v Pe] v ’

Atrast izteiksmes

a

Kombinatorika

BW2.6. Rinda izvietotas 16 s€dvietas. Katra no tam janokraso vai nu zala, vai sarkana, turklat ta,
lai viena krasa nokrasotu secigu s€dvietu skaits vienmér biitu nepara skaitlis. Cik dazados
veidos ir iesp&jams $1s 16 s€dvietas nokrasot?

BW2.7. Cik ir tadu kopas {1,2, ....,30} permutaciju o: {1,2, ...,30} = {1,2, ....,30}, kuram izpildas
vienadiba

30
ZIJ(k) — k| = 4507
k=1

BW2.8. Alberts un Betija spelé $adu speli. Sakotngji ir sarkans un zils trauks, turklat sarkanaja
trauka atrodas 100 zilas bumbinas, bet zilaja trauka atrodas 100 sarkanas bumbinas. Katra
gajiena spelétajs izpilda vienu no $adam darbibam:

1. panem divas sarkanas bumbinas no zila trauka un parliek tas sarkanaja trauka;

2. panem divas zilas bumbinas no sarkana trauka un parliek tas zilaja trauka;

3. panem no kada trauka divas dazadas krasas bumbinas un aizmet tas prom.
Abi speletaji gajienus izdara pamiSus, pirmais sak Alberts. Uzvar tas spélétajs, kur§ vai nu
pirmais panem pédgjo sarkano bumbinu no zila trauka, vai art pe€dgjo zilo bumbinu no sarkana
trauka. Kuram spélétajam, pareizi spél&jot, ir uzvarosa stratégija?

BW2.9. Dots kvadrats ar izmériem n X n rutinas. Taja jaiekraso dazas rutinas sarkanas ta, lai
visiemm > %izpildﬁs pasiba: katra kvadrata ar izm&riem m X m rutinas (kvadrats atrodas dota

kvadrata iekSpus€ un ta malas iet pa riitinu linijam) abas diagonales satur vismaz vienu sarkanu
rutinu. Kads ir mazakais rutinu skaits, kas jaiekraso sarkanas, lai §ada 1paSiba biitu speka?
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BW?2.10. Kada valstt ir 100 lidostas. Daziem $o lidostu pariem aviokompanija SuperAir nodrosina

tieSos reisus (gan turp, gan atpakal). Par lidostas X satiksmi sauksim to lidostu skaitu, ar kuram
SuperAir nodrosina tieSos reisus ar X.
Jauna aviokompanija ConcurAir piedava tieSos reisus starp divam §is valsts lidostam tad un
tikai tad, ja So lidostu satiksmju summa ir vismaz 100. Izradas, ka ir tads marsruts, kas layj
apcelot visas lidostas ar ConcurAir reisiem un atgriezties sakotngja, turklat katra lidosta
iegriezoties tikai vienu reizi. Pieradit, ka ir ar1 tads marSruts, kas lauj apcelot visas lidostas ar
SuperAir reisiem un atgriezties sakotngja, turklat katra lidosta iegriezoties tikai vienu reizi!

Geometrija

BW?2.11. Saurlenku trijstiirim ABC apvilkta rinka Iinija I'. Nogrieznis CD ir 1 trijstiira augstums,
bet punkts E ir CD krustpunkts ar rinka Itniju I'. Lenka C bisektrise krusto malu AB punkta F,
bet rinka liniju I arT punkta G, kas atskirigs no C. Taisne GD krusto I' arT punkta H, bet taisne
HF krusto I' ar7 punkta I. Pieradit, ka Al = EB!

BW?2.12. Dots trijsturis ABC. Punkts M ir nogriezna AB viduspunkts, bet T — trijstirim ABC
apvilktas rinka Iinijas loka BC (ta, kurs nesatur A) viduspunkts. Trijstira ABC iekSpus€ izvelets
tads punkts K, ka MATK ir vienadsanu trapece ar pamatiem AT un MK. Pieradit, ka AK = KC!

BW?2.13. Dots, ka ABCD ir kvadrats; tam apvilkta rinka linija apziméta ar w. Uz w 1saka loka AB
atlikts punkts P. Punkts R ir taisSnu CP un BD krustpunkt, bet Q — taisnu DP un AC krustpunkts.
Pieradit, ka trijstari ARB un DQR ir vienlieli!

BW?2.14. Izliekta Cetrstira ABCD diagonale BD vienlaikus ir arT lenka ABC bisektrise. Trijstirim
ABC apvilkta rinka Iinija w krusto malas AD un CD v&l attiecigi punktos P un Q. Taisne, kas
iet caur D un ir paraléla AC, krusto taisnes BC un BA attiecigi punktos R un S. Pieradit, ka
punkti P, Q, R un S atrodas uz vienas rinka linijas!

BW?2.15. Izliekta ¢etrstura ABCD lenku A un C summa ir mazaka neka 180°. Pieradit, ka
AB -CD + AD - BC < AC(AB + AD)!

Skaitlu teorija
BW?2.16. Noteikt, vai skaitlis 712! + 1 ir pirmskaitlis!
BW2.17. Vai eksiste tadi dazadi racionali skaitli x, y, z, kuriem izpildas vienadiba

1 1
+ + = 2014?
x—-y)3? (-2? (z-x)?
BW?2.18. Dots pirmskaitlis p un naturals skaitlis n. Atrast, cik dazados veidos var izvél&ties tadus
veselu nenegativu skaitlu Cetriniekus (ay; a,; asz; ay), kam a; < p™ visiem i = 1,2,3,4, turklat
skaitlis a,a, + asa, + 1 dalas ar p™.

BW2.19. Doti pozitivi savstarpéji pirmskaitli m un n. Atrast skaitlu 2 — 2" un 2m°+mn+n* _ 1
lielaka kopiga dalitaja visas iesp&jamas vertibas!
BW?2.20. Apskatam tadu naturalu skaitlu virkni a4, a,, as, ..., ka visiem k > 2 izpildas vienadiba
_ (085 + ap_1
T+ = 0150 ,
kur i ir tads nenegativs vesels skaitlis, ka aj + a;,_; dalas ar 2015', bet nedalas ar 201
Pieradit, ka gadijuma, ja §1 virkne ir periodiska, tas perioda garums dalas ar 3.

5i+1
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IETEIKUMI
2013./2014. MACIBU GADS

S1. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE
9. klase

S1.9.1. levero, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba _ = 11 .
n-(n+l) n n+1

S1.9.2. Atceries, ka trijstira augstumi krustojas viena punkta.

S1.9.3. Pieradi no pretgja.

S1.9.4. Pieradi no pretgja.

S1.9.5. a) Paradi, ka konfektes var apvienot viena kaudzg. b) Izdoma pretpieméru.
10. klase

S1.10.1. Atdali pilnos kvadratus.

S1.10.2. Atceries, kados gadijumos ap cCetrstiiri var apvilkt rinka Iiniju.

S1.10.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) atrast lielako ciparu summu un paradit $ada
skaitla pieméru; 2) pieradit, ka lielaku ciparu summu iegiit nevar.

S1.10.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) paradit piemeru lielakajam dazado komisiju
skaitam; 2) pieradit, ka vairak komisijas izveidot nevar.

S1.10.5. Pieradi, ka, pareizi spél§jot, vienmér uzvar Gunars. Izdoma stratégiju, ka Gunaram
jaspele.

11. klase

S1.11.1. Atdali pilnos kvadratus.

S1.11.2. a) Paradi pieméru, ka ierakstit skaitlus. b) Apskati pirmskaitlus, kas lielaki neka 40, un
1izdoma, kur tie biitu jaieraksta. legiisti pretrunu.

S1.11.3. Izmanto, ka lenki ar savstarp€ji perpendikularam malam ir vienadi.
S1.11.4. a) Atrodi vienu pieméru. b) Izmanto, ka 5n+3=4(2n+1) - (3n+1).
12. klase

S1.12.1. Tevero, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba .t L .
n-(n+l) n n+1

S1.12.2. Izmanto trijstliru vienadibu un trijstiru ipasibas.
S1.12.3. Pienem pret&jo un, apskatot starpibu (6" —1) — (4" —1), iegiisti pretrunu.
S1.12.4. a) Pieradi, ka polinomu X nevar iegit. b) Paradi, ka iegiit polinomu X.

S1.12.5. Apzimg atbilstoSo parkartojumu skaitu n skolénu gadijuma ar a,, . Apskati n+ 2 skolénus
un izdoma formulu, kas izsaka a,,, ar a, un a,,;.
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N1. NOVADA OLIMPIADE
9. klase
N1.9.1. Atdali pilnos kvadratus.

N1.9.2. Apzime taisnstiira malu garumus un uzraksti vienadojumu. Parveido vienadojumu ta, lai
ta viena pusé biitu reizinajums, bet otra pus€ vesels skaitlis.

N1.9.3. Izsaki mainigo a un uzraksti iegiito izteiksmi ka skaitla un algebriskas dalas summu.
N1.9.4. Apskati tris principiali atSkirigos sienaza novietojumus.

N1.9.5. Izmanto lidzigu trijstiiru pasibas.

10. klase

N1.10.1. Ja nevienadibas abas puses ir nenegativas, tad, kapinot nevienadibu pakapé€ ar naturalu
kapinataju, atkal ieglist patiesu nevienadibu.

N1.10.2. Sadali dotos skaitlus grupas ta, lai katras grupas, kura ir divi skaitli, skaitlu summa butu
302. Izmanto Dirihlg principu.

N1.10.3. Izmanto ievilkto lenku ipasibas.

N1.10.4. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) paradit piem&ru mazakajai summai;
2) pieradit, ka mazaku summu nevar iegiit.

N1.10.5. a) Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs mazakajam grozu
skaitam; 2) japierada, ka mazak grozu nevar bit.
b) Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs lielakajam grozu skaitam;
2) japierada, ka vairak grozu nevar bt.

11. klase
N1.11.1. Apskati polinomu F(x) = P(x)—2000.

N1.11.2. Pieradi, ka Cetrstaris DOEB ir rombs.

N1.11.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod visi n, kam izpildas dota 1pasiba;
2) japierada, ka citiem n §1 1paSiba nepiemit.

N1.11.4. Izmanto matematiskas indukcijas principu.
N1.11.5. Reizini doto nevienadibu ar (xyz)? >0 un izmanto doto vienadibu X+ Y+ = Xyz.

12. klase

N1.12.1. Pieradi, ka vienadojumam nav negativu saknu.

N1.12.2. Izsaki trijstira ABF un CDE laukumu vairakos veidos.

N1.12.3. a) Pieradi, ka devinus skaitlus nevar izvéléties. b) Paradi pieméru, ka desmit skaitlus var
1zveleties.

N1.12.4. Pieradi, ka Alise vienlaicigi var n€sat 6 rokasspradzes.

Nl.12.5.IeVéro,ka1+1+1=1un l-ﬁ-l:l.
2 3 6 2 2
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V1. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

V1.9.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod izteiksmes mazaka vértiba un japarada
piemérs; 2) japierada, ka mazaku veértibu nevar iegt.

VV1.9.2. Apluko atlikumu virkni, kas rodas, virknes elementus dalot ar 5. Nosaki virknes periodu.

V1.9.3. Pagarini nogriezni AY aiz punkta Y un atliec punktu P ta, ka AY =YP . Atceries, ka trijstiira
augstumi krustojas viena punkta.

V1.9.4. a) Katrai galda pozicijai i (1<1<13) ar p; apzimé diplomatu skaitu, cik $aja pozicija
atrodas pret savam plaksnitém, un apskati summu p; + p, +...+ py3. b) Atrodi atbilstosu
piemeéru.

V1.9.5. Apzimé p = x* +5x-8.

10. klase

V1.10.1. Ievéro, ka sistemas atrisingjums ir (0, 0, 0). Pirmaja vienadojuma aizstaj y+z ar x.

V1.10.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod visas derigas n vértibas; 2) japierada,
ka citas vertibas neder. Apzimé& k =n+3 un parveido pirmo izteiksmi.

V1.10.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod lielaka summa, kuru nevar apmaksat;
2) japarada, ka visas summas, kas ir lielakas, var apmaksat.

V1.10.4. Izmanto trapeces viduslinijas un pieskaru, kas vilktas no viena punkta, Tpasibas.

V1.10.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod lielakais partiju skaits un japarada, ka
partijas var biit devusas solijumus; 2) japierada, ka lielaks partiju skaits nevar biit.

11. klase

V1.11.1. Noverts, starp kadiem veseliem skaitliem atrodas izteiksmes 102" —10" + %Vérﬁba.

V1.11.2. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) paradit pieméru lielakajam pirmskaitlu
skaitam; 2) pieradit, ka lielaks skaits pirmskaitlu nevar biit.

V1.11.3. a) Paradi pieméru. b) Pieradi, ka skaitlus figiiras virsotn€s nevar ierakstit ta, lai izpildas
uzdevuma nosacijumi.

V1.11.4. Pieradi, ka punkti P, A un C atrodas uz vienas taisnes un ari punkti B, A un Q atrodas uz
vienas taisnes. Izmanto ievilkto lenku ipasibas
V1.11.5. Apskati skaitlus x = ‘”;’” L y= “”2’_0 L p= % n =$.

12. klase

V1.12.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod lielakais iesp&jamais ,,+” zZimju skaits
un japarada piemers; 2) japierada, ka vairak ,,+”” zZimju nevar bit.

V1.12.2. Izmanto matematiskas indukcijas principu.
V1.12.3. Pagarini OA ta, ka AF ir diametrs un novelc nogriezni EF. Atrodi lidzigus trijstairus.

V1.12.4. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas: 1) japarada piemers mazakajam izsp€l&to Saha
partiju skaitam; 2) japierada, ka mazaks partiju skaits nevar bt izspéléts.

V1.12.5. Pieradi, ka nav tadas n vertibas, kurai piemit dota 1pasiba.
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P1. PAPILDUS SACENSIBAS
P1.1. Izmanto sakaribu starp vid€jo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko.
P1.2. Izmanto lidzigu trijstiru un ievilkto lenku pasibas.

P1.3. Pienem, ka visi skoléni, kas stradaja pie viena projekta, veica vienadu darba daudzumu — ja

grupa stradaja m skoléni, tad katrs ir veicis darba apjomu 1 .
m

P1.4. Parveido doto vienadojumu un apskati vienadojumu p&c modula 4.

P1.5. Paradi piemérus, ka $adi kvadrati eksiste.
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Al. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

9. klase

A1.9.1. Izsaki iekrasoto figliru laukumu, izmantojot kvadrata un rinka laukumu.
A1.9.2. Dotos ciparus apzimé ar a, b, ¢, d un atrodi izteiksmes a+b+c+d vértibu.

A1.9.3. levero, ka medianas, kas vilkta no taisna lenka virsotnes, garums ir puse no hipoteniizas
garuma.

A1.9.4. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas: 1) jaatroda mazakais skaitlis, kas ierakstits
centralaja riitina un japarada piemérs; 2) japierada, ka mazaks skaitlis centralaja rutina nevar
bt ierakstits.

A1.9.5. Divos veidos saskaiti kop&jo antenu skaitu un ieglisti pretrunu.
10. klase
A1.10.1. Apskati starpibu a,,; —a, un pieradi, ka a,,; —a, <0.

A1.10.2. Uzdevuma atrisinajumama ir divas dalas: 1) japarada piemers, ka novilkt lielako skaitu
nogrieznu; 2) japierada, ka vairak nogrieznu novilkt nevar.

A1.10.3. Pietiek atrast vienu punktu, kas pieder visiem grafikiem.

A1.10.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs lielakajam summu skaitam,
kas var but pirmskaitli; 2) japierada, ka lielaks skaits summu nevar biit pirmskaitli.

A1.10.5. Pieradi no pretgja.
11. klase

Al1.11.1. Pieradi, ka abos gadijumos daudzstiiru ar sarkano virsotni ir vairak.

Al.11.2. Apzimé S, =@, +4a, +...+a, un apskati starpibu S,,; —S,,.

Al1.11.3. Izmanto ievilkto lenku Tpasibas. Pieradi, ka ap Cetrstiri BOKN var apvilkt rinka Iiniju.

Al.11.4. Tevéro, ka no dota izriet, ka visi skaitli ir savstarpgji pirmskaitli. Apskati patvaligu
pirmskaitli p, ar kuru dalas visu doto skaitlu reizinajums.

Al1.11.5. Aprekini 2014-stiira ieks$€jo lenku summu un 167 izliektu 14-stiru kop€jo ieksgjo lenku
summu.

12. klase

Al1.12.1. Apzimé 3* =t un iegiisti kvadratnevienadibu.

Al.12.2. ApzZimé AAMQ un AAPN apvilkto rinka liniju krustpunktu ar X. Ievéro, ka pietiek
pieradit, ka ZAXQ + ZAXN =180°.

Al.12.3. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) atrast visus pirmskaitlus p, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus; 2) pieradit, ka citi p neder.

Al1.12.4. Paradi, ka prasito var izdartt.

. . — e _q- X+ X, +X;+X X, +X
A1.12.5. Dotaja nevienadiba izvélies a=2—2——"2—% un b=21—"-2,
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BW1. BALTIC WAY 2013
Algebra

BW1.1. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemers lielakajai iesp&jamai skaitlu
reizinajumam vertibai; 2) japierada, ka lielaku vertibu iegt nevar.

BW1.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemers lielakajai iesp&jamai
reizinajuma vertibai; 2) japierada, ka lielaku vértibu iegiit nevar. Apzimé Q(x) = P(x) — 54.
Ievéro, ka 1959 = 3 - 653, turklat 653 ir pirmskaitlis.

BW1.3. Atrodi visas funkcijas un pamato, ka citas neder. Apzimé f(0) = ¢ un ievietodazadas
mainigo vertibas dotaja vienadiba.

BW1.4. [zmanto sakartojuma nevienadibu.

BW1.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs mazakajai uz Skautném
uzrakstito skaitlu kvadratu summai; 2) japierada, ka mazaku vertibu iegiit nevar. Izmanto faktu,
ka funkcija (x — @) 4+ (x — b)? + (x — ¢)? savu minimumu sasniedz pie x = &2

Kombinatorika

BW1.6. Izdoma un pamato, ka sadalit davanas.
BWL1.7. Izmanto matematiskas indukcijas principu.
BW1.8. Izmanto matematiskas indukcijas principu.
BW1.9. Izmanto punktu izliekto apvalku.

BW1.10. Izmanto matematiskas indukcijas principu.
Geometrija

BW1.11. Pieradi, ka ap Cetrsttiri AFDE var apvilkt rinka Iiniju un ari ap Cetrstiiri BEGH var apvilkt
rinka Iiniju.

BW1.12. Skiro gadfjumus atkariba no punkta E novietojuma.
BW1.13. Izdoma, kuru tetraedra Skautnu garums ir S.

BW1.14. Pieradi, ka punkti A, X, Z atrodas uz vienas taisnes un ari punkti B, Y, Z atrodas uz vienas
taisnes.

BW1.15. Pieradi lemmu: ja ABCD ir kvadrats, tad patvaligam punktam E izpildas
EA%? + EC? = EB? + ED?.
Skaitlu teorija
BW1.16. Pieradi, ka neeksiste tads N, kuram izpildas dotas nevienadibas.
BW1.17. Pieradi, ka visiem n un ¢ uzrakstitos skaitlus var apzimét ta, lai izpilditos prasitais.

BW1.18. Pieradi, ka vienigais vienadojuma atrisinajums ir (x,y) = (0,1). Sadali izteiksmi
x* + x? + 1 reizinatajos.

BW1.19. Apzimé x,, = ==,

BW1.20. Pieradi, ka vienigie polinomi, kas apmierina uzdevuma prasibas, ir
P(t) = t¥, kur k ir naturals skaitlis, un konstantie polinomi P(t) = g™, kur ¢ ir pirmskaitlis,
bet m ir naturals skaitlis.
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2014./2015. MACIBU GADS

S2. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE

9. klase

S2.9.1. Izdoma, kads var biit izspeleto spelu skaits. Pieradi no pretgja.
S2.9.2. Izmanto trijstiiru vienadibu.

S2.9.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs lielakajam iesp&jamajam
summu skaitam, kas ir pirmskaitli; 2) japierada, ka lielaks skaits summu, kas ir pirmskaitli,
nevar biit.

10. klase

S52.10.1. Uzdevuma atrisindjumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs mazakajam pirmskaitlu
skaitam, ar ko var dalities dota izteiksme; 2) japierada, ka ar mazak pirmskaitliem dota
izteiksme nevar dalities.

S2.10.2. Izmanto kvadrata Tpasibas un Pitagora teorému.
$2.10.3. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka prasito skaitlu izvietojumu nevar iegiit.
11. klase

S2.11.1. Aprekini, cik punktus ieguva katrs spelétajs, un secini, cik reizes katrs sp€létajs vareja
biit nospélgjis neizskirti. [zmanto Dirihl€ principu.

S2.11.2. 1zdoma, kad ap Cetrstiiri var apvilkt rinka Iiniju.
S2.11.3. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka prasito skaitlu izvietojumu nevar iegit.
12. klase

S2.12.1. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) japarada pieméri, kas parada, kada var bat n?®
ciparu summa; 2) japierada, ka citas summas nevar iegit.

S2.12.2. Atrodi vienadus taisnlenka trijstiirus.

S2.12.3. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka abos gadijumos riikiSus nevar parvietot.
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N2. NOVADA OLIMPIADE

9. klase

N2.9.1. Atceries veikt saknu parbaudi vai nosaki definicijas kopu.
N2.9.2. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka prasito nevar izdarit.

NZ2.9.3. Paradi piemé&rus, ka prastto var izdarit. Pamato un izmanto, ka katru taisnlenka trijstiiri var
sadalit divos tam lidzigos trijstiiros.

N2.9.4. Pieradi, ka gan rinda, gan kolonna ierakstito skaitlu vid€jais aritm&tiskais ir naturals
skaitlis.

N2.9.5. Ievéro, ka, lai pieraditu vajadzigo, pietiek atrast divus punktus, kas pieder visu funkciju
grafikiem.

10. klase

N2.10.1. Uzraksti vienadibas, kuras iegiist, ja punkta koordinatas ievieto funkcijas formula atrisini
iegiito vienadojumu sisteému.

N2.10.2. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka prasito nevar izdarfit.

N2.10.3. Uzdevuma atrisinagjumam ir divas dalas: 1) jaatrod visas iesp&jamas mazaka saskaitama
vertibas; 2) japierada, ka citas vertibas nevar biit.

N2.10.4. a) Atrodi tadu x vértibu, ka visi dotie skaitli ir veselu skaitlu pakapes ar naturalu
kapinataju, kas lielaks neka 1.
b) Pieradi, ka neeksisté tada X vértiba, ka visi dotie skaitli ir veselu skaitlu pakapes ar naturalu
kapinataju, kas lielaks neka 1.

N2.10.5. Pamato un izmanto, ka punkti A, E, B, O atrodas uz vienas rinka linijas.
11. klase

N2.11.1. Tevéro, ka | x—2|> 0. Atceries noteikt nevienadibas definicijas kopu.

N2.11.2. Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka prasito nevar izdarit.

N2.11.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) atrast mazako n vértibu un paradit pieméru;
2) pieradit, ka mazaka n vértiba nevar biit.

N2.11.4. Ievero: ja lenka lielums ir tiesi divas reizes mazaks neka centra lenkim, tad tas ir ievilktais
lenkis.

N2.11.5. Ja prasttais ir iesp&jams, tad paradi pieméeru. Ja prasitais nav iesp&jams, tad pieradi to.

12. klase
N2.12.1. levéro, ka log 536=1log 5 (\/6)4 = 4. Atceries noteikt vienadojuma definicijas kopu.

N2.12.2. a) Paradi, ka iegut skaitli 63. b) Izmantojot invariantu metodi, pieradi, ka skaitli 193
nevar iegt.
N2.12.3. Izmanto reizinasanas likumu.

N2.12.4. Izsaki laukumus dazados veidos. Novelc nogriezni AC un apliiko trijstirus ABF, AFC,
ACH un CDH.

N2.12.5. a) Atrodi piem&ru. b) Izmantojot dalamibas pazimi ar 8, pieradi, ka neeksiste tadi naturali
skaitli, lai izpilditos uzdevuma prasttais.
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V2. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

V2.9.1. Sadali izteiksmi n* —m?* reizinatajos. Uzdevuma atrisindgjumam ir divas dalas: 1) jaatrod

visus naturalus skaitlus n un m, kuriem ar1 ir naturals skaitlis; 2) japierada, ka citi

n4 - m4
skaitli neder.

V2.9.2. a) lekraso figiiras ka Saha galdinu. b) Izdoma, kuru figiiru nedrikst izmantot, un paradi, ka
no atlikuSajam figiram salikt taisnstiiri.

V2.9.3. Noskaidro, kuri skaitli ir patikami, un pamato, ka citi skaitli nav patikami.
V2.9.4. Izmanto vienadsanu trijstlira pasibas un trijstiira nevienadibu.

V2.9.5. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemes izteiksmes mazakajai vertibai;
2) japamato, ka mazaku vertibu iegiit nevar.

10. klase
V2.10.1. Izmanto Vjeta teorému un parveido doto izteiksmi.
V2.10.2. Izmanto matematiskas indukcijas principu.

VV2.10.3. Ievero, ka visi skaitli ir pozitivi un tos var uztvert ka nogrieznu garumus. Interpreté
uzdevumu geometriski un izmanto Pitagora teorému.

V2.10.4. Aprekini, cik gradus lielu loku savelk katra desmitstira mala. Izmanto ievilkto lenku un
vienadsanu trijstiira 1pasibas.

V/2.10.5. a) Iekraso figtras ka $aha galdinu. b) Izmantojot krasojumu joslas, pieradi, ka taisnstari
nevar salikt.

11. klase
V2.11.1. Izmanto Vjeta teorému un parveido doto izteiksmi.
V2.11.2. Apraksti, ka uzzimét prasito daudzstiri.

V2.11.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada, ka papagailus parvietot uz saviem
kratiniem; 2) japarada, ka ar mazak gajieniem prasito vienmeér nevar panakt.

V2.11.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) atrast mazako b vértibu; 2) pieradit, ka
mazaku b vértibu iegiit nevar.

V2.11.5. Aprekini, cik gradus lielu loku savelk katra ¢etrpadsmitstiira mala. [zmanto ievilkto lenku
un vienadsanu trijstiira Tpasibas.

12. klase

sin3x c0s3x
sinx  cosx

V2.12.1. Apluko starpibu

V2.12.2. No virsotnes D velc nogriezni DQ, kas paraléls AP, bet no C — nogriezni CQ||BP.

V2.12.3. Ievéro, ka 2015=5-13- 31, un pietiek pieradit, ka dota izteiksme vienlaikus dalas gan ar
5, gan ar 13, gan 31.

V2.12.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod visas d veértibas, kuram izpildas
uzdevuma nosacijumi; 2) japierada, ka citam d vértibam krasojums nav iesp&jams.

V2.12.5. a) Izdoma, ka iegiit doto vardu. b) Atrodi invarianto Tpasibu un pieradi, ka dota burtu
virkne nav vards.
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P2. PAPILDUS SACENSIBAS

P2.1. Ievero, ka japierada gan nepiecieSamais, gan pietickamais nosacijums.
P2.2. Izmanto pagriezienu par 90°.

P2.3. Ievero, ka pietiek paradit, ka eksisté skaitlis c. Izdoma, kadam jabiit c.

P2.4. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod visas funkcijas; 2) japierada, ka citas
funkcijas neder.

P2.5. Izmanto matematiskas indukcijas metodi.
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A2. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE

9. klase

A2.9.1. Izmanto, ka kvadratfunkcijai, kuras zari ir versti uz augsu, eksisté vismazaka vertiba.
A2.9.2. Izmantojot krasosSanu, pieradi, ka torni nevar salikt.

A2.9.3. Sadali izteiksmi x°> —5x°® + 4x reizinatajos.

A2.9.4. Izmanto vienadsanu trapeces un ievilkto lenku Tpasibas.

A2.9.5. Pietiek paradit, ka naturalos skaitlus uzrakstit rinda.

10. klase

A2.10.1. Izmanto, ka kvadratfunkcijas, kuras zari vérsti uz augsu, vértibu kopa ir [y, ; + ), kur
y, ir parabolas virsotnes y koordinata.

A2.10.2. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod tas n vertibas, kuram kvadratu var
sagriezt taisnstiiros; 2) japamato, ka citam n veértibam kvadratu nevar sagriezt taisnsturos.

A2.10.3. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) jaatrod visi skaitli, kas apmierina uzdevuma
nosacijumus; 2) japamato, ka citi skaitli neapmierina uzdevuma nosacijumus.

A2.10.4. Pagarini malu BC un uz tas atliec punktu F ta, ka BC =CF .

A2.10.5. Paradi, ka torti sagriezt, un pamato, ka izpildas uzdevuma nosacijumi.

11. klase

A2.11.1. Izmanto dalamibas pazimes ar 2, 3 un 5.

A2.11.2. Izmantojot krasosanu, pieradi, ka prasito nevar izdarit.

A2.11.3. Izdoma visparigu formulu, kadam ir jabit n.

A2.11.4. Izmanto ievilkto lenku TpaSibas.

A2.11.5. Apzimé t =SinX+COSX un, izmantojot trigonometrijas formulas, parveido t2 izteiksmi.
12. klase

A2.12.1. Uzzime dotas funkcijas grafiku.

A2.12.2. Izmantojot krasosanu, pieradi, ka prasito nevar izdarft.

A2.12.3. Pieradi un izmanto nevienadibu E + 1 > 4 )
X Yy X+Yy

A2.12.4. Uz nogriezna AB atliec punktu B' ta, ka PB'|| BC .
A2.12.5. levéro, ka (ab—1)(bc—-1)(ac—1) dalas ar abc.
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BW2. BALTIC WAY 2014

Algebra

BW2.1. Izmanto divkarsa lenka formulu sin2a = 2sina - cosa.

BW?2.2. Pieradi no pret¢ja.

BW?2.3. Izmanto sakaribu starp vidgjo aritmétisko un vid€jo geometrisko.

BW?2.4. Dotaja vienadiba ievieto x = y = 0. Atrodi visas funkcijas un pamato, ka citas neder.

BW2.5. Apzimé a =Tsina; b=Tcosa; c =Tsinf; d =T cosf, kur T ir pozitivs skaitlis,
kam T? = a? + b? = ¢? + d?.

Kombinatorika

BW2.6. Izdoma rekurences formulu.

BW?2.7. Izdoma, kada gadijuma summa Y32, a, — Y32, by sasniedz savu maksimalo vértibu.
BW?2.8. Pieradi, ka, pareizi spél&jot, Betijai ir uzvarosa stratégija.

BW?2.9. Uzdevuma atrisinajumam ir divas dalas: 1) japarada piemérs mazakajam iekrasoto ritinu
skaitam; 2) japierada, ka mazak riitinas iekrasot nevar, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.

BW?2.10. Izmanto grafus.

Geometrija

BW2.11. Pieradi, ka Cetrstirim CHDF var apvilkt rinka Itniju.
BW?2.12. Pieradi, ka Cetrstiiris ATBS ir vienadsanu trapece.
BW2.13. Pieradi, ka Cetrstirim BCQT var apvilkt rinka Iiniju.

BW?2.14. Pieradi, ka ap Cetrsttiri BRDP var apvilkt rinka ITniju w, un ap Cetrstiiri BSDQ var apvilkt
rinka Iniju w,.

BW2.15. Izmanto kosinusu teorému un Ptolemaja teorému.
Skaitlu teorija
BW?2.16. Pieradi, ka 712! + 1 dalas ar 719 (kas ir pirmskaitlis). [zmanto Vilsona teorému.
BW2.17. ApZziméa=x—yunb =y — z.
BW?2.18. Skiro gadijumus: a; Z 0 (mod p) un a; = 0 (mod p).
BW?2.19. Pieradi lemmu: ja a, b, n ir naturali skaitli, tad
LKD(n® — 1,n? — 1) = nlkP@b) _ 1,

BW2.20. Pamato, ka var pienemt, ka virkne satur kadu nepara skaitli. Apskati virkni péc
modula 2.
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ATRISINAJUMI
2013./2014. MACIBU GADS

S1. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE
9. klase

S1.9.1. Pieradit, ka
1 1 1 1 1 1 1 1 1 9

+ + + + + + + + =—.
1.2 2.3 3-4 4.5 5.6 6-7 7-8 89 9.10 10

Atrisinajums
Visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba
1 1 1
n(n+1) n n+1
Tapéc
1 1 1

+ + fot——=
1.2 2.3 3-4 9-10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 9

e Bl I B e B el e
1 2 2 3 3 4 9 10) 1 10 10

$1.9.2. Saurlenku trijstiirt ABC novilkts augstums BH. Zinams, ka AC = BH un &etrstiiri AMNH
un HCEF ir kvadrati (skat. 65. att.) Pieradit, ka taisnes AE, CM un BH krustojas viena punkta!

B
o FE
M, N
A H C
65. att.

Atrisinajums

Pieradisim, ka AE 1 BC. Ar Q apzim&jam AE un BC krustpunktu (skat. 66. att.). Ta ka
CE =HC un AC =BH , tad AACE = ABHC (p&c taisnlenku trijstiiru vienadibas pazimes KKk).
Tapec £ZQBS = ZHAS ka atbilstoSie lenki vienados trijstirus un ~ZBSQ=ZASH ka
krustlenki. Lidz ar to AAHS ~ ABQS (péc pazimes //) un ZBQS = ZAHS =90°. Tatad
AE 1 BC jeb AQ ir trijstira ABC augstums.

B;\
F E
Q
S
A/(<T " C
H
66. att.

Lidzigi pierada, ka CM L AB un CM ir trijstira ABC augstums. Trijstlira augstumi krustojas
viena punkta, tap&c taisnes AE, CM un BH krustojas viena punkta.
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S1.9.3. Dots, ka a un b ir naturali skaitli un a+b =210. Pieradit, ka ab nedalas ar 210.
Atrisinajums
Pienemsim pret&jo, ka a-b dalas ar 210.
Ievérosim, ka 210=2-3-5-7. Ar p apzZimé&sim jebkuru no pirmskaitliem 2, 3, 5, 7. Tad a-b
dalas ar P un vismaz viens no skaitliem a, b dalas ar P . Taka a+b=210 dalas ar p, tad
ar1 otrs skaitlis dalas ar P .
Lidz ar to gan a, gan b dalas ar 2-3-5-7 =210, bet tada gadijuma a>210, b>210 un
a+b>210. legita pretruna. Tatad ab nedalas ar 210.

S1.9.4. Dots, ka a un b ir naturali skaitli un a+Db ir nepara skaitlis. Zinams, ka katra skaitlu ass

punkta ar veselu koordinatu dzivo pa rukitim: daZzos punktos — votivapas, par€jos — $illisallas.
Pieradit, ka eksist€ tadi divi vienas cilts rtkisi, starp kuriem attalums ir vai nu a, vai b.
Atrisinajums
Pienemsim pret€jo — nav tadu divu vienas cilts rukiSu, starp kuriem attalums ir vai nu a, vai b.
Viens no skaitliem a un b ir para, otrs — nepara; pienemsim, ka a — para, b — nepara.
Ja punkta 0 dzivo votivapa, punkta 1-a dzivo $illisalla, punkta 2-a — votivapa, punkta 3-a —
Sillisalla, ..., punkta b-a — Sillisalla. No otras puses, punkta 1-b dzivo $illisalla, punkta 2-b —
votivapa, ..., punkta a-b — votivapa. legiita pretruna. Lidzigi iegtist pretrunu, ja punkta 0 dzivo
Sillisalla. Pien@mums ir aplams, tatad eksiste tadi divi vienas cilts riikisi, starp kuriem attalums
ir vai nu a, vai b.

S1.9.5. Vairakas kaudzes kopa ir n konfektes. Ar vienu gajienu atlauts izveleties jebkuras divas
kaudzes un no lielakas parlikt mazakaja tik konfeksu, cik mazakaja jau ir (vai apvienot abas
kaudzes viena kaudzg, ja tajas ir vienads konfekSu daudzums).

Vai taisniba, ka visas konfektes var apvienot viena kaudz€ neatkarigi no to sakotngja
sadalfjuma, jaa) n=64; b) n=100?

Atrisinajums

a) Tas ir iesp&jams. Sakuma kaudzisu ar nepara skaitu konfeksSu ir para skaits. Apvienojam tas
pa pariem un no lielakas kaudzites parlieckam mazakaja kaudzit€ atbilstoso konfeksu skaitu.
Tagad visas kaudzit€s ir para skaits konfekSu. Uzskatisim, ka mums tagad ir 32
dubultkonfektes, kuras turpmak neatdalisim. Tagad mums atkal ir para skaits kaudzisu, kuras
ir nepara skaits dubultkonfekSu. Atkartojot iepriek§€jo operaciju, ieglistam kaudzites, kuras
kopa ir 16 kvadrokonfektes (4 apvienotas konfektes). Atkartojot ieprieks€jo operaciju, iegiistam
kaudzites, kuras kopa ir 8 oktavkonfektes (8 apvienotas konfektes). Lidzigi iegiistam Cetras 16-
konfektes, divas 32-konfektes un vienu kaudzi ar 64 konfektém.

b) Ng, ne vienmér. Pienemsim, ka sakuma mums ir 5 kaudzites pa 20 konfektém katra. Lai
visas konfektes ped€ja gajiena apvienotu viena kaudzg, ieprieks$€ja gajiena jaiegiist divas
kaudzes ar 50 konfektém katra. TaCu visas kaudzes konfeksSu skaits vienmer dalisies ar 20, bet
50 ar 20 nedalas.

10. klase

S$1.10.1. Atrisinat vienadojumu x? + y? +4x—6y+13=0.
Atrisinajums
Atdalam pilnos kvadratus:
(x> +4x+4)+(y? -6y +9) =0,
(x+2)*+(y—3)* =0.
Divu kvadratu summa ir O tad un tikai tad, ja abu saskaitamo veértiba ir 0. Tatad X+2=0 un
y—-3=0 jeb x=—-2un y=3.
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$1.10.2. Saurlenku trijstiri ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti perpendikuli pret
malam AB un CB; to pamati ir attiecigi M un N. Pieradit, ka punkti A, M, N, C atrodas uz vienas
rinka Iinijas!
Atrisinajums
Taka ZBMD + ZBND =90°+90° =180, tad ap Cetrstiiri BNDM var apvilkt rinka liniju (skat.
67. att.). Tapec ZBMN = ZBDN Kka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku BN.
Bet Z/NCD =90°—- ~NDC = /BDN , tatad /NCD = /BMN .
Tapec ZAMN + ZACN = ZAMN + ZBMN =180° jeb punkti A, M, N, C atrodas uz vienas
rinka linijas, kas arT bija japierada.

B

D
67. att.

S1.10.3. Kada ir lielaka iesp&jama ciparu summa septinciparu skaitlim, kas dalas ar 8?

Atrisinajums
Septinciparu skaitlis dalas ar 8 tad un tikai tad, ja ta p&€dgjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar
8 (jo ...abc=...000+abc =...-10° +abc).
Ja pirmie &etri cipari ir 9 un abc=888, tad Septinciparu skaitla ciparu summa ir
4-9+3-8=60. Pieradisim, ka abc ciparu summa nevar biit lielaka ka 24. Lai ta butu lielaka
neka 24, pastav sadas iespgjas:

e viens no cipariem a, b, c ir 9, bet divi — 8;

e divi no cipariem a, b, cir 9, bet viens — 8;

e visiciparia, b, cir9;

e divi no cipariem a, b, cir 9, bet viens — 7.
Parbaudot visus $adus skaitlus (988; 898; 889; 998; 989; 899; 999; 997; 979; 799), ieglistam,
ka neviens no tiem nedalas ar 8.
Tatad lielaka iesp&jama septinciparu skaitla, kas dalas ar 8, ciparu summa ir 60.

S1.10.4. Kadu lielako skaitu dazadu komisiju var izveidot no 4 cilvékiem ta, lai katram divam
komisijam biitu vismaz viens kopigs loceklis? Nekadas divas komisijas nesastav no vieniem un
tiem pasiem cilvékiem. Komisija var sastavét ari no viena dalibnieka.

Atrisinajums
Apzimésim cilvekus ar A, B, C, D. Lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, var izveidot 8
komisijas:

A, AB, AC, AD, ABC, ABD, ACD, ABCD.
Pieradisim, ka vairak komisijas izveidot nevar: ¢etru elementu kopai ir 2* =16 apakskopas,
un, ja kadu apakSkopu izv€las par komisiju, tad tas papildinajumu par komisiju nemt vairs
nevar. Tatad lielakais dazado komisiju skaits ir 8.

S1.10.5. Gunars un Dzintars pamiSus raksta uz tafeles pa vienam naturalam skaitlim, kas
neparsniedz 1000. Sak Dzintars, uzrakstot skaitli 1. Neviens jau uzrakstits skaitlis netiek
nodzests; nevienu skaitli nedrikst rakstit otrreiz. Ja kaut kads skaitlis X jau ir uz tafeles, tad ar
kartgjo gajienu drikst uzrakstit vai nu X+1, vai 2x (ja izvéletais rakstamais skaitlis neparsniedz
1000). Uzvar tas, kur§ uzraksta 1000. Kurs no z&€niem uzvar, pareizi spel&jot?
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Atrisinajums

Pieradisim, ka, pareizi sp€l&jot, uzvar Gunars. Ta ka p&dgjais (uzvarosais) gajiens tiek izdarits
vail nu no pozicijas 500, vai no pozicijas 999, tad zaude tas, kur§ uzraksta vienu no Siem
skaitliem. Pienemsim, ka zaud@tajs uzraksta 500. Tas tiek darits tapec, ka citu iesp&ju (iznemot
varbt rakstit 999) vinam nav. Tas nozimg, ka visi skaitli 1; 2; 3; ...; 499 jau ir uzrakstti (citadi
varétu rakstit mazako veél neuzrakstito no tiem) un tatad ari divas reizes lielakie skaitli
502; 504; ...; 998 ir uzrakstiti; no ta savukart izriet, ka arT 503; 505; ...; 997 jau ir uzrakstiti.
Savukart 999 vél nav uzrakstits (citadi spéle biitu beigusies jau atrak) un ari 501 vél nav
uzrakstits (citadi jau iepriek$ biitu uzrakstits 500, un spéle biitu beigusies atrak). Tatad bridi,
kad zaudetajs uzrakstijis 500, uz tafeles atrodas 997 skaitli (ieskaitot 500). Tap&c skaitli 500
uzraksta sacgjs, proti, Dzintars. Tap&c vins zaudg.

Gadijumu, ja ,,zaudg€joSais gajiens” ir skaitla 999 uzrakstiSana, analize Iidzigi.

11. klase

S1.11.1. Atrisinat vienadojumu x? +5y? +2xy+4y +1=0.
Atrisinajums
Atdalam pilnos kvadratus:
(X% +2xy+y?) +(4y* +4y+1) =0,
(x+Yy)* +(y+1)* =0.
Divu kvadratu summa ir 0 tad un tikai tad, ja abu saskaitamo vertiba ir 0. Tatad x+y =0 un

: 1 1

2y+1=0 jeb y 2unx 5

S1.11.2. a) Vai 68. att. dotas tabulas riitinas var ierakstit naturalus skaitlus no 1 1idz 9 (katra ratina
— citu skaitli) ta, lai izpilditos 1paSiba: ja rinda un kolonna apzimétas ar vienadiem burtiem, tad
tajas ierakstito skaitlu reizinajumi ir vienadi?
b) Vai 69. att. dotas tabulas riitinas ierakstit naturalus skaitlus no 1 Iidz 81 (katra riitina — citu
skaitli) ta, lai izpilditos pasiba: ja rinda un kolonna apzimetas ar vienadiem burtiem, tad tajas
ierakstito skaitlu reizinajumi ir vienadi?

I
H
G
F
E
I D
B 5
A A
A B C ABCDEFGHI
68. att. 69. att.

Atrisinajums
a) Ja, skaitlus var ierakstit tabulas riitinas ta, lai izpildas uzdevuma nosacijumi, skat., piem&ram,
70. att.

8139

1/5|6

7124
70. att.

b) Pieradisim, ka prasito nevar izpildit. Apskatam pirmskaitlus 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79. Ta ka tie visi ir lielaki neka %-81, tad neviens cits ierakstamais skaitlis ne ar vienu no

tiem nedalas. Tapéc Siem skaitliem jabut uz diagonales (ja kads pirmskaitlis ir rinda esoso
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elementu reizinajuma, tad tam jabat arT atbilstosas kolonnas elementu reizinajuma). No Dirihlé
principa izriet, ka to nevar izdarft, jo ir desmit pirmskaitli un tie jaizvieto devinas riitinas.

S1.11.3. Pieradit, ka punkti, kas ir simetriski trijstira augstumu krustpunktam attieciba pret
trijstiira malam, atrodas uz trijstirim apvilktas rinka linijas!
(Punktu A, sauc par punktam A simetrisku punktu attieciba pret taisni a, ja AA La un
AO =O0A,, kur O ir AA; un a krustpunkts.)
Atrisinajums
Ar H apzimgjam augstumu krustpunktu un ar D — punktam H simetrisko punktu attieciba pret
taisni BC (skat. 71. att.). Ta ka punkti H un D ir simetriski attieciba pret taisni BC, tad
ZCDA = ZCHA,, bet ZCHA, = ZCBA Kka lenki ar savstarp&ji perpendikularam malam. Tatad
Z/CDA = ZCBA un tapéc punkts D atrodas uz trijstiirim ABC rinka linijas. Lidzigi pierada, ka
ar1 parg€jie punkti atrodas uz trijsturim ABC apvilktas rinka linijas.

A

-
C Xf/ B
D
71. att.

Piezime. Vienadibu ZCHA, = ZCBA var pamatot ar1 izmantojot lidzigus trijstirus CA/H un
CC,B.

S1.11.4. Kvadrats sastav no 4x4 vienadam kvadratiskam riitinam. Katra rutina novelk vienu
diagonali un vienu no iegiitajiem trijsturiem nokraso baltu, otru — melnu. Nekadiem diviem
vienadi nokrasotiem trijstiriem nedrikst but kopiga mala. Cik dazadi kvadrata krasojumi ir
iesp&jami?

Atrisinajums

leverosim, ka riitinas uz vienas kvadrata diagonales var nokrasot patvaligi. Pamatosim, ka sada
gadijuma tiek pilniba noteikts citu ritinu krasojums. Apskatisim, ka jakraso riitinas péc tam,
kad diagonales riitinas jau ir nokrasotas. Gadijuma, kad vel nenokrasotai ritinai ir divas kopigas
blakus malas ar jau nokrasotam ritipam, ir noteikts, kadam jabut nenokrasotas ritinas
krasojumam. Jaapskata divi atSkirigi gadijumi:

¢ abas blakusesosas riitinas jau ir nokrasotas un tas izdarfts ta, ka abas malas, kas kopigas
vél nenokrasotai riitinai ar jau nokrasotajam, ir viena krasa (abas melnas vai abas baltas).
Javelk ta diagonale, kas kvadratinu sadala ta, lai abas nokrasoto riitinu malas biitu viena
trijstart (skat., pieméram, 72. att. a));

e abas blakusesosas riitinas ir jau nokrasotas un tas izdarits ta, ka malas, kas kopigas vél
nenokrasotai ritinai ar jau nokrasotajam, ir dazadas krasas (viena melna, otra balta).
Javelk ta diagonale, kas kvadratinu sadala ta, lai abas nokrasoto riitinu malas biitu dazados
trijstaros (skat., pieméram, 72. att. b)).

a) |m b) ~m c) |b m l m
b AN ™m b m\ b
m m

72. att.
Lidz ar to esam pamatojusi, ka nokrasota diagonale viennozimigi nosaka pargjo ritinu
krasojumu.
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Apskatisim, cik veidos iesp&jams nokrasot diagonali. Katru diagonales ritinu iesp&ams
nokrasot 4 dazados veidos (skat. 72. att. c)). Ta ka vienas diagonales riitinas nokrasoSana
neietekmé pargjo diagonales riitinu krasosanu, tad kopa iespgjami 4* = 256 dazadi diagonales
krasojumi. Tatad arT kopg€jais kvadrata dazado krasojumu skaits ir 256.

S1.11.5. Dots, ka n ir naturals skaitlis un skaitli 2n+1 un 3n+1 ir veselu skaitlu kvadrati.
a) Atrodiet kaut vienu tadu n!
b) Vai 5n+3 var bt pirmskaitlis?
Atrisinajums
a) Der, pieméram, n=40. Tad n=40. Tad 2-40+1=81=9% un 3-40+1=121=11°.
b) Pieradisim, ka 5n+3 nevar biit pirmskaitlis. Apzim&am 2n+1=x? un 3n+1=y?. Tad
x>1, y>1un 5n+3=4(2n+1)—(Bn+1) =4x> —y®> =(2x—y)(2x+y). Takax un Yy ir
naturali skaitli un 5n+3 — pirmskaitlis, tad jabiit 2x—y =1 un 2x+y =5n+3. No Sejienes
2y =5n+2. Tapec 4y? =25n? +20n+4>12n+4=4(3n+1) =4y?. legita pretruna, tatad
5n +3 nav pirmskaitlis.

12. klase

$1.12.1. Pieradit, ka
1 1 1 1 2013

+ + ot = :
1.2 2.3 34 2013-2014 2014

Atrisinajums
1 1 1

Ievérojam, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba —— = — - ——.
n-(n+1) n n+1

Tapec
1 1 1 1
+ + +ot——————— =
1.2 2.3 3-4 2013-2014
11 1 1 1 1 1 1 1 1 2013
=== |+ == |+ -+ ————— | = — = ——.
1 2 2 3 3 4 2013 2014) 1 2014 2014
S1.12.2. Trijstara ABC visas malas ir dazada garuma un /B = 60°. Uz stariem AB un CB attiecigi
atlikti tadi punkti X un Y, ka AX =CY = AC. Pieradit, ka taisne XY iet caur trijstari ABC
ievilktas rinka linijas centru!
Atrisinajums
Apzim&jam AABC ievilktas rinka linijas centru (bisektriSu krustpunkts) ar | (skat. 73. att.). No
AAIC iegilistam, ka

ZAIC =180° — (ZIAC + ZACI) =180°—%(4A+ ZC) =180°—%(1800 —60°) =120°.

Tad AACI = AYCI (péc pazimes mém), jo AC =YC, ZACI = ZICY un IC — kopiga mala.
Tapec £CIY =120°. Lidzigi pierada, ka ZAIX =12(°. Bet no ta izriet, ka stari 1Y un 1X sakrit.

Tatad punkti X, Y un | atrodas uz vienas taisnes jeb | atrodas uz taisnes XY, kas ar bija japierada.
A
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S1.12.3. Vai eksisté tads naturals skaitlis n, ka 6" —1 dalas ar 4" —1°?
Atrisinajums
Pienemsim, ka 6" —1 dalas ar 4" —1. Apskatam starpibu

(6" -1)-(@4"-1)=6"-4"=2"3"-2"),

kas ar dalas ar 4" —1, jo gan mazinamais, gan mazinatajs dalas ar 4" —1. Tad 3" — 2" jadalas
ar 4" -1, jo reizinatajs 2" neiespaido daliSanos ar nepara skaitli 4" -1. Bet
3" 2" <3"-1<4" -1 un tapec 3" —2" nevar dalities ar 4" —1. leglita pretruna, tatad
pienémums ir aplams un esam pieradijusi, ka neeksisté tads naturals skaitlis n, ka 6" —1 dalas
ar 4" —1.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari pamatojot, ka 4" —1=(2" -1)(2" +1) dalas ar 3, bet
6" —1=3".2" —1 ar 3 nedalas, lidz ar to 6" —1 nedalas ar 4" —1.

S1.12.4. Ja uz tafeles uzrakstiti polinomi f un g, tad tur drikst uzrakstit ari polinomus f +g,
f-gun f-g (par f un g var npemt ari vienu un to pasu polinomu). Vai var iegit uz tafeles
polinomu x, ja sakotné&ji uz tafeles uzrakstiti polinomi a) x?+x un x*+2; b) x*+x un
x2-27?
Atrisinajums
a) Polinomu x nevar iegit. Ja X = 2, tad abu sakotn&jo polinomu vértibas dalas ar 3, tapéc ar 3
jadalas arT visu iegiistamo polinomu vértibam. Bet polinoms X nedalas ar 3, ja X =2.
b) Paradisim, ki iegdt polinomu x. Ja x°+x=f un x*-2=g, tad
x=(f-9g)(f-g)+29-3f,jo
(f-9)(f —9)+2g9-3f =
=((X* +X) = (X* =2)((X* +X) = (X* =2)) + 2(x* =2) = 3(x* + X) =
=X+ X=X +2)(X*P+X—X*+2)+2x* —4-3x* -3x =
=(X+2)(X+2)—4—x*-3x=x>+4x+4-4—-x* -3x=X.
S1.12.5. Rinda salikti 12 krésli; uz katra no tiem s€z pa skolénam. Skoléniem vienu reizi atlauts
piecelties un apsésties cita seciba, pie tam katrs drikst aps@sties vai nu ieprieksgja vieta, vai tiesi
blakus ieprieksgjai vietai. Cik dazadi skolénu izvietojumi iesp&jami péc parkartosanas?
Atrisinajums
Apzim@sim atbilstoSo parkartojumu skaitu n skolénu gadijuma ar a, . Ievérojam, ka a, =1 un
a, =2.
Apskatam n+2 skolénus un meklgjam formulu, kas izsaka a,,, ar a, un a,,;. Visi
parvietojumi iedalas divas dalas: )
1) pirmais skoléns paliek uz vietas. Tad parkartojas tikai atlikusie n+1 skoléni. Sadu
parkartojumu péc definicijas ir a,,4;
2) pirmais skoléns pariet uz otro kréslu. Tad uz pirmo kréslu pariet skoléns no otra krésla.
Pargjie n skoléni parkartojas “sava starpa”. Tadu parkartojumu péc definicijas ir a,, .
Tatad a,,, =a,4 +4a,. leglistam a; =1+2=3, a, =5, a; =8, a5 =13, a, =21, ag =34,
aq =55, 8, =89, a;; =144, a,;, =233.
Lidz ar to iesp€jami 233 dazadi skolénu izvietojumi péc parkartosanas.
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SAGATAVOSANAS OLIMPIADES IETEICAMIE VERTESANAS KRITERIJI

2013./2014. macibu gada SagatavoSanas olimpiades ieteicamie vértéSanas Kritériji izstradati,
balstoties uz gramata dotajiem uzdevumu atrisinajumiem. Par katru uzdevumu varégja iegiit 0 — 10
punktus.

Kriteriji Punkti
9. klase
S1.9.3. | Par atseviskiem piemériem 1
Veikta pilna parlase 10
S1.9.5. | a) Par pamatojumu 5
b) Par pretpieméru 5
10. klase
S1.10.3. | Par atbildi 1
Par atsauci uz dalamibas pazimi ar 8 1
S1.10.4. | Par pieméru, ka sadalit komisijas 4
Par pamatojumu, ka vairak komisijas izveidot nevar 6
S1.10.5. | Par atseviskiem piemériem — 1 punkts 1

11. klase

S1.11.2. | a) Par piem&ru 4
b) Par pamatojumu 6

S1.11.5. | a) Par atrastu n vértibu 4
b) Par pamatojumu 6

12. klase

S1.12.3. | Par atseviskiem piemé&riem 1

S1.12.4. | Par katru dalu 5
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N1. NOVADA OLIMPIADE
9. klase

N1.9.1. Vai vienadojumam 2x* +a® +b? = 2x- (a+b) ir atrisinajums, ja a un b ir dazadi skaitli?
1. risinajums. levérojam, ka
2x? —2x-(a+b) +a’ +b® = (x> —2ax+a’) + (x* — 2bx+b?) = (x—a)” + (x—b)>.
Tapeéc doto vienadojumu var parveidot forma
(x—a)® +(x—h)* =0.
Divu skaitlu kvadratu summa ir O tad un tikai, ja abi Sie skaitli ir nulles. Ja X ir dota vienadojuma

sakne, tad jabiit X =a un X =Db; bet tas nozimé, ka a =b; pretruna ar uzdevuma nosacijumu.
Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

2. risinajums. Uzrakstam dota kvadratvienadojuma diskriminatu:
D =4(a+b)?> —8(a® +b?) =4a® +8ab+4b? —8a® —8b? =

= —4a® +8ab—4b* = —4(a® — 2ab+b?) = —4(a—h)>.
Lai kvadratvienadojumam biitu atrisingjums, diskriminanta vértibai jabut nenegativai. Ta ka
—4(a—b)? <0, tad vieniga iespéja, lai dotajam vienadojumam eksistétu atrisinajums, ir
gadijums, kad a=Db.
Tatad, ja a un b ir dazadi skaitli, dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

N1.9.2. Taisnstira malu garumi ir veseli skaitli, taisnstiira perimetrs ir par 8§ mazaks neka ta

laukums. Atrast visus $adus taisnstiirus!
Atrisinajums
Jaaunb, a>b ir taisnstira malu garumi, tad ab=2a+2b+8. Ekvivalenti parveidojot,
iegiistam ab—2a-2b+4=12 jeb (a—2)(b—2)=12. Pedgja vienadojuma Kkreisas puses
reizinataji var pienemt tikai veértibas 1 un 12, 2 un 6 vai 3 un 4 (ta ka vienadojums ir simetrisks
attieciba pret mainigajiem a un b, tad reizinataju seciba nav svariga). Lidz ar to iesp&jami tris
gadijumi:

e a—2=1unb-2=12jeb a=3 un b=14;

e a-2=2unb-2=6jeba=4unb=8;

e a—2=3unb-2=4jeba=5unb=6.
Uzdevuma nosacijumus apmierina taisnstiri ar izmeriem 3x14, 4x8 un 5x6.

N1.9.3. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 3abc+3a+3b=7bc+7.

Atrisinajums
Izsakam mainigo a:
a(Bbc+3)=7bc+7-3b;

_Tbc+7-3b  7(bc+1)-3b 7(bc+1) 3b 7 b 2l b

3(bc+1) 3bc+1l)  3(bc+l) 3(bc+l) 3 bc+l 3 berl
Lai a butu naturals skaitlis, tad jabit b _1 vai b =1E=£.
bc+1 3 bc+1 3 3
Apskatam abus gadijumus:
e Ja b =£, tad a=2 un bc+1=3b jeb C=L_1:3—b—l:3—1. Skaitlis ¢ ir
bc+1 3 b b b b

naturals tikai tad, ja % ir naturals. Vieniga iesp€ja, ja b =1. Lidz ar to esam ieguvusi,

ka a=2, b=1un c=2 ir dota vienadojuma atrisinajums.
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<1. Tatad
bc+1 bc+1

gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dotajam vienadojumam naturalos skaitlos ir viens vienigs
atrisinajums a=2, b=1un c=2.

e Ja b un c ir naturali skaitli, tad b<bc+1 jeb ;ti un $aja

N1.9.4. Figiira ,,sienazis” apdraud tas riitinas, kas tai pieskaras ar stiriem (skat. 74. att., kur s —
sienazis, X — ratinas, ko tas apdraud). Cik dazados veidos uz 8x8 ritinu Saha galdina var
novietot vienu baltu un vienu melnu sienazi (katru sava ritind) ta, lai tie viens otru
neapdraudétu?

X X
X X
74. att.

Atrisinajums
Apskatam tr1s principiali atskirigus balta sienaza izvietojumus:

e Ja baltais sienazis atrodas Saha galdina stiira rutina, tad tas apdraud tikai vienu riitinu X
(skat. 75. att. a)). Lidz ar to melno sienazi var novietot jebkura no atlikuSajam
64—-1-1=062 rutinam. Ta ka ir Cetras stiira ritinas, tad dazado izvietojumu skaits ir
4.62=248.

e Ja baltais sienazis atrodas Saha galdina mal&ja riitina (ne stiir7), tad tas apdraud divas
ratinas X (skat. 75. att. b)). Lidz ar to melno sienazi var novietot jebkura no atlikusajam
64—-1-2=061 ratinam. Ta ka ir 24 malgjas ritinas, tad dazado izvietojumu skaits ir
24-61=1464.

e Ja baltais sienazis atrodas kada no Saha galdina vidus riitina (ne stiirT un ne pie Saha galda
malas), tad tas apdraud Cetras ratinas X (skat. 75. att. ¢)). Lidz ar to melno sienazi var
novietot jebkura no atlikusajam 64—1-4 =59 ratinam. Ta ka ir 36 vidus ritinas, tad
dazado izvietojumu skaits ir 36-59=2124.

Tatad kopgjais dazado figiiru izvietojumu skaits ir 248+1464+ 2124 = 3836.

s s X X
X X X S

X X

a) b) c)
75. att.
N1.9.5. Kvadrata ABCD malas garums ir 1, punkts M ir malas AD viduspunkts. Nogriezni AC un
BM krustojas punkta S. Aprékinat trijstiira ASM laukumu!
Atrisinajums
Trijstiri ASM un CSB ir lidzigi (p&c pazimes //), jo ZASM = /CSB ka krustlenki un
ZSAM = /SCB ka ieksgjie skérslenki pie paralélam taisnem AD un BC (skat. 76. att.). Ta ka

AM = 1 AD = 1 BC, tad BS = BC = 2. So trijstiiru laukumu attieciba ir vienada ar trijstiiru
2 2 SM  AM

S
lidzibas koeficienta kvadratu, t. i., —=2- =22 =4 jeb Sceg =4S aqy -
ASM
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Ievérojam, ka trijstiriem ASM un ASB ir kopigs augstums un malu, pret kuram novilkts kopigais

augstums, attieciba ir B_I\?I — 2. Lidz ar to $o trijstiiru laukumu attieciba ir 2, t. i., —2> =2 jeb
ASM

SABs = 2SASM .

Esam 1eguVU§1, ka SABC = SABS +SSBC = ZSASM +4SASM . TE_I. kﬁ SABC = %SABCD = %12%,
1. 1
tad 6S == jeb S =—,
AsM = J ASM =75
B C
S
A T M T D
76. att.
10. klase
N1.10.1. Dots, ka x* > 2. Pieradit, kaa) x°® >4;b) x’ >5.
Atrisinajums

a) 1. risinajums. levérojam, ka x® = x®-x® > 2.2 =4. Tatad esam pieradijusi, ka x® > 4.

2. risinajums. Dotas nevienadibas x> > 2 abas puses ir pozitivas. Tapéc, celot to pakapé ar
naturdlu kapinataju, atkal iegiist patiesu nevienadibu. Tatad, celot x* > 2 kvadrata, iegiist
x® > 4, kas ari bija japierada.

b) 1. risinajums. Ta ka 2’ =128>125=5% tad, doto izteiksmi kapinot septitaja pakapé,
iegiistam:

(x})'>2">5" = (x')’>5 = x'>5.
2. risinajums. Velkot tresas pakapes sakni no dotas nevienadibas abu pusu izteiksmém,
leglistam X > 2.
Ta ka nevienadibu x >3%/2 un x® >4 abas puses ir pozitivas, tad varam §is nevienadibas
reizinat
x-x°>3/2.4.

Veicot parveidojumus un novertgjot, ieglistam prasito:

x' >3/2.4=3/2.3/64 =3/128 >3125=5.

N1.10.2. Pieradit, ka, izv€loties 52 no aritm&tiskas progresijas 1, 4, 7, 10, ... locekliem, kas
neparsniedz 300, vienmér starp Siem skaitliem var atrast divus skaitlus, kuru summa ir 302.
Atrisinajums
Lielakais minétas aritmé&tiskas progresijas loceklis, kas neparsniedz 300, ir 298. Sadalam visus
progresijas loceklus kopas (katras kopas, kura ir divi progresijas locekli, elementu summa ir
302):

{1}, {151}, {4, 298}, {7, 295}, {10, 292}, ..., {148, 154}.
Sadu kopu skaits ir 51. Ta ka ir jaizvélas 52 skaitli, tad péc Dirihlg principa vismaz divi no tiem
biis no vienas kopas. Sie skaitli ir meklétie divi skaitli, kas summa dod 302.
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N1.10.3. Piecsturis ABCDE ievilkts rinka linija, nogriezni AD un BE krustojas punkta F. Zinams,
ka BC = DF = DE. Pieradit, ka AC =CE.
Atrisinajums
Novelkam BD, AC un EC (skat. 77. att.). Ta ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienadam hordam,
ir vienadi, tad ZEBD = Z/BEC = ZDAE = g un /DEC = ZCAD = «. Vienadsanu trijstiira
DEF lenki pie pamata ir vienadi, t. i., Z/DEF = ZEFD =« + . Tad no blakuslenku ipasibas
ieglistam ZAFE =180°—- ZEFD =180°— (a + ) . No AAEF iegustam, ka

ZAEF =180° - LFAE — ZAFE =180° - -180°+a+ f =« .

Esam ieguvusi, ka Z/EAC = ZAEC =« + £ . Tatad trijstiiris AEC ir vienadsanu un AC =CE
ka atbilstosas sanu malas.

N1.10.4. Zinams, ka @a;,a,,..,a 1ir tadi dazadi nepara naturali skaitli, ka
a >,/a,, a,>.a3, .. 83>, UN a,>,a . Aprekinat vismazako summas
a; +a, +...+ a, vertibu!

Atrisinajums

Taka visi g; (i=1 2,...,10) ir naturali skaitli, to mazaka iesp&jama vertiba ir 1. Ja kads no
dotajiem skaitliem a, =1, tad nevienadiba a, =1>,/a,,; nav patiesa nevienam naturalam
skaitlim a,,;. Tatad mazaka iesp&jama skaitlu a; vertiba ir 3 (skaitlis 2 neder, jo tas ir para
skaitlis). Viegli parbaudit, ka a, =3, a, =5, a; =7, a,=9, a; =11, a; =13, a, =15,
ag =17, ag =19, a;, = 21 apmierina dotas nevienadibas. Ta ka tie ir mazakie dazadie nepara
naturalie skaitli, kas apmierina dotas nevienadibas, tad summas a, +a, +...+8,, mazaka
iespgjama vertiba ir 3+5+7+9+11+13+15+17+19+21=120.

N1.10.5. Grozos pa apli izvietotas 2014 konfektes ta, ka blakus grozos konfeksu skaits atSkiras
tiesi par 1. Zinams, ka ir vismaz divi grozi un katra groza ir vismaz viena konfekte. Kads var
bt a) vismazakais; b) vislielakais grozu skaits?

Atrisinajums

a) Vismazakais grozu skaits, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 4. Konfeksu izvietojums
grozos ir $ads: (503, 504, 503, 504).

Ar diviem groziem nepietiek, jo tad viena groza konfeksu skaits batu k, bet otra k +1, kas kopa
dotu nepara skaitli. Nepietiek arT ar trijiem groziem, jo tad groza ar mazako konfekSu skaitu

batu k konfektes un blakus grozos pa k +1 konfektei, bet saskana ar uzdevuma noteikumiem
blakus grozos nevar biit vienads konfeksu skaits.
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b) Pieradisim, ka grozu skaitam vienmér ir jadalas ar 4. Blakus esoSos grozos konfeksu skaitam
vienmer ir pretéja paritate — 1idz ar to grozu skaitam noteikti jadalas ar 2 (citadi kaut kur blakus
bus divi grozi, kuros abos ir vai nu para, vai nepara skaits konfeksu).
Ieverosim, ka divos blakus esoSos grozos konfekSu summa vienmér ir nepara skaitlis.
Apzim&jam grozu skaitu ar 2n un sadalam visus grozus n blakusstavosu grozu paros, katra §ada
par1 konfeksSu skaits ir nepara, tatad kop€jais konfekSu skaits ir n nepara skaitlu summa. Ta ka
kopgjais konfeksu skaits ir 2014, tad n jabuit para skaitlim. Tatad grozu skaits dalas ar 4.
(Piezime. Sis spriedums ari parada, ka mazakais grozu skaits var bit 4).
Lielakais iesp&jamais grozu skaits ir 1340. Konfektes grozos var izvietot §adi (divos grozos ir
tris konfektes, par€jos grozos — viena vai divas konfektes):

3,2,3,2,1,2,1,...,2,1, 2.
Ja grozu skaits biitu lielaks, tad biitu vismaz 1344 grozi, tatad 672 blakusstavosu grozu pari un,
ja katra part biitu minimalais konfeksu skaits (t. 1., tris konfektes), tad kopgjais konfeksu skaits
biitu vismaz 672-3 = 2016, kas parsniedz 2014.

11. klase

N1.11.1. Polinoms P(x), kura visi koeficienti ir veseli skaitli, piecam veselam x veértibam pienem
vertibu 2000. Pieradit, ka nav tadas veselas X vertibas, pie kuras dotais polinoms pienem
veértibu 2014.

Atrisinajums

Apzim&jam F(x) = P(x)—2000. Tada gadijuma a, b, ¢, d, e ir polinoma F(x) saknes un
F(x)=(x—a)(x—b)(x—-c)(x—d)(x—e)R(X) .

Ja P(n)=2014, tad F(n)=14=(n—a)(n—-b)(n—c)(n—d)(n—e)R(n). Esam ieguvusi, ka
skaitlis 14 ir uzrakstits ka vismaz piecu dazadu veselu skaitlu reizinajums. legiita pretruna, jo

14=1-2-7 vai 14 =1-14. Tatad nav tadas veselas X vértibas, pie kuras dotais polinoms pienem
vertibu 2014.

N1.11.2. Rinka linija ar centru punkta O novilkti divi savstarpgji perpendikulari radiusi OA un OB.
Caur hordas AB viduspunktu C novilkta horda DE, kas paralela OA (punkts D atrodas uz
mazaka loka AB). Aprekinat lenka AOD lielumu!

Atrisinajums
Ar F apzim&jam nogrieznu OB un DE krustpunktu un ZAOD =« (skat. 78. att.). Ta ka
AC =CB un AO | DE, tad CF ir trijstira AOB viduslinija un OF = BF .

B
/ \E
D C F
A O
78. att.

No OA un DE paralelitates izriet, ka DE 1 OB un ZODE = ZAOD = « ka ieksgjie skerslenki.
Cetrstiris DOEB ir rombs, jo DE_LOB, OF =FB un DF =FE, jo radiuss, kas
perpendikulars hordai, dala to uz pus€m. No romba ipasibam izriet, ka ZDEB =« . Lidz ar to
/DOB =2/DEB =2« ka centra lenkis un ievilktais lenkis, kas balstas uz viena un ta pasa
loka DB. Ievérojam, ka ZDOB + ZAOD =90° jeb 3a =90° un o = ZAOD =30°.
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N1.11.3. Kadiem naturaliem skaitliem n piemit $ada 1pasiba: visu skaitla n naturalo dalitaju,
iznemot 1 un n, kvadratu summa ir vienada ar pasu skaitli n?
Atrisinajums
Paradisim, ka uzdevuma nosacljumus apmierina visi naturalie skaitli, kas ir pirmskaitlu
kvadrati, t. i., n= p?, kur p — pirmskaitlis.
Pirmkart, skaitlis n= p? der, jo p? vienigais dalitajs, kas nav ne 1, ne ari p?, ir pirmskaitlis
p. Tatad skaitla n = p? naturalo dalitaju (iznemot 1 un n) kvadratu summa ir p =n.

Otrkart, pieradisim, ka citi naturalie skaitli neder. Skaitlis 1 neder, jo tam nav citu naturalu
dalitaju ka tikai skaitlis 1. Apskatam saliktu skaitli n=a-b, kur a>1 un b >1. Tad skaitla

n dalitaju (kas atSkiras no 1 un n) kvadratu summa ir vismaz a®+b?. Tacu
a’? +b? >2ab>ab=n, kur pirma nevienadiba izriet no patiesas nevienadibas (a—b)? >0.
Lidz ar to saliktiem skaitliem n apskatamo dalitaju kvadratu summa ir lielaka neka n.

N1.11.4. Kada pilséta ir n detektivi (n>2) un cita starpa tie izseko ari viens otru. Zinams, ka
jebkuriem diviem detektiviem A un B vai nu A izseko B, vai B izseko A. Pieradit, ka visus
detektivus var nostadit viena rinda ta, ka pirmais izseko otro, otrais izseko treso, ..., (n —1) -ais
izseko n-to.

Atrisinajums

Apgalvojumu pieradisim ar matematisko indukciju péc detektivu skaita n.

Indukcijas baze. Ja n=2, tad apgalvojums ir patiess, t.i., A — A, (detektivs A, izseko
detektivu A,).

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka k detektivi AL A, ... A nostaditi rinda atbilstosi
uzdevuma nosacfjumiem: A, > A, > > A > A, > > A,

Induktiva pareja. Aplikojam detektivu A Iespgjami divi gadijumi:

1) Ja detektivs Ay, izseko detektivu A, (apzim&sim A, — A), tad detektivu A,,, var

novietot rindas sakuma.
2)Ja A — A, tad iesp&jami divi gadijumi:

e visiem i izpildas A — A, , tad detektivu A,,; var nostadit rindas beigas;
e ja visiem i neizpildas, ka A — A, tad nemsim mazako i tadu, ka A, = A, tada
gadijuma AH - Am un detektivu AM var nostadit rinda starp detektiviem Ai,l un Ai .
Lidz ar to esam pieradijusi uzdevuma prasito.

N1.11.5. Neviens no realiem skaitliem X, y, z nav nulle un X+ y+z = Xyz. Pieradit, ka

1 1 1
—+—+—==21
x> y? oz
Atrisinajums
Reizinot doto nevienadibu ar (xyz)? > 0, iegiistam ekvivalentu nevienadibu:
y2z% +x%2% +x%y? > (xy2)?.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
y2z2 + X222 + x%y? > xyz(x+ Yy + 2);
y2z%2 + X222 + x%y? > x%yz+ xy%z + xyz?;
2y22% +2x%2% + 2x%y? > 2x%yz + 2xy°z + 2xyz*;
2y%z2% +2x%2% + 2x2y? —2x%yz - 2xy?z - 2xyz* > 0;
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(x2y? —2x2yz+x%22) + (x2y? = 2xy?z + y?z%) + (x?2% — 2xyz® + y?2?) > 0;
(xy —x2)% + (yz—xy)? + (xz2— yz)? = 0.

Tr1s kvadratu summa ir nenegativs skaitlis, 11dz ar to p&€déja nevienadiba ir patiesa.
Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad art dota nevienadiba ir patiesa.

12. klase

N1.12.1. Zinams, ka a>%, b >%, c >% un x ir vienadojuma x3 —ax? +bx—c =0 sakne.

Pieradit, ka x > —%.
Atrisinajums
Pienemsim, ka x<0. Tad x°® <0, —ax® < 0, bx<0, —c<0, tapéc x3 —ax? +bx—c <0.

: : _ - 1 1
Tatad vienadojuma x> —ax? +bx—c =0 sakne x nevar biit negativs skaitlis un x >0 > 5

N1.12.2. Uz paralelograma ABCD pretgjam malam AB un CD atziméti attiecigi punkti E un F.
Nogrieznu AF un DE krustpunkts ir H, bet BF un CE krustpunkts ir G. Pieradit, ka
SeerH = SapH T Seee -

Atrisinajums
Izsakam trijsttira ABF (skat. 79. att.) laukumu vairakos veidos:

1 1
* Sper ZEAB'hAB ZESABCD;

® Spgr =Sapr +Spers

® Spsr = Sane +Seec + Scenr -

79. att.

Lidzigi vairakos veidos izsakam trijstira CDE laukumu:

1 1
* Scoe :ECD'hCD :ESABCD;

® Scoe = Sape +Sece = SapH +SaHe T SBes t Seec -

Taka Spgr = Scpe = %SABCD , tad

Sare T Sgec T SeerrE = SapH T SaHE T Sees t Seeg

SeeHF = Saon *+SecG
kas ar1 bija japierada.
N1.12.3. Uz tafeles uzrakstiti visi trisciparu skaitli, kas dalas ar 31:
124, 155, 186, 217, ..., 961, 992.
Vai no $iem skaitliem var izv€l&ties a) devinus, b) desmit ta, ka gan simtu, gan desmitu, gan
vienu pozicija vismaz pa vienai reizei ir atrodams katrs no cipariem 1 1idz 9?
Atrisinajums
a) Lai pa reizei biitu parstavéts katrs no nenulles cipariem, tiem katra pozicija japaradas tiesi
vienu reizi. Tatad katra pozicija ciparu summa ir 45 un visu izvéléto skaitlu summas veértiba ir
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45.111=3%.5-37. Taka visi izvéletie skaitli dalas ar 31, tad ari $o skaitlu summa dalas ar 31.
Esam ieguvusi pretrunu, jo aprékinata summas vértiba nedalas ar 31. Tatad no dotajiem
skaitliem nevar izveleties devinus ta, ka gan simtu, gan desmitu, gan vienu pozicija vismaz pa
vienai reizei ir atrodams katrs no cipariem 1 1idz 9
b) Uzdevuma prasito var izpildit. Der, pieméram, skaitli

124, 248, 372, 465, 496, 589, 651, 713, 837, 992.

N1.12.4. Alise né€sa rokasspradzes, kas sastav no virtené savértam 10 melnam un 20 baltam
perlitém. Marta zakis prot rokasspradzei samainit divas pérlites vietam tad, ja starp tam atrodas
tieSi tris citas pérlites. Cik rokasspradzes Alise var vienlaicigi nésat, lai Marta zakis ar
atkartotam darbibam no tam nevarétu iegtt divas vienadas? Rokasspradzes tiek uzskatitas par
vienadam, ja tas sakrit pagriezot pa apli (ap roku).

Atrisinajums

Pieradisim, ka Alise vienlaicigi var nésat 6 rokasspradzes. Apliikojam 15 pérlites, kas atrodas
para pozicijas, un paradisim, ka Marta zakis tas var sakartot patvaliga seciba. Sanumuresim tas
sadi (skat. 80. att.)

80. att.
Marta zakis var mainit vietam 1 ar 2, 2 ar 3, ..., 15 ar 1. Tatad vin$ var no sakuma iemainit
pareizo perliti vieta nr. 1, p&c tam, neaiztiekot vietu nr. 1, iemainit pareizo pérliti vieta nr. 2,
péc tam, nemainot 1 un 2 iemainit pareizaja pérliti vieta nr. 3 utt. To paSu var izdarit ar1 ar
peérlitém, kas atrodas nepara pozicijas. Tatad atSkirigas biis 6 rokasspradzes, kuram para
pozicijas biis dazads melno perlisu skaits: 0, 1, 2, 3, 4, 5. SeSas vai vairak melnas perlites para
pozicijas nozimé 4 vai mazak nepara pozicijas, un, ta ka rokasspradzi var pagriezt ta, ka para
pozicijas pariet par nepara pozicijam, tad $adas rokasspradzes var€s partaisit par jau kadu no
esosajam.
N1.12.5. Vai var atrast tadus 2014 dazadus naturalus skaitlus a;, a,, ..., 8,y , ka

l+i+...+i:l?

al aZ a'2014
Atrisinajums
Ievérojam, ka %+ % + % =1. Paradisim panémienu, ka no k saskaitamajiem var iegtt k + 1

saskaitamo. Izdalam iegiitas vienadibas abas puses ar 2 un pieskaitam % :
1,11 1.1 1

—+=—+—+= + 1.

Procesu turpinam % + % + i + % + % =1. Skaidrs, ka $ada veida tiks iegtiti 2014 saskaitamie

un tie visi bus dazadi.
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Piezime. Uzdevumu var atrisinat arl izmantojot matematisko indukciju un vienadibu

1_1 1
m m+1 m(m+1)’
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NOVADA OLIMPIADES IETEICAMIE VERTESANAS KRITERIJI

2013./2014. macibu gada Novada matematikas olimpiades ieteicamie veért€Sanas Kkriteriji
izstradati, balstoties uz gramata dotajiem uzdevumu atrisinajumiem. Par katru uzdevumu vargja
iegat 0 — 10 punktus.

Kriteériji Punkti
9. klase
N1.9.2. | Par katru uzdevuma nosacijumiem atbilstoSo taisnstiri (bez 1
pamatojuma)
N1.9.3. | Par atbildi bez pamatojuma 2
10. Klase
N1.10.1. | Par a) gadijumu 4
Par b) gadijumu 6
N1.10.2. | Par atseviSkiem piem&riem kopa ne
vairak ka
1 punkts
N1.10.4. | Par risindgjumu bez pamatojuma, ka neder a; =1 un bez parbaudes, ka | 11dz 6
izpildas dotas nevienadibas punktiem
Par pamatojumu, ka neder a;, =1 2
Par vismazakas summas aprékinasanu 1
N1.10.5. | a) Piemérs, ka der 4 grozi 2
Pamatojums, ka mazak grozu nevar biit 2
b) Par piem&ru un pamatojumu, ka atrastais ir vislielakais grozu skaits 6
11. Klase
N1.11.3. | Par pieradijumu, ka der n= p°, p — pirmskaitlis 5
Pieradijums, ka neder citas n vértibas 5
N1.11.5. | Par atseviskam n vertibam lidz 2
punktiem
12. Klase
N1.12.3. | Par a) gadijumu 5
N1.12.4. | Par b) gadijjumu 5
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NOVADA OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2013./2014. macibu gada Novada matematikas
olimpiades rezultatiem (cik procenti no skoléniem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra
uzdevuma; ailg “vidg&ji” noradits vidgjais iegiito punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (753 dalibnieki) 10. klase (696 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
-- 1% 0% 3% 1% 1% -- 0% 1% 1% 0% 1%

14% | 24% | 29% | 10% | 35%
15% | 17% | 22% 4% 8%
14% | 11% | 15% 8% 15%
7% 7% 11% 1% 11%
19% 5% 6% 1% 13%
9% 4% 3% 3% 6%
4% 4% 2% 4% 4%
3% 6% 2% 3% 2%
1% 3% 0% 7% 4% 4% 6% 2% 9% 2%
2% 5% 1% 4% 3% 3% 4% 2% 12% 0%
10 4% 8% 1% 9% 7% 10 8% 10% 5% 44% 2%
videji | 1,82 | 3,46 | 1,05 | 2,76 | 2,76 vidéji | 3,73 | 3,63 | 2,40 | 7,06 | 2,39

37% | 11% | 56% | 44% | 24%
28% | 18% | 17% | 15% | 26%
13% | 20% | 13% 7% 13%
5% 18% 4% 2% 10%
4% 9% 3% 2% 5%
2% 5% 1% 3% 3%
2% 2% 0% 2% 2%
1% 1% 1% 3% 2%

O 0 N O un | &~ WN R O
O 0 N U» |~ WN = O

11. klase (522 dalibnieki) 12. klase (468 dalibnieki)

punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
== 2% 0% 1% 2% 1% == 3% 2% 0% 7% 2%
0 34% 12% 23% 53% 36% 0 32% 29% 18% 67% 59%
1 10% 13% 10% 21% 25% 1 16% 18% 6% 9% 20%
2 7% 11% 15% 10% 20% 2 6% 15% 7% 4% 4%
3 5% 6% 11% 6% 11% 3 6% 8% 4% 2% 3%
4 4% 7% 9% 2% 3% 4 3% 1% 3% 1% 3%
5 4% 4% 15% 1% 2% 5 3% 4% 13% 1% 1%
6 4% 3% 3% 1% 1% 6 2% 2% 8% 1% 0%
7 6% 6% 3% 1% 0% 7 2% 2% 6% 1% 0%
8 5% 8% 3% 1% 0% 8 4% 2% 7% 2% 1%
9 9% 6% 2% 0% 0% 9 3% 2% 6% 1% 0%
10 10% 25% 5% 2% 1% 10 19% 15% 21% 5% 4%

vidéji | 3,69 | 5,22 | 3,16 | 1,17 | 1,40 videji | 3,61 3,07 5,30 1,23 1,20
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V1. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

V1.9.1. Kadu mazako vertibu var pienemt izteiksme X + 14, ja x>07?

1. risinajums. Parveidojam doto izteiksmi, atdalot pilno kvadratu:

2 2
x+ 2014 _ (/%) —ZMJ{ “2014j +2\/2o14=(\/§— “2014] +242014.
X X X

Jx Jx

Ta ka kvadrats vienmer ir nenegativs, tad izteiksmes mazaka iesp&jama vertiba ir tad, kad

Jx - “f/o_mzo, Jx = “f/cl“ jeb X=1+2014
X X

4 mazaka vertiba ir 2+/2014 un ta tiek

Lidz ar to esam ieguvusi, ka izteiksmes X+

X
sasniegta pie x =~2014.

2. risinajums. No sakaribas starp vidgjo aritmé&tisko un vid&jo geometrisko izriet, ka

x+%2 2‘/)(_% =2+2014,
X X
2014 .

So vértibu izteiksme sasniedz, ja abi saskaitamie ir vienadi, t. i.,, x=——— jeb x2 =2014 un
X

X =4+/2014 .

V1.9.2. Naturalu skaitlu virknes pirmie tris locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais ir vienads ar
tris ieprieks€jo loceklu summu. Cik starp virknes pirmajiem a) 100, b) 2014 locekliem ir tadi,
kas dalas ar 5?

Atrisinajums
Katra virknes elementa, dalot to ar 5, atlikums, ir atkarigs tikai no triju iepriek$gjo elementu
atlikumiem, dalot ar 5.

Apliukojam atlikumu virkni, kas rodas virknes elementus, dalot ar 5:
1,1,1,30,4,2,1,2,0,3,0,3,1,4,3,3,0,1,4,0,0,4,4,3,1,3,2,1,1,4,1,1, 1, ...
Tatad atlikumi ir periodiski ar periodu 31. Tas nozimé, ka katra 31 loceklu grupa ir 6 locekli,

kas dalas ar 5.

a) 100 locekli veido tris pilnas grupas un vél septinus loceklus, jo 100=3-31+7. Tatad tadu
skaitlu skaits, kas dalas ar 5, ir 6-3+1=19.

b) 2014 locekli veido 64 pilnas grupas un vél 30 loceklus, jo 2014=231-64+30. Tatad tadu
skaitlu skaits, kas dalas ar 5, ir 6-64+6 =390.

V1.9.3. Taisnlenka trijstiira ABC taisnais lenkis ir A. Punkts X ir no A pret BC vilkta augstuma
pamats. Nogriezna XC viduspunkts ir Y. Uz malas AB pagarinajuma izvéléts punkts D ta, ka
AB = BD . Pieradit, ka DX 1 AY !

Atrisinajums

Nogriezni AY pagarina aiz punkta Y un atliek punktu P ta, ka AY =YP (skat. 81. att.). Tas
nozimeé, ka Cetrsturis AXPC ir paralelograms, jo ta diagonales AP un XC to krustpunkta Y dalas
uz pusém. Nogriezni XP pagarinot lidz krustpunktam ar AD, iegist, ka PH L AD, jo

AC L AD un PH || AC . Apliikojam trijstiiri ADP. No ta, ka AB =BD un AY =YP izriet, ka

BY ir AADP viduslinija. Tatad BY | DP. Taka AX L BY,tad AR L DP, kur Re DP . Tas
nozimé, ka trijstairt ADP ir novilkti divi augstumi PH un AR, kas krustojas punkta X. Lidz ar to
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nogrieznis DK, kas vilkts no virsotnes D caur punktu X , ir treSais §T trijstiira augstums, tatad
DK L AP jeb DX L AY , kas arf bija japierada.

D

R
B
Hp— 2

Y
K

A C

81. att.

V1.9.4. Gatavojoties 13 diplomatu apspriedei, kresli tika izvietoti ap apalu galdu vienados
attalumos un katrai no vietam tika sagatavota plaksnite ar diplomata vardu. DiemZgl, ienemot
vietas pie galda, diplomati §ts plaksnites nenéma veéra un izradijas, ka neviens no diplomatiem
nav apsédies pretl savai plaksnitei.

a) Pieradit: neparsédinot diplomatus, galdu ir iesp&jams pagriezt ta, ka vismaz divi diplomati
atradisies pret savam plaksnitém!

b) Pieradit: ja sakuma tiesi viens diplomats biitu s€dg&jis pret savu plaksniti, tad ir iesp&jams, ka
vini apsédusies ta, ka, pagriezot galdu, nav iesp&jams panakt, ka pret savu plaksniti atradisies
vairak neka viens diplomats!

Atrisinajums

a) Apalajam galdam pavisam ir 13 derigas pozicijas, kuras var ieglit galda pagrieSanas par
noteiktu vietu skaitu rezultata. Katrs diplomats pret savu plaksniti atradisies tikai viena no §tm
pozicijam. Katrai galda pozicijai i (1<i<13) ar p; apzimgjot diplomatu skaitu, cik $aja
pozicija atrodas pret savam plaksnitém, ieglistam p; + P, +...+ P53 =13.

Zinams, ka viena no p; vertibam ir 0, jo sakuma neviens no diplomatiem neatrodas preti savai
plaksnitei. Pec Dirihl€ principa kadai no atlikuSajam p; vertibam jabut vismaz 2, t. i, ir vismaz
divi diplomati, kas kada pozicija atrodas preti savam plaksniteém.

b) Pienemot, ka diplomati numuré&ti ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 13 p&c kartas un sédinat
tos ap galdu bija paredzets pulkstenraditaja virziena (plaksnites saliktas 1-2-3-...-12-13), tad
diplomatiem pie galda aps€zoties, pieméram, $adi 1-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2, izpildas
uzdevuma prasitais. Diplomatiem i un j, ja i s€z sava vieta, tad j-ta plaksnite atrodas j—i vietas
pa labi, bet j-tais diplomats atrodas j—i vietas pa kreisi. Ta ka 13 ir nepara skaitlis, tad j nevar
sédet pie savas plaksnites.

Piezime. Pavisam i1esp&jami 13723 atskirigi diplomatu izvietojuma varianti ar iepriekSminéto
pasibu.

V1.9.5. Atrast vienadojuma (x* +5x —7)% —2(x* +5x —6) —4 = 0 saknu kubu summu!
Atrisinajums
Apzim&jot p= x> +5x—8 un ievietojot apzim&umu dotaja vienadojuma, ieglstam
(p+1)?-2(p+2)—4=0 jeb p>=7un p= +4/7 . Esam ieguvusi, ka %o vienadojumu var
sadalit reizinatajos (p — J7 )(p+ J7 ) = 0. Tas nozimg, ka sakotngja vienadojuma saknes sakrt
ar vienadojumu X2 +5xX—(8++7)=0 un x*+5x—(8—+/7)=0 saknem (30 vienadojumu
diskriminanti attiecigi ir D,; =57+ 47 >0 un D, = 57—447 >0, tapeéc katram no tiem ir
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divas saknes). Apzimésim §is saknes pa pariem ar X;, X, Un X3, X, . Izmantojot Vjeta teorému,
iegiistam sakaribas:
X, + X, = X3+ X, =5,
XX, =—(8++/7),
XsX, = —(8—-+/7).
levérojam, ka a® +b* = (a+b)(@® —ab+b?) = (a+b)((a+b)* —3ab).
Tapee X5 + X5 + x5 + x5 =—5-(25+3(8+/7))=5-(25+ 3(8 — /7)) = —490.

10. klase

V1.10.1. Atrisinat vienadojumu sist€ému
5(X+y+2)=xyz
{x =y+z

kur X, y, z — veseli nenegativi skaitli!

Atrisinajums

Ievérojam, ka sistemas atrisinajums ir (0, 0, 0).

Pirmaja vienadojuma aizstajot Y+ 2z ar x, iegistam 5(X + X) = xyz jeb 10x = xyz.

Ja x#0, tad no pirma vienadojuma iegiistam

10=yz jeb yz%.

Apskatam visus veselos pozitivos skaitla 10 dalitajus:

e z=1,tad y=10un x=10+1=11;
z=2,tad y=5un x=5+2=7;
z=5,tad y=2un x=2+5=7;

e z=10,tad y=1un x=1+10=11.
Tatad dotajai sist€émai ir pieci atrisinajumi: (0, 0, 0), (11, 10, 1), (7,5, 2), (7, 2, 5), (11, 1, 10).

3 4
3 : .
V1.10.2. Atrast visas tadas vesela skaitla n vertibas, kuram gan i , gan " ir veseli
n+3 n+4
skaitli!
Atrisinajums
Apzim&jam k=n+3. Tad n=k —3 un parveidojam pirmo izteiksmi:
3 3 3 2
n +3= (k—-3) +3= k®—9k“ + 27k 27+3=k2 —9k+27—ﬁ.
n+3 k k k

Lidzigi, apzimg&jot m =N+ 4, parveidojam otro dalu:
4 Y 4 1am3 2

n +4=(m 4) +4=m 16m* +96m 256m+256+4=m3—16m2+96m—256+ 260_
n+4 m m m

Lai abu dalu vértibas butu veseli skaitli, tad skaitlim k=n+3 jabut 24 dalitadjam un
atbilstosajam skaitlim m=n+4 jabit 260 dalitajam.
Derigas n+ 3 vértibas apkopotas tabulas otraja rinda:

n 27 -5 11 -9 -7 -6 -5 4 2 -1 0 1|3 5|9 21
n+3 24 -12 8 6 4 3 2 -1 1 2 '3 4 6 8 12 24
n+4 -3 -1 -7 5 3 -2 -1 0 2 3 4 5 7 9 13 25
No skaitlu n+4 vertibam ietonétas ir skaitla 260 dalitaji.

Tatad meklétas n vertibas ir -9, -6, -5, -2, 0, 1, 9.
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V1.10.3. Ir pieejams neierobezots daudzums 7 un 13 centu pastmarku, kuras izmanto pasta
sutijumu apmaksasanai. Diemz€l dazas summas nav iesp&jams apmaksat tikai ar STm
pastmarkam (piemé&ram, ja sttfjums maksa 6, 8 vai 25 centus). Kada ir lielaka summa, kuru nav
iesp&jams apmaksat izmantojot tikai §1s pastmarkas?

Atrisinajums

Paradisim, ka 71 centu nav iesp&ams precizi apmaksat ar 7 un 13 centu pastmarkam. Saja
summa ir ne vairak ka piecas 13 centu pastmarkas. Aplikosim, kada summa atkariba no
izmantoto 13 centu pastmarku skaita biitu jaapmaksa ar 7 centu pastmarkam:

13 centu Summa, kas apmaksata ar | Summa, kas jaapmaksa ar
pastmarku skaits 13 centu pastmarkam 7 centu pastmarkam
0 0 71
1 13 58
2 26 45
3 39 32
4 52 19
5 65 6

Neviena no variantiem atlikust summa nav 7 daudzkartnis, tatad So summu nav iesp&ams
apmaksat ar 7 centu pastmarkam. Tatad 71 centu nav iesp&jams precizi apmaksat ar 7 un 13
centu pastmarkam.

Pieradisim, ka jebkuru lielaku summu ir iesp&jams samaksat ar 7 un 13 centu pastmarkam.
Ievérojam, ka ja N centu apmaksasana ir izmantota vismaz viena 13 centu pastmarka, tad,
aizvietojot to ar divam 7 centu pastmarkam, varés apmaksat N +1 centu. Sadu aizvieto§anu
apzimeésim ar ,,A”.

Ja N centu apmaksasana ir izmantotas vismaz vienpadsmit 7 centu pastmarkas, tad, aizvietojot
tas ar se$am 13 centu pastmarkam, varés apmaksat N +1 centu. Sadu aizvieto§anu apzimésim
ar ,,B”.

Ievérojam, ka 72=1-7+5-13 un

A A A A A B
72 = 713 = 74 = 75 = 76 = 77 = 78.

Visas summas, kas lielakas neka 78 centi, var iegit izvéloties kadu no summam 72, 73, ..., 78
un pievienojot nepieciesamo 7 centu pastmarku skaitu.

V1.10.4. Divas dazada radiusa rinka linijas ar centriem punktos B un C ar&ji saskaras punkta A.
Abu rinka Iiniju kop€ja pieskare, kas neiet caur punktu A, pirmajai rinka linijai pieskaras punkta
D, bet otrai — punkta E. Taisne, kas novilkta caur A perpendikulari DE, krusto nogriezna BC
vidusperpendikulu punkta F. Pieradit, ka BC = 2AF !
Atrisinajums
Apzim&jam AB =r un AC =R.
BC r+R

Tad BC = AB+BC =r +R un japierada, ka AF = P

No nogriezna vidusperpendikula definicijas izriet, ka BH = HC = % T -; R .

No punkta H novelkam perpendikulu pret DE, perpendikula un DE krustpunktu apzim&jam ar
X (skat. 82. att.).

98



B A M C
H
D
X
E
82. att.

Nogrieznis HX ir trapeces DBCE (BD | EC ka radiusi pret pieskari DE) viduslinija, tatad
HX = BD“ZLCE - “;R un DX = EX .

Nogrieznis HX ir paraléls AF, jo HX 1. DE un AF 1 DE.
Novelkam abu rinku kop&jo pieskari caur punktu A — §1 pieskare krusto DE punkta Y.

Taka BC LAY un BC L FH,tad AY || FH .

Izmantojot pieskaru, kas vilktas no viena punkta pret rinka Iiniju, ipasibu, iegistam EY = AY

un DY = AY . Tatad DY =EY un Y ir DE viduspunkts. Esam ieguvusi, ka X un'Y ir viens un

tas pats punkts, jo abi atrodas DE viduspunkta.

Apskatam Cetrstiri AFHX, ta pret€jas malas ir pa pariem paral€las, tatad AFHX ir
r+R

paralelograms un AF = HX = ka paralelograma pretgjas malas. Lidz ar to esam

pieradijusi vajadzigo.

V1.10.5. Gatavojoties v€lésanam politiskas partijas saviem vel&tajiem kopuma ir devusas S
(naturals skaitlis) dazadus solfjumus. Zinams, ka jebkuram divam partijam var atrast vismaz
vienu solfjumu, ko devusSas abas partijas. Taja pat laika nav iesp&jams atrast divas partijas, kuru
dotie soltfjumi sakristu pilniba — ir iesp€jams atrast vismaz vienu solfjjumu, ko viena partija ir
devusi, bet otra — né. Kads ir lielakais iesp&jamais partiju skaits, kas gatavojas véléSanam?
Atrisinajums
Lielakais iesp&jamais dazado solifjumu komplektu skaits ir 2-2-2-...-2=2° (kopas, kuras

S
apjoms ir s, visu apakskopu skaits).
Zinams, ka katrai kopas A apakskopai B eksisté tas papildinajums C Iidz kopai A, un kopu B un
C $kelums ir tuksa kopa, t. i., kopam B un C nav kopigu elementu. Sadus divus solfjumu
komplektus (apakskopu un tas papildinajumu) nevar piekartot partijam, jo neizpildas uzdevuma
nosacijums, ka jebkuram divam partijam var atrast vismaz vienu solfjumu, ko devusSas abas
partijas. Lidz ar to no katra §adu solfjumu komplektu para partijam var piekartot ne vairak ka
vienu solfjumu komplektu. Tatad iesp&jamais partiju skaits ir vismaz divas reizes mazaks neka
visu kopas apakskopu skaits, t. i., 2°:2=27,
Paradisim, ka §ads partiju skaits ir iesp&jams.
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Pienemsim, ka eksisté viens solfjums, kas kopigs visam partijam. Tad no atlikuSajiem S—1
solfjumiem var izveidot 25 dazadus solfjumu komplektus (kopas, kuras apjoms ir s —1 dazado
apakikopu skaits). Lidz ar to esam izveidojusi 2°" atikirigus solfjumu komplektus, kas
apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tatad lielakais iesp&jamais partiju skaits ir 2°7.

11. klase

V1.11.1. Vai eksisté tads naturdls skaitlis n, ka, noapalojot izteiksmju +10*" —10" wun

\10™ —10" +1 veértibas lidz tuvakajam naturalajam skaitlim, iegiitie skaitli ir vienadi?
Atrisinajums
Ievérojam, ka

10%" —10" <10%" —10" +% <10* -10" +1;
1 2
10" —-10" < (10n _E] <107 —10" +1;

V10*" -10" <10" —% <+/10*" -10"+1.

Tatad izteiksmes +/10*" —10" vértiba tiks noapalota uz 10" —1, bet 4/10*" —10" +1—uz 10".

Tas nozimg, ka nevienai naturalai n vertibai $ie skaitli nav vienadi.

V1.11.2. Noteikt, kads ir lielakais skaits, cik no pieciem naturaliem skaitliem a, a+14, a+ 22,

a+32, a+46 var but pirmskaitli!
Atrisinajums
Ja a ir para skaitlis, tad starp dotajiem pieciem skaitliem ir ne vairak ka viens pirmskaitlis, t. I.,
ja a=2, tad pirmskaitlis ir 2, vai ja a ir kads cits para skaitlis, tad starp dotajiem pieciem
skaitliem nav neviena pirmskaitla.
Ja a=3, tad ir divi pirmskaitli 3 un 17, pargjie skaitli ir 25, 35 un 49, kas nav pirmskaitli.
Ja a > 3, tad tiesi viens no skaitliem a, a+14, a+ 22 dalas ar 3:

e ja a=3k,tad a dalas ar 3;

e jaa=3k+1,tad a+14=3k +1+14=3k +15 dalas ar 3;

e jaa=3k+2,tad a+22=3k +2+22=3k + 24 dalas ar 3.
Ta ka Saja gadijuma vismaz viens no skaitliem dalas ar 3, tad ne vairak ka 4 no Siem skaitliem
var bt pirmskaitli.
Cetrus pirmskaitlus var iegiit, ja izv€las, pieméram, a=15. Tad a+14=29, a+22=37,
a+32=47 un a+46 =061 ir pirmskaitli.

V1.11.3. Figaras (skat. 83. att.) divpadsmit virsotn&s nepiecieSams ierakstit pirmos 12 naturalos
skaitlus (katra virsotné — vienu) ta, lai katras ritinas virsotnés ierakstito ¢etru skaitlu summa
bitu vienada ar M. Vai to var izdarit, jaa) M =28;b) M =267

83. att.
Atrisinajums
a) Ja, skaitlus dotas figliras virsotnés var ierakstit, viens no atrisinajumiem paradits 84. att.
b) Pieradisim, ka skaitlu izvietojums ar M = 26 neeksiste.
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Pienemsim, ka $ads izvietojums eksisté. Aplukosim tris kvadratus, kuru malas attélotas ar
treknam Iinijam (skat. 85. att.).
Uzrakstam tris vienadibas:

X;+ Xy + X4+ X5 =M

X3+ X4 +Xg+Xg =M ;

Xg + X7 + X1+ X =M.
Apzimésim ar S visu skaitlu no 1 [idz 12 summu: S = X; + X, +...+ X;, = 78. Tad, saskaitot §1s
trTs vienadibas, ieglistam, ka S + X, — X =3M .
Ja M =26,tad S=78=3-26=3M. Lidz ar to X, = X;,. leglita pretruna ar to, ka virsotnés
jaieraksta dazadi skaitli.

7 8 X1 X2
GI 11 2 112 T X3[ Xa Xs Tﬁ IX7
1 10 5 9 3 Xg Xo X10 X11 X12
84. att. 85. att.

V1.11.4. Platlenka trijstira ABC platais lenkis ir BAC . Novilktas tris rinka linijas ta, ka trijsttra
ABC malas ir attiecigi So rinka liniju diametri. Bez trijstiira virsotn€m rinka Iinijas pa pariem
krustojas v&l tris punktos — P, Q un R. Pieradit, ka A ir trijstiira PQR bisektrisu krustpunkts!
Atrisinajums
Rinka Iiniju, kuras diametrs ir AB, apzim&jam ar R,, kuras diametrs ir AC —ar R, un Kuras
diametrs ir BC —ar R, (skat. 86. att.).

Sis rinka linijas katra iet caur attiecigas malas galapunktiem un caur to augstumu pamatiem,
kas atrodas uz divam parg€jam malam vai to pagarinajumiem:
e R, iet caur punktiem A, R, B un P;
e R,—caurAR,CunQ;
e R,—caurB,C,QunP,
pie kam £ZBPC = Z/BQC = ZARB =90°. Punkts A atrodas trijstira PQR iekspusé (CP un BQ
krustpunkta:
e gan AP, gan CP ir perpendikulars pret BP (R, un R, Ipasibas) — tatad P, A un C atrodas
uz vienas taisnes;
e gan AQ, gan BQ ir perpendikulars pret CQ (R, un R, 1pasibas) — tatad B, A un Q atrodas
uz vienas taisnes).
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No R, ievilkto lenku ipasibam: ZABP = ZARP, jo abi balstas uz viena un ta pasa loka AP.
No R,: ZARQ = ZACQ (abi balstas uz loka AQ).

No R,: ZPBQ = £ZPCQ (abi balstas uz loka PQ).

Ievérojot, ka ZABP = Z/QBP un ZACQ = L/PCQ, iegistam, ka ZARP = ZARQ . Tatad RA
ir /PRQ bisektrise.

No R, ievilkto lenku Tpasibam: ~AQR = ZACR (abi balstas uz AR).

No R,: £ZPQB = £ZPCB (abi balstas uz BP).

Ievérojot, ka ZACR = ZPCB, ieglistam ~PQB = ~ZAQR . Tatad QA ir ~PQR bisektrise.

Tatad divas no trijstira PQR bisektrisém krustojas punkta A — tatad A ir trijstiira PQR bisektriSu
krustpunkts, kas ar1 bija japierada.

V1.11.5. Naturalus skaitlus a, b un ¢ saista sakariba ¢® = a® +b? . Pieradit, ka katru no skaitliem

c? +ab un c? —ab var izteikt ka divu naturalu skaitlu kvadratu summu!
Atrisinajums
Apliikojam skaitlus x = a+b+c, y= a+b_c, p= c+a=b q _c-a+b,

2 2 2 2
No sakaribas c? =a? +b? secinam: ja kads no skaitliem a, b, C ir nepara skaitlis, tad no
atlikusajiem viens ir nepara, bet otrs — para. Tatad vai nu visi skaitli a, b, ¢ ir para, vai starp
tiem ir tiesi divi nepara skaitli. Tas nozimé, ka visi skaitli X, Y, p, q ir veseli skaitli.
Skaitli a, b, ¢ ir Pitagora trijstiira malas, tap&c no trijstira nevienadibam a+b>c, a+c>b,
b+c>a izriet, ka visi skaitli X, y, p, q ir lielaki neka nulle — tatad naturali skaitli.
Apskatam summas:

, _(a+b)® +2(a+b)c+c? +(a+b)2 —2(a+b)c+c® (a+b)®+c?

2
XS +y° = _
a’+2ab+b%®+c? 2c2+2ab _
= = =c“+ab;
2 2
2 2 2 2 2 )
. p2+q2:C +2c(a—bh)+(a—h) L C —2c(a-b)+(a-b)* _c"+(@-b)* _
c2+a’-2ab+b? 2c2-2ab ,
= = =c“ —ab.
2 2
12. klase

V1.12.1. Izteiksmeé +1+2+3+...£100= 2014 katru zimi ,, + > aizvietoja vai nu ar ,,+”, vai ”—,,
ta, lai izteiksme butu patiesa. Kads lielakais ,,+” zZimju skaits var biit $aja izteiksme?
Atrisinajums
Pieradisim, ka ,,+” zZimju skaits nevar biit lielaks ka 83.

Pienemsim pretgjo, ka var biit 84 saskaitamie ar ,+” zimi. Saja gadijuma mazaka iespgjama
izteiksmes veértiba bis tad, ja pie mazakajiem virknes locekliem biis zime ,,+7, bet pie
lielakajiem ,,—”. Tad mazaka izteiksmes vértiba ir

1+24+3+..+84-85_..-100=+78% g4 85+100 o oc 4> 185.8=2090> 2014.

Ta ka tika izveidota mazaka iesp&jama izteiksmes vertiba ar So ,,+ skaitu, tad visas citas
izteiksmes bus ar vél lielaku vertibu.

Pareizu izteiksmi ar 83 ,,+” zZim&m var iegit, ja ieprieksgja izteiksm& nomaina ,,+” pret ,,— pie
saskaitama 38. Izteiksmes vertiba samazinasies par 38-2=76 un bus vienada ar
2090—-76=2014. Tatad lielakais ,,+” zZimju skaits izteiksmg ir 83.
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V1.12.2. Katram naturalam skaitlim n ir definéta funkcija f(n) = %+ % +..+ i Pieradit, ka
n
visiem n >1 ir spéka sakariba n+ f (1) + f(2)+...+ f(n—=1) =nf(n).
Atrisinajums
Izmantosim matematiskas indukcijas principu. levérojam, ka f (1) =1.

Indukcijas baze. Ja n=2, tad f(2) = 1+% = g un dota sakariba 2+ f(1)=3=2f(2) ir

patiesa.
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka sakariba ir speka, ja n=Kk::
k+ fQ+f@)+...+ f(k=-D)=kf(k). ™

Induktiva pareja. Pieradisim, ka sakariba ir speka, ja n =k +1.
Abam vienadibas (*) pusém pieskaitam f(k)+1:

1+1+1+1+...+i = f(k)+1,

2 3 k

un iegtistam

Kt F)+ F (4.t f(k—1)+1+1+%+%+...+%=kf(k)+ F(K)+1:

(k+1)+1+(f(1)+%)+(f(2)+%)+...+(f(k—1)+%)=(k+1)f(k)+1.

Izmantojot, ka 1= f (1) un f(k—1)+l=1+1+...+i+1= f (k), ieglistam
K 2 k-1 k
(k+1)+f(1)+f(2)+f(3)+...+f(k)z(k+1)f(k)+|;—+i.
+

Tatad (k+1)+f(1)+f(2)+f(3)+...+f(k):(k+1)(f(k)+ﬁ)=(k+1)f(k+1).

Ta ka apgalvojums ir patiess, ja N=2, un no ta, ka apgalvojums ir spéka, ja n =k, izriet, ka
apgalvojums ir spéka ari n=Kk+1, secinam, ka apgalvojums ir spéka visam naturalam n
(n>1) vertibam.

V1.12.3. Rinka I1nija ar centru punkta O novilkti divi savstarp&ji perpendikulari radiusi OA un OB.
Nogrieznis AC ir trijstira BAO mediana, CD ir trijstira ACO bisektrise, punkts E izvéléts uz
mazaka loka AB ta, ka ED ir trijstira AEO augstums. Aprékinat lenka AED lielumu grados.
Atrisinajums
Pagarinam OA ta, ka AF ir diametrs un novelkam nogriezni EF (skat. 87. att.). Tad trijstaris
AEF ir taisnlenka, jo ZAEF balstas uz diametru AF.

B E

87. att.
AAEF ~ AADE (péc pazimes ¢/ ), jo ZAEF = ZADE =90° un ZEAD ir kopigs. Apzim&jam
/AFE = ZAED = (ka atbilstosie lenki Iidzigos trijstiiros). Tad LEOD =2/AFE =2a ka
centra lenkis, kas balstas uz to paSu loku ka ZAFE .
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Apzimgjam OA=0B =0E =2x. Tad OC = x un no Pitagora teorémas trijstiri AOC izriet,
ka AC = \/ OC? + AO? = \/ x% +(2x)? = x+/5 . Izmantojot bisektrises ipasibu (bisektrise CD
trijstirt AOC), ieglistam

@:% = &:i — ODV/5=2x-0OD = OD-= 2X :
DA AC AO-OD .5 1++5

oD 2x 1 5-1

OE (1+45)-2x 1++5 4
Izmantojot trigonometrisko formulu cos2/ = cos? B —sin? = 2cos® -1, iegiistam

J5-1

,  1+c0s2a T4 3445
cos? o = = = .
2 2 8

No trijstiira ODE iegiistam, ka c0s2a =

Taka & ir Saurs trijstura lenkis, tad

COSa:\/3+\/§:\/6+2\/§:\/(\/3)2+2J§+1:\/(\/§+1)2 541

8 16 16 16 4
2
Tatad cOS4a = 2c0s? 20 —1= 2-(@} 1= 4—5\/5 4 —4—82\/3 :_1+4\/§-

Esam ieguvusi, ka cos4a =—cosa jeb, izmantojot redukcijas formulas, cos4a = cos(r — ).

Ieveérojot, ka @ ir Saurs trijstira lenkis, iegiistam
180°

da=r-a = ba=r = a=% jeb a = =36°.

V1.12.4. Saha festivala piedalijas 2014 dalibnieki, daZi sava starpa arT izsp&l&ja vienu $aha partiju.
Zinams, ka starp jebkuriem trim festivala dalibniekiem noteikti ir divi, kuri sava starpa ir
izsp€l&jusi partiju. Kads ir mazakais iesp&jamais kop&jais Saha partiju skaits, kas ir izsp&létas
Saja festivala?

Atrisinajums
Apzimé&jam festivala dalibniekus ar punktiem un, ja divi spelétaji sava starpa ir izsp€l&jusi Saha
partiju, tad atbilstoSos punktus savienojam ar nogriezni. Tatad mums janoskaidro, kads ir
mazakais novilkto nogrieznu skaits.
Ar f(n) apzim&sim mazako nogrieznu skaitu, kas novilkti starp n punktiem un kam ir speka
uzdevuma dota ipasiba — starp katriem trim punktiem ir novilkts vismaz viens nogrieznis.
Apskatam n+1 punktu. lIzmetot jebkuru vienu punktu, ir jabut spéka ipaSibai
f(n+1)—d(i)> f(n), kur d(i) — i-taja punkta ieejoSo nogrieznu skaits. Saskaitot §is
nevienadibas visiem Nn+1 punktiem, ieglistam, ka (n+1)f(n+1)—->d(i) > (n+1)f(n). Taka
katrs nogrieznis ieskaitits tiesi divas reizes, tad > d(i) =2f(n+1). Tatad
n+DHf(n+)-2f(n+1) >(n+2)f(n);
f(n+1) > (n+Df(n) *)
n-1
Zinams, ka f(3) =1.
Ievérojot, ka nogrieznu skaits ir naturals skaitlis, péc formulas (*) ieglistam, ka f(4)> 2,
f(5)>4, f(6)>6, f(7)>9, f(8)>12....
Ar matematiskas indukcijas principu pieradisim, ka visiem naturaliem K>3 izpildas
f(2k)>k(k—1) un f(2k—1) > (k —1)°.
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Indukcijas baze. f(3)=1, f(4)=2.

Induktivais  pienémums. Pienemsim, ka katram k(2<k<i) izpildas nevienadibas
f(2k) > k(k—1) un f(2k—1) > (k —1)2.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka minétas sakaribas ir spéka ari pie K =i+1.

P&c pienémuma f(2i)>i(i—1), i>1.

No (*) izriet, ka

F(2i+1)> f(2i)_-(2i+1) S i(i—l?(2i+1) _ 2i° Tiz —i _ i2(2i_—1)—i _i2_ _i Si2 1
2i—1 2i-1 2i—1 2i—1 2i—1
Tatad f(2i+1)>i2.
No (*) izriet, ka
F2(i+D) = f(2i+1+1) > 2(1+1)f (21 +1) _ 2(i+1) f_(2i+1) S @i +_1)i2 _iGi+1).
I

2i+1-1 2i

Lidz ar to pieradijam, ka f(2k)>k(k —1) un f(2k —=1) > (k —1)? ir speka visiem naturaliem
k>3.

Vel japarada, ka Sada situacija ir iesp&jama, t. i., starp 2014 punktiem, ieveérojot uzdevuma
nosactjumus, novilkti 1013042 nogriezni.

Ievérojam, ka f(2014) = f(2-1007) >1007-1006=1013042. Sadalam visus 2014 punktus
divas vienada izméra grupas (katra grupa 1007 punkti) un starp visiem vienas grupas punktiem

. . _ _ . ... 1007-1006 .. .

novelkam visus nogrieznus. Katra grupa nogrieznu skaits ir — kopgjais nogrieznu

. ..1007-1006 st e et e e . .
skaits ir T-Z =1007-1006. Tadgjadi ir iegiits tieSi vajadzigais nogrieznu skaits.
Izveloties jebkurus tris punktus, no Dirihlé principa izriet, ka divi no Siem punktiem pieder
vienai no izveidotajam divam grupam, lidz ar to starp Siem diviem vienas grupas punktiem ir
novilkts nogrieznis. Tatad starp jebkuriem tris punktiem ir novilkts visSmaz viens nogrieznis.

V1.12.5. Vai var atrast tadu naturalu n vertibu, kam piemit Tpasiba: visu skaitla n naturalo dalitaju,
iznemot 1 un n, kvadratu summa vienada ar n’?
Atrisinajums
Pieradisim, ka $§adu naturalu skaitlu n nav.
Apzimé&jam apskatamo dalitaju kvadratu summu ar S(n) . Ievérosim, ka

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
n n n n n n n n n n
S(n)<(—j +[—j +(—J +...+(—j +(—j =—t—t—F .t t—.
2 3 4 n—-1 n 4 9 16 (n-1)% n?

Pamatosim, ka

n> n? n? n2 n2 n? n? 2
_+_+—+.“+—2+—2+ 2+ 2+...<n
4 9 16 (n-0° n° (n+D)° (n+2)
jeb, dalot ar n?, ieglistam
it *)

4 9 16 (n-1)% n?

Ja naturdls skaitlis k atrodas starp divnieka pakapem, t.i., 2% <k <2*"%, kur a — naturals
skaitlis, tad %2 Zia un kiz > Zia .
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. . : 1 . . 1 .

Nevienadibas (*) katru kreisas puses saskaitamo k_2 aizstasim ar ——, Ja 22 <k<2* ta
tikai palielinot summas vertibu:

11 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1

ot —+—F+—+—F+—F.. <o+ —+—+—+—+—+

4 9 16 25 36 49 64 4 4 16 16 16 16 64
Tevérojam, ka ir tie§i 2° tadi naturali skaitli, kas apmierina nevienadibas 22 <k < 2. Tatad
iegiitaja summa biis tie§i 2° saskaitamie ar saucgju 22%. Lidz ar to iegitd summa ir

11 1 1 1 1 1 2 4 8 1 1 1 2
Sttt Tttt =t —F =t .= =1,
4 4 16 16 16 16 64 22 4% g2 2 4 8 1

Tika izmantota bezgaligi dilstoSas geometriskas progresijas (ar kvocientu 0,5 un pirmo locekli
0,5) visu loceklu summas formula.
Esam pamatojusi, ka

Sm) 1 1 1 1 1
——<—+—+—+—+..+—+..<L.
n? 4 9 16 25 n’
Tatad S(n) < n?, lidz ar to nevienam n nav iesp&jama vienadiba S(n) =n?.
2
Piezime. Ir speka sakariba 1+1+i+i+i+i+... =7 _1s 0,63....
4 9 16 25 36 49 6
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VALSTS OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2013./2014. macibu gada Valsts matematikas olimpiades
rezultatiem (cik procenti no skoléniem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra uzdevuma; ailé
“vidgji” noradits vid&jo iegtto punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (62 dalibnieki) 10. klase (96 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
= 2% 0% 2% 5% 16% = 0% 7% 14% 19% 15%
0 5% 0% 8% 10% 55% 0 13% 19% 33% 77% 78%
1 13% 2% 81% 27% 3% 1 9% 47% 3% 0% 2%
2 21% 10% 6% 23% 2% 2 11% 18% 6% 0% 1%
3 11% 10% 2% 6% 5% 3 5% 3% 4% 0% 0%
4 8% 3% 2% 5% 6% 4 6% 0% 4% 0% 1%
5 13% 0% 0% 6% 5% 5 4% 1% 5% 0% 1%
6 0% 2% 0% 3% 2% 6 3% 2% 2% 0% 0%
7 6% 2% 0% 8% 3% 7 3% 0% 7% 0% 0%
8 2% 8% 0% 3% 3% 8 6% 0% 4% 1% 1%
9 2% 16% 0% 0% 0% 9 26% 2% 1% 1% 0%
10 18% 48% 0% 3% 0% 10 13% 1% 16% 2% 1%
videji | 4,43 7,77 1,07 2,92 1,54 vidéji | 5,44 1,49 3,86 0,47 0,38
11. klase (74 dalibnieki) 12. klase (59 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
i 1% 4% 8% 23% 19% = 0% 10% 5% 19% 10%
0 64% 8% 16% 38% 74% 0 8% 15% 51% 53% 12%
1 4% 20% 19% 9% 1% 1 20% 7% 27% 7% 29%
2 3% 4% 1% 4% 0% 2 2% 2% 3% 0% 31%
3 1% 7% 1% 4% 1% 3 3% 2% 3% 2% 5%
4 4% 4% 1% 0% 1% 4 2% 0% 7% 7% 2%
5 3% 11% 5% 0% 0% 5 3% 3% 0% 10% 2%
6 3% 3% 30% 8% 0% 6 7% 2% 0% 3% 5%
7 3% 8% 4% 1% 0% 7 3% 2% 0% 0% 2%
8 0% 3% 0% 8% 0% 8 5% 0% 2% 0% 0%
9 1% 9% 0% 0% 0% 9 10% 3% 0% 0% 0%
10 14% 19% 14% 4% 3% 10 36% 54% 2% 0% 3%
videji | 2,29 5,08 4,35 2,51 0,47 videji | 6,10 6,98 1,07 1,35 2,19
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P1l. PAPILDUS SACENSIBAS

Xyz
@+ x)(x+y)(y+2)(z+16)

P1.1. Atrast izteiksmes

lielako iesp&jamo vertibu, ja X, y un z — reali

pozitivi skaitli!
1. risinajums. Parrakstam doto izteiksmi, saucgja visas iekavas izdalot ar 3 (skaititaju attiecigi
ar 81) un katras iekavas otro saskaitamo izsakot ka divu vienadu saskaitamo summu:

xyz
Xyz _ 81 <
AL+ X)(X+ y)(y + 2)(z +16) (1+X+XJ (X+y+yj(y+z+j
2 2 2 2 2 2)(z+8+8)
3 3 3 3

Xyz

< 81 _1
2 2 2

o X o[%? 5y2" g B
4 4 4

Lai iegttu novertejumu, katram no ¢etriem saucgja reizinatajiem tika pielietota sakariba starp
vidgjo aritmétisko un vidéjo geometrisko.

2
Lidz ar to esam ieguvusi, ka sakotngjas izteiksmes lielaka vertiba ir (%) = 8_11 , ko iegiist, ja

Xx=2,y=4,7=8.
2. risinajums. Sakuma pieradisim lemmu.
q

Lemma. Ja a un b pozitivi reali skaitli, tad izteiksmes —————
(q+a)(q+b)

kur q > 0, lielaka vértiba

ir pie g =+/ab.
q 3 1
(q+a)(q+b) q+(a+b)+2b

Lemmas pieradijums. Parveidojam lemma doto izteiksmi

o : : : ab : -
Sakotngjas izteiksmes lielako vertibu iegiist, ja +— vertiba ir mazaka iesp&jama.
q

2
Parveidojam $So izteiksmi, atdalot pilno kvadratu q+ a_b = M +2+/ab.

q q

Ta ka kvadrats vienme@r ir nenegativs, tad izteiksmes mazaka iespgjama vértiba ir pie
gq= Jab. Lidz ar to esam pieradijusi lemmu.

X z
L+ 0)x+y) ° (y+2)(z+16)°
Ja pienemam, ka izdevies atrast y vertibu, pie kuras izteiksme sasniedz savu maksimumu, tad
péc lemmas pirmais reizinatajs lielako vertibu sasniedz pie X = \/V , bet pedgjais —pie z = 4\/§ .
levietojot x un z vertibas, ieglistam, ka sakotngjas izteiksmes lielaka vertiba, kas izteikta ar y, ir

Woooay oy ey
A+ INEY+Y) (Y +4Y)Gy +16) @+ VYY) T YWy +49) -4y +4)
_ y =[ Jy JZ_
A+V)2@+y)? (A+y)E+y)
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P&c lemmas iekavas esosas izteiksmes lielaka vertiba ir pie \/V =2 jeb y=4.

2
Lidz ar to esam ieguvusi, ka sakotngjas izteiksmes lielaka vértiba ir (%) = 8i1’ ko iegtist, ja

X=2,y=4,27=8.

P1.2. Saurlenku trijstiirt ABC, nogrieznis CP ir augstums; punkts H ir augstumu krustpunkts un O
ir apvilktas rinka Iinijas centrs. Punkts D ir taisSnu CO un AB Krustpunkts; E ir CD viduspunkts.
Pieradit, ka EP iet caur OH viduspunktu!

Atrisinajums
Apzimé&jam nogriezna CP un AABC apvilktas rinka linijas otro krustpunktu ar N, nogrieznu
PE un OH krustpunktu — ar M (skat. 88. att.).

88. att.
Ta ka ZDPC =90°, tad ADPC ir taisnlenka un PE = EC ka mediana pret hipotentizu.
Savukart NO=0C ka AABC apvilktas rinka Iinijas radiusi. Tapec APEC ~ ANOC (péc

pazimes m¢m, jo tie ir vienadsanu trijstiri ar kopigu lenki pie pamata), un NO || PE . (*)

Ievérojam, ka £ZNBA = ZNCA = ZABH ka ievilktie lenki rinka linija un atbilstosie lenki
lidzigos taisnlenka trijstiiros ABK un ACP, tapéc BP ir ANBH bisektrise.

Nogrieznis BP ir ANBH augstums, jo CP 1 AB. Tapéc ANBH ir vienadsanu un BP ir ari
mediana, t. i., NP =PH . No §1 un (*) izriet, ka PM ir AONH viduslinija, tapeéc OM = MH jeb
M ir nogriezna OH viduspunkts, kas arT bija japierada.

P1.3. Aprilt 2014 skoléni tika sadaliti N (N <2014) grupas un katra grupa stradaja pie sava
projekta. Pieradit, ka vismaz divi skoléni maija stradaja skaitliski mazaka grupa neka aprili!
Atrisinajums
Pienemsim, ka visi projekti bija vienadi sarezgiti un darba apjoms, kads nepiecieSams viena
projekta izpildei ir viena vieniba. Pienemsim, ka visi skoléni, kas stradaja pie viena projekta,
veica vienadu darba daudzumu — ja grupa stradaja m skoléni, tad katrs ir veicis darba apjomu

1 . Katrs skoléns ir veicis pozitivu darba daudzumu un neviens skoléns nav veicis vairak ka

m

vesela projekta izpildi. Kopgjais visu skolénu paveikta darba apjoms aprilt ir N, bet maija —

N +1. Tatad vismaz vienam skolénam maija vajadz&ja paveikt vairak neka aprili. Aplikosim

$adu skolénu, kas aprili ir veicis darba apjomu 1 , bet maija — 1 , pie kam S < 1 jeb m>n,
m n m n

Papildus ir speka sakariba: 0 < 1 < 1 <1.Tatad 0 < 11 <1, kas nozimg, ka viens skoléns
m n n m
nevargja paveikt darba apjoma starpibu starp projektiem maija un aprili (vienu veselu projektu

jeb vienu vienibu). Tatad bija jabiit vismaz diviem $adiem skol€niem.
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P1.4. Pieradit, ka vienadojumam (a—b)® = 6ab+7 nav atrisindgjuma naturalos skait]os!

1. risinajums. Ekvivalenti parveidojam doto vienadibu:

a’ —2ab+b* =6ab+7;

a® +2ab+b? =10ab+7;

(a+b)? =10ab+7.

Pedgjas vienadibas kreisaja puse€ ir skaitla kvadrats, kura p&dgjais cipars var bt tikai 0, 1, 4, 5,
6, 9, bet vienadibas labaja puse esosa skaitla pedgjais cipars ir 7. Tatad abas vienadibas puses
nevar bt vienadas, 11dz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.
2. risinajums. Parveidojam doto vienadojumu forma a®+b* =8ab+7. Aplikojot $o
vienadojumu péc modula 4, iegiistam a’ +b? =3 (mod 4).
Bet gan a2, gan b? p&c modula 4 var pienemt tikai vértibas 0 un 1, tapéc §im vienadojumam
nav atrisindjuma. Lidz ar to atrisindjuma nav ar1 dotajam vienadojumam.
3. risinajums. Parveidojam doto vienadojumu forma a®-+b? =8ab+7. ST vienadojuma
atrisinajumam (ja tads eksistg) ir speka sakariba: a® +b? =7 (mod 8).
Izteiksim a=4a, +a, un b=4b +b,, kur 0<a,,b, <3.
Tad a” +b* =16(a’ +b?) +8(a,a, +bb,) +a2 +b’ un a® +b? =a? +b? (mod8).

Rezultatus apkopojam tabula, katra riitina ierakstot a2 +b3 (mod8) vértibu:

az
by 0 1 2 3
0 0 1| 4 1
1 1] 2 5 2
2 41 5|1 0] 5
3 1| 2 1 2

Ka redzams, nav tadu a, un b, vértibu, kuram a2 +b? =7 (mod 8) . Lidz ar to ari sakotngjam
vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

P1.5. Vai eksisté tads ritinu kvadrats, kuru var sagriezt daudzsttros Dy, D,, ..., D, ta, ka k-tais
daudzstiris, k =1, 2, ..., n, sastav tiesi no K riitinam? Vai var gadities, ka $ada kvadrata laukums
ir lielaks neka 2013 rutinas?

Atrisinajums
Sads kvadrats eksiste, pieméram, uzdevuma nosacijumus apmierina kvadrats ar izmériem 6x 6
(skat. 89. att.).

.............

..............

89. att.
Paradisim, ka uzdevuma prasita kvadrata laukums var bt lielaks neka 2013 ritinas.
Daudzsturu Dy, D,, ..., D, laukumu summai jabut kada naturala skaitla kvadratam:
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e+
2
Ja apzim€jam X =2n+1 un y = 2m, tad no tiem vienadojuma
x? =2y? +1 *)
atrisinajumiem, kuriem X ir nepara un Y ir para skaitlis, varés iegiit mekléta kvadrata izmeru un
daudzstiiru D; skaitu. Var parbaudit, ka x=3 un y = 2 ir vienadojuma (*) atrisinajums.

142+..+n=m = (2n+1)? =8m? +1.

Talak paradisim: ja X; un y; ir vienadojuma (¥*) atrisinajums, tad X;,;, un vy;,,, kur

{Xiﬂ = 3x; +4y; (%)
Vi = 2% +3Y;
ar1 ir (*) atrisinajums.
Izmantojot ekvivalentus parveidojumus, parbaudam, ka §is rekurences sakaribas apmierina
vienadojumu (*):
Ox2 +24x.y; +16y2 =8x? +24x.y; +18y? +1;
(Bx; +4y;)? =2(2x +3y;)? +1;

2 2

Xiv = 2Yi +1.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka vienadojumam (*) ir bezgaligi daudz atrisinajumu un, izmantojot
sakaribas (**), atrisinajumu vertibas palielinas. Tatad kada bridi to vertibas klis tik lielas, ka
mekléta kvadrata laukums bis lielaks neka 2013 rutinas.
Vel japarada, ka sadalit kvadratu daudzstiros D;, D,, ..., D,,. To var izdarit, piem&ram, p&c
Sadas shémas: parvietojamies pa kvadrata rindinam, sakot ar augsg€jas rindas pirmo riitinu un
beidzot ar apaksgjas rindas gala ratinu (skat. 90. att.) un atvélam daudzstirim D; vienu rtinu,
daudzstiirim D, divas riitinas utt.

o[ | ——
=
=

90. att.
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Al. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE
9. klase

A1.9.1. Kvadrata, kura malas garums ir 2, ievilkts rinkis un $aja rinki ievilkts kvadrats (skat. 91.
att.). Aprekinat iekrasoto dalu laukumu summul

91. att.
Atrisinajums
levilkta rinka radiusa garums ir puse no kvadrata ABCD malas garuma, t.i.,
1

EO=FO = > AB =1 (skat. 92. att.). Izmantojot Pitagora teorému taisnlenka trijstiiri EOF,

iegistam EF =+ EO? + FO? = V2.

Aprekinam katras iekrasotas dalas laukumu:

1 1 2 2 1
S, ==(S -S5)==(AB° —7-EO)==(4-7n);
* 9 4( ABCD o) 4( T ) 4( )
1 1 2 p 1
S, ==(5,-S =—(r-EO -EF9)==(r-2).
¢ 5 4( o) EFGH ) 4(7Z ) 4(7[ )
1 1 A—mg+m-2 1
Lid to$;,+S, =—4-n)+-(r-2)=—"—" ==,
idzarto S; +S, 4( ) 4(7T ) 4 5
A B
E F
Sy
(@]
H S1
D C
92. att.

A1.9.2. Doti Cetri dazadi cipari, neviens no tiem nav 0. Visu divciparu skaitlu, kurus var izveidot
no Siem cipariem, summa ir 1276. Atrast dotos Cetrus ciparus!
Atrisinajums
Dotos ciparus apzim&jam ar a, b, ¢, d. No tiem var izveidot 16 dazadus divciparu skaitlus. Katrs
no Siem cipariem cetros skaitlos ir desmitu cipars un Cetros skaitlos — vienu cipars. Visu $o
divciparu skaitlu summa ir
4.10-(a+b+c+d)+4-(a+b+c+d)=44(a+b+c+d)=1276,

tatad a+b+c+d =1276:44=29. levérojam, ka, saskaitot Cetrus lielakos ciparus, ieglistam
9+8+7+6=30>29. Tatad kads no saskaitamajiem janem par 1 mazaks. Lai visi cipari biitu
dazadi, tad vieniga iespgja ir 6 vieta nemt 5. Tatad mekl&tie cipari ir 5, 7, 8 un 9.
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A1.9.3. Trijstaris ABC ir taisnlenka trijstiiris ar taisno lenki ABC. Punkti M un N ir attiecigi
nogrieznu AC un AM viduspunkti. Caur B, M un N vilkta rinka linija krusto malas AB un BC
attiecigi to ieks$€jos punktos P un Q. Zinams, ka AC||PQ . Aprekinat /BAC vertibu!
Atrisinajums
Apzim&jam Z/BAC =« un Z/BCA =g, tad o + f=90° (skat. 93. att.). No AC||PQ izriet, ka
/BQP =/BCA=p. Ta ka ZABC =90° un M ir hipotenizas AC viduspunkts, tad

ZABM = /BAM =¢, jo BM :%AC =AM un trijstiris AMB ir vienadsanu. Tad

ZPQM = £ZPBM =« ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta paSa loka PM. Lidz ar to
ZBQM = ZPQM + /BQP =a +  =90°.

Tada gadijuma ZBNM =180°—- ZBQM =90° ka ievilkta Cetrstira NBQM pret&jie lenki. Bet
no dota AN = NM , tapéc BN ir AABM mediana un arT augstums, tapéc AB = BM . Savukart
no ZABM =/BAM izriet, ka BM =AM. Lidz ar to AABM ir regulars un
/BAC = ZBAM =60°.

B

N M
93. att.

Al1.9.4. Tabulas 3x3 ritinas katra ratina jaieraksta pa vienam naturalam skaitlim ta, lai katra
rinda, katra kolonna un katra diagonal@ ierakstito skaitlu summas biitu vienadas, bet visi tabula
ierakstitie skaitli ir sava starpa atskirigi. Ir zinami divas ritinas ierakstitie skaitli (skat. 94. att.).
Kads ir mazakais skaitlis, kas var biit ierakstits tabulas centralaja rutina?

6
?

7

94. att.

Atrisinajums

Apzimgjam skaitli, kas atrodas vidgjas kolonnas vidg&ja riitina ar X, bet apaksgja — ar y (skat. 95.
att.). Tad katras rindas, katras kolonnas un Kkatras diagonales skaitlu summa ir 6 + x + y . Talak
tabulas riitinas var aizpildit $adi:

6 6 [y—1 6 |y—-1 6 ly—-1
X — — X — 8 —
71y 7|y 71y |x=-1 7 Xx—1
xt1 | 6 | y-1 xt1 | 6 |y-1
— 8 — | y-2 8
7 x—1 7 x—1
95. att.
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Vienas diagonales skaitlu summa ir (Xx+1)+x+(x—-1)=3x. Tatad 6+x+y=3x jeb
y = 2x— 6. levietojam iegiito sakaribu un iegtistam 96. att. doto tabulu.

Xx+1 6 2x—7
2x—8 X 8

7 2x—-6 | x—-1

96. att.

Atliek izveleties tadu mazako X, lai visi tabula ierakstitie skaitli biitu naturali un sava starpa
atSkirigi. Jaizpildas nevienadibai 2x—8>0 jeb x> 4.
Apskatam iesp&jamas X vertibas:

e x =5 neder, jo Xx+1=6, bet tabula jau ir ierakstits skaitlis 6;

e X=06, Xx=7 un X=8 neder, jo tabula jau ir ierakstiti skaitli 6, 7, 8;

e X =9 neder, jo Xx—1=8, bet tabula jau ir ierakstits skaitlis 8;

e x =10 der un aizpildita tabula paradita 97. att.

11 6 13

12 | 10 8

7 14 9
97. att.

Lidz ar to mazakais skaitlis, kas var biit ierakstits tabulas centralaja ritina, ir 10.

A1.9.5. Katram marsietim ir tris rokas un dazas antenas. Visi marsieSi sadevas rokas (katrs
marsietis sadevas rokas ar 3 citiem marsieSiem ta, ka visas rokas bija aiznemtas). Izradijas, ka
katriem diviem marsieSiem, kas bija sadevusi rokas, antenu skaits atSkiras tiesi 6 reizes. Vai
kopgjais antenu skaits visiem marsieSiem var bt 2014?

Atrisinajums

Iedomasimies, ka katram marsietim katra roka ir tik margrietinu, cik vinam ir antenu. Tada
gadijuma margrietinu kopgjais skaits bis tris reizes lielaks neka kopgjais antenu skaits, t. i.,
margrietinu skaits bus 3-2014.

No otras puses péc uzdevuma dota (,,antenu skaits atSkiras tieSi 6 reizes”) katras divas
savienotas rokas kopa tur margrietinu skaitu, kas ir skaitla 7 daudzkartnis (ja vienam marsietim
viena roka ir X margrietinas, bet otram — 6X margrietinas, tad abiem kopa ir 7X margrietinas).
Tatad margrietinu kop&jam skaitam jadalas ar 7, bet 3-2014=3-2-19-53 nedalas ar 7. Lidz
ar to esam paradijusi, ka kopgjais antenu skaits nevar bt 2014.

10. klase

A1.10.1. Noteikt, vai virkne a, = 3n_+27 , N —naturals skaitlis, ir augosa vai dilstosa!
n+
Atrisinajums
Virkni sauc par augoSu (dilstosu), ja katrs nakamais virknes loceklis ir lielaks (mazaks) neka
ieprieksgjais.
Apskatam starpibu a,,; —a,:
_3(n+)+7 3n+7 _3n+10 3n+7 _ (Bn+10)(n+2)-@Bn+7)(n+3) _

a. .. — = =
"N M+D)+2  n+2  n+3  n+2 (n+3)(n+2)
_3n%+6n+10n+20—(3n* +7n+9n+21) -1 -0
(n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

3n+7

Esam ieguvusi, ka a,,; < a, visiem naturaliem n. Tatad virkne a, = ir dilstosa.
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Al1.10.2. Dotas divas paral€las taisnes. Uz vienas no tam atziméti 14 zali punkti, uz otras — 14
sarkani punkti. Kadu lielako skaitu nogrieznu, kuriem viens galapunkts ir zal§, bet otrs —
sarkans, var novilkt ta, lai tie nekrustotos?

Saka, ka nogriezni krustojas, ja tiem ir kopigs iek$€jais punkts (ja nogriezniem ir kopigs tikai
galapunkts, tie nekrustojas).

Atrisinajums

Visus zalos punktus sanumurgjam no kreisas uz labo pusi ar skaitliem no 1 Iidz 14 (skat. 98.
att.). Lidzigi sanumur&jam visus sarkanos punktus. Ta ka nogriezni nekrustojas, tad tie sakartoti
virziena no kreisas uz labo pusi. Apliikojam katra nogriezna galapunktos ierakstito skaitlu
summas. Ta ir stingri augosa virkne. Mazaka summa ir 2, lielaka — 28. Pavisam iesp&jamas 27
vertibas. Ka uzzimét 27 nogrieznus skat., pieméram, 98. att.

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
98. att.

A1.10.3. Aplikosim funkcijas y = x* +ax+b, kur a+2b = 2014. Pieradit, ka visu §adu funkciju
grafikiem ir kopigs punkts!

Atrisinajums
Apliikojam funkcijas y = x? + ax+b vértibu, ja x = % :
y=1i8ip-Ytasamy+toLio014+ 1 21007t
4 2 2 4 2 4 4

Tatad punkts (%, 1007%) ir kopigs visu funkciju grafikiem.

A1.10.4. Doti septini dazadi naturali skaitli; katriem diviem no dotajiem skaitliem aprékinaja to
summu. Kads lielakais skaits no STm summam var bt pirmskait]i?
Atrisinajums
Ja starp dotajiem ir k para skaitli un 7 —Kk nepara skaitli, tad starp summam ir k(7 —k) nepara
skaitli (jo para un nepara skaitla summa ir nepara skaitlis), bet pargjie ir para skaitli un nav
pirmskaitli (neviena no summam nav 2, jo 2 nav izsakams ka divu daZadu naturalu skaitlu
summa). Apskatot izteiksmes k(7 —k) vértibu, ja k =0;1; 2; ...; 7, ieglistam, ka lielako vértibu
ta sasniedz pie K =3 un k =4, un §i lielaka veértiba ir 12.
Divpadsmit pirmskaitli ir iesp&jami, pieméram, ja doti skaitli 2, 4, 8, 14, 3, 9, 15, tad nepara
summas ir 5, 11, 17, 7, 13, 19, 11, 17, 23, 17, 23, 29, kas visas ir pirmskaitli.
Piezime. Pamatot, ka izteiksme k(7 —k) savu lielako veértibu pienem pie k=3 un k =4, var
izmantojot kvadratfunkcijas ipasibu: ja kvadratfunkcijas zari versti uz leju, tad tai ir liclaka
vertiba un ta tiek sasniegta virsotné.

A1.10.5. Uz taisnstira ABCD diagonales BD atlikts ieksgjs punkts P ta, ka ZPAB =_~/PCB.
Pieradit, ka ABCD ir kvadrats!
Atrisinajums
Pienemsim pret&jo, ka ABCD nav kvadrats. Ar C’ apzim&jam punktam C simetrisko piunktu
attieciba pret taisni BC (skat. 99. att.). No pienémuma izriet, ka A nesakrit ar C'. Ievérojam, ka
/BAD =90° un simetrijas d&] Z/BC'D = ZBCD =90°. Tapec ZBAD = /BC'D un ap Cetrstari
C'ABD var apvilkt rinka Iiniju. No dota /PAB = ZPCB un no simetrijas /PAB = /PC'B.
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Tatad ZPAB=_/PC'B un ari ap Cetrstari C'ABP var apvilkt rinka liniju. Bet caur trTs
punktiem (8aja gadijuma C', A un B) var novilkt tikai vienu rinka liniju, tapéc P sakrit ar D,
kas ir pretruna ar to, ka P ir BD ieksgjs punkts. Tatad pienémums ir aplams. Lidz ar to esam
pieradijusi, ka ABCD ir kvadrats.

B C
P
A D
C.f
99. att.
Piezime. Prasito iesp&jams pieradit arT ar proporciju palidzibu.

11. klase

Al1.11.1. Uz rinka linijas atlikti @) 6; b) 2014 punkti. Viens no tiem nokrasots sarkans, bet pargjie
— balti. Apskatam visus daudzstiirus, kuriem visas virsotnes ir kadi no nokrasotajiem punktiem.
Kadu daudzstiiru ir vairak — to, kam viena virsotne ir sarkana, vai to, kam visas virsotnes ir
baltas?

Atrisinajums

Aplikosim visus daudzstirus, kam visas virsotnes ir baltas. Pievienojot katram no tiem sarkano
virsotni, iegiisim daudzstiirus, kam viena virsotne ir sarkana, pie tam tie visi bis dazadi. Bez
tam Vel ir trijstiri, kam viena virsotne ir sarkana un kurus nevar iegiit no daudzstiiriem, kam
visas virsotnes ir baltas. Tatad abos gadijumos daudzstiiru ar sarkano virsotni ir vairak.

A1.11.2. Skaitlu virknei (a,) visiem n>1 ir speka sakariba a, +a, +...+a, = n’a,. Aprekinat
as,, ja zinams, ka a; =1000.
1. risindjums. ApzZimgjam S, =a, +a, +..+4a,. Tad na, =S, (n+1)%a =S, , un
S,y—S,=a,,=(n+D%a,,—n"a, = a,,(n*+2n)=n’a, =

n n n-1 n .n—l_n—zal 1 1

Any = ‘ay = a= L, =a=———:2-1-3.
"™ hn+2 " n+2 n+1 " n+2 n+¥l n P n+2 n+l !
. . 2 ) .
Esam ieguvusi, ka a, = 4 un varam aprékinat prasito a,, = M = @
(n+Dn 51.50 51
2. risinajums. levérojam, ka
A tay+..t+ag, *)
" n? -1 '
Aprekinam dazu pirmo virknes elementu veértibas atkariba no a; veértibas:
a, =4a L.
2o g

1 1 ,
ayta,+tag=ql+——|1+——|=2a,(4" -1).
1 2 3 1( 22 —l)( 32 lj 4( )
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Pieradisim formulu

a, =a1(1+ 221 1)(1+ 321 J..{l+( 11)2 J 21 .

vispariga veida, izmantojot matematiskas indukcijas principu.

1
22 -1
Induktivais pienemums. Pienemsim, ka formula ir spéka ari, ja n =k

1 1 1 1
ak=a1[1+ 5 J(1+ 5 j 1+ 5 5
2° -1 3 -1 (k-1)°-1)k° -1

Induktiva pareja. Pieradisim, ka formula ir spéka gadijuma, ja n=k +1.
No vienadibas (*) pie n =k +1 iegstam
a, +a, +..+a,

Indukcijas baze. Ja n =2, tad jau paradijam, ka a, =a;

e = T )
No uzdevuma dotas vienadibas izriet a; +a, +...+a, = kzak , tatad
Ay = X Za; '
(k+D° -1

Izmantojot induktivo pienémumu, iegiistam vajadzigo
=4 (1 + 1 j 1+ 1 ! K =
T T 22 )T k-2 -1)k? -1 (kD)2 -1

=a1[1+ 21 j(1+ 21 )...[1+ 21 ) 12 .
2°-1 3°-1 ke-1)(k+1)° -1

Parveidojam pieradito vienadibu:
22 32 (n—1)? 1 22.32....(n-1)?
a, =4a . . = > > > 2 .
(2°-DE" -1D..((n-1)" -D(n" -1

'22 .1 321" (n-1)%-1 n?-1
Izmantojot formulu x? —y? = (x—y)(x + y), parveidojam iegiito vienadibu:

4 —a 22.3%....(n-1? .2
"t @2-..-(n=2)-(n-1)-(3-4-...n-(n+1)) "n(n+1)’
Ievietojot skaitliskas vertibas, aprékinam prasito as, =1000- _2 @
50-51 51

A1.11.3. Ap Saurlenku trijstiri ABC apvilkta rinka linija. Loka AB (kuram nepieder punkts C)
viduspunkts ir N, bet loka AC (kuram nepieder punkts B) viduspunkts ir M. Nogrieznis NM
krusto malu AB punkta K. TrijsttirT1 ABC ievilktas rinka Iinijas centrs ir punkta O. Pieradit, ka
OK || AC!

Atrisinajums

Ta ka N un M ir attiecigo loku viduspunkti, tad ZABM =_/CBM = ~ZCNM =« un
ZACN = ZBCN = ZABN = ZNMB = f ka ievilktie lenki, kas attiecigi balstas uz vienadiem
lokiem (skat. 100. att.). Tatad CN un BM ir trijstiira ABC bisektrises un to krustpunkts ir AABC
ievilktas rinka Iinijas centrs O. Ap Cetrstiri BOKN var apvilkt rinka Imiju, jo
Z0ONK = ZOBK = ¢ un abi lenki balstas uz nogriezna OK. Tatad ZKON = ZNBK = g ka
ievilktie lenki un nogriezni OK un AC veido vienadus lenkus ar nogriezni CN. Ta ka tie ir kapslu
lenki, tad OK || AC, kas arT bija japierada.
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M
100. att.

Al1.11.4. Doti 99 naturali skaitli. Zinams, ka nav tada skaitla, ar ko dalitos visi Sie skaitli, un ka

jebkuru 50 skaitlu reizinajums dalas ar atlikuso 49 skaitlu reizinajumu. Pieradit, ka visu 99
skait]u reizinajums ir naturala skaitla kvadrats!

Atrisinajums

Izvelamies patvaligu pirmskaitli p, ar kuru dalas visu doto skaitlu reizinajums. No dota izriet,
ka visi skaitli ir savstarpgji pirmskaitli. Tap&c atradisies tads skaitlis ¢, kas nav p daudzkartnis.
Sadalam atlikuSos skaitlus divas grupas katra pa 49 skaitliem, grupu skaitlu reizinajumus
apzimé&jam ar a un b. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka ac:b un bc:a. Tas nozimé, ka
reizinajumi a un b satur skaitli p viena un taja pasa pakapé, jo skaitlis ¢ nesatur reizinataju p.
Tatad visu skaitlu reizinajuma, kas ir vienads ar abc, pirmskaitlim p ir para pakape. Ta ka
iegiitais secinajums ir spéka visiem pirmskaitliem p, tad esam pieradijusi, ka visu doto 99
skait]u reizinajums ir naturala skaitla kvadrats.

A1.11.5. Pieradit, ka izliektu 2014-stiri nevar sadalit 167 izliektos 14-staros!

Atrisinajums
Izliekta 2014-stira ieks$gjo lenku summa ir 2012-180° . Tos ir janoklaj ar 167 izliektu 14-staru
lenkiem, kuru kopgjais lielums ir 167-12-180° = 2004-180° < 2012-180° . Tatad prastto izdarit
nav iespgjams.

12. klase
A1.12.1. Atrisinat nevienadibu 9 —2-3* -3<0.

Atrisinajums

Parveidojam nevienadibu forma 3% -2.3*-3<0 un, apzimgjot 3*=t, iegistam
kvadratnevienadibu t* —2t —3<0. Kvadrattrinoma saknes ir t; =3 un t, =—1. Atrisinam
ieglito kvadratnevienadibu (skat. 101. att.).

101. att.

- . , t>-1. |3=-1
Lidz ar to esam ieguvusi, ka jeb :
t<3 3" <3

Sistemas pirma nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem X, tapec sist€émas un lidz ar to

arT dotas nevienadibas atrisindjums ir 3* <3' jeb x <1.
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Al.12.2. Caur trijstira ABC malas AB ieksgju punktu P novilkta taisne, kas ir paralela BC un
krusto AABC apvilkto rinka liniju punktos M un N (M atrodas uz 1saka loka AB, bet N —uz Tsaka
loka AC). Nogrieznis MC krusto AB punkta Q. Pieradit, ka NQ iet caur trijstiriem AMQ un APN
apvilkto rinka liniju krustpunktu!

Atrisinajums

Apzimgjam AAMQ un AAPN apvilkto rinka liniju krustpunktu ar X (skat. 102. att.). Lai
pieraditu, ka X atrodas uz nogriezna QN, pietiek paradit, ka ZAXQ + ZAXN =180°.

Ta ka MN||BC, tad ZAPN = ZABC ka kapslu lenki. Savukart Z/AXN = ZAPN Kka ievilktie
lenki, kas balstas uz loka AN, ka ari ZAMC = ZABC, jo balstas uz viena loka AC. Bet ta ka A,
M, Q, X atrodas uz rinka Itnijas, tad ZAXQ =180°—- ZAMC . leguvam, ka Z/AXN = ZABC un
ZAXQ =180° - ZABC, no ka izriet, ka ZAXQ + ZAXN =180°. Tatad NQ iet caur trijstiiriem
AMQ un APN apvilkto rinka liiju krustpunktu X.

102. att.

A1.12.3. Atrast visus pirmskaitlus p, kuriem p* —6 arf ir pirmskaitlis!

Atrisinajums

Ja p=2,tad p* —6=16—-6 =10 — nav pirmskaitlis.

Ja p=3,tad p*—-6=81-6=75 — nav pirmskaitlis.

Ja p=5,tad p*—-6=625—6=619 — pirmskaitlis.

Ja p > 5, tad to var uzrakstit forma p =5k + a, kur k — naturals skaitlis un a e {1; 2; 3; 4}.

Apskatam iesp&jamos gadijumus atkariba no a vértibas:

e ja p=5k+1,tad p*—6=(k+1)*—6=(5k)* +4-(5k)> +6-(5k)? +4-5k +1—-6 =

= (5k)* +4-(5k)® +6-(5k)*> +4-5k —5. Ta ka katrs no saskaitimajiem dalas ar 5, tad
skaitlis p* —6 dalas ar 5 un tas nav pirmskaitlis;
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e ja p=>5k+2,tad
(5k +2)* —6 = (5k)* +4-(5k)*-2+6-(5k)?- 2% +4-5k - 2° + 2% —6 =
=(5k)* +4-(5k)*-2+6-(5k)* - 22 +4-5k - 2° +10.

Ta ka katrs no saskaitamajiem dalas ar 5, tad skaitlis p* —6 dalas ar 5 un tas nav
pirmskaitlis;

e ja p=>5k+3,tad (5k+3)* —6=(5k)* +4-(5k)®-3+6-(5k)*-3%* +4.5k-3* +3* -6 =
= (5k)* +4-(5k)*-3+6-(5k)? -3 +4-5k - 3° + 75. Ta ka katrs no saskaitamajiem dalas
ar 5, tad skaitlis p4 —6 dalas ar 5 un tas nav pirmskaitlis;

e ja p=5k+4,tad
(5k +4)* —6 = (5k)* +4-(5k)*-4+6-(5k)? -4% +4-5k -4° + 4% —6 =
=(5k)* +4-(5k)*-4+6-(5k)* - 4% +4-5k - 4° + 250.

Ta ka katrs no saskaitamajiem dalas ar 5, tad skaitlis p*—6 dalas ar 5 un tas nav
pirmskaitlis

Esam ieguvusi, ka uzdevuma nosacijumus apmierina tikai viena vértiba p=5.

Al.12.4. Vai kvadratu ar malas garumu 10 var noklat ar 25 , krustiniem” (skat. 103. att.), kuri
sastav no 5 kvadratiem ar malas garumu 1? ,,Krustini” drikst parklaties, ka arf iziet arpus dota
kvadrata malam.

103. att.
1. risinajums. Apskatam kvadratu, ko ierobezo Cetras taisnes (skat. 104. att.). Ievérojam, ka

maza trijstira, kas atrodas kvadrata sttirT, kateSu garumi attiecas ka 1:2 un tie attiecigi ir E
2 _ S 3 23 o i
un —=. Kvadrata malas garums ir vienads ar 45 + E = E >10. Ta ka kvadrats ir parklats

J5

ar 25 “krustiniem”, tad ar1 kvadratu ar malas garumu 10 ritinas var parklat ar 25 dotajam
figliram.

104. att.
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2. risinajums. (balstas uz Katrinas Sproges, Rigas Valsts 1. gimnazija, risinajumu) Ar 19
“krustiniem” var noklat 89 ritinas (skat. 105. att.). Atlikusas 11 ritinas var noklat ar seSiem
“krustiniem” (skat. 106. att.). Tatad kvadratu ar malas garumu 10 var noklat ar 25 , krustiniem”.

105. att. 106. att.

Al1.12.5. Funkcija f : R — R definéta visiem realiem skaitliem un pienem realas vértibas. Visiem
realiem skaitliem a un b izpildas
2f(a) < f(b)+ f(2a-b).
Vai tiesa, ka visiem realiem a, b un ¢ izpildas
3f(a)< f(b)+ f(c)+ f(Ba—b—-c)?
Atrisinajums

XX+ Xt X g Kt X

nb

4 2 2

Reizinam abas nevienadibas puses ar 2 un pielietojam doto nevienadibu katram nevienadibas
labas puses saskaitamajam

af[ Xt XotXg+ Xy ) o [ Xt X ) e XeH Xy )
4 2 2

< f(x,)+ f(z)‘l;XZ —x2j+ f(x,)+ f(2x3;x4 _x3j=

= F(x)+ F(Xp)+ F (%) + T(Xy).

Tatad 4f(x1+xzzxs+x4]s F(x)+ FOO)+ FO)+ F(X,).

Dotaja nevienadiba nemam a =

Pedgja nevienadiba X, vieta ievietojot pirmo tris skaitlu vidgo aritmétisko

X+ X, +Xy . . _ -
X, = A, =1—2-23 jeglistam vajadzigo nevienadibu:
3

4{%}4%)3 F(x)+ F (%) + F (%) + F(AS);

3f(A) < F(x)+ F(xy)+ f(Xs);

3f(L§+Xajgf(x1)+f(x2)+f[3L;+Xe_xl_xzj;

3f(a)< f(b)+ f(c)+ f(3a—b—c).

121



ATKLATAS MATEMATIKAS OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2013./2014. macibu gada Atklatas matematikas
olimpiades rezultatiem (cik procenti no skol€niem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra
uzdevuma; ail€ “vid&ji” noradits vidgjais ieglito punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (321 dalibnieks)

10. klase (272 dalibnieki)

punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5.uzd.
- 7% 8% 22% 20% 14% - 0% 1% 17% 11% 5%
0 5% 17% 59% 36% 18% 0 4% 1% 60% 28% 88%
1 4% 5% 10% 6% 30% 1 1% 2% 1% 6% 4%
2 2% 14% 3% 9% 10% 2 46% 4% 1% 6% 1%
3 2% 3% 1% 3% 8% 3 6% 68% 0% 9% 0%
4 2% 2% 3% 7% 2% 4 4% 17% 2% 3% 0%
5 4% 3% 0% 5% 4% 5 3% 6% 0% 6% 0%
6 7% 2% 1% 2% 0% 6 6% 1% 0% 8% 0%
7 11% 2% 0% 2% 1% 7 4% 0% 4% 8% 0%
8 15% 2% 0% 2% 5% 8 4% 0% 0% 7% 0%
9 22% 11% 0% 2% 0% 9 7% 0% 1% 3% 0%
10 19% 30% 1% 5% 9% 10 15% 1% 13% 3% 1%
videji | 7,13 5,57 0,61 2,51 2,77 vidéji | 4,54 3,28 2,20 3,51 0,26
11. klase (146 dalibnieki) 12. klase (127 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
== 3% 22% 15% 45% 27% == 0% 17% 10% 4% 32%
0 7% 53% 43% 42% 38% 0 0% 0% 12% 4% 6%
1 14% 1% 12% 10% 2% 1 3% 34% 8% 2% 50%
2 25% 2% 7% 2% 1% 2 3% 15% 6% 33% 7%
3 1% 1% 8% 1% 4% 3 1% 14% 6% 0% 0%
4 6% 1% 4% 0% 3% 4 20% 0% 3% 1% 0%
5 14% 3% 3% 0% 1% 5 6% 0% 13% 0% 0%
6 10% 12% 1% 0% 7% 6 6% 1% 6% 1% 0%
7 1% 0% 0% 0% 10% 7 6% 0% 2% 0% 1%
8 0% 0% 0% 0% 3% 8 13% 0% 8% 0% 1%
9 2% 1% 0% 0% 2% 9 13% 0% 3% 0% 0%
10 18% 1% 8% 1% 1% 10 29% 19% 23% 55% 3%
vidéji | 4,35 1,97 1,90 0,41 2,81 videji | 7,09 3,63 5,39 6,53 1,59
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BW1. BALTIC WAY 2013

Algebra
BW1.1. Dots, ka n ir naturals skaitlis. Pienemsim, ka no tabulas
0 1 - n—1
n n+1 e 2n—1
2n 2n+1 -+ 3n-—-1
n-Dn (n—-Dn+1 - n?2-1

izvelas n skaitlus ta, lai nekadi divi izvéletie skaitli nebtitu viena rinda vai viena kolonna.
Noteikt, kada ir lielaka iesp&jama vértiba So n skaitlu reizinajumam!
Atrisinajums
Apskatamais reizinajums ir R(o) = [[=4(ni + o(i)), kur funkcija
0:{0,1,..,n—1} - {0,1,...,n— 1}
ir kopas {0,1, ..., n — 1} permutacija (skat. teorijas materialu). Izvélésimies tadu permutaciju o,
lai reizinajums biitu vislielakais. Tad visi reizinataji ni + (i) ir pozitivi, pretéja gadijuma (ta
ka Sie reizinataji ir nenegativi) kads no tiem biis nulle un ari viss reizinajums bis nulle, tacu tas
ir mazakais iesp&jamais reizinajums.
Apskatisim gadijumu, kad eksisté tadi kopas {0,1,...,n — 1} elementi a un b, ka a > b un
vienlaikus o(a) > a(b). Definésim permutaciju
a(b), i=a;
(i) = Jo(a), i=b;
o(i), citos gadijumos.
Apskatam attiecibu % un, péc vienado reizinataju saisinasanas, ieglistam
R(t) (na+7t(a))(nb+1(b)) (na+a(b))(nb+a(a))
R(o) (na+da(a)(nb+a(b)) (na+a(a)(nb+a(b))
Apskatam iegiitas dalas skaititaja un saucgja starpibu:
(na + a(b))(nb + a(a)) — (na + a(a))(nb + a(b)) =
= n(aa(a) + bo(b) —aoc(b) — ba(a)) =
=n(a— b)(a(a) — O'(b)) > 0.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka % > 1 jeb R(t) > R(0). Tacu ta ir pretruna ar to, ka vértiba
R(o) ir maksimala. Tatad o apmierina o(a) < o(b) visiem a > b. Secinam, ka
o(i) =n —1 —ivisiem i un liclaka iespgjama izv€l&to n skaitlu reizinajuma vértiba ir

n-1

R(o) = n(ni tn—1-10)= H(i + DM -1) = (- D"l
i=0 i=0

BW1.2. Pienemsim, ka k un n ir naturali skaitli un xq, x5, ..., X, V1, V2, - - ., ¥ It pa pariem atskirigi
veseli skaitli. Polinomam P ar veseliem koeficientiem izpildas

P(x;) = P(xz) =+ = P(x;) = 54
un
P(y1) = P(y2) = =+ = P(y,) = 2013,
Noteikt lielako iesp&jamo reizinajuma kn vértibu!
Atrisinajums

Apziméjam Q(x) = P(x) — 54. Tad no dota izriet, ka polinomam Q ir k saknes x, ..., x; un
Q(y;) = 1959 visiem i = 1, ..., n. Ievérosim, ka 1959 = 3 - 653, turklat 653 ir pirmskaitlis.
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Taka
k
0w = | [r-x)se,
j=1
kur S(x) ir polinoms ar veseliem koeficientiem, tad izpildas

k
0 = | [ )50 = 1950.
j=1
Tatad wvisi skaitli a; =y; —x; ir skaitla 1959 dalitaji, Iidz ar to pieder kopai
{£+1,43, £653, £1959}. Skaitlis n nevar biit lielaks ka 4 (tad reizinajums ir lielaks neka 1959),
un, ja n = 4, tad divi no skaitliem a; ir +1, treSais no skaitliem a; ir ar absoliito veértibu 3 un
ceturtais ir ar absoliito veértibu 653.

Paradisim, ka no n =4 izriet, ka k = 1. Pienemot, ka a; =1 un a, = —1, iegiistam
yi—x;=1un y,—x, =—1 jeb x; = yl;yz, t. i., skaitlis x; ir skaitlu y;un y, vid&jais
aritmétiskais. Pienemam, ka |a;| = 3, tada gadijuma |y3 — ylzﬂ =3un |y4 — i) _ 653,

Jak = 2, tad x, # x4 un var apliikkot b; = y; — x,. Skaitli b; apmierina tadas paSas 1pasibas ka
a; un x, ir skaitlu y;un y; vai y,un y; vidgais aritmétiskais. Jebkura gadijuma
|ys — x5| # 653. Tacu tas nozimé, ka n nevar biit 4, pretruna.
Tatad, ja k > 2, tad n < 3. Lidzigi parada, kano k > 3 izriet, kan < 2. Lidz ar to nk < 6.
To, ka gadijums nk = 6 ir iesp&jams, parada polinoms
P(x) = 653x%(x? — 4) + 2013.
Tatad lielaka iesp&jama nk vertiba ir 6.
BW1.3. Atrast visas funkcijas f: R = R, (R — realo skaitlu kopa) kuram izpildas
fOf@) +y) + f(=f(x) =fOf(x) —y) +y, visiemx,y € R,

Atrisinajums
Apzimgjam f(0) = c. levietosim konkr&tas mainigo vértibas dotaja vienadiba:

* x=0,y=0,tad f(0) + f(=c) = f(0) jeb f(—c) = 0;

e x=0,y=—c,tad f(—c) + f(—c) = f(c—c?) —cjeb f(c — c?) =c;

* x=—cy=—c,tad f(—c)+ f(0) = f(c) —cjeb f(c) = 2c;

e x=0,y=c,tad f(c) + f(—c) = f(c? —c) + cjeb f(c? —¢) =c;

e x=——cy=c?—c,tadf(=c)+f(0)=f(c—c?)+c?—c=c?jebc=c?unc=0

vaic = 1.

Apskatam gadijumu, kad ¢ = 0. Apzimé f(—1) = d + 1. levietosim $adas mainigo vertibas
dotaja vienadiba:

* x=0,tad f(y) +f(0) = f(=y) +yjeby — f(y) = —f(=y) visiem y € R;

e y=0,tad f(0) + f(—f(x)) = f(0) jeb f(—f(x)) = 0 visiem x € R;

* x=-1, tad fFfM+N+f(~fD) = fd+ D=y +y jeb

fldy) = =y + f(=f(=¥)) = —y visiem y € R.
No pédgjas vienadibas (nemot y = —x) iegiistam, ka visiem realiem x izpildas f(x) =
f(—=f(dx)) = 0. Tacu 51 funkcija neapmierina doto vienadibu. Tap&c ¢ = 0 neder.
Apskatam gadijumu, kad ¢ = 1. Dotaja vienadiba ievietojam x = 0 un ieglistam
fO)+f(=c)=1(0) +v,

no ka izriet f(y) =y + 1 visiem realiem skaitliem y. Parbaudot redzams, ka §1 funkcija
apmierina doto vienadibu.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka uzdevuma nosacijumiem atbilst tikai funkcija f(x) = x + 1.
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BW1.4. Pieradit, ka visiem pozitiviem realiem skaitliem x, y, z izpildas nevienadiba

x3 y3 z3 x+y+z

+ + >
y2+2z2  z24+x%  y?+x? 2

Atrisinajums
Nevienadiba ir simetriska pret mainigajiem, tapéc varam pienemt, ka x <y < z. Tada
gadijumax® <y} <Bun——=<——<——.

y2+z x%+z x2+y
Izmantosim sakartojuma nevienadibu (skat. teorijas materialu). No tas izriet, ka ir spéka
nevienadibas:

X3 y3 Z3 y3 Z3 X3

+ + > + +
y2+2z2 z24+x%  yZ+4+x? T y? + 22 z2+4x?  y?24+x?

un

X3 y3 Z3 Z3 X3 y3

y2 + z2 +22+x2 +y2+x2 2y2 + 22+22+x2 +y2+x2'
Saskaitot abas iegiitas nevienadibas un dalot ar 2, ieglistam
x3 y3 z3 1<y3+z3 z3 +x3 x3+y3>
2 2t 3 z T2 2 25152 2 T2 2 T2 2 |
ye+z ze+x ye+x 2\ys + z¢ z-+x ye+x
Vel jo vairak, no sakartojuma nevienadibas izriet
x3 4+ y3 > xy? + x2%y;
2x3 +2y3 = (k% + y3)(x + v);
x3+y3 Xty

x>+y2 - 2
Pielietojot So nevienadibu ieprieks iegiitajai nevienadibai, ieglistam prasito
3 3 3
X z lyy+z x+z x+ x+y+z
21,2 2 > 2t 2,22 _(y T T y) - =
ye+z zc+x ye+x 2\ 2 2 2 2

BW1.5. Kuba divas pretgjas virsotnés ierakstiti skaitli 0 un 2013. Pargjas 6 kuba virsotnés
jaieraksta kaut kadi reali skaitli. Kad tas ir izdarits, uz katras kuba Skautnes uzraksta §is Skautnes
galapunktos esoSo skaitlu starpibu. Kadi skaitli jaieraksta kuba virsotn€s, lai uz Skautném
uzrakstito skaitlu kvadratu summa biis vismazaka?

1. risinajums. Izmantosim faktu, ka funkcija (x — a)? + (x — b)? + (x — ¢)? savu minimumu
sasniedz pie x = £X2*€

ar Skautni. Ja summa S ir minimala, tad skaitli x4,..., x4 (skat. 107. att.) ir tadi, ka jebkur$ no
tiem ir blakusesoSajas virsotnés ierakstito skaitlu vid€jais aritmétiskais (pret€ja gadijuma S
varétu samazinat). legilistam seSas vienadibas:

. Sauksim divas kuba virsotnes par blakusvirsotné€m, ja tas ir savienotas

X4 +x5+0
X1=—3 ;
X4 +x6+0
x2=—3 ;
X5 +x¢+0
x3:—3 )

X1 +x, + 2013
Xy = ;

3
x1 +x3 + 2013
X5 = 3 H
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Tg 2013,

) Xy

107. att.

2. risinajums. Apziméjam kuba 6 virsotnes ar x;, x5, ..., Xg (Skat. 107. att.). Uzrakstam uz
Skautném uzrakstito skaitlu kvadratu summu:
xf x5 + x5+ (0 — x0)% + (0 — %)% + (05 — %)% + (x5 — x3)% + (X6 — x2)° +
+(xg — x3)% + (2013 — x4)? + (2013 — x5)? + (2013 — x,)? =

_(1, 21 )2 1, 21 )2
=(=xf + (g —x1)° + (2013 —x,)° )+ {=xf + (x5 — x1)* + (2013 — x5)* | +

2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 2 1 2
+(§x2 + (4 = 0,)7 45 (2013 = x,) )+ (Exz + (5 = %)% +5 (2013 = x) )+
1 1 1 1
+ (Ex§ + (t5 = x;)” 45 (2013 - x5)2) + (E xd + (g — 1) +5 (2013 - xG)Z).

Apskatam izteiksmi

1, 2 1 2
EX1 + (x4 — x1) +§(2013 —Xy)" =

AN , (2013 — x,\% 2013 — x4\’
_(?) +(?) O = x) +(7) +(T)
un ieverojam, ka

(%) + (xz—l) + (g — x7) + (20132_ x4) + (20132_ x‘*) = 2013.

Ja piecu skaitlu summa ir fikseta, tad to kvadratu summa ir vismazaka tad, ja visi pieci skaitli
ir vienadi. L1dz ar to ieglistam vienadibu

x1 2013 - X4,
2T
. o 2-2013 32013 _ _._ o e e .
no kurienes izriet x; = cUnx, =——. Pargjas mainigo vértibas atrod Iidzigi. Tatad, lai

uz Skautném uzrakstito skaitlu kvadratu summa bitu vismazaka, pargjas 6 kuba virsotn€s
2-2013 32013
T, X4 - X5 —_ X6 - 5 .

jaieraksta skaitli x; = x, = x3 =
Kombinatorika

BW1.6. Ziemassvétku vecitim ir vismaz n davanas, kas paredz€tas n bérniem. Zinams, ka katram

i € {1,2,...,n} i-tais bérns uzskata x; > 0 no tam par labam davanam. Pienemsim, ka
1 1
—+...+—< 1
X1 Xn

Pieradit, ka Ziemassvétku vecitis var iedot katram b&rnam pa davanai ta, ka katrs bérns sanem
davanu, ko vins uzskata par labu!
Atrisinajums
Ta ka bérnu numeracijai nav nozimes, varam pienemt, ka

1<x1<x,<...< xp.
Apskatisim $adu davanu sadales procediiru. Vispirms 1. bérns izvélas davanu, kas vinam liekas
laba, tad 2. bérns no atlikuSajam davanam izvélas kadu davanu, kuru vin§ uzskata par labu utt.,
lidz vai nu visas davanas ir sadalitas ta, ka katrs bérns ir ieguvis davanu, kuru uzskata par labu,
vai arT kddam b&rnam ir nacies nemt davanu, kas vinam nepatik.
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Pienemsim, ka $ada situacija (kad bernam janem davana, kas nepatik) notiek ar k-to bérnu, kur
1 <k <n. Taka 1. bérnam patik vismaz viena no Ziemassvetku veciSa davanam, tad k > 2.
Turklat, kad k-tajam bé&rnam jaizdara izvéle, tikai k — 1 davana jau ir izdalita, tatad x; < k —
1. Lidz ar to

—t+ . t+t——t T =—>1,

k saskaitamie
kas ir pretruna dotajam. Tadgjadi aprakstita procediira lauj katram bérnam sanemt davanu, kuru

vins uzskata par labu.

BW1.7. Uz tafeles uzrakstits naturals skaitlis. Sp&létaji A un B spélé sadu spéeli: katra gajiena
spelétajs izvelas uz tafeles esosa skaitla n dalitaju m, kur 1 < m < n, un aizstaj n ar n — m.
Speletaji gajienus izdara parmainus, A izdara pirmo gajienu. Spéletajs, kuram nav iesp&jama
gajiena, zaude spéli. Pie kadiem sakotn&jiem skaitliem sp&létajam B ir uzvarosa stratégija?
Atrisinajums
Vispirms ievérosim, ka dotam skaitlim n tie$i vienam sp&létajam ir uzvarosa stratégija. Ar
matematiskas indukcijas principu pieradisim, ka spélétadjam B ir uzvarosa stratégija, ja n ir
nepara skaitlis.

Indukcijas baze. Jan = 1, tad sp€létajs A nevar izdarit gajienu.

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka n ir nepara un B ir uzvarosa stratégija visiem nepara
skaitliem, kas mazaki neka n.

Induktiva pareja. Ja sp€létajs A nevar izdarit gajienu, B uzvar. Pretgja gadijuma, A izvélas
dalitaju m. Ta ka n ir nepara, tad m < g, no ka izriet, ka m < n — munn — m dalas ar m. Tad

B var izveleties skaitli m (un izdarit gajienu) un aizstat uz tafeles uzrakstito skaitli n —m ar
n — 2m. Sis skaitlis ir nepara un mazaks neka n, tapéc induktiva pareja ir pamatota.

Tagad apskatisim gadijumu, kad n ir para skaitlis, bet ne divnieka pakape. Tad n jabiit nepara
dalitajam, lielakam neka 1. Tad spéletajs A var izveleties nepara dalitaju un uz tafeles uzrakstit
nepara skaitli. legiita situacija, kad uz tafeles uzrakstits nepara skaitlis un pirmais gajienu veic
B. Tatad uzvarosa stratégija ir otrajam spélétajam, $aja gadijuma A.

Pienemsim, ka n = 2. Ar matematiskas indukcijas principu pieradisim apgalvojumu: ja K ir
nepara, tad spélétajam B ir uzvaro$a stratégija, bet, ja K ir para, tad uzvarosa stratégija ir
speletajam A.

Indukcijas baze. Ja k = 1, tad uzvar B, jo A nevar izdarit pat pirmo ggjienu. Ja k = 2, tad A
skaitli 4 var aizstat ar 2 un B zaudg@. Induktivo pareju sadalisim divas dalas:

e Pienemsim, ka A ir uzvarosa stratégija skaitlim 2% un k ir para skaitlis. Pamatosim, ka B
ir uzvaro$a stratégija skaitlim n = 2**1, Spéletajam A ir jaizvélas skaitla 2% dalitajs,
kas ir forma 2, I = 1,2, ..., k. Ja A izvélas 2%, tad uz tafeles paliek skaitlis n — 2% = 2k
un, saskana ar induktivo pienémumu, B ir uzvarosa strateégija. Ja A izv€las mazaku
dalitaju, tad wuz tafeles paliek skaitlis, kas nav divnieka pakape, jo

2k <n — 2 < n =2k, Saja gadijuma jau pieradijam, ka spélétajam, kur gajienu
izdara pirmais (8aja gadijuma B), ir uzvarosa stratégija.

e Pienemsim, ka B ir uzvarosa stratégija skaitlim 2* un K ir nepara skaitlis. Paradisim, ka
tad spélétajam A ir uzvarosa stratégija skaitlim n = 2¥*1. Spglétajs A var izvéleties
dalitaju 2¥, tad uz tafeles paliek skaitlis 2¥. Saskana ar induktivo pienémumu, otrajam
speletajam (8aja gadijuma A) ir uzvarosa stratégija.

Lidz ar to pamatots, ka B ir uzvarosa stratégija tad un tikai tad, ja sakotngjais skaitlis ir nepara
vai forma 2 - 4%, kur | ir vesels nenegativs skaitlis.
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BW1.8. Sauna ir n istabas, katrai no kuram ir neierobezota ietilpiba. Neviena istaba nevar
vienlaikus biit virietis un sieviete. Viriesi grib biit viena istaba tikai ar virieSiem, ar kuriem vini
nav savstarpgji pazistami, un sievietes — tikai ar sievietém, ar kuram vinas ir pazistamas. Noteikt
liclako k, kuram K laulati pari var vienlaikus apmekl&t saunu, ja zinams, ka divi virieSi pazist
viens otru tad un tikai tad, ja vinu sievas pazist viena otru!

Atrisinajums

Vispirms ar matematiskas indukcijas principu pieradisim, ka n — 1 paris var vienlaicigi
apmekI&t saunu.

Indukcijas baze. Jan = 1,tad n — 1 = 0 un apgalvojums ir patiess. Jan = 2,tadirn—1 =1
paris un virietis no $1 para var doties uz vienu telpu, bet sieviete — uz otru telpu.

Induktivais pienemums. Pienemsim, ka n — 2 pari ir izvietoti n — 1 istabas vajadzigaja veida.
Induktiva pareja. Apskatam vél vienu laulato pari. Ar | apzZim&jam to laulato paru skaitu, ko §is
jaunpienakusais paris pazist, un ar m apzimé&jam istabu skaitu, kuras ir aiznémusi viriesi.

Jam > [, tad ir tada istaba ar virieSiem, kurus jaunpienakusais virietis nepazist. Tada gadijuma
vins§ var iet $aja istaba, bet vina sieva doties uz tukso (n-to) telpu.
Jaim<[,tadn—2—-1<n—1-—m. Tatadirn — 2 — [ sievietes, kuras jaunpienakusi sieviete
nepazist un n — 1 — m telpas, kuras ir sievietes (varbut kada no tam ir tuksa). Lidz ar to ir telpa,
kura esosas sievietes pazist jaunpienakuso sievieti, tatad vina var doties uz So telpu. Savukart
jaunpienakusais virietis var doties uz tukso (n-to) telpu. Induktiva pareja pamatota.

Atliek vien paradit, ka vairak paru nevar vienlaicigi apmeklét saunu. Ja ir n laulato pari, kas
visi sava starpa ir nepazistami, tad sievietes ir jaizvieto katra sava istaba, un lidz ar to nepaliek
neviena briva istaba virieSiem.

BW1.9. Valsti ir 2014 lidostas un nekadas tris no tam nav uz vienas taisnes. Divas lidostas savieno
tieSs reiss tad un tikai tad, ja taisne, kas savieno §is divas lidostas, sadala valsti divas dalas,
katra no kuram ir 1006 lidostas. Pieradit, ka nav divu lidostu ar 1pasibu, ka no pirmas var aizlidot
uz otro, apmeklgjot katru no 2014 lidostam tiesi vienu reizi!

Atrisinajums

Apzimesim katru lidostu ar punktu plakné. Katrai lidostai, kas ir virsotne So punktu izliektajam
apvalkam, ir tikai viens tieSais reiss (ja rot€ taisni, kas iet caur $adas lidostas atbilstoSo punktu,
tad abas pusplaknés esoSo punktu skaits mainas monotoni). Ja lidostai ir tikai viens tieSais reiss,
ta var bt tikai vai nu sakumpunkts, vai beigu punkts marSrutam, kas ved cauri visam 2014
lidostam, katru apmekl€jot tiesi vienu reizi. Ta ka izliektais apvalks satur vismaz 3 virsotnes (jo
lidostas neatrodas uz vienas taisnes), tad ir vismaz tris lidostas, kuram ir tikai viens tiesais reiss.
Tas nozime, ka §ads marsruts nav iesp&jams. Lidz ar to nav divu lidostu ar uzdevuma prasito
1pasibu.

BW1.10. Balts vienadmalu trijstiiris ir sadalits n? vienados mazakos trijstiiros, izmantojot taisnes,

kas paral€las trijstira malam. Par trijstiiru rindu nosauksim visu to trijstiiru kopu, kas atrodas
starp divam blakuseso$am paralélam taisném, kas veido trijstiru rezgi. Viens stiri esoSs
trijsturis ar1 tiek uzskatits par trijstiru rindu.
Mes gribam nokrasot visus trijstiirus melnus ar §adu darbibu virkni: izvélamies trijstiiru rindu,
kas satur vismaz vienu baltu trijstiiri un parkrasojam visus §is rindas trijstiirus melnus (piemérs
ar iespg€jamu situaciju péc Cetriem gajieniem pie n = 6 paradits 108. att.; bultinas parada
iespgjamos variantus nakamajam gajienam). Atrast mazako un lielako iesp&jamo darbibu
skaitu, p&c kura visi trijstiiri biis melni!
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S
108. att.

Atrisinajums
Mazakais iesp&jamais $adu darbibu skaits ir n un lielakais iespgjamais darbibu skaits ir 3n — 2.
Ja visas darbibas tiek izpilditas trijstiiru rindam, kas ir paral€las vienai trijstiira malai, tad sp€le
beigsies péc n darbibam. Ar matematiskas indukcijas principu pieradisim, ka ar mazaku darbibu
skaitu nepietiek.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad vienu trijstri var nokrasot ar vienu gajienu.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka pie n = k ir vajadzigas vismaz k darbibas.
Induktiva pareja. Pie n = k + 1 bis tada darbiba, kas nokraso apaksgjo labgjo stiira trijstiri.
Var uzskatit, ka tas tiek izdarits, nokrasojot visus apak$gjas rindas trijstiirus (tas var tikai
palielinat melno trijstiiru skaitu). Darbibu seciba nav svariga, tap&c So darbibu var izdarit pirmo,
péc kuras paliek balts trijstiiris, kam n = k, un vél vismaz k darbibas ir nepieciesamas.
Tagad paradisim, ka ir iesp&jams izdarit 3n — 2 darbibas.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad vienu trijstiiri var nokrasot ar vienu gajienu.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vajadzigais pamatots pie n = k.
Induktiva pareja. Pie n = k + 1 sak ar trim operacijam A, B un C (skat. 109. att.), nokrasojot
abus labgjos stiirus un tad visus trijstiirus rinda, kas abus Sos stiira trijstiirus satur. P&c §tm trim
darbibam esam reducgjusi situaciju uz gadijumu, kad n = k.

C

\ (N
NN

109. att.
Visbeidzot paradisim, ka nevar izdarit vairak ka 3n — 2 darbibas. Ja tiek nokrasotas visas n
taisnes, kas ir paral€las vienai trijstiira malai, tad viss trijstiiris ir melns. Tadg€jadi darbibu skaits,
kas tiek izdarits pirms beidzamas darbibas, nevar bt lielaks ka 3(n — 1), lidz ar to kopa nevar
izdarit vairak ka 3n — 2 darbibas.

Geometrija

BW1.11. Dots Saurlenka trijstiiris ABC ar AC > AB. Ar D apzimésim A projekciju uz BC un ar E

un F apzimésim D projekcijas attiecigi uz AB un AC. Ar G apzimésim taisnu AD un EF
krustpunktu. Ar H apzim&sim otru taisnes AD krustpunktu ar trijstiira ABC apvilkto rinka liniju.
Pieradit, ka AG - AH = AD?!

1. risinajums. Ta ka «<AED un «AFD ir taisni, ap Cetrstiri AFDE var apvilkt rinka Iiniju (skat.
110. att.). Tapec XAEF = <ADF ka ievilkti lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka AF.
Nogrieznis DF ir taisnlenka trijstara ADC augstums, tatad XADF = <ACD, savukart <ACD =
<X AHB ka ievilkti lenki, kas balstas uz viena loka AB. Tadgjadi XAEF = <AHB un ap Cetrsturi
BEGH var apvilkt rinka Imiju, jo ¥BHG + ¥BEG = XAEF + ¥BEG = 180°. Saskana ar
sekanSu 1pasibu AE - AB = AG - AH.
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110. att.
No otras puses, ta ka DE ir taisnlenka trijstiira ADB augstums, tad no Eiklida teorémas (vai no
lidzigiem trijstiriem) izriet AE - AB = AD?. Secinam, ka AG - AH = AD?, kas ari bija
japierada.

2. risinajums. No Iidzigiem taisnlenka trijstiriem iegtistam (skat. 111. att.):

e ABED ~ ABDA = 2 = 22,
BD AD
o AAED ~ AADB =25 =22
AD BD
Tad
BD
BE ZpED _ /BD\?
AE ~AD (E)
5D ED
un analogiski
CF _ (CD)Z
AF  \AD) "’
A
F
X-<°-B - C
H
111. att,

Ta ka AC > BC, tad taisnes BC un EF krustojas punkta X uz nogriezna BC pagarinajuma aiz
punkta B. No Menelaja teorémas (skat. teorijas materialu) izriet vienadibas

e BX-CF-AE =BE-CX-AF (no AABC));

e CX-DG-AF =CF-DX-AG (noACDA);

e DX-BE-AG =DG-BX-AE (no ADBA).
No $im vienadibam savukart iegtistam vienadibas:

BXCF_CXBE CXDG_DXCF DXBE_BXDG
AF 7 AE’ AG 7 AF’ AE T AG
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Saskaitot iegiitas vienadibas un pargrupg&jot saskaitamos, iegiistam

BCDG _ D CF P BE 5D (60)2 P (BD)Z _BD-CD-(CD +BD)
AG T AF AE AD AD) AD? '
Taka CD + BD = BC, secinam, ka
BCDE = B jop DO EDCD
AG AD AG AD

Izmantojot krustisko hordu ipasibu, parveidojam iegttas vienadibas labo pusi:
DG BD-CD AD-HD HD

AG ~  AD? AD? ~ AD

Secinam, ka

DG _HD

AG  AD’
Lidz ar to

AD_AG+DG_1+DG_ 1+HD_AD+HD_AH
_ AG  AG ~~ AG ~ AD  AD  AD
jeb
AG - AH = AD?,

kas arT bija japierada.
3. risinajums. Inversija rinki ar centru A un radiusu AD taisni BC attélo par rinka liniju ar
diametru AD, kas iet caur punktiem E un F (skat. 112. att.). Tatad punkts B tiek att€lots par E
un punkts C tiek attelots par F, lidz ar to trijstirim ABC apvilkta rinka Iinija tiek att€lota par
taisni EF. No ta izriet, ka punkts H $aja inversija tiek att€lots par G, no ka arf izriet prasitais.

A

H
112. att.

BW1.12. Trapece ABCD ar pamatiem AB un CD ir tada, ka trijstirim BCD apvilkta rinka linija
krusto taisni AD punkta E, kas atSkiras no A un D. Pieradit, ka trijstarim ABE apvilkta rinka
linija w pieskaras taisnei BC!

Atrisinajums
Skirojam gadijumus atkariba no punkta E novietojuma.
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1. Punkts E atrodas uz nogriezna AD (skat. 113. att.).

113. att.
Tad «BAE = 180° — «ADC ka trapeces malas pielenkis un «CBE = 180° — «ADC ka
apvilkta Cetrstura pret&jie lenki. Ta ka ¥BAE ir ievilkts lenkis, kas balstas uz loka EB, un
IBAE = «CBE, tad BC ir w pieskare, jo «CBE ir hordas-pieskares lenkis.
2. Punkts D atrodas uz nogriezna AE (skat. 114. att.). Tad izpildas vienadibas
ACBE = «CDE = «BAE, kas pierada vajadzigo.

E
114. att.

3. Punkts A atrodas uz nogriezna DE (skat. 115. att.). Tad 180° — <CBE = <CDE = ¥BAE,
no ka izriet vajadzigais.

115. att.
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BW1.13. Visas tetraedra skaldnes ir taisnlenka trijstiiri. Ir zinams, ka trim no tetraedra malam ir
vienads garums S. Apréekinat tetraedra tilpumu!
Atrisinajums
Sis tris vienadas malas nevar piederét vienai un tai pasai skaldnei, pret&ja gadijuma atbilstosais
trijstiiris butu vienadmalu, nevis taisnlenka. Tas arT nevar visas iziet no vienas un tas pasas
virsotnes, pretéja gadijuma Sai virsotnei preti esosa skaldne biitu vienadmalu trijstiris.
Tatad tetraedra virsotnes var apzimét ar A, B, C un D ta, ka AB = BC = CD = s (skat.
116. att.).

116. att.

Tada gadijuma <ABC = <BCD = 90° un no Pitagora teorémas izriet, ka AC = BD = sv/2.
Apskatam gadijumu, kad <ADC ir taisns. Tad no Pitagora teorémas trijstiri ACD izriet, ka
AD = s. No apgrieztas Pitagora teorémas trijsttiri ABD izriet, ka <DAB ari ir taisns.
Plakn& ABD atliek punktu C’ta, lai ABC’D butu kvadrats (t. i., Simetriski punktam A pret taisni
BD). Tad BC' = s. Punkts C nesakrit ar C’, citadi ABCD butu kvadrats, nevis tetraedrs.
Taka BC L AB un BC' L AB, tad taisne AB ir perpendikulara plaknei BCC’. Analogiski, AD ir
perpendikulara plaknei DCC’. Tacu tad taisne CC’ ir perpendikulara gan taisnei AD, gan taisnei
AB, tatad CC’ ir perpendikulars plaknei ABD. Lidz ar to <CC'B ir taisns un nav iespgjams, ka
BC = BC' = s. legiita pretruna, tatad pienémums, ka <ADC ir taisns, ir aplams.
Ta ka jau zinam, ka AC = svV2 > s = CD, tad <CAD ari nevar bit taisns, lidz ar to trijstiira
ACD taisnais lenkis ir «ACD. No Pitagora teorémas izriet, ka AD = sv3. No apgrieztas
Pitagora teorémas izriet, ka <ABD ir taisns. Lidz ar to AB ir perpendikulars plaknei BCD un
tetraedra tilpums ir
1 AB-BC-CD s3

V—gSBCD-AB =—— =%

BW1.14. Rinka linijas « un f ar vienadu radiusu krustojas divos punktos, viens no kuriem ir P.
Ar A un B apzimé&sim, attiecigi, punktam P diametrali pret§jos punktus uz rinka Itnijam a un f3.
Tresa rinka linija ar tadu pasu radiusu iet caur P un krusto @ un g attiecigi punktos X un Y.
Pieradit, ka taisnes XY un AB ir paral€las!
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Atrisinajums
Ar y apzimé&sim treSo rinka Itniju (skat. 117. att.). Uz y atliekam punktam P diametrali pretéju
punktu Z.

117. att.

Ta ka «xAXP = «PXZ = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz diametriem, tad visi tris punkti
A, X, Z atrodas uz vienas taisnes. Analogiski iegtist, ka arT punkti B, Y, Z atrodas uz vienas
taisnes. Punkts P atrodas vienados attalumos no trijstira ABZ virsotném, jo PA = PB = PZ ka
vienado rinka Iiniju diametri. Tatad P ir AABZ apvilktas rinka Iinijas centrs. Ta ka PX un PY ir
perpendikulari attiecigi pret malam AZ un BZ, tad tie ir So malu vidusperpendikuli. Tatad X un
Y ir attiecigi malu AZ un BZ viduspunkti, bet XY ir trijstira ABZ viduslinija. No viduslinijas
ipasibas izriet, ka XY || AB, kas ar1 bija japierada.

BW1.15. Cetram rinka linijam, kas atrodas viena plakng, ir viens un tas pats centrs. Rinka Iiniju
radiusi veido stingri augoSu aritmé&tisku progresiju. Pieradit, ka nav kvadrata, kuram katra
virsotne atrodas uz citas rinka Iinijas!

Atrisinajums

Vispirms pieradisim $adu lemmu.

Lemma. Ja ABCD ir kvadrats, tad patvaligam punktam E izpildas EA* + EC* = EB* + ED?.
Lemmas pieradijums. Ar A’ un C” apzimésim punkta E projekcijas attiecigi uz malam AB un
CD (skat. 118. att.). Tad, izmantojot Pitagora teorému, iegistam

EA?> + EC?> = (EA'"? + AA®) + (EC'* + CC'?);

EB? + ED? = (EA'?> + A'B?) + (EC'* + C'D?).
Taka A'B=CC' un AA' = C'D, tad EA? + EC? = EB? + ED?. levérojam, ka E var biit
jebkurs§ punkts, tam nav noteikti jaatrodas kvadrata iekSpusé. Lemma pieradita.
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A D

118. att.
Ar O apzimgjam Cetru rinka liniju kop€jo centru. Pienemsim, ka ABCD ir kvadrats, kura katra
virsotne atrodas uz citas rinka linijas, turklat A atrodas uz lielakas rinka linijas. Ja r ir mazakas
rinka Iinijas radiuss un d ir aritm&tiskas progresijas diference, tad rinka liniju radiusiir r, r + d,
r + 2d, r + 3d, kas vienlaikus ir arT attalumi no punkta O lidz kvadrata ABCD virsotném,
turklat OA = r + 3d. Apskatam izteiksmi 0A? + 0C? — OB? — 0D?. Sis izteiksmes mazaka
iespgjama vertiba tiek sasniegta pie OC = r, tatad

0A> +0C* - 0B*—0D* = (r+3d)*+r* —(r+d)*— (r +2d)* = 4d* > 0,

kas ir pretruna ar pieradito lemmu. Tatad nav tada kvadrata, kura katra virsotne atrastos uz citas
rinka Iinijas.

Skaitlu teorija

BW1.16. Naturalu skaitli n sauc par skaistu, ja eksisté naturals skaitlis k, 1 < k < n, kuram
izpildas vienadiba
14+2+...+k—-1D=(k+1D)+(k+2)+...4+n.
Vai eksiste skaists skaitlis N, kuram izpildas nevienadibas

N
20132013 « ———— < 20132013 + 47

20132013
Atrisinajums
Apskatam skaistu skaitli n. Tad eksisté tads naturals skaitlis X, 1 < x < n, kas apmierina
vienadibu
x—1 n
-3
. i=1 i=x+1
no kurienes
n x—-1 n x—1
, (x —1Dx 5
Zl= l+x+Zl=X+ZZl=X+2 > =
i=1 =1 i=x+1 i=1
Ta ka
n
Z . n(n+1)
i = ,
, 2
i=1
tad secinam, ka izpildas vienadiba
, nn+1)
= >

Ta ka vienadibas kreisaja pusé ir x2 un skaitli n un n + 1 ir savstarpgji pirmskaitli, tad viens no
tiem ir para skaitlis, bet otrs — nepara skaitla kvadrats. Apskatam nevienadibas

(20132913)2 < n < (20132913)2 + 4. 20132013 = (20132013+2)2 — 4,
Vienigais vesela skaitla kvadrats $aja intervala ir (20132°13+1)2, kas ir para skaitlis. Tatad ne
n, ne n + 1 nevar biit nepara skaitla kvadrats. Lidz ar to nav neviena skaista skaitla N, kas
apmierinatu dotas nevienadibas.
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BW1.17. Pienemsim, ka ¢ un n > ¢ ir naturali skaitli. Marijas skolotajs uzraksta uz tafeles n
naturalus skaitlus. Vai ir taisniba, ka visiem n un ¢ Marija var apzimét skolotaja uzrakstitos
skaitlus ar a4, ..., a, ta, lai cikliskais reizinajums

(a1 —az) - (az —az) ... (Ap-1 — an) - (an — a1)
bitu kongruents ar 0 vai ar ¢ peéc modula n?
Atrisinajums
Pieradisim, ka visiem n un ¢ uzrakstitos skaitlus var apzimét ta, lai izpilditos prasitais.
Ja starp skolotaja uzrakstitajiem skaitliem ir divi skaitli, kas ir kongruenti péc modula n, tad
Marija tos var izvéleties ka péc kartas nemtus skaitlus, panakot, ka cikliskais reizinajums ir
kongruents ar 0 pec modula n. Tapéc talak varam uzskatit, ka visi n uzrakstitie skaitli ir dazadi
péc modula n. Tada gadijuma starp tiem paradas visi iesp&jamie atlikumi péc modula n, katrs
tiesi vienu reizi.
Ja n ir salikts skaitlis, tad eksisté tadi veseli skaitli kunl, kan=klun2 <k <[1<n-2.
Marija var apzimét skaitlus ar a4, a,, az,a, ta, laia; = k,a, =0,a3 =1l +1unay = 1 (Seit
un turpmak $aja uzdevuma visas kongruences ir péc modula n). Atlikusos skaitlus var apziméet
patvaliga seciba.
Tad pirmais reizinatajs a, — a, bis kongruents ar k — 0 = k un trelais a; — a, reizinatajs bis
kongruents ar (I + 1) — 1 = [, tatad viss reizinajums bus kongruents ar 0 p&c modula n.
Ja n ir pirmskaitlis, tad starp skaitliem ci, i =0,1,...,n — 1, arT paradas visi iesp&amie
atlikumi pé€c modula n. Tad Marija var apzimé&t skolotaja uzrakstitos skaitlus ta, lai
a; = c(n—1i)visiemi = 1,...,n. Lidz ar to katrs reizinatajs a; — a;,4 ir kongruents ar c péc
modula n:

a; — aj4q Ec(n—i)—c(n—(i+1)) =c.

Tas nozimég, ka to reizinajums ir kongruents ar ¢ péc modula n. No Ferma mazas teorémas
izriet, ka ¢ = ¢, un Marija ir panakusi vajadzigo.

BW1.18. Atrast visus veselu skaitlu parus (x;y), kuriem y3 — 1 = x* + x?2!
Atrisinajums
Jax = 0, tad ieglistam vienu dota vienadojuma atrisinajumu (x; y) = (0; 1). Pieradisim, ka Sis
ir vienigais atrisinajums.
Ja (x; y) ir dota vienadojuma atrisinajums, tad atrisinajums ir ari (—x; y), tapéc varam uzskatit,
ka x > 1. Pieskaitot abam vienadojuma pusém 1 un sadalot reizinatajos, iegiistam
yr=xt+x?+1=xt+2x2+1-x2=x?+1)?—x?=(?+x+1)(x%>—x+1).
Pieradisim, ka reizinataji x? +x + 1 un x? —x + 1 ir savstarp&ji pirmskaitli. Pienemsim
pretejo, ka eksisté pirmskaitlis p, ar ko dalas abi Sie skaitli. Tad arT So skaitlu starpiba 2x dalas
arp.Takax? +x+ 1 = x(x + 1) + 1 ir nepara skaitlis, arT p ir nepara skaitlis, tatad x jadalas
ar p. Tacu tad x2 + x + 1 nedalas ar p, iegiita pretruna, tatad pienémums bija aplams.
Taka x?+x+ 1unx?—x+ 1 ir savstarpgji pirmskaitli un to reizinajums ir vesela skaitla
kubs, tad abiem Siem skaitliem jabiit veselu skaitlu kubiem (kas izriet no aritmétikas
pamatteorémas). Tatad eksisté tadi veseli nenegativi skaitli a un b, ka
x?+x+1=a®>un x> —x+1=0h3
2
Taka x = 1, no pirmas vienadibas izriet a > x3. NO otras puses, b < a, tap&c ieglistam
x)—x+1=b3<(a—-1)°*=a®*-3a*+3a—1<a®-3a?+3a < a®-2a?
kur p&dgja nevienadiba izpildas, kad 2a® < 3a? — 3a, kas ir speka, ja a = 3. Tacu a = 2 nav
iesp&jams (jo x? + x + 1 ir nepara skaitlis), savukart a = 1 dotu x = 0.
No otras puses,
4
a’—2a’=x*+x+1-2a*><x*>+x+1-—2x3.
Esam pamatojusi, ka
4
x> —x+1<x?+x+1-2x3

136



4
no kurienes izriet, ka 2x3 < 2x, tacu §1 nevienadiba ir aplama visiem x > 1. legiita pretruna,
tatad (x; y) = (0; 1) ir vienigais atrisinajums.
Piezime. 1zteiksmi x* + x2 + 1 sadalit reizinatajos var arT apzim&jot p(x) = x* + x2 + 1 un
uzrakstot dazas no p(x) vertibam: p(0) = 1-1,p(1) =3 -1,p(2) = 7 - 3, kas lick domat, ka
polinomam p ir kvadratisks reizinatajs q(x) (skaidrs, ka nevar bt linearu reizinataju). Tad var
saskatit, ka q(x) = x? + x + 1 un izmantot polinomu daliSanu, lai atrastu otru reizinataju.
Visbeidzot, var izmantot nenoteikto koeficientu metodi un rakstit

x*+x2+1 =%+ ax+ b)(x* + cx + d),
p&c tam salidzinat koeficientus pie mainiga pakapem abas vienadibas puses.
Ir labi zinams $ads apgalvojums: ja S un t ir savstarpgji pirmskaitli, kuru reizinajums ir vesela
skaitla k-ta pakape, tad gan s, gan t ir veselu skaitlu k-tas pakapes. Pieradijuma bitiba ir §ada:
uzraksta visus tris skaitlus kanoniskaja sadalijuma pirmreizinﬁtﬁjos, t.i.,

— %1 Oh 4 Y1 Ym
S=Pp; Pt =4qq QI hu=mrtn",

kur apzime u = st. Skaitla U sadalijuma pirmreizinatajos katrs kapinatajs y; dalas ar k. Tacu s
un t ir savstarp€ji pirmskaitli, tatad visi pirmskaitli py, ..., Pn, q1,-..,q; ir dazadi, m = h + L un
skaitli ; un B; ar1 dalas ar Kk, kas pierada apgalvojumu.
BW1.19. Pienemsim, ka a, ir naturals skaitlis un a,, = 5a,_, + 4 visiem n > 1. Vai a, var
izvEleties ta, lai ag, dalitos ar 2013?
1. risinajums. Apzim&jam x,, = ‘;—Z Tad x, = ay un
5"x, = a, =5a,_4 +4=5"x,_1+4,
4

5n,
Tad
4 4 4 4 4 4
S A T (5+?+'+5n)=
1

a+i-1 57 a+1—l

)] 0 .

5 1_% 5n

Tatad a,, = 5™"x, = 5"(ap + 1) — 1.

levérojam, ka 2013 un 5™ ir savstarpg&ji pirmskaitli. Tatad eksisté tads vesels skaitlisb,0 < b <
2013, kas ari ir savstarpgjs pirmskaitlis ar 2013 un kas apmierina 5°* = 2013c + b.

Lai as, dalitos ar 2013, pietickami atrast tadu veselu y, ka (ag + 1)b — 1 = 2013y. Tacu tas
ir linears Diofanta vienadojums (skat. teorijas materialu) pret y un a, + 1; tam ir bezgaligi
daudz atrisinajumu, starp tiem ari tadi, ka ag + 1 = 2.

2. risinajums (balstas wuz Vacijas komandas risinajumu). Defingjam funkciju
f:{0,1,...,2012} - {0,1,...,2012} ta, lai f(x) butu skaitla 5x + 4 atlikums, dalot to ar 2013.
Tad f(x) = 5x + 4 (mod 2013) un f ir bijekcija. Sai funkcijai eksiste inversa funkcija g (var
parliecinaties, ka g(x) ir skaitla 1208x + 1207 daliSanas atlikums, dalot ar 2013: viegli
parbaudit, ka tad visiem x € {0,1,...,2012} izpildas f(g(x)) = g(f(x)) = x).
Apzim&jam
) =x M) = f(f(x),

citiem vardiem, f™(x) ir funkcijas f n-ta iteracija punkta x. Ja izvélas a, = g°*(0),tad ag > 0
un

ass = f>*(ao) = f°*(9°*(ao)) = 0 (mod 2013).
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BW1.20. Atrast visus polinomus P ar nenegativiem veseliem koeficientiem un pasibu, ka visiem
pirmskaitliem p un naturaliem skaitliem n eksisté pirmskaitlis  un naturals skaitlis m, kuriem
izpildas P(p™) = q™.

Atrisinajums
Ievérojam, ka starp konstantajiem polinomiem vienigie atrisinajumi ir forma P(t) = q™, kur q
ir pirmskaitlis un m ir naturals skaitlis.
Pienemsim, ka P(t) = axt*+...+ag, Kur a, # 0 un ay, ay, ..., ay ir nenegativi veseli skaitli,
apmierina uzdevuma prasibas.
Apskatam gadijumu, kad ay # 1. Ta ka a, ir vesels nenegativs skaitlis, atSkirigs no 1, tad
eksisté tads pirmskaitlis p, ka a, dalas ar p un Iidz ar to P(p™) dalas ar p visiem naturaliem
skaitliem n. No otras puses, P(p™) = q™, kur q ir pirmskaitlis un m naturals skaitlis, saskana
ar doto. Lidz ar to vieniga iesp&ja ir ¢ = p, tatad P(p™) ir skaitla p pakape visiem naturaliem
n. Ja eksisté tads indekss |, kal < k un a; # 0, tad pietiekami lieliem n izpildas

@™ > a1 (M) ... +ao > 0,
no ka izriet, ka P(p™) # 0 (mod p™*). No otras puses, P(p™) > p™, turklat P(p™) = p™
kada veselam skaitlim m, atbilsto$i miisu pienémumiem. Lidz ar to m > nk, tacu tad bitu
jaizpildas P(p™) = 0 (mod p™*), pretruna. Tatad $aja gadijuma vieniga iesp&ja ir, ka a; = 0
visiem[ =0,1,...,k — 1 un P(t) = a,t*. levérojam, ka uzdevuma nosacijumi izpildas tad un
tikai tad, ja a, = 1.
Apskatam gadijumu, kad a, = 1. Apzim&jam Q(t) = P(P(t)). Tad ar1 Q, tapat ka P, apmierina
uzdevuma prasibas. Ta ka Q(0) = P(P(0)) = P(ay) = P(1) > 1 un Q nav konstants, no
ieprieksgja gadijuma izriet, ka Q(t) = t" kadam naturalam skaitlim r. Tacu tas ir pretruna ar
nevienadibu Q(0) > 1. Lidz ar to Saja gadijuma nav tadu polinomu P, kas apmierinatu
uzdevuma prasibas.
Lidz ar to vienigie polinomi, kas apmierina uzdevuma prasibas, ir P(t) = t*, kur K ir naturals
skaitlis, un konstantie polinomi P(t) = q™, kur q ir pirmskaitlis, bet m ir naturals skaitlis.
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“BALTIC WAY 2013” REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabula dota informacija par starptautisko komandu sacensibu matematika “Baltic Way
2013 rezultatiem. Par katru uzdevumu vargja iegtt 0 — 5 punktus.

Algebra Kombinatorika Geometrija Skaitlu teorija Kopa
1/2/3/4/5/6|/7(8(9(10 (11 12 13 14 15|16 |17 18|19 | 20
Danija 1/1/0|5|/4|5|5|1|0]| 3 5 0 4 5 0 2 4 0 5 0 50
Igaunija 5/1/0/0{4|5/5|0|4]| 5 5 5 2 4 1 1 1 2 5 1 56
Islande 2|1/0|5/0/0Of2flO0O/O0O 1|55 1|5]|2|1|1]0/|5] 0 35
Krievija 5/2/0|5/0|5/5|1,5]| 2 5 5 5 5 5 5 5 4 5 2 76
Latvija 5/1/0/5|{0|5|5|1|5]|5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 2 77
Lietuva 5/1/0|5/5|5/5|1,5]|5 5 3 3 5 5 0 5 1 5 2 71
Norvégija |5 /3 1|/1/0|5|5|0|0/| O 0 0 3 0 0 2 1 3 5 1 35
Polija 5/2|/5|5/5|5|5|0/4]| 4 5 5 5 5 0 2 4 5 5 0 76
Somija 4/0/0(0/2/0/2|/0|0] O 0 0 4 4 0 1 2 0 5 0 23
Vacija 5/2/1|/5|{0|5|5|]0|5]| 5 5 3 4 5 0 1 5 4 5 0 65
Zviedrija |52 |0|5|(5|5/5/0/0| 5 5 5 5 5 0 5 2 0 5 0 64
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2014./2015. MACIBU GADS

S2. SAGATAVOSANAS OLIMPIADE
9. klase

S2.9.1. Turnira piedalas 10 komandas, katrai ar katru jaizsp€l€ viena spéle. Vai ir tads bridis, kad
visas komandas izsp€l&jusas dazadu spé€lu skaitu?
Atrisinajums
Vienas komandas izsp€léto sp&lu skaits var bt tikai 0, 1, 2, ..., 9 (desmit dazadas veértibas). Ja
visas 10 komandas izsp€l&juSas dazadu spelu skaitu, tad ir komanda, kas izsp€l&jusi 9 spéles —
tatad sp€l&jusi ar visam pargjam komandam. Tas nozimé€, ka nav komandas, kura ir izsp&l&jusi
0 speles. Tatad nav tada briza, kad visas komandas ir izsp€l&jusas dazadu spé€lu skaitu.

S2.9.2. Saurlenku trijstari ABC augstums no virsotnes A, lenka B bisektrise un malas AB
vidusperpendikuls krustojas viena punkta O. Aprékinat ZABC !
Atrisinajums
Apzim&jam ZBAO =« (skat. 119. att.). levérojam, ka AAMO = ABMO (p&c pazimes m/m),
jo BM =MA (péc vidusperpendikula definicijas), ZAMO = /ZBMO =90° un mala MO
kopiga. Tad ZABO = /BAO =« ka atbilstosie lenki vienados trijstiiros. No bisektrises
definicijas izriet, ka ZABC =2a. No AABH icksgo lenku summas ieglistam
a+2a+90°=180° jeb o =30°. Tatad LABC =2« =60°.

A

C

H
119. att.

S2.9.3. Katra mazaja trijsturit (skat. 120. att.) ierakstits naturals skaitlis no 1 lidz 9 (visi ierakstitie
skaitli ir dazadi). Katriem diviem trijstiiriSiem ar kopigu malu aprékina tajos ierakstito skaitlu
summu. Kads lielakais skaits no STm summam var bt pirmskaitli?

120. att.
Atrisinajums
Pavisam ir 9 summas. Astonas no §Tm summam var but pirmskaitli (skat. 121. att.).
Pieradisim, ka visas 9 summas nevar biit pirmskaitli. Ja visas summas biitu pirmskaitli, tad $1s
summas biitu nepara skaitli (vienigo para pirmskaitli 2 nevar iegtt, saskaitot divus dazadus
naturalus skaitlus); tapéc blakus esoSiem skaitliem butu jabiit dazadas paritates skaitliem. Tatad
vienas paritates skaitliem jaatrodas baltajos laucinos, bet otras paritates skaitliem — pelekajos
laucinos (skat. 120. att.). Tas nav iesp&jams, jo ir 5 nepara skaitli un 4 para skaitli, bet peleko
laucinu skaits ir 6. Tatad lielakais summu, kas ir pirmskaitli, skaits ir 8.

121. att.
140



10. klase

S2.10.1. Dots, ka x un y ir naturali skaitli. Kads ir mazakais skaits dazadu pirmskaitlu, ar kuriem
var dalities izteiksme 3X (X + 2y +1)(7y +1) ?
Atrisinajums
Dota izteiksme dalas ar 3 neatkarigi no X Un 'y, jo satur reizinataju 3.
Paradisim, ka ta nav trijnieka pakape. Izteiksme var bt trijnieka pakape tikai divos gadijumos:
e jax=1,tad x+2y+1=2y+2=2(y+1) ir para skaitlis, kas dalas ar 2;
e jaxir trijnicka pakape, tad X ir nepara skaitlis un x+ 2y +1 ir para skaitlis, kas dalas ari
ar 2.
Tatad dota izteiksme satur vismaz divus pirmreizinatajus 2 un 3. V&l japarada piemérs, ka
izteiksme var saturét tieSi divus dazadus pirmreizinatajus, kas ir pirmskaitli. Izv€loties X = 24
un y =1, iegiistam vajadzigo
3X(X+2y+1)(7Ty+1) =3-24(24+2-1+1)(7-1+1) =3-24.27-8=2° . 3°.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka mazakais skaits dazado pirmskaitlu, ar kuriem var dalities dota
izteiksme, ir 2.
S$2.10.2. Uz kvadrata ABCD diagonales AC atlikts iek$&js punkts M. Pieradit, ka
MA-MC + MB-MD = AB?!
Atrisinajums
Apzimgjam AC =d un OM = x (skat. 122. att.). Diagonale AC ir kvadrata simetrijas ass, tap&c
BM =MD.

B C

M
A D
122. att.
Kvadrata diagonales ir perpendikularas un krustpunkta dalas uz pusém, tapec trijstiirt MBO var

2
izmantot Pitagora teoremu: MB? = OB? +OM ? = (%j +x2. Tad

MA- MC + MB - MD = (AO —OM )(OC +OM) + MB? =
G55
=l ——X|=+X|+|=| +X° =
2 2 2
2 2 2
:(gj —x2+(9j 229
2 2 2

Izmantojot Pitagora teorému vienadsanu AABC, iegiistam
AB? +BC? = AC?;

2AB? =d?;
gz -4
2
dZ

Lidz ar to esam ieguvusi, ka MA-MC + MB-MD = E} = AB?, kas ari bija japierada.

141



S2.10.3. Kvadratos ierakstiti skaitli 1, 2, 3, 4, 5, 6 (skat. 123. att.). Viena gajiena ir atlauts izvel&ties
jebkurus divus skaitlus, kurus savieno nogrieznis, un pie katra no tiem pieskaitit vienu un to
pasu veselu skaitli ($is skaitlis katra gajiena var bt cits). Vai, veicot $adus gajienus, var iegiit
124, att. paradito skaitlu izvietojumu?

123. att. 124. att.

Atrisinajums

Apzim&jam skaitlus, kas ierakstiti kvadratos ar a, b, ¢, A, B un C (skat. 125. att.). Apskatam
starpibu S=(a+b+c)—(A+B+C). Ta ka katra gajiena katrai izteiksmei a+b-+c un
A+ B +C pieskaita vienu un to pasu skaitli, tad S nemainas. Sakuma (skat. 123. att.) 1 starpiba
ir S§;=01+5+3)-(6+2+4)=9-12=-3. Beigas (skat. 124. att) starpiba ir
S, =(6+4+2)-(5+1+3)=12-9=3. Taka S, #S,, tad, veicot atlautos gajienus, nevar
iegiit 124. att. paradito skaitlu izvietojumu.

125. att.

11. klase

S2.11.1. Saha turnira piedalas 9 sp&létaji, kuri katrs ar katru spéle tiesi vienu reizi. Katra spéle
uzvarétajs sanem vienu punktu, zaudetajs — 0 punktus, bet par neizskirtu katrs spelétajs sanem
0,5 punktus. Turnira beigas katrs sp&létajs bija sanémis vienadu punktu skaitu.

a) Vai ir iesp&jams, ka katrs spelétajs nospeleja neizskirti atskirigu skaitu reizu?

b) Vai ir iesp&jams, ka katram sp&létajam ir atskirigs zaudéjumu skaits?

Atrisinajums

Pavisam notika CZ = % = 36 spéles, katrs spelétajs speleja 8 speles. Ta ka beigas visi speletaji

bija ieguvusi vienadu punktu skaitu, tad katrs spélétajs ieguva 36:9 =4 punktus.

a) Ja speletajs ir savacis 4 punktus, tad vins nospélgjis neizskirti para skaitu reizu: 0, 2, 4, 6 vai
8. Redzam, ka 9 spelétajiem ir 5 iesp€jas, tatad no Dirihl€ principa izriet, ka turnira atradisies
tadi speletaji, kas biis nospe€l&jusi neizskirti vienadu skaitu reizu.

b) Pieradisim, ka uzdevuma prasitais nav iesp&jams. Pienemsim pretgjo, ka visiem sp&létajiem
ir at8kirigs zaud€jumu skaits. Tad speletajs var but zaudgjis 0, 1, 2, 3, ..., 8 reizes. Ta ka ir 9
dazadas zaud&jumu skaita vertibas un katram spelétajam ir jabit atSkirigam zaudejumu skaitam,
tad ir speletajs, kas zaudgjis 8 reizes, ir speletajs, kas zaudgjis 7 reizes utt. Speletajs, kas turnira
zaudgjis 8 reizes, turnira ir ieguvis 0 punktus, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem. Lidz
ar to péc Dirihlé principa esam ieguvusi, ka eksisté vismaz divi spélétaji, kam ir vienads
zaud&jumu skaits.

S2.11.2. Izliektam cetrstiirim novilktas visu astonu argjo lenku bisektrises. Pieradit, ka tas veido
Cetrstiri, kuram var apvilkt rinka Iiniju!
Atrisinajums
Uzdevuma japierada, ka ap cetrstiiri EFGH var apvilkt rinka Iiniju (skat. 126. att.).
levérojam, ka ZEAB + ZEBA+ ZGCD + £ZGDC =180°, jo $o ¢etru lenku lielumu summa ir
puse no cCetrstira ABCD dazado argjo lenku lielumu summas.
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Apskatam cetrstura EFGH divu pretgjo lenku summu:
/ZE+ /G =180° - LEAB — Z/EBA+180° — LGCD — ZGDC =
=360°— LEAB — Z/EBA - ZGCD — £ZGDC = 360°—-180° =180°.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka ap Cetrstiiri EFGH var apvilkt rinka Iiniju.

126. att.

S2.11.3. Tabulas 3x3 riitinas ierakstitas nulles. Viena gajiena atlauts dotaja tabula izvéleties
kvadratu ar izm@riem 2 x 2 riitinas un palielinat par 1 visus taja ierakstitos skaitlus. Pieradit, ka
péc vairakiem Sadiem gajieniem nevar iegit 127. att. doto tabulu!

419 |5
10|18 |12
6 (13| 7

127. att.

Atrisinajums

Izpétisim, ka veidota gala rezultata iegiita tabula. Redzam (skat. 128. att.), ka kvadrata 2x 2,
kurs$ atrodas kreisaja augs€ja stiirT, visi skaitli palielinati par 1 Cetras reizes, jo pasa stiirT atrodas
skaitlis 4. Labaja augsgja sturt atrodas skaitlis 5, tatad atbilstoSaja kvadrata 2x 2 visus skaitlus
palielina par 1 piecas reizes, bet apak$gjos kvadratos — attiecigi 6 un 7 reizes.

Apskatam, ka tiek aizpildits kvadrats 3x 3 riitinas, ar mazajiem kvadratiniem 2 x 2 ratinas. No
Sejienes redzam: par cik palielinas stuira ritinas ierakstito skaitlu summa S, par tik palielinas art
centralaja rutina ierakstitais skaitlis c. Tatad lielums (S —c) ir nemainigs. Sakuma S—c=0.
Beigas jaiegiist, ka S—c=2-18=4. Taka 0+ 4, tad nevar iegiit 127. att. doto tabulu.

4| 4 Parklajas divi 515
kvadra‘ltlr:n 5105 Centra parklajas
4379 Setri kvadratini
4+5+6+7=22
N v
Parklajas divi yd Parklajas divi
kvadratini L | 4 kvadratini
4+6=10 5+7=12
A A X
Parklajas divi
6|6 o 717
kvadratini
6|6 6+7=13 717
128. att.
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12. klase

S2.12.1. Devinciparu naturala skaitla n ciparu summa ir 3. Kada var biit n® ciparu summa?
Atrisinajums
Lai skaitla ciparu summa biitu 3, tad skaitlis var saturét:
e tris vieniniekus un paréjas nulles;
e vienu vieninieku, vienu divnieku un pargjas nulles;
e vienu trijnieku un pargjas nulles.
Tatad devinciparu skaitli, kura ciparu summa ir 3, var pierakstit forma n=10°+10%+10°,
a,b=0,12,..,8 (aun b var ari biit vienadi).

Tada gadijuma n®=(10° +10° +10b)3. Atverot iekavas, ieglisim summu, kas sastdv no

3-3-3=27 saskaitamajiem, un katra saskaitama ciparu summa ir 1. Skaitla n® ciparu summa
nevar parsniegt skaitli, ko ieglistam, saskaitot So 27 saskaitamo ciparu summas. Tatad ta
neparsniedz 27.

Skaitlis n dalas ar 3, jo ta ciparu summa dalas ar 3. Tap&c skaitlis n® dalas ar 3% = 27. Ja skaitlis

dalas ar 27, tad tas dalas arT ar 9, tap€c arT ta ciparu summa dalas ar 9. Ciparu summa noteikti
ir naturals skaitlis (vienigais skaitlis, kura ciparu summa ir 0, ir skaitlis 0). Vienigie naturalie

skaitli, kas neparsniedz 27 un dalas ar 9, ir 9, 18 un 27. Visi Sie skaitli var biit n® ciparu summa:
e ja n=300000000, tad n* ciparu summa ir 9 (jo 3* = 27);
e ja n=21000000C, tad n® ciparu summa ir 18 (jo 21° = 9261);
e ja n=11100000C, tad n® ciparu summa ir 27 (jo 111* =1367631).

S2.12.2. Trapeces diagonales ir vienadas. Pieradit, ka ap So trapeci var apvilkt rinka Iiniju!
Atrisinajums
Ievérojam, ka AACF = ADBE (p&c taisnlenku trijstiru lidzibas pazimes kh), jo BE =CF ka
trapeces augstumi un BD = AC péc dota. Tad ZCAD = ZADB ka atbilstosie lenki vienados
trijsttros (skat. 129. att.). Ta ka ZADB = ZDBC ka ieksgjie skérslenki pie paralélam taisném
AD un BC, tad ZDAC = ZDBC un ap trapeci ABCD var apvilkt rinka Iiniju.
B C

A 5 A D
129. att.

$2.12.3. Devini rikisi izvietoti kvadrata ar izm@riem 3x 3 ritinas, kas atrodas Saha galdina (8x8
rutinas) kreisaja apaksgja sturi. Katrs rukitis var parlekt pari tam rukitim, kas atrodas blakus, ja
tur ir briva rutina. Lekt var gan vertikali, gan horizontali, gan ar1 pa diagonali. Vai var parvietot
rikiSus cita kvadrata ar izmériem 3x 3 ritinas, kas atrodas Saha galdina a) kreisaja augsgja
stir; b) labaja augseja sthir?
Atrisinajums
a) Aplikojam sakuma doto kvadratu 3x 3 rutinas; taja 5 rukisi atrodas uz melnajam ratinam
un 4 — uz baltajam. Ta ka riikiSi parvietojoties paliek uz tas paSas krasas riitinam, tad rukisi
nevar izvietoties kreisaja augséja 3x 3 kvadrata, jo tur ir 4 melnas un 5 baltas ritinas (skat. 130.
att.).
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130. att.
b) Ievérojam, ka sakotngja 3x 3 ritinu kvadrata, skaitot no kreisas puses, sesi rukisi atrodas
nepara vertikal€s un tris — para vertikal€s. RiikiSiem parvietojoties, tie rikisi, kas atrodas nepara
vertikal@s, tadas ar1 paliek, bet tie rikisi, kas atrodas para vertikal€s — tadas ar1 paliek. Labgja
augseja kvadrata ir 6 rutinas para vertikales un 3 riitinas nepara vertikales, tatad rikisus nevares
parvietot uz lab&jo augsejo kvadratu.
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SAGATAVOSANAS OLIMPIADES IETEICAMIE VERTESANAS KRITERIJI

2014./2015. macibu gada SagatavoSanas olimpiades ieteicamie vértéSanas kritériji izstradati,
balstoties uz gramata dotajiem uzdevumu atrisinajumiem. Par katru uzdevumu varéja iegut 0 — 10
punktus.

Kriteriji Punkti
9. klase
S2.9.3. | Piemérs, kur 8 summas ir pirmskaitli un uzrakstitas summas 4
Piemérs, kur 8 summas ir pirmskaitli, bet nav uzrakstitas summas 3
Pieradijums, ka visas summas nevar biit pirmskaitli 6
10. klase
S2.10.1. | Piemérs, ka izteiksme var dalities tikai ar diviem dazadiem 4
pirmskaitliem (paradits izteiksmes sadaltijums pirmreizinatajos)
Piemers, ka izteiksme var dalities tikai ar diviem dazadiem 3
pirmskaitliem (nav paradits izteiksmes sadalijums pirmreizinatajos)
Pieradijums, ka izteiksme nevar dalities ar mazak ka diviem dazadiem 6
pirmskaitliem
11. klase
S2.11.1. | Par atseviSkiem piemeriem 1
Aprekinats katra sp&létaja iegtito punktu skaits 2
Par a) un b) gadijumu Par katru
4 punkti
S2.11.3. | Par atseviSkiem piemeriem 1
12. klase
S2.12.1. | Par katru pieméru ar iegiitu atSkirigu ciparu summas vertibu 1
S2.12.3. | Par atseviSskiem piemeriem Katra
gadijuma
1 punkts
Par pieradijumu a) un b) gadijuma Par katru
5 punkti
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NZ2. NOVADA OLIMPIADE
9. klase

N2.9.1. Atrisinat vienadojumu 25 -——= 1 .
Xx°—-9 3-x 2

Atrisinajums

3 x?-9#0
Definicijas kopa: {3 0 = X23unXx#-3 = Xe(—0;,-3)uU(-3;3) U (3;+x).

—X#
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
5 1 1

(x—23)(x+3)  x-3 2

10 L 246 _ x*-9
2(x=3)(x+3) 2(x=3)(x+3) 2(x-3)(x+3)’
10+2x+6=x*-9;
x? —2x—25=0.

Izmantojot kvadratvienadojuma saknu aprékinasanas formulas, ieglistam
D=4-4-(1) (-25)=4+100=104=4-26

++/4- +
x1,2=2“/24 26=2_2‘2\/%=1im

Abas x vértibas pieder vienadojuma definicijas kopai. Atbilde: x =1+ V26 vai x=1—+/26.

N2.9.2. Regulara astonstiira virsotnés péc kartas uzrakstiti skaitli 7, 15, 3, 17, 1, 9, 5, 11.
Ar skaitliem atlauts veikt $adas darbibas:

e pieskaitit kadam skaitlim divus skaitlus, kas atrodas blakus virsotnés;

e atnemt no skaitla divkarSotu pret€ja virsotné uzrakstito skaitli, ja starpiba ir pozitiva.
Vai, atkartoti izpildot §1s darbibas, var panakt, ka viena no virsotném bis ierakstits
skaitlis 2014?

Atrisinajums
Visi skaitli, kas uzrakstiti regulara astonstiira virsotnés, sakuma ir nepara skaitli.
Ievérojam, ka

1) nepara skaitlim pieskaitot divus nepara skaitlus, iegiist nepara skaitli;

2) no nepara skaitla atnemot divkarSotu nepara skaitli, ieglist nepara skaitli.

Tatad gan péc pirmas, gan péc otras darbibas astonstiira virsotn€ atkal bus ierakstits nepara
skaitlis. Lidz ar to visi skaitli, kas atrodas astonstiira virsotnés, vienmér paliek nepara. Bet
skaitlis 2014 ir para skaitlis, tatad skaitli 2014 ieglit nevares.

|-2(x=3)(x+3) =0

N2.9.3. Vai jebkuru taisnstiri var sagriezt a) 2014, b) 2015 savstarpéji Iidzigos trijstiiros?
Atrisinajums
Taisnstira diagonale sadala taisnstiiri divos vienados taisnlenka trijstiiros. Pieradisim, ka
patvaligu taisnlenka trijstiiri var sagriezt divos trijstiiros, kas katrs ir lidzigs sakotn€jam
trijstirim.

131. att.
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Ja taisnais lenkis ir Z<ACB (skat. 131. att.), tad no ta velk perpendikulu CD pret hipoteniizu
AB. Trijstari ABC, ACD un CBD ir lidzigi (p&c pazimes //), jo

e /ACB=/ADC = ~/CDB =90°;

o /CBA=/DCA=/DBC=c«.
Tas nozimé, ka, novelkot perpendikulu no taisna lenka virsotnes, sakotngjais trijstiiris tiek
sadalits divos tam lidzigos trijstiiros. Turpinot tada pat veida dalit iegiitos taisnlenka trijstiirus,
prasito taisnstiira sadalfjumu var atrast jebkurai naturalai N (N > 2) vértibai.
Tatad $adu sadalijumu var atrast a7, ja N =2014 vai N =2015.
Piezime. Doto taisnstiiri var sadalit 2014 vienados trijstiiros (tie ir [idzigi ar lidzibas koeficientu
1). Vispirms doto taisnstiiri sadala 1007 vienados taisnstiiros un péc tam katru no iegiitajiem
taisnstiiriem sadala divos vienados taisnlenka trijstaros (skat. 132. att., kur dota taisnstiira malu
garumi ir a un b).

b h 41131100 |13/ 1 10| 4
ITHL BTER BT H 819 21111312
@ 113|122 6/19/8]5
1007
132. att. 133. att.

N2.9.4. Uz tafeles uzrakstiti naturali skaitli no 1 [idz 13. Darta grib nodzest vienu no tiem, bet
pargjos ierakstit 3x4 ratinu tabula (katru skaitli viena raitina) ta, lai visas rindas un kolonnas
skaitlu vidgjais aritmétiskais biitu vienads.

a) Pieradit, ka ir tiesi viens skaitlis, kuru nodzgsot, vina to vares izdarit!

b) Atrast vienu skaitlu izvietojuma piemé&ru!

Atrisinajums

Pienemsim, ka tabula ir tris rindas un Cetras kolonnas. Ar A apzimé&jam rinda ierakstito Cetru

skaitlu vidgjo aritm@tisko. Tad rinda ierakstito skaitlu summa ir 4A un tris rindas (jeb visa

tabula) ierakstito skaitlu summa ir 12A. Pirmo trispadsmit naturalu skaitlu summa ir
(1+13)-13

91.
2
Ar x apzimgjam skaitli, kuru Darta nodzesis. To nosakam no vienadojuma
12A =91 -x. *)

Pieradisim, ka A ir naturals skaitlis. Ja A=n+p, kur ne N, 0< p <1, tad no nosacijuma, ka
katra rinda ierakstito skaitlu summa ir 4A, izriet, ka 4p € N. Savukart no nosacijuma, ka katra
kolonna ierakstito skaitlu summa ir 3A, izriet, ka 3pe N. Tatad 4p-3p=peN, kas ir
pretruna ar to, ka 0< p<1.

Esam pieradijusi, ka vienadibas (*) abu pusu izteiksmju vértiba ir naturals skaitlis. Ta ka (*)
kreisas puses izteiksme dalas ar 12, tad ar1 labas puses izteiksmei jadalas ar 12.

Ievérojam, ka skaitlis 91, dalot ar 12, dod atlikumu 7, tapec 91— x dalisies ar 12, ja X biis forma
12k +7, kur k ir nenegativs vesels skaitlis, no ka izriet, ka X =7, jo dotie skaitli neparsniedz
13. Tatad tabula nebds ierakstits skaitlis 7. Vid€ja aritmé&tiska veértiba ir A=84:12=7.

Lai iegiitu 12 skaitlu: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13 vajadzigo izvietojumu, vispirms divas
rindas ierakstam tadus skaitlus, kuru summa katra rinda ir 4A = 28. TreSaja rinda ierakstam
atlikuSos cCetrus skaitlus. Tad mainam skaitlu secibu pa rindam, lai katras kolonnas skaitlu
summa biitu 21. Skaitlu izvietojumu skat., pieméram, 133. att.
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N2.9.5. Apskata visas funkcijasy=ax?+x+b, kur koeficientus a un b saista sakariba
a+2b =2015. Pieradit, ka visu $adu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti!
Atrisinajums

Aplikojam funkcijas vértibu, ja x = i%
2
1 1 1 1 2015, 1
y=a-|t—| +—+b= ( a+ bj =0y -
[ V2 j 2 2 2 2
Tatad punkti [i, 2015 +ij un (—i; &B—ij ir kopigi visu aplikoto funkciju
J2i 2 2 J2' 2 2

grafikiem.
Piezimes.

” . L _ S 1 .
1. levérot to, ka Sie punkti pieder visam parabolam, var, pamanot, ka izteiksmes 3 a+b vertiba

. 2015
ir

. e 1 o _ -
neatkarigi no a un b vértibam. Tad, nemot x? = rE funkcijas vértiba nebis atkariga

no konkrétajam a un b vértibam.
d. @+ ij [—i %—ij var iegit arT no dotajam
J2' 2 2

2015

2. Kopigos punktus ( ;
22 2
parabolam panemot divas patvaligas (piem&ram, a =0, b_T un a=1,b=1007) un

atrodot to krustpunktus (t. i., atrisinot kvadratvienadojumu).
10. klase

N2.10.1. Uz parabolas y=ax’+bx+c atrodas punkts M (1;15), tas virsotne ir punkta
N (-3; —1) . Noteikt koeficientus a, b un c!
Atrisinajums
Ja punkts M (1; 15) atrodas uz parabolas, tad ieglistam vienadibu:
15=a-1>+b-1+c jeb 15=a+b+c.
Ja punkts N(-3; —1) atrodas uz parabolas, tad ieglistam

-1=a-(-3)*+b-(-3)+c jeb —1=9a-3b+c.

Parabolas virsotnes x koordinatu aprékina péc formulas x, = s

Tatad ieglistam, ka —3 = ;—: jeb b=6a.

Lai noteiktu koeficientus a, b, ¢, sastadam vienadojumu sistému:

a+b+c=15 @
9a-3b+c=-1 (2)
b =6a 3

No (1) atnemot (2), iegiistam 4b—8a =16 jeb b—2a=4.
Izmantojot (3), pakapeniski ieglistam koeficientu vertibas:

6a-2a=4 = a=1 = b=6 = c=8.
Tatad koeficientu veértibas ir a=1, b=6, c=8.
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Piezimes.
1. Treso sisteémas vienadojumu var iegit, ja izv€las punktam (1; 15) simetrisko punktu (-7;15)
attieciba pret parabolas simetrijas asi X =—3:

15=a-(-7)> +b-(-7)+c jeb 15=49a—7b+c.
2. Risinagjuma var izmantot, ka parabolas ar virsotni punkta (X,;Y,) vienadojums ir
y=a(x—x,)%+Y,. Tad, vienadojuma y=a(x+3)?> -1 ievietojot punkta M koordinatas
(x=1,y=15), wvar atrast a vertbbu a=1. Tatad mekléta parabola ir
y=1-(x+3)? —1= x> +6x+8.

N2.10.2. Ar naturalu skaitli atlauts veikt $adas darbibas:
e pieskaitit 6;
e dalit ar 4, ja skaitlis dalas ar 4;
e mainit vietam skaitla ciparus (skaitla sakuma nedrikst atrasties nulle).
Vai, atkartoti izpildot §is darbibas, no skaitla 30 var iegit skaitli 2015?
Atrisinajums
Skaitlim 30 izpildas 1pasiba “dalas ar 3”, bet skaitlim 2015 §1 1pasiba neizpildas.
Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar uzdevuma dotajam
darbibam, arT dalas ar 3.
levérojam, ka
e ja skaitlis n dalas ar 3, tad ari n+6 dalas ar 3 (ja katrs saskaitamais dalas ar 3, tad ari
summa dalas ar 3);
e japara skaitlis 4n dalas ar 3, tad arT skaitlis n dalas ar 3 (n joprojam satur reizinataju 3);
e apgalvojums ,,mainit vietam skaitla ciparus” izriet no dalamibas pazimes ar 3 (ja skaitlis
n dalas ar 3, tad ar7 ta ciparu summa dalas ar 3, bet summa nemainas, ja maina saskaitamo
secibu).
Tatad, ja dotais skaitlis dalas ar 3, tad p&c atlauto darbibu izpildes arT jauniegitais skaitlis
dalisies ar 3.
Skaitlis 2015 ar 3 nedalas, tatad ar atlautajam darbibam skaitli 2015 iegiit nevar.

N2.10.3. Vairaku péc kartas sekojoSu naturalu skaitlu summa ir 177. Kadas vertibas var pienemt

mazakais no Siem saskaitamajiem?

Atrisinajums

. e . a +a,

[zmantojam aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu: S, = S n,

28, +(n-1)d 0
2

Mazako no skaitliem apzimé&jam ar a. levérojam, ka diference d =1, tapéc ieglistam

Sn:2a+Tn—1‘n jeb  2S,=(2a-1+n)-n.
Ta ka péc uzdevuma dota S, =177, tad ieglistam vienadojumu:
(2a—1+n)-n=2-177 jeb (2a—1+n)-n=2-3-59.

Mazakais no diviem reizinatajiem vienadibas kreisaja pus€ ir n, jo @ un n ir naturali skaitli.
Vertiba n=1 neder, jo tad ir viens saskaitamais, tapéc n var pienemt tikai tris vertibas: 2, 3
un 6. Aprékinam, kadas vertibas var pienemt a:

e Nn=2 = 2a+1=3-59 = 2a=176 = a=388,;

e N=3 = 2a+2=2-59 = 2a=116 = a=>58;

e N=6 = 2a+5=59 = 2a=54 = a=27.
Tatad mazakais no saskaitamajiem var bt 88, 58 vai 27.
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N2.10.4. Vai eksisté tads vesels skaitlis X, ka a) visi skaitli x; x+23; x+45; x+121; b) visi
skaitli x; x+23; Xx+46; x+121 ir veselu skaitlu pakapes ar naturalu kapinataju, kas lielaks
neka 1 (kapinataji var but dazadi)?

Atrisinajums
a) Ja, pieméram, var nemt X =4, tad
x=4=2%; x+23=27=3";, x+45=49=7%; x+121=125=5°,
b) Ievérosim, jay ir para skaitlis un vienlaikus vesela skaitla pakape ar kapinataju, kas ir lielaks
neka 1, tad y dalas ar 4 (t. i., y =a" kadam veselam skaitlim a un naturalam n>2; jay ir para

skaitlis, tad a arf ir para skaitlis, lidz ar to a" dalas ar 2" dalas ar 4, jo n>2).

Pienemsim pretgjo, ka eksiste tads X, ka visi skaitli x; x+23; x+46; x+121 ir veselu skaitlu
pakapes ar kapinataju, kas lielaks neka 1.

Ties1 viens no skaitliem X; X+ 23 ir para skaitlis; apliikosim abus iespg€jamos gadijumus.

e Ja X ir para skaitlis, tad tas dalas ar 4, péc iepriek§ pamatota. Tacu tad
X+ 46 = (x+44) + 2 nedalas ar 4, tatad nevar biit vesela skaitla pakape ar kapinataju, kas
lielaks neka 1 — pretruna.

e Ja X+23 ir para skaitlis, tad tas dalas ar 4, saskana ar iepriek§ pamatoto. Tacu tad
X+121=((Xx+23)+96) + 2= ((x+23) + 4-24) + 2 nedalas ar 4, tatad nevar biit vesela
skaitla pakape ar kapinataju, kas lielaks neka 1 — pretruna.

Tatad neeksiste tads vesels skaitlis X, ka visi skaitli X; X+ 23; x+46; x+121 ir veselu skaitlu
pakapes ar naturalu kapinataju, kas lielaks neka 1.

N2.10.5. Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstaris AEB.
Taisne, kas vilkta no E caur kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta
F un malu DC — punkta G. Zinams, ka ZOEB = Z0CG. Pieradit, ka trijstaris AEB ir
taisnlenka!
Atrisinajums
Kvadrata pret&jas malas AB un CD ir paralélas, tapeéc /BAC = ZACD ka ieksgjie skerslenki
(skat. 134. att.).

FE,
A a B
(0]
D el C
134. att.

Punkti A, E, B, O atrodas uz vienas rinka linijas @, jo Z/BAO =_/0EB. Ta ka kvadrata
diagonales ir perpendikularas, tad ZAOB =90°; no ka izriet, ka AB ir rinka Iinijas @ diametrs.
Tatad ZAEB =90° ka ievilktais lenkis, kas balstas uz diametra. Lidz ar to esam pieradijusi, ka
trijstiiris AEB ir taisnlenka.

Piezime. Risingjuma var izmantot ari to, ka ZAOB+ ZAEB =180, jo cetrstiris AEBO ir
ievilkts rinka l1nija.
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11. klase

5
| x=2]

N2.11.1. Atrisinat nevienadibu | x—2|—-6+ >0.

Atrisinajums

Dotas nevienadibas definicijas kopa ir visi readlie skaitli, iznemot skaitli 2, t.I.,
X € (—o0; 2) U (2; + ).

Taka |x—2[>0 visam x vértibam no definicijas kopas, tad dotas nevienadibas abas puses
reizinot ar pozitivu skaitli | X —2 |, iegiistam ekvivalentu nevienadibu:

|x—2 —6-|x—2|+5>0.
Apzimgjot | X — 2 |= t, iegiistam kvadratnevienadibu: t?> —6t+5> 0.

N
"5 1

135. att.
leglistam, ka t <1 vai t >5 (skat. 135. att.).
Vel jaiegiist atbilstosas X vértibas:
1) no nevienadibas | X — 2 |<1 iegtstam, ka
—1<x-2<1 jeb 1<x<3;
2) no nevienadibas | X —2 > 5 ieglistam, ka
X—2<-5 vaiari X—2>5.
Lidz ar to iegiistam, ka X< -3 vaiarT X>7.
Ievérojot definicijas kopu, ieglistam, ka dotas nevienadibas atrisindjums ir
X e (—o0; —=3) U (L 2)u(2;3) U (7; +x).
Piezime. Nevienadibu var risinat arT ar intervalu metodi.
N2.11.2. Viena gajiena no 136. att. att€lotas figiiras var izveleties jebkuru 137. att. redzamo figiiru
(figliru var ari pagriezt) un taja ierakstitajiem skaitliem vai nu pieskaitit 1, vai arT atnemt 1. Vai,
atkartoti izpildot §adus gajienus, var panakt, ka visas Stnas ir ierakstits skaitlis 2015?

136. att. 137. att.
Atrisinajums
Stinas ierakstitie skaitli 1, 2, ..., 19 veido aritmétisko progresiju ar diferenci 1. Izmantojot
aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam sakuma $tinas ierakstito skaitlu

summu W =190.

Ja katra $tina ir ierakstits skaitlis 2015, tad visu $o skaitlu summa ir 2015-19 =38285.
levérojam, ka p&c katra gajiena visu $iinas ierakstito skaitlu summa vai nu palielinas par 3, vai
arT samazinas par 3. Tas nozimé, ka visu §iinas ierakstito skaitlu summas atlikums, dalot ar 3,
visu laiku paliek nemainigs. Sakuma doto skaitlu summa 190, dalot ar 3, dod atlikumu 1, bet
beigas nepiecieSama summa 38285, dalot ar 3, dod atlikumu 2 (skaitla 38285 ciparu summa ir
26 un, dalot ar 3, ta dod tadu pasu atlikumu, ka skaitli dalot ar 3). Ta ka atlikumi ir dazadi, tad
uzdevuma prasitais nav izpildams, t. i., nevar panakt, ka katra $tna biitu ierakstits skaitlis 2015.
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N2.11.3. Kads ir mazakais naturalais skaitlis n, kuru iesp&jams izteikt ka tris dazadu naturalu
skaitlu a, b un ¢ summu ta, ka visi skaitli a+b, a+c, b+c ir naturalu skaitlu kvadrati?
Atrisinajums
Mazaka iesp&jama n vertiba ir 55=6+19+30.

Pieradism, ka mazaku n vértibu iegiit nevar.
Apzim&am a+b=p? a+c=q% b+c=r?. Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka
O<a<b<c,tad p* <g* <r%.

Izmantojot $1s sakaribas un pienemot, ka zinamas p2, qz, r? vértibas, varam izteikt a, b, ¢ un
n vertibas:
p?+q2 —r2 p?—q2 +r2 —p2+q?+r? p2+q2+r2 3r?
= b= ,C= ,N= < .
2 2 2 2 2
Ta ka n jabat naturalam skaitlim, tad p? +q? +r? ir jabat para skaitlim, tatad starp p, g, I ir
vai nu tiesi divi nepara skaitli, vai arT neviens nepara skaitlis.

a

Ta ka a jabiit naturalam skaitlim, tad p2 + q2 >r2.Takar? <n , tad jaapluko tikai tadas skaitlu
kvadratu vertibas, kas mazakas neka 55:
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49.

Mazika > vertiba, kurai var atrast tadas p2, q2 vertibas, kas apmierina nevienadibu
p2 +q2 >r2,ir r2=36 un p? =16, g% =25. So skaitlu summa ir nepara skaitlis, tap&c
neapmierina uzdevuma prasibas.
Nakama r° vértiba, kurai var atrast tadas p2, q2 vertibas, kas apmierina nevienadibu
szrq2 > 2, ir r? = 49.
Iesp€jami divi gadijumi:

e r?=49,p?=16, q° =36 — 30 skaitlu summa ir nepara skaitlis, tapéc neapmierina

uzdevuma prasibas;
e r>=49,p*>=25, q°> =36 — §is vértibas apmierina uzdevuma nosacfjumus un no

a+b=25
vienadojumu sist€mas {a+C =36 iegistam, ka a =6, b =19, ¢ = 30.
b+c=49

Tatad mazaka iesp&jama n veértiba ir 6+19+30=55.

N2.11.4. Uz trijstira XAC malas XC atlikts iek$€js punkts B ta, ka AB = AC. Lenku ACB un ABX
bisektrises krustojas punkta D. Pieradit, ka AD = AB !
Atrisinajums
Apzimgjam LACD = /DCB =« (péc bisektrises definicijas). Tad £/BCA = ZABC =2« ka
lenki pie pamata vienadsanu trijstiri un ZABX =180°—-2a (péc blakuslenku ipasibas).
Nogrieznis BD ir lenka ABX bisektrise, tapeéc ZABD = Z/DBX =90°—« (skat. 138. att.).

138. att.
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Ta ka trijstura iek$&jo lenku summa ir 180°, tad no AABC un ADBC iegilistam
/BAC =180° - ZABC — ZACB =180° -4«
«BDC =180°- «DCB - ZABC — ZABD =180°—a —2a — (90° — ) =90° - 2cx .

Ievérojam, ka ZBDC =90° -2« = %ABAC :

Aplikojam rinka liniju @ ar centru punkta A un radiusu AB. Tad Z/BAC ir centra lenkis, kas
balstas uz hordas BC. Ta ka lenka BDC lielums ir tiesi divas reizes mazaks neka centra lenkim,
tad tas ir ievilkts lenkis. Tatad punkts D atrodas uz rinka linijas @ . Lidz ar to AD = AB ka
rinka Iinijas @ radiusi, kas arT bija japierada.

N2.11.5. Dots taisnstiiris ar izm&riem NxmMm ratinas. Sakuma katra rutina ir ierakstits 5. Maris
dotaja taisnstiir1 veic secigas darbibas:
1) izv€las kadu taisnstiiri un visas ta rutinas ieraksta ciparu 1;
2) izvelas kadu taisnstiiri un visas ta ritinas ieraksta ciparu 2;
3) izvéelas kadu taisnstliri un visas ta ratinas ieraksta ciparu 3;
4) visbeidzot izv€las kadu taisnstlri un visas ta riitinas ieraksta ciparu 4.
Katra izveléta taisnstiira malam jaiet pa ratinu linijam un cipars vienmer jaraksta riitina jau
esosa skaitla labaja pusé. Vai iesp€jams, ka visas riitinas ierakstitie skaitli ir dazadi, ja dota
taisnstiira izméri ir a) 3x6; b) 3x5; c) 4x4 ritinas?
Atrisinajums
Ratinas var but ierakstiti 16 atskirigi skaitli (skat. 139. att.).
5
51; 52; 53; 54,
512; 513; 514; 523; 524; 534;
5123; 5124; 5134; 5234;
51234,
139. att.
a) Ta ka taisnstlirT 3x 6 ir 18 riitinas, tad péc Dirihl€ principa vismaz divas rutinas ierakstitie
skaitli bis vienadi. Tatad nav iesp&jams, ka visas laukuma riitinas ierakstitie skaitli atskiras.
b) Ta ka taisnstlirt 3x5 ir 15 rltinas, tad tiesi viens skaitlis nebis ierakstits. levérojam, ka katrs
no cipariem 1, 2, 3 un 4 paradas astonos skaitlos. Tatad katrs no cipariem 1, 2, 3, 4 biis ierakstits
7 vai 8 riitinas. Ta ka katrs cipars ir ierakstits taisnstiirveida laukuma, tad vienigais iesp&jamais
taisnstiira izmérs ir 2x 4 ritinas (pretéja gadijuma péc Dirihl€ principa vismaz divas riitinas
ierakstitie skaitli biis vienadi). V&l varam ieverot, ka jebkuru divu ciparu paris ir sastopams tiesi
cetros skaitlos. Lidz ar to katriem diviem taisnstiiriem drikst biit kopigas ne vairak ka cetras
riitinas.
TaisnstirT ar izm&riem 3x5 riitinas taisnstiri 2x 4 ritinas var novietot ¢etros dazados veidos
(skat. 140. att.).

140. att.
Taisnstiiriem, kas atrodas pie aug$ejas malas, parklajas seSas riitinas — tatad vairakas no tam
ierakstito skaitlu komplekti biis vienadi un panakt, ka visas riitinas ierakstitie skaitli ir atSkirigi,
nav iespgjams.
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c) Ja, ir iesp&jams, ka visas laukuma ritinas ierakstitie skaitli atSkiras (skat., pieméram, 141.
att.).

513 5134 514 51
5123 51234 5124 512
523 5234 524 52
53 534 54 5
141. att.
Taisnstiirus var izvéleties, piem&ram, ka paradits 142. att.
1]1]1]1 3]3

111|111 2(2(2|2 3|3
2(2(2|2 3|3
3|3

R I S I S Y
R I S I S Y

142. att.
12. klase
N2.12.1. Atrisinat vienadojumu (x —2)log 5 (x* —5x) = 2x—log 7 36.
Atrisinajums
Definicijas kopa: x> —5x>0. No ka izriet, ka x e (—0; 0) U (5; + o) .
leverojam, ka log ;36 =1og (\/6)4 =4, tad doto vienadojumu var parveidot forma:
(x—2)log 5 (x* —5x) =2x —4;

(x—2)log ;5 (x* —5x) =2(x—2). *)
Iev@rojam, ka X —2 ir abu saskaitamo kopigais reizinatajs:
(x—2)log ;5(x* —5x) = 2(x—2) =0;
(x—2)(log ;5 (x* —5x) = 2) =0.
Reizinajums ir vienads ar 0, ja kads no reizinatajiem ir vienads ar 0. leglistam divus gadijumus:
1) x—2=0 jeb x =2 — &i vértiba neder, jo nepieder definicijas kopai;
2) log /5 (x*=5x)—2=0 jeb log s (x? —5x) = 2. Izmantojot logaritma definiciju, iegistam

x? —5x=(/6)? jeb x2-5x—-6=0.
P&c Vjeta teorémas X; =6 un X, =—1. Abas iegiitas X v@rtibas pieder vienadojuma definicijas
kopai. Atbilde: x=6 vai x=-1.
Piezime. Vienadojuma (*) abas puses var izdalit ar X —2 = 0 (jo X vértiba 2 nepieder definicijas
kopai) un iegat vienadojumu: log (x? —=5x) =2.

N2.12.2. Ar naturalu skaitli atlauts izdarit §adas darbibas:
e pieskaitit skaitlim ta ciparu summu;
e atnemt no skaitla ta ciparu summu.
Vai, atkartoti izpildot §is darbibas, no skaitla 139 var iegat skaitli a) 63; b) 193?
Atrisinajums
a) Skaitli 63 var iegat Sadi:

139— 2 31262 31172 y108—=2 99 18 g1 ° 70 ° .63,
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b) Atlikums, ko iegiist, dalot naturalu skaitli ar 9, ir vienads ar atlikumu, ko iegtist, dalot ar 9 §1
skaitla ciparu summu. Tap&c naturala skaitla un ta ciparu summas starpiba noteikti dalisies ar 9.
Kaut vienu reizi izpildot atnemsSanu, visi turpmak iegtistamie skaitli dalisies ar 9.

Ta ka 193 nedalas ar 9, tad skaitli 193 varetu iegiit tikai tad, ja skaitlim visu laiku pieskaitis ta
ciparu summu. Tatad skaitli parveidosies $adi:

139—13 3152 8 s160—7 3167—% 518110 191" y002

Visi talak iegtistamie skaitli ir lielaki neka 193, tatad skaitli 193 nevarés iegiit.

A4

N2.12.3. Cik daudz ir piecciparu skaitlu, kas sastav no tiesi tris dazadiem cipariem, no kuriem
neviens nav 0 un neviens neatkartojas vairak ka divas reizes?
Atrisinajums
Ar a apzim&jam ciparu, kas skaitli ir vienu reizi, bet ar b un ¢ — ciparus, kas skaitli ir divas
. . e . 4.3 : S
reizes. Cipars a var biit 5 dazadas vietas, ciparu b var novietot CZ = - " 6 veidos (atlikusajas
4 vietas ir janovieto divi cipari b), ciparu ¢ atlikuSajas vietas var novietot 1 veida. Tatad ir
5-6-1=30 (reizinasanas likums) dazadas kombinacijas, ka cipari @, b, ¢ var veidot mekl&to
piecciparu skaitli.
. . . . . 8-7 .
Ciparu a no cipariem 1, 2, .., 9 var izvéléties 9 veidos, bet b un ¢ 5 =28 veidos. Tatad

pavisam ir 30-9-28 = 7560 piecciparu skaitli, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

N2.12.4. Izliekta Cetrstira ABCD malu AB, BC, CD un DA viduspunkti ir attiecigi E, F, G un H.
Nogrieznis AF krustojas ar DE un BG attiecigi punktos K un L, bet CH krustojas ar DE un BG
attiecigi punktos N un M. Pieradit, ka Sgr; + Scyg +Spong + S ake = Skuwn !

Atrisinajums

Novelkam nogriezni AC un apliikojam trijstarus ABF, AFC, ACH un CDH (skat. 143. att.).
e 1 .

Izmantojot trijstura laukuma formulu S, = 5 a-h,, ieglistam

1 1
* Sper ZEBF'th ZEFC'th =Sarc

1 1
® ShacH :EAH AUN :EHD'hAD = ScpH -
levérojam, ka Sapcp = Sagr +Sarc +Sach +Scon =2+ (Sarc +SacH) = 2S arch -
_ 1
Tatad S rcy :ESABCD'

Analogiski, novelkot BD, pierada, ka Sggpe = %S ABCD -

143. att.
Iekrasotas dalas laukumu (skat. 143. att.) apzim&jam ar S.
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Esam ieguvusi, ka
Sasco = Sarch t+ Spope s
SerL tScome T SpnH +Sake +S =S+ Simn

SerL +Scme +SonH + Sake = Skumn -
kas ar1 bija japierada.
N2.12.5. Vai eksisté tadi naturali skaitli a, b un c, ka skaitla a +b? +c?
a) pedgjie divi cipari ir 15;
b) pedgjie Cetri cipari ir 2015?
Atrisinajums
a) Ja, cksiste, pieméram, a=9, b=5, c=3. Tad a® +b? +¢c? =81+25+9=115.
b) Pieradisim, ka $adi skaitli neeksisté. Apskatam vienadojumu
a’+b? +¢%=..2015. *)
Skaitlis dalas ar 8, ja ta pedgjo tris ciparu veidotais skaitlis dalas ar 8.

Skaitli ...2015 dalot ar 8, iegast atlikumu 7 (...2015=..2000+15=...2000+ 8 + 7).
e % B
Jebkuru naturalu skaitli var pierakstit forma 8m-+k , kur k =0,1, ..., 7.
Apskatam skaitla kvadratu (8m+k)? = 64m? +16mk +k? =8-(8m? +2mk) + k2. Skaitli

(8m+k)? dalot ar 8, ieglisim tadu pasu atlikumu, ka k?, dalot ar 8.

k 0 1 2 3 4 5 6 7

k2 0 1 4 9 16 25 36 49

Atlikums, dalot ar 8 0 1 4 1 0 1 4 1
Tatad skaitla kvadratu, dalot ar 8, atlikuma var iegit O, 1, 4.
Skaitli 7 (vienadojuma (*) labas puses atlikums) nevar iegiit, izmantojot tikai min&tos
atlikumus. Tatad vienadojumam (*) nav atrisinajuma jeb neeksiste tadi naturali skaitli a, b un c,

ka skaitla a’ +b? +c? pedgjie Cetri cipari ir 2015.
Piezime. Uzdevumu var risinat, izmantojot kongruenci péc modula 8.
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NOVADA OLIMPIADES IETEICAMIE VERTESANAS KRITERIJI

2014./2015. macibu gada Novada matematikas olimpiades icteicamic vértéSanas Kritériji
izstradati, balstoties uz gramata dotajiem uzdevumu atrisinajumiem. Par katru uzdevumu vargja

iegtt 0 — 10 punktus.

| Kriteriji | Punkti
9. klase
N2.9.1. | Nosaka pielaujamas vértibas vai nosacijumu par saucgju 2
Uzraksta atbildi, nemot vera pielaujamas vertibas 1
N2.9.2. | Apskatiti tikai atseviski pieméri Ne vairak
p VISKL P ka 2 punkti
Uzraksta, ka sakuma visi ierakstitie skaitli ir nepara 1
Pamato, ka pec katras darbibas virsotng atkal biis ierakstits nepara skaitlis Pa;:: Iirt:J 3
Secina, ka virsotnés vienmér biis ierakstiti nepara skaitli 1
Uzraksta, ka 2014 ir para skaitlis, un secina, ka 2014 nebiis ierakstits neviena virsotné 2
N2.9.3. | Tikai par a) gadijuma sadaltfjumu (kopa 4 punkti):
Secina, ka vienadi trijsturi ir art lidzigi 1
Uzraksta, ka taisnsttri, novelkot vienu diagonali, var sadalit divos vienados 1
trijstiiros
Izveido zZimg&jumu vai apraksta, ka sadalit doto taisnstri 2014 dalas 2
Tikai par b) gadijuma sadalijumu (kopa 6 punkti) 6
Ja risinajums vienlaicigi ietver gan a), gan b) gadijumu (kopa 10 punkti):
Uzraksta, ka taisnstiri, novelkot vienu diagonali, var sadalit divos vienados 1
trijstiiros
Izveido zZim&jumu vai apraksta, ka taisnlenka trijsturi sadalit [idzigos 3
trijstiros
Pierada, ka Zim&juma redzamie trTs taisnlenka trijstiiri visi ir [idzigi:
Uzraksta I1dzigos trijsturus 1
Lidzibas pamatoSana 3
Secina, ka, dalot iegiitos taisnlenka trijstiirus, var ieglt prasito taisnstiira )
sadalfjumu
N2.9.4. | Par a) dalu (kopa 6 punkti):
Pamato, ka vid&jais aritmétiskais var bt tikai naturals skaitlis 2
legiist, ka visu tabula ierakstito skaitlu summa dalas ar 12 2
Pamato, ka tikai skaitli 7 nav iesp&jams ierakstit tabula 2
Par b) dalu (kopa 4 punkti):
Par pareizu skaitlu izvietojumu 3
Uzraksta vidgja aritmétiska vertibu 1
N2.9.5. 1 .
Pamato, ka vertibam x = J_r—2 funkciju veértibas nav atkarigas noa un b 8
vertibam
Uzraksta krustpunktu koordinatas 2
o 1
Tikai iegiitas vertibas x = iﬁ 4
L 1 I _ L
legiitas vertibas x = iﬁ un aprékinatas tikai divu konkrétu funkciju vertibas 5
nevis krustpunktu vértibas vispariga gadijuma
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10. klase

N2.10.1.

Sastada tris vienadojumus

Par katru 2
punkti

Atrisina vienadojumu sisteému

4

N2.10.2.

Apskatiti tikai atseviski piemeéri

Ne vairak
ka 2 punkti

Uzraksta, ka sakuma dotais skaitlis dalas ar 3

1

Pamato, ka péc katras darbibas atkal iegiis skaitli, kas dalas ar 3

Par katru 2
punkti

Secina, ka, izpildot darbibas, vienmé&r iegus skaitli, kas dalas ar 3

2

Uzraksta, ka 2015 nedalas ar 3, un secina, ka to nevarés iegtt

2

N2.10.3.

Uzraksta aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu

1

Izmantojot, ka d =1 un S, =177, iegiist vienadojumu, kas atkarigs tikai no
mazaka locekla un loceklu skaita

Apskata visas iespgjamas n vertibas

Uzraksta atbildi

N2.10.4.

a) gadijums — atrasta X vertiba un uzraditas veselo skaitlu pakapes

b) gadijums

N2.10.5.

Par zimgjumu, kura attelots tikai dotais

Uzraksta vai atzimg, ka kvadrata diagonales ir perpendikularas

| O [([NW ko

Uzraksta vai atzZimé, ka diagonale ir arT kvadrata lenku bisektrise (vai arT lenkis
starp malu un diagonali ir 45°)

[N

11. klase

N2.11.1.

Uzraksta pielaujamas X vertibas (definicijas kopu)

Uzraksta atbildi, nemot véra pielaujamas vertibas

N2.11.2.

Risinajuma izmanto §tinas ierakstito skaitlu summu

Aprekina sakuma §iinas ierakstito skaitlu summu

Uzraksta, ka sakuma dotais skaitlis, dalot to ar 3, dod atlikumu 1

Uzraksta, ka pec katra gajiena visu $iinas ierakstito skaitlu summa vai nu
palielinas par 3, vai arT samazinas par 3

N (NP PR

Secina, ka visu Stnas ierakstito skaitlu summas atlikums, dalot ar 3, visu laiku
paliek nemainigs

Apréekina beigas nepiecieSamo summu

Uzraksta, ka beigas nepiecieSama summa, dalot to ar 3, dod atlikumu 2

Secina, ka prasitais nav iesp&ams

N2.11.3.

Atrasta n vertiba, kas apmierina uzdevuma prasibas, kas nav mazaka n vertiba

Uzraksta tikai n vértibu 55

Uzraksta a, b un ¢ vértibas

Uzraksta summu a+b, a+c, b+c vertibas

Pamato, ka vértiba N =55 ir mazaka iesp&jama

N2.11.4.

Par zZim&jumu, kura attélots tikai dotais

O NRRrRiRRLRIRIRLR| P

Izmantojot vienadsanu trijstiira un blakuslenku pasibas, pamato, ka

/BDC =90°-2¢ = %LBAC

ol

N2.11.5.

Pamana, ka ir iesp&jami 16 atSkirigi skaitli

a) gadijums — pamato, ka prasttais nav iespgjams

b) gadijums — pamato, ka prasitais nav iespgjams

c) gadijums — parada piemeru, ka prasitais izpildas

WIAIN|F-
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12. klase

N2.12.1.

Uzraksta pielaujamas x vertibas (definicijas kopu)

Uzraksta atbildi, nemot vera pielaujamas vertibas

N2.12.2.

a) gadijums — parada, ka iegtt skaitli 63

b) gadijums (kopa 7 punkti):

Uzraksta, ka atlikums, ko iegiist, dalot naturalu skaitli ar 9, ir vienads ar
atlikumu, ko iegiist, dalot ar 9 §7 skaitla ciparu summu

Secina, ka naturala skaitla un ta ciparu summas starpiba noteikti dalisies ar
9

Secina, ka kaut vienu reizi izpildot atnemSanu, visi turpmak iegtistamie
skaitli dalisies ar 9

Uzraksta, ka skaitlis 193 nedalas ar 9

Secina, ka skaitli 193 varétu iegut tikai tad, ja skaitlim visu laiku pieskaita
ta ciparu summu

Uzraksta skaitlu virkni, ko var iegit, ja skaitlim visu laiku pieskaita ta
ciparu summu

Secina, ka skaitli 193 nevar iegiit

N2.12.4.

Par Zim&jumu, kura attélots tikai dotais

1

. 1 . 1

N2.12.5.

a) gadijums — atrastas a, b un ¢ vértibas un uzrakstita iegiita kvadratu summa

b) gadijums — pierada, ka neeksisté tadi naturali skaitli a, b, ¢, kuriem izpildas
prasitais
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NOVADA OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2014./2015. macibu gada Novada matematikas
olimpiades rezultatiem (cik procenti no skoléniem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra
uzdevuma; ailé “vidg&ji” noradits vidgjais iegiito punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (726 dalibnieki) 10. klase (621 dalibnieks)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
-- 1% 3% 2% 4% 8% -- 1% 2% 4% 5% 1%
0 20% 17% 36% 33% 71% 0 14% 26% 29% 40% 12%
1 15% 10% 22% 12% 14% 1 8% 22% 20% 5% 25%
2 11% 6% 14% 8% 2% 2 9% 16% 15% 3% 34%
3 5% 3% 9% 4% 1% 3 4% 4% 7% 14% 10%
4 4% 3% 8% 8% 1% 4 17% 2% 8% 25% 6%
5 5% 3% 3% 8% 0% 5 8% 2% 4% 5% 2%
6 7% 2% 2% 7% 1% 6 7% 2% 2% 0% 2%
7 13% 2% 1% 3% 0% 7 3% 3% 2% 0% 1%
8 9% 4% 1% 9% 0% 8 2% 4% 2% 0% 1%
9 5% 6% 0% 2% 0% 9 2% 7% 3% 0% 1%
10 5% 40% 2% 3% 1% 10 25% 9% 4% 1% 5%
videji | 3,91 6,00 1,73 3,06 | 0,47 vidé&ji | 5,00 3,12 2,40 | 2,07 | 2,45
11. klase (633 dalibnieki) 12. klase (422 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
-- 1% 2% 2% 2% 3% -- 1% 1% 2% 6% 1%
0 15% 30% 45% 49% | 45% 0 16% 15% 19% 68% 22%
1 18% 31% 18% 20% 9% 1 9% 7% 20% 13% 11%
2 12% 9% 6% 10% 7% 2 6% 3% 17% 4% 3%
3 7% 4% 10% 6% 11% 3 3% 18% 5% 0% 2%
4 7% 2% 6% 7% 3% 4 2% 11% 10% 1% 40%
5 8% 2% 6% 3% 2% 5 1% 10% 6% 1% 13%
6 3% 1% 0% 0% 6% 6 2% 5% 4% 0% 2%
7 4% 1% 1% 1% 2% 7 9% 5% 4% 0% 2%
8 6% 1% 1% 0% 3% 8 9% 6% 1% 0% 2%
9 3% 3% 0% 0% 3% 9 16% 8% 2% 1% 0%
10 16% 13% 3% 3% 5% 10 26% 11% 10% 5% 2%
videji | 4,13 2,61 1,75 1,38 | 2,36 vidéji | 5,96 4,59 3,26 1,01 | 3,10
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V2. VALSTS OLIMPIADE
9. klase

VV2.9.1. Atrast visus tadus naturalus skaitlus n un m, kuriem

ari ir naturals skaitlis!

n—m
Atrisinajums
Ievérojam, ka n*—m* =(n—-m)(n+m)(n®*+m?). Ta ka n un m ir naturali skaitli, tad
2015

5 >~ var biit naturals skaitlis tikai tad, ja n>m=>1. Lidz ar to
(n—m)(n+m)(n° +m*)

1<n-m<n+m<n?+m?. Tasnozimg& ka N—m, N+m un n® + m? ir tris dazadi skaitla 2015

dalitaji. Sadalam skaitli 2015 pirmreizinatajos: 2015=5-13-31. Uzrakstam augos$a seciba
visus skaitla 2015 dalitajus: 1, 5, 13, 31, 65, 155, 403, 2015.
Noveértejam saucgja izteiksmi:

n*—m*>n*—(n-1* =4n®-6n® +4n-1=4n(n-1)? +2n* -1> 4(n-1)° —1.
Ta ka n®-m*<2015 tad ari 4(n—1)°-1<2015. No kurienes iegiistam, ka

(n—1)° <504<512=8%, tatad Nn—1<8 jeb n<9. Lidz ar to esam ieguvusi, ka lielaka
iesp&jama n vertiba ir § un N+ mM<8+7 =15. Apskatam visus iesp&jamos gadijumus.

n—-m n+m n m n? +m?
1 5 3 2 13 Der, jo 2015:(1-5-13) = 31.
1 13 7 6 85 Neder, jo nav 2015 dalitajs.
5 13 9 4 97 Neder, jo nav 2015 dalitajs.

Tatad vienigas iesp&jamas vertibas ir N=3 un m=2.

Piezime. Var iegiit ar vajaku summas Nn+m novértgjumu. levérojam: ja n®> + m* = 2015, tad
Nn—m=n+m=1, kas nav dazadi skaitli; Tatad n® + m? <403< 441=21°. Lidz ar to ne N, ne
m nevar parsniegt 21, tatad n+m <42. Saja gadijuma papildus japarbauda vél arT tas vertibas,
kuram n+m=31.

V2.9.2. Pieradit, ka, izmantojot

C) visas septinas dotas figtiras (skat. 144. att.), katru tieSi vienu reizi, nav iesp&jams salikt
taisnstiri;
d) seSas no dotajam figtiram, katru tiesi vienu reizi, var salikt taisnstiri!
Visas figiiras sastav no vienadiem kvadratiem. Figtras drikst pagriezt, bet nedrikst apmest
otradi. TaisnstiirT nedrikst biit caurumi, un figtiras nedrikst parklaties.

[T T T]

144, att.

Atrisinajums

a) Visas septinas dotas figliras kopa satur 28 riitinas, tatad taisnstira laukumam arf jabit 28
ratinam. Vienigie iesp&jamie taisnstira izméri ir 1x28 (neder), 2x14, 4x7. Izkrasojot
taisnsttrus ka Saha galdinu, katra no tiem melno un balto ritinu skaits ir vienads. Ja visas dotas
figtras izkrasotu ka Saha galdinu, tad tas visas, iznemot treSo, saturétu tiesi divas katras krasas
ritinas. Tresa figlira saturétu tris vienas krasas un vienu otras krasas riitinu (skat. 145. att.).
Tatad, saskaitot balto un melno riitinu skaitu pa visam septinam figliram, iegiitu, ka vienas
krasas riitinu ir par divam vairak neka otras krasas riitinu. Lidz ar to, izmantojot visas septinas
dotas figiiras, taisnstiiri izveidot nav iesp&jams.
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145, att.
b) Ja neizmanto treSo figiiru, tad taisnstiri ir iesp&jams izveidot (skat., pieméram, 146. att. vai

147. att.).

146. att. 147. att.

V2.9.3. Aija izvélas naturalu skaitli n <100 un veido skaitlu virkni, kur katru nakamo virknes
locekli iegiist péc sada likuma:
e ja 2n <100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n;
e ja 2n>100, tad virknes nakamais loceklis ir 2n—100.
Ja virkn€é vél kadreiz paradas skaitlis n, tad skaitli n sauksim par patikamu. Cik pavisam ir
patikamu skaitlu, kas neparsniedz 100?
Piemé&ram, skaitlis 40 ir patikams, jo 40; 80; 60; 20; 40; ..., bet 25 — nav, jo 25; 50; 100; 100;
... (talak virkn@ nav skaitlu, kas atskirigi no 100).
1. risinajums. Ir 25 skaitli, kas neparsniedz 100 un dalas ar 4. Paradisim, ka visi Sie skaitli ir
patikami. Katrs no tiem pieder vienam no trim cikliem:
100—100;
20—40—80—60—20;
4—8—16—32—64—28—56—12—24—48—96—92—84—68—>36—72—44—88—T76—5
2—4.
Pieradisim, ka tie skaitli, kas nedalas ar 4, nevar biit patikami. Skirojam divus gadfjums.
e Nepara skaitli nevar bt patitkami, jo visi nakamie virknes locekli biis tikai para skaitli un,
tatad, sakotngja n vertiba taja atkartoti paradities nevar.
e Para skaitli, kas nedalas ar 4, var pierakstit forma n=4k +2. Saja gadijuma otrais
virknes loceklis ir vai nu 2-(4k +2)=4-(2k +1), vai 2-(4k +2)-100=4-(2k —24).
Abos gadijumos virknes otrais loceklis dalas ar 4 un tas ir uzrakstams forma 4m. Visi
nakamie virknes locekli ari dalisies ar 4, jo vai nu 2-4m=8m, vai
2-4m-100=4-(2m—-25). Lidz ar to virkné nevar atkartoti paradities skaitlis, kas
nedalas ar 4, un skaitlis N =4k + 2 nav patikams.
Tatad pavisam ir 25 patikami skaitli.
2. risinajums. Ir 25 skaitli, kas neparsniedz 100 un dalas ar 4. Paradisim, ka visi $ie skaitli ir
patikami. Ja skaitlis x dalas ar 4, tad gan 2x, gan 2x —100 ar dalisies ar 4. Aplikosim virkni,
sakot ar patvaligu skaitli X, kas dalas ar 4: X;, X,, X5, ... Taka ir tikai 25 skaitli, kas taja var
paradities, tad skaidrs, ka kada brid1 virknes locekli saks atkartoties. Aplikosim pirmo skaitli
virkng, kas atkartojas, tas ir, tadu X;,;, ka visi iepriek$gjie X;, X,, ..., X; ir dazadi, bet X, , ir
vienads ar kadu no tiem. Pieradisim, ka X;,; =X, ar to ari biis pieradits, ka skaitlis X, ir
patikams. Pienemsim pret€jo, ka X;,; = X,,; un aplukosim, kadi var€ja but ieprieksejie skaitli
X; un X,. Ta ka tiem jabut dazadiem, tad skaidrs, ka X;; un X, tika iegtti ar dazadam
darbibam, tas ir, X;,; =2X; un X, =2X, —100 (vai otradi), kas nozimg, ka 2x; = 2x, —100

jeb X, —X; =50 un ta ir pretruna, jo gan X;, gan X, dalas ar 4, bet 50 nedalas ar 4.
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Vel japierada, ka pargjie skaitli nav patikami. Skaidrs, ka nepara skaitli nav patikami, jo, ja X ir
nepara skaitlis, tad gan 2x, gan 2x—100 ir para skaitli un talak virkng visi skaitli biis para.

Ja skaitlis x dalas ar 2, bet nedalas ar 4, tad X nav patikams, jo gan 2x, gan 2x—100 dalas ar 4
un talak virkné visi skaitli dalisies ar 4.

V2.9.4. Trijstar1 ABC novilkta bisektrise BL (L atrodas uz malas AC), ta krusto taisni, kas no A
vilkta paraléli BC, punkta K. Zinams, ka LK = AB. Pieradit, ka AB > BC!
Atrisinajums
Taka ZLBC = ZLBA péc bisektrises definicijas un ZLBC = ZAKB ka ieksgjie skérslenki pie
paralélam taisném BC un AK, tad ZLBA = ZAKB un trijstaris AKB ir vienadsanu, pie kam
AB = AK (skat. 148. att.). ArT trijstiris AKL ir vienadsanu, jo péc dota un ieprieks iegiita
LK = AB = AK . Vienadsanu trijstirim lenki pie pamata ir vienadi, tapeéc LALK = ZLAK .
Taka ZALK = /BLC ka krustlenki un ZLAK = ZACB ka ieksgjie Skérslenki pie paralélam
taisném BC un AK, tad ZBLC = ZBCL un trijstiiris LBC ir vienadsanu, pie kam BL = BC .
No trijstiira nevienadibas AB+ AK > BK =BL + LK =BC + AK unlidzarto AB > BC.

‘ A
148. att.

V2.9.5. Kada ir izteiksmes a%° +a* +

i1 mazaka iesp&jama vertiba, ja a ir reals skaitlis?
a +

1. risinajums. Dotas izteiksmes mazaka iesp&jama vertiba ir 1, to ieglist, ja a=0.
Pamatosim, ka mazaku v&rtibu nevar iegit. Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi:
1 a®+a*+1 a’
a®+a'+ =a¥+————=a"+ +1.

a*+1 a*+1 a*+1

Pirmie divi saskaitamie ir nenegativi, tatad §ts izteiksmes vertiba ir vismaz 1.

2. risinajums. Dotas izteiksmes mazaka iesp&jama vertiba ir 1, to iegiist, ja a=0.
Pamatosim, ka mazaku vertibu nevar iegtt. EKvivalenti parveidojam doto izteiksmi:
1
a® +a’ + =a® -1+(*+1)+

a‘*+1 at+1

No sakaribas starp vidgjo aritmé&tisko un vid€jo geometrisko izriet, ka

1
a*+1)+ >2. [(a*+1)- =2.
( ) a’+1 \/( ) a’+1

Taka a® >0, tad iegistam a”® +a* + >0-1+2=1. Tatad dotas izteiksmes vértiba ir

a’+1
vismaz 1.

10. klase
V2.10.1. Kvadratvienadojuma

2 | 1T 2 T
1+ /5)x Evovs 1++/5) x+4/3+\/§ 0

saknes ir skaitli a un b. Pieradit, ka izteiksmes a’b+ab* +3a°b? +3a’b® vértiba ir vesels
skaitlis!
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Atrisinajums
No Vjeta teorémas izriet, ka

7
a+b= /3+\/§ -1++/5)
7 1

ab = 4/— —
3++5 1+45
Parveidojam doto izteiksmi:

a*b+ab’ +3a°h? +3a’h® =ab(a® +b*® +3a’b+3ab’*) =ab(a+b)’ =

3
=4 ! . 1 . ! . 3:L. 2 _
_V3+\/§ 1+/5 4(3+\/§] (1+\/§) 3+45 (1+\/§)

_7-(1+2J/5+5) _7-2:(3++5)
3445 3+4/5

Ta ka skaitlis 14 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.

=14.

V2.10.2. Pieradit, ka katram naturalam n izteiksme 3n° +5n* —8n dalas ar 10.
1. risinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas principu.
Indukcijas baze. Ja n=1, tad 3+5-8=0 dalas ar 10.

Induktivais pienémums. Pienemsim, ja n =k, tad 3k° +5k* —8k dalas ar 10.
Induktiva pareja. Pieradisim, ja n =k +1, tad 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas ar 10.
Ekvivalenti parveidojam izteiksmi 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) :
3(k® +5k* +10k> +10k? + 5k +1) +5(k* + 4k> + 6k? + 4k +1) —8(k +1) =
=3k® +20k™* +50k® + 60k +27k =3k® +5k* —8k +15k* + 50k + 60k + 35k =
=3k® +5k* —8k +5k - (3k® +10k? +12k +7) .
Saskaitamais 3k +5k* —8k dalas ar 10 p&c induktiva pienémuma.
Saskaitamais 5K - (3k® +10k? +12k +7) dalas ar 5, jo satur reizinataju 5, un dalas ar 2, jo
e jakir para skaitlis, tad reizinatajs k dalas ar 2;
e jakir nepara skaitlis, tad reizinatajs 3k> +10k? +12k + 7 ir para skaitlis un tas dalas ar 2.
Ta ka izteiksme 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas gan ar 2, gan ar 5, tad ta dalas arT ar 10 un

[idz ar to esam pieradijusi, ka 3(k +1)° +5(k +1)* —8(k +1) dalas ar 10.

No matematiskas indukcijas principa izriet, ka katram naturalam n izteiksme 3n° +5n* —8n
dalas ar 10, kas ar1 bija japierada.

2. risinajums. Parveidojam doto izteiksmi:
3n° +5n* —8n=n(3n*-3n*+8n*-8)=n (3n®(n-1) +8 (n* -1)) =
=n@n*(n-1)+8(n-D(n* +n+1)=n(n-1) 3 +8(n* +n+1))
Viens no reizinatajiem n vai n—1 ir para skaitlis, tapéc dota izteiksme noteikti dalas ar 2. Vel
japierada, ka dota izteiksme dalas ar 5.
Skaitli n dalot ar 5, iesp&jamas piecas dazadas atlikumu vértibas: 0, 1, 2, 3, 4. Apskatam visus
gadijumus:

e n =05k, tad reizinatajs n dalas ar 5;

e n=>5k+1, tad reizinatajs n—1 dalas ar 5;

e nN=5k+2 jeb n=2(mod5), tad

3n®+8-(N*+n+1)=3-8+8-(4+2+1)=4+1=0(mod5);
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e n=5k+3jeb n=3(mod5), tad
3n®+8-(N?+n+1)=3-27+8-(9+3+1) =1+4 =0 (mod5);
e n=5k+4 jeb n=4(mod5), tad
3n®+8-(N?+n+1)=3-64+8-(16+4+1)=2+3=0(mod5).
Esam ieguvusi, ka visos gadijumos dota izteiksme dalas gan ar 2, gan ar 5, tatad ta dalas ar 10.

V2.10.3. Pozitiviem skaitliem a, b, ¢, d, e, f ir speka sakaribas a” +b? =c® un d*+e®> =12,
Pieradit, ka (a+d)*+(b+e)® <(c+ f)>.
1. risinajums. Ta ka visi dotie skaitli ir pozitivi, varam tos uztvert ka nogrieznu garumus.

Apskatam taisnlenka trijstiiri KLM ar kateSu garumiem KL=a+d un KM =e+Db (skat. 149.
att.). Novelkam nogrieznus NO || KM un OP | KL ta, ka KN =OP =a un KP =NO =e. No

dotajam sakaribam un Pitagora teorémas trijstiros OPM un LNO, iegiistam, ka OM =c un
LO="f.

L .

d !/

NH 0
\ .

a

K ¢ Pb M

149, att.
Aprékinam trijstaira KLM hipoteniizas garumu: LM = \/ (a+d)>+(b+e)’. No trijstira

nevienadibas trijstari LMO izriet, ka \/ (a+d)*+(b+e)® <c+ f. Ta ka abas nevienadibas
puses ir pozitivas, tad, kapinot kvadrata, iegust (a+a’)2 + (b+e)2 <(c+f )2 , kas ari bija
japierada.

—

2. risinajums. Apliikojam vektorus X = (a@; b) un y =(d;e), tad
|X|:1[a2+b2 :\/C_2=C un |y|: /d2+62 _ Ifz _ f1
X+y=(a+d;b+e) un |7<+)7|=\/(a+d)2+(b+e)2 .

Tad izteiksmi (a+d)*+(b+e)> <(c+ f)* var parrakstit |X+V[°<(|X|+|y])?, kas ir
patiesa, jo jebkuriem diviem vektoriem | X+ y [<| X |+ Y |.

V2.10.4. Pieradit, ka regularam desmitstirim A A,...A, ir speka sakariba A A, + R=AA,, kur
R ir tam apvilktas rinka Iinijas radiuss!
1. risinajums. Regularam desmitstarim A A,...A,, apvilktas rinka linijas centru apzim&sim ar
O (skat. 150. att.). Regulara desmitstiira katra mala savelk 360°:10=36° lielu loku. Tad
1

ZAAA, =%u AAA =72° un ZAAA, = EU A,A;A, =36° ka ievilktie lenki un
ZA0A, =UAAA, =72° ka centra lepnkis. No AAAB  ieglstam, ka
ZABA, =180°—-36°-72°=72°.

levérojam, ka ZOBA, = ZABA, =72° ka krustlepki. Tatad AAA,B un AOA,B ir
vienadsanu, jo lenki pie pamata ir vienadi, lidz ar to A/A, =AB un BA, =0A, =R. Tad
AA, +R=AB+BA, = AA,, kas ar1 bija japierada.
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Al[] .

150. att.

2. risinajums. Regularam desmitstirim A A,...A, apvilktas rinka linijas centru apzimé&sim ar
O (skat. 151. att.). Regulara desmitstiira visas malas savelk vienada lieluma lokus. Diagonales
AA,, A;A, un A A ir sava starpa paral€las, jo starp paralélam hordam ir vienadi loki. L1dzigi
paral@las ir arT diagonales A,A;, A/A, un AjA,, pie kam A;A, = AA,, jo vienadus lokus
savelk vienadas hordas.

Nogriezni A;Aq un A; A, ir diametri. Nogrieznu A A, un A; A, krustpunktu apzimejam ar X.
Cetrstiiri Aj/A,A; X un A, XA,O ir paralelogrami, jo to pretéjas malas ir pa pariem paralélas.
Tatad A/A, = XA; un OA, = XA, =R. Tatad A/A, +OA, = A;A, jeb AA, +R=AA,, kas
ar1 bija japierada.

As
151. att.

V/2.10.5. a) Pieradit, ka, izmantojot visas piecas dotas figliras (skat. 152. att.), katru tiesi vienu
reizi, nav iespgjams salikt taisnsturi!
b) Vai, izmantojot Cetras no dotajam figtiram, katru tiesi vienu reizi, var salikt taisnstiiri?
Visas figiiras sastav no vienadiem kvadratiem. Figiiras drikst pagriezt vai apmest otradi.
TaisnstiirT nedrikst biit caurumi, un figtras nedrikst parklaties.
LTI [ (1|
L] | |

152. att.
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Atrisinajums

a) Visas piecas dotas figiiras kopa satur 20 ritinas, tatad taisnstlira laukumam ari jabiit 20
ratinam. Vienigie iesp&jamie taisnstiira izméri ir 1x 20 (neder, jo ir figtiras, kuru augstums ir
divas ratinas), 2x10, 4x5. Izkrasojot taisnsttirus ka $aha galdinu, katra no tiem melno un balto
rutinu skaits ir vienads. Ja visas dotas figiiras izkrasotu ka Saha galdinu, tad tas visas, iznemot
treSo, satur€tu tiesi divas katras krasas rutinas. Tresa figlira satur€tu tris vienas krasas un vienu
otras krasas ratinu (skat. 153. att.). Tatad, saskaitot balto un melno ratinu skaitu pa visam
piecam figliram, ieglitu, ka vienas krasas rutinu ir par divam vairak ka otras krasas riitinu. Lidz
ar to, izmantojot visas piecas dotas figiiras, taisnstiiri izveidot nav iespg&jams.

‘a Jus

153. att.
b) Cetras no dotajam figiiram kopa satur 16 riitinas, tatad taisnstiira laukumam ari jabit 16
ratinam. Vienigie iesp&jamie taisnstlira izméri ir 1x16 (neder, jo ir figtras, kuru augstums ir
divas ritinas), 2x8, 4x4. Spriezot lidzigi ka a) gadijuma, secinam, ka nevar izmantot 153.
att. redzamo figiiru. Apskatisim atlikusas Cetras figiiras. [zkrasosim taisnsttrus joslas (skat. 154.
att.).

154. att.
Ieveérojam, ka katra taisnstiirmt melno un balto riitinu skaits ir vienads. Ja art figiiras izkrasotu
joslas, tad tas visas, iznemot otro, saturétu tiesi divas katras krasas riitinas. Otra figlira saturétu
tris vienas krasas un vienu otras krasas rutinu (skat. 155. att.). Tatad, saskaitot balto un melno
ritinu skaitu pa visam cetram figiram, iegiitu, ka vienas krasas riitinu ir par divam vairak ka
otras krasas riitinu. Lidz ar to, izmantojot Cetras no dotajam figtiram, taisnstiiri izveidot nav
iesp&jams.

[ ] [ |

155. att.

11. klase

V2.11.1. Kvadratvienadojuma (1++5)x? —4/7 -(1++/5)2x+4/7 =0 saknes ir skaitli a un b.

Pieradit, ka izteiksmes a’b+ab”* +3a°b? +3a%b® +16a*b® +16a%b* vertiba ir vesels skaitlis!
Atrisinajums
No Vjeta teorémas izriet, ka

a+b:i/7-(1+\/§)
W

ab=
1+\/§

Parveidojam doto izteiksmi:
a'b+ab* +3a°b® +3a°b® +16a’b® +16a°b* = ab(a® + b® +3a’b + 3ab’® +16a’b® +16a°b®) =
Y7 Y72 47-a++5) )

:ab((a+b)3+16a2b2(a+b)):m- Y7% .@++/5)% +16- T
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2, 167 _ o 16 .
=7-(1++/5) +(1+\/§)2 7 ((6+2\/§)+6+2\/§]
6+2\/§_

36+24J5+20+16 __ ., "

6+25 6+2J5
Ta ka skaitlis 84 ir vesels skaitlis, tad prasitais ir pieradits.

=7

V2.11.2. Vai uz rutinu lapas var uzzimét 1612-stiiri, kura laukums ir 2015 riitinas un kura malas
iet pa riitinu [inijam?
Atrisinajums
Ja, $adu daudzstiri var uzzimét (skat., pieméram, 156. att.).

ol L _]
S i B

156. att. 157. att.
Figtiras salikSanai izmantoti 403 taisnstiiri ar izmériem 1x5 rutinas. Tatad iegita daudzstura
laukums ir 5-403= 2015 ratinas. Ta ka katrs taisnstiiris satur tie$i Cetras ieglita daudzstiira
malas, tad uzziméts ir 4-403=1612-stiris.
Piezime. Daudzsturi var uzzimet ar1, pieméram, ka paradits 157. att.

V2.11.3. Piratam DZonam Silveram kajiteé ir 38 papagaili un 39 papagailu kratini. Katram
papagailim ir savs kratin$ un vél viens kratin$ stav tukSs. Kadu dienu vétras laika tie visi
izmuka, tika nokerti un uz atru roku salikti atpakal kratinos (katra kratina ne vairak ka viens),
bet ne obligati savos. Viena gajiena Dzons Silvers var panemt vienu papagaili un parlikt uz to
kratinu, kur§ dotaja bridi ir tukSs. Kads ir mazakais gajienu skaits, ar kuru vinam noteikti
pietiek, lai panaktu, ka visi papagaili atrodas savos sakotn&jos kratinos?

Atrisinajums

Apzimésim papagailus ar numuriem no 1 1idz 38 un kratinus ar numuriem no 1 Ilidz 39 ta, ka
sakotngji papagaila numurs sakrit ar kratina numuru. VienkarSibas dé] tukSaja vieta sakuma
ieliksim iedomatu papagaili ar numuru 39. Nemsim patvaligu papagaili a,, kas neatrodas sava
kratina, pienemsim, ka tas atrodas kratina a,. Tad a, arT neatrodas sava vieta un atrodas kada
vieta as, uUtt., lidz papagailis a, atrodas vieta g, (2<n <39). Tada veida visi papagaili sadalas
ciklos. Ja cikla ir n papagaili, tad §1 cikla sakartoSanai nepiecieSams tiesi

a) n—1 gajiens, ja taja ietilpst tuksais kratins. Tad tur ir n—1 papagailis un ar katru gajienu
ne vairak ka vienu var ielikt sava kratina, tatad mazak gajienu nevar but. Ar n—1 gajienu
pietiek, jo vienmér bus kads papagailis, kuru ielikt sava vieta;

b) n+1 gajiens, ja taja neietilpst tuksais kratins. Ar pirmo gajienu nevienu papagaili nevar
ielikt sava vieta un ar katru nakamo gajienu ne vairak ka vienu papagaili var ielikt sava
vieta, tapec mazak bit nevar. Pirmaja gajiena jebkuru papagaili parcel uz tukSo kratinu,
atlikuSos n—1 sakarto ka a) gadijuma ar n—1 gajienu un pedgja gajiena iecel sava vieta
to, kuru parc€la pirmo.

Tatad kopgjais nepiecieSamais gajienu skaits ir

e papagailu skaits + ciklu skaits, ja neviena cikla neietilpst tuksSais kratins;

e papagailu skaits + ciklu skaits — 1, ja kada cikla ietilpst tuksais kratins.

Redzams, ka maksimalais gajienu skaits biis nepiecieSams tad, kad ciklu skaits ir maksimalais
un neviena cikla neietilpst tukSais kratinS. Minimalais papagailu skaits cikla ir 2, tapéc
maksimalais ciklu skaits ir 38:2=19, tatad maksimalais gajienu skaits, kads var but
nepiecieSams, ir 38+19 =57 gajieni. Redzam: ja papagailus samaina vietam pa pariem, tad
tiesi tik daudz gajieni arT ir vajadzigi.
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V2.11.4. Naturali skaitli @, b un c ir savstarpgji pirmskaitli un visi ir lielaki neka 50. Zinams, ka
a+b dalas ar cun b+c dalas ar a. Atrast mazako iesp&amo b vértibu!
Atrisinajums
Mazaka iesp&jama b veértiba ir 2549. Pieradisim, ka mazaku b vértibu nav iesp&jams atrast.

Skaitlis a+b+c dalas gan ar a gan ar c, tatad a+b+cdalas ar ac (jo tie ir savstarpgji
pirmskaitli).

Tatad a+b+c>acjeb b>ac-a-c=ac-a-c+1-1=(a-1)(c-1)-1. Lidz ar to mazaka
b vértiba ir gadijuma, ja a =51 un ¢ =52 (vai otradi), t. i., b =50-51—1=2549. Skaitli 51,
2549, 52 apmierina dotos nosactijumus.

V2.11.5. Pieradit, ka regularam cetrpadsmitsturim AA,..A, ir speka sakariba
AA, +AA =AA, +R, KkurR ir tam apvilktas rinka Iinijas radiuss!
1. risinajums. Regularam Ccetrpadsmitstirim AA,..A, apvilktas rinka Imijas centru

apzimésim ar O (skat. 158. att.). Regulara Cetrpadsmitstiira katras malas savilkto loku
apzimé&jam ar  =360°:14.

Tad ZAAA, = ZA A A, = ZAAA = un ZAA A = ZAA A, =3a kaievilktie lenki un
ZAOA, =3 ka centra lenkis.

Ievérojam, ka 180°=7«. No AA A,B iegistam, ka ZABA, =7a —a —3a =3a, 1idzigi no
AA,A,C  iegist ZA,CA,=3a un no AAOD iegiust ZADO=3¢. levérojam, ka
ZA DO = ZA,DC =3a un ZA,CA, = ZDCA; =3a ka krustlenki. Tatad AA/A,B, AAA,C,
AOAD un AA/CD ir vienadsanu, jo lenki pie pamata ir vienadi. Lidz ar to
AB=AA =AA, =AC un AO=AD=R,un AD=AC.

Tad AA +AA =AB+AD+DA, =AC+R+CA, =AA +R=AA,+R, kas ari bija

japierada.

A An
158. att.
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2. risinajums. Regularam cetrpadsmitsturim A A,..A, apvilktas rinka Iinijas centru
apzimé&sim ar O (skat. 159. att.). Regulara Cetrpadsmitstira visas malas savelk vienada lieluma
lokus. Diagonales A/A,, A;A,, AjA;; un AjA, ir sava starpa paral€las, jo starp paralelam
hordam ir vienadi loki. Lidzigi paral€las ir arT diagonales A,A;, AA,, A;A, un AgA;;, pie
kam A;A, = A /A, un A A3 = AsA,, jo vienadus lokus savelk vienadas hordas.

Ay Ag

A Ay

159. att.
Nogriezni A;A, un AgA; ir diametri. Nogrieznu Aj/A, un AgA, krustpunktu apzimésim ar
Y. Cetrstiiris XA,YA,, ir paralelograms, jo ta pretjas malas ir pa pariem paralélas. Tatad
AA; = XAgun XA, = AsA, = AR, = AA - AA;.
Nogrieznu A, A3 un AgA,, krustpunktu apzimésim ar X. Cetrstiiris A A, A; X ir paralelograms,
jo ta pretg§jas malas ir pa pariem paralelas. Tatad A)Y =A,X un
YAi3 = AgAis = KAy = AA — AA + AA,.
Cetrstiiris A;YA;O ari ir paralelograms un OA; = YA ; = R. Tatad AA; — A A, + AA =R
jeb AJA, + A /A, = A /A, + R, kas ar bija japierada.

12. klase
V2.12.1. Zinams, ka S°3% =1 Aprekinat S7°X vertbu!
cosx 2015 sinx
1. risinajums. Aplikojam starpibu
sin3x cos3x _ sin3xcosx—cos3xsinx _ sin(3X—X) _ sin2x _ 2sinX-COSX _ 5
sinx  CcosX sinx-cosx SinX-CcoSXx  SiNX-COSX  SiNX-COSX '
Tatad SI-I‘]3X o 1 _ 4031.
sinx 2015 2015

2. risinajums. Izmantojot trigonometrijas formulas, parveidojam doto sakaribu:
COS3X _ COS(2X+X) _ COS2XCOSX —SiN2XSiNX _ COS2XCOSX —2Sin® XCOSX

COSX COSX COSX COSX
=c0s2Xx —2sin’ x=1—2sin?* x—2sin* x =1—-4sin’ x = i.
2015
) . 2014 .
Izsakot iegiistam 4sin® x = 2014 . Aprékinam sin3x vertibu:
2015 sinx
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Sin3x _ sin(2x+X) _ SiN2XCOSX +C0S2XsinX _ 2siNXC0S’ X + COS2XSinX

sinx sinx sinx sinx
= 200s” X+€082X = 2(1—sin® X) + (1- 2sin* X) = 3—4sin® x :3—%:@.
2015 2015

V2.12.2. Paralelograma ABCD iek$pusé atziméts punkts P ta, ka ~/PAB = /PCB. Pieradit, ka
/PBC = /PDC !

1. risinajums. Apzim&jam /PAB = /PCB = « . No virsotnes D novelkam nogriezni DQ, kas
paraléls AP, bet no C — nogriezni CQ, kas paraléls BP (skat. 160. att.). Trijstari ABP un DCQ
ir vienadi péc pazimes /m¢ un to attiecigie elementi ir vienadi, t.i., PB=QC un
/PAB = Z/QDC =« . Tad PBCQ ir paralelograms, jo PB=QC un PB| QC. Lidz ar to
ZCPQ = ZPCB = o ka ieksgjie Skérslenki pie paralelam taisném PQ un BC. Ap Cetrstiiri
DPCQ var apvilkt rinka Iiniju, jo vienadi lenki ZCPQun ZCDQ balstas uz CQ. Tatad
ZPDC = ZPQC, jo abi ir ievilkti lenki, kas balstas uz hordas PC. Paralelograma PBCQ
pretgjie lenki ir vienadi, tapec £PBC = ZPQC . Tatad «PBC = ZPDC.

A B

e
Q
160. att.
2. risinajums. (balstas uz Viktora Ildeikina, Rigas Valsts 1. gimnazija, risinajumu) Ta ka péc
dota /PAB=_,/PCBun /BAD=_/BCD ka paralelograma pretgjie lenki, tad
/PAD = /PCD. Caur punktu P novelkam MK | AB, M € AD, KeBC, un FG| AD,

F eCD, G < AB (skat. 161. att.). Tad iegiistam, ka Z/AMP = /PKC un ZBAP = Z/APM ka
iekSejie Skeérslenki pie paralelam taisnem. Tatad APCK ~ AAPM péc pazimes ¢/ un to
atbilstosas malas ir proporcionalas:

MP KC *)

AM  PK'
Ta ka paralelograma pretéjas malas ir vienadas, tad MP = FD (no paralelograma MPFD),
AM = BK (no paralelograma AMKB), KC = PF (no paralelograma KCFP). Tad vienadibu

(*) var parraksfit ka % - %. No GF || BC un KM | BC izriet, ka Z/PFD = /BKP . Lidz

ar to APFD ~ APKB péc pazimes m/m un £PDF =/PBK jeb «PDC =_/PBC ka
atbilstoSie lenki lidzigos trijsturos.

M D
161. att.
Piezime. Uzdevumu var risinat trijstari ABP paral€li parnesot par vektoru AD .
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V2.12.3. Pieradit, ka  jebkuram  naturalam  nepara  skaitlim n izteiksme
2269" +2151" +1389" —1779" dalas ar 2015.
1. risinajums. levérojam, ka 2015=5-13-31. Ta ka visi pirmreizinataji ir dazadi, tad pietiek
pieradit, ka dota izteiksme vienlaikus dalas gan ar 5, gan ar 13, gan 31.
Izmantosim teorému: ja veseli skaitli A un B, dalot ar n, dod attiecigi atlikumus a un b, tad dalot
ar n skaitlus A+B, A—B, A-B rodas tadi pasi atlikumi, kadus dod a+b, a—b, a-b dalot
ar n.
Apskatam dotas izteiksmes dalamibu ar katru pirmreizinataju.

e Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269" +2151" +1389" —1779" dalot ar 5, ir
4" +1" +4" —4" jeb 4" +1. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad 4" +1=4%"14+1=4.16% +1.
No ta, ka 16, dalot ar 5 dod atlikumu 1, iegiist, ka 4.16% +1 dalot ar 5, dod atlikumu

4.1 +1=5 jeb dalas ar 5. Tatad ari izteiksme 2269" +2151" +1389" —1779" dalas
ar 5.

e Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269" +2151" +1389" —1779" dalot ar 13, ir
7" +6" +11" —11" jeb 7" +6" =77 1 6% =7.49% +6.36%. No ta, ka 49 un 36,
dalot ar 13, abi dod atlikumu 10, iegiist, ka 7-49% +6-36%, dalot ar 13, dod atlikumu
7-10 +6-10* =13-10  jeb  dalas ar  13.  Tatad ari  izteiksme
2269" +2151" +1389" —1779" dalas ar 13.

o Atlikums, kads rodas, izteiksmi 2269" +2151" +1389" —1779" dalot ar 31, ir
6" +12" +25" —12" jeb 6" + 25" =621 4+ 2521 = 6.36% +25.625. No ta, ka 36 un
625, dalot ar 31, abi dod atlikumu 5, iegiist, ka 6-36% +25-625%, dalot ar 31, dod
atlikumu  6-5+25-5 =31.5 jeb dalas ar 31. Tatad ari izteiksme

2269" +2151" +1389" —1779" dalas ar 31.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dota izteiksme vienlaikus dalas ar 5, 13 un 31, tatad ta dalas ar
2015.
2. risinajums. levérojam, ka 2015=5-13-31. Ta ka visi pirmreizinataji ir dazadi,
nepiecieSams pieradit, ka dota izteiksme vienlaikus dalas gan ar 5, gan ar 13, gan 31.
Apskatam dotas izteiksmes dalamibu ar katru pirmreizinataju:

o 2269" +2151" +1389" —-1779" =4" +1" +4" —-4" =4" +1" =
=(-1)** +1=0(mod5);
o 2269" +2151" +1389" -1779" =7" +6" +11" -11"=7" +6" =
= (-6)**" + 6% =0 (mod13);
o 2269" +2151" +1389" -1779" =6" +12" +25" —12" =6" + 25" =
=62 4 (=6)%** =0 (mod 31).
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dota izteiksme vienlaikus dalas ar 5, 13 un 31, tatad ta dalas
ar 2015.

V2.12.4. Katrs no skaitlu ass punktiem ar veselu koordinatu ir nokrasots vai nu balta, vai melna
krasa. Nekadi divi balti punkti neatrodas viens no otra attaluma 1 un nekadi divi melni punkti
neatrodas viens no otra attaluma d. Noteikt, kadam naturalam d vertibam §ads krasojums ir
iesp&jams!

Atrisinajums
Sads krasojums iesp&jams tikai tad, ja d ir nepara skaitlis. Tad der krasojums, kur punkti
nokrasoti pamisus balta un melna krasa (skat. 162. att.).

—O0—e o0 —o O —eo

162. att.
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Skaidrs, ka divi baltie punkti nevar atrasties blakus. Ja divi melnie punkti atrodas blakus
(piem@ram, pozicijas 1 un 2), tad d vienibas talak (pozicijas d +1 un d +2) atrodas divi baltie
punkti, kas nav iesp&ams pec uzdevuma nosacijumiem. Tatad punktiem jabut izkrasotiem
pamiSus. Redzams, ka pamiSus izvietojot punktus, uzdevuma nosacijumi tick apmierinati, ja d
ir nepara skaitlis, bet, ja d ir para skaitlis, tad ne.

V2.12.5. Votivapu valoda visi vardi sastav tikai no diviem burtiem a un b. Jebkuru vardu var iegtt
no varda “a”, atkartoti lietojot sadus tris likumus:
4) pierakstot vardam gala burtu b;
5) pierakstot vardam gala sevi pasu;
6) aizstajot varda trs p&c kartas esoSus burtus a ar vienu burtu b.
Vai votivapu valoda ir vardi a) abbababab; b) baabaabaa?

Atrisinajums
a) Vardu “abbababab” var iegt $adi:
2) 2) 2) 2) 3) 3)

a—aa—aaaa—aaaaaaaa—aaaaaaaaamaaaaa— abaaaaaaamaaa—

3) 3) 3) 1
—abbaaaaaaaa— abbabaaaaa— abbababa— abbababak

b) Vardu “baabaabaa” nevar iegiit. Burtu a aizstajam ar ciparu 1, bet burtu b —ar ciparu 3. Tad
visi vardi votivapu valoda tiek aizstati ar naturaliem skaitliem, kuru pieraksta izmantoti tikai
cipari 1 un 3.

Ievérojam, ka sakotngjais vards “a” jeb skaitlis 1 nedalas ar 3.

Pieradisim, ja kads skaitlis nedalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar uzdevuma dotajam
darbibam, arT nedalas ar 3:

1) ja skaitlis nedalas ar 3, tad, pierakstot tam gala 3, ari iegitais skaitlis nedalas ar 3, jo
ciparu summas atlikums, dalot ar 3, nemainas;

2) ja skaitla ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu 1, tad iegtta skaitla ciparu summa, dalot
ar 3, dod atlikumu 2; ja skaitla ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tad iegiita skaitla
ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu 1; abos gadijumos iegiitais skaitlis nedalas ar 3;

3) skaitla ciparu summa nemainas, aizstajot 111 ar 3, tatad iegutais skaitlis nedalas ar 3.

Aizstajot varda “baabaabaa” burtus ar cipariem, iegust skaitli 311311311, kas dalas ar 3, jo ta
ciparu summa ir 15. Tatad, vairakkart izmantojot dotos likumus, So vardu nav iesp&jams iegiit.
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VALSTS OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2014./2015. macibu gada Valsts matematikas olimpiades
rezultatiem (cik procenti no skoléniem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra uzdevuma; aile
“vidgji” noradits vidgjais iegiito punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (73 dalibnieki) 10. klase (64 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5.uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
- 3% 0% 0% 1% 10% - 16% 5% 9% 8% 3%
0 23% 12% 18% 7% 33% 0 19% 9% 16% 17% 6%
1 23% 7% 16% 15% 11% 1 20% 11% 5% 9% 8%
2 25% 1% 7% 11% 23% 2 6% 3% 9% 5% 20%
3 5% 0% 15% 21% 19% 3 9% 14% 25% 0% 8%
4 4% 0% 21% 8% 1% 4 0% 3% 2% 5% 13%
5 8% 15% 1% 14% 0% 5 0% 3% 3% 2% 6%
6 5% 26% 4% 10% 0% 6 3% 2% 3% 2% 16%
7 3% 1% 8% 1% 0% 7 3% 3% 5% 0% 2%
8 0% 0% 1% 1% 0% 8 0% 6% 0% 2% 2%
9 0% 1% 1% 0% 0% 9 0% 6% 3% 0% 6%
10 0% 36% 7% 11% 3% 10 23% 34% 20% 52% 11%
videji | 2,04 6,19 3,38 | 3,93 | 1,64 vidéji | 3,98 5,97 4,45 6,32 | 4,50
11. klase (57 dalibnieki) 12. klase (82 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
== 12% 9% 4% 28% 30% == 10% 10% 6% 6% 1%
0 32% 28% 11% 54% 25% 0 52% 84% 49% 11% 13%
1 12% 5% 33% 5% 30% 1 5% 5% 6% 9% 2%
2 2% 2% 4% 0% 4% 2 1% 0% 11% 6% 1%
3 7% 2% 5% 0% 5% 3 1% 0% 15% 6% 1%
4 2% 0% 0% 2% 0% 4 1% 0% 1% 11% 0%
5 0% 0% 5% 2% 4% 5 1% 0% 0% 22% 9%
6 4% 2% 9% 4% 0% 6 1% 0% 0% 4% 11%
7 4% 0% 2% 0% 0% 7 1% 0% 1% 0% 9%
8 2% 2% 5% 4% 2% 8 0% 0% 0% 2% 17%
9 0% 9% 7% 0% 0% 9 2% 0% 0% 4% 2%
10 25% 42% 16% 2% 2% 10 23% 1% 11% 20% 33%
vidéeji | 3,98 5,90 | 4,25 1,22 | 1,45 vidgji | 3,23 0,19 2,08 | 492 | 6,73
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P2. PAPILDUS SACENSIBAS

P2.1. Pieradit, ka dazadiem realiem skaitliem @, b un ¢ sakariba a+b+c =0 ir speka tad un tikai
tad, ja a® +b® +¢® = 3abc.
Atrisinajums
Otro sakaribu parrakstam forma a® +b® +c¢® —3abc = 0. levérojam, ka
a®+b®+c®-3abc=(a+b+c)@*—ab+b%—ac+c? —hc) =
(a-h)? +(a-c)? +(b—-c)?
5 .
Lai pieraditu prasito, japierada nepiecieSamais un pietickamais nosacijums.
= Jaa+b+c=0,tad a®+b*+c®-3abc=0 jeb a’® +b® +c® = 3abc.
< Jaa’+b®+c®—3abc=0, tad taka a, b un c visi ir atskirigi, otrais reizinatajs vienmer ir
pozitivs, Iidz ar to jabiit a+b+c=0.

=(a+b+c)

P2.2. Uz trijstira ABC malam AC un BC uz aru ir konstruéti kvadrati ACA A, un BCB;B,.
Pieradit, ka taisnes A B, A,B, un AB, krustojas viena punkta!
Atrisinajums
Ta ka AC=AC, ZACB, = ZACB + ZBCB, = ZACB + ZACA, = Z/ACB, BC =B,C, tad
AACB, = AACB péc pazimes m/m (skat. 163. att.). Ieveérojam, ka AACB,, pagriezot to par
90°, sakrit ar AACB. Tapéc AB, L BA,. Apzim&am AB, un BA Krustpunktu ar P. Ta ka
ZAAA = ZAPA, =90°, tad ap Cetrstiri PAA,A var apvilkt ripka Iiniju. Tad
ZAPA, = ZA,PA = 45° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienadam hordam. Lidzigi iegiist, ka
ZBPB, = ZB,PB, =45°. Tas nozimg, ka punkti A,, P un B, atrodas uz vienas taisnes jeb
taisnes A B, A,B, un AB, krustojas viena punkta, kas arT bija japierada.

By
"i‘
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/
. B
/ -
/ -
B/ /| .-
; ~
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A ,/’/Qg
;o g¢
/ \
\
d \
! \
/ \
! \
/ \
/ \
!/ \
! \
/ \
/ \
4 \
A \
Ao ' _ Ay
163. att.
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P2.3. Naturalus skaitlus X un y sauc par draudzigiem, ja Xy+1 ir naturala skaitla kvadrats.
Piem@ram, skaitli 2 un 40 ir draudzigi. Pieradit: ja skaitli a un b ir draudzigi, tad eksiste tads
naturals skaitlis ¢, ka vienlaikus a un ¢ ir draudzigi, un ari b un c ir draudzigi!

Atrisinajums
Péc dota ab+1=k?, kur k ir naturals skaitlis. Ja ¢ = 2k +a+b, tad
e ac+l=2ka+a’+ab+1=2ka+a’+k?*=(a+k)?;
e bc+1=2kb+b%+ab+1=2kb+b?+k? =(b+k)>.
Lidz ar to esam paradijusi, ka vértiba ¢ = 2k +a+b, kur K ir naturals skaitlis, atbilst uzdevuma
nosacijumiem.

P2.4. Atrast visas funkcijas, kas defin€tas veseliem skaitliem un pienem veselas vértibas, tadas, ka

f(@) = f(-1) un visiem veseliem x uny izpildas

f(X)+ f(y)=f(x+2xy)+ f(y-2xy).

Atrisinajums

Der visas funkcijas forma f(m-2') =k, , kur k; katram i >0 ir kads patvaligs vesels skaitlis
un m ir nepara.

levietojam x=1un y=n, tad

f@+ f(n)=f@+2n)+ f(-n). *)

levietojot x=n un y=-1,iegast f(n)+ f(-1)=f(-n)+ f(2n-1).

Salidzinot $os vienadojumus, iegiistam, ka f(2n—-1) = f(2n+1), tas nozimé, ka

ww=f(D)=1(3)=1f(-)=1fQ)=1B)=1(5)=...

Tatad funkcijas vertiba ir viena un ta pati visiem nepara skaitliem, citiem vardiem sakot,
f(2n+1) = f (1) visiem veseliem n.

Ievietojot vienadojuma (*) sakaribu f(2n+1) = f(1), iegustam, ka f(n)= f(-n) visiem
veseliem n.

Dotaja vienadiba ievietojot X=2k+1 un y=n un ievérojot, ka X+ 2Xy $aja gadijuma ir
nepara skaitlis, tatad f (x) un f(X+2Xxy) saisinas, ieglistam

f(n)=f(n-2-(2k+2)-n)= f(-(4k +1)-n) = T ((4k +1)-n).
Dotaja vienadiba ievietojot X =nun y =2K+1 un ievérojot, ka y—2Xy S$aja gadijuma ir
nepara skaitlis, tatad f(y) un f(y—2xy) saisinas, iegiistam
f(n)=f(n+2-(2k+1)-n) = f((4k +3)-n).

Tatad f(n)= f(mn) jebkuram nepara skaitlim m.

Tas nozimé, ka funkcijas vértibas tiek viennozimigi noteiktas ar tas vértibam punktos 2', jo
jebkuru naturalu skaitli n var izteikt forma n=m-2' kur m — nepara skaitlis, tatad
f(n)=f(m-2')= f(2'). Funkcijas vértibas punktos 2', var izvéléties patvaligi, t.i.,
f(2') =k, kur k; ir patvaligs vesels skaitlis visiem i > 0. Funkcijas vértiba tad tick defingta
ar izteiksmi f(m-2") =k, visiem nepara m un i >0. Paradisim, ka visas §adas funkcijas der.
Pienemsim, ka X =uU-2"' un y=v-2' kur uunv ir nepara. Tad

f() =k, f(y)=k;;
f(x+2xy)=fu-2' +uv-2"") = f (2" (u+uv-2"")) =k ;
f(y—2xy)=f(v-2) —uv-2"") = f(2) (v—uv-2'")) =k

un dota vienadiba f(X)+ f(y)= f(x+2xy)+ f(y—2xy) izpildas.
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P2.5. Parlamenta, kura ir n > 2 deputati, darbojas k >0 komisijas. Katra komisija ir vismaz divi
deputati, neviena komisija neietilpst visi n deputati. Katrs deputats var darboties viena vai
vairakas komisijas, var ar1 nebut neviena komisija. Kadai lielakajai k vertibai deputatus noteikti
iesp&jams nosédinat rinda ta, ka nevienas komisijas deputati taja neséz visi pec kartas?
Atrisinajums
Lielaka k vértibair k=n—2.

Pieradisim, ka lielaka Kk vértiba nav iesp&jama.

Apzimgjam deputatus ar numuriem no 1 1idz n, tad komisijas biis skaitlu no 1 Iidz n apakskopas.
Ja k =n-1, tad var izv€léties komisijas, pieméram, $adi: {1; 2}, {1; 3}, ..., {L n-1}, {L; n}.
Ta ka 1 noteikti atradisies rinda blakus kadam citam deputatam, tad ir komisija, kuras visi
deputati s€z pec kartas.

Pamatosim, ka veérttba k=n-2 apmierina uzdevuma nosacijumus. Pieradisim to ar
matematiskas indukcijas principu. Komisiju, kura ir tikai 2 deputati, sauksim par 2-komisiju.
Indukcijas baze. Ja n=2,tad k =0 un nevienas komisijas deputati neséz p&c kartas.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka n—1 deputatu var nosédinat rinda ta, ka nevienas no
k =n—3 komisijam visi locekli neséz péc kartas.

Induktiva pareja. Pieradisim, ka n deputatus var nosédinat rinda ta, ka nevienas no k =n-2
komisijam visi locekli neséz péc kartas.

e Pienemsim, ka ir deputats A, kur§ nav neviena komisija. Tad atlikuSo n—1 deputatu var
nosédinat rinda péc induktiva pienémuma un deputatu A nosédinat rindas beigas (vai
jebkura cita vieta).

e Pienemsim, ka ir deputats B, kurs ietilpst tikai viena komisija K. Tad, izsledzot deputatu
B un likvid€jot komisiju K, pargjo n—1 deputatu pec induktiva pien€muma var sasédinat
ta, ka nosacijums izpildas. Tad, ja kada gala nes€z neviens no komisijas K, deputatu B var
sedinat taja gala, preteja gadijuma jebkur (jo tad komisijas K locekliem jau tapat kads s€z
pa vidu).

o Atliek gadijums, kad katrs deputats ietilpst vismaz divas komisijas. Saja gadijuma
noteikti atradisies deputats, kur§ piedalas ne vairak ka viena 2-komisija — pretgja
gadijuma, ja katrs no n deputatiem piedalas vismaz divas 2-komisijas, tad kopgjais
2-komisiju skaits butu vismaz 2n: 2 = n, bet kopgjais komisiju skaits ir n—2.
Izveélamies deputatu C, kur§ piedalas ne vairak ka viena 2-komisija. Apzimésim $o
2-komisiju ar K,, bet, ja tadas nav, tad par K, nemsim jebkuru komisiju, kura $is
deputats piedalas. Izslegsim C no parlamenta un no visam komisijam, kur tas ietilpst,
komisiju K, likvideésim. Tad peéc induktiva pienémuma atlikuSo n—1 deputatu var
nosédinat rinda ta, lai atlikuSo n—3 komisiju deputati taja nesédétu peéc kartas. Tad
deputatu C (analogi ka otraja gadijuma) var nosédinat ta, lai komisija K, arT nesédétu
péc kartas.
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A2. ATKLATA MATEMATIKAS OLIMPIADE
9. klase

A2.9.1. No visiem tadiem skaitliem, kuru starpiba ir 2015, noteikt tos divus, kuru reizinajums ir
vismazakais!
Atrisinajums
Dotos skaitlus apzim&jam ar x un X+ 2015. So skaitlu reizinajums ir X- (x + 2015) . Apskatam
funkciju f(x) = x- (x+2015) = x? + 2015x. Funkcijas grafiks ir parabola ar zaru vérsumu uz

augSu. Parabolas virsotnes abscisa X, = — 2015 _ —-10075 ir punkts, kura funkcija sasniedz

vismazako vertibu. Tatad mekletie divi skaitli ir —1007,5 un 1007,5.

A2.9.2. Tornis ir salikts no vienibas kubiniem, kur katra kubina izme&rs ir 1x1x1. Apaksgja slant
ir 7x7 kubini. Otrs slanis ir novietots virs pirma slana centralas dalas, taja ir 5x5 kubini.
TreSaja slani, kur§ novietots apaks$gjas dalas centra, ir 3x 3 kubini un augsa centra ir 1 vienibas
kubins$ (skat. 164. att.). Vai So torni var salikt no blokiem ar izm&riem 1x1x3?

Atrisinajums

Katru slani izkrasosim tris krasas diagonalveida (skat. 165. att.). Katrs bloks ar izmé&riem
1x1x 3 satur visas tris krasas, tapec visi bloki kopa satur vienada skaita katras krasas kubinu.
Ta ka tornis satur 29 vienibas kubinus krasa 1, 28 — krasa 2, 27 — krasa 3, tad torni nevar salikt
no blokiem ar izm@riem 1x1x3.

2

1

165. att.

A2.9.3. Pieradit, ka x*> —5x° +4x dalas ar 120, ja X ir vesels skaitlis!
Atrisinajums
Sadalam doto izteiksmi reizinatajos:
X° —5x> +4x=x-(X* =5x% +4) = x- (X" =x* —4x* +4) =x- (X*(xX* =) - 4(x* -1)) =
=X-(X* =D -(xX*=4) =x-(x=1) - (x+D) - (x=2)- (x+2) = (x=2) - (x =D - x- (X +1) - (x + 2).
Esam ieguvusi, ka dota izteiksme ir piecu péc kartas esoSu skaitlu reizinajums. Vismaz divi no
Siem skaitliem dalas ar 2, no kuriem viens dalas arT ar 4, vismaz viens — ar 3, un vismaz viens
—ar 5. Tatad So skaitlu reizinajums dalas ar 2-3-4-5=120.
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A2.9.4. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas

punkta E. Ap trijstiri CDE apvilkta rinka linija krusto garako pamatu AD ieks$€ja punkta F.
Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G. Nosaki ZCGD lielumu, ja Z/CAD = !
1. risinajums. Ta ka trapece ABCD ir vienadsanu, tad art Z/ADE =« (skat. 166. att.). No
trijstiira AED iegtistam, ka ZAED =180° — 2« . P&c blakuslenku ipasibas ZCED = 2« . Punkti
C, E, F, D atrodas uz vienas rinka Iinijas, tapéc LCED = ZCFD =2« ka ievilktie lenki, kas
balstas uz viena loka CD. No trijstira FGD iegtstam, ka Z/FGD =180°—-3«, un 51 lenka
blakuslenkis ZCGD =3« .

166. att.
2. risinajums. Ta ka trapece ABCD ir vienadsanu, tad ari Z/ADE =« (skat. 167. att.). Punkti
C, E, F, D atrodas uz vienas rinka linijas, tapéc ENF = 2« ka ievilktajam lenkim FDE atbilstosa

loka lielums. Lenkis CAD ir rinka linijas argjais lenkis, tapec ZCAD = %(CrﬁD —EnF).
Ievietojot zinamos lielumus un izsakot CMD, iegistam CMD =2« + 2 =4« . Taka ZCGD
ir rinka Iinijas iek$&jais lenkis, tad ZCGD = %(CmD +EnF) = %(40{ +2a)=3a.

B ¢

m

167. att.

A2.9.5. Paradit, ka naturalos skaitlus no 1 Iidz 2n—1 uzrakstit rinda ta, ka visas blakus esoSo
skaitlu starpibas (no lielaka skaitla atnem mazako) ir dazadas un skaitlis 1 ir vid&jais (n-tais),
jaa) n=5;b) n=1008.

Atrisinajums

a) Der, piem&ram, virkne

7, 4, 6; 5 1, 9 2, 8 3
3 2 1 4 8 7 6 5

b) Aplukosim skaitlu virkni 1; 2015 2; 2014; 3; 2013 4; 2012 ...;1007;1009, 1008 (51 virkne
sastav no divam virkném - vienas augoSas 1;2;3;...;1008 un otras dilstosas
2015; 2014; ...; 1009). Saja virkng ir visi skaitli no 1 lidz 2015 un starpibas starp katriem
diviem blakus eso$iem skaitliem dilst no 2014 Iidz 1. ST virkne p&c savam ipasibam ir loti
lidziga nepiecieSamajai, tikai skaitlis 1 $aja virkn€ ir pirmais nevis 1008. loceklis. Virknes
1008. loceklis (jeb 504. loceklis dilstosaja virkng ir a.,, = 2015+ (-1)(504—-1) =1512) ir 1512,
virknes 1009. loceklis (jeb 505. loceklis augosaja virkng) ir 505. Starpiba starp virknes 1008.
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un 1009. locekli ir 1512—505=1007. ,,Pargriezisim” izveidoto virkni starp 1008. un 1009.
elementu, iegiistot divus virknes fragmentus, no kuriem pirmais satur 1008 loceklus, bet otrais
satur 1007 loceklus. No sakotn€jam blakus elementu starpibam ir pazaudéta tikai ,,pargriezta”
starpiba 1007. Tagad saliksim Sos fragmentus pret&ja seciba — ta, ka vispirms ir fragments, kura
ir 1007 skaitli un kurs beidzas ar skaitli 1008, un p&c tam fragments, kura ir 1008 skaitli un kurs§
sakas ar skaitli 1. ,,Salim€sim” Sos fragmentus kopa, iegiistot trikstoSo starpibu 1007.
Vajadziga virkne ir izveidota, skaitlis 1 ir jaunas virknes 1008. loceklis un starp blakus
elementu starpibam atrodami visi skaitli no 1 lidz 2014:

505; 1511; 506; 1510; 1010; 1007; 1009; 1008; 1; 2015; 2; 2014; 3: 504; 1512
1006 1005 1004 1003 4 3 2 1 1007 2014 2013 2012 2011 2010 1009 1008
10. klase

A2.10.1. Noteikt funkcijas a) y = x> +2x+2,b) y = 2; vértibu kopu!
X“+2X+2

Atrisinajums
a) Dotas funkcijas grafiks ir parabola, kuras zari ir vérsti uz augsu, tapéc funkcijai ir vismazaka,

e . : -2 . _ .
bet nav vislielakas vertibas. Parabolas virsotnes abscisa X, = - = —1 ir punkts, kura funkcija

sasniedz vismazako veértibu y, =1-2+2 =1. Tatad funkcijas vertibu kopa ir [1; + ).

b) Parrakstam doto funkciju forma y = ;2 Skaititaja izteiksme nav vienada ar 0 un
(x+D° +1
saucgjs ir pozitivs, tapéc y >0. Ta ka (x+1)*+1>1, tad y= ;2 < ! =1. Tatad
x+)°+1 1

funkcijas vertibu kopa ir (0;1].

A2.10.2. Kadam naturalam n vertibam kvadratu Nx N ritinas var sagriezt taisnstiiros ar izm&riem
1x 4 ratinas? Griezuma linijam jaiet pa ritinu malam.
Atrisinajums
Ja n — nepara skaitlis, tad kvadrats Nx N satur nepara skaita rutinas, kas nedalas ar 4 — ratinu
skaitu taisnstiir1. Tatad n jabiit para skaitlim. Apliikosim divus iesp&jamos gadijumus.

o Ja n=4k (k — naturals skaitlis), tad kvadratu ir iesp&jams sagriezt prasitaja veida,
piem&ram, vispirms kvadratu sagriez pa rindam (taisnstiiros 1x 4k ) un tad katru rindu k
taisnstiiros, kuru izméri ir 1x4 .

o Jan=4k+2 (k- naturals skaitlis), tad izkrasosim kvadratu Cetras krasas diagonalveida
(skat. 168. att.). Lai ka ari grieztu, taisnstiris 1x4 vienmér saturés visu Cetru krasu
ratinas. Tatad kvadrata visu krasu ritinam ir jabut vienada skaita. Noskaidrosim, cik
katras krasas riitinu ir kvadrata. Ta ka kvadratu 4K x 4K var sagriezt taisnstiiros 1x 4 , tad
taja visu krasu riitinas ir vienada skaita. Pédgjas divas kolonnas un rindas dalam
taisnstiiros 4 x 2 , ar tajos visu krasu riitinas ir vienada skaita, jo katru no tiem var sadalit
divos taisnstiiros 1x 4. V&l paliek kvadrats 2x2 , kura vienas krasas riitinas nav vispar
un ir divas ritinas, kas nokrasotas viena krasa. legiita pretruna ar to, ka kvadrata visu
krasu riitinas ir vienada skaita. Lidz ar to kvadratu, kura malas garums ir N =4K +2 , nav
iesp&jams sagriezt taisnstliros ar izmériem 1x 4 riitinas.
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168. att. 169. att.

Esam ieguvusi, ka vienigais gadijums, kad kvadratu NxnN riitinas var sagriezt taisnstiiros ar
izmériem 1x 4 ja n =4k, kur k — naturals skaitlis.

Piezime. Gadijuma, kad N=4K+2 (k — naturals skaitlis), kvadratu var izkrasot &etras krasas
ta, ka paradits 169. att. Tad, lai ka arT grieztu, taisnsttiris 1x 4 vienmer saturés tiesi divas vienas
krasas un tieSi divas citas krasas riitinas. Tatad kvadrata katras krasas riitinam ir jabut para
skaita, kas ir pretruna tam, ka katras krasas ratipu skaits kvadrata ir
(4k +2)?

Y. (2k +1)* = 4k® + 4k +1, kas ir nepara skaitlis.

A2.10.3. Atrast visus naturalos skaitlus, kas ir vienadi ar savu ciparu reizinajumu! (Par viencipara
skaitla ciparu reizinajumu sauc ta vienigo ciparu.)
Atrisinajums
Ieveérojam, ka visi viencipara skaitli atbilst uzdevuma nosacijumiem. Pieradisim, ka citu §adu
skaitlu nav. Pienemsim, ka N =¢,C,..c, , kur K>2 un ¢, -c,-...-.c, =n.Taka c,,C,,...,C, ir

S k-1 k-1 . v

Cipari,tad ¢, -C, -...-C, <, -9 . Nootras puses C,C,...C, =¢,0..0=c, -10"". Esam ieguvusi,
k-1

ka n<c,-9" un n>c,-10“", kas vienlaicigi nevar izpildities. Tatad vienigie skaitli, kas

apmierina uzdevuma prasibas, ir visi viencipara skaitli.

A2.10.4. Uz vienadsanu trijstira ABC pamata AC atlikts iek$&js punkts D, bet uz AC pagarinajuma
— punkts E (punkts C atrodas starp D un E) ta, ka AD =CE . Pieradit, ka BD+BE >2BC !
Atrisinajums
Pagarinam malu BC un uz tas atliekam punktu F ta, ka BC = CF (skat. 170. att.). Trijstari DAB
un ECF ir vienadi péc pazimes m/m, jo AB=BC =CF, «BAC =/BCA=_~/ECF un

AD =CE. Tapéc BD = EF ka atbilstosas malas. No trijstiira nevienadibas ABEF izriet, ka
BE + EF > BF =BC +CF =2BC jeb BD +BE > 2BC .
B

170. att.
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A2.10.5. Jura dzimSanas dienas torte ir biezpiena kubs, kura Cetras sanu skaldnes un augsgja
skaldne ir noklata ar Sokolades glaztiru (visur vienadi biezu). Ka $o torti sadalit a) ¢etras dalas,
b) trTs dalas ta, lai katras dalas forma ir taisna prizma un gan biezpiena, gan glaziiras daudzums
visas dalas ir vienads?
Atrisinajums
Tortes augs€jo skaldni sadalam n vienlielas figiiras ta, lai augs€jas skaldnes perimetrs biitu
sadalits n vienadas dalas. Skat., pieméram, 171. att., kur n=4,un 172. att., kur n=3.

171. att. 172. att. 173. att.
Lai iegutas dalas biitu taisnas prizmas, veicam vertikalus griezienus perpendikulari tortes
pamatam. Ta ka visu dalu pamata laukumi ir vienadi un vienads ir ar1 visu dalu augstums, tad
visu dalu tilpumi ir vienadi jeb biezpiena daudzums visas dalas ir vienads. Ar1 ar Sokoladi
noklatas virsmas laukums (glaziiras daudzums) visam dalam ir vienads, jo katrai dalai ar

P S
Sokoladi noklatas virsmas laukums ir ’e H +H’ kur P — kuba (tortes) augsgjas skaldnes

perimetrs, S — augsgjas skaldnes laukums, H — kuba augstums.

Piezime. a) Sadalit tortes augs€jo skaldni Cetras vienlielas figliras ta, lai augsgjas skaldnes
perimetrs biitu sadalits Cetras vienadas dalas, var veicot jebkadus divus perpendikularus
griezienus, kas iet caur augsgjas skaldnes centru (skat., pieméram, 173. att.).

11. klase

A2.11.1. Aplukojam visus devinciparu skaitlus, kas nesatur 0 un kam visi cipari ir dazadi. Pieradit,
ka starp tiem para skaitlu ir tieSi divas reizes mazak neka tadu, kas dalas ar 3, bet nedalas ar 5.
Atrisinajums
Visi devinciparu skaitli, kas nesatur nulli un kuriem nav vienadu ciparu, dalas ar 3, jo to ciparu
summa ir 1+2+3+...+9=45, kas dalas ar 3.

Atliek noskaidrot, cik starp tiem ir para skaitlu un cik tadu, kas nedalas ar 5.

Para skaitli ir tie, kas beidzas ar 2, 4, 6, 8, tatad devinciparu skaitla pe€dgjo ciparu var izvéleties
4 veidos un visus atlikuSos 8 ciparus izvéleties 8! veidos, 11dz ar to kop€jais para skaitlu skaits
ir 4-8!.

Lai skaitlis nedalitos ar 5, ta pedgjais cipars nedrikst bt 5, tatad to var izvéleties 8 veidos (tas
var bt jebkurs no cipariem {1, 2, 3,4, 6, 7, 8, 9}), par€jos 8 ciparus var salikt 8! veidos, tatad
kopégjais $adu skaitlu skaits ir 8-8!. Redzams, ka tas ir tiesi divas reizes lielaks neka para skaitlu
skaits.

A2.11.2. Taisnstiri var parklat ar mazakiem taisnstiiriem, kuru izméri ir 1x4 un 2x2 . Vienu

mazo taisnstdri, kura izméri ir 2x2, aizvietoja ar taisnstiri 1x4. Vai, izmantojot $os
taisnsturus, vél joprojam var parklat doto taisnsttiri?
1. risinajums. Izkrasosim taisnstiiri Cetras krasas diagonalveida (skat. 174. att.) Kvadrats 2 x 2
vienmeér parklaj tieSi divas ritinas, kuram ir vienada krasa. Tatad figtirai, kas to aizvieto, ari
japarklaj para skaita ratinas, kuram ir vienada krasa, bet katrs taisnstiiris 1x 4 parklaj pa vienai
ritinai no katras krasas, tapec tas nav iespgjams.
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174. att. 175. att.

2. risinajums. Izkrasosim taisnstiri Cetras krasas ta, ka paradits 175. att. Kvadrats 2x2
vienmér parklaj tiesi vienu (nepara skaitlis) baltu riitinu. Tatad figiirai, kas to aizvieto, ar1
japarklaj nepara skaita baltas riitinas, bet katrs taisnsttris 1x 4 parklaj vai nu tiesi divas baltas
ritinas, vai nevienu baltu rutinu, tas ir, para skaita baltas riitinas, tapec tas nav iesp&jams.

A2.11.3. Naturalam skaitlim n ar M (n) apzimé&sim mazako naturalo skaitli, kas beidzas ar n un

kura ciparu summa ir n. Pieméram, M (13) =913. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu n, ka

M (n) dalas ar n.

Atrisinajums

Ja n=10% kur k — naturals skaitlis, tad M (n) = M (10%) = 9..910..0. levérojam, ka skaitlis
(10 -9 Kk

9..910..0 tiesam ir mazakais naturalais skaitlis, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, jo

devitnieki skaitla sakuma nodro$ina mazako iesp&amo skaitla garumu, tatad ari mazako skaitla

vértibu. Ta ka skaitlis M (10*) = 9..910..0 dalas ar 10 un naturalo skaitlu K ir bezgaligi
K

daudz, tad ir arT bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, ka M (n) dalas ar n.

A2.11.4. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, garakais pamats ir AD. Diagonales

AC un BD krustojas punkta E. Ap trijstiri ABE apvilkta rinka Iinija @,, bet ap CDE - rinka
linija @, . Pieradit, ka trapecei ABCD apvilktas rinka linijas @ centrs atrodas @, un @,
krustpunkta, kas atskirigs no punkta E!

1. risinajums. Rinka liniju @, un @, otru krustpunktu apzim&jam ar F (skat. 176. att.). Tad ir
japierada, ka @ centrs ir punkta F. Izmantosim, ka Cetrstarim apvilktas rinka Iinijas centrs ir
Cetrstiira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Ta ka ABCD ir vienadsanu trapece, tad simetrijas d€l EF ir malu AD un BC vidusperpendikuls.
Apziméjam ZEAD = ZEDA =« un £ZBAE = £ . Tad no trijstiira iek$§jo lenku summas izriet,
ka ZAED =180°—-ZEAD — ZADE =180°-2a un no blakuslenku ipasibas ZAEB =2c .
Punkti E un F atrodas uz rinka linijas @, , tapec ZAFB = ZAEB =2a un ZBAE = ZBFE = 8
ka ievilktie lenki, kas balstas attiecigi uz viena un ta pasa loka. Simetrijas del
ZFBC = ZBCF =(180°-2p):2=90°-f4. No trijstira  ABC ieglistam, ka
ZABC =180°—a - f, tad LABF =180°—a — - (90°—- ) =90° -« . No ABAF iegiistam,
ka ZBAF =180°-(90°-a)—-2a =90°—«a . Lidz ar to ABAF ir vienadsanu trijstiris un

punkts F atrodas uz trijstira malas AB vidusperpendikula. Tatad punkts F ir Cetrstirim ABCD
apvilktas rinka linijas @ centrs.
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176. att.

2. risinajums. Ar F apziméjam rinka liniju @, un @, otru krustpunktu (skat. 177. att.). Ta ka
ABCD ir vienadsanu trapece, tad simetrijas dél ZEAD=/EDA=c«. Tad
ZCED = ZEDA+ ZEAD =2« (ka trijstira AED tresa lenka AED argjais lenkis). Apskatam,
kadi lenki balstas uz loka CD, pienemot, ka ar1 trapecei ABCD ir apvilkta rinka linija @ . Rinka
linija @ ievilktais lenkis CAD balstas uz loka CD, tam atbilsto$a centra lenka lielums ir 2o .
Visi lenki, kas balstas uz loka CD un kuru lielums ir 2¢, atrodas uz @, . Tatad arT @ centrs

atrodas uz @, . Analogiski pierada, ka @ centrs atrodas uz @, . Tatad @ centrs atrodas rinka
Iniju @, un @, krustpunkta — vai nu punkta E, vai punkta F. Rinka linijas @ centrs nevar biit

punkts E, jo BE un AE tad butu radiusi, bet BE # AE (vienadsanu trapeces diagonales
krustpunkta nedalas uz pusém). Lidz ar to punkts F ir trapecei ABCD apvilktas rinka linijas @
centrs.

C

177. att.
A2.11.5. Atrast funkcijas f(x) =8sinx+8cosx —12sinxcosx mazako un lielako vertibu!
Atrisinajums
Apziméjam t =Sinx+cosx. Tad
t% = (sinx+cosx)® =sin® X + 2siN XCOSX + C0S* X =1+ 2sinXxcosx =1+sin2x.

Taka sin2x<1,tad t?=1+sin2x<2.Lidzarto te[—/2,/2].
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Izmantojot apzimé&jumus, parrakstim doto funkciju: F(t)=8t—6(t* —1) =6t +8t+6.
Funkcijas F(t) grafiks ir parabola, kuras zari ir vérsti uz leju, tapéc tas vislielaka vértiba ir

-8 2 4 2 26

bolas virsotné: t, = ———=—€[-v2,~J/2] un F(t,)=—6-—+8-—+6=—.
parabolas virsotné: t, 2.(6) 36[ J2,42] (t,) 9 3 3
Minimala veértiba ir viena no intervala [—v/2, /2] galapunktiem:
F(—/2)=—12-8J2+6=—-6-82 vai F(+2)=-12+8/2+6=-6+82.
26

Tatad dotas funkcijas mazaka vertiba ir f;, =—6— 82 un lielaka vertiba ir g = — .

12. klase

A2.12.1. Uz funkcijas Yy =| x —3| +2 grafika atrast tadu punktu P, kura attalumu kvadratu summa
l1dz koordinatu asim biitu vismazaka!
Atrisinajums
Uzziméjam funkcijas Y =| X — 3| +2 grafiku (skat. 178. att.).

Wt mmmmm e m - m =

4 5
T

178. att.
Ta ka funkcijas grafiks ir simetrisks pret taisni X =3, tad punkta P abscisa ir mazaka neka 3
(t.i., punkts P atradisies uz tas grafika dalas, ko nosaka funkcija Yy =-X+5). Punkta P

koordinatas apzim&jam ar (X; y) . Tatad jaatrod izteiksmes x* + y® vismazaka vértiba:
X*+y> =x?+(-x +5)* =2x*-10x +25.

Funkcijas f(X) =2x>—10x +25 grafiks ir parabola ar zaru vérsumu uz augsu. Parabolas

. : 10 . . . .
virsotnes abscisa X, = i 2,5 ir punkts, kurd funkcija sasniedz vismazako vértibu. Tad
Y, =—X, +5=2,5 un punkta P koordinatas ir (2,5; 2,5) .

A2.12.2. Taisnstirim ar izmériem 10x10 ritinas izgrieza visas Getras stiira riitinas. Vai ieglito
figiru var parklat ar vienu 179. att. redzamo figliru un 23 figiram, kas redzamas 180. att.?
Figiiras drikst biit pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

|
179. att. 180. att.
1. risinajums. Izkrasosim iegiito figiiru divas krasas ta, ka paradits 181. att. Lai ka arT tiktu
novietota 180. att. figlira, ta vienmer parklaj para skaita melnas ritinas. Tatad 23 $adas figiiras
kopa parklaj para skaita melnas ritinas. Ta ka 179. att. figiira parklaj nepara skaita melnas
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rutinas, tad visas 24 figiiras kopa parklaj nepara skaita melnas ritinas, bet 181. att. figiira satur
para skaita melnas riitinas, tatad prasito nevar izdarit.

181. att.

2. risinajums. Izkrasosim ieguto figtru Cetras krasas diagonalveida (skat. 182. att.). Ta satur
24 katras krasas ritinas. Lai ka novietotu 7. att. figiiru, ta vienme&r parklaj divas vienas krasas
rltinas un pa vienai riitinai no divam citam krasam. Tad katra krasa neparklatas paliek attiecigi
22, 23,23, 24 ritinas (divi para skaitli, divi nepara skaitli). lesp&jami divi gadijumi, ka novietot
180. att. figtiru.

e Ja ta parklaj pa vienai katras krasas riitinai, tad neparklato ratinu skaits katra krasa
samazinas par 1, tas ir, neparklato ritinu skaita paritate katra krasa mainas uz pretgjo.
Tatad joprojam divam no Cetram krasam neparklatas paliek nepara skaita riitinas, divam
— para skaita ratinas.

e Jata parklaj divas riitinas no vienas krasas, divas — no citas, tad katras krasas neparklato
rutinu skaits samazinas par para skaitli (vai nu par 2, vai 0) un neparklato ratinu skaita
paritate katra krasa saglabajas. Tatad joprojam divam no Cetram krasam neparklatas
paliek nepara skaita rutinas, divam — para skaita raitinas.

Ja prasito varétu izdarit, tad katra krasa neparklatas paliktu attiecigi 0, 0, 0, O riitinas, bet tie visi
ir para skaitli. Tatad tas nav iesp&jams.

182. att.
1 1 4 16 64 .
A2.12.3. Pieradit, ka —+—+—+—2>————— ]aa, b, ¢, d ir pozitivi skaitli!
a b c d a+b+c+d ’
Atrisinajums
Lai pieraditu prasito, pamatosim, ka pozitiviem skaitliem ir speka 1+1 > . Veicam
X Yy X+y
ekvivalentus parveidojumus:
1+£2 4 |- xy(x+y)>0;
X Yy X4y

Xy + Y2 + %% + Xy > 4xy;
x> —2xy+y>>0;
(x—y)*>0.
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. : . 1 1
Ta ka iegtta patiesa nevienadiba, tad ar1 —+ — >

ir patiesa. Izmantojot o nevienadibu

X Yy X+y

tris reizes, iegiistam prastto:
1 1 4 16 4 4\ 16 16 16 64

—F+—+—+—2 -2

a b c d a+b ¢/ d a+b+c d a+b+c+d

A2.12.4. Taisnlenka trijstari ABC uz katetes AC atziméts punkts P, uz katetes BC — punkts S, uz
hipoteniizas AB — punkti R un Q ta, ka PSRQ ir kvadrats. Pieradit, ka AB>3PS! Kada
gadijuma AB =3PS ?

1. risinajums. Taka PS =QR un AB = AQ + QR+ RB (skat. 183. att.), tad pietiek pieradit,
ka AQ+RB=>2PS. Uz nogriezna AB atliekam punktu B' ta, ka PB'[|BC. Tad
ASRB = APQB pé&c pazimes /m/ .

C
P IS
i O U w AN
A Q B R B

183. att.
Tatad paliek pieradit, ka AB'=2PQ . Nogrieznis AB' ir diametrs rinka linijai, kas apvilkta ap
AAPB' jo ZAPB'= ZACB =90° ka kapslu lenki pie paralélam taisném. Nogrieznis PQ nav
garaks ka §Ts rinka linijas radiuss, kas ir puse no diametra. Lidz ar to AB'>2PQ un ari
AB > 3PS . Vienadiba iesp&jama tikai tad, kad PQ ir vienads ar rinka linijas radiusu. Tada
gadijuma AAPB' ir vienadsanu trijstiiris, tapéc ari AACB ir vienadsanu, jo £CAB =45°,
Tatad vienadiba iesp&jama tikai tad, ja AC =CB .
2. risinajums. Kvadrata malas garumu nemsim par vienu vienibu PS =SR=RQ =PQ =1,
tad japierada, ka AB >3. Ievérojam, ka AB = AQ +QR + RB (skat. 183. att.). Apzim&jam
ZCAB = . No AAPQ iegust, ka AQ = ti un no ARSB iegiistam, ka AQ =tga . Lidz ar

ga
to
2 2 2
AB :i+1+tga _g'a+1ga +1 _19%a 2tga +1+3tgx _ (tga —-1)° +3tgx S 3tgx _
tgo tga tga tgox tgox

jo tga # 0 un (tgar —1)> > 0.
Vienadiba ir spéka, ja (tga —1)* =0 jeb tga =1. Taka « ir trijstira lenkis, tad @ =45°, kas
nozimé, ka AACB ir vienadsanu. Tatad vienadiba iesp&jama tikai tad, ja AC =CB.

3
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A2.12.5. Atrast visus naturalu skaitlu trijniekus (a; b; ¢) tadus, ka a>b>c>2 un ab-1 dalas
ar ¢, bc—1 dalas ar a, ac—1 dalas ar b.
Atrisinajums
No dota izriet, ka (ab-1)(bc-1)(ac—1) dalas ar abc. Atverot iekavas iegist, ka
a’b’c’ —a’bc—ab’c—abc’? +ab+bc+ac—1 dalas ar abc. Ta ka pirmie &etri saskaitamie
katrs dalas ar abc, tad

ab+bc+ac—1 jadalas ar abc. 1)
Tas nozime, ka
ab+bc+ac—1>abc. (2
No otras puses, taka a>b>c, tad
ab+bc+ac—1<ab+ab+ab=3ab. (3)

No nevienadibam (2) un (3) iegiist, ka 3ab > abc, tatad ¢ <3. Takano dota C > 2, tad vieniga
iespgjama vértiba ir C=2 . levietojot to (1), ieglistam ab+2(a+b)—1 jadalas ar 2ab. No (3)
izriet, ka ab+2(a+b)—-1<3ab, tatad vieniga iesp&jama izteiksmes ab+2(a+b)—1 vertiba,
lai ta dalitos ar 2ab, ir 2ab. Tatad ab+ 2(a+b)—1=2ab, no kurienes ab—2a—-2b+4=3
jeb (@a-2)(b—2)=3. No dota izriet, ka abi reizinataji ir pozitivi un a—2>b—-2, tatad
a—2=3 un b—2=1, no kurienes a=5 un b=3. Parbaude parada, ka skaitlu trijnieks
(5; 3; 2) ir uzdevuma atrisinajums.
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ATKLATAS OLIMPIADES REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabulas apkopota informacija par 2014./2015. macibu gada Atklatas matematikas
olimpiades rezultatiem (cik procenti no skol€niem ir ieguvusi attiecigo punktu skaitu katra
uzdevuma; ailg “vidg&ji” noradits vidgjais iegiito punktu skaits par uzdevumu).

9. klase (351 dalibnieks) 10. klase (301 dalibnieks)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
== 3% 1% 11% 0% 4% = 6% 1% 4% 8% 6%
0 31% 22% 21% 7% 7% 0 30% 22% 12% 82% 5%
1 26% 17% 52% 15% 19% 1 1% 34% 2% 5% 4%
2 9% 27% 6% 22% 32% 2 1% 22% 3% 0% 25%
3 10% 9% 3% 24% 5% 3 0% 8% 15% 0% 22%
4 4% 5% 3% 9% 11% 4 1% 5% 10% 0% 13%
5 1% 1% 0% 7% 12% 5 17% 1% 36% 0% 6%
6 4% 1% 1% 3% 7% 6 2% 3% 8% 0% 2%
7 2% 3% 1% 2% 2% 7 1% 1% 4% 0% 5%
8 1% 2% 0% 2% 1% 8 2% 1% 1% 1% 4%
9 1% 2% 0% 5% 1% 9 17% 1% 0% 0% 5%
10 6% 9% 1% 5% 1% 10 23% 1% 4% 5% 4%
vidéji | 2,24 2,87 1,27 | 3,42 | 2,87 vidégji | 5,38 1,82 4,18 | 0,62 @ 3,79
11. klase (216 dalibnieki) 12. klase (124 dalibnieki)
punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd. punkti | 1.uzd. | 2.uzd. | 3.uzd. | 4.uzd. | 5. uzd.
== 4% 3% 15% 18% 13% == 1% 12% 26% 5% 19%
0 4% 70% 52% 69% 69% 0 25% 10% 48% 10% 17%
1 6% 0% 5% 9% 14% 1 12% 60% 16% 16% 56%
2 3% 1% 2% 0% 2% 2 2% 2% 2% 6% 1%
3 6% 0% 0% 0% 0% 3 1% 1% 2% 27% 5%
4 1% 0% 3% 0% 0% 4 12% 0% 1% 5% 0%
5 4% 0% 5% 0% 0% 5 0% 1% 0% 6% 0%
6 4% 1% 2% 0% 0% 6 5% 0% 1% 6% 0%
7 6% 0% 3% 0% 0% 7 2% 2% 0% 0% 0%
8 10% 1% 5% 0% 0% 8 12% 0% 0% 0% 0%
9 24% 0% 1% 0% 0% 9 1% 0% 0% 2% 0%
10 30% 22% 7% 3% 0% 10 27% 12% 4% 18% 2%
vidéji | 7,34 2,56 2,32 | 0,56 | 0,30 vidé&ji | 4,90 2,32 1,00 | 4,13 1,19
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BW?2. BALTIC WAY 2014
Algebra

BW?2.1. Pieradit vienadibu
cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...- cos(223 - 56°) =
Atrisinajums
Ekvivalenti parveidosim pieradamas vienadibas kreiso pusi. Vispirms reizindm kreisas puses
izteiksmi ar sin56° > 0:
cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...~ cos(223 - 56°) =
_ sin(56°) cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ... cos(2%* - 56°)
h sin(56°) '

sin 2a

Izmantojot divkarsa lenka formulu sin @ cos a = S—ara = 56°, iegiistam
sin(56°) cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...- cos(223 - 56°)
sin(56°)
_ sin(2 - 56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...~ cos(2?® - 56°)
B 2 - sin(56°) '
Izmantojot divkarsa lenka formulu vél 23 reizes, ieglistam

sin(22% - 56°)
274 5in(56°)
= 1 jeb sin(22* - 56°) = sin(56°). Ja izdotos pamatot, ka eksiste

c0s(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ...- cos(223 - 56°) =

3 24 cgpo
Atliek pieradit, ka Sm_(z—%)
sin(56°)
tads vesels skaitlis k, kam
224 .56° = 360° - k + 56°,
tad vajadziga vienadiba izrietétu no ta, ka sinusa funkcija ir periodiska ar periodu 360°.
Atrisinot $o vienadojumu attieciba pret k, redzam, ka
224 -1 224 -1
k=56- =7-
360 45 _
Ta ka @(45) = 24, tad no Eilera teorémas izriet, ka 22* — 1 dalas ar 45, Iidz ar to k ir vesels

skaitlis un vajadzigais ir pieradits.

BW2.2. Doti reali skaitli ag, a4, ..., a,, kas apmierina vienadibas a, = a,, = 0 un
_ 2
N Ajp1 — 20; + a;1 = a;
visiem i = 1,2, ...,n — 1. Pieradit, ka nevienadiba a; < 0 izpildas visiemi{ = 1,2, ...,n — 1.
Atrisinajums
Pienemsim pret€jo: starp skaitliem a4, a,, ..., a,_1 ir vismaz viens pozitivs skaitlis, t. 1., eksiste

tads indekss i, ka a; = max a; una; >0. Takaagy=a,=0,tad 1 <i<n-—1. Tad no
<jsn

nevienadibam a; = a;_; Un a; = a;,, legiistam

ai-1—2a;+a;-1 = (a;-1 —a)) + (@41 — ;) < 0.
Saskana ar doto a;_; — 2a; + a;_; = a? > 0. legiita pretruna, tatad pienemums, ka kads no
dotajiem skaitliem ir pozitivs, ir aplams un lidz ar to esam pieradijusi, ka a; < 0 visiem
i=12,..,n—1.
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BW2.3. Pozitivi skaitli a, b, ¢ apmierina vienadibu - +  + = = 3. Pieradit nevienadibu
1 1 1 3

+ + <—.
Va3 +b Vb3+c¢ J3+a V2

Atrisinajums
No sakaribas starp vidgjo aritmétisko un vid§o geometrisko izriet, ka

a® + b > 2Va3b = 2aVab, tatad

1 < 1
\/a3 + b - \/Za\/ab
Pielietojot analogiskus noveértéjumus pargjiem saskaitamajiem, ieglistam
1 1 1 1 1 1

+ + < + + =
Va3+b Vb3 +c V3+a J2avab 2bvbe +2cvca
\/a\/_ Vb/be \/C\/a
\/— avab | bvbe

- e o Cioe . . b
No sakaribas starp vid€jo aritmétisko un vid€jo geometrisko izriet, ka vavab < a+;/a_.

Pielietojot analogiskas nevienadibas pargjiem saskaitamajiem, ieglistam

i(\/am VbVbe \/cx/ﬁ>< 1 (a+x/% b +Vbc c+\/ﬁ>
\/—

aVab | bvbe  cvea ) 2VZ\ avab © bvbe |
:LG11+1+1+1>:1(3+1+1+1>:
2V2\a ¢ +ab bc ea/ 2v2\  ab +bc +ea
13\/_\/_\/_
2\/_< +bc ca)

- e . . o b . e
No sakaribas starp vidgjo aritmé&tisko un vid€jo geometrisko izriet vab < %. Pielietojot So
nevienadibu ar1 pargjiem saskaitdmajiem, ieglistam

1 (3 \/_+\/_ \/_> 1 (3 a+b+b+c c+a>

242 bc  ca 2V2 bc = 2ca
1(+1+1+1+1+1+1)—1(3+3)
2\/_ 2a 2b 2c) 242 V2
Secinam, ka
1 1 1 3

+ + <,
va3+b Vb3+c¢c Je3+a V2

kas ar1 bija japierada.
BW?2.4. Atrast visas funkcijas f, kas definétas realo skaitlu kopa, pienem realas vertibas un visiem
realiem skaitliem x un y apmierina vienadibu

FUFD) + fl =) = FOf ) = ).
Atrisinajums
Dotaja vienadiba ievietojot x = y = 0, ieglistam f(£(0)) + £(0) = £(0), no kurienes izriet
f(f(0) =o. 1)

Ievietojot dotaja vienadiba x = uny = f(0), ieglistam vienadibu

144 (0)))” ( o )) <f 2 f(f(O))_M>

Izmantojot vienadibu (1), iegtstam, ka
£(0) +f< 1o )) f(—@)
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Tatad
f(0) =0. )
Dotaja vienadiba ievietojam y = 0 un iegiistam f(£(0)) + f(x) = f(xf(0) — x). Izmantojot
vienadibu (2), secinam, ka visiem x izpildas
fx) = f(=x). (©)
Dotaja vienadiba ievietojam x = 0; izmantojot vienadibas (2) un (3), iegilistam
f(f(») + f(y) = 0, t. i, visiem realiem y izpildas
fFF®») =—f). (4)
Lidz ar to visiem realiem skaitliem y izpildas
fO) ==f(f») = £ (F(FO)) = F(~f ),
kur visas vienadibas izriet no (4). No (3) iegtistam, ka f(—f(¥)) = f(f()), bet no (4) — ka
f(f(y)) = —f(¥). Esam pieradijusi, ka visiem realiem skaitliem y ir speka vienadiba f(y) =
—f (¥); tacu tas nozimé, ka f(y) = 0.
Lidz ar to f(x) = 0 visiem realiem skaitliem x.

BW2.5. Doti tadi pozitivi skaitli a, b, ¢, d, kas apmierina vienadibas
a?+d?>—ad =b*>+c? +bc un a?+b%=c?+d>
ab+cd . . _. _ —
visas iesp&jamas vertibas!
d+bc

Atrast izteiksmes

Atrisinajums

Ar T apzimésim tadu pozitivu skaitli, kam T? = a? + b? = ¢? + d?. Tad eksisté tadi lenki
i

0(,,3 € (O'E)' ka

a

a=Tsina; b=Tcosa; c=Tsinf; d =T cosp.

No pirmas dotas vienadibas (dalot to ar T?) izriet

sin? a + cos? B — sina cos B = sin? B + cos? a + sinff cosa;

(cos? B —sin? B) — (cos? a — sin? @) = sina cos B + sin 8 cos a.
Lidz ar to, izmantojot divkarsa lenka formulu cos 2x = cos? x — sin? x un lenku summas
formulu sin(x + y) = sin x cos y + sin y cos x, ieglistam

cos 28 — cos 2a = sin(a + B).
No otras puses, cos2f — cos2a = 2sin(a — ) sin(a + ). Ta ka sin(a+8) #0 (jo
sin(a + B) = ad:zbc > 0), tad iegastam, ka 2 sin(a — ) = 1 jeb sin(a — B) = % Taka a—
mw

B € (— > 5), tad secinam, ka

V3
cos(a — B) =+/1 —sin2(a — B) = -
Atliek ievérot, ka
2

T
ab + cd = T?(sina cos a + sin f cos ) = 7(sin 2a +sin2B) =
= T?2 cos(a — B) sin(a + B)

un
ad +bc =Tsina-Tcosf +Tcosa - Tsinp = T?sin(a + B).
Tatad
ab+cd T?cos(a — B)sin(a + B) V3
= ; = cos(a — B) = —.
ad + bc T? sin(a + B) 2
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Kombinatorika

BW2.6. Rinda izvietotas 16 s€dvietas. Katra no tam janokraso vai nu zala, vai sarkana, turklat ta,
lai viena krasa nokrasotu secigu s€dvietu skaits vienmér biitu nepara skaitlis. Cik dazados
veidos ir iesp&jams Sis 16 sédvietas nokrasot?

Atrisinajums
Apskatisim visparigaku gadijumu, t. i., kad rinda ir k s€dvietas. Ar z;, apzim&jam dazado veidu
skaitu, ka §1s k s€dvietas var izkrasot prasitaja veida, turklat krasojot pirmo sédvietu zalu, un ar
sy — dazado veidu skaitu, ka $1s k s€dvietas var izkrasot prasitaja veida, turklat krasojot pirmo
s€dvietu sarkanu. Simetrijas d€| visiem k izpildas s, = z.
levérojam, ka z, = sy_1 + Zx_5 = Zx_q1 + Zi_5, JO Sk_4 ir pareizu krasojumu skaits, kam pirma
s€dvieta ir zala, bet otra sarkana, savukart z,_, ir pareizu krasojumu skaits, kam pirmas tris
s€dvietas ir zalas. V&l jo vairak, z; = z, = 1. Tatad z;, = sy, ir Fibonaci virknes k-tais loceklis
(kuru apzimésim ar Fj) un, ja rinda ir n s€dvietas, tad pareizu krasojumu skaits ir

Zy + Sy, = 2F,.
levietojot n = 16, ieglistam, ka dazado krasojumu skaits ir 2F;¢ = 2 - 987 = 1974.

BW2.7. Cik ir tadu kopas {1,2, ....,30} permutaciju o: {1,2, ...,30} = {1,2, ....,30}, kuram izpildas
vienadiba
30
Zla(k) — k| = 4507
k=1

Atrisinajums
Defingjam skaitlu parus (a;; b;) ta, lai vienlaikus izpilditos:

1. {a; b} = {i;0()},

2. a; = bi'
Tad visiem k = 1,2, ...,30 izpildas |o (k) — k| = ay, — by, lidz ar to
30 30 30 30
Do) =kl =D (@—b) =) a= ) by
k=1 k=1 k=1 k=1

levérojam, ka starp skaitliem aq; a,; ...; asg; by; by; ...; b3g katra no vertibam 1; 2; ...; 30
paradas tiesi divas reizes. Tatad neviena no veértibam neparadas vairak ka divas reizes. No ta
izriet, ka arT starp skaitliem aq; a,; ...; azq katra vértiba paradas ne vairak ka divas reizes (t. i.,
starp aq; ay; ...; azg nav tris vienadu skaitlu); analogisks apgalvojums ir speka skaitliem
by; by; ...; bsg. Tad summa Y32, a; — Y32, by, sasniedz savu maksimalo vértibu gadijuma, ja
{a;ay; ..5a30) ={16;17;...; 30} un {by; by; ...; b3o} = {1; 2; ...; 15}
un katrs skaitlis 16;17; ...; 30 paradas tiesi divas reizes starp a;; a,; ...; azg, un katrs skaitlis
1;2; ...; 15 paradas tieSi divas reizes starp bq; b,; ...; bso. Turklat maksimala vertiba, kuru
summa Y32, a;, — Y32, by, $aja gadijuma ari sasniedz, ir
216 +17 ++--+30—-1—-2—--—15) = 450.
Tatad katrai $§adai permutacijai o atbilstoSajiem pariem (a;; b;) jabiit tadiem, ka
{a;ay; ...;a30} ={16;17;...; 30} un {by; by; ...; b3o} = {1; 2; ...; 15}.
Tas notiek tad un tikai tad, ja
{o(1);0(2);...;0(15)} = {16;17; ...; 30}
un
{o(16);0(17); ...;0(30)} = {1; 2; ...; 15}.
Ir 15! veidi, ka definét o skaitliem 1; 2; ...; 15, lai izpilditos pirma no §Tm vienadibam, un 15!
veidi, ka definét o skaitliem 16; 17; ...; 30, lai izpilditos otra no §tIm vienadibam (kas nav
atkarigi no o vertibam skaitliem 1; 2; ...; 15). No kombinaciju reizinasanas likuma izriet, ka
permutaciju ¢ skaits ir vienads ar (15!)2.
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BW?2.8. Alberts un Betija spélé sadu spéli. Sakotn&ji ir sarkans un zils trauks, turklat sarkanaja
trauka atrodas 100 zilas bumbinas, bet zilaja trauka atrodas 100 sarkanas bumbinas. Katra
gajiena spélétajs izpilda vienu no $adam darbibam:

1. panem divas sarkanas bumbinas no zila trauka un parliek tas sarkanaja trauka;

2. panem divas zilas bumbinas no sarkana trauka un parliek tas zilaja trauka;

3. panem no kada trauka divas dazadas krasas bumbinas un aizmet tas prom.
Abi speletaji gajienus izdara pamiSus, pirmais sak Alberts. Uzvar tas speletajs, kur§ vai nu
pirmais panem p&dgjo sarkano bumbinu no zila trauka, vai ari pédgjo zilo bumbinu no sarkana
trauka. Kuram spélétajam, pareizi spélgjot, ir uzvarosa stratégija?
Atrisinajums
Betijai ir uzvarosa stratégija:

e ja Alberts izdara 1. veida gajienu, tad Betija izdara 2. veida gajienu;

e ja Alberts izdara 2. veida gajienu, tad Betija izdara 1. veida gajienu;

e ja Alberts izdara 3. veida gajienu no viena trauka, tad Betija izdara 3. veida gajienu no

otra trauka.
Vienigais iznémums $ai strat€gijai ir tad, ja Betija var izdarit uzvaroSo gajienu, t. i., vai nu
panemt p&dgjo sarkano bumbinu no zila trauka, vai arT p&€dgjo zilo bumbinu no sarkana trauka,
tadgjadi uzvarot speli.
Vispirms pieradisim, ka $adu strat€giju ir iesp&jams realizét. Ar Z un S apzimé&sim vektorus
Z=(Z;Z), §=(SS),

kur Z; ir sarkano bumbinu skaits zilaja trauka; Z, ir zilo bumbinu skaits zilaja trauka; S; ir
sarkano bumbinu skaits sarkanaja trauka; S, ir zilo bumbinu skaits sarkanaja trauka.
Sakotngji Z7=S= (100;0). Ja Z = S un Alberts izdara 1. veida gajienu, tad Betija var izdarit
2. veida gajienu, turklat panakot, ka péc vinas gajiena atkal Z=S5. Lidzigi ir gadijuma, ja
Z = S un Alberts izdara 2. veida gajienu. Savukart, ja Z = S un Alberts izdara 3. veida gajienu
no viena trauka, tad Betija var izdarit 3. veida gajienu no otra trauka, atkal panakot Z=5.
Tatad, sekojot Sai stratégijai, Betija vienmér péc Alberta gajiena var panakt, ka Z=35, iznemot
gadijumu, kad vina izdara uzvaroSo gajienu.
Ievérosim, ka ir tikai viens gadijums, kad nav iesp&jams izdarit gajienu — kad 7=S§= (1, 0).
Tomeér $ads gadijums nevar iestaties, jo bumbinu skaits katra trauka vienmer ir para skaitlis (vai
nu palielinds, vai samazinas par 2, vai nemainas).
Tagad paradisim, ka, izmantojot So strat€giju, Betija uzvar. Pienemsim pretgjo, ka Alberts kada
mirklT izdara uzvaro$o gajienu. Atbilstosi Betijas strat€gijai, pirms vina gajiena izpildijas
vienadiba Z = S. Ta ka Alberts izdara uzvaroso gajienu, tad pirms vina gajiena bija vai nu
Z7=S= (L;p), p=1, vai art Z7=S= (2;9), q = 0. Tacu tas savukart nozimg, ka pirms
Betijas péd€ja gajiena vai nu vektors Z, vai S bija vienads vai nu ar (1;p"),p’' =1 (jo1 +p’
ir para), vai (2;q'), q¢' = 0. Tacu tada gadijuma Betija butu vargjusi izdarit uzvaro$o gajienu —
pretruna ar izvél&to stratégiju “ja Betiaja var izdarit uzvaro$o gajienu, vina to izdara”. Tatad
Alberts nevar uzvarét, ja Betija spélé atbilstosi aprakstitajai strat€gijai.

BW?2.9. Dots kvadrats ar izmériem n X n rutinas. Taja jaiekraso dazas ratinas sarkanas ta, lai
visiemm > g izpildas 1pasiba: katra kvadrata ar izmériem m X m riitinas (kvadrats atrodas dota

kvadrata iekSpusé€ un ta malas iet pa ritinu Itnijam) abas diagonales satur vismaz vienu sarkanu

rutinu. Kads ir mazakais riitinu skaits, kas jaiekraso sarkanas, lai §ada 1pasiba buitu speka?

Atrisinajums

Ir iesp&jams iekrasot n riitinas ta, lai prasita paSiba izpilditos, pieméram, iekrasojam visas
—_ . — n v . - - — . . g -

rutinas, kas atrodas rinda ar numuru [E] (Seit ar [x] apzim&ts mazakais veselais skaitlis, kas ir

ne mazaks ka x). Pieradisim, ka tas ir mazakais rutinu skaits, ar kuru iesp&jams nodrosinat
vajadzigo 1pasibu.
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Sauksim dota kvadrata rtitinu virkni par 1pasu, ja vienlaikus

e ta ir “paral€la” kadai no dota kvadrata abam diagonalém (t. i., veido kada m X m
apakskvadrata diagonali);

e tas abas galgjas riitinas atrodas uz dota kvadrata kontiira (t. i., uz dota kvadrata malgjas
rindas vai kolonnas);

e tas garums ir vairak neka g rutinas.

Var ieverot, ka katra tpasa virkne ir kada m X m apakskvadrata diagonale ar m > g; tatad katra
no 1pasajam virkném vismaz viena ritina jaiekraso sarkana.
Iesp&jami divi gadijumi.

e Jan ir nepara, tad ir 2n 1pasas virknes. Katra rutina, kas tiek dotaja kvadrata iekrasota,
pieder ne vairak ka divam no §tm 2n virknem; tatad nepiecieSams iekrasot vismaz n
ritinas.

e Jan ir para; tad ir 2n — 2 1paSas virknes. Vispirms izkrasosim doto kvadratu ka Saha
galdinu; tad katra Tpasa virkne sastav vai nu tikai no melnam rtitinam (sauksim tadu virkni
par melnu), vai tikai no baltam ritinam (sauksim $adu virkni par baltu). Simetrijas dél
balto un melno virknu skaits ir vienads, tatad ir n — 1 balta un n — 1 melna ipasa virkne.
Katra riitina, kas tiek dotaja kvadrata iekrasota sarkana, pieder ne vairak ka divam no
ipasajam virkn€m, turklat abam virkn€m jabiit vai nu baltam, vai melnam. Takairn —1
melna Tpasa virkne, tad nepiecieSams iekrasot sarkanas vismaz [nT_l] = g melnas ritinas;
ta ka ir n — 1 balta 1pasa virkne, tad nepiecieSams iekrasot sarkanas vismaz [nT_l] = %

baltas rutinas. Tatad kopa vismaz % + % = n ratinas nepiecieSams iekrasot sarkanas, lai

prasita 1pasiba izpilditos.

BW?2.10. Kada valsti ir 100 lidostas. Daziem $o lidostu pariem aviokompanija SuperAir nodrosina
tieSos reisus (gan turp, gan atpakal). Par lidostas X satiksmi sauksim to lidostu skaitu, ar kuram
SuperAir nodrosina tieSos reisus ar X.

Jauna aviokompanija ConcurAir piedava tieSos reisus starp divam §is valsts lidostam tad un
tikai tad, ja So lidostu satiksmju summa ir vismaz 100. Izradas, ka ir tads marSruts, kas lauj
apcelot visas lidostas ar ConcurAir reisiem un atgriezties sakotngja, turklat katra lidosta
iegriezoties tikai vienu reizi. Pieradit, ka ir ar tads marSruts, kas lauj apcelot visas lidostas ar
SuperAir reisiem un atgriezties sakotngja, turklat katra lidosta iegriezoties tikai vienu reizi!
Atrisinajums
Ar G un G' apzim@sim grafus, kas attiecigi atbilst SuperAir un ConcurAir reisiem (katram
grafam ir 100 virsotnes, kas atbilst lidostam; divas virsotnes grafa G ir savienotas ar skautni tad
un tikai tad, ja starp attiecigajam lidostam SuperAir nodro$ina tie$o reisu; 1idzigi tiek definéts
G"). Tad lidostas satiksme ir attiecigas grafa G virsotnes pakape un japierada, ka grafa G eksisté
Hamiltona cikls. Vispirms pieradisim $adu lemmu:
Lemma. Pienemsim, ka grafa H ir 100 virsotnes un taja eksiste Hamiltona cels, kas iziet no
virsotnes A un beidzas virsotné B. Jadeg A + deg B > 100, tad grafs H satur Hamiltona ciklu.
Lemmas pieradijums. Apzimésim N = degA. Tad degB > 100 — N. Sanumurésim H
virsotnes atbilsto§i Hamiltona celam: C; = 4, C,, C5, ..., Cy9, C199o = B. Pienemsim, ka N
virsotnes, ar ko savienota A, ir C;,Cj,...,Cj,. Apskata N iepriek3€jas virsotnes
Ci,-1,C,—1,,Cjy—1. Ta ka ir tikai 100 — N citas virsotnes (ieskaitot B) un
degB = 100 — N, tad B ir savienota ar vismaz vienu no virsotném C; _1,Cj,_4, ..., Cj,—1
(var pienemt, ka B ir savienota ar C;, ).
Tada gadijuma
A=C >0 == C(,-1>B=0C9 > C9>Cog > =>Cry1>C — A
ir Hamiltona cikls. Lemma pieradita.
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Atgriezisimies pie sakotn&ja uzdevuma. Pienemsim pret&jo, ka G nesatur Hamiltona ciklu.
Apskatam jebkuras divas tadas virsotnes A un B, kas nav savienotas ar Skautni grafa G, tacu ir
savienotas ar $kautni grafa G’ (t. i., ConcurAir nodrosina tie$o reisu starp lidostam A un B). Tad
deg A + deg B > 100 grafa G, saskana ar nosacijumiem, pie kuriem strada ConcurAir.

Savienosim grafa G virsotnes A un B ar Skautni. No lemmas izriet, ka neeksistéja Hamiltona
cel§ no A uz B (jo preteja gadijuma grafa G eksistetu art Hamiltona cikls, bet tas ir pretruna ar
misu pien@émumu). Tatad G nesatur Hamiltona celu arT péc Skautnes AB pievienosanas.
Atkartojot $o darbibu, ieglstam, ka visas virsotnes, kas ir savienotas ar $kautni grafa G', ir
savienotas ar Skautni grafa G, tau grafs G nesatur Hamiltona celu (at3kiriba no grafa G"). Tacu
tas nav iesp&jams, tatad iegiita pretruna un pienémums, ka G nesatur Hamiltona ciklu, ir aplams.

Geometrija

BW2.11. Saurlenku trijstirim ABC apvilkta rinka Iinija T'. Nogrieznis CD ir i1 trijstiira augstums,
bet punkts E ir CD krustpunkts ar rinka Itniju I'. Lenka C bisektrise krusto malu AB punkta F,
bet rinka liniju I arT punkta G, kas atskirigs no C. Taisne GD krusto I' arT punkta H, bet taisne
HF krusto I arT punkta |. Pieradit, ka Al = EB!

Atrisinajums
Ta ka CG ir XACB bisektrise, tad «xAHG = ¥ACG = ¥<GCB, kur pirma vienadiba izpildas, jo
atbilstosie lenki balstas uz vienu un to pasu loku AG (skat. 184. att.). No trijstira ADH argja
lenka 1paSibas iegiistam <HDB = ¥HAB + ¥AHG. levérojam, ka <HAB = <HCB kaievilktie
lenki, kas balstas uz vienu un to padu loku HB. legiistam

XHDB = <HAB + <AHG = <HCB + «GCB = XGCH.

184. att.

Tatad «HDF = 180° — «HDB = 180° — <GCH. Secinam, ka Cetrstirim CHDF var apvilkt
rinka Itniju. Saja rinka Iinija <FCD = «<FHD ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu
loku FD; trijstirim ABC apvilktaja rinka Iinija <IHG = <ICG ka ievilktie lenki, kas balstas uz
vienu loku IG. Tatad <GCE = «<FCD = «<FHD = «IHG = «ICG.
P&c bisektrises definicijas XACG = ¥GCB, tatad

JXACI = <ACG — «XICG = ¥GCB — «GCE = «BCE.
Lidz ar to Al = BE ka hordas, uz kuram balstas vienadi ievilktie lenki.
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BW?2.12. Dots trijstiris ABC. Punkts M ir nogriezna AB viduspunkts, bet T — trijstarim ABC
apvilktas rinka Iinijas loka BC (ta, kurs nesatur A) viduspunkts. Trijsttira ABC iekSpuse izvelets
tads punkts K, ka MATK ir vienadsanu trapece ar pamatiem AT un MK. Pieradit, ka AK = KC'!
Atrisinajums
Ar S apzim&jam trijstirim ABC apvilktas rinka linijas un taisnes TK otru krustpunktu (skat.
185. att.). Tad <ABS = <ATS ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku AS, savukart
JIATS = <TAB ka vienadsanu trapeces pamata pielenki. Tatad <ABS = <TAB un taisnes AT
un BS ir paralélas, jo ieksgjie Skerslenki pie taisnes AB ir vienadi. Secinam, ka AT || MK || BS.

185. att.

Tatad ATBS ir vienadsanu trapece, jo ta ir ievilkta rinka ITnija; tas viduslinija ir paraléla
pamatiem AT un BS un iet caur ATBS diagonalu viduspunktiem. Secinam, ka MK atrodas uz
ATBS viduslinijas, jo caur M var novilkt tikai vienu taisni, kas paraléla AT. Lidz ar to K ir
diagonales T'S viduspunkts.

Ta ka «CAT = «TAB ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienadiem lokiem, un <TAB = <ATS
ka vienadsanu trapeces pamata pielenki, tad CA || TS, jo ieksgjie Skérslenki pie taisnes AT ir
vienadi. Tatad ACTS ir vienadsanu trapece (jo ta ir ievilkta rinka linija), kuras pamata TS
viduspunkts ir K; simetrijas dél iegiistam AK = CK, kas arT bija japierada.

BW?2.13. Dots, ka ABCD ir kvadrats; tam apvilkta rinka linija apziméta ar w. Uz w 1saka loka AB
atlikts punkts P. Punkts R ir taisnu CP un BD krustpunkt, bet Q — taisnu DP un AC krustpunkts.
Pieradit, ka trijstari ARB un DQR ir vienlieli!

Atrisinajums
Ar T apzim&jam PC un AB krustpunktu (skat. 186. att.). Ta ka «PCB = <PDB ka ievilktie
lenki, kas balstas uz vienu loku PB, tad

ABTC = 90° — «PCB = 90° — «PDB = 90° — xQDB = xCQD = «xCQB
(pedgja vienadiba pamatota, izmantojot simetriju pret AC). Tatad Cetrstirim BCQT var apvilkt
rinka ltniju. Lidz ar to «TQC = 180° — «TBC = 90°. Tatad gan TQ, gan BD ir perpendikulari
taisnei AC, Iidz arto TQ || BD.
Izmantojot faktu, ka divu trijstiru laukumi ir vienadi, ja tiem ir kopiga mala un vienadi
augstumi pret So malu, ieglistam

SDQR = Sprr = Spre — Ster = ScrB — STBR = SCRB = SARB-
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186. att.

BW?2.14. Izliekta Cetrstira ABCD diagonale BD vienlaikus ir arT lenka ABC bisektrise. Trijstiirim
ABC apvilkta rinka lnija w krusto malas AD un CD vél attiecigi punktos P un Q. Taisne, kas
iet caur D un ir paraléla AC, krusto taisnes BC un BA attiecigi punktos R un S. Pieradit, ka
punkti P, Q, R un S atrodas uz vienas rinka linijas!

Atrisinajums
Ta ka «SDP = «CAP = ¥RBP (pirma vienadiba izriet no ieks€jo Skerslenku vienadibas pie
paralélam taisném AC un RS, kuras krusto AD; savukart <CAP = «<RBP ka rinka linija
ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku CP), tad ap Cetrsttiri BRDP var apvilkt rinka
Itniju w4 (skat. 187. att.). Lidzigi iegust, ka ap Cetrstiiri BSDQ var apvilkt rinka Iiniju w,.

B

R D S
187. att.
Ar X apzimgjam nogriezna BD un rinka linijas w otru krustpunktu. Ta ka <AXB un <ACB ir
rinka Iinija w ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku AB, bet XxACB un «<DRB ir
kapslu lenki pie paralélam taisném AC un RS, kuras krusto BR, tad xAXB = <ACB = <DRB,
turklat xABX = <DBR (jo BD ir <ABC bisektrise). Tas nozimé, ka trijstiiri ABX un DBR ir
lidzigi (péc pazimes ¢/ ). Lidz ar to
e JIRPB = «RDB ka rinka lnija w, ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku
RB;

e JIRDB = «XAB ka lidzigu trijstiru atbilstoSie lenki;

e XXAB = «XPB karinka linija w ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku XB.
Secinam, ka <RPB = «XPB, no ka izriet, ka punkti R, X un P atrodas uz vienas taisnes. Lidzigi
pierada, ka ar punkti S, X un Q atrodas uz vienas taisnes.

No hordu 1pasibas rinka Iinija w, izriet, ka RX - XP = DX - XB; no hordu 1pasibas rinka linija
w, izriet, ka SX - XQ = DX - XB; tatad RX - XP = SX - XQ, un punkti P, Q, R un S atrodas uz
vienas rinka linijas.
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BW2.15. Izliekta cetrstira ABCD lenku A un C summa ir mazaka neka 180°. Pieradit, ka
AB - CD + AD - BC < AC(AB + AD)!
Atrisinajums
Apzim€jam AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d. Tad japierada nevienadiba
a-c+b-d<AC-(a+4d).
Apskatam tadu Cetrsturi A'B'C'D’, kas ir ievilkts rinka Iinija un kura malu garumi sakrit ar
ABCD malu garumiem, t. i., AB' =a, B'C' = b, C'D' =, D'A" = d (skat. 188. att.). Tads
Cetrstiiris eksisteé, jo pietickami liela rinka Inija var novilkt Cetras hordas, kas nekrustojas un
kuru garumi sakrit ar dota Cetrstira malu garumiem; pakapeniski samazinot rinka Iinijas
radiusu, iegtisim rinka Iniju, kura §is Cetras hordas veido ievilktu Cetrsturi.
AI

'

188. att.
Tad «B' + «D' = 180° < «B + «D. Tatad vai nu <B' < «B, vai ¥D' < D. Varam pienemt,
ka <B' < «B (otru gadijumu apskata analogiski). No kosinusu teorémas izriet, ka
(A4'C")? = a? + b?> — 2ab cos ¥B’.

Analogiski iegist, ka (AC)? = a? + b? — 2ab cos «B.
Ta ka «B' < «B un kosinuss ir dilstoSa funkcija intervala [0; 7], tad cos <B’ > cos <B un

(A'C"H? = a? + b?> — 2ab cos«B’ < a? + b? — 2ab cos <B = (AC)?>.
Secinam, ka A'C’ < AC.
No Ptolemaja teorémas Cetrsturi A'B'C'D" izriet, kaa-c+b-d =A'C' - B'D’.
Trijsttri A'B’'D' no trijstiira nevienadibas izriet B'D’ < a + d; tatad

a-c+b-d<AC - (a+d).

TakaA'C' < AC,tad iegistam nevienadibua - ¢ + b - d < AC - (a + d), kas ar1bija japierada.
Piezime. Uzdevumu var risinat arT ar inversiju.

Skaitlu teorija

BW?2.16. Noteikt, vai skaitlis 712! + 1 ir pirmskaitlis!
Atrisinajums
Pieradisim, ka 712! + 1 dalas ar 719 (kas ir pirmskaitlis); taka 719 < 712! + 1, tad no ta varés
secinat, ka 712! + 1 ir salikts skaitlis.
Turpmak §1 uzdevuma risinajuma visas kongruences ir péc modula 719.
Saskana ar Vilsona teorému, 718! = —1. Turklat
713-714-715-716-717 - 718 = (=6) - (=5) - (—4) - (-3) - (—=2) - (-1) =720 = 1.
Tatad
—-1=718!=712!-(713-714-715-716 - 717 - 718) = 712! - 1 = 712},
no ka izriet 712! = —1, t. i., 712! + 1 dalas ar 719.
Piezime. Skaitlis 719 ir mazakais skaitla 712!+ 1 pirmreizinatajs, jo tas ir mazakais
pirmskaitlis, kas ir lielaks neka 712 (ta ka 712! dalas ar visiem mazakiem pirmskaitliem, tad
712! + 1 nedalas ne ar vienu pirmskaitli, kas ir mazaks neka 712).
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BW2.17. Vai eksiste tadi dazadi racionali skaitli x, y, z, kuriem izpildas vienadiba
1 1

= 20147
=92 -2 Gz
Atrisinajums
Apzimgjama = x —y unb =y — z. Tad a un b ir racionali skaitli un
1 1 1 1 1 1

G- -27 G-x7 @ b2 @tb?
b%(a +b)? + a’(a+b)?> +a?b?> a?b?+ b* + a* + 2ab® + 2a3b + 2a? b?
- a’b?(a + b)? - a?b?%(a + b)? -
a® + b2 + ab\’
:< ab(a + b) )

Ta ka skaitlis 2014 nav racionala skaitla kvadrats, tad sadi skaitli x, y un z neeksiste.

BW?2.18. Dots pirmskaitlis p un naturals skaitlis n. Atrast, cik dazados veidos var izvél&ties tadus
veselu nenegativu skaitlu Cetriniekus (aq; ay; az; ays), kam a; < p™ visiem i = 1; 2; 3; 4,
turklat skaitlis a;a, + aza, + 1 dalas ar p™.

Atrisinajums
Vispirms apskatam gadijumu, kad a; # 0 (mod p). Izvéleties $adu a, var p™ — p™~1 veidos,
jo tik daudz starp skaitliem 0;1;...;p™ — 1 ir tadu, kas nedalas ar p. Skaitlus a; un a,
izvélamies patvaligi (katru no tiem tatad var izvéleties p™ veidos). Tad a, ir viennozimigi
noteikts no nosacijuma a,a, + asa, + 1 = 0 (mod p™), t. i., to var izvél&ties tikai viena veida:
a, = —a;t(1+ aza,) (modp"),
kur aj?! ir skaitla a, inversais elements péc modula p™; starp dotajiem skaitliem var izvéleties
tieSi vienu tadu a,, kas apmierina So kongruenci. Tatad $aja gadijuma ieglistam
(" —p™ ) -p"-p" -1 =p3 1(p — 1) &etriniekus.
Apskatam gadijumu, kad a; = 0 (mod p). Tad a; # 0 (mod p), pretcja gadijuma skaitlis
a,a, + asza, dalas ar p, bet a,a, + asa, + 1 nedalas ne ar p, ne ar p™. Izvélamies a, ta, lai a;
dalas ar p (to var izdarit p™~1 veidos), a; ta, lai a; nedalas ar p (to var izdarit p™ — p™~1
veidos), un a, patvaligi (to var izdarit p™ veidos). Tad a, ir viennozimigi noteikts no
nosacijuma a,a, + aza, + 1 = 0 (mod p"), t. i., to var izvéléties tikai viena veida:
a, = —az'(1+ aja,) (modp™),
kur a3? ir skaitla a; apgrieztais elements péc modula p™; starp dotajiem skaitliem var izvéleties
tieSi vienu tadu a,, kas apmierina S0 kongruenci. Tatad 3aja gadijuma iegiistam p™ ! -
(" —p™ 1) -p" -1 =p32(p — 1) &etriniekus.
Lidz ar to kopa §adu &etrinieku ir p3" " 1(p — 1) + p3" 2(p — 1) = p3" — p3"~2

BW?2.19. Doti pozitivi savstarpgji pirmskaitli m un n. Atrast skaitlu 2™ — 2™ un gmitmnin® _
lielaka kopiga dalitaja visas iesp&jamas veértibas!
Atrisinajums
Nezaudgjot visparigumu, varam pienemt, ka m > n. Vispirms pieradisim lemmu.
Lemma. Ja a, b, n ir naturali skaitli, tad LKD(m* — 1; n® — 1) = nlkD@b) _ 1
Lemmas pieradijums. ~ Apzim&am LKD(a;b) =d, n® = N, % =A un 2 =B. Tad
LKD(4;B)=1unn*—1=n*—-1=N4-1,n? -1=n%% -1=NF -1,
Identitate
XM=y = (= )ETT XMy ek xy ™R+ Y™ ©)
ievietojam vertibas x = N uny = 1, m = A, iegustot
NA—1=N-1NA"1+NA24+...4 N +1).
Lidzigi iegiistam, ka
NBE—1=(WN-1DNB1+NB24+...4+ N+1).
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Tatad gan n® — 1, gan n? — 1 dalas ar N — 1 = n% — 1; lidz ar to LKD(n* — 1; n? — 1)
dalas ar n® — 1. Pieradisim, ka ari n¢ — 1 dalas ar LKD(n® — 1; n? — 1), tad biis pamatots,
kan? —1 = LKD(n® — 1; n? — 1).
Saskana ar LKD 1pasibam, eksiste tadi naturali skaitli p un q, ka Ap — Bq = 1.
Ievérojam, ka N4P — 1 dalas ar N4 — 1 (izriet no identitates (5), ievietojot x = N4, y = 1
un m = p); analogiski, N59 — 1 dalas ar N% — 1. Tatad LKD(N4? — 1; NB9 — 1) dalas ar
LKD(N4 — 1; NB — 1). Tadu
LKD(N4P — 1; NB9 — 1) = LKD(NB9*1 — 1; NB1 - 1) =
= LKD(NB9*1 — 1 — N(NB7 —1); NB9 — 1) = LKD(N —1; NB9 —1) =N — 1,
t.i., N—1=n%—1 dalas ar LKD(N4 — 1; N¥ —1) = LKD(n® — 1; n? — 1). Lemma
pieradita.
levérojam, ka 2™ *™n+1° _ 1 ir nepara skaitlis, tadel
LKD(Zm _ Zn; 2m2+mn+n2 _ 1) — LKD(zn(zm—‘n _ 1)’ 2m2+mn+n2 _ 1) —
— LKD(Zm—n —1; 2m2+mn+n2 _ 1).
No lemmas izriet, ka
LKD(Zm_n —1; 2mZ+mn+n2 _ 1) — ZLKD(m—n; m2+mn+n?) _ 1.
Apzimgjam d = LKD(m —n; m? + mn + n?). Tad d > 1 ir skaitla m — n naturals dalitajs.
Ta ka m un n ir savstarp&ji pirmskaitli, tad LKD(m; d) = 1, t. i., ari m un d ir savstarp&ji
pirmskaitli. Ta ka
m? + mn + n? =m2+m(m—(m—n)+(m—(m—n))2 = 3m? (mod d),
tad 3m? dalas ar d. Tadu m un d ir savstarp&ji pirmskaitli, Iidz ar to 3 dalas ar d, t.i.,d = 1
vai arT d = 3. No 2 izriet, ka LKD(2™ — 2%; gm*+mnin® _ 1) = 2% — 1 var piepemt tikai
vertibas 1 un 7.
Vel japierada, ka abas vertibas ir ieglistamas:
e jam=2,n=1,tad
LKD(22 — 21; 2#+2+1 — 1) = LKD(2;127) = 1;
e jam=1,n=1,tad
LKD(2! — 21; 21+1+1 _ 1) = LKD(0; 7) = 7.
BW?2.20. Apskatam tadu naturalu skaitlu virkni a4, a,, as, ..., ka visiem k > 2 izpildas vienadiba
ay + ap_1
Tt = 0158 , ,
kur i ir tads nenegativs vesels skaitlis, ka a; + a,_; dalas ar 2015¢, bet nedalas ar 2015'*1.
Pieradit, ka gadijuma, ja St virkne ir periodiska, tas perioda garums dalas ar 3.
Atrisinajums
Varam pienemt, ka virkne satur kadu nepara skaitli. Ja tas ta nav, t. 1., virkn visi skaitli ir para,
tad varam izdalit visus virknes elementus ar 2/, kur 2/ ir lielaka divnieka pakape, ar kuru dalas
visi virknes elementi. Ta ieglistam virkni, kas visiem k > 2 apmierina doto sakaribu un satur
nepara skaitli.
Apskatam virkni p&c modula 2. Ta ka 2015 = 1 (imod 2), tad virknes locekli visiem k > 2
apmierina sakaribu
A1 = ag + ag_1 (mod 2),
turklat vismaz vienam indeksam j izpildas a; = 1 (mod 2). Skirojam divus iespgjamos
gadijumus:
e Jaajy, irnepara, t. i., aj;; = 1 (mod 2), tad, apskatot doto virkni pé&c modula 2, sakot
ar a;, iegtistam virkni
..,1,10,1,1,0,1,1,0,1,1,0, ..,
t. 1., dota virkne p€c modula 2 ir periodiska ar perioda garumu 3. Lidz ar to, ja sakotngja
virkne ir periodiska, tas perioda garumam jadalas ar 3.
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e Jaaj, irpara, t. i, aj;; = 0 (mod 2), tad, apskatot doto virkni p&c modula 2, sakot ar
a;, ieglistam virkni
..,0,1,101,1,0,1,1,0,1,1, ..,
t. 1., dota virkne p&c modula 2 ir periodiska ar perioda garumu 3. Lidz ar to, ja sakotngja
virkne ir periodiska, tas perioda garumam jadalas ar 3.
Piezime. Nav zinams, vai eksist€ periodiskas virknes, kas apmierina doto rekurences sakaribu.
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“BALTIC WAY 2014” REZULTATU APKOPOJUMS

Zemak tabula dota informacija par starptautisko komandu sacensibu matematika “Baltic Way
2014” rezultatiem. Par Katru uzdevumu vargja iegtt 0 — 5 punktus.

Algebra Kombinatorika Geometrija Skaitlu teorija Kopa
1/2/3/4 5/6/7 8/ 9|/10|11 |12 13 14 15|16 17 |18 |19 20
Baltkrievija | 5|5 |5 /5|54 |5|1|5| 0 5 5 5 0 0 1 4 2 2 0 64
Danija o/5/,0/12/0/4/ 55 0 0/ 5|{0]0|]0|O0, 0|0|O0]O0]|O 25
Igaunija 1/5/0/0|1(5/4|3|5,0 0 5 1 0 0 0 5 0 5 0 40
Islande 5/1/5|1|{0|5|4|0|3]O0 5 5 5 0 0 5 1 0 5 0 50
Krievija 5/5/5|/5/5/4/5|5/5]|0 5 5 5 2 5 5 5 0 5 5 86
Latvija o/5/0 0/5|/5/5|/5|/5]0 0 5 5 0 0 1 1 0 5 0 47
Lietuva 5/5/5|/5/5|/5/3|5/0/|0 5 5 5 5 0 5 5 0 5 0 73
Norvégija 5/5/0|{5|{0|5|5|4]/0]O0 0 0 5 0 0 5 2 0 5 0 46
Polija 5/5/5|5|5/4|5|0|5]| 0 5 5 5 0 0 5 5 5 5 0 74
Somija o/5/00/ 0|5/ 0|5/3]0 1 5 5 0 0 0 0 0 0 0 29
Vacija 5/5/5/4|5|/0|5|4|5] 0 5 5 5 1 5 5 5 1 5 0 75
Zviedrija 5/5/5|5|2|5|5/4/4] 0 5 5 5 0 0 5 4 1 5 0 70
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie talak sadaliti piecas grupas: algebra, geometrija, skaitlu
teorija, kombinatorika un algoritmika. Katra no §im grupam sadalita vl sikakas apakSgrupas.
Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam metodém. Ta ka izstradne
paredzeta 9. — 12. klaSu skoléniem, tad metodes izv€le atkariga no skoléna vecuma un taja bridi
vinam pieejamam zinaSanam.

ALGEBRA

Funkcijas, virknes: S1.12.5., N1.10.2., N1.10.4,, V1.9.2,, V1.12.2,, P1.5., A1.10.1., A1.10.3,,
Al11.2.,, BW1.19,, N2.9.5,, N2.10.1., N2.10.3., V2.9.3.,, A2.9.1,, A2.10.1,, A2.11.5., A2.12.1,,
BW2.2., BW2.6., BW2.7., BW2.10.

Nevienadibas, nevienadibu sistéemas: N1.10.1., N1.11.5., V1.9.1,, V1.11.1,, V1.125,, P1.1,,
Al.12.1., BW1.1., BW1.4., BW1.16.,, N2.11.1.,, V2.9.5., V2.10.3., A2.12.3., BW2.3.

Sakariba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko: VV1.9.1,, P1.1,, V2.9.5., BW2.3.
Funkcionalvienadojumi, funkcionalnevienadibas: A1.12.5.,, BW1.3,, P2.4., BW2.4.

Vienadojumi, vienadojumu sistemas: S1.10.1., S1.11.1., N1.9.1.,, N1.12.1,, V1.9.5,, BW15,,
N2.9.1., N2.10.1., N2.12.1., V2.10.1., V2.11.1,, P2.1., BW2.17.

Parveidojumi: S1.9.1,, S1.12.1,, N1.9.1,, N1.11.5., V1.10.2.,, BW1.16., N2.11.3.
Polinomi: S1.12.4., N1.11.1., BW1.2., BW1.20.

Matematiska indukeija: N1.12.5., V1.12.2., A1.11.2,, V2.10.2.
Trigonometrija: V1.12.3.,V2.12.1., A2.11.5., A2.12.4., BW2.1., BW2.5.

GEOMETRIJA

Ar rinka Iiniju saistiti lepki: S1.10.2., S1.11.3,, N1.10.3., N1.11.2., V1.1.4., V1.12.3., P1.2,,
Al1.9.3., A1.10.5., A1.11.3,, Al.12.2,,BW1.11,, BW1.12., BW1.14,, S2.11.2., S2.12.2., N2.10.5.,
N2.11.4., V2.10.4., V2.11.5., V2.12.2., P2.2., A2.9.4., A2.11.4., BW2.11., BW2.12., BW2.13,,
BW2.14.

Ar rinka Iiniju saistitas Iinijas: N1.11.2., V1.10.4.,, BW1.11., V2.104., V2.15., A2.124.,
BW2.11., BW2.14., BW2.15.

Sakaribas trijstaros: S1.9.2,, S1.12.2., N1.10.3,, V1.9.3,, V1.12.3,, P1.2,, BW1.13., S2.10.2,,
N2.11.4.,V29.4.,V2.11.4., BW2.15.

Geometriskas nevienadibas: V1.11.5., BW1.15.,V2.9.4., V2.10.3., A2.10.4.
Laukumi: N1.9.2., N1.9.5,, N1.12.2., A1.9.1.,, N2.12.4., VV2.11.2., A2.10.5., BW2.13.
Lidziba: S1.9.2., N1.9.5,,V1.12.3., P1.2.,, A1.10.5., BW1.11,, N2.9.3., V2.12.2.
Vienadi trijstari: S1.9.2., S1.12.2.,, S2.9.2., S2.12.2.,V2.12.2.,P2.2., A2.10.4., A2.12.4.
Geometriskie parveidojumi: S1.11.3., BW1.11,, S2.10.2., V2.12.2., P2.2., A2.11.4.
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SKAITLU TEORIJA
Atlikumi, kongruences: V1.9.2., V1.11.2. P14, Al123., BW1.17., N2.9.4., N2.10.4.,
N2.11.3.,, N2.12.5.,Vv2.10.2., V2.12.3., BW2.18., BW2.20.

Pirmskaitli, sadalijjums pirmskaitlu reizinajuma: S1.9.3.,, S1.11.5., N1.11.3.,, N1.12.3,
V1.11.2.,, A1.10.4., A1.12.3.,S2.10.1., V2.9.1., BW2.16.

Dalamibas ipasibas un pazimes: S1.9.4., S1.12.3.,, N1.11.3., N1.12.3., V1.10.2,, A1.114,,
S2.10.1., S2.12.1., N2.10.2., N2.12.2., V2.9.1., V2.11.4., V2.12.3., V2.12.5., A2.9.3., A2.11.1.,
A2.12.5., BW2.1., BW2.16., BW2.18., BW2.19.

Vienadojumi naturalos un veselos skaitlos: N1.9.3., N1.12.5, V1.10.1., P1.4., BW1.18,,
BW1.19.

Skaitla pieraksts: S1.10.3., A1.9.2,, S2.12.1., N2.12.5., A2.10.3.

KOMBINATORIKA

Dirihlé princips: S1.11.2., N1.10.2., V1.9.4,, S2.11.1., N2.11.5.

Invariantu metode, kraso§ana: S2.9.3., 52.10.3., S2.11.3., 52.12.3., N2.9.2., N2.10.2., N2.11.2.,
N2.12.2.,V2.9.2.,,V2.10.5.,V2.12.5., A2.9.2.,, A2.10.2., A2.11.2., A2.12.2., BW2.8.

SkaitiSana: S1.11.4., S1.12.5., N1.9.4., N1.12.4., V1.11.3,, A1.95,, A1.10.2,, A1.11.1,, S2.9.1,,
N2.12.3., A2.11.1., BW2.6., BW2.7., BW2.9.

Gadijumu parlase: A1.9.4.

Matematiska indukcija: N1.11.4., VV1.10.3,, V1.12.4., BW1.7., BW1.8,, BW1.10., P2.5.
Figiiru sagrieSana, salikSana: A1.11.5., A1.12.4., N2.9.3., V2.9.2.

Grafi: V1.12.4., BW1.9,, S2.9.1,, BW2.10.

Kopas, apakskopas: S1.10.4., N1.10.2., V1.10.5., BW2.7.

ALGORITMIKA

Algoritma izstrade: S1.9.5,, S1.10.5., VV1.10.3., P1.5,, BW1.6., BW1.7., BW1.8., BW1.17,,
N2.9.3.,,V2.11.2,, P2.3., A2.9.5., A2.10.5., A2.11.3., BW2.8.
Algoritma analize: N2.11.5., V2.11.3., V2.12.4.

Logiski spriedumi: N1.10.5., P1.3.
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SERIJAS ,,LAIMA” GRAMATAS
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