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UZDEVUMI
Sagatavosanas olimpiade (1.-20.)

9. klase (1.-5.)

1. Vienadojumam ax?*+bx-+c=0 ir tiesi divas dazadas saknes.
Cik saknu var bit vienadojumam cx?+bx+a=0 ?

2. Vai (n-1)! dalas ar n, ja
a)n=16; b)n=41; c)n=1991; d)n=19937?

3. Paralelograma ABCD ievilkti trijsttiri AMD un CND (1. Zim.).
M C

7

Pieradit, ka ar * apziméto apgabalu laukumu summa vienada ar ta apgabala laukumu, kas
apzimets ar O.

A

4. Aprekinat izteiksmes vertibu, izsakot to ka decimaldalskaitli:

1 1 1 1 1
—+

279 41 ¥ 279 41 ¥ ”'+2°+1 ¥ 2' +1 T 299 41

5. Desmit futbolkomandas katra ar katru sp€l€ja vienu reizi. Par uzvaru komanda sanem 2 punktus,
par neizskirtu - 1 punktu, par zaud€jumu - 0 punktus. “Daugava” ieguva vairak punktu neka jebkura
cita komanda.

Kads lielakais zaud€jumu skaits vargja biit “Daugavai” ?

10. klase (6.-10.)
6. Vai skaitlis 2122+1 ir pirmskaitlis ?
7. Sekantes AB un CD ir paral€las un iet caur divu rigka Iiniju krustpunktiem (2. zZim.). Pieradit, ka

ABCD ir paralelograms.
B

2. 7im.



8. Dots, ka ax=by=cz=10; visi 6 skaitli a,...,z ir pozitivi.
Pieradtt, ka
(at+b+c)(x+y+z) > 90.

9. Uzzimét plakn€ B astonus punktus ta, lai nekadi tris no tiem neatrastos uz vienas taisnes un nekadi
pieci nebiitu izliekta piecstiira virsotnes. Pietiek ar vienu pieméru.

10. Klasg€ ir n (n>2) skolénu; dazi no tiem draudzgjas. Ja divi skoléni nedraudzgjas sava starpa, tad var
atrast treSo, kas draudzgjas ar Siem abiem skoléniem.
Kads ir mazakais iesp€jamais draudzibu skaits ?
(Uzskatam, ka katrs draugu paris veido vienu draudzibu, parus AB un BA uzskatam par vienu un
to paSu pari.)

11. Klase (11.-15.)

11. Zinams, ka izliekta Cetrsturt ABCD lenkis ABD ir vienads ar lenki ACD.
Pieradit, ka « BCA=/BDA.

12. Dots, ka n - naturals skaitlis un n-3 dalas ar 5.

Kuri no noraditajiem skaitliem dalas ar 5:
a)n-198; b)n>-1; c)n’+l ?

13. Pieradit, ka katram naturalam n pastav nevienadiba
n">2"nt,

14. 1zliekta piecstiirT katra no ¢etram diagonalém paral€la savai piecstiira malai. Pieradit, ka arf piekta
diagonale paraléla kadai piecsttira malai.

15. Klas€ ir n (n>4) skolénu; dazi no tiem draudz€jas. Ja divi skoléni nedraudz€jas sava starpa, tad
klas€ var atrast vismaz 2 citus skolenus, kas draudzgjas ar katru no tiem.
Kads ir mazakais iespgjamais draudzibu skaits ? (Uzskatam, ka katrs draugu paris veido
vienu draudzibu; parus AB un BA uzskatam par vienu un to pasu pari.)
Piezime olimpidades Ziirijai: var uzdevumu formulét ar konkrétam n veértibam, piemeram,
n=8.
12. klase (16.-20.)

16. Dots, ka sinx=siny un sin2x=sin2y. Pieradit, ka
sin 1993x = sin 1993y.

17. Atrast visu tadu Cetrciparu naturalu skaitlu summu, kam pirmais cipars vienads ar pedgjo, bet
otrais - ar treSo.

18. Trijstiira iekSpus€ nemts punkts. Pieradit, ka ta attalumu summa lidz trijstiira malam nav mazaka
par trijstiira mazako augstumu un nav lielaka par trijstiira lielako augstumu.

19. Vai eksiste izliekts daudzskaldnis ar 25 skaldném, kas visas ir ¢etrstiiri?
20. Klasg ir n (n>4) skolénu; dazi no tiem draudzgjas. Katriem diviem skoléniem var atrast treso, kas

draudzgjas ar tiem abiem.
Kads ir mazakais iesp€jamais draudzibu skaits ?
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(Uzskatam, ka katrs draugu paris veido vienu draudzibu; parus AB un BA uzskatam par vienu un
to paSu pari.)

Piezime olimpiddes Ziirijai: var uzdevumu formulet ar konkrétam n vertibam, pieméram, n=8
un n=9 (sk. atrisinadjumu,).

Rajona olimpiade (21.-40.)

9. klase (21.-25.)
21. Vai vienadojumam 2x%-2x(a+b)+(a?+h?)=0 var bit atrisinajumi, ja a un b ir dazadi skaitli ?

22. Plakne sadalita vienados kvadratos (sk. 3. zim.).
Pieradit, ka riitinu virsotnes A, B un C atrodas uz vienas taisnes.

A} |

23. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
X2+x=y? .

24. Par trisektoru sauc ierici, kas jebkuru nogriezni lauj sadalit 3 vienadas dalas. Ka, izmantojot
linealu un trisektoru, bet neizmantojot cirkuli, var atrast nogriezna viduspunktu ?

25. Vai pa apli var izrakstit naturalos skaitlus no 1 lidz 15 (katru tiesi vienu reizi) ta, lai katru divu
blakus esosu skaitlu starpiba biitu 4, 5, 6 vai 7 ? (Pielaujamas vienlaikus vairakas vai pat visas §is
starpibas.)

10. Klase (26.-30.)

26. Kvadrata ABCD malas garums ir 1; M ir AD viduspunkts. Nogriezni AC un BM krustojas
punkta S.
Aprékinat AASM laukumu.

27. Kadam a vertibam vienadojumam
x%=|x-al
ir tiesi tr1s dazadas saknes ?
28. Naturalie skaitli no 1 1idz 18 apvienoti pa pariem ta, ka katra para skaitlu summa ir vesela skaitla
kvadrats. Ar ko viena parT apvienots skaitlis 1 ?
29. Rinda nostaditi 10 z&ni un 10 meitenes. Divus bérnus var mainit vietam tad, ja starp tiem stav ne
vairak ka 9 citi.
Pieradit:



a) ka ar 10 mainam noteikti pietiek, lai panaktu, ka rinda vispirms stav 10 z&ni, bet péc tam
10 meitenes;
b) sakuma situdcija var bt tada, ka ar 9 mainam to panakt nevar.

30. Divas rigka Iinijas krustojas punktos A un B. Taisne, kas vilkta caur A, krusto §is rigka Iinijas
punktos M un N ta, ka A atrodas starp M un N. Nogriezna MN viduspunkts ir Z. Taisne BZ krusto
abas rinka Imijas punktos L un K; Z atrodas starp L un K.

Pieradit, ka ZI=7ZK.

11. klase (31.-35.)

31. Dots, ka x=y-1. Pieradit, ka
(XHY)ECHY) (XY = Yo .

32. Caur punktu O trijstiira iekSpus€ novilktas 3 taisnes, kas paral€las trijstira malam. Trijstiiris
sadalas trijos paralelogramos un trijos trijstiiros.
Pieradit, ka paralelogramu laukumu reizindjums ir 8 reizes lielaks par trijstiru laukumu
reizinajumu.

33. Naturala skaitla n visi pozitivie dalitaji ir dy, do, ..., Ok .
Pieradit, ka

34. Divas rinka Imijas krustojas punktos M un N. Uz vienas no tam arpus otras nemts punkts K.
Taisnes KM un KN krusto otru rinka Iiniju atbilstosi punktos A un B ta, ka M atrodas starp A un K,
bet N - starp B un K. Pieradit, ka taisne AB paral€la pirmas rinka Iinijas pieskarei punkta K.

35. Ziemassvetku davanu stttjums kopa sver 225 kg. Tas iepakots sainiSos ta, ka neviens sainitis nav
smagaks par 3 kg. Davanas izn€sa 10 Salaveci, katrs no tiem var panest ne vairak par 25 kg.
Pieradit, ka davanas var sadalit (sainiSus neatverot) ta, ka Salaveci tas var aiznest visas uzreiz.

12. klase (36.-40.)

36. Atrisinat vienadojumu
COSX C0S2X cos3x =1.

37. Ar [x] apzimé lielako veselo skaitli, kas neparsniedz X .
Pieméram, [3]=3; [4, 2] =4.
n 2
Kadiem naturaliem n skaitliem {T} ir pirmskaitlis ?

38. Divas rinka Iinijas krustojas punktos M un N. Tam novilktas kopgjas argjas pieskares,
pieskarSanas punkti ir trapeces virsotnes.
Pieradit, ka M un N atrodas uz §s trapeces viduslinijas.

39. No vienas taisnstiira paralélskaldna virsotnes novilktas triju skaldnu
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diagonales. Pieradit, ka to lenku lielumu summa, kuru veido §is diagonales, ir 180°,

40. Izliekta daudzstiirt katra mala un katra diagonale nokrasota viena no 3 krasam ta, ka neeksiste
nekada slégta lauzta Imija ar virsotném daudzstiira virsotnés, kuras visi posmi nokrasoti viena un tai
pasa krasa. Kads lielakais malu skaits var biit sakotngjam daudzstiirim ?

44. Valsts olimpiades 3.karta (41.-60.)

9. klase (41.-45.)

41. Dota kvadratfunkcija y=x*+px-+q, kur p un q ir para skait]i. Zinams, ka visiem veseliem x pastav
nevienadiba y>0.
Pieradit, ka nevienadiba y>0 pastav visiem x (ne tikai veseliem).

42. Uz izliekta Cetrstira ABCD malam AB, BC, CD, DA nemti atbilstosi punkti M, N, K, L. Ripka
linijas, kas apvilktas ap trijsturiem AML, BNM, CNK, krustojas punkta O Cetrstiira iekSpuse.
Pieradit, ka punkti D, L, K, O atrodas uz vienas rinka linijas.

43. Pieradit, ka visiem naturaliem n skaitlis n°n dalas ar 30. Kadiem naturdliem n skaitlis n°>-n dalas
ar120?

44. Pieradit, ka katru daudzstiiri var sagriezt platlenka trijstiiros.

45. SeSos grozos atrodas attiecigi 31, 32, 33, 34, 35, 36 konfektes. Ar vienu gajienu atlauts no pieciem
groziem papgemt pa vienai konfektei un ielikt tas sestaja. Vai var panakt, lai visas konfektes
vienlaikus atrastos viena vai divos grozos ?

10. Klase (46.-50.)

46. Vienadouma
X>+px+q =0
saknes ir 2p un 2g. Atrast p un g.

47. Cetras rinka Iinijas krustojas, ka paradits 4. Zimgjuma.
B

D
4. Zim.
Zinams, ka ap Cetrstiri ABCD var apvilkt rinka Imiju. Pieradit, ka ar1 ap Cetrsttiri MNKL var
apvilkt rinka Iiniju.



48. Pieradit, ka skaitli 2n var izsacit ka divu (varbiit vienadu) veselu skaitlu kvadratu summu tad un
tikai tad, kad skaitli n var izsacit ka divu (varbiit vienadu) veselu skaitlu kvadratu summu (n -
patvaligs naturals skaitlis).

49. Pieradit, ka nevienu izliektu daudzsttiri nevar sagriezt gabalos ta, lai visi gabali butu ieliekti
Cetrsturi.

50. Tabula sastav no 2n x 2n riitipam. Tiesi 3n riitinas iezZiméts pa vienai zvaigznitei. Pieradit, ka var
nokrasot melna krasa n kolonnas un n rindinas ta, lai visas zvaigznites biitu aizkrasotas.
Vai iesp&jams izvietot 6x6 rutinu tabula 10 zvaigznites ta, lai tas visas nevarétu aizkrasot,
nokrasojot 3 rindinas un 3 kolonnas ?

11. Klase (51.-55.)

51. Koordinatu plakng uzziméti funkciju y=x?+px+q un y=x>+ax+b grafiki.
Cik dalas var tikt sadalita koordinatu plakne ?

52. Divas kuba virsotnes sauc par blakus virsotném, ja tas savieno Skautne.
a) Paradit, ka kuba virsotn@s var ierakstit pa naturalam skaitlim 3, lai 7 virsotn@s ierakstitie
skaitli katrs biitu mazaks par savu triju kaiminu vidgjo aritmétisko.
b) Vai var panakt, lai §1 Tpasiba izpilditos visas 8 virsotn@s ierakstitajiem skaitliem ?

53. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
F+P+1=27%,

54. Divas vienadas rinka Iinijas krustojas punktos A un B. Taisne MN iet caur punktu A. Taisne, kas
iet caur B perpendikulari MN, krusto rinka linijas punktos K un L (sk. 5. Zim.)
Pieradit, ka MKNL ir rombs.

K N

A

B

5. Zim.

55. Turnira piedalas 22 komandas. Lidz partraukumam turnira tika izspélétas 10 kartas. Katra karta
komandas sadalijas 11 paros, un viena para komandas spél&ja sava starpa. Nekadas divas komandas
nespél&ja sava starpa vairak par vienu reizi.

Pieradit, ka var atrast 3 komandas, kas sava starpa vél nav  sp€lgjusas nevienu spéeli.

12. klase (56.-60.)
56. Dots, ka cosx = cosy un sinx = - siny. Pieradit, ka
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sin 1994x + sin 1994y = 0.

57. Plakne sadalita kvadratinos ka rttinu lapa; kvadrata malas garums ir 1. Uzziméts piecstiris, kura
visas virsotnes atrodas rutinu virsotnes.

Pieradit:

a) ka ta laukums ir vismaz 3/2;

b) ja piecstiiris ir izliekts, tad ta laukums ir vismaz 5/2.

58. Dots, ka a, b, ¢ ir pozitivi skaitli un a+b+c = abc.
Pieradit, ka vismaz viens no skaitliem a, b, ¢ ir lielaks par 1,7.

59. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
124304 4n! =m?.

60. Iestade strada 1994 cilveki. Katram no viniem §aja iestade ir 1600 pazinu. Pieradit, ka var atrast
tadus seSus §is iestades darbiniekus, kas visi cits citu pazist.

Rezerves variants 9. klasei (61.-65.)

61. Apskatam vienadojumus x?*+2ax+b? = 0 un x?+2bx+a’ = 0 (a un b - kaut kadi skaitli). Ir zinams,
ka tiem abiem eksistg atrisinajumi.
Kadi var bt skaitli a un b?

62. Apskatam vienadojumu x?-y? = 111. Atrast
a) kaut vienu ta atrisinajumu naturalos skaitlos;
b) visus ta atrisinajumus naturalos skaitlos un pamatot, ka citu bez atrastajiem nav.

63. Ir zinams, ka pastav trijstiiris, kura viens lenkis ir 60° un malu garumi ir a, b un ¢ (2>b>c).
Pieradit, ka pastav trijstiiris, kura viens lenkis ir 120° un malu garumi ir a-c, b unc.

64. Caur punktu trijstiira iekSpuse paraleli ta malam novilktas taisnes. Triju izveidojusos trijstiru
laukumi ir 4; 9; 25 (sk. 6. zZim.).
Aprekinat AABC laukumu.

B
9
A
/ /25\
A 7 C
6. zZIm.



65. Kvadrats sadalits 8x8 ratinas. Tajas ierakstiti skaitli no 1 lidz 64 “normala” kartiba (sk. 7 .zim.).

(13 13

Péc tam daziem skaitliem prieksa pierakstija ““ -  zZimes ta, ka katra rindina un katra kolonna ir tiesi 4

(13 [

Zimes.

1 |2 13 (4|5 |6 |7
10 [ 11 )12 (13 | 1415 | 16
17 ] 18

A2 | 63 | a4

7. Zim.
Pieradit, ka visu ierakstito skaitlu summa ir 0.

Rezerves variants 11. klasei (66.-70.)

66. Pieradit, ka abcdef dalas ar 7 tad un tikai tad, kad ar 7 dalas starpiba
abc - def .

67. Atrast lielako naturalo skaitli n ar Tpasibu: kvadratu ar izmériem nxn var sagriezt 7 taisnstiiros,
kuru malu garumu kopa ir {1;2;3;4;...;13;14}.

68. Skaitlu virkni as; az; ... veido $adi : ai=1; a>=1; as=4; jan>2, tad
an+2 = 2an+1 + 280 - An-1.
Pieradit, ka visiem naturaliem n pastav vienadiba

vV an+2 = A an+1 + \/a_n '

69. Divas rinka Iinijas krustojas punktos A un B; otras rinka Imijas centrs 0 atrodas uz pirmas rinka
linijas. Punkts M atrodas uz pirmas rinka Iinijas arpus otras; ME un MF ir otras rinka linijas pieskares
(sk. 8. zZim.).

Pieradit, ka OM , AB un EF krustojas viena punkta.

8. zZim.
70. Rinka Iinija ar 60 punktiem sadalita 60 vienados lokos. Dalfjuma punkti pa pariem savienoti,
novelkot 30 hordas.
Pieradit, ka starp §tm hordam ir vismaz divas vienadas hordas.
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44. Valsts olimpiades 4. karta — atlases sacensibas izlases kandidatiem
(71.-75.)

71. Dots, ka x un y ir naturali skaitli un
3X2HX = dyP+y.
Pieradit, ka x-y, 3x+3y+1 un 4x+4y+1 ir naturalu skaitlu kvadrati.

72. Vai var atrast tadus 2'%* dazadus naturalu skaitlu parus (ai, bi), ka vienlaikus izpildas $adas
prasibas:

1 1 1
1) —_— + + i+ — =1
ab  ab, 1000 D, 1000

2) (a1+a2+ +a21994) + (b1+b2+ e 4 b21994) = 3195 5

73. Plakng dots rinkis ar radiusu 1. Sauksim nogrieznu sistemu par nosedzosu, ja katrai taisnei, kam ir
kopigs punkts ar rinki, ir kopigs punkts arT ar kadu sistémas nogriezni.

a) Pieradit, ka nosedzosas sistémas nogrieznu garumu summa ir lielaka par 3.

b) Vai eksiste tada nosedzosa sisteéma, kuras nogrieznu garumu summa mazaka par 5 ?

74. Uz tafeles uzrakstits naturals skaitlis n. Divi spélétaji izdara gajienus pec kartas. Pirmais spélétajs
ar savu gajienu nodzge$ uz tafeles esoso skaitli un vieta uzraksta ta dalfjumu ar 2, dalfjumu ar 4 vai
reizinajumu ar 3 (kadu no dalfjumiem drikst rakstit tikai tad, ja tas ir naturals skaitlis). Otrais spelétajs
ar savu gajienu nodzes uz tafeles esoSo skaitli un ta vieta uzraksta par 1 lielaku vai par 1 mazaku
skaitli. Pirmais speléetajs grib panakt, lai uz tafeles kadreiz paraditos skaitlis 3 (vipam vienalga, kur§
to uzraksta). Vai pirmais spelétajs noteikti var sasniegt savu merki, pat ja otrais censas vinam traucet?

75. Tris vienadas rinka Iinijas krustojas viena punkta O. To otrie krustpunkti (pa divam) ir A, B, C. Ar

A apzimgjam trijstiiri, kura malas katra pieskaras divam rinka Iinijam un kura iekSpuse atrodas visas
tris rinka Iinijas. Pieradit, ka A laukums ir vismaz 9 reizes lielaks par ABC laukumu.

21.atklata matematikas olimpiade (76.-95.)

9. klase (76.-80.)

76. Vienadojumam ax’+bx+c = 0 ir divas dazadas saknes.
Vai vienadojumam cx?+bx+a = 0 arT noteikti ir divas dazadas saknes?

77. Cetrstiris ABCD apvilkts ap rinka Iniju, un ta diagonales AC un BD ir savstarpgji
perpendikularas. Pieradit, ka AB-CD = AD-BC.

78. Kada valstt ir 10 pilsétas un 37 aviolinijas. Katra aviolinija savieno divas pils€tas abos virzienos,
neiegriezoties citas; nekadas divas aviolinijas nesavieno vienu un to pasu pilsétu pari.
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Pieradit, ka no katras pilsé€tas var aizlidot uz katru citu, veicot ne vairak par vienu parseésanos.

79. Tris vienadas rinka Iiijas krustojas viena punkta O un vél pa divam punktos A, B un C, kas
neatrodas uz vienas taisnes.
Pieradit, ka O ir AABC augstumu krustpunkts.

80. Vai eksiste n veseli skaitli (dazi no tiem var biit vienadi), kuru summa ir 0, bet reizinajums ir n?
Atrisinat So uzdevumu, ja a)n=1992, b)n=1994.

10. Klase (81.-85.)

a b c
81. Dots, ka a, b, ¢ - pozitivi skaitli. Pieradit, ka + + > 1
b+c a+c a+b

Vai var pieradit, ka nevienadibas kreisa puse lielaka par 1,01 ?

82. Ar py,pz,. . .,pn apZim&jam augosa kartiba pirmos n pirmskaitlus.
Pieradit, ka p1p>...pnt1 nav naturala skaitla kvadrats.

83. Vai dala 0,1491625..., kuru ieglst, izrakstot aiz komata pec kartas visu naturalo skaitlu
kvadratus, izsaka racionalu vai iracionalu skaitli?

84. Tris rinka Iinijas krustojas viena punkta O un bez tam vl pa divam punktos A, B, C (sk. 9. zZim.).
M

C

9. zZim.
Zinams, ka M, A, N atrodas uz vienas taisnes un M, B, K - tapat.
Pieradit, ka N, C, K atrodas uz vienas taisnes.

85. Kads bus vismazakais gabalu skaits, ja 10. zZim. redzama figlira jasagrieZ ta, lai neviens gabals
nesaturétu kvadratu ar izmériem 2x2 riitinas? Griezumi jaizdara tikai pa riitiu Iinijam.
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10. Zim.
11. klase (86.-90.)

86. Pieradit, ka vienadojuma x?-3x-1 = 0 saknes ir arT vienadojuma
(x2-2x-1)? - 2(x?-2x-1) -x-1=0
saknes.

87. Atrisinat veselos skait]os vienadojumu

(X*+y)- () = (x+y)°

a+b a+c b+c . I
88. Dots, ka a,b,c, c ' b un . ir naturali skait]i.

Pieradit, ka
a+b a+c b+c
+ +
c b a

< 9.

89. Kubs sastav no 1994x1994x1994 vienadiem kubiniem. Pieradit, ka kubinos var ierakstit dazadus
veselus skaitlus ta, lai katra 1994 kubinu veidota “stabina”, kas paraléls kadai no kuba Skautném,
ierakstito skaitlu summa biitu 0.

90. Regulara 100-stiirT atzimeti visu malu un visu diagonalu viduspunkti. Kads ir lielakais daudzums
atzimeto punktu, kas atrodas uz vienas rinka linijas?

12. Klase (91.-95.)

91. Atrisinat vienadojumu
SinX + CoSX = tgx + ctgx.

92. Pieradit, ka starp katriem 10 péc kartas nemtiem naturaliem skaitliem var atrast vienu, kas ir
savstarpgjs pirmskaitlis ar visiem parejiem.

93. Saurlenku trijstiirT augstums no virsotnes A vienads ar medianu no virsotnes B un ar bisektrisi no
virsotnes C.
Pieradit, ka trijstiiris ABC ir regulars.

94. Naturali skaitli no 1 [idz 1994 izrakstiti virkn€ kaut kada kartiba (katrs vienu reizi). Atrast mazako
n ar 1pasibu: noteikti var izsvitrot n skaitlus no virknes ta, ka atlikusie skaitli veido vai nu augosu, vai
dilstoSu virkni.

95. Kads mazakais punktu skaits plakné jaatzime, lai pie 1= 1; 2; 3;...; n eksisteétu vismaz viena

taisne, uz kuras ir tiesi i atzimétie punkti?

Atlases sacensibas 35. starptautiskajai olimpiadei (96.-101.)

1. karta (96.-98.)
13



96. Tabula sastav no nxn ritinam. Dazas riitinds novietots pa baltam vai melnam kaulipam ta, ka
katra rindina un katra kolonna atrodas tieSi viens balts un tiesi viens melns kaulins. Atlauts ar vienu
gajienu mainit vietam vai nu divas kolonnas, vai divas rindinas.
Pieradit, ka ar $adiem gajieniem var panakt, lai baltie kaulini atrastos tur, kur sakuma melnie,
bet melnie - tur, kur sakuma baltie.

97. Ap &etrstiiri ABCD var apvilkt rinka Iiniju. Cetrstiira diagonales krustojas punkta O. Malu AB un
CD viduspunkti ir attiecigi U un V.
Caur punktiem O, U, V velkam taisnes perpendikulari attiecigi AD, BD un AC. Pieradit, ka
tas krustojas viena punkta.

98. Apskatam vienadojumu ar veseliem koeficientiem
auXP+azsy +assz+aloXy+aisxz-+agsyz = 0.
Ir zinams, ka visi koeficienti |ajj <100 un vienadojumam ir atrisinajums (1234; 3456; 5678).
Pieradit, ka tam ir atrisinajums, kas nav proporcionals noraditajam un kura x,y,z ir pa pariem
relativi pirmskait]i.

2. Karta (99.-101.)

99.Dots, ka 0< x; <1,, i =12;---;n. Atrastizteiksmes

X, X, X
+ + oo
Xy Xz X, +1 X X3 - X, +1 X Xy o X, +1

maksimalo iesp&jamo vertibu.

100. Rinka Imija ar 2n punktiem sadalita 2n vienados lokos. Daltjuma punkti jasavieno ar n taisnes
nogriezniem ta, lai izveidotos n dazada garuma hordas (visiem 2n punktiem jabiit izmantotiem ka
hordu galapunktiem).  Vai tas iesp&jams, ja a) n=24, b)n=1994 ?

101. Dots trijsttris ABC. No ta virsotnes B novilkti n stari, kas krusto malu AC. Tadgjadi AABC

sadalits n+1 mazakos trijstiiros. Katram no tiem konstruéta ievilkta rinka Iinija ar radiusu ri un
pievilkta rinka Iinija ar radiusu Rj (sk. 11. Zim.).
B

p@ 0 C
T
11.zim.

rl . r2 e "rn+]_
R,-R,~--R.,
vértiba nav atkariga ne no N, ne ari no ta, kuri n stari tiek novilkti.

Pieradit, ka izteiksmes
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Starptautiskas komandu olimpiades “Baltijas cels-93”
uzdevumi (102.-121.)

102. a,a,a, un aja,a, ir divi trisciparu skaitli; a1 un as ir dazadi nenulles cipari. To kvadrati ir

attiecigi piecciparu skaitli b,b,b,b,b, un b.b,b.b,b, .
Atrast visus $adus trisciparu skaitlus.

103. Vai eksiste tadi naturali skaitli a>b>1, ka katram naturalam k var atrast naturalu skaitli n ar
ipasibu: antb ir kada naturala skaitla k-ta pakape?

104. Naturalu skaitli sauc par interesantu, ja tas ir divu (vienadu vai dazadu) pirmskaitlu reizinajums.
Kads ir lielakais iesp&jamais p&c kartas esosu naturalu skaitlu skaits, kas visi ir interesanti?

105. Atrast visus tadus veselus skaitlus n, ka
\/ 25  [625 \/ 25  [625
=+ )= -n + = -,— -n
2 4 2 4

106. Pieradit, ka visiem nepara naturaliem skaitliem n
skaitlis

ir vesels skaitlis.

n2-né-n*+1
dalas ar 2°.

107. Pienemsim, ka f(x) un g(x) ir funkcijas, kas definétas visiem x, kuri apmierina nosactjumus
2<x<4. Bez tam visiem x, 2<x<4, izpildas sakaribas 2<f(x)<4, 2<g(x)<4, f(g(x))=g(f(x))=x,
f(x)-g(x)=x2.

Pieradtt, ka f(3) = g(3).

108. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu sistemu

Zx — y2x
27 = 4*
X+y+z=20.

109. Aprekinat visu tadu naturalu skaitlu summu, kuru cipari veido stingri augosu vai stingri dilstosu
virkni. (Par augosu / dilstosu uzskatam arT virkni, kas sastav no viena elementa.)

110. Atrisinat vienadojumu sist€mu
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X =y+y®
y>=z+2°
2> =t+t°
t° =x+x°.

111. Piepemsim, ka ai;a;...;an un bg;bo;...;bn ir divas galigas skaitlu virknes, kas sastav no 2n
dazadiem skaitliem. Parkartojot katru no tam augos$a kartiba , iegiistam virknes ai’;a2’;...;an" un
b1’:b2;...;bn "
Pieradit, ka
max|a; — b;| > max(a’;—b; 1.

I<i<n I<i<n

112. Vienadmalu trijstiris ir sadalits n? vienados vienadmalu trijstiiros. Zimeklis nostajas viena
sakotngja trijstiira virsotné, musa - otrd. Vini pec kartas izdara pa vienam gajienam, ar katru gajienu
parvietojoties uz rezga blakus virsotni.

Pieradit, ka zirneklis var nokert musu.

113. Kada karalvalsti ir 13 pilsétas. Starp daziem pils€tu pariem ir nodibinata abpusgja satiksme ar
autobusa, vilciena vai lidmasinas palidzibu.
Kads ir mazakais iesp€jamais $adu paru skaits, ja ir zinams: lai kadus divus transporta veidus
izveletos, no jebkuras pils€tas var nokliit jebkura cita (varbit ar parséSanos), neizmantojot treSo
transporta veidu?

114. Vienadmalu trijsttris ABC ir sadalits 100 vienados vienadmalu trijstiros. Kads ir lielakais
mazo trijstiiru virsotnu skaits, kuras var izvéleties ta, lai nekadas divas virsotnes no izveletajam
neatrastos uz taisnes, kas paral€la kadai no trijstira ABC malam?

115. Kvadrats sadalits 16 vienados kvadratos, tadgjadi iegiistot 25 dazadu virsotpu kopu. Kads ir
mazakais virsotnu skaits, kuras var iznemt no §is kopas ta, lai nekadi 4 no palikuSajiem punktiem
nebiitu tada kvadrata virsotnes, kura malas paral€las sakotngja kvadrata malam?

116. Divus kubiskus metamos kaulinus met un saskaita uzmestos skait]us.
Vai var uz kaulinu skaldném uzrakstit naturalus skaitlus ta, lai iesp&jamas summas butu 2; 3;
4;5;6;7;8;9; 10; 11; 12; 13 un lai visas tas biitu vienadi iesp&jamas?

117. Divas vienadas rigka Iinijas novietotas plakné ta, ka tas nekrustojas. Kada §is plaknes taisne
krusto pirmo rinka Iiniju punktos A un B, bet otru rigka Iiniju - punktos C un D. Turklat AB=BC=CD
= 14 cm. Otra taisne krusto pirmo rinka Iiniju punktos E un F, bet otro - punktos G un H ta, ka
EF=FG=GH = 6 cm. Atrast rinka liniju radiusus.

118. Plakné apliikojam trfs pa pariem neparalélas taisnes. Tris punkti kustas pa $im taisném ar
dazadiem konstantiem nenulles atrumiem, katrs punkts kustas pa savu taisni. (Piepemam, ka kustiba
jau notikusi bezgaligi ilgi un turpinasies bezgaligi ilgi uz prieksu.)
Vai ir iesp&jams ta izveleties STs taisnes, katra punkta sakuma stavokli kada “nulles” momenta
un katra punkta atrumu ta, lai punkti nekad nebiitu bijusi, pasreiz nebiitu un ar1 nakotné nekad
nenonaktu uz vienas taisnes?
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119. Trjstiirt ABC zinams, ka AB=15, BC=12, AC=13. Mediana AM un bisektrise BK krustojas
punkta O (M € BC, Ke AC). Novelkam OL L AB, L e AB. Pieradit,ka ~ OLK=/ OLM.

120. Izliekts cetrstiris ABCD ievilkts rink1 ar centru O. Lepkiem ~AOB, 2 BOC, Z COD,
ZDOA ir tadi pasi lielumi ka kaut kada kartiba nemtiem cetrstiira ABCD lepkiem. Pieradit, ka
ABCD ir kvadrats.

121. ApzZimésim vienibas kubu ar Q. Sauksim tetraedru par labu, ja ta visas Skautnes ir vienadas un
visas virsotnes atrodas uz kuba Q virsmas.
Atrast visus iesp&jamos laba tetraedra tilpumus.

35. starptautiskas matematikas olimpiades uzdevumi (122.-127.)

1. diena (122.-124.)

122. Dots, ka m un n ir pozitivi veseli skaitli. Kopa A = {a1;az;. ..;am} ir kopas {1;2;.. .;n} apakskopa.
Ir zinams: ja & + @ <n, kur 1 <i <j <m, tad ai+4; ari ir kopas A elements.
Pioradit, ka T2t tEn  NHL
m 2
123. Dots, ka ABC ir vienadsanu trijstiiris un AB=AC. Bez tam zinams, ka vienlaikus
a) M ir BC viduspunkts un O ir tads punkts uz AM, ka OB_LAB;
b) Q ir nogriezna BC punkts, kas nesakrit ne ar B, ne ar C;
C) E atrodas uz taisnes AB un F atrodas uz taisnes AC ta, ka E, Q, F ir dazadi un pieder
vienai taisnei.
Pieradit, ka OQ_LEF tad un tikai tad, ja QE=QF.
124. Katram naturalam skaitlim k ar Ak apzim&sim visu to skaitlu kopu no {k+1; k+2; ... ; 2k}, kuru
binaraja pieraksta tiesi tris cipari ir vieninieki. Ar f(k) apzimésim Ak elementu skaitu.
a) Pieradit: katram naturalam m vienadojumam f(x)=m ir vismaz viens atrisinajums.
b) Atrast visus tadus naturdlos skaitlus m, ka min&tajam vienadojumam ir tiesi viens
atrisinajums.

2. diena (125.-127.)

125. Atrast visus tadus naturalu skaitlu parus (m;n), ka n®+1 dalas ar m-n-1.

126. Ar S apzim&jam visu to realo skaitlu kopu, kas lielaki par (-1). Funkcija f(t) definéta visiem
kopas S elementiem un pienem vertibas no kopas S. Zinams, ka vienlaikus izpildas $adas divas
1pasibas:

f(x
a) attieciba () ir stingri augosa pie -1<x<0 un pie x>0,

b) visiem x uny no S pastav sakariba

fix +y) + xf()) =y + f(x) + y £(x).
Atrast visas $adas funkcijas f.
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127. Atrast kaut vienu naturalu skaitlu kopu A, kas apmierina $adu ipasibu: lai kada ar1 bitu
bezgaliga pirmskait]u kopa P, eksisté skaitlis m, kas pieder A, un skaitlis n, kas nepieder A, turklat
gan m, gan n izsakas ka viena un ta pasa daudzuma (vismaz divu) dazadu P elementu reizinajums.
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UZDEVUMU RISINAJUMI UN ATBILDES

Sagatavosanas olimpiade (1.-20.)

1. Ta ka péc dotajiem nosacijumiem vienadojumam ax>+bx+c = 0 ir tiesi divas dazadas saknes, tad
no ta izriet, ka a0 (pretéja gadijuma nevarétu biit divas saknes) un D1 = b?-4ac > 0 (D10, jo tad
biitu divas vienadas saknes; D1 nevar buit mazaks par 0, jo tad saknu nebiitu vispar).

1) Ja c20, b0, tad vienadojumam cx>+bx+a = 0 biis divas dazadas saknes. Proti, ta ka c0,
tad tas ir pilns kvadratvienadojums un D, = b?-4ca = D1>0.

Piem@ram, vienadojumiem x>+3x+2 =0 un 2x?+3x+1 = 0 katram ir divas dazadas saknes.

2) Ja ¢=0, b0, tad vienadojumam ax’+bx = 0 ir divas dazadas saknes, bet vienadojumam
0-x*+bx-+a = bx+a = 0 biis tikai viena sakne (jo a#0, b=0). Ka piemérs der vienadojumi
X24+x+0=0 un x+1 =0,

3) Taka a#0, tad vienadojumam cx?+bx+a = 0 nevar biit bezgaligi daudz saknu.

4) Vienadojumam cx*tbx+a = 0 nebiitu nevienas saknes, ja c=0 un b%4ac < 0 (tas ir
pretruna ar doto) vai arf c=b=0 un a=0 (0-x?+0-b+a = 0), kas arf ir pretruna ar doto.

Tatad iesp&jamas viena vai divas saknes.

2. Atbilde. a) un c) dalas; b) un d) nedalas.

Risinajums.
a) (16-1)! = 15!. Ta ka 16=2-8 un 15! satur starp saviem reizinatajiem gan 2, gan 8, tad 15!
dalas ar 16.

b) (41-1)! = 40!. Skaitlis 41 ir pirmskaitlis, tapéc, lai 40! dalitos ar 41, tam biitu jasatur
reizinatajs 41, kas, protams, nevar biit.

C) (1991-1)! = 1990!. Taka 1991 = 11-181 un 1990! satur starp saviem reizinatajiem gan 11,
gan 181, tad 1990! dalas ar 1991.

d) (1993-1)! = 1992!. Skaitlis 1993 ir pirmskaitlis, tap&c, lai 1992! dalitos ar 1993, tam biitu
jasatur reizinatajs 1993, kas ir aplam.

3. Viegli saprast, ka gan [BNC] + [AND], gan [AMD] ir vienadi ar pusi no paralelograma laukuma.
Tapec [BNC] + [AND] = [AMD)]. Atpemot no §is vienadibas abam pusém laukumus dalam, kas
pieder AAMD un vai nu ABNC, vai AAND, iegiistam vajadzigo.

4. Atbilde. 1993,5.

1
Risinaj . [zrékinasim izteik: + értibu:
singjums. Izrekinasim izteiksmes ———— 57,1 Vartibu
1 1 1 1 2° 1 2% +1
+ = + = + = =1
2 +1 2% +1 1 2% +1 2% +1 22 +1 2% +1

1 1
Sagrup€sim saskaitamos: ( 5198 1 + 21993 +J +

+( 1 + 1J+ +(1 + 1J+(1 + 1])+
271992 419 21992 4 272 +1 2% + 271 +1 2t +

= 1993-1 + 0,5 = 19935.

P
2° +1

19



5. Atbilde. “Daugava” varéja zaudét ne vairak ka 4 spéles.
Risinajums. Apzimésim ‘“Daugavas” iegiito punktu skaitu ar x. Tada gadijuma jebkura cita
komanda vargja iegiit ne vairak ka (x-1) punktu. Ta ka turnira pavisam tika izspéletas 45 speles

10-9
(Tj un katra spéle tika “sadaliti” 2 punkti, tad kopgjais iegiito punktu skaits ir 45x2 = 90.

Tatad x + 9-(x-1) >90 (katrai no attiecigajam 9 komandam “tiek atlauts izcinit” vislielako
iespgjamo punktu skaitu):
X+9x-92>90, jeb
10x>99 = x=>9,9.
Ta ka x ir vesels skaitlis, tad x>10. Maksimalais punktu skaits, ko vargja iegiit viena komanda,
ir 9x2 = 18, tadgjadi “Daugava” vargja zaudet augstakais 8 punktus, t.i., 4 spéles.
Konstruésim pieméru, kas parada, ka ta var€ja notikt. Apzimésim vél vienu komandu ar A,
¢etru citu komandu grupu ar X un pargjo cetru komandu grupu ar Y.

Uzdevuma nosacijumi izpildisies, pieméram, tad, ja speles bis beigusas ar Sadiem

rezultatiem:

a) “Daugava” zaudé visam X komandam, bet uzvar A komandu un visas Y komandas
(“Daugavai” 10 punkti);

b) A komanda spéle neizskirti ar visam X un Y komandam (A komandai biis 8-1=8 punkti);

C) grupas X komandas sava starpa un Y komandas sava starpa spélé neizskirti (tadgjadi
nopelnot pa 3 punktiem katra);

d) katra X komanda zaudg vienai Y komandai (katra citai), bet pargjas spéles starp X un Y
komandam beidzas neizskirti. Tad&jadi katrai X komandai biis 3-1 (par neizSkirtiem ar Y
komandam) +3 (par savstarp&jiem neizskirtiem) +2 (par uzvaru par “Daugavu”) +1 (par
neizskirtu speli ar A komandu) = 9 punkti. Katrai Y komandai bis 3+2 (uzvara par kadu
X komandu) +3 (neizskirtas spéles ar pargjam X komandam) +1 (neizSkirts ar A
komandu) = 9 punkti.

6. N&, nav. levérosim, ka a®+b® = (a+b)(a%-ab+b?), tatad naturaliem a un b skaitlis a>+b® dalas ar a+b.
Bet miisu gadfjuma varam nemt a =2*!, b=1.

7. Lai pieraditu, ka ABCD ir paralelograms, pietiek pieradit, ka AD || BC. Apzimésim rinka liniju
krustpunktus ar X un Y (sk. 12.zim.)

12. zZim.
AXYD un XYCB ir rinka Iinijas ievilktas trapeces vai taisnstiiri (AX | DY un XB |[YC), tatad
L1=/2
£3=/4

A=,/2=/3=/4un £5=180° - £4=180° - £1.Taka £1+ £5=180°, tad AD|BC.

vienadsanu. Tapéc } ka lepki pie pamatiem; /2 = /3 ka ieksgjie Skerslenki. Tatad
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8. levérosim, ka

10 10 10
(a+b+c)(x+y+z) = (a+b+c)(; gt ?) =

=30+ 10— + —| + 10— + —| + 10— + —|.
b a C a C b

Savukart ar nevienadibu starp 2 pozitivu skaitlu vid€jo aritmétisko un vidgjo geometrisko
pozitiviem X Un y
X X
A L
y X y X
No Sejienes viegli iegiit vajadzigo pieradijumu.

9. Sk., piem., 13. zZim .

° °
e o
e o

° °
13.zim.

10. Atbilde. n-1.
Risinajums. Ja kads no skoléniem draudzgjas ar visiem pargjiem, bet nekadi divi no pargjiem
sava starpa nedraudzgjas, tad uzdevuma nosacijumi ir apmierinati un ir tiesi n-1 draudziba.
Pieradisim, ka tas ir mazakais iesp&jamais draudzibu skaits.

Aplukosim skolénu A un pienemsim, ka tas draudzgjas ar By,B,...,Bk. ApzZimésim So grupu
ar B. Ar visiem par€jiem n-(1+k) skoleéniem tatad A nedraudzgjas. Apzimesim So grupu ar X. Ja
k=n-1, tad jau ir vismaz n-1 draudziba. Apskatisim gadfjumu, kad k<n-1. Lai apmierinatu
uzdevuma nosactjumus, katram skolénam S no X ir jadraudzgjas ar vismaz vienu skolénu no B (ta
ka A ar S nedraudzgjas, bet draudzg&jas ar visiem B;, tad tikai skoléni no B var bat A un S kopgjie
draugi). Tada gadijuma draudzibu kopskaits bis vismaz k +(n - (1 + k)) = n - 1. Tatad mazaku
draudzibu skaitu par n - 1 iegiit nevar.

11. No dota izriet, ka ap ABCD var apvilkt rinka Iiniju. Bet tad ievilktie lenki BCA un BDA balstas
uz vienu un to pasu loku, tatad ir vienadi.

12. Atbilde. a)unc) ja;
b) né.

Risinajums. Ja n-3 dalas ar 5, tad n-3 ir uzrakstams forma n-3 =5k jeb n=5k+3, k - vesels
skaitlis. Tatad n, dalot ar 5, dod atlikuma 3.

a) n-198 = 5k+3-198 = 5k-195 = 5(k-39) un tatad dalas ar 5;

b) n%-1 = (5k+3)%1 = 25k*+30k+9-1 = 25k>+30k+8. Pirmie divi saskaitamie ar 5 dalas, bet

tresais - né. Tatad arT summa ar 5 nedalas;
C) n>+1 = (5k+3)*+1 = 25k?+30k+10 = 5(5k>+6k+2), kas parada, ka izteiksme dalas ar 5.

13. Lietosim matematisko indukciju. Pie n=1 un n=2 nevienadiba pareiza. Pienemsim, ka
Kk >2 .k 1),
un pieradisim, ka
(k+1)L > 264 (+1)! @).

21



Acimredzot, ja més pratisim pieradit, ka pie k> 2
(k +1)**
k k
tad, sareizinot (3) un (1), iegiisim (2). Tap&c pieradisim (3):

3)e 2 < (kTija 2 < (1 + %jk

> 2(k +1) 3),

k
1
IzverSot (1 + E) péc Niitona binoma formulas, pirmie divi locekliir 1 un C, - K =1,

jau to summa ir 2. Ta ka citi izvirzijuma locekli (tie eksiste, jo k>2) ir pozitivi, vajadzigais
pieradits.

14. Aplikosim piecstiiri ABCDE (sk. 14. zim.).

14. zim.
Pienemsim: dots, ka AC |ED, BD||AE, CE ||AB, AD |BC, un japierada, ka BE|CD. Mums
pietiek pieradit, ka BL=EK jeb, kas ir tas pats, ka [BCD]=[ECD] (*).
leveérosim, ka [BCD]=[BCA] (o BC|AD); hdzigi [BCAJ=[BEA], [BEA]=[DEA],
[DEAJ=[DEC]. No $o vienadibu virknes seko (*).

15. Attelosim skolénus ar punktiem, bet draudzesanos - ar linijam. 15. zZim. paradits, ka meklIgjamais
draudzibu skaits var but 2n-4.

15.zim.
No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka katrs skoléns draudzgjas ar vismaz 2 citiem. Ja katrs

n-4
skoléns draudzg&tos ar vismaz 4 citiem, tad draudzibu skaits biitu vismaz TR =2n>n-4.

Aplukosim gadijumu, kad kadam skolénam X ir tiesi 2 draugi A un B. Par€jo skolénu grupu
apzimésim ar Y (taja ir tiesi N-3 skoléni). Katram no Y skoléniem jadraudzgjas gan ar A, gan ar B.
Tapéc draudzibu skaits ir vismaz

2+2(n-3) = 2n-4.
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Aplikosim gadijumu, kad kadam skolénam X ir tiesi 3 draugi A, B un C. Tad katram no Y
grupas n-4 skoléniem (iznemot X;A;B;C) jadraudzgjas vismaz ar diviem no A;B;C. legiistam, ka
jabit vismaz 3+2(n-4) = 2n-5 draudzibam. Ievérojam, ka 2n-5 = (2n-4)-1. Lai pieraditu, ka
uzdevuma atbilde ir 2n-4, mums japamato, ka tiesi 2n-5 draudzibas nevar biit.

Ievérosim, ka tieSi 2n-5 draudzibas var bit tikai tad, ja Y grupas ietvaros skoléni sava starpa
nedraudzgjas un ar katru skolénu no Y grupas draudzgjas tiesi divino A, B, C.

Piepemsim, ka ir skoléns R, ar kuru draudz&as A un B, un ir arT skoléns S, ar kuru
draudz&jas B un C. Tad priek§ R un S nav uzdevuma minéto 2 kopigo draugu. Tapéc visi n-4
skoléni no Y draudzgjas ar vieniem un tiem pasiem diviem no A,B,C; ta ir pretruna (attieciba uz
treSo no A, B un C ) ar uzdevuma nosacfjumiem.

16. Ja sinx = siny = 0, tad x=rk, y=nn (k,n € Z), un tapéc sin1993x = sin1993y = 0.
Jasinx = siny # 0, tad no 2 sinx-cosx = 2siny-cosy seko cosx = cosy. No Sinx = siny un cosx =
cosy seko x-y = 27n, ne Z; no Sejienes viegli ieglistama prasita vienadiba.

17. Atbilde. St summa ir 495000.

Risinajums. Tadu cetrciparu skaitli, kam pirmais cipars vienads ar pedgjo, bet otrais ar treSo, var
uzrakstit ka abba = a-1000 + b-100 + b-10+ a = 1001a + + 110b. Ir skaidrs, ka a var pienemt
visas iespgjamas vertibas no 1 lidz 9 (0 nevar bt pirmais cipars), bet b var pienemt visas vértibas
no 0 [idz 9.

Tapéc S=10{(1+2+3+...+9)-1001 + 9(1+2+...+9)-110 = 495000.

Reizinatajs 10 pirmaja saskaitamaja parada, ka cipara a katra vertiba kombingjas ar 10
dazadam cipara b vértibam, bet reizinatajs 9 otraja saskaitamaja - ka cipara b katra vértiba
kombingjas ar 9 dazadam cipara a vertibam.

18. Apzimésim trijstira malas ar a< b< c; tad ta augstumi apmierina sakaribu ha>hp> hc.
Apzimésim punkta attalumus lidz malam atbilstoSi ar A, B un C.
Izsakot trijsttira laukumu ka triju trijstiiru laukumu summu, kurus iegtist, savienojot iekSpusé
nemto punktu ar sakotngja trijstiira virsotném, iegtistam
a-h, a-A N b-B N c-C b
2~ 2 2 2 !
a-h, =a-A+b-B+c.C (%
Saskapa ar a<b<t no (*) iegiistam aha. >a-A +aB +a<C, nokurienes seko ha> A+ B + C.
Lidzigi iegtistam che <cA+cB+cC unh. <A+B+C.

19. Ja, eksiste. Saliksim kopa ar pamatiem 2 regularas desmitstiiru piramidas. Tatad bis izliekts
daudzskaldnis ar 20 skaldném, kas visas ir trijstiiri. Pie katras otras “pamata” virsotnes nogriezisim
"mazu" Cetrstirveida Sk&lumu - radisies 5 jaunas skaldnes, bet visas vecas kliis par Cetrstiriem.

20. Attelosim skolenus ar punktiem, bet draudzibas - ar Iinijam.

n
16. zZim. paradits, ka draudzibu skaits var biit n—1+ [E} :
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% I

n - nepara (n=9) n - para (n=8)
16. zim.
Paradisim, ka tas nevar but mazaks.

No uzdevuma nosacijumiem acimredzami izriet, ka Kkatrs skoléns draudz&jas ar vismaz vienu
citu. Pienemsim, ka kads skoléns A draudzgjas tikai ar vienu citu B; tad parim (A,B) nevar atrast
tadu skolenu, kas draudzgtos ar tiem abiem - pretruna.

Tapéc katrs skoléns draudzgjas ar vismaz diviem citiem.

Talak skirosim 2 gadijumus.
1) Katrs no n skoléniem draudzgjas ar vismaz trim citiem. Tad draudzibu kopskaits ir vismaz

3n
—, bet
> 3

3—nn1+ﬂ'on1+ﬂ<nl+ﬂ—3—nl
2 "2 2|° 2~ 2 T
2) Eksisté tads skoléns A, kas draudzgjas tikai ar diviem citiem - B un C. Pargjos skolénus

apvienosim grupa Z.
| @
C

17. z7im.

Tada gadijuma B draudzgjas ar C. Ja ta nebiitu, tad priekS para AB nevarétu atrast skolénu, kas
draudzgjas ar abiem. Tatad grupas {A.B,C} ietvaros ir 3 draudzibas.

Apliukosim skolenu pari AX, kur X ir no Z. Péc uzdevuma nosacijumiem, kadam no
skoléniem jadraudzgjas gan ar A, gan ar X. Ta ka A vienigie draugi ir B un C, tad X ir
jadraudzgjas vai nu ar C, vai ar B. Tatad katram X no grupas Z eksisteé vai nu draudziba XC, vai
XB.

Nofiksesim katram X no Z vienu draudzibu (vai nu ar B, vai ar C); sauksim §is draudzibas
par primarajam.

Primaro draudzibu ir vismaz n-3.

Pieradisim, ka katram X no Z ir jabiit vismaz vél vienai draudzibai bez primaras. Tie$am, ja,
pieméram, X bitu tikai primara draudziba (piepemsim, ar B), tad parim BX neizpilditos
uzdevuma nosacfjumi. Tatad skolénam X ir vl vismaz viena draudziba; sauksim to par
sekundaro.

Noskaidrosim, cik ir sekundaro draudzibu. Grupa Z ir n-3 skol&ni. Ja n-3 ir para skaitlis, tad

n-3
> (Ja katra sekundara draudziba saista

vismazakais iesp&jamais sekundaro draudzibu skaits ir
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n-3 n
divus skolénus no Z). Viegli parbaudit: ja n-3 ir para skaitis, tad S = {E} - 1. Ja turpreti n-

3 ir nepara skaitlis, tad vismazakais sekundaro draudzibu skaits ir gadijuma, ja vienam skolénam
no Z sekundara draudziba ir arpus Z, bet pargjos Z skolénus sekundaras draudzibas saista pa

n-4 n-2
pariem; tad sekundaro draudzibu skaits ir +1= I Ta ka n-3 ir nepara skaitlis, tad n
i para skaidlis; tipdc ©—= = = 1—[3} 1
ir para skaitlis; tipec —— = 5 =3 .

Tatad visos gadijumos sekundaro draudzibu ir vismaz {E] -1.

Tapec draudzibu kopskaits ir vismaz

n n
3+(n-3)+ qz} - 1) =n-1+ [E} , ko arT vajadzgja pieradit.

Rajona olimpiade (21. — 40.)

21. Parveidojam vienadojumu par (x-a)% + (x-b)> = 0. Ta ka a=b, tad vai nu x-a0, vai arT x-b=0.
Tatad (x-a)° + (x-b)? > 0, un vienadojumam atrisindGjumu nav.

Avllvl

22.

C

18. Zim.

Izveidosim divus trijstiirus - AAMB un ABNC. Ta ka plakne sadalita kvadratos un $o trijsttiru
malas iet pa ratipu lnijam, tad trijstdrt ir taisnlenka. Ta ka AM=BN, bet MB=NC, tad
AAMB=ABNC. Tada gadijuma £ MAB = ZNBC. levérosim, ka £ ABM = 90°- £ MAB.
Tapéc £ ABM + ZMBN + ZNBC =90° - ~ MAB + 90° + £ NBC = 180°. Tas nozimg, ka
punkti A, B un C atrodas uz vienas taisnes.

23. Ieverosim, ka
X2 < XX < X242x+1 = (X+1)?.
Tas nozimé, ka x?+x atrodas starp divu viens otram sekojosu naturalu skaitlu kvadratiem. Tatad
X?+x nevar biit naturala skaitla kvadrats un  vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait]os.

24. Apliikosim nogriezni AB (sk. 19. zim.), kuru vélamies sadalit uz pusém. Novelkam nogriezni

AC. Ar trisektoru sadalam to tiis vienadas dalas: AE=EF=FC. Tada gadijuma E ir AF
viduspunkts. Tatad BE ir trijstira AFB mediana.
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A B

19. Zim.

1
Ar trisektoru atrodam tadu O uz EB, ka EO = 3 EB. Ta ka medianas krustpunkta dalas

attieciba 2:1 (sakot no virsotnes), tad O ir AAFB medianu krustpunkts. Atrodam taisnes FO
krustpunktu G ar AB. Tad FG ir AAFB mediana, un G ir AB viduspunkts.

25. Ta ka uzdevuma noteikumos pielaujamas blakusskaitlu starpibas ir 4, 5, 6 vai 7, tad neviena vieta
blakus nevar atrasties nekadi divi no skaitliem 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 15. Ta ka skaitli uzrakstiti pa
apli, tad starp Siem skaitliem ir 8 atstarpes. Tacu palikusi neizmantoti tikai 7 skaitli, un katra no
minétajam 8 atstarpém jaatrodas vismaz vienam no 7 V€l neizmantotajiem skaitliem. Tatad
uzdevuma prasiba nav izpildama.

1
26. Viegli aprekinat, ka [AMB] = 7 Taka ABSC~AMSA un lidzibas koeficients ir 2:1, tad SM =

1
3 BM. Trijstiriem ABM un ASM ir kopigs augstums pret malam BM un SM, tapéc to laukumi

1 1
attiecas tapat ka $o malu garumi. Tapéc [ASM] = 3 [ABM] = TR

27. Uzzim@sim funkciju y=x? un y=|x-a| grafikus, ja a>0. Ja grafikiem biis tie$i 3 kopgji punkti, tad
vienadojumam x?=|x-a| bils tiesi 3 atrisinajumi, un otradi.
Acimredzami grafikiem bus 3 kopigi punkti tad un tikai tad, ja viens y=|x-a| grafika zars
pieskarsies parabolai, bet otrs krustos to divos punktos (sk. 20. zZim.).
y

2

y=X
y=| x-a|

Ja y=|x-a| labais zars pieskaras paral%c())llai,ZItI:s.: nozimé, ka vienadojumam x?=x-a ir viens
atrisinajums. Pielidzinot diskriminantu nullei, iegtistam azi .
Analogi, ja a<0), ieglistam a= -% .
Parbaudot a=0, redzam, ka arT Sai gadijuma vienadojumam ir 3 atrisinajumi. Tatad der a=0 un
1
a=F Z .
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28. To,kaa un b veido pari, apzZimésim ar a~b. Ir skaidrs, ka 18 jaapvieno viena pari ar 7 (18~7),
17~8, 16~9. Skaitlim 15 iesp&jami divi varianti: 15~10 vai 15~1. Ja 15~10, tad 6~3, jo iesp&jams
tikai 6~3 vai 6~10. Tad skaitlim 1 starp atlikuSajiem skaitliem 2, 4, 5, 11, 12, 13, 14 nav atbilstosa
para. Tapéc 15~1. Paradisim ar pieméra palidzibu, ka visus skaitlus iespgjams apvienot $ados
paros: 1~15, 2~14, 3~13, 4~12, 5~11, 6~10, 7~18, 8~17 un 9~16.

29. a) Apliikosim pirmas 10 vietas rinda. Ja pirmaja vietd stav meitene, tad kada no nakamajam 10
vietam noteikti stav zéns, preteja gadijuma meitenu skaits biitu lielaks par 10. Samainam Sos
divus beémus vietam. Tagad pirmaja vieta stav zéns. Apliiko otro bérmu rinda. Ja ta ir
meitene, rikojas analogi iepriek$&jam. Ja k-ja vieta stav meitene (1<k<10), tad kada no
vietam ar numuriem k+1, k+2, ... , k+10 stav zéns. Mainot Sos bémus vietam, k-ja vieta
nostadam zeénu. Ta ka rinda ir 10 meitenes, tad ar 10 mainam noteikti pietiek.

b) Ja pirmajas 10 vietas stav 10 meitenes, tad ir vajadzigas vismaz 10 mainas, jo ar vienu
mainu tiek “izlabota”, lielakais, 1 nepareiziba, bet to ir 10.

30.

B

21.zim.
Izmantosim hordu nogrieznu 1paSibu un sekantes nogrieznu pasibu. Attieciba pret pirmo
rinka Iiniju MZ-ZA = LZ-ZB. Attieciba pret otru rinka liniju ZK-ZB = ZA-ZN. Ta ka ZM=ZN, tad
LZ.ZB = MZ-ZA =AZ -ZN = ZK-ZB. Tatad LZ=7K (sk. 21. zZim.).

31. Saksim parveidojumus no “otra gala”:
y*x® = (Y x)y+xt) =( Yoy (y+x) =
= (Y)Y = ()P YY),

32.

B

D
K
¥ E
Lo /° e
o ¥
A G H C
22. Zim.

[AFOG] = AF-AG sinc;
[HCEO] = CE-CH-siny;
[OKBD] = BK-BDsinp.
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Apskatam AOFK: /FOK= Z/HOE= ZHCE=y.
1
Tapéc [OFK] = > -FO-OK:siny.

1 1
Analogi iegiistam [ODE]:E -OD-OE:sina, [GOH]ZE -GO-OH:-sinp. Talak [OFK]-[ODE]-[GOH]
111 .
= 29, -FO-OK-GO-OH-OD-OE-sina.-sinB-siny.
Ievérojot, ka AG=OF, OK=BD, GO=AF, OH=CE, OD=BK un OE=CH, iegiistam vajadzigo.

33. Ja d ir skaitla n dalitajs, tad ari qr skaitla n dalitajs. Ja dy, da. ... ,dk ir visi skaitla n dalitaji, tad

L. noon - ngono e
ariskaitli —, —, —>---— irtie pai visi skaitla n dalitaji (cita seciba).
d, d, d; d,
Pareizinasim abas pieradamas vienadibas puses ar Jn ; leglisim
n n n
d,+d,+-+d, = —+—+-+—.
1 2 n d . d , d )
Ka viena, ta otra vienadibas pusg ir skaitla n visu dalitaju summa. Tas, protams, ir vienadas.
34,
K
D
T
M
N
A
B
23. zim.

Lai pieraditu uzdevuma prasito, varam pieradit, ka £ ABN = ZBKT (Skérslenki pie
paralélam taisné€m). P&c teorémas par ievilktu lenki ( £ KMN), kas balstas uz hordu (KN), un $is
hordas galapunkta vilktas pieskares un hordas lenki (£ TKN), £ TKN = Z KMN (sk. 23. zim.).

Ta ki AMNB ir ripka Imija ievilkts &etrstiris, tad < ABN+.AMN=180° jeb
2 AMN=180% 2 ABN. No otras puses, ~ AMN=180%~/NMK (blakuslenkis). Tatad 180°-
Z ABN =180% /NMK jeb £ ABN=~/NMK. Taka £ NMK=/TKN, tad 2~ ABN=~ TKN,
ko arT vajadzgja pieradit.

35. Liekam sainiSus maisa katram no astoniem Salaveciem tik ilgi, lidz katram Salavecim sainiSu
kopsvars parsniedz 25 kg; tad pedejo ielikto sainiti iznemam ara un noliekam mala. Tatad Siem 8
Salaveciem katram davanu maisa svars neparsniedz pielaujamo. Vel neaiztikto sainiSu kopsvars ir
mazaks par 225 - 8:25 = 25 kg, jo visiem 8 Salaveciem maisos tika “méginats ielikt” vairak par 25
kg. Sos 25 kg var iedot devitajam Salavecim. Tatad ir palikusi neaiznesti 8 davanu sainisi (kas tika
atlikti mala, komplekt€jot pirmo 8 Salavecu maisus). Ta ka katra sainiSa svars neparsniedz 3 kg,
tad $0s 8-3 = 24 kg var aiznest desmitais Salavecis.
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36.  Taka visiem t pastav nevienadiba |cost|<I, tad x var biit vienadojuma atrisinajums tikai tad, ja
|cosx[=1, [cos2x[=1 un |cos3x[=1. Pret&ja gadijuma reizinajums noteikti bis mazaks par 1.
Ja cosx=1, tad x=2mnn, neZ. Parbaude rada, ka $is atrisinajums der. Ja cosx =-1, tad
X=n+27N, N Z; parbaude rada, ka arf §is atrisinajums der. Tatad x=nk, ke Z.

37. Tiesa parbaude parada, ka n=1;2;4 neder, bet n=3 der. Ja n>4, tad n=4k+r, kur ke N un
re{0;1;2;3}, ti, més aplikojam iespjamos n atlikumus, dalot n ar 4. Ja r=0, tad

n’ 16k* 2 2 ST TP
a7 = 4 = [4k ] = 4k*, kas nav pirmskaitlis, jo satur divus pirmreizinatajus 2. Ja

2

n 1
r=1, tad {I} = {4k2 + 2k +Z} = 2(2k2 + k), kas nav pirmskaitlis, jo dalas ar 2 un ir

2

n
lielaks par 2. Ja r=2, tad {7} = (2k +1)°, tatad dalas ar 1; 2k+1; (2k+1)? un nav pirmsKkaitlis.

Jar=3, tad
n? 1
{T} = [4k2 + 6k +ZZ} = 2(2k? +3k +1), tatad nav pirmskaitlis, jo ir lielaks par 2 un

dalas ar 2.
Tatad vieniga $ada vertiba ir n=3.

38.

24. zim.

Pienemsim, ka taisne MN krusto AB punkta S (sk. 24. Zim.). Izmantosim teorému par
sekanti un pieskares kvadratu; iegiisim SA>=SM-SN un SB?>= SM-SN, tatad SA=SB. Analogi
varam pieradit, ka DT=TC. Tatad M un N atrodas uz ABCD viduslinijas.
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39.

B1 C

AL -

25. zim.

Pieradisim, ka / A1BC1 + £ C1BD + / DBA; = 180° (sk. 25. zZim.).

No ta, ka BC;=DA1 un A1C:=DB (vienadu taisnstiru diagonales) seko, ka ACi1A1D =
ADBC:. Tapec £ CiBD = £ CiA1D. Lidzgi pierada, ka £ A1BC1 = ZAiDCyun £ DBA; =
Z DC/Au.

Bet £ CiA1D + £ AiDC1 + £ DC1A;1 = 180°, jo tie ir AA1DC; ieks&jie lenki.

40. Daudzstiirim var biit 6 malas (sk. 26. Zim.). Paradisim, ka lielaks malu skaits tam nevar biit.

Pienemsim, ka minétajam daudzstiirim ir N malas, tatad ar n virsotnes. Tad katra krasa var
biit ne vairak ka (n-1) nogrieznis (jo grafa ar n virsotném un >n Skautném noteikti eksisté noslégts
cikls). Tatad malu un diagonalu kopskaits neparsniedz 3(n-1). Bet jebkura n-sttri malu un

i _ s n(n-1)
diagonalu kopskaits ir C. = R
n(n-1)

2

Tatad jabut < 3(n-1), no kurienes n<6.

44. Valsts olimpiades 3. karta (41. — 60.)

41. Parveidojot iegiistam
2 ( pj ’ ( pzj
X"+ px+Qq = | X+ E +(q-— T .

Ta ka p - parskaitlis, tad g - vesels skaitlis. Tapec, ja X = —g , tad y jabt lielakam vai vienadam
2 2
p p) ( p j .
——+—| +|q-——] >
( 2 "2 =) =0
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X>+px+q >0.

42. Izmantosim skolas geometrijas  kursa apgiitu teorému: ap Cetrstiiri A1A2A3A4 rinka Iiniju var
apvilkt tad un tikai tad, ja £ A1+~ As=180°.
Cetrstiiris AMOL ir ievilkts rinka linija. Tapec £ A+ 2 MOL=180°, « MOL=180% £ A. Lidzigi
/ MON=180% ~ B un £ NOK=180% ~ C.

A/\M/\B

K C

27. zim.
Cetrstiira lenku summa ir 360°.
Tapec £ A+ B+ C+ 2D =360% ~D=360%~/A-/B-/C;
2/ LOK=360% « MOL- £ MON- 2 NOK = / A+ / B+ C-180° =
=180°- (360°- L A- /B- ~C)=180°- ~D.
Tatad ~ LOK+ £ D = 180°.
Tadgjadi Cetrstiiri DLOK var ievilkt rinka Iinija, t.i., D, L, O un K atrodas uz vienas rinka
[inijas.

43. @) n°-n =n(n*-1) = n(n>1)(n?+1) = (-1)n(n+1)(n>+1).
Skaitli n-1, n un n+1 ir 3 p&c kartas esosi naturali skaitli, tap&c viens no tiem dalas ar 3. Tadg]
ar n°-n dalas ar 3.
Var parbaudit, ka n® un n pedgjie cipari vienmer ir vienadi. Tap&c n°-n dalas ar 10.
Skaitli 3 un 10 ir savstarpgji pirmskait]i. Tapéc n>-n dalas ar 3-10=30.
b) 120=8-15, 8 un 15 ir savstarpgji pirmskait]i.
Ta ka n°-n dalas ar 30 un 30 dalas ar 15, tad n°®-n vienmér dalas ar 15. Atliek noskaidrot, kad
n°-n dalas ar 8.
1) n - nepara skaitlis. Tad (n-1), ("+1) un (n?+1) visi ir parskaitli, t.i., visi dals ar 2. Tapéc to
reizinjums (n-1)(N+1)(n%+1) un arT
n°-n = n(n-1)(n+1)(n?+1) dalas ar 2-2-2=8. Ta ka n®-n dalas ar 15, tas dalas arf ar 15-8=120.
2) n dalas ar 8. Tad n>-n = n(n*-1) ari dalas ar 8. No t izriet, ka n°>n dalas ar 120.
3) n - para, bet nedalas ar 8. Tad n* - para skaitlis, bet n*-1 - nepara. Tapéc n>-n=n(n*1) -
para, bet nedalas ar 8.
Tadu, ja n°-n dalas ar 120, tad tas dalas ar 8, jo 120 dalas ar 8. Tapéc $aja gadijuma n°>-n
nedalas ar 120.
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44, Apgalvojums. Jebkuru trijstiiri var sagriezt platlenka trijstiiros.
Pieradijums. Pienem, ka dots trijstiiris ABC ar lielako lenki B. Novelk taja augstumu BH; tas
atrodas ABC iekSpus€. Izvélas uz §1 augstuma punktu O tuvu punktam H. Tad £ AOC bus
gandriz 180° un AAOC - platlenka trijstiiris. AAOB biis platlenka, jo
Z AOB = 180°% ~ AOH = 180°- (180°-90°- 2~ OAH) = 90°+ 2 OAH > 90°.
Lidzigi platlenka trijstiiris bis art ABOC.
B

A H C

28. zim.
Tadgjadi trijsturi ABC var sagriezt platlepka trijstiros AOB, AOC, BOC.
Jebkuru daudzsturi var pa diagonalém sagriezt trijstiiros. Jebkuru no Siem trijstiiriem var
sagriezt platlenka trijstiiros. Tada veida jebkuru daudzstiiri var sagriezt platlenka trijsttiros.

45. Ng, nevar.

Pieradijums. Katrs gajiens izmaina konfekSu skaitu visos grozos. Turklat konfekSu skaits
groza vai nu samazinas par 1, vai pieaug par 5, t.i., tas vienmer mainas par nepara skaitli. Tadgel, ja
groza pirms gajiena ir para skaits konfekSu, tad pec ta groza bis nepara skaits konfekSu un, ja
pirms gajiena groza ir nepara skaits, tad pec ta groza biis para skaits konfeksu.

Apgalvojums. P&c katra gajiena 3 grozos ir para skaits konfekSu un 3 grozos nepara skaits
konfeksu.

Pieradijums. Sakuma 3 grozos ir para skaits konfeksu - 32, 34 un 36 un 3 grozos - nepara -
31,33un 35.

Izdarot gajienu, 3 grozos konfeksu skaits mainas no para skaita uz nepara un 3 grozos - N0
nepara uz para. Tadgjadi arT pec gajiena 3 grozos ir para skaits konfekSu un 3 grozos - nepara, kb.

Ja visas konfektes atrastos viena vai divos grozos, tad par&jos 4 vai 5 grozos biitu 0, t.i., para
skaits konfekSu. Tacu, ka més jau pieradijam, para skaits konfekSu var vienlaikus bt tikai 3
grozos. Tadel panakt, lai visas konfektes biitu viena vai divos grozos, nevar.

46. Péc Vijeta teorémas saknu summa vienadojumam x>+px+q=0 vienada ar (-p) un reizinajums - ar
g. Tadel
{2 p+2q=-p
2p-2q=q

No pirmas vienadibas seko, ka

2
3p+29=0, 2g9=-3p, p=—§q.

levietojot otraja vienadiba, iegtist
2( Z ) 20=0: § 2 _
3 g/-40=0; 3 g =aq.

. 3
No Sejienes =0 vai q = ~g

3 2 3) 1
Jag=0, tad p=0. Ja q:—g,tad p=—§- “8)= 71"

8
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1 3
Tadel p = 7 g= 3 vai p=0=0. Parbaude rada, ka abas atbildes der.

47. Ir zinams, ka ap &etrstiiri ABCD rinka Iniju var apvilkt tad un tikai tad, ja ~ A+~ C=180°.
Ta ka uzdevuma nosacijuma dots, ka ap Cetrstiiri ABCD var apvilkt rinka Iniju, tad
Z A+ C=180% £ A=./BAM+/MAD; /C=/BCK+/KCD. Ta ka &etrstiiris BNMA ir
ievilkts rinka Inija, tad £ BAM+ 2 BNM=180° un 2~ BNM=180°- ~ BAM.
B

29.zim.
Lidzigi var pieradit, ka
2 BNK=180°- 2 BCK;
Z DLK=180% / KCD;
Z DLM=180°- ~ MAD.
Takalenki £ MNK, £ KNB un £ BNM kopa veido pilnu lenki, t.i., 360°, tad
Z MNK=360°- ~ KNB- 2 BNM=360°-(180°% .~ BCK)-(180%- ~ BAM) =
= /BCK+ Z BAM.
Lidzigi,
Z MLK=360°- ~ MLD- £ DLK= 2 KCD+ £ MAD.
Tadel
Z MNK+ /£ MLK= ~/ BCK+ / KCD+ / BAM+ / MAD= / C+ / A=180°.
Tapec ap Cetrstiirt MNKL var apvilkt rinka Iniju.

48. 1) Ja skaitli n var izsacit ka divu veselu skaitJu kvadratu summu, tad n=x?+y?, Tad
(XHYPH(Y)? = XoHyPH2xy+x+HyP-2xy = 2(x+y?) = 2n.
2) Ja skaitli 2n var izsacit ka divu veidu skaitlu kvadratu summu, tad 2n=x?+y?,
Ja X ir nepara skaitlis, tad arT X2 un 2n-x?=y? ir nepara skaitli. Tade] $aja gadfjuma ari y -
nepara.
Ja x - para skaitlis, tad ar1y - para.
+y  X—y

X
Tadg] gan x+y, gan x-y ir parskaitli un > un 5 - veseli skaitli. Ta ka

2 2
X+y) (X—yj Sl oy 1
(2 W) =)= gm=n,

o L X=Y X+Yy _
tad n var izteikt ka veselu skaitlu > un > kvadratu summu.

49. Pieradam no pretéja. Pienem, ka kaut kads izliekts daudzstiiris ir sagriezts ieliektos &etrstiiros.
Sauksim ieliekta Getrstiira atverta lenka (ta lenka, kas lielaks par 180°) virsotni par Tpaso
punktu. Visi 1pasie punkti atrodas daudzstira iekSien€. Ta ka daudzstiris ir izliekts, tie nevar
sakrist ar daudzstiira virsotném.

33



Apzim€jam griezot iegiito ieliekto Cetrstiru skaitu ar n. Tad ir n atvértie lenki un n ipasie
punkti. Ap katru Tpaso punktu pilnais lenkis ir pilniba nosegts ar ielickto etrstiiru lenkiem. So
lenku summa ir vienada ar pilno lenki, t.i., 360°. Tas nozimg, ka n pilno lenku nosegsanai vajag
ieliekto Getrstiiru lenkus ar lielumu summu 360°n, t.i., visus n ieliekto Getrstiiru lenkus.

Bet dazi Cetrsturu lenki ir vajadzigi ari sakotnga daudzstiira lenku “nosegSanai”. legiita
pretruna.

50. @) Sakuma nokraso melna krasa to rindinu, kura ir visvairak zvaigznisu. Tad nokraso to rindinu
no par¢jam, kura ir visvairak zvaigzniSu. Ta turpina lidz bridim, kamér nokrasotas n rindinas.

Apgalvojums. Pargjas n rindinas kopa ir ne vairak par n zvaigznitem.

Pieradijums. Apskata 2 gadijumus.

1) Pedgja nokrasotaja rindina ir vismaz 2 zvaigznites. Tad, ta ka katru reizi nokrasosanai izvélas to
rindinu, kura ir visvairak zvaigznisu, katra no nokrasotajam rindinam ir vismaz 2 zvaigznites.
Kopa nokrasotajas rindinas ir vismaz 2-n zvaigznites un nenokrasotajas - ne vairak ka 3n-2n=n
zvaigznites.

2) Pedeja nokrasotaja rindina ir tikai 1 zvaigznite. Tad katra no nenokrasotajam rindinam ir ne
vairak ka 1 zvaigznite (ja kada no tam bitu vairak zvaigzniSu, tad ta tiktu nokrasota pedejas
nokrasotas rindinas vietd). Tas nozimé, ka n nenokrasotajas rindinas kopa ir ne vairak ka n
zvaigznites.

Ne vairak ka n zvaigznites, kas atrodas nenokrasotajas rindinas, var nokrasot, nokrasojot n
kolonnas.

b) Ja, var (sk. 30. zZim.).

30. zZim.

51. Ir iespgjami 3 gadijumi:

a) parabolas sakrit. Tad plakne tiek sadalita 2 dalas;

b) parabolas nekrustojas. Tad viena parabola sadala plakni 2 dalas. Otra parabola sadala vienu no
§tm dalam 2 dalas. Kopa veidojas 3 dalas;

C) parabolas krustojas viena punkta. Tad viena parabola sadala plakni 2 dalas. Otra parabola
sadala katru no §tm dalam 2 dalas. Veidojas 4 dalas.

Parabolas nevar krustoties vairak neka 1 punktd, jo tad vienadojumam x>+px+q = x>+ax+b

jeb px+q = ax+b biitu vairak par 1 atrisinajumu, bet tas ir iesp&jams tikai, ja p=a un g=b, t.i., ja
parabolas sakrit.
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52. a)

53.

31.zim.

3 2

32. zim.

b) Apzime kuba virsotn@s ierakstitos skaitlus ar x1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xg (sk. 33. zim.).

X4 X3

Xs X7

) GO ¢

33. zZim.

Pierada no pretgja, ka skaitlus virsotn€s tada veida ierakstit nevar. Ja skaitli virsotnés biitu
ierakstiti ta, lai visas 8 virsotn@s tie biitu mazaki par savu triju kaiminu aritmétisko vid&jo, tad
izpilditos nevienadibas

X1<(X2+X3+Xs5)/3;
X2<(X1+Xa+Xe)/3;
Xg<(Xa+Xe+X7)/3.

Summejot §is nevienadibas, ieglist

X1tXot. . +Xg < Xi+Xot.. . +Xs.
Tas nav iespgjams. Pretruna.

Citu pieradijumu var iegiit, apliikojot vislielako no virsotn€s ierakstitajiem skaitliem: tas

nevar but mazaks par kaiminu vidgjo aritmétisko.

Pienem, ka x>y (citadi varétu apmainit X un y vietam).

4+ =25

343 =72%1;

F(3Y+1) = (z-1)(z+1).

3 ir nepara skaitlis. Tade] 3Y+1 un 3¥(3¥+1) ir para skaitli. Tas nozimé, ka ari (z-1)(z+1)

jabiit para skaitlim. Tas iesp&jams tikai, ja z - nepara. Tada gadijuma gan z-1, gan z+1 ir parskaitli,

bet z-1 un z+1 ir divi p&c kartas esosi parskaitli, tade] viens no tiem dalas ar 4.

Esam pieradijusi, ka viens no z-1 un z+1 dalas ar 4, bet otrs - ar 2. Tapéc to reizinajums (z-

1)(z+1) dalas ar 4-2=8.

Tas nozimg, ka ari 3¥(3*¥+1) dalas ar 8, t.i., 3*¥+1 dalas ar 8.
Tacu 3*, dalot ar 8, dod atlikumus 3, 1, 3, 1,... (3, ja X-y ir nepara, 1 - tad, ja X-y ir para).

Tadg] 3*Y+1, dalot ar 8, dod atlikumu 4 vai 2. Tas nozimg, ka 3*¥+1 nevar dalities ar 8.
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Esam ieguvusi pretrunu. Tas nozimé, ka vienadojumam 3*+3Y+1=z2 nav atrisinajumu
naturalos skait]os.

54. Ta ka rinka Iinijas ir vienadas, loki AB abas rinka linijas ir vienadi.
Tadel £ AMB= 2/ ANB (ka ievilkti lenki, kas balstas uz vienadiem lokiem) un ANBM -
vienadsanu, jo lenki pie pamata (£ AMB un £ ANB) Saja trijsttirT ir vienadi.
K N

B

34. zim.
Tade] NB=MB un ANBM augstums ir ar mediana, t.i., MO=ON (O - taiSpu MN un BK
krustpunkts).

Z KMA= 2 KBA (ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku) =
=/ LBA = ZLNA. Talak
OK =MO-tg £ KMA; OL =NO-tg Z LNA.
Taka MO=ON un £ KMA=Z LNA, tad OK=0OL.
Ta ka OM=0ON un OK=0L, tad visas ¢etras MKNL malas (MK, KN, NL, LM) ir vienadas ar

JOM? + OK? , ti., MKNL - rombs.

55. Atrod divas komandas, kas nav spélgjusas sava starpa. Apzimé tas ar A1 un A,

Ja ir kada komanda, kas nav spélgjusi ne ar Az, ne ar A, tad §1 komanda, A1 un Az ir 3
komandas, kas nav spél&jusas sava starpa.

Atliek apliikot gadijumu, ja $adas komandas nav. Bez A1 un Az vél ir 20 komandas. A1 un Az
katra ir spelgjusi 10 spéles, abas kopa - 20. Tade] Saja gadijuma katra no pargjam komandam ir
spelgjusi tiesi ar vienu no Az un Ao.

Tas komandas, kas spelgjusas ar A1, apzZimé ar As,..., A1z, bet komandas, kas spel&jusas ar Ao,
apzime ar Aus,...,Az. Apskatam 2 gadijumus.

a) Starp As,...,Ar var atrast 2 komandas, kas nav spéléjusas sava starpa.

Tad §1s 2 komandas un A; ir 3 komandas, kas nav spelgjusas sava starpa.

b) Tadu 2 komandu nav. Tad katra no komandam Aj1,AzAs,...,A12 ir speljusi ar katru citu no $Sim
komandam. So komandu ir 11. Tade] katra no tam ir nospélgjusi ar citim komandam no
ALAzA,... A1z 10 speles. Tas nozZimé, ka neviena no tam nav spél&jusi ne ar vienu no pargjam
komandam (A2,A13,A14,...,A2).

Aplikojam komandas, kas sp€leja sava starpa pirmaja diend. Katra no A1,AzAg,..., A1
nospélgja 1 spéli ar kadu citu no §tm komandam. Tacu tas nav iesp&jams, jo So komandu ir nepara
skaits: 11. Tadgl b) gadijums nav iespgjams.

56. Ja cosx = cosy, tad X = y+27rtn vai X = -y+2mn. No sinx = - siny seko, ka pirma iesp&ja neder, tatad
X = -y+27n.
Tad
sin 1994x = sin 1994(-y+27mtn) = sin(-1994y) = - sin 1994y,
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sin 1994x + sin 1994y = 0.

57. a) Apgalvojums. Ja trijstiira virsotnes atrodas riitinu lapas virsotngs, tad §T trijstiira laukums ir

n
E , kur n - naturals skaitlis.

Pieradijums.

35.zim.

Katra $ada trijstiira laukumu var iegfit, no taisnstiira laukuma atnemot taisnlenka trijsttiru
laukumus (sk. 35. zim.). Taisnstiira laukums ir naturals skaitlis, taisnlenka trijstiira laukums -

et 4 ab
naturals skaitlis, dalits ar 2 ( > kur a,b - katetes).
n .
Katru piecstiiri var pa diagonalém sagriezt 3 trijstiiros, katram no tiem laukums bus 5 ti,

: 1 L :
vismaz PR Tadel visa piecsttira laukums biis vismaz 5
b) Ja varétu pieradit, ka piecstiira iekSpusé atrodas kada rutigu virsotne, tad, savienojot to ar

piecstiira virsotném, piecstiiris tiktu sadalits 5 trijstiiros. Katram no tiem laukums ir vismaz 5

Tade] piecsttira laukums ir vismaz 5

Pieradam, ka piecstiira iekSien€ noteikti ir vismaz 1 riitinu virsotne.
Lemma. Ja ABCDE - izliekts piecstiiris, tad var atrast 2 blakus virsotnes, kuru lenku summa
lielaka par 180°.
Pieradijums. Ja ta nebiitu, tad izpilditos
Z A+ / B<180°, £ B+ ./ C<180°, £ C+ £ D<180°,
Z/ D+ / E<180°, £ E+ £ A<180°.
Summéjot varétu iegit, ka
Z A+ LB+ £ C+ £ D+ £ E<450°.
Tacu piecstiira lepku summa ir 180°(5-2) = 540°.
Tadé] noteikti var atrast 2 blakus virsotnes, kuram lenku summa ir lielaka par 180°.
Pienemam, ka tas ir virsotnes A un B. Var pienemt, ka attalums no virsotnes E lidz AB nav
mazaks neka attalums no C Iidz AB (citadi C un E var apmainit vietam).
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C
A B
36.zim.
Konstrugjam paralelogramu, kura3  virsotnes ir A, B un C. Ta ceturta virsotne X

noteikti atrodas piecstuira iekSiené.

Acimredzami, ka, ja paralelograma tris virsotnes atrodas riitinu virsotn@s, tad ari ceturta
atradisies riitinu virsotné&.

Tadgjadi esam atradusi ratigu virsotni X, kas noteikti atrodas piecstiira iekSiené€.

58. No nevienadibas starp vidgjo aritmétisko un vidgjo geometrisko seko, ka
a+b+c
—a >3/abc una+b+c>3abc.

Taka a+b+c=abc, tad

abc > 3¥/abc,
(abc)® > 27abc,

abC23\/§:\/§3.

Tadg] vismaz viens no a,b,c ir lielaks vai vienads ar V3.Bet /3= 1,73-->17.

59. Viegli parbaudit, kadern=m= 1.
Pieradam, ka citu atrisinajumu nav.
Ja 2<n<8, tad var parbaudit, ka 1!+...+n! nav naturala skait]a kubs.
Jan>9, tad
1421+, 4nl = (11+21+.. . +81) + (91+...+n!).
Ol+.. .+n! dalas ar 27, jo katrs no saskaitamajiem satur reizinatajus 3 un 9 un tadel dalas ar 27.
Ieverosim, ka
11+21+. . +8! = 46233.
Sis skaitlis dalas ar 3, bet nedalas ar 27.
Tade] (1!+...+81)+(9!+...+n!) dalas ar 3, bet nedalas ar 27.
Ja (1'+...+81)+(9!+.. +n!) biitu skaitla m, kas dalas ar 3, kubs, tad tas dalitos ar 3°=27. Savukart,
ja tas biitu tada skaitla kubs, kas nedalas ar 3, tas nedalitos ar 3.
Tadel, jan>9, tad 1!+2!+...+n! nav naturala skaitla kubs.

60. Atrodam divus cilvekus, kas viens otru pazist. Apzimesim vinus ar A un B.

A pazist 1600 cilvekus: B un vel 1599 cilvékus no pargjiem 1992. Lidzigi, B pazist 1599 no
pargjiem 1992 cilvekiem. Kopa A un B ir 2-:1599 =3198 paziSanas ar citiem. levérojam, ka
3198>1992. Tadel dazus no pargjiem 1992 cilvékiem pazist gan A, gan B. Apzimésim ar C kadu
cilvéku, ko pazist gan A, gan B.

A pazist 1600 cilvekus: B, C un vél 1598 no pargjiem 1991 cilvekiem. Lidzigi, B un C pazist
1598 no pargjiem 1991 cilvekiem. Kopa A, B un C pazist 3-1598 = 4794 cilvekus. Ta ka
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4794>2-1991, dazus no pargjiem 1991 cilvékiem pazist visi tris: gan A, gan B, gan C. Izv€lamies
vienu cilvéku, ko pazist gan A, gan B, gan C, apzimésim vinu ar D.

Lidzigi pierada, ka var izveléties cilvéku E, ko pazist gan A, gan B, gan C, gan D, un cilvéku F,
ko pazist gan A, gan B, gan C, gan D, gan E. Tada veida tiek pieradits, ka var atrast 6 cilvékus
(A,B,C,D,E un F), kas visi viens otru pazist.

Rezerves variants 9.klasei (61.-65.)

61. Par a un b var izvéleties jebkurus tadus skaitlus, ka a=b vai a= -b. To var pieradit $adi.
Ja x*+2bx+a?=0 eksiste atrisinajums, tad §T vienadojuma diskriminants lielaks vai vienads ar 0,
ti.,
D = (2b)? - 48 = 4b%-4a% > 0, b%>a2, [o>Jal.
Lidzigi no 3, ka x?+2ax+b?=0 eksisté atrisinajums, var izsecint, ka [aj>[b].
Tadejadi jabiit la=b| un a=b vai a=-b. Ja a ir, tad vienadojumi ir x+2ax+a2=0 un tiem ir
atrisinajumi x=+ a.

62. Atrisinajumi ir x=56; y=55 un x=20; y=17.
Pieradam, ka citu atrisinajumu nav.
X2-y? = (X-y)(x+y) = 111.

Sadalot skaitli 111 pirmreizinatajos, iegust, ka 111=3-37.

Pastav $adas iespgjas:
1) x-y =1, x+y = 111. Tad x=56, y=55;
2) x-y = 3, x+y = 37. Tad x=20, y=17;
3) x-y ir 37 vai 111, x+y ir 1 vai 3.

Tas nav iespgjams, jo X un y ir naturali skaitli un tap€c x+y>x-y.

63. Ta ka trijstlir preti garakajai malai atrodas lielakais lenkis, tad 2~ A>~/ B>/ C.
B

b C

37.zim.
Ja £ C biitu vienads ar 60°, tad £ A un / B bitu lielaki par 60° un summa £ A+ ./ B+ C -
lielaka par 180°. Tadu trijstiira lenku summa ir vienada ar 180°. Tapec ~ C#60°.
Lidzigi var pieradit, ka ~ A=60°. Tapec ~ B=60°,
Pec kosinusu teoremas,
b? = a?+¢2-2ac-cos £ B = a?+¢? - ac.
Apskatam trijstiiri A1B1Cy, kuram
A1B1=a-¢, BiCi=cun £ B1=120°
Péc kosinusu teorémas
A1C:? = AB1?+ B1C1? - 2A1B1-B1C1-c0s £ By =

= (a-C)*+c2- 2(a—c)c-(—% )=

= (a%+c2-2ac) + ¢+ ac - > =a% + ¢? - ac.
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Tacu b? = a?+c?-ac. Tapec A1°Ci? = b? un A1C1 =b.
Lidz ar to AA1B1C; ir trijstiiris ar malam a-c, b, ¢ un lenki 120°.

64. No 13, ka lenki ar savstarp&ji paralélam un vienadi vérstam malam ir vienadi, seko, ka AABC un
katram no tr1s mazajiem trijstiiriem lenki ir pa pariem vienadi; tapec visi Sie trijsttri ir [1dzigi.

38. zZim.
Apzimgjot mazo trijstiru atbilstosas malas ar ai; a2; a3 un BC=a, redzam, ka a = a;+a>+as
(paralelograma pret€jas malas vienadas).
Lidzigos trijstiros laukumi proporcionali atbilstoSo linearo izméru kvadratiem ar vienu un to
pasu proporcionalitates koeficientu. Tapéc, apzimgjot ABC laukumu ar S, ieglistam S=k-a2,

S 4 9 25
4=k-a1%, 9=k-a2?, 25=k-as’. No $ejienes \/; —a=artaxtaz = \/; + \/; + \/; ,

Tadgjadi VS = V4 + /9 + /25 un S=100.

65. Sadalisim riitinas ierakstitos skait]us saskaitamajos (sk. 39. zim.).

0+l (042 (043 [0+ 05 |0+ |0+ |0HE
B+l |EH2
16+ |16+2

S I e P e e T T o T 6T S

39. Zim.
Nemam kadu §1 kvadrata horizontali. Visas tas riitinas pirmais saskaitamais ir viens un tas pats.
4 riitinas tam ir Zime * - “ un 4 - Zime “+*“. Tap&c pirmo saskaitamo summa jebkura horizontale ir
0. No ta izriet, ka pirmo saskaitamo summa visa tabula arf ir 0.
Lidzigi pierada, ka otro saskaitamo summa visa tabula art ir 0, aplikojot tos pa kolonnam.
Tapec art visu tabula ierakstito skaitlu summa ir 0.

Rezerves variants 11.klasei (65.-70.)

66. abcdef = abc-1000+def = 1001-abc—abc +def =
= 1001-abc — (abc — def ).
Ta ka 1001 dalas ar 7, tad 1001- abc dalas ar 7.
Tapéc, ja (abc—def ) dalas ar 7 , tad abcdef ir 2 skaitlu, kas dalas ar 7, starpiba un arf dalas
ar’.
Lidzigi, ja abcdef dalasar7,tad (abc—def) = 1001-abc —abcdef ir 2 skaitlu, kas dalas
ar 7, starpiba un art dalas ar 7.
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67. Zim&uma paradits, ka var sagriezt kvadratu 22x22. Pieradam, ka lielaku kvadratu $ados 7
taisnstiiros sagriezt nevar.

14 8
13 11
1
2
4 6
9 3 7
5
12 10
40.z1m.

Pienemam, ka doti 7 taisnstliri. ApzZim&jam pirma taisnsttira malu garumus ar a1 un by, otra -
axunhy, ..., sepfita - a7 un by.

Pé&c uzdevuma nosacijuma, starp skaitliem ai,b1,a2,02,...,a7,b7 vismaz 1 reizi sastopams Kkatrs
no skaitliem 1,2,3,...,14. Ta ka skaitlu a,bs,...,a7,b7 ir tiesi 14, katrs no skaitliem 1,2,3,...,14 starp
tiem sastopams tiesi 1 reizi.

Pirma taisnstira laukums ir aibi, otra - aghy,..., visu taisnstiru laukumu summa ir
aibi+azbo+. . .+azby.

a’ +b?

2

No nevienadibas starp vidgjo aritmétisko un vid&jo geometrisko izriet, ka > ab.

Tapéc
a’ +b’+-+a’ +b?
2
Starp skaitliem az,bs,...,az,b7 katrs no skaitliem 1,...,14 ir tiesi 1 reizi. Tapec
1% + 2%+ +142

a,b, +a,b,+-+ab, < > = 5075

Bet 507,5<232. Tapéc jebkura gadijuma 7 taisnstiiru, kuru malu garumu kopa ir {1,2,...,14},
laukumu summa ir mazaka par 232 - kvadrata ar izmériem 23x23 laukumu. Tas nozimg, ka 23x23
(vai lielaku kvadratu) $ados taisnstiiros sagriezt nevar.

a;b, +a,b, +-+ab, <

68. Lietojam matematisko indukciju.
Baze. Jan=1,tad \/a,,, =+, + \/a_n izpildas (v4 = v1++/1).
Induktiva _pareja. Piepemam, ka .a,, =+, + \/a_n izpildas. Pieradam, ka

\/an+3 = \/an+2 +\/an+l '

No induktiva pienémuma

\/a_n = Van+2 A A1 s
a, = (\/ Ao — \ a‘nJrl)2 =y, T3, — 2‘\/ A0 -

No uzdevuma nosacijuma izriet, ka

Az = 2an+2 + 2a'n+1 —-a, = 2an+2 + 2a'n+1 - (an+2 +a,,— 2‘\/ a1, ) =
= a'n+2 + an-¢—l + 2 an+1a'n+2 Jeb

(vVa,.5)* =(Ja,,, ++/a,.,)?, nokurienes
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\/an+3 = \/am—l +\/an+2 '

69. Apzim&am ar X1 nogrieznu EF un OM krustpunktu, bet ar X» - nogrieznu AB un OM
krustpunktu. Pieradam, ka X3 un X sakrit.

41. zZim.

OE
M_O .
OE’
MO

2) AAOM un AX20A ir lidzigi, jo to atbilstosie lenki ir vienadi: £ AOM un £ X20A sakrt,
bet £ OAX>=~/ OMA (ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienadiem lokiem: ~/ OAX;=~/ OAB -
uz loku OB, bet £ OMA - uz loku OA).

1) Ta ka ME - pieskare, .~ OEM=90°. Tapec AOEM - tainslenka un cos £ MOE=

OM un EF ir perpendikulari, tapec AEX10 - tainslenka un OX;=OE-cos ~ MOE=

Lidzigu trijstiiru atbilstosas malas i ionalas. Tape AO _OM, XO—OAZ
1dzigu trysturu atbilstosas malas ir proporcionalas. Tapec X,0 =oa NPT oM
OA=0E (ka otras rinka Imijas radiusi). Tapec OX>=0X.
Tas nozimg, ka X1 un X; sakrit. Tad€jadi pieradits, ka EF un OM krustpunkts sakrit ar AB un
OM krustpunktu, t.i., ka AB, EF un OM krustojas viena punkta.
70. Pieradam no pretgja. Pienemam, ka 60 punkti ir savienoti sava starpa ar 30 hordam ta, ka visu
hordu garumi ir dazadi.
Apzimgjam punktus ar A1,A2,As,...,As. Ir 30 dazada garuma hordas:
1) hordas, kas savieno 2 blakusesosus punktus (A1A2, A2Ag, ...);
2) hordas, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tiesi 1 cits (hordas A1Az, AAg,...),

30) hordas, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tiesi 29 citi (A1Asz1, A2Asz> Utt.).
A Az Asp,

Ag
As

42. zim.
Ja visu 30 hordu garumi ir daZadi, tad ir tiesi 1 horda, kas savieno 2 blakusesoSus punktus, tiesi
1 horda, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir 1 cits, utt.
Nosaucam hordu par 1pasu, ja ta savieno punktus Aj un Aj un viens no skaitliem i, ir para, bet
otrs - nepara.
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Ja horda savieno 2 blakusesoSus punktus, tad vienam tas galapunktam ir para numurs, otram -
nepara, t.i., ta ir ipasa. Lidzigi horda, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tiesi 2 (4.6,...,28)
punkti, ir ipasa. Savukart horda, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tiesi 1 (3,5,...,29) punkti,
nekad nav 1pasa. Tas nozimé, ka starp 30 hordam 15 ir Ipasas un 15 tadas nav.

Ar ¢ apzim&jam tadu hordu, kuru abiem galapunktiem ir para numuri, skaitu. Punktu ar para
numuriem, kas ir kadas hordas galapunkti, ir 2 ¢ +15. (Ir / hordas, kuru abiem galapunktiem ir
para numuri. Katrai no §im hordam ir 2 galapunkti, kopa - 2/ . Vel ir 15 1pasas hordas, katrai no
tam ir 1 galapunkts ar para numuru.)

Ir 30 punkti ar para numuriem: Az,...,Ae. P& uzdevuma nosacijuma, katram no tiem jabit
tiesi 1 hordas galapunktam. Tapéc jabut 2 ¢ +15=30. Aprekinot ¢, iegust, ka ¢ =7,5.

Tacu ¢ nevar biit dalskaitlis. Ieglita pretruna.

Tas nozimé, ka punktus savienot ar hordam atbilstosi pienémumam nav iesp&jams.

44. Valsts olimpiades 4.karta (71.-75.)
71. Parveidojam vienadojumu:

X*+x=4y* +y

x> -3y’ +x-y=y°

(x—y)(3x+3y+1) = y2.

Jebkur§ skaitla y dalitajs, kas nav vienads ar 1, var dalit tikai vienu no skaitliem X-y un
3x+3y+1 (ja tas dalitu gan x-y, gan 3x+3y+1, tad tas dalitu arT 3x+3y+1- -3(X-y)=6y+1 un
(6y+1)-6y=1).

Apskatam skaitla y sadalijumu pirmskaitlos

y: pf1 gz,,_psk

2a; 523y 2ay

y* =P p
y® dalas ar p’*. Tapec (x-y)(3x+3y+1) dalas ar p’*. Tacu, ta ka pa ir y dalitajs, tad ar py var
dalities tikai viens no skaitliem X-y un 3x+3y+1. Tas nozimé, ka viens no Siem skaitliem dalas ar

p’*, bet otrs - nedalas ar p1. Lidzigi viens no Siem skaitliem dalds ar p2*, bet otrs - nedalas ar pz,
utt. Tadgjadi
X—y=pPpp =(piplpy)
kur bi=a1 vai b1=0 (ja x-y nedalas ar p1), bo=a vai b,=0, utt.
Tapec x-y ir pilns kvadrats. Lidzigi pierada, ka 3x+3y+1 - kvadrats.
Ja 3x2+x=4y*+y parveido par (X-y)(4x+4y+1)=x?, tad lidzigi var pieradit, ka 4x+4y~+1 ir kvadrits.

72. Apskatam parus (1,2), (1,3), (1,12), (34). Tiem izpildas
1 1 1 1 1
12 13 112 34"
(L+1+1+3)+(2+3+12+4)=27.
Tatad ir 22 pari ar summu 33,
Aizstajam pari (a,b) ar diviem: (a,a+b) un (b,a+b). Tad
1 1 b+a 1
a(a+b) M b(a+b) ab(b+a) ab’
a+(a+b)+b+(a+b)=3a+b),
t.1. apgriezto lielumu summa nemainas, bet skaitlu summa palielinas 3 reizes.
Sada veida no 22 pariem ar summu 3° var iegiit 2° parus ar summu 3%, péc tam - 2* parus ar
summu 3°, utt.
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Var pieradit (tas ir viegli), ka vienadi pari var rasties tikai no vienadiem. Tadgl visi iegiitie pari
biis dazadi.

73. @) Izvélamies kadu taisni un ortogonali projic&jam uz tas nogrieznus. Lai nogrieznu sistéma biitu
nosedzosa, nepiecieSams, lai nogrieznu projekcijas nosegtu visu rinka projekciju uz taisnes. Rinka
projekcijas garums vienads ar diametra garumu, t.i., ar 2. Tade] projekciju kop&jam garumam jabiit
vismaz 2.

43.zim.

Izvélamies vienu taisni, nosaucam to par asi.

Ar P(ca) apzim&jam nogrieznu projekciju uz taisnes, kas veido lenki « ar asi, kopgjo garumu.
Jebkuram « jabat P(cr) > 2. Tapéc, ja nogrieznu sistéma ir nosedzosa, tad

I Pla)da>2-7=2r.

0

Ar /, apZimgam 1. nogriezna garumu, ar ¢, - 2. nogriezpa garumu, utt. Ar P,(a)
apzim&jam 1. nogriezna projekcijas garumu uz taisnes, kas veido lepki o ar asi. ApzZim&jumus

P, (), P3( a) , utt. ievieSam lidzigi. Tad
Pla)da = IPl(a)da + IPZ(a)da + --- . Bet
0

0

Oty Oty

P(a)da = ”flCOSa‘da = 2/, utt.
0
Tade] | Pla)da = 20, +20,+--.

Taka | P(a)da > 2z, ,tad £, + 0 ,+--> 7> 3.

Oty Oy

b) Ja, eksisté (sk. 44. zZim.). Pusrinka liniju aizstaj ar tai tuvu lauztu Iiniju. Tad lauztas Iinijas

garums Ir 7+ &, bet pargjo nogriezou - 3-ﬁ =/3. Kop€jais nogrieznu sisttmas nogrieznu

garums ir 7+~3+¢. Ja lauzto liniju izvelas pietiekami tuvu pusrinkim, tad & - mazs, un
7+/3+&<5,
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74. ) Aplikosim gadijumu, kad n<8.
Rikojas sadi.
1)Jan=1 13
2)Jan=6 6—3
3)Jan=4

e

4) Jan=7

10 > 5<%
22911<

7921< 123
20> 5<%

Ja pec otra spéletaja gajiena tiek iegiits 4 vai 6, talak rikojas tapat ka gadijumos 2) un 3).
5) Jan=5

<® 1-> 3
_ 14— 7 ~ 2<
5->1 3 -
28 > 7 T
167=8 9927{ 8~ 23

<1293
26— 13 1= 3
14> 7N g 2<3

6) Jan=2

2= 6

b) tagad pienemsim, ka n>8.
Tad, izdarot vairakus gajienus, skaitli n var samazinat.

n n
1) n - para. Aizvieto n ar 5 Pat, ja pec tam otrais sp€létajs pieskaita 1, tad iegtst > +1, kas

mazaks par n.
2) n - nepara. Aizvieto n ar 3n. Otrais spelétajs tad aizvieto 3n ar 3n-1 vai 3n+1. Ta ka n - nepara,
tad 3n-1 un 3n+1 ir para skaitli.
a) Skaitlis, ar ko otrais spelétajs aizvieto 3n, dalas ar 4. Tad pirmais spéletajs aizvieto o
skaitli ar ta dalijumu ar 4. P&c otra spelétaja gajiena iegitais skaitlis nebis lielaks par
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3—n+1< n.
4

b) Skaitlis, ar ko otrais spelétajs aizvieto 3n, nedalas ar 4, bet ir para. Apzim&jam $o skaitli ar

o S m T LU m
m. Pirmajam spélétajam jaaizvieto m ar E . P&c tam oftrais spelétajs aizvieto — ar —+1

vai L 1

> L

m m m . o
Ta ka m nedalas ar 4, tad o nepara un gan o +1, gan o —1 ir parskaitli. Tade]
m m
m m E +1 —=1

pirmais spélétajs var Py +1 vai > 1 aizvietot ar > vai > P&c otra spélétaja
gajiena tiek legiits skaitlis, kas nav lielaks par

m 1 3n+1 L

2 44

Tadgjadi, ja n > 8, tad pirmais spelétajs var panakt, ka Sis skaitlis samazinas. Vins ta
rikojas Iidz bridim, kamér uz tafeles pec otra speletaja gajiena paradas skaitlis, kas mazaks
par 8. Talak vinam jarikojas ta, ka aprakstits punkta a).
75. 1. lemma. Ja rinka Iiniju centrus apzimé ar O1, Oz, Os, tad AO10,0s= AABC.

45. zim.

Pieradijums. Ta ka AO30O; - rombs, tad AO>=030 un AO2||030. Ta ka BO100s3 - rombs, tad
BO1=030 un BO4|030. Tadel AO,=BO1 un AO,||BO:. Tas nozimé, ka ABO10> - paralelograms.
Paralelograma pret€jas malas ir vienadas. Tade] AB=0:0..

Lidzigi var pieradit, ka AC=0301 un BC=030,. No ta izriet trijstiru 010,03 un ABC
vienadiba.

2. lemma. Ja r ir kaut kada trijstiira ievilktas rinka Iinijas radiuss, bet R - apvilktas rinka linijas
radiuss, tad R>2r.

Pieradijums. Apskatam trijsturi, ko veido malu viduspunkti. Tas ir lidzigs sakotn&jam trijstirim

1 R
ar lidzibas koeficientu 5 Tadg] ta apvilktas rinka linijas radiuss ir o levilkta ripka Imnija ir

R
mazaka no tam rinka Iinijam, kam ar katru malu ir kop€js punkts. Tadel o > r . Lemma pieradita.
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46.z1m.

Var ieverot, ka trijstiiris A ir Iidzigs AO1020s. (To atbilstosas malas ir paral€las.) Tadel So
trijsturu laukumu attiecibu var iegiit ka to ievilkto rinku radiusu kvadratu attiecibu.

Apzimgjam 010,03 ievilktas un apvilktas rinka linijas radiusus ar r un R. Ta ka
00:=00,=003, tad O - apvilktas rinka linijas centrs un tas radiuss vienads ar triju doto rinka
liniju radiusiem. Trijstiira A ievilktas rinka Iinijas radiuss ir r+R. Tap&c laukumu attieciba ir

( R+ r) ? (Srj ?
> —] =09
r r
21. atklata olimpiade (76. — 95.)

76. N&. Ja a=b=1 un c=0, tad vienadojumam x*+x=0 ir divas dazadas saknes, bet x+1=0 - tikai viena.

7'7. Uzdevuma risinajums balstisies uz teorému: ja &etrstiiris ABCD ir apvilkts ap rinka Iiniju, tad
AB+CD=AD+BC.
Apzimgjam cetrstiira diagonalu krustpunktu ar O. P&c Pitagora teorémas

AB2=A0*O0B? CD?=CO?+OD?
BC2=BO2+OC? AD?*=AQ?+0D?
Tada]
AB2+CD?*=BC2+AD? (1)

Kapinot vienadibu AB+CD=AD+BC kvadrata, iegtist
(AB+CD)’=(AD+BC)?

ABZ+CD?*+2AB-CD=AD*+BC?+2AD-BC, no kurienes saskana ar (1) seko
2AB-CD=2AD-BC un AB-CD=AD-BC.

78. Kopa ir =45 iespgjami pilsetu pari. Tadel, ja valsti ir 37 aviolinijas, tad ir tikai

45 — 37 = 8 pilsetu, kuras nesavieno aviolinijas, pari.
Apskatam 2 pilsétas. Apzim&jam tas ar P; un P2. Pieradam, ka no P; uz P var aizlidot ar ne
vairak ka vienu parsésanos.
Apzim&jam pargjas pilsétas ar P3,...,P1o. Ir 9 iesp&jamie marsruti no pilsétas P1 uz pilsétu P, ar
ne vairak ka vienu parsésanos:
1) lidot no Py uz P: tiesi,
2) lidot no P1 uz P3 un tad no Ps uz P,
3) lidot no Py uz P4 un tad no P4 uz P,

9) lidot no P1 uz P10 un tad no P1o uz Pa.
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Ja no Py uz Pz nevar aizlidot ar ne vairak ka 1 parsésanos, tad katra no Siem marSrutiem ir divas
pilsétas, starp kuram nav aviolmijas. Tas nozimé, ka kopa ir vismaz 9 pilsétu, starp kuram nav
aviolmiju, pari. Tacu més jau pieradijam, ka tadu pilsétu paru ir tikai 8.

Tadel no P1 uz P var aizlidot ar ne vairak ka 1 parséSanos.

79. Pieradam, ka AOLBC. Tas nozimé, ka O atrodas uz augstuma, ka vilkts no virsotnes A pret malu
BC. Lidzigi var pieradit, ka BOLAC, CO_LAB un tade] O atrodas ar1 uz pargjiem diviem AABC
augstumiem, t.1i., ir §T trijstiira augstumu krustpunkts.

47 .zim.

Apzim&jam ar O1,02,03 rinka liniju centrus (sk. 47. Zim.).

Ta ka rigka Iiniju radiusi ir vienadi, tad Cetrstiiri AO1002, BO:003 un CO200s3 ir rombi.

Romba diagonales ir perpendikularas. Tade] AO_LO;10; (1). Jebkurs rombs ir ari paralelograms.
Tade] BO1OOs - paralelograms. Romba malas BO1 un Oz0 ir paralélas un vienadas. Lidzigi
paral€las un vienadas ir ari romba CO2003 malas CO un OOs.

Tade] BO1=030=CO; un BO4||0z0||CO>. Tas nozimé, ka Cetrstiiris BO102C ir paralelograms,
jo ta pret€jas malas ir paral€las un vienadas.

Ta ka BO102C - paralelograms, O102||BC (2). No (1) un (2) seko AOLBC.

80. a) Ja, eksiste. Pieméram, der skaitli
996,2,1,---1,-1,...,-1
496reizes  1494reizes
b) N&, neeksiste. levérosim, ka 1994 var uzrakstit ka 1994 veselu skaitlu reizinajumu tikai
sekojoSos veidos:
1994=(+1994)-(+1)-(£1)-...-(+1) vai
1994=(+997)-(£2)-(x1)-...-(£1), jo 997 - pirmskaitlis.

Abos gadijumos tieSi 1 reizinatajs ir para skaitlis, bet pargjie 1993 reizinataji ir nepara
skaitli. Saskaitot 1993 nepara skaitlus, ka summu iegiist nepara skaitli. Tam pieskaitot para
skaitli, arT ka summu iegfist nepara skaitli. Tadel, ja 1994 veselu skaitlu reizinajums ir 1994, tad
to summa ir nepara skaitlis. Tacu 0 ir para skaitlis.

81. Varam ieverot, ka
a b c a b C a+b+c
brc atc a+b a+bic a+b+c a+bic a+btc
Nevienadibas kreisa puse ir lielaka ar1 par 1,01. To var pieradit sadi.
Pienem, ka lielakais no skaitliem a,b,c ir a. (Ja tas ir b vai c, tad talakie spriedumi ir lidzigi.)
Tad
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a  a +( a a ) __a a’
b+c a+b+c \b+c a+b+c/ a+b+c (b+c)a+b+c)’
Ta ka a - lielakais no skaitliem a,b,c, tad b<a, c<a un (b+c)(a+b-+c)<6a?. Tade]

a _a a® a +lun
b+c a+b+c 6a*’ a+b+c 6
a b C a 1 b C 1
> =1->101

+ + > +—=+ +
b+c a+c a+b a+b+c 6 a+b+c a+b+c 6

o : . . . 1
Ar sarezgitakiem spriedumiem var paradit, ka nevienadibas kreisa puse nav mazaka par 15 .

82. Skaitlis p; ir vismazakais pirmskaitlis, t.i., pi=2. Tapéc p1-pz-...-pn=2pz-...-pn, Li., Pr-P2-....pn -

para skaitlis un p1-pz-...-pn+1 - nepara.

Piepemam, ka kaut kadam x un n

PrP2-....Pntl = X2

Tad, ta ka p1-pz-...-pn+1 - nepara, tad x arl ir nepara skaitlis. Apskatam p1-pa-...-pn = X?-1 = (X-
1)(x+1).

Tacu §i vienadiba nevar izpildities, jo p1-p2-...-Pn nedalas ar 4, bet

(X-1)(x+1) dalas ar 4.

83. Si dala izsaka iracionalu skaitli.

To var pieradit no pretgja. Pienemsim, ka $T dala izsaka racionalu skaitli. Tada gadijuma ta ir
bezgaliga periodiska decimaldala. Tas nozimé, ka ta ir vienada ar 0,a1...am(b1...bn), Kur as,...,am -
neperiodiskas dalas cipari, by,...,bn - perioda cipari.

Nevienam naturalam skaitlim kvadrata pirmais cipars nav 0. Tapéc §1 dala satur bezgaligi
daudz ciparu, kas nav 0. Tas nozimé, ka vismaz viens no cipariem bg,...,.bn nav 0. (Ja
b1=0,...,bn=0, tad dala satur tikai galigu skaitu ciparu, kas nav 0.)

Apskatam skaitla 10™" kvadratu - skaitli 10°™2". $7 skait|a pieraksts sakas ar vienu ciparu 1,
kam seko 2n+2m cipari 0. Ta ka virkne tiek izrakstiti visu naturalo skaitlu kvadrati, kaut kad tiks
uzrakstits arT skaitlis 102"2™, turklat tas izvietosies jau periodiskaja virknes dala.

Pienem, ka $1 skaitla pirmais cipars ir i-tais perioda cipars (bi). Tada gadijuma nako$ie 2n+2m
cipari bis 0. Tas nozimé, ka arT n péc kartas nemti cipari bi+1,bi+2,...,bn,b1,bo,...,0;i bus 0, t.i.,
b1=bo=...=bs=0.

legtita pretruna ar to, ka kads no cipariem by,...,bn nav 0. Tad€l pienemums ir nepareizs un dala
neizsaka racionalu skaitli.

84. Ja Cetrstiiris ir ievilkts rinka Iinija, tad ta pret&jo lenku summa ir 180°. Ta ka Cetrstiiri MAOB,
NAOC un KBOC ir ievilkti rinka Iinijas, izpildas vienadibas
Z OAM+ £ OBM = 180°
2 OAN+Z OCN =180°
Z OCK+ Z OBK = 180°.
No §im vienadibam seko, ka
Z OCN = 180°% £ OAN = 180°-(180% « OAM) = £ OAM.
Lidzigi, £ OCK = 2 OBM.
Tas nozime, ka
Z OCN+ £ OCK= 2 OAM+ ~ OBM = 180°, tapec
ZNCK = ZOCN+ £ OCK =180°.
Tadgjadi £ NCK ir izstiepts lenkis, t.i., N,C,K atrodas uz vienas taisnes.
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85. Figiiru var sagriezt 10 dalas (sk. 48. zim.). Pienemam, ka figiiru var sagriezt 9 dalas.

48. zZim.

Sagriesanu 9 dalas var veikt, griezot 8 reizes. (Pirmaja reizé figiira tiek sagriezta 2 dalas. Tad,
otro reizi grieZot, viena no dalam tiek sagriezta 2 dalas, izveidojas 3 dalas, utt. Pec 8 griezieniem
izveidojas 9 dalas.)

Izkrasojam rtinu virsotnes, kas atrodas figtiras iekSieng, 2 krasas: zila un sarkana. (sk. 49.zim.;
zilas virsotnes apzimétas ar X, sarkanas - ar 0.)

Ar Kk apziméjam to zilo virsotnu, caur kuram iet vismaz viena griezuma linija, skaitu, bet ar /
apzimé&jam tadu sarkano virsotgu skaitu.

Yo
oMo X
H O O ow O X
O X o o s 0 X

49. zZim.

Apgalvojums. k < 7 +8.
Pieradijums. Apskatam pirmo griezuma Iiniju (t.i. Iiniju, pa kuru figiira tiek sagriezta, grieZot
pirmoreiz). ST linija sakas ar kadu virsotni uz figiiras robezas (31 virsotne nav nokrasota), tad seko
zila virsotne (x), tad sarkana (o), zila, ..., zila (x), virsotne uz figiiras robeZas. Tapec zilo virsotnu
uz §1s griezuma linijas ir tikai par 1 vairak neka sarkano. Lidzigi var pieradit, ka uz otras, tresas, ...
griezuma Iinijas zilo virsotnu bus augstakais par 1 vairak neka sarkano.

Ta ka kopa tiek izdariti 8 griezumi, tad zilo virsotnu, caur kuram tiks izdarits kads griezums,
skaits parsniegs tadu sarkano virsotnu skaitu ne vairak ka par 8. Miisu apgalvojums pieradits.

Tacu zilo virsotnu pavisam ir 25, bet sarkano 16. Ta ka 25-16=9>8, tad ir vismaz viena zila
virsotne, caur kuru neiet neviena griezuma Iinija.

Apskatam So virsotni un 4 ritinas, kas atrodas tai blakus. Ta ka caur virsotni neiet neviena
griezuma linija, visas 4 riitinas atrodas viena dala, t.i., $T dala satur kvadratu 2x2.

Esam pieradijusi, ka, ja figiira tiek sagriezta 9 dalas, tad viena no tam satur kvadratu 2x2.

86. Varam ieverot, ka
(X2-2x-1)%-2(x2-2x-1)-x-1 =
= (X*-AX34+2X2+AX+1)-(2x2-4x-2)-x-1 =
= X4-4x3+Tx+2 =
= (X2-3x-1)(X*-X-2).
Tadgl, ja x*-3x-1 =0, tad (x>-2x-1)?-2(x?-2x-1)-x-1 = 0.
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Apskatisim arT otru risinajumu.

Ja a ir vienadojuma x%-3x-1 = 0 sakne, tad

a%-3a-1 =0 jeb a®-2a-1 = a. Tapéec

(a>-2a-1)*-2(a%-2a-1)-a-1 = a’-2a-a-1 = a>-3a-1 = 0, t.i., a ir arT otra vienadojuma sakne.

87. Vienadojumam ir $adi atrisinajumi

1) x=0, y - jebkurs vesels skaitlis;

2) y=0, X - jebkurs vesels skaitlis;

3) (X:]-l! y:4)’ (X: '5! y:2)’ (X:7! y:5)| (X:-]-! y:1)1 (X:5! y:7)1 (X:]., y:'1)1 (X:4! y:11)1

(x=2, y=-5).

Pieradam, ka citu atrisinajumu nav.

Ja x vai y ir 0, tad (x,y) ir vienadojuma atrisindjums neatkarigi no y, jo (x>+0)(0+x) = x® =
(x+0)3. Lidzigi, ja y ir 0, tad (x,y) ir vienadojuma atrisinjums pie jebkuras x vértibas.

Tadgé] pietiek apskatit gadijumu, kad x+0, y#0. Tad

(YY) = (x+y)?

XYYy = x3+Hy3+3x%y+3xy?

X224y = 3x2y+3xy?

Xy(xy+1) = 3xy(x+y)

Xy+1 = 3(x+y)

Xy-3x-3y+1 =0

Xy-3x-3y+9 = 8

(x-3)(y-3) =8.

Ta ka x un y jabiit veseliem skaitliem, tad (x-3) un (y-3) ari jabat veseliem. Bet 8 var uzrakstit
ka divu veselu skaitlu reizinajumu tikai $ados veidos: 8-1, (-8)-(-1), 4-2, (-4)-(-2), 2-4, (-2)-(-4), 1.8,
(-1)-(-8). Katram no Siem veidiem atbilst viens vienadojuma atrisinajums. (Pieméram, ja x-3=8, y-
3=1, tad x=11, y=4.)

88. Apskatam $adus gadijumus.
a+b a+c b+c
a) a=b=c. Tad . + b + 3 = 2+2+2 = 6<09.
b) Starp skaitliem a,b,c vismaz 2 ir dazadi. Piepemam, ka a ir liclakais no skaitliem a,b,c, bet ¢ -
mazakais. Tada gadijuma a>b>c.
1°. Ja a=c, tad a=b=c. Tadg] a>c.
o, b+Cc a+a

__b+c
2°. <——=2.Taka
a a

_ o b+c
- naturals skaitlis, tad . 1un a=b+c.

a a a
3°.Jab<E,tad c£b<§ un b+c<a. Tadg] sz.

a
a+—
a a a+c
4°Nob>—seko,kac=a-b<— un ——< 2=3.
2 27 b~ a
2
a+c a
5. No b<a un c>Oseko,kaT>g:l
Esam pieradijusi, ka
a+c
1< <3
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a+c a+c .a+cC

Taka ir naturals, tad b =2 val T =3
Apskatam katru no Siem gadijumiem atseviski.
A

b - .

Tad a+c=2b. No a=b+c icgiist, ka
(b+c)+c =2b un 2c=bh.
Tapéc $aja gadijuma b=2c un a=b+c=3c. Tad
a+b a+c b+c 5 4c 3c

. + b + a F+2_C+§ =5+2+1 = 8<09.

2) % = 3. Tad a+c=3Db, (b+c)+c=3b, 2c=2b un c=b. Tade] b=c un a=b+c=2c. Tad

a+b a+c b+c 3c 3 2
+ + = —+—+— = 3+3+1 = 7<0.

c b a c Cc 2

89. Sakuma aizpildam kvadratu 1994x1994 prasitaja veida.

Pirmaja rinda ierakstam skaitlus -997, -996,..., -1, 1,...,997; otraja rinda - skaitlus -997-998, -
996-998,..., -998, 998,..., 997-998; tresaja - skaitlus -997-9982, -996-9982,..., -9982, 998,...,
997-998%, utt.; 1993.-aja rinda - skaitlus -997-998'%2 -996.9981%2 = -9981%%2 90gl%®%Z
097-998%%,  1994.-aja rinda - skaitlus 997-m. 996-m,...m, -m,...-997m, kur
mM=1+998+998%+. . .+ 99819,

Viegli ieverot, ka katra vertikale un horizontale skaitlu summa ir 0. Visi pirmaja rinda esosie
skaitli p€c absoliitas vertibas neparsniedz 997, bet visi otraja rinda esosie skaitli ir vismaz 998.
Tadg] neviens skaitlis nevar bt reiz€ kada pirmas rindas rttina un kada otras rindas riitina. Lidzigi
var pieradit, ka neviens skaitlis nevar but divas ritinas, kas atrodas dazadas rindas. No
konstrukcijas redzams, ka viens un tas pats skaitlis nevar bt divas rutinas viena rinda. Tadel visi
kvadrata ierakstitie skaitli ir dazadi.

Tagad ierakstam skaitlus kuba 1994x1994x1994. Sadala kubu 1994 horizontalos slanos
1x1994x1994. Ar k apzZim&am skaitli, kas lielaks par visiem skaitliem kvadrata 1994x1994
ratinas.

Viena slani rakstam skaitlus tapat ka kvadrata 1994x1994, otraja - katra riitina rakstam skaitli,
kas ierakstits atbilstoSaja kvadrata riitina, pareizinatu ar k, treSaja - skaitli kvadrata ratina,
pareizinatu ar k?, utt. 1993,-aja - skaitli kvadrata riitina, pareizinatu ar ar k*°%?, 1994.-aja - skaitli
kvadrata riitina, pareizinatu ar - (1+. . .+k'%%),

Pieradijums, ka katra “stabina” summa ir 0 un visi skaitli ir dazadi, lidzigs pieradijumam prieks
kvadrata 1994x1994.

90. Atbilde: 100. Tie var biit, pieméram, visu malu viduspunkti (tie visi atrodas uz 100-stiir1 ievilktas
rinka [inijas). Pieradam, ka vairak atzimétu punktu uz rinka linijas atrasties nevar.
Ar O apzimésim 100-stiira apvilktas rinka Imijas centru, bet ar R - tas radiusu. 100-stira
virsotnes apzZim&jam ar Ag,...,A1o0. Sadalam atzimétos punktus 50 grupas:
1) Malu viduspunkti;

2) Diagonalu A1As, AcAs, AsAs,. .., AcsAico, AgAi, A1oA; Viduspunkti;

49) Diagonalu A1Aso, A2Asy, ..., A100A4g Viduspunkii;
50) Diagonalu A1As1, A2As2,. . .,AsoAico viduspunkti (tie sakiTt ar O).
Katra grupa (iznpemot pedgjo) ietilpst 100 nogrieznu viduspunkti, pie tam visi katras grupas
punkti atrodas vienada attaluma no O.

52



Apskatam kaut kadu rinka Iiniju un pieradam, ka uz tas atrodas ne vairak par 100 atzimétajiem
punktiem. Apskatam 2 gadijumus:
a)Rinka Iinijas centrs ir O.

Ta ka dazadu grupu punkti atrodas dazada attaluma no O, tad uz §is rinka Iinijas var atrasties
tikai vienas grupas punkti. To var bt ne vairak ka 100.
b) Centrs nav O.

Katras grupas punkti atrodas vienada attaluma no O, t.i., uz rinka linijas ar centru O. Divam
rinka Iinijam, kuru centri nesakrit, var but ne vairak ka 2 kopgjie punkti. Tadel uz rinka Iinijas
var bt ne vairak ka 2 punkti no katras grupas, kopa <2-50 = 100 punkti.

> 2. Tade] |tgx +ctgx| > 2.

1 . 1
91. leverojam, ka tgx +ctgx = tgx + tg_x un jebkuramy |y + v
Savukart [sinx|<1 un |cosx/ <1, pie tam, ja |sinx|=1, tad |[cosx|=1. Tade]
Isinx + cos x| <|sin x| +|cos x| < 2.
Tas nozimé, ka §im vienadojumam atrisinajumu nav.

92. Apziméjam %os 10 skaitlus ar n, n+1,...,n+9.

Starp tiem ir 5 para skaitli un 5 nepara skaitli. Nepara ir vai nu pirmais, tresais, ..., devitais vai
ari otrais, ceturtais, ..., desmitais skaitlis. Apskata Sos piecus nepara skaitlus.

Starp tiem ir ne vairak ka 2 skaitli, kas dalas ar 3, ne vairak ka 1 skaitlis, kas dalas ar 5, un ne
vairak ka 1 skaitlis, kas dalas ar 7. Tade] viens no Siem 5 nepara skaitliem nedalas ne ar 3, ne ar 5,
ne ar 7. Apzim¢&jam to ar m.

Sis skaitlis ir savstarpgjs pirmskaitlis ar katru no pargjiem skaitliem n, n+1,...,n+9. (Ja tam un
kadam citam no Siem skaitliem biitu kopigs dalitajs, kas lielaks par 1, tad Sis dalitajs dalitu ar1 So 2
skait]u starpibu. ST starpiba neparsniedz 9. Tapec kopigais dalitajs ir viens no pirmskaitliem 2,3,5,7
vai $o pirmskaitlu reizinajums. Tacu skaitlis m nedalas ne ar 2, ne ar 3, ne ar 5, ne ar 7.

93. Ar hy, ta Un M, apzimésim no virsotnes A vilkto augstuma, bisektrises un medianas garumus.
Lidzigi ievieSam apzim&jumus hy, th, Mp un he, te, Me.
Uzdevuma risinajums balstisies uz vairakam lemmam, kas izraisa ar1 patstavigu interesi.
1. lemma. Ja b=c, tad ha<tz<m.
Pieradijums. Varam pienemt, ka b<c. Apzimésim no A vilkto augstuma, bisektrises un
medianas pamatus atbilstosi ar H, T, M.
Ta ka garakajai slipnei atbilst garaka projekcija, tad CH<BH. Tapéc M pieder nogrieznim BH,
nevis CH.
A

O
CTHT™ B

51. zZim.

Taka tgy<tgp, tad y<p, tapec bisektrise no virsotnes A iet £ BAH, nevis £ CAH iekspusg;

CT b
tapéc ar1 T pieder nogrieznim BH, nevis CH. P&c bisektrises 1pasibas TB- ¢ <1, tapec CT<BT;
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tatad T atrodas pa kreisi no punkta M (sk. 50. zim.). legtistam 51. zZim. redzamo ainu. Skaidrs, ka
ha<ts; ta ka HM>HT un garakajai projekcijai atbilst garaka slipne, tad ma>ta. Lemma pieradita.
2. lemma. Ja ha=ts, ha=m, vai t:==m,, tad b=c, un otradi.
Lemmas pieradijums izriet no 1. lemmas pieradijuma.
3. lemma. No divam trijsttira medianam garaka ir ta, kas vilkta pret isaku malu.
Pieradijums. Pienemsim, ka AB<BC, X - malas AC viduspunkts. Novelkam AC
vidusperpendikulu ¢ . Tad B atrodas pa kreisi no ¢ (sk. 52. zim.). Tapéc arT medianu krustpunkts

2
M ir pa kreisi no ¢ ; tatad AM<MC. Bet AM un MC ir 3 no medianam attiecigi pret BC un AB.

No Sejienes seko lemma.

B

52.zim.
4. lemma. Ja trijstiira divas malas nav vienadas, tad mediana no to kopgjas virsotnes veido
mazaku lenki ar garako malu.
Pieradijums. Piepemsim, ka AABC pastav sakariba AB<AC. Papildinasim to lidz

paralelogramam ABDC (sk. 53. zZim.).

>
M

A C

53.Zim.
Tad BD=AC, tapeéc AB<BD. Trijstiirt ABD pret garako malu atrodas lielakais lenkis, tapec
« BAD> / BDA. Bet £ BDA=ZDAC, tapec £ BAD> / DAC. Lemma pieradita.
Tagad parejam pie uzdevuma risinajuma.

: : 1
No malas AC viduspunkta M novelkam perpendikulu MK pret malu BC. Tad MK:E AH. Ta

1
ka AH=BM, tad MK=E BM; tapec ~ MBC=30°.
A

C K H
54. zim.
Saskana ar uzdevuma nosacijumiem ha=mp=tc. No 1. un 2. lemmas izriet, ka ha<ma un t=<m;
tapec mp<ma un Mp<mc. No 3.lemmas seko, ka b>a un b>c. Tatad mala b ir garaka (vai viena no
garakajam); tapec £ B>60°.
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Ta ka ha=tc>he, tad ha>hc. Ta ka a-h=2L=c-h, tad no Sejienes secko a<c. No 4.lemmas seko
Z MBA<MBC=30°, tatad  B<60°. Salidzinot ar ieprieks iegiito, ~ B=60C; bet, ta ka £ B ir
viens no lielakajiem AABC lenkiem (vai pats liclakais), tad visi § trijstira lenki ir 60°, ko ari
vajadzgja pieradit.

94. Atbilde. n=1949.
Vispirms paradam, ka eksisté virkne, no kuras nevar izsvitrot 1948 skaitlus ta, lai apmierinatu
uzdevuma prasibas.
levérojam, ka 44-45=1980<1994. Sadalam skaitlus no 1 Iidz 1994 sekojosas 45 grupas:

No 1 1idz 45 Aa
No 45+1 Iidz 2-45 Az
No 2-45+1 Iidz 3-45 As
No 43-45+1 lidz 44-45 Au
No 44-45+1 Iidz 1994 Ass

Izveidojam sekojosu virkni:

Grupa Ass Grupa A ... Grupa Az Grupa Az (katra grupa skaitli izvietoti augosa kartiba).

Ja izsvitro 1948 skaitlus, paliek neizsvitroti 46 skaitli. Ta ka grupu ir tikai 45, atradisies divi
neizsvitroti skaitli no vienas grupas; tie virkn€ izvietoti augo$a seciba. Savukart katra grupa ir ne
vairak ka 45 skaitli, tapec atradisies divi skaitli no dazadam grupam; tie izvietoti dilstosa seciba.

Tatad atlikusie skaitli neveido ne augoSu, ne dilstosu virkni.

Tagad paradisim, ka jebkuram sakotngjam sakartojumam 1949 skaitlus noteikti var izsvitrot
ta, lai atlikusSie veidotu vai nu augosu, vai dilstosu virkni.

Dalam skaitlus vairakas grupas:

1) Tie skaitli, pirms kuriem nav neviena lielaka skaitla.
2) Tie skaitli, pirms kuriem nav neviena lielaka skaitla, iznemot 1. grupas skaitlus.
3) Tie skaitli, pirms kuriem nav neviena lielaka skaitla, iznemot 1. un 2. grupas skaitlus.

vairak ka 44°=1936 skait]i. Tatu 1936<1944. Tadé] vai nu veidojas vismaz 45 grupas, vai ari
viena grupa ir vismaz 45 skaitli. Apskatam Sos divus gadijumus atseviski:

a) Veidojas vismaz 45 grupas.

Nem kadu skaitli no 45. grupas. Apzimé to ar ass. Ja pirms ass neatrastos neviens lielaks skaitlis
no 44. grupas, tad ass nonaktu 44. grupa. Tapéc pirms ass virkng ir vismaz viens lielaks skaitlis no
44. grupas. Nem vienu tadu skaitli, apzZime to ar ass. L1dzigi izvelas as3 - skaitli, kas lielaks par ass,
atrodas pirms as4 un pieder 43. grupai, a4, ..., a1.

Skaitli a1,8,. . .,a4s veido dilstoSu virkni. Pargjos 1994-45=1949 skaitlus var izsvitrot.

b) Kada grupa ir vismaz 45 skaitli.

Apskatam kaut kadus divus skaitlus no §is grupas. Ja pirmais no tiem ir lielaks par otro, tad
legiistam pretrunu ar skaitlu dalfjumu grupas. (Grupa nonak tadi skaitli, ka pirms tiem nav lielaku
skait]u, iznemot ieprieks$gjo grupu skaitlus. Tacu pirms otra skaitla ir pirmais skaitlis, kas ir lielaks
par otro. Tade] otrajam skaitlim nevajadzetu nonakt $aja grupa.) Tade] no jebkuriem diviem $is
grupas skaitliem mazakais ir tas, kas virkn€ ir pirmais, t.i., §Is grupas skaitli veido augosu virkni.
Pargjos skaitlus var izsvitrot. Izsvitrojamo skaitlu ir ne vairak ka 1994-45=1949.
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n(n+2)
4

n+1)°
95. Atbilde. (T) punkti, ja n - nepara, un punkti, ja n - para skaitlis.

Vispirms paradisim, ka ar $adu punktu daudzumu pietiek.

Novelkam plakne n taisnes ta, lai nekadas 2 no tam nebutu paralélas un nekadas 3 nekrustotos
viena punkta. Apzim&jam i-tas un j-tas taisnes krustpunktu ar Ajj. Ar Bi apzim&jam kaut kadu
punktu, kas atrodas uz i-tas taisnes un nesakrit ne ar vienu no krustpunktiem. Ja n - para, tad
atzim&jam

Arg;.. A A2s;. . Aen1iAse;. . AL, 1B By By

E,Eﬂ -

Jan - nepara, tad atzimg&jam

Al,z;"'; Al,n;Az,s;"'; A2,n—1; A3.4;"'; As,n—z;"'; AELL{L; An;lnis; B1;"'; Bn+l'

22 22 2

Uz 1. taisnes tad bis atziméti n punkti, uz 2. - (n-1), utt.

Tagad pieradisim, ka mazaku punktu skaitu atzZimet nevar. Nosaucam par 1. taisni tadu taisni,
uz kuras atzZiméti n punkti, par 2. taisni - taisni, uz kuras atziméti n-1 punkti, utt.

Uz 1. taisnes ir atziméti n punkti. Uz 2. taisnes ir atzZiméti N-1 punkti, tacu viens no tiem var biit
1. un 2. taisnes krustpunkts, kas atrodas reiz€ ariuz 1. taisnes. Tas nozZimé, ka uz 2. taisnes atzZiméti
vismaz n-2 punkti, kas neatrodas uz 1. taisnes. Lidzigi, uz 3. taisnes atzZim&ti vismaz n-4 punkii,
kas neatrodas ne uz 1., ne uz 2. taisnes, utt.

Tapéc kopa atziméto punktu skaits ir vismaz

1 2
(nij jan=2k+1, k eZ
n+(n-2)+(n-8)+. = {* 2 .
nn+2) .
4 jan=2k, keZ

Atlases sacensibas 35. starptautiskajai olimpiadei (96. — 101.)

96. Nosauksim m melnos un m baltos kaulinus par ciklu, ja tie izvietoti ta, ka melnie kaulini atrodas
i1. kolonnas ji. ratina, i2. kolonnas j,. riitina utt., im. kolonnas jm. rttina, bet baltie - i1. kolonnas jo.
riitina, iz. kolonnas js. riitina, utt., im. kolonnas ji. ratina. (sk., pieméram, 55. Zim&jumu, tur att€lots
cikls ar 3 baltiem un 3 melniem kauliniem, kam i1=1, i,=2, i3=3, j1=1, j2=2, js=4).

®| (O

O|®

O|®

55. zim.

Viegli saprast, ka visus kaulinus var sadalit viena vai vairakos ciklos.

Paradam, ka var, mainot vietam rindas un kolonnas, panakt, lai visi viena cikla melnie kaulini
noklutu tur, kur sakuma bija §7 cikla baltie kaulini un visi 1 cikla baltie - tur, kur sakuma bija §1
cikla melnie.

Apskatam ciklu ar k baltajiem un k melnajiem kauliniem, kur melnie kaulini atrodas riitinas
(inj2), (i22), ..., (imjm), et baltie - rutinas (i1,j2), (i2j3), --. , (k) (ij1). (Apzim&ums (ij)
apzime I.-tas kolonnas j.-to rutinu.)

Veicam Sadas darbibas:

1) Apmainam vietdm i1. un im. kolonnas, tad iz. un im-., utt., Tm—1

2

m-1

un i
—‘ m+1—[—
2

w . kolonnas.
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m

2

Kas notiks ar melno kaulinu, kas atrodas riitina (i,jx)? Mainot vietam k.- un (m+1-k). kolonnas,
tas nonaks ritina (im+1-k,jk), bet, mainot k. un m+2-k. rindas - ritina (im+14«,jm+2x), t.i., ratina, kur
sakuma bija baltais kaulins.

Lidzigi var pieradit, ka baltie kaulini nonaks riitinas, kur sakuma bija melnie.

Ja ir tikai viens cikls, tad $ada veida var parkartot visus kaulinus. Ja cikli ir vairaki, tad sakuma
parkarto pirma cikla kaulinus, tad otra cikla kaulinus, utt.

2) Apmainam vietdm iz. UN im. rindas, tad iz. un im-1.,utt., T 1.un [ m]rindas.

m+2—[—
2

97. leviesam dazus apzimgjumus.
Ar Uy apzimg&jam punktu, kura perpendikuls, kas vilkts no U pret BD, krusto BD. Ar O1 un V1
apzim&jam punktus, kuros perpendikuli no O un V pret AD un AC krusto STs taisnes (sk. 56. zim.).
Ar X1 apzimg&jam UU; un OO krustpunktu, bet ar Xz - VV1 un OOz krustpunktu. Lai pieraditu,
ka trs taisnes krustojas viena punkta, japierada, ka X1=Xo.

A

C
56.z1m.
ZXUiD = Z X101D = 90° Tas nozimé, ka punkti X3, Uz, O1, D atrodas uz vienas rinka
[inijas.
Labi zinams, ka jebkuriem 4 punktiem Ai, Az, As, A4 kas atrodas uz vienas rigka Iinijas,
izpildas vienadiba

ArK-AK = AsK-A4K,

kur K - nogrieznnu A1A2 un AsA krustpunkts.

Tadel U;0-0D = X;0-00:.

Lidzigi var pieradit, ka V10-OA = X20-O0:.

Ja butu pieradits, ka izpildas

U:10-0D =V;0-0A, (*)
tad no ta sekotu, ka X10-00; = X20-00;: un X;0 = Xz0. Punkti X1 un X, abi atrodas uz taisnes
OO0 viena pusé no O. Tade] OX1 = OXz nozimetu, ka X1 un Xz sakrit.

Tadgjadi, lai pieraditu, ka taisnes krustojas viena punkta, pietiek pieradit vienadibu ().

Taka A, B, C, D atrodas uz vienas rinka linijas, izpildas

AO-OC =B0O-OD unBO =CO- g—g . (1)

levérojam, ka ZABD = ZACD (ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku), BU; =
BU-cos £ ABD un CV1 =CV-cos £ ACD.

No ta seko, ka

BU=CV BU =CV AB 2

1=V ey TWVr e )

AAOB un ADOC ir Iidzigi, jo to atbilstoSie lepki ir vienadi. No trijstiiru lidzibas seko, ka

atbilstosas malas ir proporcionalas:
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AB _ AD e n0(2) seko BUs = Cvs. 20 )
CD—OD,apecno()seo 1= lOD'
Acimredzot OU; = BO-BU; un OV1 = CO-CV41.

Tadel no (1) un (2) izriet, ka
AO
OU; =0Vr oD jeb OU1-0OD = OV1-AO. Uzdevums atrisinats.

98. Meklgjam atrisinajumu forma
X=p—¢
y=p (*)
Z=p+q
Viens §ada veida atrisinajums ir (1234, 3456, 5678). Tad p=3456, q=2222.
levietojot dotaja vienadojuma vienadibas (*), iegst, ka
a1(p-0)*+az2p®+ass(p+0)+as(p-a)p+
+aus(p-0)(p+0)+azsp(p+a) =0
jeb pec parveidojumiem
(an1+az+ass+an+ais+ags)p’+(-2a11+2a33-a12+a23) 0+
+(an+ass-ai3)g® = 0.
ApzZimgjam
A=a, +a,, +a, +a, +a,; +a,
B=-2a;, +2a, —a,, +a,
C=a, +a;—ag;
Tad izpildas vienadiba
Ap*+Bpg+Cq’ =0 (%)
jeb

() f2)eno

Apzim&jam

x=2

q
) . I : - . 3456 1728
Tad Ax“+Bx+C = 0 ir kvadratvienadojums, kura viens atrisinajums ir a ==

Pienem, ka A # 0. Tad kvadratvienadojuma atrisinajumus var iegtt péc formulas

~B+J/D
2A

Xl,2 -

728
Viena no vienadojuma sakném ir racionals skaitlis 1 Tadge] VD - vesels skaitlis. (Citadi

abas saknes butu iracionalas.)

-B+J/D
Tapec dald ———

2A
1728 . 1sinama dala. Tade]
1111 \r nesaisinama dala. Tade]

~B++/D =1728k

2A=1111k
pie kaut kada vesela skaitla k.

gan skaititaja, gan saucgja ir veseli skaitli.
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Ta ka Jajj|<100, tad

|A|=[a11+az+azstataistax<

<lag1|[+azz|*[azs+aiz|*+Ha1s+|az3|<600,

|2A|<2-600=1200.

o . s e 1111k 1

Tas nozimé, ka k=1 vai k=-1 (citadi |2A[>1200). Tacu tada gadijuma A = = i555§ :

Tas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumu, ka visi ajj ir veseli skaitli.

Tadel pienémums, ka A0, ir nepareizs. Tadgjadi A=0. Lidzigi var pieradit, ka B=0 un C=0.

Tapéc vienadiba (**) izpildas pie jebkuram p un ¢ vertibam. Ta ka (**) iegiita no sakotngja
vienadojuma, tas nozimé, ka jebkurs naturalu skaitlu trijnieks forma (*) ir sakotngja vienadojuma
atrisinajums.

Ta atrisinajums ir, pieméram, (3;4;5), kas apmierina uzdevuma prasibas.

99. Maksimala iesp&jama vértiba ir n-1. Ta tiek sasniegta, ja, pieméram, X;=0 Un Xp=Xs=...=X=L.
Pieradam, ka
X, X

n
et <n-1 (*)
Xyooo X, +1 X X, X, +1

pie jebkadiem tadiem Xi, ka 0<xi<l. Pieradijuma lictojam matematisko indukciju.
Indukcijas baze. n=2.
Piepemam, ka X1<X2 (ja X1>Xz, tad spriedumi ir lidzigi). Tad
X, X, X, X, X, +1
+ < + < =1=2-1.
X, +1 x,+1 x,+1 x +1 x +1

Induktiva pareja. Pienemam, ka nevienadiba (*) pieradita n skaitliem Xy, . ..,Xn. Pieradam to n+1
skaitliem.

Ta ka nevienadiba (*) izpildas jebkuriem n skaitliem no [0;1], tad, pielietojot to skaitliem X1 Xz,
X3, X4, ..., Xn, Xn+1, 1€glistam

X1 X, X X
+ 3 foop——<n-1. (1)
Xgo - Xo +1 0 XX, XX, +1 XX, +1

n+1

Lemma. Izpildas nevienadiba

X X X, X
L + 2 < 211 )
Xz"'Xn+1+1 X1X3“'Xn+l+1 Xs"'Xn+1+l
Pieradijums.
Apzimé&jam S=Xs.. .Xn+1. Tad (2) parversas par
X X X, X
1 2 122 11, ©)

+ <
X,S+1 xS+1 S+1
To var pieradit, pieradot divas nakosas nevienadibas (4) un (5) un tas saskaitot:
X1+XoXaXxo+1 4)

Xl X2 X1X2
=X, +X, )< - X, X,. 5
(x28+1+x18+1j ( 1 2) S+1 "7 ©

(4) parveidojas par acimredzamu nevienadibu
(1-x)1-x,)=0

Lai pieraditu (5), to parveido sadi:

( - —x)+( < —x]<xlx2—xx
x,5+1 ) (x,S+1 "?)7S+1 M7
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B X, XS B X, XS <_xlxzs
X,5+1 xS+1  S+1
X, X, S N XX, S S xlxzsl
X,S+1  xS+1 S+1
Taka0<x, <1,tad x,S+1<S+1un
X, X, S . X, X, S
x,S+1 S+1°

(6)

No ta seko nevienadiba (6).
Saskaitot nevienadibas (4) un (5), iegiist nevienadibu (3). Lemma pieradita.
Saskaitot nevienadibas (1) un (2), iegiist prasito nevienadibu (*) prieks n+1 skaitliem.

100. a) ja, var. ApzZimgjam dotos punktus p&c kartas pulkstena raditaja kustibas virziena ar A1, Ay,
..., Ayg. Uzdevuma prasibas biis apmierinatas, pieméram, ja savienosana notiks $adi:

A ar Az;

Az ar Agg, Asar Aar, Asar A, ..., Az ar Asr;

Asgar Ass, Ass ar Asa, Ase ar Ass, Az ar As;

Az ar Agg,

Az ar A,

Aasar Agg, Argar Asg, ..., Az ar Ags.

Parliecinieties par to patstavigi.

b) N&, nevar. To pierada sadi:

Punktus apzZimé ar Ai, Az, ..., Asggs (Iidzigi ka a) dala). Hordu nosauc par ipasu, ja tas
galapunkti ir Ai un Ay, i ir parskaitlis, bet j - neparskaitlis.

Apgalvojums. Ja punkti Ay, ..., Asges savienoti ar 1994 hordam ta, lai visi 3988 punkti bitu
izmantoti ka hordu galapunkti, tad TpaSu hordu ir para skaits.

Pieradijums. Ar k apzim&jam ipaso hordu skaitu, bet ar / - tadu hordu skaitu, kuram abi
galapunkti ir ar para numuriem. Punktu ar para numuriem, kas ir kadas hordas galapunkti, ir
k+2 7.

Kopa punktu ar para numuriem ir 1994. Tade] k+2/¢=1994. Tapec k=1994-2/ un k -
parskaitlis. Tagad pieradam no pret§ja, ka 1994 dazada garuma hordas nevar izveidoties.
Pienemam, ka 1994 dazada garuma hordas tomér ir.

Ir 1994 iesp€jamie hordu garumi.

1) Hordas, kas savieno 2 blakus punktus (A1Az, A2As, ... ).
2) Hordas, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tiesi 1 cits
(A1A3,AA,...)
1994) Hordas, kas savieno 2 punktus, starp kuriem ir tieSi 1993 citi (A1A1905, A2A199, - ..).

Ja visam hordam garumi ir dazadi, tad no katras minétas hordu grupas ir novilkta tiesi 1 horda.

Tacu 997 grupas ( 1), 3), 5),..., 1993)) visas hordas ir Tpasas, un pargjas 997 ( 2), 4), ..., 1994))
neviena horda nav 1pasa. Tadel ir novilktas 997 ipasas hordas. Ta ir pretruna ar pienemto
apgalvojumu, ka 1pasu hordu ir para skaits.

Tadgjadi 1994 hordas vajadzigaja veida novilkt nevar.

101. Lemma. Pastav sakariba

L—tétg k. 57. 71
R—g2 gz(s. . ZIm.).
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Pieradijums Viegli iegtit, ka

A C 180° - A 180° - C
AC=r Cth-l-Cth un AC=R ctg—+cth :

Pielidzinot abas AC izteiksmes, iegiistam vajadzigo.

57. zim.
Pielietojot So lemmu visiem n+1 trijstiiriem, “iek$€jo” lenku tangensi reizinajuma saisinas, un
o e T
Rl RZ Rn+l R

kur r un R - AABC ievilktas un apvilktas rinka linijas radiusi.

Starptautiska komandu olimpiade “Baltijas ce|s — 93” (102.-121.)

102. Pienemam, ka a;>as. Tad divi dotie skaitli ir
x = 10%a1+10ax+a3 un y = 10%a3+10ax+a,.
Skaitlis x? ir piecciparu. Tas nozimé, ka x><99999 un x<+/99999 . Tadg] x pirmais cipars a1<3.
Skaidrs, ka as>1 un ar>as. Tade] a;>2. Tas nozimé, ka vai nu a1=2 un az=1 vai a1=3 un aze{1;2}.

Apskatot Sos gadijumus, var atrast visus atrisinajumus:
301(103), 311(113), 201(102), 211(112), 221(122).

103. Ja, pieméram, a=10, b=6. Ja skaitli, kas beidzas ar ciparu 6, pareizina ar citu skaitli, kas art
beidzas ar ciparu 6, tad reizinajuma pedgjais cipars ari bus 6. Tadel jebkuram naturalam k skaitlis
6% beidzas ar ciparu 6, t.i., 6<10n+6 pie kaut kada n.

104. 3 skaitli (pieméram, 33, 34, 35).

Pieradam no pret&ja, ka nav 4 pec kartas esoSu interesantu skaitlu. Pienemam, ka tadi skaitli ir,
un apzimgjam tos ar n, n+1, n+2, n+3.

Viens no Siem 4 skaitliem dalas ar 4. Apskatam 2 gadijumus:

a) Sis skaitlis ir 4. Ta nevar biit, jo ne 3, ne 5 nav interesanti.

b) Sis skaitlis nav 4. Tad tas ir 4-k, kur k>1. Tas nozimé, ka $is skaitlis ir 2-2'k, t.i., tas ir vairak
ka 2 pirmskaitlu reizinajums un nav interesants. Pretruna.

Esam pieradijusi, ka 4 pec kartas esosu interesantu naturalu skaitlu nav.

105. Lai izteiksmes
J& /@WJ@ 25,
2 4 2 4
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vertiba biitu definéta, nepiecieSams, lai visas zemsaknes izteiksmes biitu nenegativas, no kurienes
ieglistam
0<n< 625

n=—,-.

Kapinam izteiksmi (*) kvadrata. legiistam

2

J%+ WS'LWFS 625 | _

2 4 2 B
/625 /625 J[ /625 j{zs 625 j

=25+2Jﬁ.

Lai (*) butu vesels skaitlis, nepiecieSams, lai (*) kvadrats 25+ 27/n biitu vesela skait]a
kvadrats.

625
TﬁkﬁOSnST,tad

625
25420 =25< 25+ 2/n <50 =25+ 2 -

Tapéc 25+ 2+/n var biit tikai 52 = 25 vai 72 =49.Tad n =0 vai n = 144.

106. n*2-n®-n*+1 = (n®-1)(n*1) = ("*+1)(n*+1)(n+1)(n-1)-
(n+1)(n+1)(n-1) = (N4 1)(N*+1)(n*+1)-(+1)(n-1))°.

Ta ka n - nepara skaitlis, n+1 un n-1 ir para skaitli. Tie ir 2 p&c kartas esosi para skaitli. Tadel
viens no tiem dalas ar 4. Tapéc to reizinajums (n+1)(n-1) dalds ar 4-2=8, bet ((n+1)(n-1))? - ar
8°=64.

Taka n - nepara, n?+1 un n*+1 ir para, t.i., dalas ar 2. Tapéc

("H+1)(n*+1)(n*+1)-(+1)(n-1))*
dalas ar 2-2-2-64 = 2°,

107. Pieradam to no pretéja. Pienemam, ka f(3) = g(3).
Taka f(3)-9(3)=3*=9 un f(3) = g(3), viens no skaitliem f(3) un g(3) ir liclaks par 3,
bet otrs - mazaks.
Apskatam gadfjumu, ja f(3)>3 un g(3) <3. (Gadijums, ja g(3)>3 un f(3) <3, ir
lidzigs.)
Apzimgjam y = f(3).

k
Lemma. Ja x = % pie kaut kada naturala k, tad f(x) = y3k :

k+1

Pieradijums. Izmantojam matematisko indukeiju.
2

Baze. Ja k=1, tad x=y. Japierada, ka f(y) = y?

Taka g(f(3))=3,tad g(y)=3.No f(y)-g(y)=y? seko,ka f(y)=

_y
3

a(y)

Indukfiva pareja.
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k k+1 k k k+1 k
Piegemam, ka izpildas f(s{lj _ y3k Tad g[f( y D AT g(y ): L

yk+1 2
yk+1 ( 3k j yk+2
%5 - -

- yk+1 3k+1 '
g( 3¢ )

Lemma pieradita.
v\ vt (yY' .

Ja k — 400, tad [5) = 400 UN T = y(gj — +00.Taka y= f(3) un f(3) <4, tad
y<4.

Tapéc eksiste tads k, ka

k k+1
3{1 < 4, bet y3k >4,
yk yk+1 . . .

No lemmas seko, ka f(3k_1j Y >4 . Tacu, pec uzdevuma nosacfjuma, ja 2 < X <4,

tad f(x) <4.

legiita pretruna. Tapec f(3) = g(3).

108. Vienigais vienadojumu sistémas atrisinajums ir x=8, y=-4, z=16. Pieradam, ka citu atrisinajumu
nav.
No otra vienadojuma seko, ka 22=4"=2%un z=2x. levietojot z=2x pirmaja vienadojuma, iegfist,
ka (2x)*=y?*=(y?)". Ja x=0, tad no 2.vienadojuma ari z=0, bet 0° nav definéts.
Ja xz0, iegiistam 2x=+y?.
levietojot z=2x un 2x=+y? tresaja vienadojuma, iegfist

3
X+Hy+Z = X+y+2X = y+3X = vt y? = 20.
. 3 . 1
Vienadojumam y+§ y? =20 ir 2 saknes: -4 un 3 3

3
Vienadojumam y- 5 y2 =20 saknu nav.
No y=-4 ieglistam x=8, z=2x=16.

109. Sakuma nosakam, cik daudz ir k-ciparu skaitlu, kuru cipari veido stingri augosu virkni. Sadu k-
ciparu skait]u skaitu apzimg&jam ar m.

Lemma. m=C, .

Pieradijums. Apskatam ciparu virkniti 1,2,3,4,5,6,7,8,9. No §is virknites K ciparus, kas veido k-
ciparu skaitli, var izveléties Cgk veidos, bet tos sakartot ta, lai veidotos stingri augosa ciparu virkne
- 1 veida. Lemma pieradita.

Piezime. Cipars 0 nevar bt sastopams skaitlos, kuru cipari veido stingri augosu virkni: ja O
biitu $ada skaitla cipars, tad tai biitu jabiit skaitla pirmajam ciparam.

Ar | apzZim&jam visu to skaitlu kopu, kuru cipari veido stingri augoSu virkni, ar D - to skaitlu
kopu, kuru cipari veido stingri dilstosu virkni, ar Do - visu to skaitlu kopu, kuru cipari veido stingri
dilstosu virkni un kuri sakas ar 9, ar D1 - visu to skaitlu kopu, kuri nesakas ar 9 un kuru cipari
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veido stingri dilstoSu virkni. Savukart D, un Ds bus to skaitlu, kuru cipari veido stingri dilstosu
virkni un kuri beidzas ar 0 (D>) resp. nebeidzas ar 0 (Ds) kopas.
S(1), S(D), S(Do),.. . bus visu skaitlu no kopam I,D,Do,... summas.

Apskatam skaitli a,---a, (pirmais cipars - a, otrais - az, ..., pedgjais - ax). Ja §T skaitla cipari

veido stingri augoSu virkni, tad tam var piekartot skaitli b,---b, , kur b1=9-ay,...,0k=9-a. Ta ka
ai<...<a, tad b1>...>by. Pie tam, ta ka a;>1, tad by=9-a1<8. Tapec b --b, pieder kopai Ds.

Tada veida katram skaitlim no kopas | tick piekartots viens skaitlis no D1 un katram skaitlim
no Dx - viens skaitlis no I. Pie tam

a--ay +bb= 99 .

k deviitnieki
Tadg] visu k-ciparu skaitlu no kopas I un visu k-ciparu skaitlu no D1 summa ir
w-mk = &FQCEI; :
k

Tapec

s(|)+s(Dl):§9:cu ic (10* -1) =12° - 2°.

k=1 k=1

Lidziga veida katram skaitlim a,---a, Nno kopas | var piekartot skaitli 9b,---b, no kopas Do,
kur b1=9-ay, ..., bk=9-bx. Tad
a,---a, +9bl...bk = 0..9

k+1 devitnieki
Nemot véra ar piekartojuma neietverto Do elementu 9,

9 9
+5(D,)=2.C 99 = D .Cf (10 -1) = 10-11° - 2°.
k=0 k+1 k=0

Katrs no kopas D skaitliem pieder tiesi vienai no kopam Do un D1. Tadel S(Do)+S(D1)=S(D)

un
2S(1)+S(D) = (11%-29)+(10-11°%-2%) = 1110210, (*)
Skaitlim a,---a, no kopas | var piekartot skaitli b,---b, no Ds, kur b1=10-ay,..., bk=10-a.
Tad

1 +.
a,---a, +b,---b, =uo = 5(10k L -10)

S(1)+5(D,) = ch (10k+1 10):%(10-119—10-29).

Ja skaitlim no kOpaS D3 (skaitlim, kura cipari veido stingri dilstosu virkni un kur§ nebeidzas ar
0) beigas pieraksta O, tad iegtst skaitli, kurS beidzas ar O un kura cipari veido stingri dilstosu
virkni, t.i., skaitli no kopas Do.

Skaitlim a,---a, beigas pierakstot 0, iegiist a,---a,0=10-a,---a, . Tas nozimé, ka jebkuru

kopas Dy skaitli var iegfit, pareizinot atbilstosu kopas D3 skaitli ar 10. Tapec
S(D2) =105(Ds) .
Katrs kopas D skaitlis pieder tiesi pie vienas no kopam D, un Ds. Tadg]
S(D) = S(D2)+S(Ds3) = 11-5(Ds) un

S(D3) = 1—11 S(D). Tad

S(I)+ 1—11 S(D) = S(1)+S(Ds) = 5(10.119-10-29). (+%)
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Atrisinot vienadojumu sistemu, ko veido (*) un (**), var iegit S(I) un S(D) vértibas. Ta var

izrekinat, ka
80 ..., 35 .,

S(I)+S(D)—81~1l 81.2 .

Viencipara skaitlim 1 ta vienigais cipars veido gan stingri augosu, gan stingri dilstoSu virkni.
Tapéc 1 pieder gan I, gan D. Lidzigi, gan |, gan D pieder 2;3;...;9. Tas nozimé, ka Sie skaitli
summa S(1)+S(D) ir ieskaititi divreiz.

Tapéc visu to skaitu, kuru cipari veido stingri augosu vai stingri dilstosu virkni, summa ir

S()+S(D)-(1+2+...+9) =

80 w03 10) _
( oy 11— 57 -2 | - 45 = 25617208995,

110. Saskaitot vienadojumus x°=y+y°, y°=z+2°, 2°=t+t> un tP=x+x°, iegiist, ka
(CHYPHZ4) = (X+y+Z-+) + (XC+HYP+22+)
X+y+z+t = 0.
Ja x>0, tad x+x°>0, t.i., >0 un t>0.
Tapat pierada, ka z>0 un y>0. Tadgjadi, ja x>0, tad x-+y+z+t>0.
Lidzigi var pieradit, ka, ja x<0, tad x-+y+z+t<0.
Tapec x=0. Lidzigi pierada, ka y=0, z=0 un t=0.
Tadgjadi vienigais vienadojumu sistémas atrisinajums ir x=y=z=t=0.

111. Izmantosim matematisko indukciju. Ja n=1, apgalvojums acimredzams. Pienemsim, ka
apgalvojums pareizs jebkuram n<m, un aplikosim situaciju, kad n=m.
Pienemsim pretgjo, ka kadam virknes (an) un (bn) parim apgalvojums pie n=m nav pareizs. Tad
eksiste tads k, ka
ja; by
Apskatam parkartoSanas rezultata iegiitas augosas virknes

> ‘ai —b, ‘ visiem i=1;2;...;m.

ap 8 Ay v Ay A A A
bl by by - bry b b, - bl
%/—/

l 1
Varam pienemt, ka a; <b, .

Talak skirojam 2 gadijumus.
Teiksim, ka skaitlis no virknes a bijis part ar skaitli no virknes b, ja tiem pirmaja sakartojuma
bijusi vienadi indeksi.
A\. Skaitli no virknes a | (resp.ll) grupas bijusi paros tikai ar skaitliem no virknes b | (resp.Il)
grupas. Tad saskana ar induktivo piep€mumu starptbu modulu maksimums ne 1, ne Il grupa

a; —by

nav palielingjies. Tapat \ak —b, ‘ = . Tapéc vajadzigais pieradits.

B. Punkta A nosacijums neizpildas. Tad ir kads a/, t <k, kas bijis parT ar kadu b/, s>k.
Atceramies, ka a; <a, <b; <b/.
Tad \a{ —b!| >|a; —by
Induktiva pareja izdarita.

>

- pretruna.

112. Zirneklis parvietojas ta, lai pec vina gajiena taisne, kas savieno vinu un musu, paliktu paraléla
malai ZM, pie tam, ja iespgjams, vins izdara gajienu ta, lai attalums starp horizontalem, uz kuram
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atrodas vins un musa, samazinatos. Minétais attalums nemainisies tikai tad, ja musa virzas uz leju
vai pa horizontali pa kreisi, bet Sie procesi nevar turpinaties bezgaligi.

Z

M *
58. Zim.

Ik pa bridim musai jaizdara gajiens vai nu pa labi, vai uz augsu, un pec atbilstosa zirnekla
gajiena attalums starp musu un zirnekli bus samazinajies. Kadreiz tas kliis 0.

113. Ar A apzim&jam autobusa liniju skaitu, V - vilciena Iiniju skaitu, L - avioliniju skaitu.
Pieradam, ka
A+V>12.

Apskatam grafu, kura virsotnes ir 13 pilsétas. Saja grafa 2 virsotnes ir savienotas ar Skautni tad,
ja starp tam ir autobusa vai vilciena satiksme. Plasi zinama sekojosa teoréma.

Teoréma. Ja grafa ar n virsotném var nokliit no jebkuras virsotnes uz jebkuru citu, tad $aja grafa
ir vismaz n-1 Skautne.

No §ts teor€mas seko, ka grafa ir >13-1=12 skautnes, t.i., A+V>12. Lidzigi

A+L>12, V+L>12,

Saskaitot $1s nevienadibas, ieglist

2(A+V+L)>36

A+V+1>18.

Tatad pilsétu paru, starp kuram nodibinata autobusa, lidmasinas vai vilciena satiksme, ir
vismaz 18.

To, ka ar 18 pilsétu pariem pietiek, parada 59. zim.

59.Ziri1.

114. 7 virsotnes (sk. 60. zZim.). Pieradam no pretgja, ka vairak virsotnu izvéleties nevar. Pienemam,
ka var izveleties 8 virsotnes. Apzimé&jam tas ar V1,Vz,...,Vs.

66



60. zim.

Pienemam, ka katra maza trijstiira augstums ir 1. Tad licla trijstira augstums ir 10. Ar a1,b1,c1
apzim&jam attalumus no V1 Iidz malam BC,AC,AB, atbilstosi ar ap,b,Cz - - attalumus no V2 lidz
Stm malam, ... ar ag,bs,Cs - attalumus no Vs Iidz Stm malam.

Viegli pieradit, ka

a+bi+c1 =10

ax+ho+c, =10

ag+hbs+cs = 10.

Saskaitot §1s vienadibas, iegiist
(art...+ag)+(b1+...+hg)+(c1+...+cs) = 80. (*)

Ja diviem punktiem Vi un Vj ai=g;, tad Vi un Vj atrodas uz taisnes, kas paraléla BC. Tadg]
visiem ay,...,ag jabut dazadiem. Pie tam, ta ka Vj,...,Vs - trijstiru virsotnes, tad a,...,ag jabut
veseliem skaitliem.

Mazakais no ai,...,ag var but 0, otram mazakajam jabat >1,... astotajam mazakajam - >7.
Tadel

art...+ag>(0+1+...47) = 28.

Lidzigi

bi+...+bg > 28 un c1+...+Cg> 28.

Tadg] (ar+...+ag)+(b1+...+bg)+(C1+...+Cs) > 84.

Tas ir pretruna ar (*).

115. Pietiek iznemt 8 virsotnes (61. ZIm. iznemtas virsotnes atzZimétas ar krustiniem).
[ J [} [ ] [ ] [ ]
[} X X X [ ]
o X X [ ] [
[ ] X [ ] X [ ]
[} [} [ ] [ ] X

61. zim.
Pieradisim no pretgja, ka, iznemot 7 virsotnes, starp palikuSajam noteikti atradisies 4 tada
kvadrata virsotnes, kura malas paralélas sakotn&ja kvadrata malam. Skirosim vairakus gadijumus.

1. Augsgja vai apaksgja rinda nav izmesta neviena virsotne; varam pienemt, ka ta ir augseja
rinda.

Sanumurgjam punktus, ka paradits 62. Zim. Ar ij apzZim&jam punktu, kas atrodas i.-ja

rinda, skaitot no auggas, un j.-a kolonna, skaitot no kreisas puses.
11 12 13 14 15

21 22 23 24 25
31 32 33 34 35
41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

62. zZim.
Apliukojot kvadratus (11,21,22,12) un (13,23,24,14), redzam, ka no 2. rindas jaizmet
vismaz divas virsotnes. Lidzigi viegli iegiit, ka arT no 3. un 4. rindas jaizmet vismaz divas
virsotnes.
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Apskatot kvadratu (11,15,55,51), redzam, ka jabiit izmestai vismaz vienai no virsotném
51 un 55. Tas kopa jau dod 7 izmestas virsotnes. Turklat skaidrs, ka varam pienemt: 5. rinda
izmesta virsotne 51.

Apskatot, kuras divas virsotnes izmestas 4. rinda, viegli konstatét: ja tas nav 42 un 44,
tad vai nu 4. un 5., vai 4. un 1. rindas veido “nesabojatu” kvadratu. Tapec apskatam
situaciju, kad 4. rinda izmestas 42 un 44.

Apskatot 1. un 2. rindu, viegli saprast, ka no 2. rindas jaizmet 22 un 24. Tacu tad
kvadrats (21 23 43 41) nav sabojats.

Tatad §is gadijums izanalizéts.

2. Otraja, tresaja vai ceturtaja rinda nav izmesta neviena virsotne.

Analize ir [idziga 1. gadijuma analizei. Atstajam to veikt lasitajam patstavigi.

3. No katras rindas izmesta vismaz viena virsotne.

Saja gadijuma ir vismaz 3 rindas, no kuram izmesta tikai viena virsotne. Skirojam vairakus
apaksgadijumus.
a) minétas tris rindas atrodas blakus; varam pienemt, ka tas ir 1., 2. un 3. rindas.

Viegli parbaudit, ka neatkarigi no ta, kuras virsotnes izmestas, vismaz viens kvadrats
paliek nesabojats.

b) ja minétas rindas nav blakus, arT bez grutibam var veikt gadijumu pilnu parlasi.

116. Ja. Viegli parbaudit, ka uzdevuma prasibas biis izpilditas, uz viena kaulina skaldném uzrakstot
1;2:3:4:5:6, bet uz otra skaldném 1;1;1;7;7;7. 63. Zim. redzamas iespgjamas summas; katra vertiba
paradas tiesi 3 reizes.

D 1 1 1 7 7 7
1 2 2 2 0 2 2
2 3 3 3 g 9 9
3 B} 4 4 10 10 10
4 3 ] 3 11 11 11
5 & & & 12 12 12
) 7 7 7 13 13 13
63. Zim.
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117. Apzimgjam pirmas rinka linijas centru ar O, bet otras centru - ar P. Pieradam, ka O un P atrodas
dazadas pusés no EF.
Pienemam pret&jo. Novelkam no O un P perpendikulus pret taisni EF. Apzim&jam to
krustpunktus ar taisni EF ar O1 un P1. Ta ka EF=GH, tad OO1=PP;. Tadel OO1P1P - taisnstiiris un
OP=04P1.

o) P
oh d P,
F G

64. zim.

E H

1 1
Viegli atrast, ka O:F =5 EF = > 6=3

Lidzigi GP1=3. Tapec OP=0,P1=0:F+FG+GP1=3+6+3=12.

Rinka Iinijas nekrustojas. Tapéc to radiusi ir mazaki par pusi no attaluma OP, t.i., mazaki par 6.
Tad diametri neparsniedz 12. Tacu A un B atrodas uz rinka Iinijas ar centru O. Tapec AB nedrikst
parsniegt §1s rinka Iinijas diametru, kas ir mazaks par 12. Bet uzdevuma nosacijuma dots, ka
AB=14. Pretruna.

Tadg] O un P atrodas dazadas pusés no taisnes EF.

Apzimgjam punktu, kura krustojas OP un EF, ar T, bet rinka liniju radiusu - ar r.

65. zZim.

OO01=PP4, bet LOTO1=~PTP1 (ka krustlenki).
Tadel AOOT=4PP:.T un OT=TP.
P&c Pitagora teorémas

00, =/OF? — FO? =/r? -3

oA
OT =,/00? +O,T? = \/(rz -3?) +(%) —r2—32 162 =Jr2 +27.
Ja O un P atrastos dazadas puses no AB, tad Iidziga veida varétu izrekinat, ka

OT =r2—72 +142 % Jr2 427
Tade] O un P atrodas viena pus€ no AB.
Novelkam no O un P perpendikulus pret AB, apzim&jam to pamatus ar Oz un Pa.




AB CD
OP=0;P,=0;B+BC+CPs="~ +BC +~_~ =28
or-2X_2%_yy

- ==

Taka OT =+/r? +27, tad r’==0T2-27=169 un r=13.

118. Ja, tas ir iesp&jams.
Sakuma novieto punktus vienadmalu trijstiira virsotnés “nulles” momenta un liek tiem kustéties
ar vienadiem atrumiem pa taisném, uz kuram atrodas trijstiira malas (sk. 67. zim.).

<—

/ W

67. Zim.

Jebkura bridi, gan pagatn€, gan nakotng, punkti atradisies kaut kada vienadmalu trijstiira
virsotn€s un tade] nevarés atrasties uz vienas taisnes.
Uzdevuma nosactjuma ir pieprasits, lai punktu atrumi batu atSkirigi. To var panakt sadi.

5
Apskatam kadu nenulles vektoru Vv , kura projekciju uz trim taisn€m garumi visi tris ir dazadi.
Pieskaitam So vektoru pie katra punkta atruma vektora. Tad visu tris punktu atrumi bus atSkirigi.

N
Vektora v pieskaitiSana pie visu tris punktu atruma vektoriem ir ekvivalenta tris punktu

N
“bidiSanai” pa plakni ar atrumu Vv . Tade] tis punkti joprojam jebkura laika momenta atradisies
vienadmalu A virsotnés, t.i., nebus uz vienas taisnes.

119. Novelkam taisni CO. Apzimgjam tas krustpunktu ar malu AB ar R. Ta ka AM - mediana, tad
AR AK

RB~ KC'
BK ir bisektrise. Tadg] attieciba starp nogriezniem, kuros ta sadala malu AC, ir tada pati, ka
attieciba starp malam AB un BC :

T-d-lA——§ un AR—§ RB—@
A RB T 1 T3 "PT g
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S 2 2_%2 @2_ _ 2 2
Tapéc AR“ —BR* = 3) ~\3 =25=AC° -BC~".

Tas nozimé, ka CR ir trijstiira augstums un R sakrit ar punktu L.

Taisne KR ir paraléla CB. Tapéc £ KRO=/ OCB. Savukart M ir taisnlenka ABRC apvilktas
rinka Imijas centrs.

Tade] £ OCB=~2 ORM un £ KRO=/ ORM.

120. Ieverosim: ja O atrodas arpus ABCD, tad
Z AOB+ / BOC+ / COD+ ~ DOA<360° (sk. 69. zZim.).

0. Am.

Tatad O atrodas ABCD iekSpusé (skaidrs, ka O nav uz malas, jo ABCD lenku lielumi nevar biit
180°).
Apzim&jam loku AB, BC, CD, DA lielumus, ka paradits 70. zim. No centra lenka un ievilkta
lenka 1pasibam un uzdevuma nosacijumiem seko, ka lielumi
a+pf pP+y y+0 o+«
2 2 2 2

Tapéc pastav vienadiba
2 2
kas identiski parveidojas par
2 2 2
(a—ﬂ) +(,8—7/) +(;/—5) +(6-a)* =0,

no kurienesseko = =y =0.
No ta seko vajadzigais.

5\ (S+a)?
+(7J2r ) +( ;aj =a’+p+y?+ 67,

1
121. Viegli aprékinat, ka 71. zZim. redzamajam tetraedram tilpums ir 3 Aplikojot §T tetraedra
homotetiskos attelus ar homotetijas centru A un koeficientu 0<x<1, iegiistam, ka iesp€jami arT visi
1
tilpumi V, kur O<V<§ :

Tadgjadi, ja meés paradisim, ka 71. zZim. redzama tetraedra tilpums ir lielakais iespgamais,
uzdevums bis atrisinats.
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71. zZim.

Katrs tetraedrs, kas atrodas kuba iekSpusg, atrodas arT tam apvilktas lodes iekSpus€. Bet labi
zinams, ka no tadiem tetraedriem lielakais tilpums ir tam lod€ ievilktajam tetraedram, kam visas
Skautnes vienadas. Atliek atzimet, ka 71. zZim. redzamais tetraedrs ir tiesi $ada tipa.

35. starptautiska matematikas olimpiade (122. — 127.)

122. Acimredzot varam uzskatit, ka a;<a<...<am.
Iedomasimies, ka esam jau pieradijusi nevienadibas
artam>n+l, axtam1>n+1, ..., amata>n+l, amta>n+1.
Tad, saskaitot tas, ieglistam
2(a1+...+am)>m(n+1), no kurienes seko vajadzigais.
Piepemsim pret&jo tam, kas japierada: kadam i pastav nevienadiba
gitami+1<n+l (1<i<m).
lev@rosim, ka tada gadijuma (summas ir naturali skait]i)
ai<gitar<aitaz<...<gjtam-i+1<N.
Saskana ar uzdevuma nosacijumiem iegtistam, ka summas
ai+ay, aitdy, ..., aitam-+ ir A elementi.
To skaits ir m-i+1, un tas visas liclakas par ai. Bet kopa A ir tikai m-i elementi (tie ir aj+1, ai+2,
.., am), kas lielaki par aj. legtita pretruna pierada miisu apgalvojumu.
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123. Vispirms pienemam, ka OQ_EF (sk. 72. Zim.).
A

Bﬁ= C
E 0

72. Zim.

Simetrijas péc OCLAC. Taka £ OQF+ ./ OCF=180°, tad ap OQFC var apvilkt ripka Iiniju. Ta
ka ~ EBO= 2 EQO (=90°), tad ap EBQO var apvilkt rinka Iiniju. Tad no ievilktu lenku Tpasibam

/ OEF=/0BC (1)

Z OFQ=20CQ (2)

Simetrijas dé] £ OBC=20CQ (3)

No (1), (2), (3) seko £ OEF=/ OFQ, tatad AEOF ir vienadsanu. Augstums pret pamatu ir ari
mediana, tapéc EQ=QF.

Tagad pienemsim, ka EQ=QF, bet perpendikuls no O pret EF krusto malu BC nevis punkta Q,
bet gan punkta Q1 (sk. 73. zZim.).

A

73. Zim.

Novelkam caur Q1 nogriezni E1F; paraléli EF. No ieprieks pieradita seko, ka E1Q1=Q1F1. No §1
fakta un AAEF un AAE;:F; lidzibas seko, ka EN=NF. Bet nevar vienlaicigi pastavét vienadibas
EQ=QF un EN=NF. Tatad miisu pien@mums nepareizs.

124. Apzimésim ar g(n) to naturalo skaitlu skaitu kopa {1;2;...;n}, kuru binaraja pieraksta ir tiesi tris
vieninieki. Skaidrs, ka g(n) ir nedilstosa funkcija un f(k)=g(2k)-g(k). Paradisim, ka arT f(n) ir
nedilstosa funkcija. Tiesam, f(n+1), salidzinot ar f(n), “neapliiko” skaitli n+1, bet “apliko” divus
jaunus skaitlus 2n+1 un 2n+2. Ta ka 2n+2=2(n+1), tad n+1 un 2n+2 binarajos pierakstos
vieninieku daudzumi ir vienadi. Tapec skaidrs, ka

f(k+1)-f(k) vertiba ir 1 vai 0, atkariba no ta, vai 2k+1 sava pieraksta satur vai nesatur tiesi tris
vieniniekus.

Viegli parliecinaties, ka f(1)=0. Ja m&s pieradisim, ka f(n) vértibas var klut cik patik lielas, tad
no lidzSingjiem rezultatiem sekos, ka f(n) ka vértibas pienem visus naturalos skaitlus un 0; tad

uzdevuma a) dala bis atrisinata.
Tevérosim, ka f(2")=g(2"*1)-g(2"), bet g(2")=g(2*-1).
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Savukart g(2-1)=C; (k ciparu virkng jaizraugas tris vietas, kuras atrodas vieninieki). Tap&c
(n+Yn(n-12) n(n-1)(n-2) n(n-1)
6 6 2

tatad f(2"), n augot, tiecas uz bezgalibu.

Uzdevuma a) dala atrisinata.

Tagad pienemsim, ka vienadojumam f(X)=m ir viens vienigs atrisinajums.

Tas nozimé: funkcijas f(X) augSanas procesa pirmo reizi sasniegta vertiba m talit “nakosaja soli”
tiek parsniegta. Tas savukart nozimé, ka

f(x+1)-f(x)=1 un f(x)-f(x-1)=1

(ar X apzZim&jam min&to vienigo atrisinajumu).

Tatad 2x+1 pieraksta ir tris vieninieki, tapec X pieraksta ir divi vieninieki. Lidzigi X-1 pieraksta
ari ir divi vieninieki. Tapéc x=100---0010 = 2' + 2 kadam naturalam t, t>2.

f(2")=Cc,-Ci=

n+1

>0 nullu

Sadiem x viegli aprekinat

tt-1

100 = 92" +419(2+2) = L+g(2*)g(2) = 1+C3, - C? = 1+ 2 !

125. Viegli saprast, ka naturaliem m un n skaitli mn-1 un m® ir savstarpgji pirmskaitli (ja mn-1 un m?
dalas ar pirmskaitli p, tad art m, mn un mn-(mn-1)=1 dalas ar p - pretruna). Tap&c nosacijumu, ka
n+1 dalas ar mn-1, var aizstat ar nosactjumu, ka m3(n®+1) dalas ar m-n-1. Bet

m3(n3+1)=(mn)3-13+(m3+1).
Ta ka (mn)3-13 dalas ar mn-1, seko, ka arT m®+1 dalas ar mn-1.
3
m° +1 1 . _ =
> =m+ ; §T izteiksme ir naturals skaitlis, tatad m=2.

m* -1 m-1
Ja m=n, tad varam pienemt, ka m>n. Gadijuma, ja n=1, no nosacijuma, ka n®+1 dalas ar mn-1,

ieglistam m=2 vai m=3. Apskatisim gadijumu n>2.

n®+1

— Q un noskaidrosim, kadu atlikumu r dod Q, dalot ar n. Ja Q=qn-+r, tad

no vienadibas n®+1=(mn-1)(gn-+r), kas parveidojas par
n3+(1+r)=mgn’+mnr-gn,

Jam=n, tad

Apzimésim

3

n°+1
secinam, ka r+1 dalas ar n. Tatad r=n-1 un 1 kn —1, kur Kk - naturals skaitlis.

n+1 n®+1 1
< _ .
mn—-1 n?-1 n-1

Tatad kn—1=

no Sejienes seko
1
k—=Dn+(n-1)<n+——:.
(k-Dn+(n-1 <n+——
Acimredzot, ja k>2, ta ir pretruna. Tapec k=1 un iegiistam (n*+1)=(mn-1)(n-1), no kurienes
2 _ .

m=n+1+ 1 Lai m biitu naturals, jabut n=2 vai n=3; abos gadijumos iegiistam m=5.

Atceroties, ka var bt arT n>m, iegtistam pavisam 9 atrisinajumus:
(2:2), (1;2), (1;3), (2:5), (3:5), (2,1), 3;1), (5;2), (5;3).

126. Noskaidrosim, vai vienadojumam f(x)=x var biit saknes.
Pienemsim, ka f(k)=k un -1<k<0. Ievietojot b) nosactjuma x=y=k, iegtistam
f(kerkHkO)=kHkeH, ., F(k2+2K)=k2+2k.
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Tas nozimé, ka ari k?+2k ir minéta vienadojuma sakne. Viegli parbaudit: ja -1<k<0, tad arf -
1<k?+2k<0, jo k?*+2k=(k+1)>-1. Bet no a) nosacijuma seko, ka intervalda (-1;0) misu
vienadojumam ir tikai viena sakne. Tap&c k?+2k=Kk, no kurienes k=-1 vai k=0; iegiita pretruna.

Lidzigi iegistam pretrunu no pienémuma, ka vienadojumam eksisté sakne apgabala (0;+00).
Tatad vieniga f(x)=x sakne varétu biit 0. No otras puses, ievietojot b) y vieta x, ieglistam identitati

F(x+(x)+xf(x)) = x+(x)+xf(x),

t.i., katram x lielums x+f(x)+xf(X) ir mtisu apskatama vienadojuma sakne.

Tapéc pastav identitate
x+H(X)+xf(x) = 0, no kurienes
X
fxX)=- —.
=" T4 x

Parbaude parada, ka $1 funkcija apmierina visas uzdevuma prasibas.

127. Kopa A ieskaitam sekojosus skaitus:
a) visus dazadu pirmskait]u reizinajumus pa 2, kuros mazakais reizinatajs ir 2 (t.1., skaitlus 2-3, 2-5,
2:7,...);
b) visus dazadu pirmskaitlu reizinagjumus pa 3, kuros mazakais reizinatajs ir 3 (t.i., skaitlus 3-5-7,
3-11-97 utt.)

Vispar, katram pirmskaitlim p kopa A ieskaitam visus dazadu p pirmskaitlu reizinajumus, kuros
mazakais reizinatajs ir p.

Pienemsim, ka dota bezgaliga pirmskaitlu kopa p1<pz<....Veidosim m un n ka p: pirmskaitfu
reizinajumus:

M= P, - Py-=Pp, UN

N=P; PsPpus-

Skaidrs, ka m ir kopas A elements. Japierada, ka n nepieder kopai A. Skaitlis n, bidams py
daZzadu pirmskaitlu reizinajums, varétu piederet A tikai tad, ja ta mazakais pirmreizinatajs biitu pa,

bet ta nav.
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