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Anotacija

Sap izstradne apkopoti 1994./95. atibu gad notikuSo Latvijas reroga matergtikas
sacengu uzdevumi, starptautisko matgttkas olimpazu uzdevumi un to atrisijumi 9.-12.
klaSu skatniem.

lesakim lagtajiem vispirms censties atrisih uzdevumu paSiem. Tan verts
iepadties ar ar te sniegtajiem atrisiumiem - gan apéc, ka tie var sat@t jaunas, jums
neziramas idejas, gampec, ka, lasot tos, var atitles nepilibas fisu patstvigi veiktajos
spriedumos.
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IEVADS

Vispargja izglitiba matenatikas funkcijas irfloti daudzveitgas. & ir priekSmets, kura
ietvaros skani apgist formalas sprieSanas metodes;acnties materitiku, izveidojas
jedziens par pi@dijumu un atistas iek€ja vajadiba @Ec ta; matenatika ir neaizstjams
instruments citu priekSmetu (fizika, astronomijprmatika) apgus. Lidzas tradiciorlajam
izzinas metodm (raciorala un emfriska) 20.gs. atstjusies tred - modetSanas metode, kas
pagaidm savas spilgkas izpausmes radusi matatika, datoriki un to pielietojumos
dabasziatnes un ekonomik

Tas nosaka mateatikas svaigo lomu visjargja izglitiba un skoénu noturgo interesi
par to.

Latvijas Republikas IZM apstipritaja matenatikas profilkursa programanietvertas
gan €mas, kas jau ilgi un ar pakumiem tiek nmacitas nisu sko#, gan €mas, kuru ncimiba
apzirata tikai @dejo gadu laiki. Visu So Emu vienojoSais elements ir kgjps matenatiskas
idejas, kas izpauzas gan algebn infornitika, gan kombinatorik un varlitibu teorip, gan
modernajs disketas materatikas nozags. Matenatikas (un idz ar to visu to zifitnu nozaru,
kuras Mmtiski balsis uz materitiku) vienotbas apziaSaras ir viens no svagakajiem
matenatiskas izghtibas virsuzdevumiem.

Skolas imen matenatikas vienoiba visspilgik izpauzas mateftikas uzdevumos.
Katra uzdevuma atrisiS8ana ir mazs atiums; lietojot § atklajuma proces visdazdako
matenatikas nozaru metodes, skok saw tieSaj darka izjat mingto vienoibu un nacas to
izmantot.

S un daudzu citu iemesluep interesantu visdadakas giitibu pakipes uzdevumu
risinaSana ir skolas mateatikas kursa galvensasivdda. Toner pieeja 8diem uzdevumiem
(un jo vaigk to atrisirsjlumiem, kurus pat8vigi atrastloti biezi nemaz nav viegli) Latwj
Sodien ir stipri apditinata sakad ar piengrotas periodikas un gmatu takumu latvieSu
valodi; savulart atbilstoSiearzemju izdevumi ir @rgi un saregiti iegtstami.

Ar So darbu rés cenSamies risih (ne atrisiat) minéto probEmu. Tap apkopoti
uzdevumi, kas 1994./95.atibu gad izmantoti materitikas olimpides 9.-12. klaSu grigs.
Ta ka olimpiazu uzdevumu komplektu saditajiem tiek izvirZtas augstas prams (daida
grutibas pakpe; daZdas €mas; daZdas risinSanas metodes; gmalitate; negaittas idejas;
gan disketas, gan nefrtraukéis maternatikas “parstavnieaba” utt.), tad katras profilkursa
temas maciSanai skolats vags atrast gan viegkus, gan dgitakus uzdevumus. Savak
skokns dis iesgju iepadties ar metoein un ideim, kas netiek uzsgvtas tradicioalaja
kurss, un saidzinat savu vagSanu ar prabam, kadas izvirza labkajiem jaunajiem
matenatikiem Latvija, Baltijas rgiona un ar visa pasau.

Lagtaju ertibas labad visiem uzdevumiem doti pietiekariki satrisimjumi un
uzdevumu klasifikcija atbilstoSi gmam.
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UZDEVUMU SADAL 1JUMS PA TEMAM

Skologju un skoénu ertibam talak tiek dots uzdevumu sadigims pa Emam. Dazi
uzdevumi iekauti vaikas €mas. Protams, &k katra klasifikicija, afl S ir nosatta; jauns,
negaidts kada uzdevuma atrisijums var izsauktifuizdevuma ielausanu arcitas nodéas.
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UZDEVUMI

SAGATAVOSANAS OLIMPI ADE (1.-20.)

9. klase(1.-5.)

1.Dots, kaa+b=1.

Piendit, ka 8+ b*+ 3ab = 1.
2. Plakre uzametas 10 naka linijas.

Pieladit, ka starpam var atrast divas, kas pieskaras gdam skaitam §r¢jo.
3. Vai eksist 4 dazdi natuali skaitli, kuru summa vieida ar to reizigjumu?
4. Katra no izliektacetrsiira diago@lém sadala to divos trijgtos ar vieadiem laukumiem.
Pienadit, ka Sis¢etrstiris ir paralelograms.
5. Pieadit, ka skaitlis

2 +1)(Z+ 1)@+ 1)(E+1)(2°+1)+1

ir divnieka pakpe ar naturlu kapinataju.

10. klase(6.-10.)

6. Zinams, ka katram no viadojumiem
x*+2ax+B=0unxX+2bx+&=0
eksist atrisirgjums. Vai noteikti a = b?
7.Kadiem natugliem n skaitlis
2"+2
ir natuiala skaita kvadats?
8.Dots, ka/AMB = Z/ANB = Z/AKB (sk.1.z7m.)

N K
M

1.z A B

Pieiadit, ka So triju vieado lenku bisektrises krustojas vigipunka.
9.Dots, ka a, b, ¢ - poziti skaifli un a + b + c =&+ b*+ .

Kas liebks: &+ b*+ ¢ vai & + b*+ ¢*? (Zinams, ka $ie lielumi nav viadi.)
10.No reguéira 20 - siira virsotrim devipas nokasotas baltas.

Pieladit, ka var atrast vieadlsanu trijstiri, kura visas virsotnes ir baltas.

11.klase (11.-15.)

11. Atrisinat vieradojumu
[x-1]+|x-3]+|x-5=3
12.Dots, ka a,b,c ir natali skaitli un reizirajums abc dais ar 3, bet nedad ar 9.
Piemdit, ka & + b? + ¢ nedaidis ar 3.
13. Piendit, ka patvligiem skaiiem a un b pasv nevieradiba
&+b’+2>a+b+ab.
14.1zliekta cetrstira abu diago&iu garumi ir 20.
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Pieladit, ka vismaz viena naimakm gagka par 14.
15.No reguéira 13-siira virsotrem seSas noksotas melnas.
Pieladit: var atrast trapeci, kam visas virsotnes ir mglna

12 klase (16.-20.)

16.Vai visi skaiti loggb, log,c, loga var lut negaivi?
17.1zliekts ¢etrstiris ABCD ar perpendikalam diagonalem ievilkts rinka linija ar fadiusu R.
Piemdit, ka AB*+ BC*+ CD’+ DA*= 8R’.
18. Natuali skaitli a1, &,... , & Visi ir dazdi, neg@ra un nedals ne ar vienu pirmskaitli, kas
lielaks par 5. Pieadit, ka
1 1 1 1
—t—+—+..+—<2
8 3d ag an
19.Volejbola turnra piedalis 9 komandas. Katra&p ar katru vienu reizi; neik#tu nav.
Pieadit: ir iesggjama sitdcija, ka turira beigis katam divam komandm var atrast
treSo, kasas abas uzvajusi.
20. Rinkis pilniba parklats ar vaiikam lenam; par lentu sauc joslu starp diw paratlam
taisrem.
Pieladit, ka lentu platumu summa nav raka par rika diametru.

LATVIJAS 45. MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 2. POSMS (21.-40.)

9.klase (21.-25.)

21.Dots, ka katram no vi@dojumiem X+ px + g = 0 un &+ ax + b = 0 ir saknes.
Piemdit, ka ar vieradojumam X+ apx + bq = 0 ir sakne. Visi koeficienti ir pazit
22.Trijstara malu garumi ir a, b, ¢ (a > b > ¢); viens atetkiem ir 60 liels.
Piemdit, ka eksist trijstiiris, kura malu garumi ir a, b, a - ¢ un viens ngkiem af ir 60°
liels.
23. Kvadrats sastv no 6x6 fitinam. Kadu mazako daudzumuadu “stiriSu”, kads redzams
2.zm,, var no i izgriezt, lai no atlikugs kvadata ddas vairs nevatu izgriezt nevienu 8titi?

| 2. 2m.

24. Par trisektoru sauc imi, kas jebkuru nogrieznjauj sadat 3 vieradas ddas. Ka,
izmantojot lin@lu un trisektoru, bet neizmantojot cirkuli, varagt nogriega viduspunktu?
25. Piedit, ka katram natdfam n reiziajums

n-(13n+1)-(19n+ 2) daks

a) ar?2,
b) ar6



10.klase (26.-30.)

26. Atrisinat viemadojumu sistmu

X2 + Xy + y2 =7
X+y=3
27. Daudzsiiris ievilkts ripki. Visi ta lepki sava star@ vieradi, bet starpa makm ir af
dazdas. Pieadit, ka daudzsirim ir para skaits virsafu.
28.Dots, ka x; y; z; t ir negra skaiti. Pieadit, ka reizirijums
(X -y)(x-Z2)(x - )(y - Z)(y - ©)(z - 1) dab ar
a) 64
b) 256
c) 768
29. Rinda nostditi 10 &ni un 10 meitenes. Divusinus var maitt vietam tad, ja starp tiem
stav ne vaigk ka 9 citi.
a) pieadit, ka ar 10 maiam noteikti pietiek, lai paiktu, ka vispirms &v 10
Zeni, bet @c tam - 10 meitenes.
b) pie@adit: sskuma sitdcija var kit tada, ka ar 9 maam to paakt nevar.
30.Dota trijstara malu garumi ir a, b, c. Pisiit nevieradibu
(a+b + cj< 4(ab + ac + bc).

11.klase (31.-35.)

31.Dots, ka a un b - natalr skaitli un gan 3a + 4b, gan 2a + 3bafaar 7. Pieadit, ka gan a,

gan b das ar 7.

32. Uz ftafeles uzraksja 2 natudilus skaitus (varlit viemadus). Rc tam uzraksja treso,

ceturto, ... skaitli pc &da likuma: katrs #koSais skaitlis viekds ar abu iepriek§o summu.

(Pieneram, @kot ar 1 un 1, uzafeles tlak pakapeniski pa&ditos 2; 3; 5; 8; ...).

Zinams, ka kdreiz uz #feles pafdijas 81. Kads liebkais daudzums skdit vagja tikt
uzrakstts pirms tam?

33.Uzziméet kaut vienu 9-gtri ar ipasbu: katra no dewiam taisrem, kas saturddu no 9-sira

makam, krusto 9-gira iekSpusi.

34.Divas rigka linijas krustojas punktos M un N. Uz vienas am &rpus otrasiemts punkts

K. Taisnes KM un KN krusto otrurfika finiju atbilstoSi punktos A un Bitka M atrodas starp

A un K, bet N - starp B un K. Pigdit, ka taisne AB parala pirmas ripka linijas pieskarei

punka K.

35.Kada valst ir n pilsstas (n> 2). Katras divas na@m savieno tieSi viens vienvirzienalge

Cdu krustojumuarpus pil€tam nav (izmantoti viadukti). Piedit, ka atratsies fda pil€ta,

no kuras var papeniski apckot visas prejas pilstas, braucot tikai pa tem un kati pilséta

norakot tieSi vienu reizi (beigps navjaatgriezas akuma pil€ta).



12.klase (36.-40.)

36.Vai var atrastadu x, ka
Ctgx < sinx < cosx < tgx ?
37.Dots, ka n - pirmskaitlis, n>5. Phaiit, ka
n*- 5rf + 4 dafis ar 45.

38. Divas rinpka fnijas krustojas punktos M un Nam novilktas kopjas argjas pieskares;
pieskarSafis punkti ir trapeces virsotnes.

Pieladit, ka M un N atrodas uZsstrapeces viduglijas.
39. Kuba %autnes garums ir 1.aTiekSpus atrodas 9 figras, kuru tilpumu summaapsniedz
8.

Pieiadit, ka ir ids punkts, kas vienlaigi pieder viam figaram.
40. Kada valst ir n pilsstas (n> 2). Katras divas naatn savieno abpég aviolinija (bez
nolaiSaas citas pilstas). Katra avidhija pieder vienai no dam komgnijam.

Pieladit: vismaz ar vienas kornapijas avioinijam (neizmantojot otras pakalpojumus) var

no katras pilstas nokat katra cita (varkat parsezoties).

LATVIJAS 45.MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 3.POSMS (41.-60.)

9.klase (41.-45.)

41.Dots, ka X> 2. Pieadit, ka

a) X>4

b) xX'>5
42.Dots, ka x un y - natal skaitli un x +y = 1995.

Pieiadit, ka x-y nedads ar 1995.

43. Divu koncentrisku mika liniju radiusi ir R un r (R > r). Taisnsta ABCD virsotnes A un
B atrodas uz li@ékas rinka linijas, C un D - uz makas.

a) Kads ir liekkais iespjamais taisnsira ABCD laukums?

b) Atrast, kdi Saip gadjuma ir ta malu garumi!
44. Plakre doti 1995 sarkani punkti; natti 3 no tiem neatrodas uz vienas taisnes aftigka
var novilkt ripgka finiju, kura iet caur vismaz 3 sarkaniem punktienkuras iekSpussarkano
punktu nav.
45. Katrs klases skohs apmeld divus pulchus. Katriem diviem skéhiem var atrast vismaz
vienu pulchu, kuru vii abi apmeld. Pieadit, ka ir pulchS, kuru apmekl vismaz divas
treSddas visu klases skenu.

10.klase (46.-50.)

46. Dots, ka vieadojuma X + px + 1 = 0 saknes iz un £, vieradojuma X+ gx + 1 = 0
saknesiryung.

Pieadt, ka (a -7 )(B-y)Na-5)(f-5)=(d-p)*
47.Neviens naetriem natugliem skaitiem a; b; c; d nedas ar 5.

Piemdit, ka izteikksm@ + a+ b + ¢ + d var & izveléties “+” un “-* zimes skaiu

priek&, lai ieditas izteiksmes &tiba daitos ar 5.
48. 1zliekta daudzsira laukums ir L un perimetrs PaTekSpusg atrodas tikis ar adiusu R.
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Pieladit, ka R< Z—FI)'
49. Turnira piedatjas n daibnieki (n > 2). Katrs splgja ar katru citu vienu reizi; neigstu
nav. Par laurgu sauc katru daddnieku A, kam izpilds sekojosapasba: ja A zaudjis kadam
dalibniekam B, tad eksistads treSais d#@bnieks C, ka A uzvajis pret C un C uzvajis pret
B. Zinams, ka turira ir tikai viens laurets.

Pieladit, ka vinS uzvagjis visus fargjos datbniekus.
50. Apltkosim visas ciparu virknes garanm, kas saat tikai no nulem un vieniniekiem
(pielaujamas arvirknes, kués visi cipari vieadi).

Kadu lielkko daudzumu @&u virkou var iz\eléties, lai katras divas izletas virknes

atXirtos viena no otras vismaz ds/poicijas?

(Saka, ka divas virknes &tgas i-ja poZcija, ja viera no im i-tais cipars ir 0, bet atn-

tais cipars ir 1).

11.klase (51.-55.)

51. Atrast kaut vienuadu natugilu skaitli A, kas vienlaitgi apmierina &das tisipa3bas:
a) pareizinot A ar 2, idgpt natudila skaita kvadatu,
b) pareizinot A ar 3, iagst natudila skaita kubu,
c) pareizinot A ar 5, iegst natusila skaita piekto pakpi.
52.Uz n karitem uzraksits pa vienam pozitam skaitlim (starp tiem varib ari vieradi). Ar
b (k =1; 2; 3; ...) apunesim to kartSu skaitu, uz kam uzraksitie skaiti nav mazki par k.
Piemadit, ka visu uz kartém wuzrakstto skaiiu summa nav maka par
b, + b+ b + ...(saskafim visus ki kas nav 0). Kad past vieradiba?
53. Izliekta cetrstirt ABCD katra mala sadaih 4 vieradas ddas, un dajuma punkti savienoti
ar taisnes nogriefem (skat.3. zm.).

7R T VI D3
1
Pieiadit, ka ieswtroto 4 mtinu kogEjais laukums irz no ABCD laukuma.

54.Dots, ka saskaitot jebkurus divus no shaih a; a; as; a; a, rezuléits nav negavs.
Pieladit: ja x + X2+ X3+ X4+ X5 = 1 UN %; X2; X3; X4; X5 NAV negavi, tad
BX1+ BXo + BXa+ AXa+ BXs > uXa+ @Xo + BXa  + AXs” + BXs .
55. Izliekta n-sirt janovelk n-3 diagofiles &, lai tas sadaos n-2 trijstiros un lai nekdam
divam novilktagm diagonalém neliitu citu kogju punktu, iziemot varlat galus. Bez tam
nepiecieSams, lai i&p nogrieau sisemu (n-stira malas un novillis diagonales) vagtu
uzZzméet ka slegtu lauztu iniju ar vienu vilcienu, neatraujotimauli no pafra un nevienu
nogriezni nenovelkot vaik par vienu reizi.
Vai to var izdait, ja
a) n=1994,
b) n=1995~?



12.klase (56.-60.)

56. Atrisinat vieradojumu
4sinxcosx = tgx + ctgx.
57.Piendit, ka katram natdftam n
a) 1’+2%+...+m dahs ar 1+2+...+n,
b) 1>+2°+...+n° daks ar 1+2+...+n,
58. Figura CIBA sasiv no 4 vieadiem kubhiem; dazi no tiem saskaras pa skahdn(sk.
4.z7m.)

4 Ffim. - :
a) pieadit, ka no figiram CIBA var salikt paralskaldni,
b) vai no figiram CIBA var salikt kubu (vienalgaaklu) ?
59. Konferen€ piedalis 25 ziatnieki; dazi no tiem ir pastami sa@ star@. (Uzskaim: ja A
paist B, tad B paist A.) Neviens ziatnieks nepaist visus prejos; ja divi ziratnieki viens
otru nepaist, tad tiem ir vismaz viens kugs pazia.
Pieiadit: ja katram ziatniekam apgkina vina pazhu skaitu un iegtos skailus saskaita,
tad summa nav maka par 72.
60. Ar a, apamgjam to daZdo veidu skaitu, kuros n var izga&a tadu saskaitmo summu,
kas nepigem citas w@rtibas k 1; 3; 4. Pigaujamas ar summas, kas sast no viena
saskaiima. Veidus, kas akdras tikai ar saskaitno kartibu, uzskatm par dazdiem.
Piengtram,a=1;a3=1;a=2; a=4
Pieladit: ja n-g@ra skaitlis, tad @ir natula skaita kvadats.

LATVIJAS 45.MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 4.KARTA (61.-65.)

61.Funkcijas f(n) arguments var piemt \ertibas 1; 2; 3; ... . Ziams, ka
1) katram nataam n f(f(n)) = 4n - 3,
2) f(2)=2"-1,jak=0;1;2; ....
Aprekinat f(8065).
62. Natuialu skaitli sauksim par baltu, ja tas dod atlikumuwalot ar 4, un par melnu, ja tas
dod atlikumu 3, dalot ar 4.
Piemdit, ka katram natatam n balto dataju nav maak nela melno.
63.Dots, ka 0 < x< X2 < ... £ Xn1 < Xn, N>3. Pieddit, ka

X X Xn1  Xp o Xp X X X
A L eI NI L A 4
X2 X3 Xn X X% X Xp1 - Xn
—_ . .. T 27 4
64. Trijstara lepku lielumi ir - un =

Piemdit, ka & malu viduspunkti un augstumu pamati ir regalseptistira virsotnes.
65. Vai no natuiliem skaitiem, kas maaki par 100, var iz&léties n skaius &, lai visas
izveleto skaitu summas pa 1, pa 2, ..., patilbdazdas?
Atrisinat uzdevumu, ja
a) n=10,
b) n=8,
c) n=9.
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LATVIJAS 22. ATKL ATA MATEM ATIKAS OLIMPI ADE (66.-85.)

9.klase (66.-70.)

66. Vienadojumiem X + 2ax + 5= 0 un X + 2bx + ¢ = 0 katram ir divas daflas saknes.
Pierdit, ka vieradojumam %+ 2cx + &= 0 saku nav.
67. Apskaem natuglus skaitus no 1idz 1995 ieskaitot. IAlamies no tiem kautalus 998
skaifus.
Pierdit, ka starp izelétajiem noteikti ir divi &di, kuru liekkais kopgais daitajs ir 1.
68. Trijstara malu garumi ir a; b; c; pie tam<ab < c; fa laukums ir 2. Pieidit, ka b> 2.
69. Natuialu skaitli sauc paritizsvarotu, ja &ds & sakuma fragments vieadls ar kdu beigu
fragmentu. Pie@ram, kdzsvaroti ir skalt 3131; 23023 45634
Pieradit, ka eksist skaitlis, kurs kist lidzsvarots, ja tam gapieraksta
a) jebkuru no cipariem 1; 2; 3,
b) jebkuru no cipariem 1; 2; 3; 4; 5,
c) jebkuru nenulles ciparu.
70.Uz trijstaira ABC maim AB, AC, BCnemiti attiedgi punkti M, N, K.
Pieiadit, ka rinka linijas, kas apvilktas ap trifgiem AMN, BMK, CNK, krustojas viea
punka.

10.klase(71.-75.)

71.Divi kregi, tris terbuki un pieci dilleri kopmak$ 53 sarimus, bet tis kigi, pieci terbuki
un devii dilleri kopa maks 91 sarimu.
Cik kopa maks viens kegs, viens terbuks un viens dillers?
72.Natuala skaita x ciparu summu apmesim ar S(x). Pieadit, ka
a) katram natatam n pastv nevieradiba

1
S(8n) > g-S(n),
b) bezgalgi daudziem natdtiem n pasiv vienadiba
1
S(8n) :g-S(n).

73. Uz Saurleku trijstira ABC maim ka pamatiemarpus ABC konstréti reguhri trijstari.
Pieadit, ka Siem regakajiem trijstiriem apvilkas rinka lnijas krustojas vienpunka.
74. Dotas 5 bezgajas augoSas ariitiskas progresijas, kas sastno natuiiliem skaitiem.
To diferences ir a; b; c; d; e, pie tam gastevieradiba
111 11
—+—+—+—+-<1
a b c d e
Pieiadit: eksist natuils skaitlis, kas nepieder nevienai nm$rogresgm.
75. Caur trijstira ABC virsotem vilktas savstagi paraklas taisnesitlz krustpunktiem ar
pregjam mahm vai to pagarigjlumiem.
Pieiadit, ka @ trijstira laukums, kura virsotnes ir Sie krustpunkti, ivad reizes lielks
par ABC laukumu.

11



11.klase(76.-80.)

76. Piedit: neatkargi no &, kadi ir skaifli a;; by; ¢1; &; bp; ¢} as; bs; cs; (zinams, ka neviens
no tiem nav 0), sisa

aX+byy*c
a,X+byy*c,

azX+bgyy=*cy

katras zvaigzites viet var ievietot “<” vai “>” fa, lai ieditajai nevieadibu sistmai

nelitu atrisirgjuma.
77.Atrisinat natuglos skaitos vieradojumu

x(x+1)=y’

78.Telpa doti 4 punkti, kas visi neatrodas vieplakre.

Cik ir tadu paratlskaldgu, kam Sie 4 punkti ir virsotnes?
79.Uz izliektacetrstira ABCD maim AB, BC, CD, DA atrodas attiggi punkti M, N, P, Q.
Zinams, ka MNPQ ir kvadits un MB = NC = PD = QA.

Pieadit, ka ABCD ir kvadats.
80. Kvadratiska tabula sast no nxn fitinam, n>2. Kat@a ratina ieraksits kaut kds burts.
Zinams, ka katras divas ringhs at&iras viena no otras vismaz vieweta.

Piemdit: var izsvtrot vienu kolonnu @, ka palikusd tabuk katras divas rindias

joprojam atirsies viena no otras vismaz vievieta.

12.klase(81.-85.)

81. Atrisinat vienadojumu
COSXCOS2%COS3X = 1.
82. I1zliektam daudzskaldnim visas skaldnes ir tiijst
Cik tam var Iat skalchu?
83. Vai eksist divu argumentu polinoms P(x,y), kam vienigicpienit sekojoSas divas
ipa3bas:
a) katriem xuny P(x,y) >0
b) lai aff kads kitu pozitvs skaitlis ¢, eksisttadi x un y, ka P(x,y) = c.
84. Ar S(x) apZmesim natudla skaita ciparu summu. Piemsim, ka A - kaut dds fiksts
skaitlis.
Pieadit, ka ir tikai gaigs skaitsadu natuilu n, ka S(2) < A.
85. Cetru vieradu rinka finiju centri atrodas kvadta virsotres.
Ka jaizvelas punkti A, B, C, D, lai katrs no tiem pieder savai nka linijai un cetrstira
ABCD laukums latu maksinali liels?
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LATVIJAS IZLASES ATLASES SACENS IBAS 36. STARPTAUTISKAJAI
MATEM ATIKAS OLIMPI ADEI KAN ADA (86.-91.)

1. diena (86.-88.)

86. Piemdit, ka vieradojumam
(X1- X2) (X2 - X3)(X3 - Xa)(Xa - X5)(Xs5 - X6)(X6 - X7)(X7- X1) =
= (X1~ X3)(X2- X4)(X3- X5)(Xa- X6)(X5 - X7)(X6 - X1)(X7 - X2)
eksist atrisirsjums natuglos skaitos, kuram visix 1 < i < 7, ir dazdi.
87.Skaifli x1, X2, ..., X, pieder interglam [a;b], kur a > 0. A@mesim

X+ Xy et Xy X2+ X5 4 .t XE

S = S =

n n
(a+b)?

Pierdit, ka S, < . S?. Kad pastv vieradiba?

88. Konditoru kursos katru dienu viena ldadaibnieku gatavo cepumus, kuruargie
dalibnieki degust. Neviens konditors negatavo cepumus un nededastviera un tai pas
diema. Pavisam kursos piedal 21 dalbnieks. Kads mazkais dienu skaits pietiekams, lai
katrs konditors pagjpu nogarsSot katra cita gatavotos cepumus?

2. diena (89.-91.)

89. Rinka linija sadata 200 vieados lokos. DaJjuma punktos ierak#t natuiali skaitli no 1
Iidz 99. Piexdit, ka var atrastatlas vieadas un parélas hordas, kas savieno Tamna
punktus, kuru galos ierakii skaitu summas ir vieadas.
90. Atrast visus adus polinomus f(x), kam eksétpolinoms p(t) aripasbu: visiem X
f(x%)=p(f(x)). Apskasm tikai polinomus, kuru palpe ir vismaz 1.
91.Rinki ievilkts seSstris ABCDEF, pie tam AB = CD = EF.
Pieiadit, ka @ trijstira augstumu krustpunkts, kura virsotnes ir aitieAC un BD, CE
un DF, EA un BF krustpunkti, sakar rigka centru.

36. STARPTAUTISKAS MATEM ATIKAS OLIMPI ADES UZDEVUMI (92.-97.)

1. diena(92.-94.)

92.Punkti A, B, C, D Saj se@ba atrodas uz taisnes. R linijas, kuru diametri ir AC un BD,
krustojas punktos X un Y. Taisne XY krusto BC punkt Uz taisnes XY aimégts punkts P,
kas atgiras no Z. Taisne CP krustaikia niju ar diametru AC punktos C un M, taisne BP
krusto ripka liniju ar diametru BD punktos B un N. Pidtt, ka taisnes AM, DN un XY iet
caur vienu punktu.
93.Dots, ka a, b, c ir poziti skaiti, kuru reizirgjums ir 1. Pieidit, ka

1 1 1 3

>

+ + 2 —.
a’(b+c) b3(a+c) c3(a+b) 2
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94. Kadiem natugliem n, n > 3, plaké var atrast n punktus;AA,, ..., A, un ralus skaifus
r, r, ..., Ih 14, lai vienlaiagi

a) neladi tris no punktiem A A, ..., A, neatrastos uz vienas taisnes,

b) katriem i, |, k, kur I< i <j <k < n, trijstira AAjAx laukums fatu r + 1 + 1.

2.diena (95.-97.)

95. Pozifivu realu skaifu virkné Xo, Xy, ..., X905 pastv sekojoSas sakdnas:
a) X = X1995

b) xi_1+i= 2X; +i, jai=1;2;...; 1995.
X1 Xi
Atrast liekko iesggjamo % vertibu.
96.Dots, ka ABCDEF ir izliekts sedsts, pie tam AB = BC = CD, DE = EF = FA ud BCD
= ZEFA = 60. Punkti G un H atrodas seiist iek3pus, pie tam~Z AGB = ~ DHE = 120.
Pieadit, ka AG + GB + GH + DH + HE CF.
97.Dots, ka p ir nefra pirmskaitlis. Cik iradu kopas {1; 2; 3; ...; 2p-1; 2p} apakSkopu, kam
ir tieSi p elementi un kuru elementu summasalr p ?

KOMANDU OLIMPI ADES “BALTIJAS CE LS - 94” UZDEVUMI (98.-117.)

98. Apzimésim izteiksmi a + b - ab arod. Atrisinat veselos skdibs vieradojumu
(Xey)ez + (yoz)ox + (zoX)oy = 0.
99. Skaifi &, &, ..., & nav negavi, pie tam a= &= 0. Vismaz viens no Siem 9 skam nav
0.
Piemdit, ka kadam i, 2< i < 8, pasiv neviendiba a; + a+1 < 2a.
Vai apgalvojums paliek $ga, ja koeficientu 2 aizgar 1,9?
100.Kada ir lielaka izteiksmes

Xy + x\/l— y2 + y\/l— X% — \/(1— X2 )(1- y2) vertiba?
101.Vai ir tads vesels skaitlis n, ka

Jn=1++/n+1 ir raciorals skaitlis?

102.Zinams, ka p(x) ir polinoms ar veseliem koeficientigdan vieadojumam p(x) = 1, gan
viemadojumam p(x) = 3 eksigtveselas saknes.
Vai vieradojumam p(x) = 2 varili divas daidas veselas saknes?

103. Dots, ka p un q - poziti veseli skaili un da,ag nav s@&sinama, pie tam g- nepa
skaitlis.
Pieadit, ka var atrastatius natuilus skaitus n un k, ka P_ kn
q 2°-1

104.Dots, ka p>2, p - pirmskaitlis un

1+i+i+...+ L =m, kur m, neN.

23 33 (p-1)% n
Pieadit, ka m daids ar p.

105.Dots, ka a> 5, ac N. Pieadit, ka eksist tadi natuéli skaitli b un ¢, ka c= b > a un a,

b, c ir kada taisnleka trijstira malu garumi.

106.Kadiem pozitviem veseliem skdiem a un b skaitlis %2 2 ir vesela skaja kvadats?
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107.Cik ir natuilu skaifu, kas vienlaitgi apmierina sekojoSas prhas:

a) visi cipari ir no kopas {1; 2; 3; 4; 5},

b) katri divi blakus cipari aidras par 1,

c) skaitlim ir tieSi 1994 cipari ?
108. Dots, ka NS un EW ir gka lnijas C perpendikali diametri. Taisnd pieskaras C
punk&é S. Punkti A un B pieder C un ir savst@grmsimetriski attietha pret EW. Taisne$
krustpunktus ar NA resp. NB apaesim ar A resp. B. Pieadit, ka SA-SB, = SN.
109. Trijstart A1AAz ievilkta rinka linija pieskaras mam AAz, AzA1 un AjA, attiedgi
punktos 9, S, Ss. Trijsturos ASSs, AxSsS:, AsS:S; ievilkto rinka liniju centrus apmmesim
attieagi ar O, O,, Os. Piefdit, ka taisnes €5, O,S; un O;S; krustojas vied punka.
110. Atrast mazko iesgjamo a ¥rtibu, ja kvadita ar malas garumu a var ievietot piecus
rinkus ar &diusiem 1, kam nav k@ju iek&ju punktu.
111.Trijstara malu garumi ir a, b, carmn pre€jo lenku lielumiir «, g, y . Piefdit, ka

1 1} (1 1j {1 1] (a b cJ
—+—|+b=+=|+d—+= |22 —+—+—|.
By y «a a p a By

112. Vai eksist tads trijstiris, kura perimetrs ir 1995 un visu malu un augstugarumi ir
veseli skaifi?

113.Brinumsai dzivo EZi. Katrs Ezis sa®t no trim nogriediem ar garumu 1, kas savienoti
ar galapunktiem un paapem veido 128 lenkus ©k. 5.zim.)

5.7,
Visi EZi atrodas plak®h un nepieskaras viens otram. Rdt, ka EZu ir tikai gabs
skaits.
114.Kada kargvalst valdnieks naimis uz 13 neapdvotam safm uzcelt 25 pilstas &, lai uz
katras salas atrastos vismaz vienaéfls Starp kaim divam jaunceltggm pilsstam, kas
atrodas uz dalam sahm, janodibina kigiSu satiksme. Kds ir mazkais iesgjamais jauno
satiksmesthiju skaits, ja katra n@mn savieno divas piéas, neiegriezoties ag ?
115. Plakre dotas n taisnes, n>2. Nmlas divas noam nav paralas un nekdas tfs neiet
caur vienu punktu. Katram krustpunktam tiek pietagksnatuils skaitlis no 1 1dz n-1
ieskaitot. Kadam n \ertibam iesggjams paakt, lai uz katras taisnes atrastos visi nater
skaili no 1 kidz n-1?
116. Brinumsalas izlkdienests nagijis uz Tartu 16 spiegus. Katrs no tiem izseko dazus
savus kaigus. Ir zirams, ka nekdi divi spiegi neizseko viens otru. Katrus desrpiegus var
nosadit pa apli &, ka katrs no viiem izseko savu kaimu pa labi.
Pieadit, ka ar katrus 11 spiegus var nadit pa apli &, lai katrs no uiem izsekotu
savu kaimiau pa labi.
117. Vienadmalu trijstiris sadats 9 000 000 vieados vieadmalu trijstiriSos, novelkot
taisnes parali ta makm. Katra no mazo trijatiSu virsot@m nokiasota viela no trim kasam.
Pieadit, ka var atrast i punktus, kas noksoti viera un tai pa# krasa un ir tada trijstira
virsotnes, kura malas pagkds sikotrgja trijstira mahm.
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ATRISIN AJUMI

SAGATAVOSANAS OLIMPI ADE (1.-20.)

1. Pieradamas vieradibas kreiso pusigoveido, izmantojot vispirms kubu summas formulu un
tad doto sakaou a + b = 1:
a+b*+3ab=(a+b)&@ab+B)+3ab=4 ab+5+3ab §)
Pec lidzigo locelu savilkSanas, izmantojot summas kaaformulu un €lreiz sakaibu
a+b=1, iegst vajadzgo:
() =d+2ab+B=(a+bf=1.
2. Mazakais pieskarSanos skaits vienaika linijai ir 0, lielakais - 9. Pigemsim, ka navatu
divu rinka f[iniju, kas pieskartos viadam skaitam §¢jo, t.i., katra no 10 nka [inijam
pieskaras akdrigam skaitam r¢jo. Tada gadjuma batu jarealiZjas reiZ visam vertibam 0O;
1; ...; 9. Ta nevar lat - ja kada ripka [inija nepieskaras nevienai, tad nav nevienas, kas
pieskartos viam. Tatad 10 rika linijam ir augsikais 9 da#di pieskarSanos skaiti.apec divi
no Siem skaitiem ir vieadi.
3. Né. Aplukosim patvéigus ¢etrus dazdus natuglus skaitus a, b, c, d. T ka tie ir dazdi,
tad apzmgjumus iz\Elamies &, lai a < b < ¢ < d. T ka piepemam, ka d - visli@kais no Siem
cetriem skalfiem, tad summa
at+b+c+d<d+d+d+d=4d (1)
Ta ka a > 1 un visi apikotie skaiti natugli, tad b> 2, c> 3; @apec reizirajums
abcd> 1.2:3.d = 6d (2)
No (1) un no (2) seko, ka
atb+c+d<4d<6d abcd,
t.i., So skaifu summa vien@r bus mazka par reizigjumu.
4. Dots: S+tS=S+S (1)
StS= 5SS (2)

(sk. 6.zim.)
b. B
A AV
& 2. 4 D

Atpemot vieadibas (1) - (2), iegst
Gt ) - (&+ ) =(S+S) - (S+S),
tadgjadi S;- S = &- S un Ec vierado loceku parneSanas vienpus var seciat, ka

=S (3

Savukirt saskaitot (1) un (2), iagt
(S1+ )+ (S+S) = (S+S) +(S+S)
25+ S+ $=25+ S+ S
25 =2S

S=% 4
Apliko AACO un ABCO. Tiem abiem ir kojgs augstums no virsotnes C - \den
gadjuma pret pamatu AO, air- pret BO. lidzgi, aplikojot A ADO un ABDO, var
secirit, ka tiem ir kopgs augstums no virsotnes D atigqoret tiem paSiem pamatiem
AO un BO. Trijstiriem ar vieadiem augstumiem laukumi attiecasgamati, pec

— =——=-—"; no Sejienes 8= S-S,.

Izmantojot sakabas (3) un (4), nodalgjas vieradibas seko:
S?= S adgjadi $,= S (= $=S).
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_ _ A0 S :
Lidz ar to ar OB - S, =1 jeb AO = OB.
Lidzgi pierada, ka ar otra diagoale daks krustpunkt O uz pusm. Rc teoEmas par
Cetrstira diagoiju daiSanos uz p@sn seko, ka apkotaiscetrstiris ir paralelograms.
5. Apltuko divus iespjamos atrisigjumus.
I. Pareiziam pirmo saskadmo ar vieninieku forr (2-1) (no kreigs puses) un vaikas
reizes pielietojam formulu (x - y)(x + y) Zx Y-
Tadgjadi dofa izteiksme prveidojas sekojosi:
2-1D2+1)3E+ 1@+ 1)(E+ 12+ 1)+1=
= (Z-1)Z+ 1)@+ 1D)E+ )@+ 1)+1=
=(2-1)@+ 1)+ 1)@+ 1) +1=
=(Z-1)P+ 1)@ +1)+1=
=(2®-pEt+1)+1=
=22-1+1=2°
Tadgjadi Sis skaitlis patiesn ir divnieka pakpe ar natuilu kapinataju.
ll. Dotaj reizingjuma (2 + 1)(Z + 1)(2* + 1)(Z2 + 1)(2° + 1) pakipeniski ver vii iekavas
un \ero, kadus saskaimos iegjst.
Ja no viam ieka\am ka reizinatajus iz\elas vieniniekus, tad iegais saskafimais ir
1(=11111)=2.
Ja no pirmam iekaxam nem 2, bet no @gjam 1, tad iegtais reizirjums ir
21111 =2
Talak var iewrot, ka, nemot no otra@m iekawam 2, bet no préjam 1, iedist
saskaiimo 12%1-1-1 = 2, savuldrt, no pirmajim iekaaim nemot 2, no otraim 2> un
no pargjam nemot 1, iegst 2. Turpinot #lak lidziga veida, iegist af talakas 2
pakipes 1dz 2 (ieskaitot). Rdgjo iegist, no viam iekaam izveloties 2 nenulles
pakapes (1 +2 +4 + 8+ 16 = 31).

Ta ka iegata summa
1+2+2+.. +2%04+2%

satur geometrisks progresijas ar kvocientu q = 2 lobek tad to var apkinat ar
geometrisks progresijas summas formulu:
2% -1 32
S, =1 > 1 - 27 -1
Ta ka uzdevum dotajam skaitlim pie reizijuma pieskaits 1, tad Sis skaitlis ir
2%2.1+1=2",
Tie&m divnieka pakpe ar natutlu kapinataju.
6. Lai patvdigam vieradojumam form
X2+ 2kx+c=0
butu atrisirajums, viengais nosagums ir - & diskriminantam gbat nenegavam, Saj
gadjuma jabat k* ¢ > 0.
Aplikojot uzdevura dotos vieadojumus, bt
&-b*>0 un B-&> 0.
Bet tas iesgjlams at, pientram, pie a =1, b = - 1atad ne obligti vajag a = b.
7. Jebkuru natatu skaitli, kas lieiks par 1, var sadalpirmskaitu pakipju reiziragjuma

Pyt py2 - Pp3d-..- pa". Lai skaitlis Witu kada skaila kvadats, ir nepiecieSami un
pietiekami, ka pirmskdi kapinataji ir para skaiti. Tada gadjuma skaitli
20{1 20{2 20!3 2an
pl ’ pz ’ p3 et Pp
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var uzrakst forma (p;-py? - pg ... pi")° - ka natusla skaita kvadatu. Skaitlis

2"+ 2 dahs ar 2. Rdgjadi, lai dotais skaitlis #tu kada skaila kvadats, tam jidaks
vismaz ar 2=4. Ja n> 2, tas nedab ar 4 (pirmais saskaihais dais ar 4, otrais ),
tatad nav kvadits. Verttban = 1 der: 22 =4 = 2.
8. No teoEmas par to punktgeometrisko vietu, no kuriem dotu nogriezni redzdik lenks,
seko: ap AMNKB var apvilkt rika lniju. Tatad bisektrises krustojas ap AMNKB apvilkt
rinka linijas loka AB viduspunlat
9. Lai noskaidrotu, kur$ no skégm lielaks, apiiko So skaiu starpbu
(@ +b*+ ) - @+ b+ ).
Izmantojot doto sak#su a + b + ¢ =%+ b’ + ¢, vienu no Siem skdiem var starfpai
pieskaitt, otru ahemt, rezulitu neizmainot:
@+b'+ch-@+b+cd)=
=@+b'+ - (@+PP+ ) - (F+ PP+ A+ (@+b+c)=%)
Talak sagrup locelus [Ec maingajiem a, b un c un katru grupu sadala raizjos:
()= (d-a-ad+a)+B-b*-b*+b)+ (¢-3-F+c)=
—a@-d-a+1)+bB-b*-b+1)+c@ F-c+1)=
=a((@-1)-(a-1) +blitb-1)- (b- 1)) +cfc-1)-(c-1) =
=a(a-1)(& 1) + b(b - 1)(B- 1) + c(c - 1)(é- 1) = (* *)
Ta ka ir svafigi noskaidrot, vai ie@fa summa ir poziva vai negava, s saskatmos
parveido &da forma, lai par katru btu viegli noteikt, vai tas ir poZits vai negavs:
(x*)=a(a-1)(a-1)(@+1)+b(b-1)b-1)b+ig(c-1)(c-1)(c+1)=
—a@+1)(a-H+bb+1)(b-1+c(c+1)c-1
Ta ka a, b, ¢ - pozivi, ka an skaifu kvadati ir nenegavi, tad katrs saskaitais k
nenegawvu skaitu reizirgjums ar ir nenegavs. Lidz ar to visa summa ir nenetya. Ta
ka bija zinams, ka interegosSie lielumi (kubu un ceturto pagju summas) nav viedi,
tad no (4+ b*+ c* - (& + b+ ) > 0 var seciat, ka kubu summa ir maka.
10.Visas 20-dira virsotnes sadah 4 reguiru piecstiru virsoihu komplektos k. 7.zim.).
41 2
3 3

Pienem, ka katrs#&ls piecdiris satur ne vaik ka divas balis virsotnes. Tad baltasito
ne vaigk ka 42 = 8 virsotnes.  ka patiesba tadas ir tieSi 9, tad vismaz viens no
aplukotajiem piecstriem satur>3 bal&s virsotnes. Visbeidzot atliek ient: katrastris
no reguira piecsira virsotrtm veido vieadsanu trijstiri (visi iesgEjamie ga@umi
aplakoti 8.zzm. a) unb) gadjumos.)

- -

2. Fom. a) )
11. Nav atrisimjuma. Piefidijjumam apiko summu [x-1| + [x-5|.aTir atAlumu summa no

punkta x idz punktiem 1 un 3. Zims, ka |AB| + |BCp |AC|. Tatad, ja ar B apme x
atrasams vietu uz koordiftu ass, ar A - skdd 1, bet ar C - skd#& 5 atraSais vietu uz
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koordimatu ass, tad nevi@diba mingtie nogriezau garumi ir to galapunktuévtibu starfbas
modui. Tadgjadi So nevieadibu var pierakst sekojod veida:
X -1 +|x-5k |1-5]=4.

Taka |x - 3| > 0, tad uzdevumdoa summa nevarit < 4, kas ir pretrunar uzdevuma

nosagumu, ka |x - 1| + |x - 3| + [x - 5] = 3.
12. Ta ka natuglu skaifu reizirejums abc dails ar 3, bet nedad ar 9, tad tieSviens no
skailiem a, b, c dak ar 3. $ skaila kvadats (3t} = 9¢. Apluko pargjos divus skalus.
Atkariba no atlikuma, kdu Sie skait dod, dalot ar 3, tie vardb tikai forma 3t + 1 vai 3t + 2,
kur t - natudils skaitlis. Aptiko So skaiu kvadatus:

(Bt+1f=9f+6t+1=3(3t+2)+1un
(Bt+2F=9f+ 12t + 4 =3(Ft+ 4t + 1) + 1.
Tatad &+ b*+ ¢ izsakims forna
9+ (3m + 1) + (3n + 1) = 3k + 2, &N,

tatad tiedm nedads ar 3 bez atlikuma.

13. Parnes visus neviaibas locekus viera pus. Tadgjadi japierada, ka
&+b+2-a-b-ab>0. (1)

Nevieradibas (1) kreiso pusi cenSaaryeidot &, lai ta satugtu pilnu kvadatu summu.

To veic, katru no saskarmajiem uzrakstot & divu (vai vaiéku) vieradu saskatmo

summu un pc tam attietyi sagrugjot:

1, 1 1, 1,1 1, 1., 1 1 _
(2a 22ab+2b)+(2a 22a+2)+(2b 22b+2)+1—

1 1 1
= E(az' 2ab + B) + E(az' 2a +1) +E(b2- 2b+1)+1=

= @-bf+S@-17+5(b-17+150

Ta ka skaifu kvadati ir nenegatvi, tad, ja to summai pieskaita 1, ieg izteiksme kst
stingri pozitva. Lidz ar to arvajadZga nevieradiba (1) ir pieddita.
14.Dots: AC = AO + OC = 20,
BD =BO + OD = 20.
Japierada: AB >14 vai BC > 14, vai CD > 14, vai DA > 14.
B

A
9. #m. A
Jaa > 90, tad ADF > AO?+ OC un BC > BO?+ OD?, tadgjadi
AD?+ BC? > AO?+ OC + BO? + OD?=
(no dot)
= AO?+ OD?+ (20 - AOY + (20 - OD§=
= AO?+ OD? - 220A0 + AO?+ 207 - 2200D + OD'+20% =
= 2.A0? - 40A0 + 20D? - 400D + 800 =
= 2(AO? - 20A0 + 100) + 2(OB - 200D + 100) + 400 =
= 2(AO-10Y¥ + 2(OD-10¥ + 400> 400.
No ti, ka AD*+ BC? > 400, seko AB> 200 vai BE>200 (ja AD’< 200 un BE< 200,
tad AD’+ BC?< 400), idz ar to @ AD > 14 vai BC > 14, kas bijapierada.

Ja a< 9&, tad apiiko ta blakusleki ~DOC = 180 - « > 9. Talakais spriedums
analogs iepriekgam gadjumam, tikai attietgi par maim DC un AB.
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15.Taisnes, kas savieno regul 13-stira virsotnes, var iet dados virzienos. Visus virzienus
var iedit, apikojot nogriehus, kas savieno katras 2 blakusvirsotnesikastvirzie@, tad
iepriekEja nogrieza ar horizortli veidotais lakis no tam sekojasnogrieza veidos lenka

2 2
atiras parl—z. Tadejadi katru lenki var izteikt fornﬁl—Z-l, kur | - natuls skaitlis. Divi
nogrieai ir savstarpji parakli, ja to veidojoSie leki atkiras par kz, kur k - natuils

2 2
skaitlis. Tadgjadi paratli bas tie nogriedi, kuru veidojosiem lgkiem 1—73[41 un 1—242 ir
2 2

T
di=——1A+kr.

speka sakatba 13 13

. 13 .
No §s sakaibas var iegt | - |, = E-k, ti., |y - I var klut 13,26,... fiem \&ra to,

ka l; unly - veseli, ipéc af |, - |, ir vesels skaitlis). Bet tas rioze, ka apiikotais
nogrieznis ir “@rgajis” pats sey, tatad starp 13 apski#jiem nogrieziem paratlu nav.
Savienojot jebkuras 2 citas virsotnes (t.i., n@kbkvirsotnes), iggais nogrieznis
bus paratls kadam no blakusvirsqu veidotajiem nogriagem (Apliko simetriju pret
asi, kas vilkta caur patifga nogrieha viduspunktu un ir tam perpendikid. Ta ka
regubra daudzsira virsohu skaits ir nepra, tad viea pus no 3 nogrieza (piem., sk.
10. zm. nogriezni AB) lis para skaits virsafu, pie tam afis pu§s no ass - viedus

skaits (S& gadjuma 3).
TN
Ad '

LB

\ ]
10.4m. \w/

To atbilstoSo blakusvirspt, kas atrodas katra sapu<s asij, veidotais nogrieznis
af bus paratls vilktajam patvéigajam.) Btad jebkurS citdi vilkts nogrieznis jaunu
virzienu neveidos. dd¢jadi virzienu skaits viefids ar malu skaitu - 13.

Savulart, ja aptiko nogrieau , kas savieno divus no melnajiem punktiem, skaitu

. 65 . : e . .
tas |r7 (katru no 6 punktiem var savienot ar 5 citieatad var novilkt 86 nogriezus,

pie tam AB = BA, #pcc atkirigu nogrieau skaits las 2 reizes maks) = 15 > 13.
Tatad divi no Siem nogrieaiem ir paraléli. Ta ka 13 - nepara skaitlis, tad $ hordas
nav vieradas (pi@em, ka is ir vieradas, tadas uz aploces dt8] vienadu skaitu virsaju

(x); ta ka tas ir paratlas, tad starp @m hordim alas puss af ir vienads skaits virsaiu

(y); tadejadi pavisam uz aploces virgot skaits ir 2x+y) + 4 (aptikoto hordu
galapunkti) = 13. T ir pretruna, jo vieidibas kreisaj pus ir para skaitlis, bet labaj-

nerra. Tatad §s hordas nevariib vieradas.). lidz ar to ar atbilstoSaiscetrstris ir

trapece, nevis paralelograms (taigns).

1
16. N&. Lai ta batu, tad logb = - k, kur k > 0. dgjadi b = &= o Jaa>l, tad“a 1, idz

arto b < 1. Savuit, ja a < 1, tad*a< 1, bet ipsc b > 1. Rdgjadi var apgalvot, ka a un b
jaatrodas “daidas pugs” skaitlim 1, gpat b un c (apkojot attiedgi log,c < 0). Bet tad logn
> 1, jo gan a, gan c atrodas skail pretja pus attiedba pret b, bet tas nome, ka a un ¢
atrodas “vied pus” skaitlim 1.

17. Dots: ACL BD. Diagorsju krustpunktu apmé ar K. Cetrstirim apvilktas rinka finijas
centru apun¢ ar O. Veic papildus konstrukciju- préetrstira diagoalem AC un BD velk
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perpendikulus no mika linijas centra O un krustpunktus &pz attiedgi ar N un M. &k.
11.zzm.)

11.7m.
No taisnleka trijstiriem A AKB, ABKC, ACKD un ADKA, izmantojot Pitagora
teoemu, izsakaetrstira malu kvaditu summu:
AB?+ BC* + CD’ + DA? =
= AK? + KB? + BK? + KC? + CK? + KD* + DK® + KA? =
= 2(AK? + BK? + CK? + DK?) = (*).
Ja apiko AAON un ACON, tie ir vieadi ka taisnleka trijstari ar vieradam
hipoterizam (= R) un vienu no kat&n (ON), &dgjadi afi AN = NC. Skaidrs, ka
AN = NC afl tad, ja O atrodas uz AC (tad trijst AON un CON neveidojas, bet AN un
NC ir radiusi). Lidz ar to CK = CN + NK = AN + NK.
Analogi no A BOM un A DOM viemdibas seko, ka
BM = MD, tadgjadi DK = DM + MK = BM + MK.
levero afl, ka AK = AN - KN un BK = BM - MK.
Tadgjadi izteiksmi (+) var @rveidot sekojosi:
(*) = 2(AN - KNY + 2(BM - MK)? + 2(AN + NK)* + 2(BM + MK)? =
= 2(AN? - 2AN-KN + KN? + AN? + 2AN-KN + KN?) +
+ 2(BM?- 2.BM-MK + MK ? + BM? + 2BM-MK + MK ?) = (* *).
Savelkotidzigos locekus, iegist
(* *)= 4AN? + 4KN? + 4BM? + 4MK?2.
Ta ka MKNO - taisnsiiris (pec konstrukcijas), tad KM = NO un KN = MO. Izmantbjo
Sis vieradibas un attiegi pargrupsjot saskaiimos, iegst:
(* *) = 4(AN? + NOP) + 4(BM? + MO?) = (x * *)
Izmantojot Pitagora tedmu A ANO un A BMO, iegist
(* * *) = 4A0? + 4BO* = 8R?,
jo AO un BO - adiusi. _
18. Pec dot visi skaili a uzraksimi forma a = 3-5%, kur J, k ir skaiti 0, 1, 2, ... Visu
bezgaigi daudzogadu skaitu apgriezto lielumu summa ir izsaka $ida forma:
11 1 1 1 1

S=(1+=4+=+—+..)1+=+—+ +...)
3 9 27 5 25 12t
Par to visvieglk parliecinaties, atverot iekavas un pgdeniski sareizinot saskaros
sawa starp:
1 1 1 1 1 1 1 1 1

S=l+-+=-+—+—+ + + +—=+—+..
3 5 35 32 32.5 32.52 352 52 33
Apltkojot katru reiziataju ka bezgailgas geometrisks progresijas locéd summu,
iegastam
>,
4

s-t .1 3515
24 8

Ja jauvisu tadu skaitu summa < 2, tad, izmantojot doto, ka visi dkaiazdi, af
patvdigu n &du loceku summa bs < 2.
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19. Skat., pierdram, slimu 12.zim. (x—y noAmg, ka x uzvar pret y).
e —

N

.
L
Visas A grupas komandas uz&asSas pret viam B grupas komara; lidzgi B pret C
un C pret A. Brbaud jaskiro 2 gadjumi:
a) abas komandas pieder vienai no grafA, B, C,
b) tas pieder dagdam gru@m.
a)Ja abas komandas pieder grupai A, tad jebkura mpagrC komartm ir uzvagjusi
tas abas. Analogi, ja abas komandas pieder grupdad la tres komanda der
jebkura no grupas A, ja abas ir no C, tadrked der jebkura grupas B komanda.
b)Viena no komangm ir no grupas A, otra no B. Tad A géup viena ida komanda,
kas uzvagjusi interegjoSo A grupas komandu, pie tamemot \era, ka jebkura A
komanda uzvajusi katru no B komarwn, § pati komanda ir uzvapusi af
intere€joSo B komandu. idzgi afn gadjumos, ja apikotas komandas ir no gram
B un C (tad kK treSonem atbilstoSo no B) vai no gram C un A (tad k tre& der
atbilstod no C grupas).
20. Konstriesim uz rika ka “ekvatorila skéluma” sfru ar adiusu R. Caur “lentu” mam
novelkam plaknes perpendilgul Sim &kelumam.

Aplikosim &s skras ddas, kas atrodas starp vienai lentai atbilstwsagplakrem.
Tas ir vai nu joslas uz &fas virsmas, vai segmenti (ja viena no plRrpieskaras sfai
vai neke to).

Sferas joslas augstums vigds ar atbilstass plaknes lentas platumu;éggka
segmenta augstums raegniedz atbilstass plaknes lentas platumuag&c visu joslu un
segmentu augstumu summa H nawakalpar visu lentu platumu summu L3 H.

Atceresimies: ja sfras adiuss ir R, bet joslas resp. segmenta augsturhs tad
joslas resp. segmenta laukums i R-h. Ta ka lentas kopura parklaj rinki, tad joslas un
segmenti kopum parklaj sferu; tapéc joslu un segmentu laukumu summa nav akaz
par sbras laukumu. leistam 2 R-H > 47 R? no kurienes seko B 2R. Taka L > H,
no Sejienes seko b 2R, k.b.j.

12.7m.

LATVIJAS 45. MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 2. POSMS (21.-40.)

21. Aplukosim vieridojumu X + px + g = 0 un %+ ax + b = 0 diskriminantus.aTka abiem
viemadojumiem ir saknes, tad diskriminantiefibijt nenegatviem, t.i.,
D;=p*-49>0 un DR=&-4b> 0.
No ta seko, ka p>4q un &>4b jeb
Y
g< 4 un b< = (2)

Aplikosim af vieradojuma X+apx+bq=0 diskriminantu £= (apY - 4bq.
Lai pieraditu, ka ar Sim vieradojumam ir saknesgpierada, ka

2
D3> 0, ti., (apf-4bg=> 0 jeb (af)= 4bqg, jeb @z bq.
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2 2 2
No (1) seko, kady < & . P~ < (&)
44 4

2p2

(Taka %-T ir pozitivs skaitlis, tad, samazinot s&jig ddas lielums nesamazs.)
22.Vispirms noskaidrosim, pret kuru no raa atrodas 6Dlielais lekis.

Zinams, ka pret lielko malu (gc dog ta ir mala a) atrodas ligkais lexkis. Pieemsim,

ka tas ir 68 lenkis. Bet tad pret mai b < a un c < a atrodas nalizlenki. Lidz ar to

visu lepku summa ir 60+ (<60) + (<60) < 180, kas ir pretrua ar trijstira iek&jo

lenku summu.

Ja pi@em, ka 68 ir mazkais no lekiem, tad, idzigi sprieZot & ieprieks, iegst,
ka trijstira visu ieksjo lenku summa ir 60 + (>60) + (>60) > 180, kas atkal ir
pretruna.

Atliek pienemt, ka 68 ir pec lieluma vidsjais no lerkiem un &tad atrodas pret malu
b, kas pc lieluma ir victja mala.

Lai iedgitu vajadzgo trijstiri, vispirms pacefisimies uzkonst@ malu a-c.
Acimredzot to var paikt, ja uz malas ar garumu a atliek malu gagum

Sim notikam gikotrgja trijstira (to apzmesim ar A ABC) malu ¢ = BA pagarina
I[idz malai BM ar garumu ask.13.zzm.). Tadgjadi iegistam malas BA pagaidjumu
AM =a-c.

127m C

Aplikojam A CBM. Ta ~ CBM = 60 pec sikuma secirita (atrodas pret malu b trifat
A ABC) un BC = BM = a, tad tas ir viadmalu trijstiris (ka vieradsanu trijstiris ar
virsotnes leki 60°.) No & savulart var secigt, ka CM = a unZ AMC = 60
Talak apiikojam A CAM. No tikko seciata tam ir viens lekis, kas ir 60 liels
(£AMC), mala CM = a, mala AM = a - &&p konstrukcijas un mala AC = &@ dot.
Lidz ar to Sis trijgtris A CAM ir mekletais.
23. Vispirms pa#disim, ka, lai izpildtos uzdevuma nosgimi, pietiek izgriezt 6 siriSus
(sk.14.zim.).

m el B [

¥ -

=l N

! e

r 1

I el

14.4m 15.78m.

Tagad pierdisim, ka ar maaku skaitu siriSu nepietiek. Pigemsim no preja, ka
pietiek jau ar 5 siriSiem. Tad izgrieztottinu skaits s 53 = 15, savuit neizgriezta
paliks vismaz 36 - 15 = 21itipa.

Aplakosim 15. zm. trekrak iezimetos kvadatus. To skaits ir 9. & ka neizgriezto
ratinu skaits ir 21, tad 3da no kvadatiem hkis vismaz 3 neizgrieztasitinas
(29 = 18 < 21). Bet tas nome, ka 3s ritinas veido siriti, kuru var izgriezt. ftad iedita
pretruna, un makais izgrieZzamo &tisu skaits ir 6, k.b.j.

24. Piememsim, kajsadala nogriezni ABsk. 16.zm.). Patvdiga virziera novelkam nogriezni
AC. Ar trisektoru to sadain, iedistot punktus E un F, kur AE = EF = FGadEjadi E ir AF
viduspunkts.

23



16 2.

1
Ar trisektoru sadam nogriezni EB, ad¢jadi iegastot punktu O, kam EO§EB.

Aplikojam A AFB. EB ir § trijstira medina, &dé] O ir A AFB medanu
krustpunkts (pc teoemas, ka mednas to krustpunktdaks attiegba 1:2). Lidz ar to
nogrieznis FQ, ko iagst, velkot staru FOidz krustpunktam ar nogriezni AB,1air
trijstara medana, &tad krusto nogriezni ABatviduspunki.

Sakotrgji izvéleta nogriesha AB viduspunkts - Q - atrasts.

25. Doto reizirgjumu cenSamiesapveidot ka vairaku reizirejumu summua, lai par katru no
saskaiimajiem hitu viegkk noteikt, ka tas das ar 2 un arar 6.
a) Reizimataju (13n+1) sadalagksummu 12n + (n+1).a0¢jadi
n- (13n+1) (19n+2) = a(n+1) (19n+2) + Al2n (19n+2). (1)
Ka redzams. otrais saskaiais la reizimtaju satur skaitli 12,atad Sis saskaitnais
daks ar 2. Pirmais saskamhais K reizimtajus satur divus ségus skailus n un
(n+1), &tad viens no tiem dad ar 2, idejadi ai pirmais saskaimais dais ar 2 un
visa summa amdaks ar 2 katram natalam n.
b) iepriekS apikotap a) piengra iegitas summas (1) pirmo saskaito sadala divos
saskaiimajos,nemot \&ra to, ka
19n + 2 = 18n + (n+2).
Tadgjadi viss @kotrgjais reizirajums garveidojas sekojosi:
n-(13n + 1)(19n + 2) = A(n + 1)(19n + 2) + 12n(19n + 2) =
=n(n + 1}(n + 2) + n(n + 1}18n + n12n(19n + 2).
legitas summas abigoicjie saskalimie ka reizinatajus satur skajts 18 un
12, atad tie dads ar 6. Viens no trim segiem skailiem n; n+1; n+2 dak ar 3, bez
tam zirams, ka reizigjums n(n+1)(n+2) daks af ar 2, itad tas dals ar 6.
Ja katrs no saskamhajiem dais ar 6, tad visa summa dslar 6. Tas name,
ka dotais reizijjums patiedm dahs ar 6 katram natallam n.
26. Vispirms vieradojumu sistmas otro vieadojumu cé kvadiata, tadgjadi iegast:
X% + Xy + y2 =7
(x+ y)2 =9
Pec tam no ot vieradojuma atiem pirmo (atsevi§ atnem vieradojumu kreigs puses,
atsevigi - labas):
X+yP - (C+xy+y)=9-7
Atverot iekavas:
X2+ 22Xy + V- XP-Xy -y =9-7=2
un savelkotidzigos locekus, iegist sakaibu

Xy =2
Talak risina sekojosu vieadojumu sisgmu:

X+y=3

Xy =2

Ta ka & ir divu maingo un divu vieadojumu - lin@ra un otés pakipes - sisma, tad tai
iesgEjami ne vaidk ka divi dazdi atrisirajumi, kurus viegli uzmiat - (2;1) un (1;2).
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legutos atrisiajumus p@rbauda, maifgo x un y ¥rtibas liekot 8kotngja vieradojumu
SiSEma.
1)x=2uny=1
Taka 22+ 21+ P =7un2+1 =3, tad atrigijums (2;1) der.
2)x=1luny=2
Takaamf1’+ 12+ 2Z=7unl+2 =3, tad B1;2) der.
Tadgjadi sakotngji dotas vieradojumu sistmas atrisigjumi ir (2;1) un (1;2).
27. Rinka centrs atrodas daudast iek3pus; pregja gadjuma (17.zm.) ZA > 18, bet
£ 7 <180 - pretruna ar nosgamu, ka visiem lgkiem jabit vieradiem).

A ,,..-—h
.'- )

17 2. 15,2,

Savienojot centru ar daudasd virsotrem, tas sadat vieradsanu trijstiros.
Jaeksig diviem blakus esoSiem trijgiem, kas nav vieadi, - pre€ja gadjuma
daudzsira visas malasakvieradu vieradsanu trijstiru pamati itu vieradas, kas ir
pretrurs uzdevuma nosdamam, ka starp main ir ai dazdas.

Dazado trijstiru pamata lgkus apzme attieagi ar ¢ un £ (18.zm.). Lai visi
daudzsira lepki butu vieradi (tatad « + /), Sdiem trijstiriem jaizvietojas parrsus;
tadejadi to ir para skaits.

28. a)Ta ka divu nepra skaitu starpba ir ara skaitlis, tad dotajreizinajuma visi reizirataji
ir para skaiti. Ta ka reizirataju skaits ir 6, tad viss reizijums daiis ar 2 = 64.

b) Ta ka dotie skaili x; y; z; t visi ir nefra, tad, dalot tos ar 4, iegami tikai divi

gadjumi, proti, daifjums dod atlikumu 1 vai atlikumu 3. Ajdo, kadu atlikumu var dot

divu tadu skaitu starpba.
(1) Ja abem divus adus skailus, kurus, katru atsekiSdalot ar 4, iegst atlikumu 1 @tad
tos var izteikt forma 4k+1, kur k - vesels skaitlis), tad reztit iegitais skaitlis das ar 4
bez atlikuma:

4ki+ 1 - (4ke+ 1) = 4(k - ko)
(2) Ja ahem divus ddus skaifus, no kuriem pirmo var izteikt foadk; + 3, bet otru -
forma 4k, + 1, tad rezulita iegatais skaitlis gan das ar 2, bet nedad ar 4:
4ki+ 3 - (4ke+ 1) = 4(k - ko) + 2.
(3) To paSu var apgalvot, ja pirmo skaiti var uzrétkst 4k;+1, bet otro &k 4k,+3:
4ki+ 1 - (4ke+ 3) = 4(k - ko) - 2.
(4) Ja, savuirt, gan maziatajs, gan maziamais, dalot ar 4, dod atlikumu 3, tad ii&g
starpba daks ar 4 bez atlikuma:
4k + 3 - (4l + 3) = 4(k - ko).

Skiro variantus atkaba no &, cik no dotajiem skdiem, dalot ar 4, dod atlikumu 1. Katr

variant nosaka, cik no dotajreizimgjuma ietilpstoSagm starpbam daks ar 4 bez

atlikuma (ttad atbilst gaglumiem (1) un (4)).
1) Ja, dalot ar 4, atlikumu 1 resp. 3 dod wistri skaiti X, y, z un t, tad visas (kopskait
seSasylivu &idu skaitu starpbas dals ar 4 bez atlikuma (ggdms (1) resp. (4)).
2) Ja tiis skaiti dod atlikumu 1 (piergram, X, Yy, z), bet viens skaitlis (Sai gaeha t), dalot
ar 4, dod atlikumu 3, tad visagst(un tikai &s) starbas, kufis neietilpst t, dak ar 4 bez
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atlikuma (gagiums (1)). BRdu starfbu skaits ir_fis. Pargjas starfbas, kuis t ietilpst, atbilst
gadjumam (2) vai (3).
3) Ja divus skalts var izteikt forma 4k;+1 (pieneram, X un y), bet divusapejos - forna
4k, + 3 (z un t), tad divastarpbas dakies ar 4 bez atlikuma (gagms (1), ja x-y, un (4), ja
z-t). Fargjas starfbas atbilds gadjumam (2) vai (3).
4) Ja fornma 4k;+1 var izteikt tikai vienu skaitli (piem., x), bé&drma 4k, + 3 var izteikt 3
skaifus (y, z, t), tad ar 4 bez atlikuma @&s _tfs starpbas - &s, kuis nav x (gagums (4)).
Pargjas starfbas (ar x) atbilts gadjumam (3), itad nedakies ar 4 bez atlikuma.

Tadgjadi visos variantos vismaz divas no reiuma ietilpstoSagm starpbam daks ar
4 bez atlikuma (sk. iepriekS paswtos \ardus), [arejas cetras starjpas bez atlikuma dzd
vismaz ar 2. idz ar to arviss reizirajums dads vismaz ar 4+-2.2.2-2 = 256

c) Dalot ar 3, dotie skditvar dot tikai tis dazdus atlikumus 0, 1 vai 2 atad starp
visiem cetriem skaiiem x, y, z un t divi dod vieddus atlikumus (tos var izteikt foEm
3k;+ a un 3k+ a). Aplikojot So divu skaltu starpbu (3k + a - (3k+ a) = 3(k - ko)), var
redzt, ka & dabs ar 3 bez atlikuma.atgjadi vismaz viens das izteiksmes reizitajs
dalis ar 3 no tikko pigidita, un viss reiziajums bez tam das ar 2 no b) pie#dita. Ta ka
2 un 3 ir savsta®ji pirmskaiti, tad dotais reizifjums noteikti dals ar 2-3 = 768.
29. a) Pec kartas apskam 1., 2., ..., 10. vietu noakuma. Ja kg vieta stiv meitene
(1 < k £ 10), tad kda no vieam ar numuriem k + 1; k + 2; ...; k + 10astzens (ciadi
meitenes awetu gan k-aj, gan k + 1-a&, ..., gan k + 10-ajvieta, lidz ar to viu bitu vairak
par 10). So @nu un k-to meiteni maina vi@h (starp vihiem tiedim s&v ne vaigk ka 9 citi).
Ja k-af vieta stav zeéns, tad 2 aif atstj. Lidz ar to pc ne vaiik ka 10 maham pirmaps 10
vietas atradsies tikai Zni, tadejadi talakajas viets - 10 meitenes.
b) Ja pirmas 10 vielis siv meitenes, vajag vismaz 10 mas, jo vienas maas
rezul@éta tiek “izlabota” augsikais viena “nepareiba”, bet to $a gadjuma pavisam ir
10.
30. Vispirms atver iekavas un visus saskaids [@rnes nevieidibas laba pus, savelk
lidzigos locekus:
&+ b?+ ¢+ 2ab + 2ac + 2bc < 4ab + 4ac + 4bc
0 < 4ab + 4ac + 4bc ?ab?- ¢?- 2ab - 2ac - 2bc jeb
4ab + 4ac + 4bc 2ab’- #- 2ab - 2ac - 2bc > 0
2ab + 2ac + 2bc fab’*- >0
Pec tam saskaitmos pargrupe sekojosi:
(ab+ac-3+(bc+ba-H+(ca+tcb-§>0
(atverot iekavas un savelkotdfigos locekus, var grliecinaties par ekvivalenci ar
iepriekEjo nevieradibu)
alb+c-a)+b(c+ta-b)+c@a+b-c)>0 Q)
Ta ka trijstarim jebkuru divu malu (piem., a un b) garumu sumiekaka par treSo malu
(c),tada+b>cjeba+b-c>@datb+c-a>0unc+a-b>0).
Ta ka visi trijstara malu garumi ir poZii, tad ieditaja summ (1) visi saskaitmie
ir pozitivi, kas rada arpoziivu summu. kdz ar to neviefidiba ir sggka.
31. Apluko starpbu (3a + 4b) - (2a + 3b) = a + baka starpba gan maziatajs, gan
maziramais dais ar 7 (gc dot), tad at rezuléits a + b dais ar 7.
Pec tam apiiko starpbu (2a + 3b) - 2(a + b) = b.aTka maziramais dads ar 7 jgc
dota un a + b dals ar 7 pc tikko piefdita, tad ar rezuléts b dais ar 7.
Talak izmanto pieiditos faktus, ka a+b d&d ar 7 un b dabk ar 7. Rdgjadi an a
daks ar 7.
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32. Apzime skaitli, kas uzrakds tieSi pirms 81, ar x.al¢jadi uzraksitie skaiti (atpakdejo&
seaba) ir
81;x;81l-x;x-(81-%x)=2x-81;81-x-(281) =162 - 3x;
2x - 81 - (162 - 3x) = 5x - 243; 162 - 3x - (5x43) = 405 - 8x;
5x - 243 - (405 - 8x) = 13x - 648
(ja idz Sai vietai vispr var norakt, iegistot natusilus skaitus).
Ta ka visiem virknes locelkem jabut pozitviem, tad ar
405-8x>0un13x-648>0

5 11
No pirmas nevieadibas seko, ka x < 5§) savulart no otés, ka x > 491—3. Ka natuéls

skaitlis x var pieemt tikai \ertibu 50. Apliko &das virknes #rtibas atpakejos
seqba:
81,50, 31,19,12,7,5,2,3,-1, ....
Ta ka negalvi skaifli neder, tad mektais skailu maksimums virké&, pirms pa&das
skaitlis 81, ir 8.
33. Skat., piem.19.zim.

19.7m.

34. Skat.20.zzm. No teoemam par ievilktu leki un hordas - pieskaresld
ZTKN = ZKMN (1);
ta ka AMNB - ievilkts cetrstiris, tad & pre€jo lenku summa ir 189 tadgjadi £ NBA =
=18F - ZAMN. Ta ki ZAMN un ZKMN ir blakuslexki, tad ~KMN = 180" -
- Z AMN. Tadgjadi
ZKMN = ZNBA (2).
No (1) un (2) seko, ka TKN = ZNBA, k.b.j.

35. Izmanto matenrtisko indukciju. To, ka eksistcdS no A uz B, apgmgjam ar A— B.

Baze Apliko gadjumu, kad ir tikai 2 pilstas. Ta ka tas savieno tieSi viens
vienvirziena c&, tad tie8m atradsies pilsta, no kuras var apts “visas frgjas”, t.i.,
otru pilstu.

Induktiva pareja Piegemsim, ka k pilstas sakrtotas praga marsrus:

Ai—>A,—> .. AioAin— ... oA

Nemam (k+1)-0 pilstu Ays1.

Ja Ai1— Ay, pievienojam A.; virknes akuma, lidz ar to pragais marsruts izveidots.
Pretja gadjuma, aamredzot,

A1—>Ak+1 (1)
Apliko So gagumu.
Jalkdam i (1< i1 < k) Ai—> Ak Un Aci— Aisg, “iesprauzam” Ay starp A un Aia.
Lidz ar to vajadigais marSruts izveidots.
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Ja &da situicija nav spka nevienam i, tad nav tiesaigka Ar— Ak+1 Un A — Ao

No (1) seko, ka A1« Az (2). No (2), savukt, seko, ka A1« Az (3), utt.,, no
A1 Ak seko, ka A<« A Tadgjadi Axs1 var pievienot virknes gal ta iegastot
prasto marsrutu.

1
36.Jatg x > 0, tad actg x :tg_x > 0. No doi, ka ctg x < sin x < cos X (1), seko, ka sin

Cos X

V1-cos? x
intenala [0,1[ un skaitajs pozitvs. Bet tas ir pretrunar uzdevura doto.
Ja tg x<0, tad no doseko, ka sin x < 0 un cos x < 0. B&irtpretruna, jo seko, ka

sin X

X > 0 un cos x > 0. ada gadjuma ctg x= >C0S X, Jo sau€js pieder pie

tg x= > 0.
CoS X
Tatad &da x, kas apmieritu uzdevuma nosgamus, nav.
37.Vispirms sikotngjo izteiksmi sadala reiziitajos, atrisinot vieadojumu
n*-5rf+4=0
un izteiksmi vieadibas kreisaj pus izsakot form (X - x1)(X - X2).
Ar x apZmé n°. Tadgjadi jaatrisina viemidojums X - 5x + 4 = 0. Bc Vjeta teoémas
iegast, ka x =1 un %= 4. Tadgjadi
X2 - BX + 4 = (x - 1)(x - 4)
un, aizvietojot x ar 9 iegist:
n*-5rf+ 4 = (if- 1)(rf- 4) = (n - 2)(n - 1)(n + 1)(n + 2).
Viens no 5 pc kartasnemtiem natuiliem skaitiemn - 2;n-1;n; n + 1; n + 2 dalar
5. Tas nav n @ uzdevuma nosgamiem), jo n - pirmskaitlis, kas ligks par 5.
Lidzgi var seciat, ka viens no skdiem n - 2; n - 1; n das ar 3 (apunésim to ar t), pie
tam tas nav n. afad t + 3 ardalisies ar 3, bettasirvainun+1 (jat=n-V&,n + 2
(ja t = n - 1). Rdgjadi no interegjoSiem 5 skaliem divi daks ar 3. hdz ar to
interegjosais reizidjums dadis ar 53-3 jeb rif - 51 + 4 dakis ar 45, k.b.j..
38. Piepemsim, ka taisne MN krusto kgp pieskari AB punkt S (sk. 21.zzm.).

Talak izmanto tecmu par sekanSu nogrigZ reizirgjumu, no kuras seko, ka
SA?= SM'SN un SB= SMSN. Tatad SA = SB. idzgi paida, ka MN af otru trapeces
sanu malu krusto @ viduspunk&. Lidz ar to MN patiesin atrodas uz trapeces
viduslinijas.
39. Figaru tilpumus apung ar R, F, ..., . Zinams, ka k+ ...+ R > 8. Apskaim figaru
papildirajumus R, P, ..., R. To tilpumu summa ir
QA-R+A-R)+...+(1-K)=9-(R+..+R)<L1.
Tadgjadi jabut tadam punktam, kas nepieder nevienam pagijdmam, t.i., pieder
visam figaram, k.b.j..
40. 1zmanto matertisko indukciju.
Baze. Ja n=2, tad, amredzot, patiesn var uz abm pilsstam nolat ar vienas
kompanijas avioinijam, jo katras divas pitsas ar abpwgu avioliniju ir savienotas.
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Indukitiva pareja Piepemsim, ka k pilstam py, p, ..., px der kompnija « . Nemam
vél pilsétu p+1. Ja to kaut ar vienu no k iepriekanm pilsstam savienoa reiss, tad
mums der komfnija «. Ja R ar vigm p, P2, ..., [k savieno g reisi, tad der
kompanija g - pirms doSa#is uz kdu pilstu vispirms vienrar jaiegriezas pilsta py+1,
no kuras alak ar &s paSas kon@mijas £ paldzibu var nokit jebkud no prgjam
pilsétam, aff uz iz\el&to.

Tadgjadi neviera gadjuma otras kompnijas pakalpojumi nels nepiecieSami.

LATVIJAS 45.MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 3.POSMS (41.-60.)

41. Dotas neviedibas X > 2 abas puses ir pozis. Tpec, cdot to palkipe ar natudlu
kapinataju, atkal ieg@ist patiesas neviadibas.
a) celot x*> 2 kvadata, iegist X > 4
b) pienemsim no preéja, ka X < 5. Tad (x > 0), det S0 nevieadibu kuls, iegist
x*t < 125. Bet, chot sikuma doto nevieadibu sepitaja pakapz, iegist X*> 128. T ir
pretruna, dtad nisu pimémums nepareizs, urf x 5
42.leverosim, ka 1995 =-5.7-19, kur 3; 5; 7; 19 - da#di pirmskaiti.
Pienemsim no pre&fa, ka xy daks ar 1995. Tad -y daks ar 3, &pec vai nu x, vai y
daks ar 3. B ka x + y = 1995, tad amtrs no saskamajiem x un y dais ar 3. Ldzgi
pierada, ka gan x, gan y dal ar 5; 7; 19. dtad gan x, gan y dad ar 35-7-19 = 1995.
Tatad x > 1995 un y> 1995 un x + y 21995. Ta ir pretruna ar nosgomu
X +y=1995.
43. Novelkam caur kojgo centru O taisni t, kas pag AD un BC un krusto malas AB un
CD attie@gi punktos M un N. Tkat1 CD, tad M un N ir attiexgi AB un CD viduspunkti.

A B

22 Ffm.
Tapec [ABCD] = 2[CNMB] = 4[COB].
1 1
Bet [COB] < EOC-OB = ER-r; maksinalais [COB] ir tad, kad CQ BO, un tad

1
[COB] = > R-r, bet [ABCD] = 2Rr. Skaidrs, ka tad
[ ABCD]  2R-r
BC

VRZ 12
Janoskaidro, vaiada sitdicija, kad CQL BO, noteikti iespjama. Paadisim, ka & ir.

Ja taisnsiris ABCD ir augsts un Saurs (t.i., AD un BC gamdatrodas uz taisnes t),
tad ~ BOC~ 18 kata zina «BOC > 90. Ja taisnstri pakapeniski paplasiam un
pazemiam, tad robezavokli BC un AD pieskaras makajai rinka Inijai; tad
ZBOC < 90. Starp Siem svokliem jabat tadam, kus £ BOC = 90.

44. Apltukosim visus afilumus starp pagsiemnemtiem dotajiem punktiem un atiaon starp
tiem vismazko. Pimmemsim, ka tas ir starp punktiem A un B. No visieinejpem dotajiem
punktiem atratsim to, no kura nogriezni AB redz visli&hja lenkT; pienemsim, ka tas ir C.

BC=vR%?+r?2, bet AB=
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Mes apgalvojam, ka punktus A, B, C vaemt par mekitajiem. Tiedm, saskaa ar
punktu A un B izeli AB < AC un AB < BC,; ta ka pret gaiiko malu atrodas liekais
lenkis, tad £ ACB nav liekiks ne par vienu no abienarpjiem, titad £ ACB < 60 un

tapec AnB <120° < ACB. Ja novilkis ripka linijas iekSpus butu kads dotais punkts X
“virs” taisnes AB, tad saska ar teoEmu par ieksjo lenki £ AXB > £ ACB - pretruna;
ja novilktas rinka fnijas iekSpus butu kads dotais punkts Y “zem” taisnes AB, tad

1 -
ZAYB > 5 ACB >%AﬁB = /ZACB - pretruna.

45. Ja ir &ds pulcp$, kuru apmekl visi skokni, viss kartiba. Piepemsin) ka &da pulcha nav.
Izvélamies vienu skeéhu «; pienemsim, ka tas apmekipulcinus A un B. dbut kadam
skoknam £, kura pulchu paris nav (A,B); & ka a un g jabut kogigam pulcham, varam
pienemt, ka f apmeké pulcinus A un C. Ir jbat skoenam y , kas neapmeé&lpulcipu A
(citadi visi apmekétu pulcipu A, bet & biitu pretruna ar pastvoto pimémumu); & ka » jabut
kopigam pulcham gan arx , gan arf, tad y apmeké (B,C).

Mg¢s apgalvojam, ka citu pulgi nav. Tiedm, ja kads apmeldtu pulcipu D un \&l
kadu pulchu X, tad arim (D,X) nevar lat kopigs pulchS ar griem (A,B), (A,C) un
(B,C) vienlaiagi.

Tapec katrs skains apmeld divus no trim pulaiiem A, B, C. Piaemsim, ka
skoknu ir n un katrs uzraksta uz atsédi$ zimitem savu pulaiu nosaukumus; kapr
n-2=2n Zmites, kas sadad pa 3 pulaiiem. Tapéc vismaz viena pulga nosaukums

1 2 .
uzraksits uz ne maik ka E-Zn = 3 n Zimitem. Sis pulays af ir mekkjamais.

46. Izdaam parveidojumus, apngjot doto izteiksmi ar S:

S=(a-yNB-yNa=6)p-8)=[af—(a+p)y+r°]-[aB—(a+p)5+5°]
Saskaa ar VjetateaFmu o+ =-p una - f = 1. Tapec
S=[1-(-p)-7+7%1-[1-(-p)s+521 =[y?+ p-y +1] - [ 6% + p5 +1]
Talak summas #rveido, pieskaitot un aémot vienu un to pasu lielumagdejadi
S=[7*+q-7+1+p-y-q-7]-[6% +05 +1+ ps - 5]
Taka y un § ir vienadojuma X + gx + 1 = 0 saknes, tad
y2+qy +1=6%+q5 +1=0.
Tapec, aizsijot izteiksne S attietgas summas ar 0, iagt
S=[0+y (p-qHO+5(P-a)] =y &-(d-Ppf.

Saskaa ar Vjeta teadmu y -5 = 1. Tapec S = (q - p.
47. Saskaa ar doto, katrs no sk@igm a; b; c; d, dalot ar 5, dod vienu no redagem
atlikumiem 1; 2; -1; -2 (atlikumu 3 aizgam ar -2, atlikumu 4 aizgam ar -1). PasSu skit
kombiracijas viek varam apskdt redu&to atlikumu kombiaciju. Ta ka (-1) var bivi
parveérst par 1 (mainotimi) un (-2) - par 2, tad varam uzskaka katrs no skdiem a; b; c; d
aizstits ar 1 vai 2. 3lak aplikojam 5 iespjas:

a) visi 4 skaiti aizsti ar 1; veidojam+1-1+1-1=0
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b) ir 3 vieninieki un 1 divnieks, veidojam + 1+ 1 +12 =5

c) ir 2 vieninieki un 2 divnieki; veidojam +1-1+2 =0

d) ir 1 vieninieks un 3 divnieki; veidojam - 1 + 2 +2 =5

e) ir 4 divnieki; veidojam+2-2+2-2=0

Ta ka aizstiSanas rezulta daliSaras ar 5 nemais, uzdevums atrisiis.

48. Savienojam gika centru ar vism daudzsdtra virsotrgm; kat@ iegataja trijstirt novelkam
augstumu no centra O pret daudeastmalu. Skaidrs, ka &ugstuma garums nav nalig par
R.

N 1 , . "
Tapec katra trijstira laukums nav maks parza-R. Saskaitot visus Sos laukumus,
iegastam

L>EaR+£ R+ +E R L>£(a+ +a) R L>EPR
—21 26\2 zan, —21---611 ) 5 )

. 2L
no kurienes R ?.

49. Pienemsim, ka vietgais turira laurats ir A. No pregja piepemsim, ka A zaugis
kadiem spgletajiem; apZmesim tos ar B, B,,..., Bk. Izvélésimies to no s@étajiem By, By,...,
Bk, kas_savstafgas sggles guvis visvaiek uzvaru; apanesim to ar B. Ms apgalvojam, ka B
arn ir laureats.
Tiesam, visi sgzletaji iedalas 3 grugs:

1)A,

2) speletaji, kurus A uzvagjis (apZmesim to grupu arC),

3) syeletaji, kam A zaudijis (By, By, ...,

By)
)
25.4m

Lai pieraditu, ka B ar ir laureats, apierada: ja B zaugis kadam B no By, B,..., By, tad
eksist tads B, ka B— B;— B;. Piegemot pretjo, ka &da B nav, iegistam: visus tos B
kurus uzvagjis B, uzvagjis ai B;. Ta ka B; uzvagjis aii pret B, tad sflétajam B grupas
{B1, By, ..., By} “iek8gja turnira” ir vairak uzvaru nek B; ta ir pretruna ar B iz&li.
Tatad ntisu pimémums ir nepareizs, un A nevienam nav zisd
50. Pavisam 3o virki$u ir 2'. Skaidrs: ja n=1 (apskanh virknites garura 1), varam izeléties
tikai vienu no am. Turpniak aplikojam ga@umu, kad n> 2.
a) Sadaim katru virknti divas ddas: pirmaj cipad un “ast”, kas sastv no (n-1)
cipariem. Da2du astu pavisam ir"2. Ja iz@lesimies vaiak par 2 virknitem, tad
divam no &m bas vieradas astesapéc tas at&irsies tikai ar vienu - pirmo - ciparuaT
nedikst bit. Tatad vaigk par 2! virknitem izvéleties nevar.
b) Pagdisim, ki var izwlaties 2 virknes. Ar materitisko indukciju pieadisim
apgalvojumu:
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Katram r>2 visas virknes garuim var sadat divas ddas A, un B, ta, ka katra dm
sasiv no tiedi 27 virknem un kata dda ietilpsto$as jebkuras divas virkneskids
viena no otras vismaz 2 vist

Baze, kad n = 2A,={00,11}; B,={01,10}.

Induktiva pareja ja A« un B - prastais sadajums virkrem ar garumu K,
aplikosim sekojoSas kopas:

Ak+1  Sasiv no viam Ay virkném, kam prieks pieraksita O, un vidm By virkném,
kam priekd pieraksits 1;
Bk+1  sasiv no viam Ay virkném, kam priekd pieraksits 1, un vidm By virkném,
kam priekd pieraksita O.

Skaidrs, ka, ja Aun B kopa satur visas '2virknes garura k, tad A1 un B
kopa satur visas '2virknes garura k, kam priek$ pierakstta 0 vai 1, t.i., visas‘?"
virknes garura k+1. Katras divas A1 virknes, kas “radd$” abas no g saw star@
atXiras tajs (vismaz digs) vietis, kuas atkiras to “astes” garumk; ja viena As1
virkne radusies no A bet otra no B tad s atiras ar pirmo ciparu ungvvismaz
viena vieta “as€s” (jo neviena virkne garuink nepieder gan A gan R), tatad ko
vismaz 2 vieis.

Lidzgi pierada, ka ar katras divas B virknes atgiras viena no otras vismaz
divas viets.

51.Pientram, &ds ir skaitlis 2>.3%%.5%,

52. Atelosim skaitus uz kadtem (a, &,..., &) ar taisndiriem; katrs taisn@tis sasiv no
zinama skaita veselu kvaatmu (skaita a vesel dda) un &l varbit kada iesvtrota taisnsiira
(skaifa a ddveida dda), sk.26.zim.

dy Az Ay e Ag
by P lm: [
b2 o
B ]
26, 7im. by,

Acimredzot, air i-tas kolonnas laukums, bef io vieribas kvaditinu skaits j-i josla.
Tapec a + ... + & > b+ bp + ... + I, un vieradiba pastv tad un tikai tad, kad
iesvitroto ddu nav, t.i., kad visi uz karthim uzraksittie skaiti ir natuali. (Patiesba
vienmer pastv vienadiba b + b+ ... + k= [a] + [a] + ... + [&)]).

53. Piemadisim vispirms, ka katrs no novilktajiem nogngZm sadais 4 vieradas ddas.
Ta ka MK||ACI||LN un KN||BD||ML, tad MKNL - paralelogram3apéc MN un KL
krustpunki daks uz pusm.
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27. 2m.

Atkartojot Sos spriedumus \is vajadzgajs viets, iedistam niisu apgalvojumu.
Lemmal Katra ¢etru “ratinu” veido cetrstirt diagorali pretgjo ratinu laukumu

summas ir viefidas.

Tas izriet no fakta, ka ar viediem cipariem 28.zzm) apZmgto trijstaru laukumi ir

viemadi (tiem ir vieradi pamati un kofgs augstums.)

’ﬂ%
A!}..

28. 2m.

Lemmaz2 Katra “ratinu” rinda laukumi veido aritrétisko progresiju; tas pats iriar
katra “ratinu kolonra”.

leswvitroto trijstiru laukumi 29 zim.) veido aritngtisko progresiju, jo pamati ir

vienadi, bet augstumi veido arittisku progresiju 30.zm.)

]
|

30, fm. b
Tapat ar neieswtroto trijstiru laukumi veido aritrétisku progresiju. Saskaitot divas
aritmetiskas progresijas, iagt aritnetisku progresiju.
Lemma3 Visas kolonras diferences ir vierdas, vigs rindinas - Gpat.
Tas seko no 1. lemmas:
S+ S=5+ G, tapec - S=5- S
Lidz ar to blakus koloras diferences ir vieadas; &tad &s visas vieadas.

|5}
31.zm. B

Tagad apumesim kreigis apak§jas ritipas laukumu ar S, ringli diferenci ar e,
kolonnu diferenci ar f. leggstam sekojoSuditinu laukumus 32.z7m.)
B L

(Se3f | Steraf {sezerar ]IL-'**#'”-'"

Se2f  |Sver2f '|5+J:-.-+zr1l‘.i-.‘-r+2l‘
I;ﬂ Sretl II Se20ef \ﬁﬁxﬂ"\
5 '.‘i-—q_- I _s;-rjr_llll y‘h-J
A 32 Am. T D
Visa cetrstira laukums ir 16S + 24e + 24f, badtru vicjo ratinu kogejais laukums ir
4S + 6e + 6f, t.i., ceturtdda no ABCD laukuma, k.b.|..
54.leverojam, ka

aXyt @Xot ... + axXs= (aXy+ @Xot ... + &Xs)1l =
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, , :(agx1+ggx2+...+agx5)(x1+x2+...+x5)=
=aXy Tt @X .. +&Xs (At @)XaXet (&t B)XaXst ... + (@t B)XaXs 2
> agxt+ @Xe F ... + &6
saskaa ar doto, kaja- g > 0, x> 0, x > 0.
55. Vispirms pafidisim, ka pragais ir izdaims, ja n das ar 3. Lietosim matefitisko
indukciju:
™
M - K

3% Am. ——
a) pie n=3 izim¢ tikai trijstira konftira,
b) pienemsim, ka pie n=3k ir uzmcta pra#ta slegta lauzt linija w, kas sadala nsi
a un $ikas un beidzas virsairA.

Skaidrs, ka ihija NMAwWANBKN sadala pragaja veida (n+3)-sfiri
a U AMNKB (33.zm.).

Tatad pie n = 1995 uzdevuma pitaas ir izpildimas.

Tagad pieidisim, ka citiem n pragis nav izpildms. Tadejadi tas nebtu
izdamams ar pie n = 1994.

Piememsim, ka prat slgta linija novilkta. Uz bidi pienemsim, ka esam
pieradijusi: ieditos plaknes apgabalus (trijsis un bezgado argjo apgabalu) var
katru nokasot baltu vai sarkanu,tka diviem vieadi nokrasotiem apgabaliem nav
kopigas malas. Tad katrs nogrieznis ir viena balta ienassarkana apgabala mala,
tapec visu sarkano apgabalu malu kopskaits adsnar visu balto apgabalu malu
kopskaitu. Bet visi apgabali,jemotargjo, ir ar 3 maim, turpret argjam apgabalam
ir n malas. legstam, ka ngdaks ar 3.

Atliek pieradit masu apgalvojumu par &sojuma iesgjamibu.

legutaja triangukcija eksis€ trijstaris, kuram ir divas daudZsa malas
(zimgjuma A -is «); ja tada nelntu, tad daudzata malu skaits neépsniegtu n-2, unat
ir pretruna.

Nokrasosim So trijgiri baltu, tam kaimios esoSos - sarkanus, tiem kaios
es0Sos - baltus, utt. Skaidrs, ka#dcda katriem diviem blakus esoSiem trijgem ir
dazdas kasas (kaimios jeb blakus esoSie trijst ir trijstari ar koggu malu), jo katra
diagorile pardala daudzsti divas ddas, kuam citu kopgu nogrieAu bez &
diagoriles nav.

Lai krasojums latu pabeigts,gpamato, ka visi “uzrpusi” izejoSie trijstri bas
viema krasa (tadargjo apgabalu vass nokasot pregja krasa).

Pienemsim, ka eksistdivi “uz arpusi” izejoSi trijstiri pregjas kiasas. Tad
eksist afi divi Sadi trijstari ar kogEju virsotni. Ta ka starp trijsiriem kiasojuma
pretrunu nav, tad Sajvirsotre starp tiem ir €l para skaits citu trijgtru (lai vagtu
realiztieskedite bsbs...bsbs trijgtu krasam ap doto virsotni).

Tas nommg, ka no $s virsotnes pavisam iziet rigp skaits nogriegu (35.zzm.).
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%
5
35.21m
Bet & nav taisfba: visi nogriegi ir uzzimeti, novelkot stégtu lauztu iniju, kas
katra virsotre tik pat reizu ieiet, cik noas iziet; ipec kata virsotre “satiekas” fara
skaits nogriegu.
legita pretruna pada, ka vats nokasot ar argjo apgabalu un pabeigt
krasojumu.
56. Vienadojumu varam firveidot par
sin? x+ cos? X
Sin X Cos X

4SNXCOSX =

jeb (2sinxcosxf=1, jeb sin2xF1. Tad 2x=§ +7-n, x=%+%-n, neZ.
Visas \&rtibas pieder defiicijas apgabalamatad der par sakm.
57.Dosim divus atrisigjumus.

A. leverosim, ka

13+ 23+...+r?:{@} 1)

2 2 2
Lp=n (n+1) (122n +2n-1

un P+ 22+ ..

(2)

(1) pieradisim ar materatisko indukciju.

2
1
Baze, ja n=1: Tiedim 3= F(—;])} =1.

Indukfiva pareja: Piememsim, ka vieddiba (1) izpildis, jan =k, kZ:
P+ 2+ +K= {@T; (*)
japierada, ka vieadiba izpildas af, jan =k + 1:
P+ 2+ + K+ (k+1)= {WT (5).

Pedgjas vieradibas ¢+*) kreisais puses pirmos k saskaitos aizvietosim ar vieadlibas ¢)
labo pusi. Izdarot sekojoSusrpeidojumus, iegstam:

P+2B+. + KR+ (k+1)3:{@} + (k+1)=

(k2+4k+4j k+2j2:

= (k+1)2([g}2+(k +1)J =(k+2)° :(k+1)2(

2
Izmantojot materitisko indukciju, piekdisim af (2).
1A+)2(2-1°+2.1-1) 4.3
12 12

2
:{W} jeb tiedim izpildas vieradiba ) un (1).

Baze, ja n=1:Patieim, = 1.
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Indukfiva pareja: Piememsim, ka vieadiba (2) izpildis, ja n =k, kZ:
2 2 (51,2
6 = ke(k+2) (122k +2k-1) ).

15+ P+ +

Japierada, ka i izpildas af, jan =k + 1:
(k+1)%(k +2)? (2(k +1)2 + 2(k +1) - 1)

P+ 2P+ + R+ (k+1)= T ().
Vienadibas §+*) kreisis puses pirmos k saskaitos aizstj ar () labo pusi. Iznesot pirms
o (k+1?
iekavam BETEE legist:

k2(k +1)2(2k? + 2k —1)
12

= KD i 2k 1) + 12k + 1Y),

12
(k +1)?
12

1P+ 2+ + KR+ (k+1f= +(k+1p=

Ta ka reizinatajs kopigs (*) alam pugm, tad pietiek pieadit, ka
K222+ 2k - 1) + 12k + 1)°= (k + 2F(2(k + 1} + 2(k + 1) - 1).
To piefada, atverot iekavas un savelkmtzigos locekus, idz ar to iegstot, ka vieadibas
abas puses viadas ar sekojosu izteiksmi:
2k*+ 141K + 35K + 36k + 12.
Vienadiba ¢), lidz ar to arviemadiba (2), piefdita.

Tai pa& laika zinams, kal+2 + ... +n =n(n_+1)

ir vesels

Lai pieaditu a) ddu, atliek piefdit, ka algebriskais dalims _n(n2+1)

skaitlis visiem n. To pi@da, %irojot gadjumus, kad n ir fra vai nepra. b) d& bez tam
n(n +1)(2n2 +2n-1)

6
atseviki variantus, kad, dalot ar 3, n dod atlikumu @ai 2.

japierada, ka ar

ir vesels skaitlis katram n. To paela, apiikojot

B. Maz ticams, ka formula (2) 5.pgu summai vatu plasi it zinama. Dosim citu
risinajumu.

. n(n+1)
Atzimgsim, ka 1 + 2 + ... + n

un skaili n un n + 1 ir savstagj
pirmskaiti. Tapec pietiek atsevi§ pieradit, ka £+ 2+ ... + i dahs arg unn+1(an-

para skaitlis) vai ar n unnTJrl (ja n - nepra skaitlis).

Pienemsim vispirms, ka n -gpa skaitlis. Tad grugam sekojosi:
P+2+ . +0=(LC+m)+ P+ (n-1)) +...;
katra fira summa dab ar 1 + n, jo &+ b° = (a + b)(4- &b + &b’- ab’+ b’).
Apzimgjam n = 2k; tad

P+2+. . +0=L+n-1N+E+(-2F) + ...+ (k- 15 + (k + 1)) + K+ (2k)°.
Ta ka katras iekavas d&8 ar n, tad visa izteiksme dalar k, t.i., arg.

agad piaemsim, ka n - nggpa skaitlis. GrupSana
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S=@®+(-1N+E+ -2 +..+n
paidda, ka S dak ar n; & ka vidgjais starp skaliem 1; 2; ...; n irnTJrl, tad grupsSana

5
S=(@P+m) +(2+(-1)) + ... +(n7+1j

pamda, ka S dak arnTJrl. Uzdevums atrisits.

58. Sekojoa 1.slema (pa kreisi - apakfais shnis, pa labi - aug$ais) pafda, k& no CiIBAM
var salikt paradlskaldni ar izngriem 2x4x4. Skaidrs, ka no diviemadiem paraidlskalchiem
var salikt kubu 44x4; saprotams, ka tas ir makais nociBAM saliekamais kubs.

2|2 11214 2121414 112]12]6
1 4 1 114416 1]15]5]6
1 4 4 1[{3]3]6 31313]3
313 31314 2.shema
1.shéma 26 Fim

Pieame. Ja salikts jebkurs pasddkaldnis ar izrariem axbxc, tad, protams, var salikt
kubu ar &autnes garumu abc (“plataim janem ab paralskaldgi, “dziluma” ac
paraklskaldhi un “augstuma” bc paraélskaldai). Tam var izmantot, pieénam, 2.skmu,
kur pagdits, ka salikt “mazku” paraklskaldni 2<3x4.
59. Pieradisim, ka nav cileka, kam ir tikai viens paza. Tiedm, ja cilekam A viengais
pazipa hitu B, tad B jpazst af jebkuru citu cihngku C (jo A nepaist C, tad A un C jbut
kopigam paziam, bet ads var Iat vierigi B). I1zmak, ka B pazst visus - pretruna.izgi
pierada, ka nav arcilveka, kam nav neviena paas. Tatad katram ir vismaz divi pagas.

Piememsim no prejfa, ka pazsanos summa S ir mika par 72. T ka S-fara
skaitlis (katra paiBaris ieskaiita tap divas reizes), tad S 70. Saskaa ar Dirihle
principu kidam cilvekam (sauksim to par profesoru) ir tieSi divi paa (sauksim tos par
docentiem). Br¢jos 22 ziratniekus sauksim par rastriem. Neviens mgstrs nepaist
profesoru, apec katrs maistrs pazst kadu no docentiem. apéc docentu pasanos_ar
magistriem kopskaits ir vismaz 22, bet docentu vipaZzSanos kopskaits ir vismaz
22 + 2. hpec pilnigi visu pazSanos kopskaits ir vismaz

2(profesoram) + 2(docentiem ar profesoru) +
+ 22(docentiem ar nggstriem) + 222 (mazistriem) = 70.
Redzam, ka citu pa&anos bez métajam nevar lot, tatad
1) docenti savstarf nepazstas,
2) katrs mgistrs pazstams ar vienu docentu,
3) katrs mgistrs pazstams tieSi ar vienu citu iatru.

Ar vienu no abiem docentiem; [paZstami vismaz 11 mastri. Lai docentam b
butu kodgi pazhas ar katru no ngstriem, katram no P“apakSmaistriem” japaast
kadu Dy “apakSmaistru”, pie tam katram citu (jo katrami@RpakSmaistram ir tieSi 2
pazipas). Tapec gan O, gan D katrs pazst tieSi 11 mgistrus, kas savstar@ paZstas
pa fariem (viens no B grupas, otrs no fyrupas). Bet tad, ja divi isstri (viens no R
grupas, otrs no ggrupas) viens otru nepat, tiem nav kofga pazinas. Pretruna.

Tatad niisu pimémums nepareizs, un=s72.
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=1, 2=1+1;, F3=1+1+1;, 4&£1+1+1+1=4=1+3=3+1;
5=1+1+1+1+1=1+1+3=1+3+1=3+1=1+4=4+1,
6=1+1+1+1+1+1=1+4+1=4+1+11+4=3+3=
=3+1+1+1=1+3+1+1=1+1+3+1=1+1+3,
tad redzam, ka;& 1; =1, a=2; =4, &= 6; & = 9. Lidzgi iegastam a= 15, @ =
25.

60.Taka 1

Rodas hipdize, ka a,= F?, &ns1= FaFnes, kur R Fi For ... ir Fibonai skaifu
virkne: =1, R =1, k2= K+ R+ Pieidisim to ar matedtisko indukciju.

Pieadijuma galveno lomu sgiés sakaiba

a, =a,, +a,; +a., (n>4).

Tiesam, skaitli n izsakas summa var akties ar saskamo 1 (tad atlikuSo
saskaiimo summa ir n-1,apec summu skaits ir@), ar saskaiimo 3 (&du summu
skaits ir a.3) vai ar saskaimo 4 (du summu skaits ira).

Baze.Apgalvojums pareizs pie n=1; 2; 3; 4; 5; 6.

Pareja. Piepemsim, ka apgalvojums pareizs visiem indeksiem,rkagki par n.
Aplikosim &. Sgirosim divus gagumus:

a) n - para skaitlis, n=2k. Tad
=1t 3t ha= k1t D3t k4=
= k1)1t k21T k2=
= RerFu+ Rz P+ Feo”= RerFot ez (Fe + Fe2) =
= herFe+ ReoFe=
= P (Fer + Fe2) = R
b) n - nepra skaitlis, n = 2k + 1. Tad
= ok + k2t dka= R+ Fer” + FeaFea =
= R+ Raa(Fet Beg) =
= R+ FerF= R(Fc+ Fer) = FieFn
Induktiva pareja izdatta, apgalvojums piadits.

LATVIJAS 45.MATEM ATIKAS OLIMPI ADES 4.KARTA (61.-65.)

61.Pienemsim, ka izveidota skéit virkne
Moy M=2rp- 1, =2 - 1; g=2rp- 1; ...
un pie tam f(g) = .
Pieadisim, ka f(n) = nw+1 . Lietosim matemtisko indukciju.
Ja k=0, apgalvojums pareizsaldk piepemsim, ka f(g)=nm+1. Tad
f(Nm+1) = f(f(N)) = 4nn- 3 = 2(2Np- 1) - 1 = 2nNpe1- 1 = Nnap, KDL
Izveloties = 64, saskad ar doto A= 2:64 - 1 = 127, un tigén f(64) = f(F) = 2'- 1 =
127. Tapec iegistam g = 64; n = 127; n = 253; n = 505; n = 1009; s = 2017; B =
4033; = 8065.
Tapec f(8065) = g= 28065 - 1 = 16129.
62. Naturalam skaitlim n ar B(n) apmésim @ balto daitaju skaitu, ar M(n) - melno dedju
skaitu. Defirgsim S(n) = B(n) - M(n).
Piememsim, ka pun rnp ir savstarpji pirmskaiii un n = n-ny; apaZmesim ar d
kadu skaita n nepra daitaju. Acimredzot d = gd,, kur d,un @ ir attieagi skaifu m, un
n, negra daitaji. Ar1 otradi, ja dun & ir attiedgi skaifu m un rp, negra daitaji, tad
di-dz ir n nepra dattajs.
Izsekojot atlikumiem §c modda 4, viegli seciat:
e jad - balts, tad dun & vai nu abi balti, vai abi melni;
e jad-melns, tad viens nqdn & ir balts, bet otrs - melns.
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Ar1 otradi, ja dyun & krasas salt, tad d ir balts, bet, ja &f$as, tad melns.
No Sejiens seko, ka
B(ninz) = B(m)-B(nz) + M(ny)-M(ny),
M(n1ny) = B(m)-M(n2) + M(ny)-B(ny).
Tapec
S(mnz) = B(m)-B(nz) + M(ny)-M(n2) - B(m)-M(n2) - M(n1)-B(n2) =
= (B(m) - M(n)):(B(n2) - M(ny)) = S(n)-S(rp).
Tapac apgalvojumu S(n} O pietiek piedit pirmskaitu pakipem p~.
Jap=2,SN)=1-0=1;japirfoamt+1,t=1;2; .., tad vig‘ daftaji ir
balti, apec S(n) > 0; ja p ir form 4t + 3, tad p dalitaju virkne 1; p; f; ... balti un melni
dalitaji izvietojas parus, ipec S() = 1 vai S(f) = 0.
63. Vispirms pieadisim nevieadibu, ja n=3:
X1, Xp X3 Xp X3 X3 _
X2 X3z Xg Xp Xz X3

_ x12x3 + x22x1 + x32x2 — x22x3 — x32x1 — x12x2 _
X1X2X3

(x3—x1)(x3—x2)(x2—x1)>0
X1X X3

Prasto iedisim, saskaitot neviadibas

X{ Xy X3 _ Xy, Xz X

21,22 235722 23, (X1, X2, X3)
Xy Xz X3 X3 X Xg
X{ X3 Xg_ X3 X4 X
MM, 283, 24723, 724 2 (X1, X3, Xa)
X3 Xg4 Xqi Xi Xz X4
Xy Xg4 Xg_ Xq Xg X
21,74, 255,724,205, A1 (X1, X4, Xs)
Xa X5 Xq; X Xag Xg

X Xpq X X X X
_71 n-1 _nZL1+_n+_l (le Xn-1, Xn)
Xp-1 Xn X Xg Xpago Xp
64. Apskatm rinkT ievilktu regukru 14-sfiri. Masu mekéjamais trijstiris ir ABC.

A=K | 1 &g

No teoemam par iek§jo un éréjb Iegki seko,' kaAABC augstumi atrodas uz ta&n

a1Pe, asPs UN oePs.
Apzimesim to krustpunktu ar H37.zm.).
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. N - 1 .
Apskatsim homottiju ar centru H un koeﬂmentua leverosim, ka Bios -

diametrs, apec aesPillonH ; pec teoemas par lokiem starp pag&m hordim Ho|jouiBa.
Tapec HayPios - paralelograms, ufi; atélojas par AB viduspunktu.idzgi iegistam,
ka B, at€lojas par AC viduspunktu uis, at€lojas par BC vidupunktu (attieg
paralelogrami k205 un HogPaots ).
Zinama teoéma, ka punkti, kas simetriski ortocentram att@qret maim, atrodas uz
apvilktas rinka linijas. No Sejienes sea@im, ka3 at€lojas par augstuma BH pamafl,
- par augstuma CH pamafis - par augstuma AH pamatu.
Tatad nus interegjoSie 6 punkti irf1, B2, B3, B4 Bs, Be homottiskie attli. Atliek
ieverot, kapiB2PBsP4PsPeP7 ir regubirs septistiris.
65. a) ne. lzvéletu 10 skailu gadjuma butu 2'° - 1 = 1023 netuk3as apakskopas, bet
apakskopas elementu summa S ir ridéuskaitlis, kas noteikti apmierina nevielibas 1< S
<990.
Tapec starp apakSkam bis divas ar vieidam sumnam.

b) ja, var. Piemdram, varam izglcties skailus
3.2% 32% 32% 32% 324 32°% 32°-1; 32°+1.
C) ¢, nevar.
Pienemsim no prefa, ka esam izslgjuSies 9 skaltis
< < B< U< ... <@< .
Aplakosim vispirms apakskopas, kas satur 3; 4; 5 wefhentus. du pavisam

C3+Cg+C3+C§ =84+ 126 + 126 + 84 = 420,
Ta ka visam dm apakSkopm summas dazlas, tad lielka summa prsniedz
mazko vismaz par 419.4pec
(utat+tataytata)- (@t ata) =419
Tagad aplkosim apaksSkopas, kg ir 2, 3 vai 4 elementi, kuri nav nz par a,
un varhit vel kadi citi. Tadu pavisam ir
2%.(C2 + C + C2)=8(15 + 20 + 15) = 400.
Lidzgi ka ieprieks iegstam
(Bt d+ay+a+atatad)-(at+a)=399.
Saskaitot iegtas nevieadibas, iegstam
2(a+ o+ a3+ &) > 818
g6+ oyt at+ =409
Ja a< 100, tada nevar lt. Tiesm, ja & < 100, tad a< 99, g < 98, g < 97, &ipec
pta+at+ta< 100+ 99 + 98 + 97 <400 - pretruna.
Tatad miisu pimeémums nepareizs un 9 sKag ar pragajam ipasbam izvelcties nevar.

LATVIJAS 22. ATKL ATA MATEM ATIKAS OLIMPI ADE (66.-85.)

66.Ja viemdojumiem X + 2ax + 5= 0 un ¥+ 2bx + é = 0 katram ir divas da#las saknes,
tad to diskriminantiemapt lielakiem par O:

%zaz-b2>0un%:b2-c2>0.

No §m alam nevieadibam seko, ka
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%+% =a2-b2+b2-02=a2-02>0.(1)

Aplikojam vieradojumu X+ 2cx + &= 0.
Ta diskriminants% = & No (1) seko, ka%< 0. Tatad $im vieadojumam tiedm

sakgu nav.
67.Visus 1995 skalus sadakim 997 grups. Pirmaj grup nemsim tikai skaius 1, 2 un 3.
Talakas grupas veidoge viena principa - otrajgrum nemsim 4 un 5, treSagrum nemsim 6
un 7, utt., 997.grupnemsim 1994 un 1995.
Ta ka grupu skaits ir 997, bet izketo skaitu skaits ir 998, tad noteiktitls divi
tadi skaifi a un b, kas atrasies viea grug.
Acimredzami, ka pirmaj grupa katriem diviem skaliem lielakais kopgais
dalitajs ir 1. Tatad, ja abi skalt a un b nokuvusi Saj grupa, prastais izpilds.
Aplikosim @rgjas grupas. Tap viss atrodas tieSi divi blakusesoSi natur
skaifi. Apzimésim tos ar k un k + 1. Riemsim no preja, ka Siem skaltem ir kads
kopigs daitajs d > 1. No skalti daimibasipa3bas tad seko, ka So sKaitstarpba (k +
1) - k=1 ardaks ar d. Bet 1 das tikai ar 1 < d. Ipec iedita pretruna.
Tas nomng, ka, ja ar skaili a un b nokuvusi kada no grugm, kas nav 1. grupa,
to lielakais kopgais daitajs bas 1.
Tatad starp izeletajiem 998 skaltem his vismaz divi ar lielko koggo daitaju
1.

68. Trijstara laukumu apkina gec formulas & = %absinz C. Ta ka dots, ka = 2, tad

%absinzc =2jebaksins/C =4.

C
VAN
38.Am B c A
Ta ka |sin/ C|< 1, tad |ab} 4. Ta ka trijstara malu garumi ir poZii, tad
ab>4 (1)
Pienemsim no prefja, ka b < 2. & ka dots, ka & b, tad ara < 2, bet tad ab < 4, kas ir
pretrur ar (1). Tatad b> 2, k.b.].
69. a)Der skaitlis 1213121, jadzsvaroti ir skait
12131211
12131212
12131213,
b) der skaitlis 121312141213121512131214121312Tpigvakstot gal 1, 2, 3, 4 vai 5,

skaitlis Kast lidzsvarots:
12131214121312151213121412131211

12131214121312151213121412131212
12131214121312151213121412131213
12131214121312151213121412131214
1213121412132121512131214121312145.
c) Lai pieraksitu skaitli, kas der Sajgadjuma, ieviegsim sasinajumus.
Skaitli, kas degja a) gadiuma, apaZmesim ar X. Tad b) piedra defigo skaitli var
pierakstt X4X5X4X. So skaitli apmmesim el 1sak - ar U.
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Tada gadjuma mekktais c) piemdra skaitlis (apunésim to ar A) s@sinata

pieraksi izskatis $&di:
UeU7U6UBUBU7UGUIUEU7UBUBUBU7UGU
Pieiadisim, ka Sis skaitlis der.

Ta ka skaitlis A g@kas un beidzas ar Uatad ar - sskas ar U pirmo pusi un
beidzas ar U otro pusi), tad skaidrs, kaageeliekot 1, 2, 3, 4 vai 5, i@tpis skaitlis fas
l[idzsvarots - gluzikb) gadjuma. Atskiriba no b) piemdra Seit U kopgm pa vidu
saraksti vél citi cipari, bet tasibzsvarotbu nemaina, jo tieidzsvaroSahneiesaists un
to neietekr.

Ja skaitlim A gal pieraksta 6, tad ab pusgs tasidzsvarojas ar U6.

Ja skaitlim A gal pieraksta 7, tad ab puss tasidzsvarojas ar U6U7, ja - 8, tad
lidzsvarojas ar U6U7U6US8, bet ja gahksta 9, tad skaitlisdzsvarojas ar fragmentiem,
kas ir vieradi ar pusi no skdia - U6U7U6U8U6U7UGBU9.

Tatad tiedm skaitlis A der.
70. 1) Piepemsim, ka visu triju rka liniju krustpunkti atrodas trijgta iekSie@. Bez tam
AABC iek&jos lepkus apzmesim ar o, B unvy, bet lekus ZNOK, ZNOM, ZKOM
attieagi ar x, y un z (sk.391m.).

Uzzmesim divas no gika linijjam, par kuam zinams, ka &s apvilktas ap\AMN
un ABMK un krustojas punktos M un Oaflad &s ir apvilktas arapcetrstiriem AMON
un BMOK. Bet no seko, ka $@etrstiru pretjo lenku summa ir 180jeb y +o = 180
un z +f = 180. Tadgjadi

y=180-0o un z=18B-p (1)
Aplikosim lexki x. To var izteikt & x = 360 - y - z. No (1) seko, ka
x=360- (180 - a) - (18- B) = +B.
Aplakosim summu x 4 = o + B +y = 180 (ka trijstira iek$jo lenku summa). Betitir
afn cetrstira CNOK pretjo lenku summa. Tas nan¢, ka ap Sccetrstiri var apvilkt
rinka niju. Bet no &, savukirt, seko, ka a@\CNK apvilkta rinka lnija iet caur O, jeb
visas tfs rinka linijas krustojas vienpunk#, k.b.|.
2) Pimemsim, ka divu rika lniju krustpunkts atrodas trijgia arpus. Te hitu jaskiro
gadjumi atkafba no f, kura vieta Sis krustpunkts atrodas.idz ar to atkirtos af
pieradijumi. Aplikosim tikai vienu no iesgamiem gagumiem Ek.40.z7m.)
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levieSam apingjumus o, B un y lenkiem ZA, ZC un ZB un divu rika fniju
krustpunktu apmmgjam ar O.
ZMON = ZMAN = q,
jo balstis uz vienu tika linijas loku. & paSa iemeslaztl
ZKON = ZKCN =p.
Bet /MOK = ZMON + ZKON =a + .
Aplikojamcetrstiri MOKB. Ta pretjo lenku summa ir
ZMOK + Z/MBK = o +f +y =180
(ka trijstara ABC iek$jo lenku summa).Tas ndxe, ka apcetrstiri var apvilkt rigka
Iiniju. Bet idz ar to ap\BMK apvilkta rinka linija iet caur O.
Tatad tiedm visas ffs ripka lnijas krustojas vienpunka.
Gadjumi, kad divas rika lnijas krustojas uz trijgta malas, ir jau apski&b
gadjumu robezsitacijas.
71.Pec dot var sasidit vienradojumu sistmu:
{Zk + 3+ 5= 53
k+5+d=91
(ar k, t un d apmejam attie@gi krega, terbuka un dillera cenu).
Pareiziram pirmo vieradibu ar 2 un atemam noas otro vieadibu, &dgjadi iegastot:
2:(2k + 3t + 5d) - (3k + 5t + 9d) =23 - 91
4k + 6t + 10d - 3k - 5t - 9d = 106 - 91
jeb
k+t+d=15
Tatad viens k&gs, viens terbuks un viens dillers komaks 15 sarimus. Uzdevuma
nosagumus apmierina, pienam, k =4;t=5; d = 6.
72. a)Vispirms pie&disim sekojoSu sakdou:
ja aun b ir natati skaitli, tad
S(ab) < S(a)S(b). ¢)
lzsaka a forma = @+ a-10'+ ... + 810" un
b forma b = ky+ by-10' + ... + b,10™
Lidz ar to reizigjums ab izsaks ka
(ao+ a-10' + ... + &10")-(bo+ by-10" + ... + B, 10™) =
= o+ (aoby + aulo)- 10"+ (aob + aby + abo)- 107+ ... + by 10™™
Ja visi ieg@tie koeficienti pie skald 10 pakpem negirsniedz 9, tad reizinot na#ls
parnesums nenotiek, t.i., iatf skaila ciparu summa viada ar sekojoSu summu:
S(ab) = gho+ (ab1 + abg) + (ab, + aby + &bo) + ... + abm =
=(ptat..+taq)(be+b+..+h),
bet tas noimg, ka S(ab) = S(a)S(b).
Tagad pasrosim, kas notiek, ja reizinot rodasids @Ernesums, t.i., &ds no
aplikotajiem koeficientiene10.
Tada gadjuma skaifa k + ki10™+ ... + k. 10" pieraksi eksist kads k> 9. To
pieraksisim ka 10 + @ pie tam a> 0. Tad
ki-10 + kir1-10*" = (10+8)-10 + kis1-10*" =
=a-10+ (ka1 + 1)10™
Ka redzams,itlz ar @rnesumu ciparu summa ir magjusies, jo
Ki+ ki1 =10 + a+ kis1> a8 + ks + 1.
Bet tas noumng, ka S(ab) < S(a)S(b).
Tatad jebkus gadjuma ir speka (), ko af gribéjam pieiadit.
Talak izmantosim to, ka Hiu pievienoSana skéét ciparu summu nemainapec
S(n) = S(100).
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Tagad izdasim sekojoSusgsveidojumus, izmantojot afx) :
S(n) = S(1000) = S(1258n) < S(125)S(8n) = 85(8n),

Iidz ar to ir ie@ts, ka{—ls-S(n)g S(8n), k.b.j.

b) Ar A apAzmasim patvédigu skaitli forma 12510, kur k - vesels, nenegas skaitlis 0,
1, 2, ... . 8da forma var uzrakst bezgaigi daudz daddu skaifu, jo k nmes varam
patvdigi izveélcties.

Viegli ieverot, ka A ciparu summa S(A) =1+ 2 + 5 9k8.

Ja A pareizina ar 8, iggt skaitli 100010 = 103, Sim skaitlim, savudet, ciparu
summairl (S(8A) =1+ (k+3=1).

Tatad tiedm S(8A) % -S(A) = 1.

Ta ka A vargja izveleties bezgabi daudzos veidos un A ir natls skaitlis, tad
Iidz ar to arbezgaigi daudziem natdtiem n pasiv vienadiba

s(8n) :%-S(n), k.b.j.

73. Pienem, ka uzAABC makm konstr@tie reguérie trijstari ir AABD, ABCE un ACAF
(sk.41.zim.). Apvelkam rika linijas apAABD un ABCE. To krustpunktu apme ar O. Ta ka
2/ ABC<12(, tad O atrodas/ ABC iek$pus, ta ki £~ AOB + ~BOC = 248 > 180 (sk.
talak), tad O atrodas ABC iekSpus.

Ta ka apcetrstiri ADBO ir apvilkta rinka linija, tad & pre€jo lenku summa
Z/ADB + ~AOB = 180.
Ta ka AABD ir regulars trijstiris, tad ~ ADB = 60, tapac
ZAOB =180- ~ ADB = 180- 60°= 120.
Analogi piesida, ka ar ~ BOC = 126.
Taka ZAOB + /BOC + / COA = 360, tad ar
Z/COA=360- ZAOB - #BOC =360- 120 - 12¢= 120.
Apliko cetrstiri AOCF. Ta ka £ COA = 120 pec tikko piedita un ZCFA = 60 ka
regubra trijstira legkis, tad
Z/COA+ /CFA=120+60=180.
Bet @ ir ¢etrstira AOCF pretjo lenku summa, apéc ap AOCF var apvilkt nika fniju.
Si rinka finija ir afi ACAF apvilkéa rinka finija un bez tam iet caur punktu OadEjadi
patiedm visu konstrato reguéiro trijstiru apvilkias rinka finijas krustojas vienhpunka
O, k.b.j.
74.Pieadijuma tiks izmantots sekojoss fakts.

Ja dota aritretiska progresija ar diferenci t, tad no tiggem natuiiliem skaitiem

ne vaiék ka viens skaitlis pieder dotajai progresijai.
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Ja pi@emtu, ka ir vaigkk nela viens dotajai aritigtiskajai progresijai piedeross
skaitlis, tad stara starp Siem skdiém itu mazka par t. Bet tas nevamb jo tada
gadjuma an aritmetiskas progresijas diferenceiitu jabat mazkai par t.

Tatad, ja apikotu kt se@gus natuilus skaitus, no tiem btu ne vaidk ka k
skaifu, kas piedetu dotajai progresijai.

Tagad aplkosim skailu intenalu [1; abcde], kur a, b, c, d, e ir uzdevaaioto
aritmetisko progresiju diferences.

Ta ka pirmas progresijas diference ir a, tad @q@taj skaifu intenala ir ne vaiék
ka bcde skaiu, kas pieder Sai progresijai. Otrajai progreqig diferenci b), savuikt,
pieder ne vaitk ka acde sintenala skaitu. Lidzgi secina, ka 3., 4. un 5. progresijai (ar
diferen@ém c, d un e) pieder attiggg < abde < abce urx abcd skait no § intenvala.

Pat ja pieemtu, ka visi dadapm progresgm piederoSie skditir dazdi, tad to
kopgjais skaits apikotaj intervala batu

< bcde + acde + abde + abce + abcd = atgeld'e—:ll:-)-i-—l-i-—(:;-f-—]g .
a C

Pec uzdevuma nosgamiem

1 11 11

—+—+—+—+-<1,

a b c d e
Iidz ar to ar dotajp intenala visam pie@am progresi@m piederoSo skdit skaits ir <
abcde.

Bet, & ka tika apfikots intendls [1; abcde], kit pavisam ir tieSi abcde nafilu

skaifu, tad, aomredzot, pat jau Sajntenala eksist tads natudls skaitlis, kurs nepieder
nevienai no mietajam pie@m progresgm.

75. Pienemsim, ka krustpunkti, ko iagt, velkot parallas taisnes cauAABC virsotrem A, B
un C idz So virsaiu pre€jam mabkm vai to pagarimiumiem, apmmeéti attieagi ar A, By un
C; (sk42.zm.).

A

B

C

42 Fm
Tas nozmg, ka ppierada vieradiba

SAA]_B]_C]_ =2 SAABC .

Cy

Tad Sagc var izteikt ka
SaBc =SaaBB; +Sices, 1),
savuldrt Sya.p.c, =SaaBB tSaceB TSsace (2
SiasB, =Ssa,Bs,» J0 to pamats BBir kopigs un augstumi pret So pamatu gatns

starp parallajam taisrtm AA,|| BB,) vieradi.
Analogiski secina, ka Sgz = Ses, -

Tadgjadi no tikko ieditajam vieradibam un (1) un (2) seko:
Sanec =Sanes; +Sicer, =SB, TSiciBB, 1€D

SaaBic; =SaaBB; TS4cBB; TSaAcB = Sanec +Saacs (*)
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Talak apliko AACC; un AA;CGC,. Tapat K ieprieks atkal var secity ka ar So trijstiru
pamats ir kopgs (CG), un augstumi ir vieadi, jo tie ir atalumi starp viedm un &m
pad&m paratlajam taisiem (AA4|| CG). Tapec

Saacc, =Sace 3).
No (3) alim pugm ahemot S ABCC, » legistam

Saasc =SaaBc; -
Lidz ar to ar () var @rraksit sekojosi:
SaBic; =Saasc +SaacB =Sansc +Saasc =2-Saasc Kbi.
76. Aplukosim grafikus, kdi veidotos koordiatu plakrg, ja sisEma visos vieadojumos=*
aizvietotu ar =.

Pirmkart, visu So vieadojumu grafiki litu taisnesNemsim \éra, ka, ja* vieta
butu >, tad nevieadibas visi atrisigjumi izvietotos vie pus no taisnes, savak <
gadjuma visi atrisirajumi atrastos taisnei oti@pus.

Tagad aplkosim, cik ddas taisnes sadala plakni. Jatu tikai viena taisne, tad
plakne sadaios divas ddas.

Ja lmtu divas taisnes, tadiktos &kirot gadjumus, kad abas taisnes ir palas - tad
plakne tiktu sadala 3 ddas, savukrt krustiskas taisnes plakni sadala fada

Ja diam taisrgm pievienotu @l tresSo taisni (kas s tieSi ar interes), tad atkaiba
no taifiu novietojuma vaitu irot 4 dazdus gagumus €k.43.zzm.), kuros plakne tiek
dalita attie@gi 4, 6, 6 un 7 das.

o [ b

2

1 2/ 2\ 1 1
3,/6 o

3
Y 4/ 3
43 #fmn

Tadgjadi lielakais apgabalu skaits,atos mis interegjoSas tfis taisnes sadala
plakni, ir 7. Pie tampemsim \&ra - kat@ apgaba esoSie punkti (x; y) kalpo ak
atrisirajumi musu nevieadibu sisémai ar ciidu < un > mmju kombiriciju, t.i.,
piengram, nosaiti 1. apgaba vartu atrasties visi atrisijumi nevieradibu sisémai,
kura visas* aizstitas ar >, 2. apgaliat pirma * aizshta ar <, bet fxgjas * aizsttas ar >,
3.apgabal - pirmas divas ir < un tikai gdgja ir >, u.tml.

Ja aplko gadjumu ar vislietko, t.i.,, 7 apgabalu skaitu, tad ¥iplakre iesgEjams
izvietot atrisirsjumus no triju neviefdibu sisemam ar ne vaik ka 7 dazdam < un >
kombiracijam.

Talak uziaditas visas iesjjamas < un > kombiacijas atkaiba no @, kada se@ba
trijas nevieadibas s tikuSas ievietotas.

> < < < = = = <
> > < < < = < =
* * = < < < = <

Ka redzams, iesgfamo kombimaciju skaits ir 8, bet maksi@hais apgabalu skaits ir
7. No & var seciat, ka eksist tada < un > kombificija, kura noteikti neietilpst to
kombiraciju skaif, kas dod nevietdibu sisémai atrisirjumus; tas namg, ka * vieta
tiesam var ievietot < un >at lai ieditajai nevieadibu sistmai neliitu atrisirgjuma, kbj.
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77. Lemma. Ja X ir natals skaitlis, tad x un x+1 ir savsta&jppirmskaifi, t.i., tiem nav
neviena kofa pozitva daitaja, iznemot 1.
Pienemam predjo - eksist tads skaitlis a > 1, ka x dad ar a un x + 1 das ar a.
Pec skaitu dakmibasipadbam no & sekotu, ka statpa (x + 1) - x = 1 ardaks ar a. Bet
ta ka 1 dahs tikai ar 1, tad ie@a pretruna. Lemma pigdita.

Apskatsim y sadafjumu pirmskailu reizirgjuma. Ja y = pip52...pek, kur
70(1 70(2

P1,..., x - daadi pirmskaiti, tad y7 =p; P, ...pza" .Ta ka x(x + 1) = ¥, tad visi
7 a 1 pirmreizirataji pa, Visi 7a » pirmreizirataji po, ..., Visi 7a  pirmreizirataji pg ir vai
nu x, vai x+1 dataji. Saskaa ar lemmu visi & 1 pirmreizirataji p; sastopami vai nu
skaitli x, vai skaitf x+1 (nevis dia viers, dda ota.) Tas pats attiecas uz, jps utt.

Tatad x ir kKada natugla skaita sepita pakipe un ar x+1 ir natuéla skaita sepita
pakape. Tas nevarity, jo nav divu sefito pakipju, kuras at§rtos par 1. (Pat vismako
blakuseso3o natilp skailu 7. palipju starfba Z - 1'= 128 - 1 = 127 > 1, bet, skigm
palielinoties, arto 7.paldpju starpba palieliras.)

Tatad vieradojumam nav atrisiijuma natuilos skaitos.
78. Atbilde - paratlskaldgu skaits ir 29.

Gadjumus &irosim atkatba no &, kada veida Sie 4 punkti ir savienoti ar
paratlskaldcha &autrem.

1) Ir tieSi viens punkts (cerilais), kas ar I&autrem savienots ar visiemaggjiem trim
punktiem 6k.44.zim. trekrakas &autnes un punktus).

44 2T .
Sadi gadjumi pavisam ir 4 - atkaba no @, kuru nocetriem punktiem iz&las par
centalo punktu.
2) Visi cetri punkti setgi péc kartas savienoti ark&utrem (sk.45.zzm.). Tadu variantu
skaits ir 12. Divus vigios punktus no visientetriem var izéleties G veidos, bet

atlikusos divus var pievienot divos veidos.

45 #im.
|
Tatad $idu variantu skaits kopuanr Cj-2=(44$-2:62=12.
3) Tris punkti savienoti ark&utrem, bet ceturtais punkts ir izws (sk.46.zzm.). Atkariba
no @, kurs ir izoktais punkts (4 varianti) un kur§ punkts ir &gtrem savienots ar

abiem p@rgjiem (3 varianti), veidojas kopuat-3 =12 varianti.

46 2T
4) Visi cetri punkti ir izokEti, t.i., neladi divi no tiem nav savienoti sastar@ ar kautni
(sk.47.zzm.). Tads variants ir viens viegs.
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Citu gadjumu, ka dotie punkti var bt savienoti ar l§&autrem ta, lai toner visi cetri
punkti neatrastos viarplakre, nav. lidz ar to kopjais variantu skaits ir

4+12+12+1=29.

Atliek pamdit, ka uzaditajos cetros gagumos vienmr iesgEjams konstrét
paraklskaldni. Par majiem punktiem tiks saukti tie no dotajiem punktiemo, kuriem iet
tieSi viena gautne uz kdu citu no dotajiem punktiem. So vienkastni af sauksim par
makjo Sautni.

1) gadjuma velkam tis plaknes caur katm divam Sautrem, kas savieno dotos punktus.
Pec tam caur majiem trim punktiem velkam plaknes, kas palas jau trim iegtajam.
Rezultta iegastam 6 plaknes, kas krustojoties ierobeZs mteregjoSo parallskaldni.

2) gadjuma velkam divas plaknes caur ar @iin Sautrem sedgi savienotiem trim
dotajiem punktiem. & tam caur aim makjam autrem velkam plaknes, kas pagkls
otrai no matjam &autrem. Visbeidzot caur dotajiem n&ikm punktiem velkam
plaknes, kas pardbhs pa8 sakuma novilktajam divam plakrem. Atkal iedistam 6
plaknes, kas ierobezoas interegjosSo paradlskaldni.

3) gadjuma velkam plakni caur ark&utrem savienotajiem trim punktiem. Caur izt
punktu varam novilkt Sai plaknei paghl plakni.

Talak caur izokto punktu un vienu no mgiem punktiem velkam plakni, kas
paraEla tai dotajai Bautnei, kurai caur Siem punktiem var novilkt palalplakni. Tad
caur So kautni velkam plakni, kas pat tikko ieditajai.

Tapat fkojamies, izmantojot otru no n&km punktiem, rezufita iegistot
atlikusas divas plaknes, kas kopar iepriekSiegtajam cetram ierobezo intere€pso
paraklskaldni.

4) gadjuma caur diviem no dotajiem punktiem velkam taisni, welkam at caur
atlikusajiem diviem punktiem. Cautns taisrem, ka caur &&rsam, paratlas plaknes var
novilkt viera vieriga veida.

Talak izvélamies ciidus doto punktugsus un atkal novelkam paghh plakqu pari.
Tapat fkojamies, iz€loties &l cita veida punktu @rus. Pavisam ir ieggams punktu
parus iz\eléties 3 daidos veidos, jo katrs no punktiem vaitkpari ar katru no trim
atlikuSajiem punktiem,atlgjadi izveidojot citu variantu. Kaidr variant tika iedgitas 2
jaunas plaknes,atad kop atkal iegist 6 plaknes, kas ierobezous interesjoSo
paraklskaldni.

79.Vispirms iedonasimies, kaABNM ap punktu M tiek pagriezts par Q0egistot AB'N'M,
ta, ka pamdits Zmejuma (sk.48.zm.). Cetrstira ABCD lejkus apzmesim attiedgi ar o, B, y
unac.




Ta ka MNPQ - kvadats, tad pc pagrieSanas i@th mala MN’ sakrits ar malu MQ.
Aplikosim&etrstiri AMB'Q. Ta ka ABNM tika pagriezts par $0tad ~BMB'=90°.
Lidz ar toZAMB’ k a ta blakuslekis af ir 90°.
Ta ka MB' = AQ, tad ZMB'Q = /B < 9(°. Ja~p = 90, tad, aemredzami,
Zo =90. Jaza > 9@ vai Lo < 90, tad £p var tikai samaziities ©€k.49.z7m.). Tapec
tie§im ~B nevar It >90.

49 #fm.

Talak izdara analgiskas trijstiru pagrie$anas ap virsotni par’@ ACPN, ADQP
un AAMQ. No i secina, kaza<90®, 2y <90° un £o<90°. Ta ka ABCD visu lexku
summa noteikti ir 360 tad, lai to realiztu, § cetrstira visi lepki o= p=v = o = 90.

Tatad ABCD ir vismaz taisnstis. Lai tas latu af kvadats, japierada & malu
viemadiba.

Apliko ABNM, ACPN, ADQP unAAMQ. Visiem Siem taisnbga trijstiriem ir
vienadas katetes MB=NC=PD=QAep dot un vieradas hipotetizas k viena kvadita
MNPQ malas. Noa var seciat, ka visi Sie trijsiri ir vienadi. Ka vienadiem trijstiriem
tiem ir vieradas ar otras katetes. dtad

BN=CP=DQ=AM un MB=NC =PD =QA.
No ta seko, ka
AM + MB =BN + NC =CP + PD =DQ + QA
jeb
AB = BC = CD = DA.

Bet tas noung, ka ABCD - kvadits, k.b.].
80. Vispirms rindhas [@c kartas, @kot ar pirmo, sanumasim. Zirams, ka rindpas ar
dazidiem numuriem aidras vismaz viemratina. 50.zm. var skait tadas tabulas pieénu.

T la|blc|d|e

2 la|b|lc|d|f

2 lalblc]ele

4 Taldlcldlf

> Ibld|eldlf
S0, g

Piememsim no preja, ka nevar izsirot nevienu kolonnuat lai palikusaj tabuk
katras divas ringias joprogm atkirtos vismaz viea ratina. Tas nommg, ka, izsvtrojot
jebkurukolonnu, vismaz divas ringls sakrits pilriba.

Talak uzameésim grafu, kur grafa virsotnesi® rindipu numuri. TGtad, ja tabula
sasiiv no nxn ratinam, tad virsofu skaits graf bas n.

Respeldjot masu pimémumu no pradja, no tabulas §c kartas swtrosim pa vienai
kolonnaiara. Ka zinams, vismaz divas ringas katé jaunieditaja tabub sakrits pilriba.
Musu graf ar %autni savienosimas divas virsotnes, kaim atbilsto&s rindipas jaungj
tabuk sakritusas.

Ja, izswtrojot kolonnu, uzreiz sakrituSas Vakirnela divas rindpas, tad torer graf
zimg tikai vienu (gc biivas iz\Eles) no atbilstosam &autrem.

49



Tadgjadi, n kolonnas sirojot, grafi tiks ieditas tieSi n Kautnes, pie tam katra
Skautne atbilst citas kolonnas izgejumam.
Dotajai tabulai 55 atbilstoSais grafs ir sekojodsl(zm.)

2
D @

® @

51.7m.

Pirmo kolonnu (skaitot no lab) swtrojot, sakit 1. un 2. rindaa, swtrojot
2.kolonnu, sakt 1. un 3. rindaa, 4. kolonnu sirojot, saktt 2. un 4. rindaa. Svtrojot 3.
vai 5. kolonnu, nesakltrnevienas divas ringas.

Ja izpildtos misu piemémums, ka pc katraskolonnas sitroSanas vismaz divas
rindinas sakit, tad izveidotaj n virsotu graf batu tieSin &autnes.

Ir teoema, kud apgalvots sekojosSais: ja gkair n virsotnes, kas savienotas ar
vismaz n Eautrem, tad grad ir cikls. Rec masu izdafta piepémuma #tad seko, ka
izveidotaj n virsotu grah bas cikls.

Vispirms pieadisim, ka cikls satu@s vismaz @is virsotnes.

Pienemsim, ka cikls satur tikai divas virsotnesatad starp digm virsotrem ir
novilktas divas atdrigas &autnes. Tas nevarih) jo katra §autne radusiesép citas
kolonas izsutroSanas, bet, ja, izgxojot r.-to kolonnu, radusiek8utne, tas liecina, ka r.-
taja ratina attieagas rindipas bijuSas ak¥rigas, betidz ar to, arpec s.-ts kolonnas ¢&r)
izsvitroSanasas his at¥irigas, #tad jauniegtas rindipas nelds vieradas un starpam
pagm virsotrem otru &autni novilkt nevags.

Tadgjadi izveidojies cikls sat@s vismaz tis virsotnes.

Aplikosim divas Bcikla blakusvirsotnes Mun V; (sk.52.zim.). Tabuk aplikosim
to kolonnu (apunésim to ar i.-to), kuru izstrojot, &m virsotrem atbilsto&s rindipas

sakrits.
\i
1 VE
Vk . VS
Vi .
k-1 59 o,

Tatad rindipu V1 un V; i-tas fitinas lus atirigas.

Aplikosim prgjas cikla %autnes. T ka tas radu8ds, izs\vtrojot citas kolonnas (ne i.-to),
tad i.-taj ratina to atbilsto8s rindinas sakrits. T.i., i-tap riitina sakrits burti rindham
V, un V3, tapat rindpam Vs un V;, utt.,, sakrits burti rindiham Vi1 un W, ka ai
rindipam Vi un Vi.

Ta ka cikla katam divam blakusvirsotam (izpemot V4 un V,) atbilstodm
rindinam i-taja ritina burti sakrits, tad tie sakris vism rindinam uzreiz, t.i., sakris af
rindinam Vi un V. Bet tas ir pretrumar ieprieks izdato apgalvojumu.

Tatad s#ikuma izdaftais pieeémums bijis nepareizs - tamn var izswtrot vienu
kolonnu &, lai palikuSaj tabuk katras divas rindias joprofm at¥irtos viena no otras
vismaz viea vieta, kbj.

81.No ta, ka jebkuram Igkim o ir speka sakatba |cos<1, seko, ka |cosx], [cos2x{1 un
|cos3x¢1. Ja piaemtu, ka Eds no modliem <1, tad armoddu reizirgjums
|cosx cos2x cos3x| < 1,
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tapec syeka vienadibas
[cosx| =1, |cos2x|=1 un |cos3x|=1
jeb
cosx =1, cos2x=1 un cos3x = 1.
1) Vispirms pimemsim, ka cosx = 1.alla gadjuma x = 2rn, kur n - vesels skaitlis. Bet
tad cos2x = cos{2rn) = cos4n = 1 un ar cos3X = cos(@rn) = cos4n = 1. Tatad
X = 2rn ir atrisirgjums.
2) Talak pienemsim, ka cosx = - 1. Na@ seko, ka x =t + 2rn, kur n - vesels skaitlis. No
ta seko, ka
C0s2Xx = cos(2{ + 2rn)) = cos(z-(1 + 2n)) = 1,
cos3x = cos(3( + 2tn)) = cosft + 2n(1 + 3n)) =- 1.
Tatad cosxcos2xcos3x = (-1)1-(-1) = 1, t.i., af X =« + 2rn ir uzdevuma atrisgums.
No abiem gagumiem ko var secift, ka x =zn ir uzdevuma atris@jums visiem
veseliem n.
82.Vispirms pimemsim, ka daudzskaldnim ir n skaldnes un n iarsiaitlis.
Ja daudzskaldnis ir izliekts, tad katiestautne ir kofga tieSi digm skaldem. Ta

ka visas skaldnes ir trijgti, tad kogjais kautnu skaits |r73 . Lai kautu skaits fitu

vesels skaitlis, napuat para skaitlim, ftad daudzskaldnim nevarut nefra skaits
skaldyu.

Ja n = 2 tad daudzskaldni izveidot nevagpic mazkais iesgjamais skaldu
skaits ir 4 - mds iegistam trijstira piramdu.

Jan>6(n=2kkur k var bt 3, 4, 5, ...), tad daudzskaldni ar n skatdrvar iegit
sekojosi.

Uzzime izliektu k-stiri un iz\elas tel@ arpus k-stira plaknes divus punktus, tlai
Sie punkti atrastos kista plaknei katrs savpus un projictos k-stira iekSpus. Ta ka k
> 3, tad to izdat var.

Talak Sos punktus savieno ar izliekk-stira virsotrem. Parbaudsim, vai iegita

Ka var redzt, visas skaldnes ir trijsti, pie tam uz datk-stira katras malas baist
tieSi divas skaldnes (uz katru pusi no #&rat plaknes pa vienai)atad visu skalgu
kopskaits ir X = n. Bet tas namg, ka tiedm § figara ir mekEtais n-skaldnis.

Tadgjadi var seciat, ka uzdevura dotajam daudzskaldnim skald skaits var Bt
2k, kur k> 2 un k-natuils skaitlis.

83.Ja, eksist.
Uzdevuma nosacimiem atbilst, piersram, polinoms
P(x,y) = (xy - 1§+ %°.
Pieiadisim to.

Ta ka polinoms ir kvaditu summa, tad, bez Saum, P(x,y)> 0. Lai kitu piefadits

a), atliek paadit, ka P(x,y)= O.
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Piememsim no prefa, ka P(x;y) = 0. Lai nenegat skaitu summa btu nulle,
visiem saskaiimajiem af jabat nullem. Tatad = 0 un (xy-1§= 0. No & seko, ka x = 0.
Bet tada gadjuma

(xy - 1¥=(0-1¥=1>0.
leguta pretruna. Itad Sim polinomam a) ir ska.

Tagad pierdisim b). Iz\elesimies patvAgu pozitvu skaitli c. Mums jpierada, ka
eksists tadi x un 'y, ka P(x,y) = c.

Nemsimx =+/c uny :%.
Bet fada gadjuma P(x,y) = F(JE%) = (ﬁ-%—l} +(\/E)2= C.

Ta ka c tika iz\elets patvidigi, tad tiedm af b) nosagums Sim polinomam izpils.
84.Vispirms pieadisim, ka 2 pieraksi nevar lit vairak par 3 setgam nullem.
Ta ka 2' nesatur nevienu “0”, savak, piengram, 2°= 1024 satur “0”, tad eksist
tads k, ka 2 nesatur nulles, bet’? - satur. Reiziasim X ar 2.

Pieraksisim Z ka agag ;...a,a,, savuldrt, 2** ka b,b, ;...b,b;by (un ar
talak uz prieksu - skaitli'??ka 3 c,, -10™ , skaitli 2**ka Y d,, -10").

Tagad maginasim noskaidrot, ¥da veida skaiti 2! vartu paadities “0”. Vispar,
skaitli reizinot ar 2, pdgjais cipars var iit tikai para - 0, 2, 4, 6 vai 8. Jaa#tu ciparu a
reizinot ar 2, rodas anesums uz akoSo ciparu, tas nevariub lielaks par 1, jo
c2<92 =18 (c- cipars). dtad, ja noticis prnesums, iegfais cipars pnoteikti kis
neparskaitlis (f@ra skaitlis + 1).

Bet tas noung, ka interegjoso nulli skaitt 2 var iedit tikai tad, ja, ldu ciparu
reizinot ar 2, rezudta pedejais cipars ir “0”. Viegli farliecinaties, ka viefgie cipari, kam
tas izpildis, ir “0” un “5”.

Ta ka mes pieémam, ka skaitlis 2 nulles nesatur, tad, meredzot, viefua iesEja,
lai, reizinot ar 2, rastos nulle, ir, ja eksigids j, ka a= 5. Pie tam § 0, jo & jabat para
skaitlim.

So asareizinot ar 2, &s iedistam b= 0, pie tamgnem \&ra, ka k.1 # 0, jo eso3ais
parnesums no reizi$anas ar iepriek ciparu (52 = 10) padk to, ka k. ir
neparskaitlis.

Piegemsim, ka p; = 5. Tad, skaitli & reizinot ar 2, iegsim, ka g1 = 0. Ja, by
reizinot ar 2, nav radiesamesums, tadje -2 = 02 = 0. Tatad, ¢=G+1 =0, bet g,#0
(I1dzgi ka ieprieks - b1 0). Ja g2 = 5, tad vagtu gadties, ka ¢= d.1 = d:2= 0 (ja no
reizinajuma G1-2 nav radies nesums), bet noteikti.gd= 0.

Ka vargja ieverot, visu So darbosas laiku hitiski bija, lai, (j - 1). ciparu reizinot ar
2, nenotiktu prnesums. Tas ton nevar norisiaties bezgabu reizu skaitu, jo, pat ja
sakuma bijis cipars g = 1 (cipars “0” nevar iit, jo skaitlim Z bija jabat bez nulém), tad
b1>2,G1>4,d12>8. Bettad jaud-2> 82 = 16, t.i., rodasgpnesums.

Tas liecina par to, ka skkit 2** j-tais cipars, ko ie@st, pemot reizigjuma d-2
pedgjo ciparu (= @2 = 0) un pieskaitot 1, nav nulle. 1dz ar to ar, skaitli ar trim
sedgam nullem reizinot ar 2, ceturto nulli iég vairs nevar. Itad skaila 2' pieraksi
nevar lt vairak par trim setgam nullem.

Talak nemsim \éra, ka, palielinoties n, skaé 2' ciparu skaits bezgaji pieaug. &
ka vismaz katrs ceturtais ir nenulles cipars (jo méalakus lat cetras nulles), tad vismaz
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=~ no visa ciparu skaita ir nenulles cipari. Janpia, ka skaitlim 2 ir m ciparu, tad
: 1 . L . 1
wsmazzm ir nenulles cipari,atad 2' ciparu summa S(2> Zm.

Ta ka katram fikgtam skaitlim A var atrasfitlu natuslu m, ka;llm > A, un katram

tadam m var atrast kK, Ia?‘Ziparu skaits ir m(reizinot ar 2, sKaitciparu skaits paliel#s
ne vaigk ka par 1 - ciparu skaita palieliaras notiek tikai tad, ja, pirmo ciparu reizinot
ar 2, rodas grnesums. atad patviigam ciparu skaitam eksistads skaitlis, kas ir &da
no divnieka pa#pem), tad visiemnatudliem i > k S(2) > A. Bet tas noime, ka ne
vairak ka (k - 1) natuiliem n sgka sakatba S(2) < A, bet tas ir gafjs skaits, kas ar
bija japierada.

85. Cetrstira laukuma formula ir Sgldzzﬂ, kur d, un ¢ - cetrstira diagoales, beta -
lenkis starp am. Tatad, lai padktu maksinmalu laukumu, jcenSas paakt maksinalu garumu
diagoralem un maksiralu sino (max(sirw) = 1).

Novilksim jaunu raka fniju, kuras centrsiiu dot kvad@ta centd un s radiuss
butu maksinali liels, lai tomer vél pieskartos kaut vienai (batlk ar to arvisam ¢etram)
rinka linijai. PieskarSags punktus agmesim ar A, B, C un Dgk.54.z7m.).

A B

AN
hvd

e

54 Fm.

Ja velk $s rinka linijjas diametru caur datkvadiata virsotrem, tad diametra
galapunkti sakris ar mazo rika liniju pieskarSafs punktiem apvilktajai fika fnijai
(piemeram, A un C vai arB un D). Ta ka apvilktas ripka linijas iekSpus atrodas visas
nosatti mazs rinka linijas, tad maksialais attilums starp mazo wka liniju punktiem
sakit ar apvilkés ripka finijas diametru, t.i., AC un BD.

Tatad, ja par inter€gpSa cetrstira virsotrem iz\elétos A, B, C un D, tadat
diagorales hitu maksinali garas.

Aplakosim, kads veidojas legkis a starp #m diagonlem. Ta ka diagorales iet caur
kvadiata diagomlem, tad krustojotiesas veido 98 lenki un sire = 1, kas ir ar
maksinalais. Tatadcetrstira ABCD laukums ir maksiafais iesgjamais.

Tatad mekéto cetrstiri ar vislielkko laukumu iegst, velkot kvadita diagomlu
pagarirajumus idz krustpunktiem ar tika linijjam un Sos krustpunktus izoties par
mekkta cetrstira virsotrem.

LATVIJAS IZLASES ATLASES SACENS IBAS 36. STARPTAUTISKAJAI
MATEM ATIKAS OLIMPI ADEI KAN ADA (86.-91.)

86. Aprakstsim atrisirijuma ideju, detis atstjot lagtajam.
Izvelamies patvAgus daZdus racioalus skaifus », Xs, X UN X;.
(o) Talak atrodamadu X, ka
(X2- X3)(Xs - X6)(X6 - X7) = (X3~ X5)(X5 - X7)(X7 - X2) (*)
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(ieverosim, ka attietba pret % Sis ir liners vieradojums ar racioiliem koeficientiem)
(B) Talak atrodamadu x;, ka
(X1- X2)(X7 - X1) = (X1- X3)(Xe - X1) (* *)

(ar Sis vieradojums attietha pret x ir linears vieradojums ar raciciliem koeficientiem)
(y) Talak atrodamadu x, ka

(X3- Xa)(X4- Xs5) = (X2- X4)(X4 - Xg) (% * %)
(an Sis viermdojums attietha pret x ir linears vieradojums ar racioiliem
koeficientiem).

Izpildot (o), (B), (y) etapus, var rasties Saubas, vadk no risiamajiem
vienadojumiem nav forrma 0-x + a = 0, kur a= 0, ka af, vai kada jaunapkinata vertiba
nesakit ar kadu iepriekS iegto. Lagstajs pats var frliecinaties, ka gande jebkurs
meginajums ton&r noved pie rarka.

Sareizinot ), (**) un (x * %), redzam, ka esam ieguvusi @lotieradojuma
atrisirajumu daZdos racioalos skaitos

Pareizinot visusix1 < i < 7, ar to kopsawgu, iegistam gkotngja viemadojuma
atrisimajumu daZdos veselos skadis Pieskaitot visiem jxvienu un to pasSu pietiekami
lielu veselu skaitli, iegstam &kotngja viemadojuma atrisigjumu dazdos natuilos
skaifos.

87.Saskaa ar skailu x piederbu intenalam [a;b] iegistam
(X1-a)(x-b) < 0,
(X2- a)(x-b) < 0,

] (Xn- @)(- b) < O
Sis nevieadibas saskaitot, i@gtam
nNS-(@+b)nS+nab< 0 jeb
S, < (at+b)S;-ab
Ta ka S;°> 0, no Sejienes seko

2 2 2
§£a+b_a_b:_a 1 a+b +(a+b) S(a+b) . khij
512 S sf S b b 4ab
88. Vispirms pafdisim, ka ar 7 dieim pietiek.
. s 765 o _ _
leverosim, ka C; 123" 35> 21 Tapec katram no 21 konditora var pikot

citu tris dienu kopu, kuru laikvinS cepumus pagatavoalka Ss triju dienu kopas
atiras, tad ka#am divam no &m “savstarpjais novietojums” var it tikai viens no
tiem, lkadi redzamis5.zzm.

55 .

Redzams, ka katriem diviem konditoriem A un Bandada diena, kad A degust
B gatavotos cepumus, gan tada diena, kad notiek ati.

Tagad paadisim, ka ar 6 dieam Sim nerkim nepietiek.

Pienemsim, ka ir divi konditori, pie tam viens no tieggatavo cepumus \ds taps
dieras, kugés to dara otrs, un vaibvel dazs citas. Tad pirmais konditors nekad nessar
nogarsot off pagatavotos cepumus.

Tatad, ja katram konditoram pigtojam to dienu kopu, kas vinS gatavo
cepumus, tad neviena norskomm nedrikst bit nevienas citas apakskopa.
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Ja nusu ficiba ir tikai seSas dienas, tad maksiais apakSkopu skaits, kas
apmierina 8du nosagumu, ir Cs =%§':20 (skat., piem., gamatu [1] literafiras
sarakst). Ta ka konditoru skaits ir liglks par So skaitli, tad @isu nerkis 6 dieras nav
sashiedzams.

89. Apskaisim 100 diametrus, kuru gali atrodas igaha punktos. Katram diametram
aplikosim & galos ieraksto skaitu starpbu (no liekka skaifa ahemam maako). ledito
starpbu \ertibas var ot tikai 0; 1; 2; ...; 98, atad &m ir tikai 99 daZdas rtibas. B ka
diametru pavisam ir 100, tad atrsiés divi diametri, kami$ starfbas ir viefadas.

4

d _
S6.Zm.

Jaa-d=b-c,tad a+c=Db+ d. Atliekiat, ka abas ar biaku fniju 56.zzm.

atametas hordas ir savstarf vieradas un parélas.
90.Ja p ir m-is pakipes polinoms, bet f ir ri$ pakipes polinoms, tad ffx ir 2n-tas pakipes
polinoms, bet p(f(x)) ir nn-tas pakipes polinoms. dpéc 2n = mn, no kurienes m = 2.atad
p(t) = af + bt + ¢, a= 0.

Apzimgjam f(x) = ax" + ax®+ ax“ 1+ ... + ax + a1, ti., axkir pirmais loceklis
ar nenulles koeficientu, kas seko aiz abkjst pakipes locela ax".

No uzdevura dofas vieradibas iegstam

30X2n+ 31X2k+ aszk-z_'_ 4 a<x2+ A1 =
= a(@x"+ ax“+ ... + 8.1)+ b(@ax"+ ax“+ ... + 1) + C.

Ta ka & viemadiba ir identisite attiegba pret X, tad labajun kreisaj pus atbilstoSo
pakipju koeficientiem jsakit. Pimgemam, ka k > 0. Vieibas kreis@ pus nav
loceKa, kas sat@tu X" (jo 2k < n + k < 2n); labajpus ds loceklis ir ar koeficientu
2aa@a. Tapec 2aga = 0, toner ta nevar lat, jo ne a, negne a nav 0.

Tapec k=0, un tad

f(x) = ax"+ a.
To, ka viennar var atrastadus a, b un c, lai pasfetu identitite
ax’"+ a = a(@x"+ &)’ + b(ax"+ a) + c,
atsgjam parbaudt lagtajam patsivigi.
91.

Apzimesim uzdevuma nosgamos mirgtos krustpunktus attiegi ar M, N, K 6k
57.zim.) Apskaitsim t-taisni, kas iet caur M unpka centru O. Taisne simetrijagir
perpendikuira pret BC un AD, jo ABCD - nki ievilkta vieradsanu trapece ar diagahu
krustpunktu M. Ja @s paadisim, ka KN|BC (vai, kas ir tas pats, KMD), no 3ejienes
izrietes, ka A MNK augstums pret KN iet caur Oidzigu rezulgtu iegisim par A MNK
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augstumiem pret MN un MK, un vajadais ks piefdits - visi A MNK augstumi iet
caur O, itad O ir A MNK ortocentrs.
Apzimésim AnB = CmD = ESF = w; tad [gc iekjo lenku ipagbam

1
ZFKE:E(W+W):W.
Lidzigi ai Z FNE = w. Tatad £ FKE = ZFNE; @apec ap FKNE var apvilkt rika
liniju. Tade] £ CNK = 180 - ~KNE = ZKFE. Ta ka ap FBCE ir apvilkta akotrgja

rinka linija, tad £ BCN + 2 CNK = ZBCN + £ KFE = 180. No & seko, ka taisnes BC
un KN ir paratlas, k.b.j.

36. STARPTAUTISKAS MATEM ATIKAS OLIMPI ADES UZDEVUMI (92.-97.)

92.
Ml

NS I
B E/D
UY 58z,

Apzimésim AM krustpunktu ar XY ar M (sk.58.zzm.). Ka zinams, XY_LAD.
Tapec APZC un A AZM; ir taisnleka. Taisnleka ir af A PMM; (£ AMC = 90° ka
ievilkts lenkis, kas balgis uz diametru). Viegli saskgtka Sie trijsiiri l1dzgi (A PZC ~
A PMMy, jo tiem vieradi Saurie leki pie virsotnes P;APMM; ~ A AZM4, jo tiem
vienadi Saurie leki pie virsotnes M). No idzibasA PZC ~ A AZM; seko

PZ AZ AZ.CZ

—= un ZM; = @
ZC ZM;, Pz
Apzimgjot DN krustpunktu ar XY ar N lidzgi iegistam
Bz-Dz
ZN, = 2
1= @)

No sakaibam starp krustojoSos hordu nogmgm iegistam, ka AZCZ = XZ:YZ
un af BZ-DZ = XZ-YZ. Tapéc no (1) un (2) seko, ka ZM ZN;. Tatad punkti M un Ny
sakitt, k.b.j.

1 1
93. Apzimgjam X =3 y=-— Z:E. Tad xyz=1 un piédama nevieradiba g@rveidojas
3 3 3
XYz Xy'z Xyz
y+zZ X+z X+Yy

pa

2; jeb,nemot \era, ka xyz = 1, par

2 2 2
X + y + z 2§ @
Y+Z X+Z X+y 2

Apzimésim (1) kreiso pusi ar S. Sasgkiear Ko3-Bunjakovska neviertdibu
(m?+ i+ KA)(M?+ N>+ K% > (mM + nN + kKY

iegastam
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it 3] )]

2
>|Jy+z- X iIx+z-—2Y +1/x+y-;
y+z VX +2z X+Yy

jeb 2(x + y + 28 > (x + y + zJ, no kurienes sek&>

X+y+2z

. Pielietojot nevieadibu

starp vidjo aritmetisko un vidjo geometrisko, x +y+2z>33/xyz =3, tapec S> Py
Kk.b.j.
1
94.Ja n = 4, varamemtcetras viefbas kvadita virsotnes uram pieraksit katrai skaitlig.

Pagadisim, ka pie n = 5 uzdevuma pilaas nav izpildmas. No 4 seko, kaas nav
izpildamas ar lielakam n \ertitbam.

Pienemsim pretjo - pie n =5 izdevies apmiefihuzdevuma prabas.

Turpnik ar kadu lielo burtu apungtam punktam piddrto skaitli apzmesim ar
atbilstoSu mazo burtu.
1.lemma Jacetri no punktiem atrodas izliektatrstira virsotres, tad diagofiu galiem
piekirto skaifu summas ir vieadas.

B

A
C

D 59 zm
Tie&am (sk.59.z7m.),
L(ABCD) =L(ABC) + L(ADC)=(at+b+c)+(a+tde)=(a+b+c+d)+(a+c)
Lidzgi L(ABCD) = L(ABD) + L(CBD) = (a+b + c + d) + (b d).
No Sejienes sekoa +c=b +d, k.b.j.

1
2.lemma Ja punkts S atrodasABC iekSpus, tad s = 3 (a+b+c).
E

A%C

60 Fim.
Tie&m (sk.60.zzm.), L(ABC) = L(ASB) + L(BSC) + L(CSA), apec
atb+c=(@+b+s)+(b+s+c)+(@a+s+c)
no kurienes seko vajatais.
Tagad analizsim vaifikus ga@umus atkaiba no iedonato 5 punktu izvietojuma.
1) Pieci punkti ir izliekta piecsta virsotnesgl.zim.)

C B
E
E
A7 6lam
Saskaa ar l.lemmua+c=b+duna+c=Db+apgt d = e. idzgi pierada,

kaa=b=c=d.
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Tapec L(ABE) = L(ACE) = L(ADE). Bet AABE, A ACE, A ADE ir kopigs
pamats AE, apec no to laukumu vierdibas seko, ka viewi to augstumi pret AE;
tapec B, C, D atrodas uz vienas taisnes, kas plar@lE - pretruna.

2) Cetri punkti atrodas izliektéetrstira virsotres, bet piektais -atiek3pus; tas neatrodas
uz izliekt cetrstira diagosles ©k., piem., 62.z7m.)

B
A VL C
62, Fm. D
Saskaa ar l.lemmua+c=b+duna+c=Db+pst e =d.
Tapéc LIAEC) =a+c+e=a+c+d=L(ADC). Bet L(AB& < L(ADC), tapec

iegata pretruna.

3) Tris punkti atrodas trijgta virsotrs, bet divi - 3 iekSpus; taisne, kas iet caur Siem
diviem punktiem, krusto divas trijgia malas §3.zzm.)
B

I
ﬁw//// C

63 zim.

1 1
Saskaa ar 2.lemmu e =§(a+ b+c)und= §(a+ b + c),atad e = d.

Tapéc L(AEB) =a+e+b=a+d+ b=L(ADB). Bet L(A > L(ADB), jo
A ADB atrodasA AEB iekSpus - pretruna.
Visi gadjumi aplikoti, uzdevums atrists.
95. Uzskatot otro viedibu par vieadojumu attietba pret X un atrisinot to, iegstam: vai nu
X = lxi_l, vai afl X; :i.
2 Xi-1
Pienemsim, ka izdarot 1995 opeijas, kuru rezulita no % norakam dz X, tas
sarindojas &di:
« 1 daliSanas &1>0)
ap\werSana
a » daliSanas &2>0)
apwersana

a , daiSanas &n>0)
apwersana
a n+ daiSanas & ne1> 0)
To rezultita iegatais skaitlis ir sekojoss:
a) ja n-para skaitlis, tas ir

XO X 2—a1+a2—a3+a4—....+an —n41

b) ja n-nepra skaitlis, tas ir
1

X0

20(1—(12+(13—(14+. wtopn—an

Aplikosim, vai tas varid Xo.
a) gadjuma iegistam 2791792793+ @47 -+l — 1 fatad
a1 —0p+03—Qy...—0y+0p =0
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Ta ka notikuSas n ag@rSanas, taday +as +...+a, + a1 =1995-n ir nepra
skaitlis. Ta ir pretruna, jo
atas+..tag+oang=(@—a,+az—...—ay+a,,1)+
+20y+ag+...+ay)=2a, +as+...+ap)
ir para skaitlis.
b) gadjuma iegastam
QoG taz—agt..+an =ty _ X%,
pie tamay + a5 +...+a, + ap =1995-n ir para skaitlis, #pec
o +oy+...+an+an <1994 un
x2 < 21994

tapec xo < 2°V".
Vertiba % = 27 ir iesgjama: izdarot 1994 délanas ar 2 ungp tam - vienu
ap\wersanu, atkal iegstam x.
96.Uzdevuma risigjums balsisies uz Ptolomeja tegmu:
rinkt ievilkta cetrstirt diagoralu garumu reizijjums viermds ar preijo malu

ef=ac+bd

Apskaam tagadeb.zzm.

Saskaa ar doto ABCD un AAFE ir vieradsanu trijstari ar 60 lielu lepki pie
virsotnes, atad - regudri. Konstrigjam vieradmalu trijstirus AMB un DNE.
Acimredzot figira AMBCDNEF ir simetriska attigba pret taisni EB,apéc CF = MN.
Ap AMBG var apvilkt ripka liniju, jo

ZAMB + ZAGB =60+ 120 = 180.

Apzimesim AM = MB = BA = a; tad saska ar Ptolomeja teému

aBG + aAG = aMG, tatad AG + BG = MG.

Lidzgi pierada, ka DH + EH = NH.

Tapec (AG+GB)+GH+(DH+HE)=MG+GH+HN: MN=CF, k.b.j.

97. leviegsim jaunu §dzienu.

ledonasimies, ka skalitp + 1; p + 2; ...; 2p izvietoti regata p-sfira virsotres.
Kopas B ={p + 1, p + 2; ...; 2p} divas apakSkopasicsgar_ekvivalerm, ja tam
atbilstoSo virsaiu kopas iegstamas viena no otras ar pagriezienu ap daudzséntru.
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Piengram, ja p = 5, tad ekvivalentas ir apakSkopas {6{8}9}, {8;10}, {9,6},
{10,7} (sk.66.z7m.)
4]

10 7

9 8

66, fim.
Ta ka p - pirmskaitlis, tad katrai kopas B apakSkopas kav ne tukSa, nei aakit
ar paSu B, eksidtvel p-1 citas, tai ekvivalentas B apakSkopwessi pagriezieni “par 1
poZciju” dod jaunas apakskopasa mehitu, ja p nelbtu pirmskaitlis; pierdram, 67.zzm.
pamditajai kopai {7;10} eksist tikai divas citas tai ekvivalentas apakSkopas 18;an
{9;12}.

2
12 g

1 4

10 67.dm
Pamatojiet pastroto apgalvojumu patsiigi.
Tagad aplkosim mis interegjosas kopas {1; 2; ...; 2p} apakskopas. Viena amt
ir{l; 2;...;p} jo

1+2+...+p= @ daks ar p(pTJrl — vesels skaitlis] ;

otra ir {p+1; p+2; ...; 2p}, jo
2p+(p+1) 3p+1
. p -
2
Katrai citai p elementu apakskopai ir kgipelementi gan ar {1; 2; ...; p}, gan ar
{p+1; p+2; ...; 2p}. Aplikosim visas & Cgp — 2 apakskopas. Sadsim tis klags pec

-p dahks ar p(SpTJrl— vesels skaitlisj.

(p+1)+...+2p =

sekojoSa principa:
divas apaksSkopas ietilpst vierklass, ja to ddas, kas kogas ar {1; 2; ...; p},
sakit, bet ddas, kas kofgas ar {p+1; p+2; ...; 2p}, ir ekvivalentas.
Saskaa ar ieprieks atincto, kata klas ir tieSi p apakSkopas. Jagmpieadisim,
ka tieSi vienai noam elementu summa dal ar p, tad uzreiz vaim seciat, ka nis

interegjoso apakskopu skaits#(cgp -2)+2.

Pietiek pieadit, ka viam p ekvivalentém ddam elementu summas, dalot ar p,
dod dazdus atlikumus.

Pienemsim, ka vied dda ir skaifi X1; X2; ...; X, (N < p), OtA - atbilstoSi skalt y;;

Yo, ...; Yn. Saskaa ar ekvivalentu da defiriciju eksist tada konstante k, K p - 1, ka
visiemi, 1< i< n,vainuy=x+k,vaiaty,=x+Kk-p.
No sejienes seko, kay(¥ ... + yn) = (X2 + ... + X,) + nk - j-p, jeZ.

Ja(y+ ... +¥y)un (x+ ... + %) dotu vieradus atlikumus, dalot ar p, tadkn
jadalas ar p. Bet tas nav iegpms, jo p - pirmskaitlis, betdn < p-1un 1< k < p-1.
VajadZgais piefdits, viam p ekvivalentgm ddam atlikumi, kurus iegst, elementu
summas dalot ar p, ir dai. Ta ka, dalot ar p, iespami tieSi p dazdi atlikumi
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0;1;2;...;p-1, tad tie visi sastopami katrs tieSinuegeizi. Tapec aff atlikums 0 sastopams
tieSi vienu reizi.
Uzdevums atrisigts.

KOMANDU OLIMPI ADES “BALTIJAS CE LS - 94” UZDEVUMI (98.-117.)

98.leverosim, ka (& b)o c = a0 b+c-(ac b)-c = at+b-ab+c-(a+b-alw)=
—a+b+c-ab-ac-bc+abc=(a-1)(b-1){g+1
Tapec iegistam, ka dotais vi@dojums @rveidojas par (x - 1)(y-1)(z-1)=-1
Skaitli (-1) var sadat triju veselu skalu reizirajuma tikai 4 veidos: (-1)1-1, 1(-1)-1,
1.1.(-1) un (-1)(-1)-(-1). Attieagi iegastam atrisinjumus (0;2;2), (2;0;2), (2;2;0) un
(0;0;0).
99. a) Apzimesim visliebko (vai vienu no visligkajiem, ja &di ir vairaki vienadi) no
dotajiem skaiiem ar @, saskaa ar doto Xk<8.
Pienemsim no prefa, ka prasta nevieradiba nav spka nevienam i.
Ja @i+ a1 > 2&, tad no amaksimaliites seko, kaa = ac= a+1.
Lidzgi iegistam, ka ar Siem sk#dgm vieradi af a2, a+3, ..., & pretruna, jo
a=0, bet a> 0.
b) Pienemsim no prejfa, ka pie 2< i < 8 pasiv nevieradiba
a1ta+2 1,96-
Varam pi@emt, ka @ir lielakais (vai viens no liekajiem, ja &di ir vairaki) no skaitiem
ay; &; ..., & tad X k < 8un @>0. Tad @1 + &+ = 1,95; tapec 0,9a< a1, &+1< &
Skaidrs, ka @;>0,95a vai a+1>0,95g; pienemsim, ka g; > 0,95a (otru gadjumu
apskata anafgski). Talak &irojam divus gagumus:
bl) k<5. Tad pakpeniski iegistam
a<-1 > 0,95a> 0;
> 1,9a.1- & > (1,90,95 - 1)a= 0,805a> 0;
>1,9a2- &1 > 1,9&2- & > (1,90,805 - 1)a= 0,5295a> O;
a<-4 > 1,9a3- &2 > 1,9a3- & > (1,90,5295 - 1)a= 0,00605> 0.
Ta ka k<5, tad kds no nowgrtetajiem skaiiem a.1; &-2; &-3; & Ir & (tad rakosos
vairs neékinam); bet a = 0, &tad iedita pretruna.
b2) k>6. Tad pakpeniski iegistam
&+1> 1,9a&- a1 21,9a-a=0,9a > 0;
a+22 1,93:1- &= (1,90,9 - 1)a=0,71a> 0;
a+3> 1,9842- &1 > 1,9842- & > (1,90,71 - 1)a= 0,349a> 0.
Pretrunu iegstam fipat ka b1) gadjuma.
Uzdevums atrisiats.
PieZme: pieradot lidzigu apgalvojumu par n skaégm a, &, ..., &, skaitli 1,9 var aizt

ar jebkuru konstanti, kasigsniedz ZcosL (pieradijums ir saregits) un nevar aizst

ar 2005— (pretpiendrs ir a; = sin Il i=0;1;...;n-1). Pien=9iagtam

2005%=2/%(1+c03%) 2 E[1 —] J2++/2 ~ 184..

100. Acimredzot fbat |x|<1, |yK1; maksimlajai vertibai varam pigemt x>0, y>0.

Apzimesim X=cosx un y=cos3, kur O< a, ff < % Tad @tama izteiksme ir
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COoSa COSsf + cosx sing + cosf sina - sina sing =
= cos(a + ) + sin(a + B) = V2 sin(« +ﬂ+%)§ J2.
Maksinala vertiba tiek sasniegta, piamam, ja

=z npg=0,ti x——2 ny=1
a—4uﬁ—,.., —2uy—.

101. Apzimésim vn—1++/n+ 1:ap, kur p un q - natali skaitli, kuru lielakais kopgais

dalitajs ir 1. Tad
q_ 1 _An+l1-+n-1
p Jn-1++/n+1 2

Apskatm vieradojumu sistmu

Nn-1++/n+ _P
q

\/n+1—\/n—1:§
Y

2 2

No §ejienes\/n+1:%, no kurienes 4rfif = p* + 4df. No Sejienes viegli seko,

ka p dads ar 2 un pc tam, ka q dak ar 2. legta pretruna ar pigmumu, ka p un q ir

savstarpji pirmskaiti.

Tapéc skaita n ar vajadigoipasbu nav.
102.Ja p(x)=ax"+ax"+...+a.1x+a, ir polinoms ar veseliem koeficientiem, tad vesealie
uny
POY-P(Y) = A(X"- Y) + a(x" - y") + ... + ga(x - y) dalis ar x-y, jo
XY= (- )R XY+ XY xy Py,
Pienemam saska ar doto, ka p(a) = 1 un p(b) = 3. Ja p(c) = 2, &ub, = Z, tad
skaitlim 2 - 1 adalas ar ¢ - a un skaitlim 3 - 2dals ar b - c.
Tapeécc-a=t+ lunc-b=t 1. Takaa=b, tad nevar iit vairak par vienu skaitli

c, kas vienlaitgi apmierina abus nosammus.
103.Dalot ar q, var ietf tikai gaigu skaitu dagdu atlikumu. Bpec var atrastadus dazdus i
unj, i >j, ka 2un 2, dalot ar g, dod vieadlus atlikumus;apec to starfiba

2-2=2(2"-1)
daks ar q. B ka q - nepra skaitlis, tachemot i - j = k, iegstam, ka 2- 1 daks ar q,
resp., 8- 1 = gt
Tapec p_pt__pt_ :
q qt 21

.104.No dot izriet, ka p - nefira skaitlis, Ipec sumna ir para skaits saskaitno. Grugjot
paros no galiem vieidi at@alinatus saskaiimos, katra ra summa ir

1 1 p3 — 3%k + 3pk?
a3t 3 3 3
k® (p—k) k= (p—k)
tatad skaiitajs daks ar p.
Saskaitot visasaflas d¢as (iz\eloties mazko kopsaugju), skaittaja joprojam visi
saskaiimie dalis ar p, bet sa@fs nesatur p (jo tas izveidots no skai?®, &, ..., (p-1)}

pirmreiziratajiem, starp kuriem nav pirmskéat p). Tatad ar sasinaSaras rezulata p no
skaifitaja nevar “pazust”.
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105.Ja a - nefra skaitlis, a=2n+1, varamemt ¢ = 2(A+ n) + 1 un b = 2(f+ n); parbaudiet
izveles pareitou patsivigi.

Ja a- pra skaitlis, kas izsakns forni a = *a, a - nefra, a>3, tad atrodam
skaig(us G un h, izejot no @ ka risingjuma pirmaj dda, un iz\elamies b = 2by,
C=2-C.

Ja a ir divnieka palpe, tad &8; skaitlim a = 8 varammemt b = 15, ¢ = 17. Ja
a=2 k>3, tad varamemt b = 153, ¢ = 1723,

106. Apliikojot vieriidibu 2+3°=n® pec modua 3, viegli konsta&jam, ka ajbat para skaitlim.
Acimredzot njbat ne@ra. Apazmejot a=2x, n=2y+1, 1&s iedistam
F+P=4y+ay+1
Tapec =41 unb =2z, zN.
Vienadojums f@rveidojas par %+ 9= (2y + 1Y un &lak par
A=Q2y+1-3H2y+1+3)
Abi reizinataji labaja pus ir para skaiti, bet to starfba ir 23%, tapec tie abi nevar diies
ar 4. Ta ka to reiziragjums ir divnieka pakpe, tad arabas iekavas ir divnieka pades;
tapec 2y + 1 - 3= 2 un 2y + 1 + 3= 221, Atnemot $s vieradibas, iegstam 3= 4°*- 1.
Skaidrs, ka x > 1. Izsekojot pglu pedejiem cipariem, iegstam, ka
z=4d+1, x-1=2e+1,

kure, de Z, e, d> 0. Pimemam, kad> 1;tad are > 1.

Vienadojums p@rvérsas par 81° = 42" 1. Parrakseim to ka 3-(80 + 1f' = 4%***1- 1 un
atveram iekavas saskaar Niatona binoma formulu. Kons&am, ka visi saskaitnie,
iznemot vienu, dak ar 16; 3 nevar lit.

Tapecd=e=0,z=1,x=2,a=4, b =2, tigaesam ieguvusi klasisko

2+ F=4+F=5
Atbilde:a=4,b=2
107.To skaitu skaitu, kam ir 2n cipari un kas apmierina ngisatus a) un b), apmesim ar
Xn. TO skaitu skaitu, kuri piedeam sakas ar ciparu 1(2; 3; 4; 5), apxsim ar a(bn; Cn; Oh;
€n)-

Viegli parbaudt, kaa=¢e=1,bh=c=0d. = 2.

leverosim: ja skaitlim, kas apmierina no§amus a) un b), nostro vienu vai
vairakus pirmos ciparus, i@tpis skaitlis atkal apmierina nosmemus a) un b). Ja
sakotngjais skaitlis g8kas ar 1, tadatotrais cipars ir 2, bet treSais vait 3 vai 1.

Tapec iegistam sakabu

=1t 1 (1)
Lidzgi iegistam sakabas
eh=CGat e (2
bh=2bh 1+ dha  (3)
dh=20ha+ b (4)
Ch= &1t 2Gi+ &1 (5)
No (1), (2) un (5) seko, ka
t e=G (6).
Saskaitot (1) - (5), iegtam
Xn=ah+ bh+ G+ th+ &= 281+ 31+ 4G+ 3chat 2614
un,nemot \era (6),
Xn= 3(&-1+ bh1+ Grg+Oha+ 6.1) = 3%
Ta ka x, = 8 (parbaudt patsavigi), tad ntisu mekéjamais skaits ir go7= 83°%.
108. Lenki NAS un NBS ir taisni k ievilkti lepki, kas balsts uz diametru k. 68.zzm.)
Punktu A un B simetriskumaép ANAS = ASBN. Ta ki ANAS ~ ANSA; un

A SBN ~AB;SN, tad ANSA; ~ AB;SN. Tapec SBi:SN=SN:SA, no kurienes seko
vajadZgais.
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68, .
109. ledonasimies, ka esam p@ijusi: O;, O,, O3 atrodas uzA A1A2Aj3 ievilktas rinka
lTinijas. Tad $k.69.zim.)

As

A

simetrijas pc US;,0,=US;0;, tapec Oy atrodas uzA $,S,S; bisektrises;ilzgi spriezam
par G un Gs. Ta Kka trijstira bisektrises krustojas vigpunka, uzdevums iis atrisirats.
Pieadisim mums vajadgo apgalvojumu par punktu;@k.70.z7m.)

Az

=

a L A

2 0mm
Jau atmmgjam, ka simetrijas §¢ £A; bisektrise iet caur loka,S; viduspunktu X. No
ievilktu lepku un hordas - pieskaresikal ipagbam

£S55X = %uszx = %US@,X = /ZA1S3X;

tatad SX ir LA1S3S, bisektrise un X IA A1S3S, bisektriSu krustpunktsatad sakit ar
O:1. Apgalvojumus par @un G; pierada lidzgi.
110. Piepemsim, ka ABCD ir mekjamais kvadits. Skaidrs, ka a > 2. Apskat kvadgtu
A1B;C,D1, kas atrodas ABCD iekSpyskura malas parédlas ABCD maim un atrodas no
tam at@iluma 1. Kvadéta A;B;C:D; malu garumidtad ir a-2. Visu piecu siku centri atrodas
kvadrta AiB1CiD; iekSpus vai uz & robezas. Divi no tiem pieder vienai nd I&adiata
ceturtddam (sk.71.zm.).
B } il C1

Ay — [y
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J2
Katra ceturtdm ir kvadats ar diagoales garumu (a - 2)2—. Ta ka at@alums starp Siem

2
centriem ir vismaz 2, tadbut (a - 2)% >2, no kurienes & 2+/2 + 2.

Jaa=2/2 +2, piecus rikus var novietotd, lai to centri latu punktos Q, A B, Ci,
D;.
111.Ta ka trijstart pret liekko malu atrodas liekais lenkis, tad
(@a-b)(a-p)= 0,
kas viegli arveidojas par & + b > af + ba un, dalot araf3, par

B

Lidzgi iegistam
Yy a o v
vy B B v

Saskaitot (1), (2) un (3), iagtam vajadigo.
112. Pieadisim, ka nav trijgira, kura perimetrs thtu 1995 un kura triju malu un viena
augstuma garums ir naéslirskait]i (neripgjoties par to, kdi ir abu @rejo augstumu garumi).
Pienemsim no prejfa, ka ABC ir &ds trijstiris un AH - tas augstums, kura garums
ir natuals skaitlis.
No kosinusu te@mas seko, ka cosB un cosC ir radgiorskaitli. Tapec BH un CH ir
raciorili skaitli;
A

= C
H T2 Am.
ta ka to kvadati BH>= AB?- AH? un CH = AC?- AH? ir veseli skalili, tad BH un CH ir
veseli skalli. Ta ka AB?- BH?= AC?- CH?, tad AB*+ CH*= AC?+ BH?.
Ta ka veseliem n skditn un rf vienlaikus ir gra vai nepra, tad AB + CH un
AC + BH vienlaikus ir pra vai nepra. No Sejienes seko, ka ABC perimetrs irgp
skaitlis. Tatad tas nevarii 1995.
Pieadijuma kiutiba nemaias, ja A ABC ir platlenka vai taisnleka.
113. Pieadisim: ja atiilums starp divu EZu centriem ir n#&=s par 0,2, tad EZiem ir kaoys
punkts. No 2 seko: uzmmgjot ap katra Eza centrupki ar radiusu 0,1, tiem nav kagu
punktu.
Ta ka sadu rinku kopgais laukums nevarapsniegt salas laukumu, tadhku (un ar
EZu) ir gaigs skaits.
Piememsim, ka divu Ezu centri atrodas punktos O un WM,QM < 0,2. Varam
pienemt, ka M atrodas starp piBmEZza adam OA un OC {3.zm) Ta ka
OM < 0,5 =0T, tad M atrodas OAC iekSpus.
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F3 A

Novelkam caur M taisni KL||AC. Viegli agkinat, ka visasA OKL malasisakas par 1.

Ta ka vismaz viena ofr EZza adata no M ief OKL iekSpusg, tad & saskaras ar pirmo

Ezi.
114.Pienemsim, ka uz vienas salas ir a iigss, uz otras ir b piéas, un & b > 1. Brcdot
vienu pil€tu no otas salas uz pirmo, tiek likvidas a satiksmegrijas un rodas jaunas b-1
satiksmesihijas, fipec to kogjais skaits samazas.

Tapec mazkais satiksmesiniju skaits s tad, ja uz vienas salas ugbs 13

pilsatas, bet uz 12 sah - pa vienai. Tad $is skaitg$13-12+ CZ, = 222.

115.Uz katras taisneabut ciparam 1, un katrs cipars 1 “apkalpo” divasrias Bpcc taisu
skaitam jibut divas reizes liekam nel& vieninieku skaitam, t.i., rapat para skaitlim.
Tagad paadisim, ka visiem pra skaitiem n uzdevuma prass ir izpildimas.
Identificeésim taisnes ar $fetajiem, kas piedak viena afa turnra, kura katram
jaspele ar katru citu tieSi vienu reizi.atla gadjuma jaujums redugas uz sekojosu:
vai turniru var izsglét n-1 diena ta, lai katrs splétajs katru dienu spétu vienu spli?
Taisu krustpunktam pieraliais numurs &a izpratre norada &s dienas numuru, kar
attieagie syzlétaji spele sawa starp.
Attélosim sglétajus ar regura (n - 1)-sira virsotrtm un & centru. Savienosim
centru ar vienu no virsodm, bet [@argjas virsotnes savienosim par@m ar paralliem
nogrieziem, kas perpendikati sakuma novilktajam (sk., piem74.zzm., kur n = 8.)

L_%A

— e

—

T4 FAm.
PagrieZot nogrieiu sisEmu ap centru par 1; 2; 3; ...; 7 pogam, iedistam 7 daddus
tas stivoklus. Tiem spletajiem, kuriem atbilstoSie punkti &jreiz izradas savienoti ar
nogriezni, liekam savstar@ sgelét i-ja diera.

Padonijiet patsivigi, kapec ldzigu konstrukciju nevar realiz, ja n- nepra
skaitlis.

116. Sauksim divus spiegus par savsEarmeitraliem, ja tie neviens neizseko otru.
Apzimésim spiegus ar A Az,...Azs Katram i, Ki<16, ar aapaZmesim to spiegu skaitu, kuri
izseko A; ar b - to spiegu skaitu, kurus izseko pats @& ¢ - to spiegu skaitu, kuri ir neitir

ar A.

Skaidrs, ka katram i pastsakatba a+ b+ =15 (1)

Piememsim, ka a+ G > 8; tad a+ g > 9. Aplikosim spiegu Aun &l devipus no
tiem spiegiem, kuri izseko jAvai ir neitali ar A;. Skaidrs, ka Sos 10 spiegus nevar
uzdevum mingtaja veida nostdit pa apli - nav, kas &t pa labi no A Tapéc katram i
pastv sakarba

a+G<8 (2)
Lidzgi iegastam, ka katram i past sakatba
bi+c<8 3
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Saskaitot (2) un (3), &s iedistam (a+ b+ g) + ¢ < 16.

Nemot \&ra (1), iegistam ¢< 1.

Tagad pieemsim no pre&ja, ka var atrast 11 spiegus, kurus neizdodasadibgia
apli prastaja veida. Apzimesim vienu no tiem ar B.d@€jos desmit saska ar uzdevuma
nosagumiem var nogidit pa apli 6k.75.zzm.):

4
Cin Cz
Cq Cs
Gy Ca
G ET % 75am
Pienemsim, ka starp spiegiemy, G, ..., G nav neviena, kurSiu neitals attiegba

pret B. Tad vai nu B izseko visus spiegus G, ..., Cio, vai af visi spiegi G, G, ...,
Cyo izseko B (prefja gadjuma B varktu “ievietot” apl starp diviem sagiem spiegiem
Ci, un & batu pretruna ar msu pimeémumu.) Gan viefy gan oth gadjuma iegiastam
pretrunu ar (2) vai (3).
Tatad B ir neitéls ar kadu no @rgjiem spiegiem no apskahas 11 spiegu grupas.
Ta ka par B vagja nemt patviigu spiegu nois grupas un katrs spiegs ir nadrar
augsiikais vienu citu (<1), tad 11 spiegi sada savstar§ji neitralu spiegu pros.
Acimredzot 3 nevar lt. legita pretruna, atad ntisu pimémums nepareizs, un 11
spiegus prasaja veida var nosidit.
117.Apzimesim skotngjo trijstiri ar ABC. Katra & mala sadala 3000 vieados nogrie#os,
un caur dajuma punktiem vilktas taisnes paalABC malam. (To, ka, sadalot malu n
vierados nogriefios, #di cda rodas A mazie trijstrisi, visvienkir&ak piemdit ar
matenatisko indukciju.)
Aplakosim mazo trijgiriSu virsotnes, kas atrodas uz malas AB; to paviséd0Qd1.
Vismaz 1001 noam nokiasotas viea un tai pas krasa (pienemsim, sarkad).
Katram divam sarkanam virsotrem uz AB var atrastatiu maz trijstariSa virsotni,
kas kop ar am veido vieadmalu trijstiri. Sarkano virsatu uz AB ir 1001, apéc to [@aru

ir C2,5;=500500; tikpat ir af masu miréto atrodamo virseu. Tas atrodas uz 3000
500500

300(
atrodas vismaz 161 nita virsotne. Apamesim So taisni ar MN.

Ja lada no niisu mirgtajam 161 virsotdm uz MN ar ir sarkana, vajadgais
trijstaris jau atrasts. Varam piemt, ka is visas ir baltas vai melnas. Vismaz didmasa
(varam pi@aemt, ka bakh) ir vismaz 81 noam (76.zm.)

Z 81 halta
méu > 1001 sarkana
A 5
76 Am.
Apskaam §s 81 balis virsotnes. Kaiim divam no &m uz augSu no MN apskat

treSo virsotni, kas kapar &m veido vieadmalu trijstiri. Sadu apskamo virsohu
pavisam irC3; = 3240
Ja lada no @#m ir balta, tad vajadgais trijstiris ar balim virsotrem jau atrasts. Ja

kada no #m ir sarkana, tad atrasts vajaglas trijstiris ar sarkafim virsotrem
(sk.77.zzm.)

taisrem, kas paralas AB; & ka >160 tad uz vismaz vienas nansg taisrem
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T Am.
Tapec atliek apiikot gadjumu, kad #s visas ir melnas, aTka to skaits (3240)

lielaks par AB parali novilkto tai%u skaitu (3001), tad divas nam atrodas uz vienas
no dm taisrem (sk.78.zim.); apZmejam tas ar K un L.
E

T .
Tagad apskam 78.zmejuma virsotni R, kas kop ar K un L veido vieadmalu

trijstari. Viegli redZt - vai nu to nokiso sarkanu, baltu vai melnu, atisids vieadmalu
trijstaris, kura malas parglhs ABC maim un virsotnes noksotas vied un tap pai
krasa.

68



LITERAT URA

1. A.Andzans, JCakste, T.Larfelds, L.Raama, M.Seile. Vidjas \rtibas metode. -
Riga: “Macibu gamata”, 1996. - 231 Ipp
2. 36.Starptautisks materatikas olimpiades Zirijas materili.

M

3. Komandu olimpides “Baltijas C& - 94" Zirijas materili.

Vairaki uzdevumi aizgati no citam sacensibam vai autoriem:
¢ Sankt-Rterburgas mateatikas olimpiades: 3., 29., 72., 85.
¢ Maskavas mateatikas olimpides: 33.

¢ Skotijas nekitienes konkursi: 27., 32.

¢ Zviedrijas materitikas olimpides: 43.

¢ Bulgarijas nekhtienes konkursi: 62., 79.

¢ Kinas matenritikas olimpiades: 55., 60.

¢ Ungarijas matenatikas olimpiades: 65.

¢ CRUX MATHEMATICORUM: 59.

¢ Aivars BerzinS: 23., 86.

0 Andris Cibulis: 58.

0 Karlis Cerans: 76.

69



